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RESUMEN

En el campo de la Educacion Matematica lo atinente al algebra educativa ha ido ganando un
espacio especifico; desde finales de la década del 70, luego del Tercer Congreso Internacional
de Educacion Matematica (ICME 3) celebrado en Alemania, se han estado desarrollando
investigaciones que consideran la didactica del algebra y el pensamiento algebraico como
focos de interés lo cual ha quedado expresado en una diversidad de constructos, enfoques,
autores de referencia, lineas de investigacion, ademas de libros y reuniones en las que se
divulgan los hallazgos en este &mbito. Teniendo esto en mente, en este articulo presentamos
el andlisis de algunos aspectos conceptuales y didacticos relacionados con el algebra escolar
con el propo6sito de mostrar, discutir y dilucidar algunos de sus rasgos mas relevantes. La
informacidn se obtuvo a partir de la revision de distintas fuentes, impresas (articulos, libros
y trabajos de investigacion de maestria y tesis doctorales) y electronicas (articulos, revistas
y libros en linea), de autores venezolanos y extranjeros; también se tomaron en cuenta los
trabajos presentados en algunos eventos de divulgacion propios de la Educacion Matematica,
nacionales y extranjeros, tales como, RELME, CERME, CIBEM, ICME, CIAEM vy
COVEM.

PALABRAS CLAVE: Educacién Matematica; algebra educativa; pensamiento algebraico.

ABSTRACT

In the field of mathematics education it pertains to educational algebra has been gaining a
specific space; since the late 70s, after the Third International Congress on Mathematics
Education (ICME 3) held in Germany, have been developing research that considers the
teaching of algebra and algebraic thinking as foci of interest which it has been expressed in
a variety of constructs, approaches, authors reference, research, as well as books and
meetings in which the findings are reported in this area. With this in mind, in this article we
present the analysis of some conceptual and didactic aspects related to school algebra in order
to show, discuss and clarify some of its most important features. The information was
obtained from a review of different sources, printed (articles, books and research master's
and doctoral theses) and electronic (articles, online magazines and books), Venezuelan and
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foreign authors; also they took into account the papers presented at some events own foreign
disclosure of Mathematics Education, national and, such as, RELME, CERME, CIBEM,
ICME, CIAEM and COVEM.

KeywoRDS: Mathematics Education; educational algebra; algebraic thinking.

1. INTRODUCCION

El pensamiento algebraico ha sido considerado como una potente forma de pensar
(Agudelo, 2013) a través del cual es posible elaborar abstracciones de la realidad asi como
también realizar concreciones de lo abstracto. Por esta razon, dicha forma de pensar “es util
para el analisis de situaciones de la vida real y la toma de decisiones; y, por consiguiente,
cada ciudadano la necesita para poder participar activamente como miembro de una sociedad
democratica” (p. 3). Por eso es necesario que las personas lo adquieran y desarrollen, durante
su periodo de escolaridad. Sin embargo, en la investigacion desarrollada por Gonzélez (2016)
se hizo evidente la complejidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje de los contenidos
algebraicos en todos los niveles del sistema educativo; ademas se revel6 un contraste entre
el pregonar de la importancia que tiene para los ciudadanos la adquisicién de un solido
pensamiento algebraico durante su educacion formal y la realidad observada. Esta
caracterizacion logramos concentrarla en el terreno de la didactica venezolana del algebra en
la que constatamos importantes insuficiencias tedricas y précticas, ante lo cual emergio la
necesidad de hacer una revision de este ambito especifico de la Educacion Matematica
tomando en cuenta los aspectos didactico e investigativo con el propdsito de coadyuvar en la
tarea que se han propuesto otros autores venezolanos y extranjeros como lo es la
visibilizacion del algebra escolar.

1.1. OBJETIVO PROPUESTO

Analizar algunos aspectos conceptuales y didacticos relacionados con el pensamiento
algebraico.

1.2. AMBITO METODOLGGICO

Esta investigacion forma parte de una mas amplia en la cual se indago6 sobre algunos
elementos del pensamiento algebraico de profesores de matematicas en formacion inicial en
un contexto de ensefianza y aprendizaje del algebra universitaria (Gonzéalez, 2016). Es un
estudio desarrollado en el campo de la Educacion Matematica entendida ésta como una
disciplina cientifica emergente, con multiples perspectivas tedricas y metodoldgicas para
investigar sobre la complejidad de los asuntos involucrados en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas. Por su naturaleza es una indagacion de tipo documental
consistente en la busqueda y andlisis de multiples documentos en distintos formatos, por lo
que la informacidn se obtuvo a partir de la revisidn de diferentes fuentes, impresas (articulos,
libros y trabajos de investigacion de maestria y tesis doctorales) y electronicas (articulos,
revistas y libros en linea), de autores venezolanos y extranjeros; también se tomaron en
cuenta los trabajos presentados en algunos eventos de divulgacion propios de la Educacion
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Matematica, nacionales y extranjeros, tales como, RELME, CERME, CIBEM, ICME,
CIAEM y COVEM. Dicha informacion se organizd atendiendo a distintos criterios
relacionados con la tematica especifica (epistemologico, didactico, investigativo, entre otros)
y con la naturaleza de la fuente consultada dando un resultado parcial como el que se presenta
en este articulo.

2. ELEMENTOS CONCEPTUALES

2. 1. ABSTRACCION, GENERALIZACION Y FORMALIZACION

Gonzélez (2005) sefiala que los procesos cognitivos son actividades especificas del ser
humano mediante las cuales organiza e interrelaciona los datos que le aporta la experiencia
(es decir la informacion que le provee el entorno) mediante otras acciones como adquisicion,
retencion y transformacion. Ligado a estas acciones estan los procesos cognitivos los cuales
se manifiestan de tres maneras: a través de la abstraccion, la discriminacion y la
generalizacion. Entre los dos primeros procesos no es muy clara la diferencia. Consideremos,
por ejemplo, las definiciones dadas por Lovell (1986): “Abstraccion: accion y efecto de
abstraer (abstrahere, sacar de, retirar), que significa ‘aislar mentalmente o considerar por
separado’ (las cualidades 0 una cualidad de un objeto. Discriminacion, de discriminar, que
significa ‘separar, distinguir, diferenciar (una cosa de otra)” (p. 25). En todo caso, sefiala este
autor, tanto en la abstraccion como en la discriminacion se hace presente la generalizacion.

En relacién con la abstraccion puede decirse que es una facultad de los seres humanos
que, mediante complejos procesos mentales, les permite hacerse una imagen simplificada del
entorno o la realidad aislando detalles. Por ejemplo, desde un punto de vista matematico,
sefala Bell (2002), “el circulo matematico de Euclides es el producto de una simplificacion
deliberada y de la abstraccion de los discos observados entonces, como el de la luna llena,
que a simple vista parece circular” (p. 18), de tal manera que con la simplificacion y
abstraccion de las observaciones de los sentidos “las matematicas enfocan los campos de las
ciencias y de la vida diaria con nuestro corto entendimiento y hacen posible una descripcion
racional de nuestras experiencias, que concuerdan perfectamente con las observaciones
hechas” (Bell, 2002, p. 19).

Por su parte, la generalizacidn es un mecanismo de abstraccidn que permite la captacién
y seleccion de caracteristicas comunes en un conjunto de ocurrencias o instancias para crear
una categoria de mayor nivel que las contenga a todas, ésta viene a ser la clase de dichos
eventos, es la representante de todos. EI mecanismo contrario, es decir, el proceso de
construir una instancia que retina todas las caracteristicas de la clase representante se
denomina particularizacion.

Un ejemplo de actividad orientada a la generalizacidon en el nivel escolar es aquel
mediante el cual, a partir de unos casos particulares en una secuencia (numérica, geomeétrica,
pictorica, figurativa o ideografica) el estudiante debe construir un término particular o
general. A manera de ilustracién, en la siguiente sucesion 1, 4, 9, 16, 25... ;cual es el término
gue ocupa la posicion enésima? En la construccion de la respuesta puede observarse la
regularidad de que hay alternancia entre numeros impares y pares; sin embargo, dado que no

Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.



es una caracteristica que los englobe a todos se debe continuar la busqueda. Una caracteristica
globalizadora es que todos son cuadrados perfectos, pero aln este dato esta incompleto pues
no son cualesquiera cuadrados perfectos, sino que lo son del respectivo ordinal. De tal forma
que la respuesta (generalizacion buscada) es que en la posicion n estara el nimero n®. Este
numero general constituye la categoria de mayor nivel del que se habla en el péarrafo
precedente.

En el ejemplo anterior vale la pena hacer dos comentarios: (1) Obsérvese como se hace
presente un efecto polisémico del simbolo ya que la letra n sirve para denotar tanto el ordinal
como el respectivo cardinal de la sucesion, y (2) constituye un caso de generalizacion
considerando el anélisis de unos casos particulares, esto es, no involucra la deduccion,
proceso al cual debe orientarse la ensefianza en segunda instancia.

Desde el punto de vista del algebra universitaria, en el estudio de las estructuras de
grupo y espacio vectorial el estudiante debe comprender que éstas pueden interpretarse como
categorias que subsumen las propiedades de conjuntos junto a operaciones conocidas desde
el nivel medio de la escolaridad. Por ejemplo, el concepto de grupo engloba las estructuras
de los numeros enteros y de los polinomios junto con las operaciones de adicién en cada
caso; mientras que el de espacio vectorial lo hace con el de matrices, entre otros.

En torno a lo planteado sobre abstraccién y generalizacién pueden presentarse
discrepancias sobre como se relacionan. Por ejemplo, para Esquinas (2009), la abstraccion
propicia la generalizacion, por lo que para esta autora es posible mencionar una diferencia
entre ambos procesos. Segun su punto de vista, la abstraccién es una caracteristica
fundamental (natural) del ser humano, mientras que la generalizacién no lo es, en el sentido
de que debe fomentarse su desarrollo mediante actividades especificas y adecuadas.

Por otra parte, lo formal esta relacionado con el buen uso de los simbolos. En este
sentido la ldgica ha hecho una contribucion enorme; pues desde esta perspectiva es
claramente diferenciable lo sintactico y lo semantico. En este contexto la formalizacidn tiene
que ver con el manejo correcto del simbolismo con independencia de los significados. Asi,
se dice que un razonamiento® formal es el proceso de establecer uno valido sin importar el
contenido semantico de los simbolos involucrados. La pregunta de trabajo es: ¢Se sigue la
conclusién de las premisas? Por ejemplo, la figura 1 es un esquema para identificar un tipo
de razonamiento general. En éste, a partir de una implicacion l6gica se llega a concluir el
consecuente con solamente afirmar el antecedente. Dicho esquema es conocido como regla
de inferencia del Modus Ponendo Ponens (modo de afirmar afirmando). Se dice que esta
regla representa un razonamiento valido ya que la forma proposicional [(p = g)Ap] — g es
una tautologia, con lo cual la conjuncion de las premisas implica l6gicamente la conclusion.
En consecuencia, para cualesquiera significados proposicionales de las letras p y g se tendra
un razonamiento valido.

1 El razonamiento es un proceso que puede ser estudiado desde los puntos de vista psicoldgico y légico. En
ambos casos tiene que ver con los procesos mediante los cuales a partir de una o varias premisas se obtiene una
conclusién, es una clase especial de pensamiento llamada inferencia. En el caso de la l6gica se interesa sélo por
el estudio del razonamiento sin atender al contenido del mismo.
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Figura 1. Regla del Modus Ponendo Ponens

Freudenthal (1983) sefala que “un lenguaje es puramente formal si sus expresiones se
pueden manejar, imitar y comprobar si son correctas (esto es, si exhiben la regularidad
requerida) sin prestar atencion a su significado, que quiza sea incluso absurdo” (p. 3). Esto
solo es posible mediante el manejo del significado de los elementos linguisticos significativos
y dominar el funcionamiento de los elementos estructurantes (Freudenthal, 1983, p. 3).

En el caso de las préacticas relacionadas con el algebra es més frecuente el uso de un
sistema matematico de signos (SMS) que un sistema linguistico formal como la légica, pues
en el primero la formalizacion estd basada en el buen manejo de ese sistema mixto que surge
al combinar el lenguaje natural con el lenguaje simbolico; ademas, la formalizacion también
se asocia con la sistematizacion del proceso de demostrar.

2.2, CONCEPTO Y CONCEPTUALIZACION

El conocido mito de la caverna de Platon es una metafora segln la cual, dado que
estamos atrapados por nuestros sentidos, el mundo que conocemos s6lo es la sombra
proyectada en la pared de la caverna de la realidad por ideas puras que al nacer nos son
incubadas en nuestra alma. Platdn demuestra asi como el conocimiento siempre es una
proyeccion de nuestras ideas innatas. Este mito permite ilustrar como el conocimiento y la
construccion de conceptos han sido motivos de gran interés desde la antigliedad con los
aportes de Platdn, Socrates y Aristoteles, aproximadamente en el siglo 1V antes de Cristo,
suscitando grandes polémicas cientificas y filos6ficas que van desde la interpretacion del
conocimiento como una asociacién entre estimulo y respuesta pregonado por el conductismo
y sus diversas corrientes hasta desembocar en su comprension desde el pensamiento
complejo (Morin, 2007).

En el siglo XX el estudio de los conceptos adquirié un papel notorio luego de la
segunda Guerra Mundial con el auge de las Ciencias Cognitivas; a partir de entonces tuvieron
un impulso considerable a través del desarrollo de las teorias cognoscitivistas del aprendizaje;
particularmente emergieron aquellas que establecen una metafora del funcionamiento de la
mente humana con la actividad electrénica que despliegan las computadoras en lo relativo a
la produccion, almacenamiento, recuperacion, etc., de la informacion, surgiendo asi las
teorias vinculadas con el procesamiento de la informacién. Algunas de ellas son las
denominadas teorias Computacionales (Pozo, 1994), entre las que destacan la Teorias ACT
(Control Adaptativo del Pensamiento) de Anderson (1982) y la Teoria de los Esquemas de
Rumelhart y Norman (1978). En este contexto los conceptos se manejan a través de redes
semanticas, entre otros términos. Pero, y ¢qué es un concepto? Tal nocion es un asunto
complejo del cual mostraremos algunos puntos de vista. Para Lovell (1986):

Un concepto puede ser definido como una generalizacién a partir de
datos relacionados, y posibilita responder a, o pensar en, estimulos

Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.

11



especificos o perceptos? de una manera determinada. Por esto, un
concepto, equivale a un juicio y se utiliza como un criterio. (p. 25)

El anterior autor hace su sefialamiento tomando en cuenta lo que ocurre con los nifios.
El criterio que menciona tiene que ver con el caracter potencial de la generalizacion para
convertirse en concepto, ya que desde su punto de vista una generalizacién queda ahora como
una “hipdtesis (por ejemplo, esto es un triangulo, esto es un invertebrado) que tiene que ser
comprobada ensayandola sobre nuevos especimenes” (Lovell, 1986, p. 25). Por lo tanto, el
concepto se considera formado cuando la generalizacion, puesta a prueba en una
circunstancia particular, logra identificarla como integrante o no de la generalizacion.

Desde otro punto de vista, para Gonzélez (2005) un concepto es la representacion
linglistica de una idea abstracta que capacita a quien la posee para clasificar objetos o eventos
y para decidir si son ejemplos o0 no de la idea abstracta en cuestion.

Ahora bien, desde la teoria de los campos conceptuales se hace mas compleja esta
nocion ya que se afirma que un concepto es una tripleta formada por “el conjunto de
situaciones que hacen significativo el concepto, el conjunto de invariantes que constituyen el
concepto y el conjunto de representaciones simbolicas usadas para presentar el concepto, sus
propiedades Yy las situaciones a las que se refiere” (Godino, 2003, p. 36).

También, es posible comprender mejor un concepto mediante el conjunto de las
relaciones dinamicas que lo ligan con otros conceptos, en los problemas en que se aplica, y
en los procedimientos y estrategias que se elaboran para resolver esos problemas (Radford,
1995).

Para D" Amore (2009), no es facil separar el “concepto” de su proceso de construccion,
ya que un concepto se halla en una fase continua de construccion, y es en esta misma
actividad de edificacién que se halla la parte mas problemaética y por lo tanto mas rica de su
significado. Reconociendo la extraordinaria complejidad de este constructo este autor indica
dos aspectos que lo caracterizan en el caso de las matematicas: (a) todo concepto matematico
remite a “no-objetos”, en el sentido de que la conceptualizacion no puede basarse sobre
significados que se apoyen en la realidad concreta; en otras palabras en matematicas no son
posibles reenvios ostensivos; y, (b) es obligatorio servirse de representaciones, dado que no
se dispone de “objetos” para exhibir en su lugar; por lo que la conceptuacién debe
necesariamente pasar a través de registros representativos que, por varios motivos, sobre todo
si son de caréacter linglistico, no pueden ser univocos.

La conceptualizacion se sustenta sobre los objetos a los que son referidos y las
relaciones que se establecen con otros objetos de su misma naturaleza (Gonzélez, 2005). En
este proceso, el lenguaje y los simbolos matematicos intervienen ciertamente en la

2 Este término fue acufiado por Gilles Deleuze (filosofo francés, 1925-1995) con el cual establece una diferencia
con respeto a las nociones mas conocidas de concepto y percepcion. Alude a los paquetes de sensaciones que
se relacionan entre si y que se mantienen en aquel que las experimenta. En el contexto expuesto hace referencia
al paquete de sensaciones que tienen los nifios de su entorno. Se trata entonces que el nifio transite del percepto
al concepto.
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conceptuacion “porque capacitan al individuo para captar y aclarar los conceptos o actuan
como un marco de referencia” (ob. Cit. p. 26).

Para cerrar este breve apartado, es importante considerar la posicion de Freudenthal
(1983) quien contrapone la idea de objeto mental a la de concepto, lo cual no es algo trivial
pues como sefiala Puig (1997) el objetivo de la accion educativa ha de ser basicamente la
constitucién de objetos mentales, y solo en segundo lugar la adquisicion de conceptos. Para
entender esta posicion debe considerarse el punto de vista fenomenologico de Freudenthal
(1983), es consecuencia de considerar como las personas conciben o usan las Matematicas
frente a las Matematicas como disciplina o como conjunto de saberes.

Para resumir, en la siguiente tabla podemos contrastar los puntos de vista en relacion
con los conceptos, en ella podemos identificar ideas disimiles que ameritarian un analisis
mas detallado que el que exponemos en este articulo.

Tabla 1. Comparacion de la nocion de concepto

Autor Atributos del concepto
Lovell (1986) Caréacter potencial de una generalizacion
Gonzalez (2005) Representacion linguistica
Godino (2003) Tripleta formada por el conjunto:

(1) De situaciones que hacen significativo el concepto.

(2) De invariantes que constituyen el concepto.

(3) De representaciones simbdlicas usadas para representarlo junto a sus propiedades
y las situaciones relacionadas.

Radford (1995) Interactivo: En conexién con otros conceptos, en los problemas en que se aplica, y en
los procedimientos y estrategias que se elaboran para resolver esos problemas.
D”Amore (2009) Indisolublemente ligado a su construccion (concepto y conceptualizacion).

Freudenthal (1983) | Contrapuesto a la nocion de objeto mental.

2.3. /ND/CE, SIMBOLO E [CONO

En el andlisis que realizamos es frecuente el empleo de los términos signos, simbolos
y significante. A pesar de su naturaleza diferente, en la ensefianza de la Matematica, es usual
hacer equivalentes el signo y el simbolo. Sin embargo, es conveniente tener claro su
diferenciacion conceptual.

El signo en la perspectiva de Charles Sanders Peirce (1839-1914) posee tres
caracteristicas definitorias: (1) es una entidad triddica, significado, significante y cognicion
interpretante  (para F. Saussure, 1857-1913, la nocion de signo es diadica,
significante/significado); (2) no es estatico; y, (3) no es arbitrario (la relacion triadica no es
arbitraria). Ademas los signos pueden ser de tres tipos: iconos (del griego eikon), indices
(etimologicamente, dedo que sefiala) y simbolos. “Los iconos son signos que tienen alguna
semejanza con el objeto y tienen el caracter que los hace significar, incluso si el objeto no
existiera” (Puig, 2003, p. 177). Mientras que “los indices no se parecen a los objetos, sino
que los sefialan, fuerzan la atencion hacia ellos, pero no los describen” (ob.cit, p. 177).

Podemos decir entonces que una diferencia entre estos dos signos estriba en las
sensaciones que activan en el interpretante, por un lado el icono induce a la reflexion; y, por
otra parte, el indice hacia la accion. En el caso del simbolo éste tiene que ver con lo
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convencional, es decir con lo acordado del signo, el ejemplo mas emblematico lo constituye
la bandera de un pais. Los simbolos no siempre son intuitivos o sobrentendidos para todas
las personas, sino que se requiere una preparacion previa para su dominio (Mora, 2006).

En la ensefianza de las Matematicas cabe destacar que Puig (2003) cataloga las
expresiones algebraicas como iconos pues en ellas convergen letras (indices) y los signos +,
=, etc. (simbolos); y, tomando en cuenta, segln este autor, que suscitan una interpretacion
global.

En todo caso, lo referido al signo y a su aprehension esté fuertemente ligado a la cultura,
vale decir al contexto en que son propuestos. Desde el punto de vista de la teoria vygotskyana,
sefiala Papini (2003), que resulta importante la apropiacién de los signos de la cultura y el
impacto que ellos provocan en el desarrollo de las personas, por lo que coloca esta teoria en
un lugar sumamente interesante para tratar de explicar la apropiacién de los signos propios
del lgebra.

2.4.  LENGUAJE MATEMATICO

Establecer relaciones entre las nociones lenguaje, Matematicas y pensamiento es una
tarea extremadamente compleja. Solo al tratar de definir cada uno de estos términos se
empiezan a percibir las complicaciones. Ademas de los signos, el lenguaje también es
considerado por Vygotsky (1979) como una herramienta fundamental en el desarrollo de la
inteligencia. Por otra parte, el papel del lenguaje en la Matemaética es un asunto de interés
indagatorio que ha sido revisado desde distintos angulos (Pimm, 2002; Beyer, 2006;
Freudenthal, 1983; Rojano, 1994). Existen varios acercamientos en este sentido tales como,
Matematicas y lenguaje, el lenguaje de las Matematicas, y las Matematicas como lenguaje.
Esta Gltima manera de plantear la relacion ha estado sobre el tapete desde los afios noventa
luego de un giro experimentado con relacién al foco en las investigaciones de lo cognitivo a
lo linguistico.

Interpretar las Matematicas como lenguaje (Pimm, 2002; Rojano, 1994; Freudenthal,
1983) tiene implicaciones en su didactica, pues una hipétesis fundamental es que,
continuando con esta metafora (Lakoff y Nafiez, 2000), su ensefianza debe asumirse como el
de una lengua extranjera, esto significa que el centro de atencion no debe ser el idioma como
tal mismo sino su potencial comunicativo (Pimm, 2002). Para este autor el propoésito principal
de su obra es construir las Matematicas en términos linglisticos, pues con este acercamiento
se pueden formular cuestiones que de otro modo no se podrian considerar importantes. En
Beyer (2006) este autor claramente se distancia de la postura que considera la Matematica
como lenguaje. En su lugar, asume que “la Matematica es un producto socio-cultural el cual
tiene asociado un lenguaje” (p. 70).

Beyer (2002) define el lenguaje como un “sistema de signos sujetos a una serie de
reglas sintacticas dentro de un campo significativo que permiten la comunicacion entre un
emisor y un receptor en el &mbito de un sistema comunicacional” (p. 147). De acuerdo con
esta definicion, es posible considerar metaforicamente, en el sentido de Lakoff y Nufiez
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(2000)2 el lenguaje como un sistema axiomatico. En efecto, los términos no definidos lo
constituyen estos signos, asi éstos pueden interpretarse como unidades de simbolos
elementales o atomicos, y constituyen el alfabeto de ese lenguaje. Mediante reglas de sintaxis
preestablecidas es posible hacer combinaciones de estos signos para formar nuevos simbolos
de mayor complejidad, los cuales son llamados palabras (Beyer, 2002, p. 148).

Desde el punto de vista de la didactica, Beyer (2002) define el lenguaje matematico
como el que emplea una persona para trasmitir ideas matematicas a otra persona. Por ejemplo
obsérvese como el espafiol funciona como un metalenguaje pues es un lenguaje que se usa
para ensefar otro lenguaje.

Por otra parte, algunos autores, como Marti (1997), lo definen enfatizando el rol de los
simbolos y la sintaxis. En consecuencia, este autor establece una diferenciacion con el
lenguaje natural dado el doble papel que debe jugar el lenguaje matematico. Por un lado,
estan sus reglas de composicion y correccion; y, por otro, sus herramientas de notacién
precisas, explicitas, abstractas, de alcance general, y fundadas en significados matematicos
previamente adquiridos, en palabras de este autor:

Al igual que el lenguaje natural, el lenguaje matematico se refiere a
entidades Matematicas (numeros Yy sus relaciones, transformaciones
y operaciones) y es empleado para pensar y hablar de dichas
entidades. Pero en un mayor grado que el lenguaje natural, el
lenguaje matematico tiene una vida propia, regida por reglas precisas
de composicion que garantizan la correccion de sus expresiones. (p.
233)

Duval (2015) sefiala cuatro funciones discursivas de la lengua con las cuales es posible
responder al para qué de un lenguaje: designar los objetos, con lo cual se puede decir algo
sobre ellos, de tal manera que tome un valor epistémico (por ejemplo, enunciar una
proposicion), generar otras proposiciones a partir de una proposicion dada y, finalmente,
integrar a la proposicién enunciada su valor de toma de responsabilidad epistémica por parte
de quien la enuncia.

Esta organizacion tiene implicaciones en lo concerniente a la ensefianza de las
matematicas, pues como lo indica Duval (2015), en este contexto, en algunos casos se reduce
el lenguaje a la funcion discursiva de designar objetos.

Por su parte, Freudenthal (1983) establece la distincidn de tres niveles de lenguaje en
matematicas: nivel ostensivo, nivel funcional, y nivel de las convenciones simbdlicas que
permiten tomar en cuenta variables.

2.4.1. Lenguaje algebraico

Freudenthal (1983) es una referencia obligada al hablar de lenguaje algebraico, en su
libro estudia su caracterizacion. Para este autor la modelizacion y la generalizacion son partes
explicitas de un proceso mas general que él describe como sustitucion formal.

3 Para estos autores una metafora se la puede interpretar como la comprension de un dominio en términos de
otro dominio.
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En la antigliedad las Matematicas se expresaban a través del lenguaje natural y
geométrico, sin embargo en la actualidad el lenguaje algebraico ha sido un sustituto
extraordinario; en efecto, el algebra simbdlica es el lenguaje basico de la Matematica. Para
Rojano (1994), una de sus principales caracteristicas es la “de ser un lenguaje que se
autoexplica, esto es, en él no solo es factible expresar los teoremas sino también
demostrarlos” (p. 45).

El lenguaje algebraico se caracteriza por tener un alfabeto complejo en el que se
emplean: letras de los alfabetos griego y latino para denotar los objetos matematicos,
simbolos numerales con distintos significados (exponente, subindice, coeficientes, etc.),
signos de agrupacion como los paréntesis, signos de mayor y menor, signo de igualdad, entre
otros.

Ademas, este lenguaje puede considerase como “el medio a través del cual se expresa
matematicamente una generalizacion” (Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2005, p. 123);
mientras que Papini (2003) se vale del sentido metafdrico, pero manteniéndose en un nivel
operatorio al expresar que este lenguaje “funciona como una memoria que conserva la huella
o la traza de las operaciones efectuadas” (p. 54).

En este contexto es muy frecuente que se presenten los fendmenos linglisticos
conocidos como sinonimia y polisemia. El primer caso ocurre cuando un mismo objeto
matematico es representado de formas diversas, esto es, distintas notaciones teniendo el
mismo significado. Es lo que sucede, por ejemplo, en el ambito de los nUmeros reales con

los siguientes simbolos diferentes, pero que representan el mismo objeto: {x € R|—3< X gl} y

(— 3,1] . Entorno a esto la teoria de Duval (1995, 2006) logra caracterizarlo con la introduccion
del concepto de registro de representacion y la naturaleza de los cambios en tales registros.

La polisemia tiene que ver con el hecho de que una notacién particular tenga asociados
distintos conceptos. Por ejemplo, en Teoria de Nameros el simbolo (a, b) puede interpretarse
como el maximo comun divisor entre los enteros a y b; mientras que en algebra lineal
representa el producto interno entre los vectores a y b ; en Anélisis simboliza el segmento
de recta (o intervalo) comprendido entre los reales a y b ; y en Geometria Analitica se refiere
a un punto del plano cartesiano. Como un caso significativo (por las reiteradas confusiones
de las que es objeto) destacamos el signo “—*. Este puede significar el simbolo de una
operacién monaria como en el caso de —x, 0 el simbolo de una operacién binaria como en
el caso de la sustraccion. Es bastante frecuente que en la ensefianza coexistan los dos
significados, un ejemplo de esto se tiene cuando se plantean operaciones del tipo 5-(-2).
Beyer (2006) analiza con amplios detalles los casos de sinonimia y polisemia del lenguaje
matematico.

El simbolo de igualdad es un caso interesante de la polisemia, pues éste tiene varias
connotaciones, algunas de las cuales se describen en Gonzalez y Gonzalez (2014) con las
cuales se consiguen variadas interpretaciones de este simbolo. Una de estas que es
conveniente destacar son identidad y ecuacion. Por ejemplo, las siguientes igualdades no

tienen la misma naturaleza: (a+b)’ =a®+2ab+b? y 2a+1=0, la primera es una identidad
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pues siempre es cierta sin importar los valores de las letras a y b; mientras que la segunda es
una ecuacion ya que solo es valida cuando el valor de a es %.

2.4.2. Simbolismo y sistema matematico de signos (SMS)

Charbonneau (1996) considera el simbolismo como elemento central del algebra, pero
“no la totalidad del algebra” (p. 35), lo concibe como un idioma que puede condensar la
presentacion de un argumento y como un medio para resolver problemas.

Ahora bien, desde el punto de vista de la Didactica de las Matematicas existe una
relacion paraddjica entre simbolo y objeto significado, ello obedece a que para comunicar
ideas matematicas el simbolo es insustituible, no es posible hacerlo sin recurrir a él, tal como
nos lo sefiala Pimm (2002): “en Matematicas, el simbolo convencional constituye el tnico
medio de evocar el concepto mismo” (p. 222); de manera que la préctica es la de manipular
y efectuar transformaciones en el signo que representa al objeto como una manera de
acercarse a él. Sin embargo, es menester tener claro que el simbolo jamas sustituye al objeto,
el cual existe en la abstraccion del pensamiento con entidad propia y con independencia de
su imagen concreta representada por su significante. Un ejemplo emblemaético de lo que
exponemos ocurre con la idea de numero (que es una abstraccién) y el numeral
correspondiente; en la practica (como ocurre en algunas partes de este articulo) es habitual
que se fundan y se confundan hasta el punto de hablar de nimeros binarios, romanos, etc., y
hasta es comun que se definan algunas propiedades aritméticas en funcién de las
caracteristicas del simbolo.

Lo anterior puede suponer una dificultad para el estudiante si no logra aprehender el
objeto matematico que subyace en la simbolizacion. Todo esto ocurre a pesar de que en
matematicas los signos no son prioritarios para presentar objetos, sino para sustituirlos por
otros (Radford, 2012; Duval, 1995), es lo que se conoce como cambio de representacion.

Esta situacion, entre otras consideraciones, justifica que actualmente la semiética* haya
generado un interés para algunos investigadores en el ambito de la Educacion Matematica
debido también a dos razones fundamentales que toman en cuenta: la actividad matematica
se ha considerado esencialmente simbolica; y, porque los signos son portadores de
convenciones y formas culturales de significacion que la hacen un campo apropiado para
entender las relaciones entre los signos a través de los cuales piensan los individuos (Radford,
2014).

En este contexto, es importante también tener claro lo relacionado con el papel
desempefiado por las representaciones (Radford, 2014; Duvald, 2006), las cuales pueden ser
pictoricas, geomeétricas, numéricas, tabulares, algebraicas y verbales. Se considera clave que
los docentes hagamos conscientes a los estudiantes de ellas y promover el control sobre los
cambios de un registro a otro. Ademas, también son importantes, siguiendo a Britt e Irwin

4 Para Radford (2014) hay, por lo menos, tres tradiciones semidticas claramente diferenciadas: (1) La del suizo
Ferdinand de Saussure (1857-1913), quien emplea el término semiologia; (2) la de Charles Sanders Peirce
(1839-1914), quien acufid el término semidtica; y, (3) la del psicélogo ruso Lev S. Vygotsky (1896-1934).
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(2008), reconocer la articulacion con sistemas semidticos tales como, palabras, gestos,
imagenes, gréaficos y simbolos.

Ademas, Radford (2012), quien ha investigado sobre los procesos de generalizacion,
sefiala que el estudio de los medios semidticos de objetivacion utilizados por los alumnos
para lograr el dominio de tales procesos puede ayudar a comprender como ellos dotan de
sentido los simbolos algebraicos.

En el proceso de emergencia y consolidacion del simbolismo, ademas del lenguaje
natural, se pueden destacar los componentes geomeétrico y algebraico. El lenguaje geométrico
fue durante mucho tiempo el modo en que se expresaba la Matematica, el cual fue cayendo
en desuso con el devenir del lenguaje algebraico, a través del cual se expresa toda la
Matematica en la actualidad. Con respecto a este ultimo se han establecido tres periodos,
retdrico, sincopado y simbdlico®. Sin embargo Puig (1998) y Sessa (2005) cuestionan esta
organizacion por el énfasis que hace del aspecto escritural en detrimento de la naturaleza de
los problemas y los mecanismos de solucion empleados.

Ahora bien, desde el punto de vista historico la introduccion y adopcién del simbolismo
matematico no respondié a una planificacion sistematicamente organizada; contrariamente
su implementacidn, acogida e implantacion se produjo lentamente y luego de una cadena de
eventos en los que se muestra el componente profundamente humano del desarrollo de la
Matematica a través del tiempo.

Como ejemplos ilustrativos referiremos los casos del simbolo de igualdad (=) y pi (n);
el primero, como simbolo ya habia sido usado, pero sin el significado tan universal que tiene
hoy en dia; por ejemplo, el francés F. Viete (1540-1603) lo utilizaba para expresar la
diferencia entre dos cantidades, asi escribia 7 = 2 aequale 5. Fue el inglés Robert Recorde
(1510-1558) quien lo propuso formalmente en su obra The Whetstone of Witte (La Piedra de
afilar el ingenio, 1557) con la idea de que no puede haber dos cosas mas iguales que dos
rectas paralelas. Sin embargo, no fue sino luego de cien afios después de haberse formulado
que esta propuesta se expandié y masificd su uso de una forma que hoy en dia resulta
imprescindible. En Gonzéalez y Gonzalez (2014) se exponen con mayor detalle otros aspectos
relacionados con su evolucion como simbolo matematico.

Con respecto a , se trata de una letra correspondiente a la inicial de las palabras griegas
mepLpépela, mepiuetpog Y mepiuetpov equivalentes en espafiol a periferia, perimetro y
circunferencia, respectivamente. Actualmente, en la escolaridad, de forma preponderante se
emplea para representar la relacion entre la longitud de una circunferencia y su didmetro
(existen evidencias de que las civilizaciones egipcia, griega, china, india y mesopotamica
conocian y manipularon esta relacion mediante diversas aproximaciones). Como simbolo
matematico = fue empleado por primera vez por el inglés William Oughtred (1574-1660) en
sus obras Clavis Mathematicae (1631), Circles of Proportion and the Horizontal Instrument
(1632) y Trigonometria with Canones Sinuum (1657). Luego, el matematico galés William
Jones (1675-1749) es quien lo propone formalmente; sin embargo, hubo que esperar el afio
1748 para que Leonhard Euler lo popularizara en su obra Introduccion al calculo

® Tal periodizacion la propuso en 1842 G. H. F.Nesselmann en un libro intitulado Die Algebra der Griechen
(El algebra de los griegos)

18
Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.



infinitesimal a través de la extraordinaria igualdad que lleva su nombre: e® +1=0, en laque
ingeniosamente aparece involucrada con la unidad imaginaria, el nimero e y los neutros
multiplicativos y aditivos. Hoy en dia son conocidas algunas de sus propiedades matematicas
tales como que representa un ndmero irracional, trascendente y en consecuencia no
algebraico.

El establecimiento del simbolismo ha significado una transformacion extraordinaria en
la manera de hacer, ensefiar y aprender Matematicas pues se tratd de una revolucion en el
lenguaje matematico, particularmente en el algebraico, que durante mucho tiempo estuvo
basado en el lenguaje natural, permitiendo con ello el transito hacia el &lgebra simbdlica; la
trascendencia de este hecho es analizado por Gomez-Granell (1997) de la siguiente manera:
“El uso de la notacion mediante letras posibilita la independencia con respecto al objeto que
se representa, el simbolo cobra entonces un significado que va mas alla del objeto
simbolizado” (p. 208).

Sin embargo, es importante revelar algunas limitaciones que tiene tal uso metaférico
de los objetos matematicos. En efecto, este sistema de simbolos rapidamente se extendié y
popularizé haciendo olvidar, como advierte Pimm (2002), que el Algebra “en el sentido de
la formulacién y manipulacion de expresiones de generalidad, puede construirse sin
necesidad de emplear letras, utilizando, por ejemplo, palabras o simbolos no alfabéticos” (p.
193); es decir, a pesar de que en la practica de manipulacién el simbolo sustituye al objeto,
es necesario tener conciencia de la ambigledad que los une y/o separa. Lo particular aqui no
es que el simbolo no sea un buen representante del objeto, pues el problema no se presenta
en la representacion como tal, sino que el concepto matematico que aspira representar es
probable que se desnaturalice, se pierda en el nivel de las operaciones que ejecuta el
estudiante, y esto es posible pues se opera sobre el simbolo sin intentar ver si las operaciones
que se desarrollan son significativas en términos del objeto que éste representa (Artigue,
2003).

En consecuencia, como se ha dicho, la dificultad queda expresada en la posible
confusion del alumno al interpretar el objeto matematico a través del signo, lo que a su vez
no es algo trivial tomando en cuenta que “en Matematicas, el simbolo convencional
constituye el tnico medio de evocar el concepto mismo” (Pimm 2002, p. 222), de tal manera
que es posible creer que se opera sobre el objeto cuando se efectlian transformaciones en el
signo que lo identifica.

Lo referido al papel que ha jugado el simbolismo resulta de enorme importancia para
la Matematica al punto que Devlin (2003) afirma que una gran parte de ella seria imposible
sin el empleo de simbolos. En relacion con su estudio Pimm (2002) ha establecido una
categorizacion que comprende cuatro tipos: logogramas, pictogramas, simbolos de
puntuacion y simbolos alfabéticos. En la tabla 1 presentamos un resumen de la
caracterizacion que propone este autor.
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Tabla 2. Clasificacién de los simbolos matematicos

no se utilizan fuera de
contextos matematicos.

Tipo Definicion Ejemplos y comentarios
Digitos del cero al nueve.
Formas inventadas para + -5 %, AN N, = < >
referirse a conceptos totales, El simbolo para sefialar la igualdad pudo haber tenido un
Logogramas | sustituyen palabras completas, | origen iconico y pictografico. Segun Pimm (2002) los

logogramas < y > aun cuando sugieren su significado
no son pictograficos en un sentido estricto (pues no tienen
un origen geométrico)

Pictogramas

Iconos geométricos

Los pictogramas son simbolos
cuyo exterior delata lo que
significan (Freudenthal, 1983)

O, 0, A, < (4ngulo), Z (angulos alternos), F (angulos
correspondientes)

Signos de
puntuacion

S G
/

3

No siempre tienen el mismo uso que en la ortografia
convencional.

En algunos casos actllan como modificadores de otros
simbolos. Por ejemplo el apéstrofo, comoen f', permite
distinguir una funcion de su derivada.

Llama la atencion que el signo de interrogacion es muy
poco usado.

Simbolos
alfabéticos

Alfabeto romano
Alfabeto griego

(con sus correspondientes
mayusculas y mindsculas)

Sujetos a una serie de convenciones. Aceptacién del
sistema Descartes (1637): las letras iniciales se usan para
los parametros y las finales para las variables, contra la
propuesta de F. Viete (1540-1603) en la que las vocales
fuesen variables mientras que las consonantes
representasen los parametros. Otros ejemplos de
convenciones son:

Conjunto: mayuscula (y en mindscula sus elementos).

F: Campo (field en inglés).

K: cuerpo (kdrper en aleman).

Letras consecutivas para denotar objetos semejantes.
Letra inicial del objeto para denotarlo.

Combinacién de alfabetos diferentes para establecer
categorias; como en m, s para la media y desviacion tipica
de una muestra; mientras que ¢ y p para los parametros de
la respectiva poblacion.

Inicial de alfabeto diferente para indicar el objeto; por
ejemplo, A (delta maytscula) denota el discriminante de
una ecuacion cuadratica.

En torno al desarrollo de la simbologia matematica existen algunos relatos fascinantes
(y en algunos casos curiosos) que han despertado el interés en algunos historiadores de la
Matematica y que han escrito libros sobre ello, por ejemplo es de destacar el clasico libro
sobre la historia de las notaciones Matematicas de Cajori (1993).

Sin embargo, también es importante tomar en cuenta que segun Puig (2003) los
simbolos matematicos adquieren importancia a la luz de sus relaciones con el lenguaje
natural, lo que significa que no debieran constituir un fin en si mismos. Para caracterizar
mejor su planteamiento relacional emplea el concepto de Sistema Matematico de Signos
(SMS) con el cual alude a la conjuncion o combinacion de los signos matematicos
propiamente dichos y el lenguaje natural, pues a fin de cuentas es esta sinergia signica la que

20

Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.




propicia la generacion de significados; y por ello enfatiza que no se trata de un sistema de
signos matematicos ya que en palabras de este autor, “lo que hay que calificar de matematico
es el sistema y no los signos, porque es el sistema el responsable del significado de los textos”
(p. 181).

3. PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Lovell (1986), siguiendo la perspectiva psicogenética de Piaget, en la cual son
importantes las acciones, define el pensamiento como una fluencia conexa de ideas dirigidas
hacia cierto fin o proposito” (p. 30). De acuerdo con esta definicién “todo pensamiento
depende de actos™ (p. 30).

Dewey (1989) define el pensamiento como “una imagen mental de alguna realidad,
siendo el hecho de pensar una sucesion de tales ideas” (p. 23). Su punto de vista es pragmatico
razon por la que debe entenderse la complejidad de este proceso pues “el material de pensar
no son los pensamientos, sino las acciones, los hechos, los sucesos y las relaciones de las
cosas” (Dewey, 2002, p. 138). En consecuencia, de acuerdo con la perspectiva de este autor,
“pensar eficazmente supone haber tenido, o tener ahora, experiencias que nos ofrezcan
recursos para vencer la dificultad que se presenta” (p. 138). AUn mas, en este proceso un
asunto clave lo constituyen las dificultades siendo éstas las condiciones indispensables para
pensar, siempre gue con tales no se oprima ni se abrume al estudiante pues con ello se allana
el camino para el desanimo.

Estas ideas adquieren una relevancia particular en el contexto de ensefianza y
aprendizaje de la Matemaética en razén de algunos procesos basicos que le son propios como
la resolucion de problemas, la manipulacion de signos y el uso de medios tecnolégicos como
recursos didacticos con los cuales se busca generar experiencias de aprendizaje efectivas.

Ahora bien, en lo que respecta al pensamiento matematico puede entenderse como las
formas en que piensan las personas cuando se enfrentan a un contenido matematico
especifico (Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis, Rodriguez, y Garza, 2003). De acuerdo con
estos autores este constructo no esta enraizado en los fundamentos de la Matemética ni su
practica le pertenece a los matematicos puros, sino que trata de todas las formas posibles de
construir ideas matematicas, razon por la cual tiene muchos niveles y profundidades.

Sin embargo, adentrandose un poco mas en la caracterizacion del pensamiento
matematico es posible detectar sus complejidades; en este sentido, Giménez (1997) afirma
que este tipo de pensamiento se orienta basicamente a: (a) Matematizar situaciones a partir
del mundo real, (b) reflexionar sobre las situaciones presentadas, (c) alcanzar abstracciones
y actuar segun procesos deductivos, y (d) desarrollar aplicaciones que permitan volver a la
realidad. Segun este autor, este pensamiento, contiene una componente horizontal que lo
impulsa a analizar una misma situacion desde diversos puntos de vista y supone también una
componente vertical de desarrollo cognitivo cada vez més abstracto. Esto ultimo revela toda
su complejidad pues tiene que ver con el uso de un lenguaje matematico de forma fluida,
involucra tanto la resolucién como el planteamiento de problemas, significa realizar
argumentaciones criticas, la elaboracion de demostraciones y el reconocimiento de conceptos
matematicos en distintas situaciones.
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Por otra parte, el Pensamiento Algebraico es un tipo de pensamiento matematico el
cual se caracteriza por la capacidad para revertir operaciones, deducir lo general en lo
particular (e inversamente), reconocer patrones, hacer una buena interpretacion del signo de
igualdad, saber modelizar matematicamente y comprender el uso de las letras.

Estudiando los procesos de generalizacion Radford (2010) propone una tipologia del
pensamiento algebraico determinada por los medios semioticos de objetivacion movilizados.
Tal tipologia comprende, el Pensamiento Algebraico factual, EI Pensamiento Algebraico
Contextual y el Pensamiento Algebraico Simbdlico.

Sostiene Palarea (1998) que el “conocimiento algebraico se construye a través de
manipulaciones e investigaciones de expresiones formales y ademas de cambios en paralelo
desde simbolismo a metamorfosis conceptuales” (p. 5). Es decir, se trata de ejercer control
sobre el uso de los simbolos.

Por otra parte, el pensamiento algebraico también se emplea para identificar un area de
investigacion en Educacion Matematica. Desde este punto de vista, segun Socas (1999), se
estudia e investiga acerca de “los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion de
los conceptos algebraicos en el sistema educativo y en el medio social” (p. 261).

Relacionado con lo anteriormente expuesto cabe destacar los trabajos presentados en
el VI Congreso de la Sociedad Europea para la Investigacién en Educacién Matematica
(CERME 6), en Lyon, Francia, entre el 28 de enero y el 01 de febrero de 2009. En dicho
Congreso se organizaron quince grupos de trabajo, el grupo nimero 4 se titul6 pensamiento
algebraico y Educacién Matematica en el cual se presentaron veinticinco trabajos cuyos
asuntos de interés indagatorio se relacionan con este ambito. También, se resaltan los estudios
del grupo espafiol de investigacién Pensamiento Numérico y Algebraico de la Sociedad
Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica (SEIEM).

3.7. ALGUNOS PROCESOS PROPIOS DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

3.1.1. Reconocimiento de regularidades y patrones

Un acontecimiento anecddtico de la historia de la Matematica relacionado con los
patrones y la importancia de su reconocimiento puede servir de introduccion para motivar
esta parte del trabajo. Se trata del episodio ocurrido durante la infancia de Carl Friedrich
Gauss. Se cuenta que su maestro como reprimenda por algin mal comportamiento, y
buscando mantenerlo ocupado le orden6 sumar todos los niimeros desde uno hasta cien®, es
decir, obtener el resultado de 1+2+3+4+...4+97+98+99+100. Lo que hizo Gauss fue lo
siguiente: obtuvo la suma de las siguientes parejas: (1,100), (2, 99), (3, 98), (4, 97)....,
(50,51), es decir, la suma de los extremos de este arreglo. Al hacerlo reconocio el patrén el
cual consiste en que todas estas parejas la suma es ciento uno, entonces como en total se trata
de cincuenta parejas, la suma pedida viene dada por el producto 50(101)=5050.

® No sabemos si esta anécdota es cierta, pero en todo caso nos muestra que esta conducta, absolutamente
reprochable, de usar la Matematica como instrumento de castigo no es nueva, esta actitud docente es causa
segura de muchos odios infundados hacia el quehacer matematico escolar.
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Salvo el mal uso escolar narrado anteriormente no es comdn en la ensefianza de la
Matemaética el empleo de los patrones para motivar, explorar y propiciar la comprension del
algebra escolar, no obstante la afirmacion de Zazkis y Liljedahl (2002) de que “los patrones
son el corazon y el alma de las matematicas” (p. 379); frase analoga a la de Halmos (1980),
quien asigna este papel a los problemas. Plantean que “a diferencia de la resolucion de
ecuaciones o la manipulacion de los nimeros enteros, la exploracion de los patrones no
siempre se destacan por si misma como un tema o una actividad curricular” (Zazkis y
Liljedahl, 2002, p. 1).

Un ejemplo de patron, pero que no es reconocido como tal, se consigue en los libros
de texto generalmente usados por los docentes a través de ejercicios para determinar si un
numero dado es o no es racional, por ejemplo, al considerar los ndmeros (a)
4,23485385385385...; Y, (b) 3,010010001....

Luego de analizar el primer ejercicio, se detecta la presencia de un patron consistente
en la repeticion infinita (en el sentido griego de posibilidad o proceso en desarrollo) del
numero 538; en el segundo, el patron radica en que después de un uno la cantidad de ceros
es una unidad mayor que la cantidad anterior. Como el primero contiene un periodo, se
concluye que es un numero racional (usando la propiedad de que un namero real es racional
si, y sélo si tiene expresion decimal periddica); mientras que en el segundo el mismo patrén
indica que es imposible la existencia de un periodo por lo que no es racional. Se trata
entonces, de una buena préactica para el reconocimiento de patrones, pero que usualmente
pasa desapercibida en la ensefianza de la Matematica.

En este contexto cabe destacar el concepto de razonamiento matematico. Giménez
(1997) lo considera como el “conjunto de enunciaciones y procesos asociados que se llevan
a cabo para fundamentar una idea en funcién de unos datos o premisas y unas reglas de
inferencia” (p. 70). En €l convergen cuatro procesos: reconocimiento, induccion, iteracion y
recursion.

El reconocimiento es utilizado como sindnimo de descubrimiento y explicitacion de
patrones a partir de una situacién dada. Esto supone otros subprocesos tales como: (a)
Observar regularidades; (b) identificar descriptivamente situaciones; y, (c) interpretar
situaciones similares, entre otros. A traves de la induccion se busca la formulacion de leyes
generales a partir de la observacion de casos particulares. Con la iteracidn se repite un cierto
razonamiento o procedimiento. Finalmente, la recursion se ejecuta cuando se hace un
procedimiento aparentemente circular para poner en practica un proceso iterativo.

Con respecto al término patrén cabe destacar que no es propio del lenguaje matematico,
ni apunta hacia un area especifica dentro de su amplio universo ya que el mismo corresponde
a una nocion “meta-matematica” (Da Ponte, 2009); por ello es posible, segin este autor,
hablar de patrones en cualquier rama de la Matematica con configuraciones y propiedades
propias en cada caso, por lo que no resulta sencillo identificar aspectos que sean comunes.

Desde el punto de vista matematico Andonegui (2009) define patron como:

Secuencias de numeros o de graficos cuyos elementos se obtienen a
partir de cierta regla estable que se va aplicando a cada elemento de
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la secuencia para obtener el siguiente, de tal modo que cada elemento
guarda cierta relacion con la posicién que ocupa. (p. 30)

El término regularidad alude a la repeticion de un fenémeno en diversas instancias que
bien pueden ocurrir en un contexto informal como cientifico; es decir, dicha repeticion puede
estar asociada al tiempo, las experiencias de la vida cotidiana, entre otros; también puede
emparentarse con los términos compas o ritmo. En el caso de las ciencias, y particularmente
las matematicas, estudiar las regularidades constituye un eje transversal.

Por su parte, Da Ponte (2009) observa la complementariedad entre los términos
regularidad y patron, en ese sentido afirma:

El término patrén apunta a la unidad de base que se repite, de forma
exactamente igual o de acuerdo con alguna ley de transformacion,
mientras que regularidad remite a la relacién que existe entre los
diversos objetos, aquello que es comun a todos ellos o que de algin
modo los une. Patrones y regularidades son, por tanto, dos puntos de
vista complementarios. (p. 170)

De acuerdo con esta afirmacion, es legitimo usar la conjuncion de los términos patron
y regularidad, entendiendo que el primero alude a lo empirico, lo objetivo de la situacién
mientras que el segundo corresponde a lo conceptual, es decir lo abstracto de la misma. En
todo caso, la regularidad subsume al patrén.

Steen (1998) concibe las matematicas como lenguaje y ciencia de los patrones. En este
sentido afirma que “ver y revelar patrones ocultos es lo que mejor hacen los matematicos”
(p. 7). Este interés por los patrones ha permitido que durante las dos Ultimas décadas del siglo
XX se haya propuesto una nueva definicion de la Matematica con la cual practicamente la
totalidad de los matemaéticos esta de acuerdo: “mathematics is the science of patterns” (“la
Matematica es la ciencia de los patrones™) (Devlin, 2003, p. 3).

Sin embargo, el estudio de patrones y regularidades no debe plantearse como un
objetivo en si mismo, pues como lo advierte Da Ponte (2009) esto puede dar origen a diversos
malos entendidos e incomprensiones. El ejemplo anterior sirve para ilustrar como el patron
funciona como instrumento para estudiar el namero racional.

Ademas, no todas las generalizaciones de patrones son algebraicas. Por esta razon, en
el uso de patrones como recurso didactico, se debe tener mucho cuidado en no confundir
generalizaciones algebraicas con otras formas de generalizacion (Radford, 2010).

3.1.2. Modelaciéon

Para este apartado también es importante el aporte de Freudenthal (1983) para quien el
tratamiento de los contenidos en la ensefianza de las Matematicas debe considerar los
fendmenos sociales o naturales que son significativos para los estudiantes.

En relacion con la ensefianza de las matematicas basadas en las aplicaciones y en la
modelacion comenta Mora (2016):
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Esta ha sido una de las tendencias més importantes en la educacion
matematica, ya que las mismas, desde tiempos muy remotos, se han
venido desarrollando gracias a la diversidad de problemas practicos
cuyas soluciones requieren, casi siempre, la aplicacion de conceptos
matematicos que van desde la matematica elemental hasta teorias
matematicas altamente complejas. (p. 202)

Como tendencia, son muchas las investigaciones que se han realizado considerandola
como método de ensefianza con distintos contenidos y en diferentes niveles de escolarizacion,
sin embargo, ain queda mucho camino por recorrer si se toma en cuenta, por ejemplo, el
papel que juega la tecnologia y lo relacionado con el tema de las representaciones. Ademas,
de su implementacion bajo las multiples perspectivas que coexisten en la Educacion
Matemética.

Algunos autores establecen diferencias entre los términos modelizacién matematica y
modelacion matematica. En el primer caso se trata de las aplicaciones cientificas para
solucionar problemas de otras areas con apoyo de la Matematica, mientras que en el segundo
se hace un abordaje educativo pues trata de las aplicaciones de la modelizacion con fines
didacticos, caso en el cual el término modelacion es visto como una contraccion de las
palabras modelizacion y educacion (Bassanezi y Biembengut, 1997). En la tabla 2 pueden
apreciarse algunas diferencias entre ambos procesos establecidas por Villa (2007).

Este proceso es considerado como una potencial alternativa para mejorar lo que se ha
denominado ensefianza tradicional de la matematica, ademas permite el desarrollo del
pensamiento algebraico mediante la implementacion de otros cuatro procesos, a saber: el
razonamiento, la resolucion y planteamiento de problemas, la comunicacion, y la
elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos (Villa, 2007).

En el contexto venezolano Ortiz (2000) ha impulsado el trabajo de modelacién
aprovechando las multiples aplicaciones del algebra lineal mediante el uso de calculadoras
graficadoras especificamente en la formacion inicial de profesores de matematica.

Tabla 3. Algunas diferencias entre los procesos de Modelizacién y de Modelacion

(Naturales, Sociales, Humanas) o para
avanzar en una teoria o ciencia.

Criterio Como actividad cientifica Como herramienta en el aula
Propdésito del | ElI modelo se construye para solucionar | EI modelo se elabora para construir un concepto
modelo un problema de otras ciencias | mateméatico dotado de un significado y con la

intencion de despertar motivacion e interés por
las matematicas debido a su carécter aplicativo.

Los conceptos
matematicos

Emergen de la situacion a través de un
proceso de abstraccion y simplificacion
del fenémeno.

Deben haber sido considerados a priori con base
en la preparacion y seleccion del contexto por
parte del docente y de acuerdo con los propositos
de la clase.

Contextos

Obedecen a problemas que
comUnmente no han sido abordados o
se emprenden de una manera diferente
al interior de la ciencia.

Deben obedecer a problemas abordados
previamente por el docente de la clase con el
objeto de evaluar su pertinencia con los
propositos educativos.

Otros factores

Se presenta generalmente en un
ambiente propio de la ciencia en la cual
se aplica y generalmente es externo a
factores educativos.

Se presenta regularmente en el aula
bajo una motivacion propia de contextos
cotidianos y de otras ciencias
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3.1.3. Generalizacién

La generalizacion es el proceso de abstraccion mediante el cual, a partir de la deteccion
de regularidades en una serie de eventos, se construye una categoria que los contenga a todos.
Es un aspecto muy importante en los procesos del pensamiento algebraico al punto que
autores como Godino, Castro, Aké y Wilhelmi (2012) lo consideran definitorios; para estos
autores uno de los rasgos distintivos del pensamiento algebraico es su manera de abordar el
proceso de generalizacion matematica, es decir del proceso mediante el cual se logra el paso
de lo concreto a lo abstracto. Sin embargo, para Kieran (1989), “la generalizacion no es
equivalente al pensamiento algebraico, ni siquiera requiere el &lgebra. Un componente
necesario es el uso del simbolismo algebraico para razonar sobre y para expresar esa
generalizacion” (p. 165).

Existen diferentes perspectivas acerca de la relacion entre el razonamiento algebraico
y la generalizacion. Kieran (1989) sugiere que para que la generalizacion sea algebraicamente
significativa no es suficiente con ver lo general en lo particular, sino que también se debe ser
capaz de expresarlo algebraicamente.

Segun Dorfler (1991), citado por Zazkis y Liljedahl (2002), dado que la generalizacién
es alavez un objeto y un medio de pensar y comunicar, en la actividad matemaética es posible
distinguir entre generalizacién empirica (GE) y la generalizacion tedrica (GT).

La GE se basa en el reconocimiento de las caracteristicas o las cualidades comunes de
los objetos, segun los autores citados puede considerarse “problematico” en la ensefianza de
la matematica decidir en cuanto a la determinacion de las cualidades que son relevantes para
la generalizacion. Es decir, cuestionan la GE por su falta de un criterio para decidir lo que es
esencial, sin posibilidad de generalizar mas all& de la exhibicion de ejemplos particulares.

La GT, por el contrario, es a la vez intensional y extensional (dos conceptos propios de
la lingUistica). Comienza con lo que Dorfler refiere como un “sistema de accion”, en el que
los invariantes esenciales se identifican y se sustituyen por prototipos. Esta generalizacion se
construye a través de la abstraccion de estos invariantes esenciales. Las cualidades abstractas
son las relaciones entre los objetos, en lugar de los objetos en si mismos.

Sobre lo dicho, podemos afirmar entonces, que la GE se basa sobre aspectos
superficiales de los objetos y enfatiza diferencias aparentes, mientras que la GT se sustenta
sobre fundamentos profundos y subyacentes. Por ejemplo, un estudiante cuya sustentacion
sea la GE tendra dificultad para comprender que los conjuntos de los nUmeros racionales y
los nameros enteros tienen la misma cardinalidad, similarmente para un estudiante de
Algebra con igual sustentacion le serd complicado asumir que existen estructuras
esencialmente iguales en virtud de un isomorfismo, tal como ocurre, por ejemplo, entre (R,
+) y (R*, .). En ambos casos se requiere de una generalizacion teérica. Obviamente, para
que un estudiante alcance tal grado de GT tiene que ser entrenado.

Por su parte, Harel y Tall (1991, citados por Zazkis y Liljedahl (2002), utilizan el
término generalizacion para significar “la aplicacion de un argumento dado en un contexto
mas amplio” (p. 38). Distinguen entre tres diferentes tipos de generalizacion: (1) expansiva,

26
Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.



donde se amplia la gama de aplicabilidad de un esquema existente, sin necesidad de
reconstruirlo; (2) de reconstruccion, en el cual el esquema existente se rehace con el fin de
ampliar su rango de aplicacion; y, (3) disyuntiva, donde se construye un nuevo esquema
mediante el cambio de contexto.

Debemos alertar con respecto a la tercera categoria anterior, dado que en ella el sujeto
construye un nuevo esquema, para tratar con la nueva situacion y lo incorpora en el
pensamiento como un esquema nuevo. En este contexto, por ejemplo, no se reconocera un
cuadrado que repose sobre uno de sus Vértices, ante esta posibilidad totalmente contextual el
estudiante (en esta categoria) requerird de un nuevo esquema (concepto) para ajustarlo a la
nueva situacion.

De acuerdo a la clasificacion anterior, creemos que la generalizacién a la cual debe
orientarse una clase de matematicas es la generalizacion expansiva debido a que es ahi en
que realmente se logra una generalizacion del esquema existente, aplicandolo sin recurrir al
disefio de nuevos esquemas.

Ademas de los tipos de generalizacion presentados anteriormente es importante
considerar el concepto de generalizacion espontanea propuesto por Panizza (2009) quien con
esta expresion resume la actividad de generalizacion puesta en préctica por los estudiantes
en el contexto de tareas que no requieren encontrar ninguna regularidad basandose en
asociaciones locales de algunos ejemplos que no son representantes de los objetos de
referencia. En el estudio que llevo a cabo esta autora concluye que “los estudiantes de pre-
universitarios hacen diferentes tipos de generalizaciones espontaneas en contextos de la
explicacion, prueba o descubrimiento, sin tener conciencia de la necesidad de la justificacion
de las conclusiones, ni habilidades para ¢l disefio de control” (p. 596).

Para destacar la importancia de este proceso en el desarrollo del pensamiento
algebraico la revista UNO le dedica completamente su volumen de abril-junio del 2015.

4, ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL ALGEBRA

4.7. INTERPRETACIONES DEL ALGEBRA

El vocablo algebra tiene un origen remoto relacionado con los procesos puestos en
practica al resolver ecuaciones lo que al fin de cuentas era una metéafora de una definicion
ya en desuso tal como el “Arte de restituir a su lugar los huesos dislocados” (RAE ). También
se ha relacionado con el nombre de Al-Jwarizmi a través de su libro Alkitab al-mukhtasar fi
hisab al-jabr wa'l-mugébala, que Puig (1998) traduce como Libro conciso de calculo de al-
jabr y al-mugéabala. Los términos Al-jabr y mugabala son de dificil traduccién literal, pero
se han destacado. EI primero significa, aproximadamente, restauracion o completacion
(relacionado con la metafora anterior), que en lenguaje actual consiste en la transposicion de
términos cuando se resuelve una ecuacion. Mientras que el término mugabala alude a la
reduccion o compensacion, el cual no es mas que la simplificacion de términos semejantes.

Por otra parte, el Diccionario de la RAE (2016) la define asi:

27
Gonzélez Rondell, A. (2017). Aspectos conceptuales y didacticos del pensamiento algebraico. Areté. Revista
Digital del Doctorado en Educacion de la Universidad Central de Venezuela. 3 (5), 7 — 38.



Parte de las matematicas en la cual las operaciones aritméticas son
generalizadas empleando nimeros, letras y signos. Cada letra o signo
representa simbolicamente un ndmero u otra entidad matematica.
Cuando alguno de los signos representa un valor desconocido se
Ilama incégnita.

La anterior definicion dificilmente logre satisfacer a cualquier lector que haya dedicado
parte de su tiempo bien sea a su aprendizaje como a su ensefianza, pues dista mucho de su
interpretacion moderna. En realidad, definirla no es labor sencilla pues, como sostiene Kaput
(1996) el Algebra es compleja tanto en sus estructuras como en la multiplicidad de sus
representaciones. Segin este autor no existe una sola Algebra, ya que puede entenderse ésta
desde diversos puntos de vista: epistemoldgico, ontologico y metodoldgico. En
consecuencia, para este investigador, puede ser interpretada como: (a) Generalizacion y
formalizacion: Comprende el Algebra como razonamiento aritmético generalizado y como
razonamiento cuantitativo generalizado (punto de vista epistemoldgico); (b) Manipulacion
de formalismos, guiada por la sintaxis (Metodoldgico); (c) El estudio de las estructuras
abstraidas de las relaciones y los célculos (Ontoldgico); (d) El estudio de las funciones,
relaciones y variaciones conjuntas (Ontologico); y; () Un conjunto de lenguajes de creacion
de modelos y lenguajes de control de fendmenos (Metodoldgico).

Como se puede ver, dadas las maltiples interpretaciones, definir algebra es una tarea
muy compleja. Segin Da Ponte, Branco y Matos (2008), la categorizacion anterior va a tener
un impacto sobre lo que se considera como caracteristico del pensamiento algebraico, por
ejemplo significa que no se puede reducir el trabajo algebraico a la manipulacién del
simbolismo formal, contrariamente “significa ser capaz de pensar algebraicamente en una
diversidad de situaciones” (p. 90).

4.2. ALGEBRA EDUCATIVA

En 1976, se celebrdé en la ciudad de Karlsruhe, Alemania, el Tercer Congreso
Internacional de Educacion Matemaética (ICME 3). La importancia de este evento es que a
partir de él la Educacion Matematica dio un giro extraordinario pues comenz6 su
desprendimiento de las teorias de aprendizaje neutrales con las cuales durante mucho tiempo
se busco encarar y estudiar los problemas relacionados con la ensefianza y aprendizaje de la
Matematica; desde entonces las investigaciones se focalizaron en el estudio de estos
fendmenos a través de contenidos matematicos especificos. Particularmente los contenidos
de algebra se consideraron en el seno del grupo Psicologia de la educacién Matematica (PME,
son sus siglas en inglés), grupo surgido en el ICME 3. Desde entonces se impulsaron distintas
investigaciones sobre el aprendizaje de los objetos algebraicos, el simbolismo, entre otros.
Una de esas primeras investigaciones fue la realizada por Kiichemann (1981) quien en 1976
trabajo con tres mil alumnos britanicos entre trece y quince afios en el marco del proyecto
CSMS (Concepts in Secondary Mathematics and Science). Buscaba analizar las
interpretaciones que los estudiantes hacen de las letras que aparecen en las expresiones
algebraicas, detectando seis usos que hoy en dia se han validado con el desarrollo de
multiples investigaciones. Luego, al inicio de la década de los ochenta se acufio el término
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algebra educativa (Filloy, 1999) como una forma de concretar el espacio cientifico
especifico.

El algebra educativa puede entenderse como método y como objeto. En el primer caso,
Serres (2007) la define como “la rama de la matematica educativa que estudia el
conocimiento algebraico, su aprendizaje y su didactica (p. 5); como objeto puede
considerarse como el conjunto de contenidos algebraicos propios de los niveles primario y
medio de la escolaridad, desde este punto de vista es equivalente a los términos algebra
escolar y algebra elemental. En este contexto sefiala Socas (2011) que, en general la
investigacion en Algebra, se ha ocupado de los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y
comunicacion de los conceptos y procedimientos algebraicos en el sistema educativo y en el
medio social.

La investigacion en &lgebra educativa abarca dos conceptos distintos: el pensamiento
algebraico y el simbolismo algebraico. Sin embargo, no hay consenso entre los
investigadores en cuanto a la relacion entre estos dos aspectos. Algunos ven los simbolos
algebraicos como un componente necesario del pensamiento algebraico, mientras que otros
los consideran como un resultado o como una herramienta de comunicacion.

4.3, METODOLOGIAS PARA LA ENSENANZA DEL ALGEBRA

Bednarz, Kieran y Lee (1996) proponen cuatro enfoques como alternativas para la
introduccién del algebra en la escolaridad: la generalizacion de patrones numeéricos y
geométricos y de las leyes que gobiernan las relaciones numéricas, la resolucion de
problemas, la modelacion de situaciones matematicas y de situaciones concretas, y el estudio
de situaciones funcionales. También consideran importante no descuidar el aspecto histérico.

Por otra parte, segin Papini (2003) hay una transicién de la aritmética al algebra que
supone una ruptura cognitiva para la cual la psicologia puede aportar explicaciones a fin de
abordar los problemas didacticos. Distintas investigaciones sefialan una ruptura cognitiva que
genera el transito del pensamiento aritmético hacia el pensamiento algebraico (Chevallard,
1985, 1986), esto es, “la entrada en el mundo del algebra supone para los alumnos que vienen
de préacticas aritméticas una ruptura cognitiva esencial, un cambio fundamental en su
racionalidad matematica”™ (Papini, 2003, p. 43).

Sin embargo, para Ursini (1996) tal ruptura conlleva la suposicion de que en educacion
primaria priman los objetos aritméticos y en la secundaria los algebraicos, lo cual desde su
punto de vista es discutible. Segun esta autora, una implicacion de las ideas de Vygotsky en
el campo del aprendizaje es que no necesariamente es cierto que los conceptos se aprenden
de manera gradual, desde lo méas simple a lo mas complejo, por el contrario es posible acceder
con acompariamiento a ideas complejas las cuales ayudan a tomar conciencia de aquellas mas
simples, reconsiderandolas desde una perspectiva diferente y transformando su significado.

" La autora considera con esta expresion “los modos de validacion, las formas de abordar los problemas, las
estrategias de control y las creencias que pone en juego un sujeto en su actividad matematica” (Papini, 2003, p.
43)
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Por ejemplo, el aprendizaje del algebra “amplia la comprension de la aritmética y permite
reconsiderar esta disciplina desde una perspectiva mas amplia” (Ursini, 1996, p. 48).

Para desarrollar el comentario anterior Ursini (1996) dice:

Mientras uno esta inmerso en las operaciones aritméticas no tiene
conciencia del sistema, mas bien esta limitado por él. Para tomar
conciencia del sistema y volverlo un objeto de estudio es necesario
mirarlo desde una perspectiva mas amplia, que lo contenga. Asi,
desde el algebra podemos mirar la aritmética como un objeto de
estudio y es en ese momento que se puede realmente empezar a
manejar la aritmética a un nivel consciente...por ello la conveniencia
de un re-ordenamiento del curriculum en el cual se ensefien
conceptos mas complejos antes de los méas simples. (p. 49)

Este es uno de los supuestos del movimiento por el algebra temprana (Sessa, 2005,
Kaput 1996, Schlieman, Carraer y Brizuela, 2011), entre sus principios estan: (1) la
Aritmética es de naturaleza algebraica porque proporciona elementos para construir y
expresar generalizaciones; (2) esta “comprobado que los tiempos didacticos para el
aprendizaje del algebra son prolongados y parece oportuno llegar a ese pensamiento a edades
tempranas (7-11 afios), aprovechando las fuentes de significados que estan presentes en los
contenidos de la primaria” (Butto y Rojano (2004, p. 114); vy, (3) es posible desarrollar
algunos aspectos propios del algebra en los primeros niveles de la escolaridad. Dicho
movimiento surge con motivo de los trabajos realizados por algunos investigadores en
Educacion Matematica de Estados Unidos y apoyada por las recomendaciones del NCTM?®
(Consejo Nacional de Profesores de Matematica de los Estados Unidos).

Su punto de partida es la critica acerca de la forma tradicional en que aparece el algebra
consistente en el énfasis en el buen manejo de la sintaxis y el aspecto manipulativo; como
afirman Butto y Rojano (2004) lo comun es comenzar por la ensefianza de las expresiones,
ecuaciones y toda la manipulacion alrededor de ellas, y se termina con la resolucion de
problemas mediante la aplicacion del contenido sintéctico aprendido.

En Barrio, Lalanne y Petich (2010) se muestra una aplicacién de estas ideas
especificamente en la ensefianza del tema de ecuaciones diofanticas en el nivel primario
argentino. También Butto y Rojano (2004) muestran tal posibilidad trabajando con el
razonamiento proporcional (aritmético y geométrico), aspectos de la variacién funcional y
los procesos de generalizacion.

Desde otra perspectiva Palarea (1998) afirma que se debe “aprender el Algebra como
un conjunto de competencias incluyendo la representacion de las relaciones cuantitativas,
como un estilo del pensamiento matematico” (p.6).

8 National Council Teacher of Mathematics
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4.4, EL ALGEBRA UNIVERSITARIA

El algebra universitaria es aquella que se imparte en las universidades mediante sus
facultades de ingenieria, ciencias y en aquellas que forman educadores matematicos. A pesar
de que sus contenidos estan cercanos a la Matematica formal, presenta algunos matices que
la diferencian. Por ejemplo, por una parte estan las diferencias naturales surgidas del alcance
de sus contenidos programaticos, sus objetivos, su extension y profundidad; pero también se
consiguen diferencias en virtud, bien sea si se considera el papel que le dan a las aplicaciones
(por ejemplo a través de la modelizacion) o el rol que le otorgan a las demostraciones.

En este &mbito, se han realizado investigaciones que buscan explicar como el discente,
en su proceso de aprendizaje, construye algunos conceptos algebraicos; en este sentido
destacamos los estudios relacionados con la aplicacion de la teoria APOE® para el analisis
del aprendizaje de contenidos del algebra lineal y del algebra abstracta (Dubinsky, 1996;
Parraguez, 2009; Roa-Fuentes y Oktag, 2012).

Las investigaciones en este contexto, segun afirma Artigue (2003), reportan un
fendmeno particular con respecto al aprendizaje de los conceptos de limite y espacio vectorial
en los primeros afios del nivel universitario; se trata de la discrepancia entre la capacidad de
estos conceptos para resolver problemas nuevos y su valor como concepto generalizador,
unificador y formalizador; es decir, una cantidad importante de estudiantes no sienten la
necesidad de recurrir a la construccion abstracta de espacio vectorial para resolver la mayoria
de los problemas de un primer curso de algebra lineal, obviando asi el valor epistemoldgico
esencial del Algebra Lineal (Artigue, 2003). De acuerdo con su perspectiva para superar esta
anomalia es necesario desarrollar conexiones complejas entre los modos de razonamiento,
los puntos de vista, lenguajes y sistemas de representaciones simbolicas.

En el contexto del Algebra Lineal, Miranda (2012) cree que entre las dificultades que
conlleva estéan las diferentes representaciones que puede tener un mismo objeto, y para las
cuales no resulta muy claro para un estudiante que se trata del mismo objeto, ademas estéa la
variedad de lenguajes y representaciones semidticas con los que se estudian. En este sentido,
Sierpinska, Dreyfus y Hillel (1999) llaman obstaculo del formalismo al hecho de que los
estudiantes puedan ser capaces de manipular las representaciones formales simbolicas sin
tener las suficientes aptitudes para comprenderlas.

Sierpinska (1996) analizando el aprendizaje del Algebra Lineal ha desarrollado
trabajos de investigacion acerca de la evolucién del razonamiento matematico en los
estudiantes. Distingue tres modos diferentes de razonar que denomina sintético-geométrico,
analitico-aritmético y analitico-estructural. EI primero estd basado en el uso de figuras
geomeétricas, los objetos matematicos son dados “directamente a la mente” (Artigue, 2003)
la cual intenta asimilarlos y describirlos.

En términos generales, en el modo analitico-aritmético, los objetos son dados
indirectamente, se construyen a través de definiciones y propiedades de sus elementos. En

% Es el acrénimo de las cuatro palabras accion, proceso, objeto y esquema; en inglés es APOS. Es una teoria
inscrita en la corriente cognitiva de la Educacion Matematica fundamentada en los conceptos de Piaget (1952),
en particular el de abstraccion reflexiva.
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ese sentido, los objetos se identifican a través de una formula, bien sea una ecuacién o
desigualdad, que hace posible su célculo.

En el modo analitico-estructural los objetos se definen a partir de un conjunto de
propiedades, tales como la axiomatica de grupo y espacio vectorial.

5. CONCLUSIONES

Esta investigacion documental tuvo como objetivo estudiar algunos conceptos
especificos del pensamiento algebraico, y para lograrlo se analizaron algunos procesos y
aspectos tedricos que conlleva tal pensamiento, en el abordaje no se tuvo una pretension de
exhaustividad. Los hallazgos muestran la complejidad tedrica de algunos constructos como
los de concepto y generalizacion en los cuales existen posturas diferentes al momento de
caracterizarlos y consecuentemente definirlos. La misma situacion ocurre cuando se
considera el rol que ocupan los sistemas de representacion en la ensefianza y aprendizaje de
las Matematicas en funcion de la perspectiva tedrica que se asuma. Desde nuestro punto de
vista, no debemos encasillarnos con la supremacia de algun enfoque particular, creemos que
la complejidad de la matematica y su ensefianza, asi como el devenir histérico de las distintas
corrientes cientificas nos han demostrado los beneficios del multiperspectivismo.

Por otro lado, en lo que respecta a Venezuela, algunos elementos discutidos permiten
identificar el campo de la didactica del algebra como inexplorado por lo menos en lo que
atafie al nivel primario de la escolaridad en donde se mantiene oculta la presencia del algebra
escolar. Como consecuencia, entre otras, se tiene la aparicion abrupta de las letras para
identificar objetos y propiedades matematicas ademas de las escasas referencias al uso de
patrones y regularidades lo que a su vez es un reflejo del descuido existente en torno al
proceso de generalizacion.

Desde el punto de vista didactico destacamos el enfoque de la iniciacion temprana al
algebra puesto que hace posible la convergencia de contenidos aritméticos, geométricos y
algebraicos entrelazados hacia el desarrollo del pensamiento algebraico. Sin embargo, tal
como hemos dicho, esta perspectiva no tiene una preeminencia particular, pues solo mediante
el desarrollo y visibilidad del algebra educativa, y con investigaciones desarrolladas en este
ambito, con cualquier tendencia en la Educacion Matematica, pueden alcanzarse logros de
largo aliento en este sentido.

En el caso de la transicion hacia el pensamiento algebraico, la percepcion global del
objeto permite el establecimiento de relaciones entre los nimeros, entre las operaciones, y
entre los nimeros y las operaciones (Andonegui, 2009). El tipo de pensamiento matematico
puesto en practica a través de estas conexiones y en el contexto de la aritmética se denomina
pensamiento relacional. Por ejemplo, la entidad matematica dada por el producto de 5y 102,
expresada 5x102 puede ser concebida como un objeto en si misma. Asi, podria escribirse
102+102+102+102+102, o también 5(100+2), etc., debe quedar claro que el tipo de relacion
que se establezca debe servir para facilitar el trabajo. Para el citado autor, el interés expresado
por este tipo de pensamiento radica en el hecho de que su desarrollo puede servir de entrada
a la idea de algebra temprana en la escolaridad.
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Tomando en cuenta nuestros programas Yy considerando nuestra idiosincrasia
venezolana debemos considerar las interrogantes, entre otras: ¢es posible tal enfoque?,
¢Como introducirlo en los primeros niveles de escolaridad venezolanos?

Finalmente, también creemos importante tomar en cuenta las consecuencias que
pudiera tener considerar la matematica escolar como un lenguaje, entre otras muchas
propuestas que hemos descrito en esta investigacion.
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