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Sobre una consecuencia del teorema de Lindstrom
en teoria de conjuntos

RESUMEN

El método de forcing usado para probar la independencia de la hipétesis del continuo respecro de
la axiomdtica de Zermelo-Fraenkel en los textos Ser Theory (An Introduction to Independence Proafs), de
Kunen, y Set Theory, de Jech, tiene entre sus fundamentos ldgicos principales las propiedades de completitud
y de Léwenheim-Skolem (hacia abajo). Por otro lado, se sabe por Lindstrism que no hay unalégica de mayor
capacidad expresiva que la légica de primer orden, que satisfaga simultineamente ambas propiedades. Esto
sugiere que no existe una légica de mayor capacidad expresiva que la légica de primer orden con la cual se
pueda aplicar ral mérodo. En este artfculo se pretende argumentar a favor de tal sugerencia.
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ABSTRACT

The method of forcing used to prove the independence of the continuum hypothesis from the
Zermelo-Fraenkel axiomatic system, in Kunen's book Set Theory (An introduction 1o Independence Proafi)
and in Jech's Set Theory, is logically founded on the properties of completeness and Lowenheim-Skolem
(downwards). On the other hand, Lindstrém has proved that there is no logic of greater expressive capability
than the first order logic that is able to sarisfy simultaneously both properties. This suggests that there is no
logic of greater expressive capability than the first order logic with which this method can be used. To
provide a ground for this assertion is the purport of chis paper.
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Introduccién

Cuando hice mi tesis de licenciatura (en 1996) trabajé el teorema de
Lindstrom a partir de un articulo del profesor Xavier Caicedo que salié
publicado en 1986 en la revista /nterciencia con el titulo «Cuantificadores
generalizados y el teorema de Lindstrom». (Lindstrém publicé su resultado
original en 1969 en un articulo de la revista Theoria titulado «On Extensions of
Elementary Logic»). En esa tesis hice especial énfasis en la motivacién y
demostracién del teorema, y no profundicé sobre sus consecuencias debido
fundamentalmente a dos razones:

(1)  Querfa ahondar en algunos métodos de légica matemairica.
(2)  No encontré suficiente bibliografia filoséfica e histérica sobre el tema.

Después de marzo de 1997 abandoné el estudio de las consecuencias del
teorema de Lindstrém por aproximadamente tres afios, tiempo en el cual me
dediqué a construir silogismos: Barbaras, Celarents, Barocos, Datisis, Bocardos,
etc, y a sistematizar la silogistica segin Aristételes, Corcoran y Lukasiewicz*.

Fue hace aproximadamente cuatro meses (escribo en junio de 2000)
cuando he retomado el estudio del teorema de Lindstrém, pues me di cuenta,
en un curso que impart{ de teoria de conjuntos en el semestre 99-11, que el
método usado (forcing) en los textos de teoria de conjuntos Ser Theory (An
Introduction to Independence Proofs), de K. Kunen, y Set Theory, de T. Jech, pdra
probar la independencia de la hipétesis del continuo (HC) respecto de la
axiomdtica de Zermelo-Fraenkel (ZFC), tiene entre sus fundamentos légicos las
propiedades de completitud y de Léwenheim-Skolem (hacia abajo), las cuales
estdn estrechamente vinculadas con el teorema de Lindstrom, pues de éste se
infiere que no existe una logica (cldsica) de mayor capacidad expresiva que la légica
de primer orden que satisfaga simultdneamente ambas propiedades. El objetivo de
este trabajo es justificar (o tratar de justificar) la siguiente proposicién que
resume el resultado de mi investigacién actual al respecto:

Proposicidn: La légica (cldsica) de mayor poder expresivo con la que se puede
demostrar laindependencia de HC respecto de ZFC, tal cual se hace en los textos
de Kunen y de Jech, es la légica de primer orden.

L

E, Galindo: «Caracterizaciones de la relacidn de consecuencia légica en la silogistica seglin
Cocoran y Lukasiewicz», no publicado.
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Sobre una consecuencia del teorema de Lindstrim en teoria de conjuntos

En la primera parte presento el teorema de Lindstrém, bdsicamente su
motivacién. En la segunda los fundamentos légicos del método de forcing; y en
la tercera y dltima parte justifico la proposicién referida.

(I) Motivacidn del teorema de Lindstrom

Entre las propiedades de la légica de primer orden (lI) se encuentran
compacidad y Léwenheim-Skolem (hacia abajo):

Compacidad: Para todo conjunto Z € SENT[A]' (Cada subconjunto finito de
¥ tiene un modelo & X tiene un modelo).

Liwenheim-Skolem (hacia abajo): Para todo conjunto £C SENT(A, ] (Z tieneun
modelo fi S tiene un modelo de cardinal < max {cardinal del lenguaje de Z, R stk

Esto trae como consecuencia que algunas clases de estructuras matemi-
ticas no se puedan axiomatizar® en A,. Por ejemplo, la clase de las estructuras
finitas, la clase de los grupos de torsién y la clase de estructuras a lo sumo
numerables no se pueden axiomatizar en A, por compacidad. Y la clase de los
érdenes no numerables donde cualquier elemento tiene una cantidad a lo sumo
numerable de predecesores (por ejemplo X)) no se puede axiomatizar en A, por
Lowenheim-Skolem (hacia abajo). Las pruebas de lo que se afirma se pueden
encontrar en Ebbinghaus-Flum-Thomas: Mathematical Logic (Springer-Ver-
lag, 1983). Asf, por ejemplo, para el caso de las estructuras finitas el argumento
es el siguiente:

Teorema 1: La clase K de las estructuras finitas no es axiomarizable en ?k.[.

Demastracidn: (Por reduccién al absurdo.) Supéngase que existe un conjunto de
sentencias £ < SENT[A] tal que Mod(Z) = K y constriiyase el conjunto de
sentencias

2*=20fp :nz1}

donde para cada n 21, @_afirma: «existen al menos n individuos.

1 SENT{R]] = El conjunto de las sentencias de ll.
Definicidn: Una clase de estructuras K es axiomarizable en A, si existe un conjunto de
sentencias & C SENT[?LJ tal que K = M(E). M(Z) es el conjunto de los modelos de Z.
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- SeaZ ={yl,..,ym} un subconjunto finito de Z*. Si ZN{p :n21}
#{J, entonces un modelo de X es la estructura < {1, ... ,p}> donde p es el mayor
nimero natural talque Wpe X N{p :n21}.5iZ «{Q_:n21} =, entonces
la estructura < {1}> es un modelo de Z

De modo que cada subconjunto finito de X tiene un modelo. En
consecuencia, usando compacidad, se tiene que existe un modelo M de Z*.
Entonces M es finito y M es infinito. La contradiccién buscada. L

Ante esta limitacién expresiva de A, como consecuencia de las propieda-
des de compacidad y Léwenheim-Skolem (hacia abajo), se proponen algunas
extensiones de ella a mediados del siglo pasado, no ya al estilo de Russell,
cuantificando sobre propiedades y relaciones, sino mds bien admitiendo senten-
cias de longitud infinita (Tarski, Henkin, Karp, Scott, Lépez Escobar, Hanf'y
Keysler)’. O incluyendo nuevos cuantificadores, como por ejemplo los cuanti-
ficadores generalizados de Mostowski. A continuacién se describen somera-
mente algunas de estas légicas, asf como también la 16gica de segundo orden,
pues el teorema de Lindstrém se refiere a toda extensién cldsica de A,

Teorema de Lindstrom: No existe una ldgica (cldsica) de mayor capacidad
expresiva que ;'Ll que satisfaga simultdneamente compacidad y Léwenheim-
Skolem (hacia abajo)*.

(De cada una de las extensiones siguientes, la idea fundamental es notar que es
mds expresiva que A, y que pierde alguna de las propiedades de compacidad y
Léwenheim-Skolem (hacia abajo) ).

Algunas extensiones (cldsicas) de A,

(1) Lalégica de segundo orden (4,,)

A, se obtiene a partir de A, admitiendo la cuantificacién sobre propieda-
des y relaciones. Por ejemplo, la expresion® VxVy [x = y > VP (Px <> Py)] es
una sentencia de l”.

* En la bibliografia se resalta que los lenguajes infinitarios se habfan estudiado antes de los
cincuenta por Zermelo (1931), Novikoff (1939-43) y Bochwar (1940).

4 Una demostracién de este teorema se puede encontrar en Ebbinghaus-Flum-Thomas
(1983), y en Xavier Caicedo (1986).

5 El principio de identidad de Leibniz.
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Sobre una consecuencia del teorema de Lindstrim en teoria de conjuntos

La clase de estructuras finitas que no se puede axiomatizar en A, se puede

axiomatizar en A_; una sentencia adecuada para ello es

TT‘:
@, =VX ((Vx3ly Xxy A VxVyVz (Xxz A Xyz) = x = y)) = Vx3y Xyx)

la cual se construye teniendo presente que un conjunto es infinito si y sélo si es
equipotente con un subconjunto propio.

También la clase de las estructuras a lo sumo numerables se puede
axiomatizar en A, mediante la sentencia
@ <R, =Y (Vx —Yxx A VxVyVz ((Yxy A Yxz) = Yxz) A VxVy Yy vx=sy

v Yyx) A Vx 3X (@, (X) A Vy (Xy & Yyx)))

Esta sentencia se construye considerando que un orden total, donde cada
elemento tiene una cantidad finita de predecesores, es a lo sumo numerable. Por
lo tanto, la clase de las estructuras no numerables también se puede axiomatizar
en lII con la sentencia

Dronum = TP SN,

Teorema 2: A, no satisface compacidad.

Demostracidn: El siguiente conjunto de sentencias es un contraejemplo:
{@,} v {9,: n22}, jnafirma «existen al menos n individuos».

Cada uno de sus subconjuntos finitos tiene un modelo y, sin embargo, él no
tiene modelo. [

Teorema 3: A, no satisface Léwenheim-Skolem (hacia abajo).

Demostracidn: Lasentencia 9 _esun contragjemplo, ya que tiene modelos no
numerables y, sin embargo, no tiene modelo a lo sumo numerable. p

(2) Las légicas infinitarias (A, , # un cardinal)

Las légicas infinitarias se obtienen a partir de A, admitiendo disyunciones
y conjunciones infinitas. Por ejemplo, para£=¥ ,lalégica), es una extensién
de A, que se obtiene agregando los simbolos légicos v, y A, para construir
conjunciones y disyunciones numerables. Es decir, si X = {¢, : n€ N} es un
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conjunto de sentencias de A, ,entonces la conjuncién y la disyuncién infinitas
de elementos de Z son sentencias de A :

A Z=Q A AQ AQ AL

Vg 2=0QV..VQ VO V..

w1

En A, se puede axiomatizar la clase de los grupos de torsién mediante la
siguiente sentencia:

Vx V,, Z A axiomas de grupo
dondeZ={@p:ne N}y =x.x..x=e(xestd repetida n veces).

También se puede axiomatizar en A, la clase de las estructuras finicas
mediante la sentencia:

Y. =V, (=0 :n22}, donde @ afirma «existen al menos n individuos».
Teorema 4: M, no satisface compacidad.

Demostracidn: Como en el caso de A, el siguiente conjunto es un contraejemplo:

et wig:n22tp
Teorema 5: A, satisface Léwenheim-Skolem (hacia abajo).

Una prueba de este resultado se puede encontrar en Ebbinghaus-Flum-
Thomas: Mathematical Logic (Springer-Verlag, 1983),

(3) Ldgicas con cuantificadores generalizados (A, k un cardinal)

Estas légicas se obtienen a partir de A, introduciendo un nuevo cuanti-
ficador Q, y admitiendo sentencias como Q,x Px que afirman «Existen al menos
R individuos con la propiedad P». Considerando al cardinal k =X |, en lalégica
Ay, s pueden axiomatizar clases de estructuras no axiomatizables en A,. Por
ejemplo, la clase de las estructuras a lo sumo numerables se puede axiomatizar

mediante la siguiente sentencia:
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-Q,, x (x=x)

También la clase delos 6rdenes no numerables donde cualquier elemento
tiene una cantidad a lo sumo numerable de predecesores se puede axiomatizar
en ;'L.Qm mediante la sentencia:

axiomas de orden rtotal estricto A Q,, (x =%) A Vx=Q,, y (y <x)
satisface compacidad para conjuntos numerables de sentencias,

Teorema 6: A,
pero no la satisface para conjuntos no numerables de sentencias.

Una prueba de este resultado se puede encontrar en Bell y Slomson: Models and
Ultraproducts: An Introduction (North Holland, Amsterdam, cap. 13, 1969).

Teorema 7: Ay, no satisface Léwenheim-Skolem (hacia abajo).

Demostracidn: La sentencia Q,, x (x = x) es un contraejemplo, ya que tiene
modelos no numerables y, sin embargo, no tiene ninglin modelo a lo sumo
numerable. |l

(IT) Algunos fundamentos légicos del método de forcing

El método de forcing que se usa en los textos de Kunen y de Jech para
demostrar que la HC es independiente® de ZFC, se resume desde el punto de
vista légico en los siguientes pasos:

(i)  Sesupone que ZFC es consistente.

(Por el segundo teorema de incompletitud de Gédel (1931) se sabe que una
sentencia que afirme «ZFC es consistente» no se puede demostrar dentro de
ZFC si ZFC es consistente.)

(i)  Seusalapropiedad de completitud de la légica de primer orden (Gédel,

1930) y se infiere que ZFC tiene un modelo.

Completitud: Para todo conjunto £ SENT([A ] (Z es consistente <> X tiene un
modelo).

& Definicidn: Una sentencia es independiente de un conjunto de sentencias si ni ella ni su
negacidn se pueden demostrar de tal conjunto,
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(i)  Se usa la propiedad de Lowenheim-Skolem (hacia abajo) de la l6gica de
primer orden y se infiere que existe un modelo alo sumo numerable para
ZFC.,

(iv)  Se usa un resultado de Mostowski (Mostowski Collasing Theorem) y se
infiere que hay un modelo isomorfo al anterior, que es transitivo. Por lo
tanto, ZFC tiene un modelo transitivo y a lo sumo numerable.

(v)  El modelo transitivo y a lo sumo numerable de ZFC se extiende en dos
ocasiones, de tal manera que en una de ellas se satisfaga HC y en otra
—HC. Por dltimo, usando la propiedad de correccién de la légica de
primer orden, se concluye que
«no ZFC | HC», y «no ZFC | —HCn».

Correccidén: Para todo conjunto £ U {0t} < SENT[?L,] (X | o=X I o)

(ITI) Justificacién de la proposicién

Proposicién: La légica (cldsica) de mayor poder expresivo con la que se puede
demostrarlaindependencia de HC respecto de ZFC, tal cual se hace en los textos
de Kunen y de Jech, es la l4gica de primer orden.

Justificacidn: Sea A una légica (clésica) de mayor poder expresivo que la l6gica
de primer orden tal que ZFC estd escrita con su lenguaje. Entonces, por el
teorema de Lindstrdm se sabe que A o bien no satisface compacidad o bien no
satisface Lowenheim-Skolem (hacia abajo). Si A no satisface compacidad,
entonces, como esta propiedad es una consecuencia de completitud, dicha
l6gica no puede satisfacer completitud; y, como la prueba de independencia de
HC que hacen tanto Kunen como Jeck usa en el paso (ii) completitud, entonces
con A no se puede hacer la prueba de independencia al estilo Kunen y Jeck. Si,
por otra parte, A no satisface Léwenheim-Skolem (hacia abajo), entonces el paso
(iii) de la prueba de Kunen y de Jech no se puede realizar y, por lo tanto, con A
no se puede hacer la prueba de independencia al estilo Kunen y Jeck.
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