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Resumen:

Los métodos biplots clasicos de Gabriel (1971) se utilizan generalmente con propésitos descrip-
tivos, sin hacer supuestos sobre distribuciones poblacionales, sin embargo, el biplot de una ma-
triz de datos puede interpretarse también como un modelo bilineal multiplicativo (Gollob, 1968).
Desde esta ultima perpectiva, en esta investigacién se analiza su geometria y se formaliza ma-
tematicamente un método de estimacion alternativo a los existentes. El método propuesto pue-
de ser de mucha utilidad en la practica, ya que permite su generalizacién para introducir
informacién externa gque ayude en la interpretacién, y en la obtencién de variables latentes con-
tinuas en Ciencias Sociales.
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1. INTRODUCCION

La posibilidad de interpretar el biplot (Gabriel, 1971) de una matriz de datos
Y de orden (nxp), como un modelo bilineal multiplicativo (Gollob, 1968), permite
su utilizacién no solo desde una perspectiva descriptiva, sino también para la
descripciéon de aspectos resaltantes en tablas de dos vias, tal como la interac-
cion entre los dos factores de clasificacidn en los que se agrupa una variable
(Denis, 1991; Falguerolles, 1995; Van Eeuwijk, 1995; Choulakian, 1996), o para
visualizar el modelo subyacente en los datos (Bradu & Gabriel, 1978; Gabriel,
Galindo y Vicente-Villardén, 1998).

Para la aproximacion de los biplots, los autores citados se fundamentan en
generalizaciones heuristicas de los métodos de estimacién utilizados en los mo-
delos bilineales, considerandolos como extensiones de los modelos lineales
generalizados (Nelder & Wedderburn, 1972), cuando la variable respuesta tiene
cualquiera de las distribuciones de la familia exponencial (normal, binomial,
poisson, multinomial, etc).
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Por su parte, Gower (1992), Gower & Harding (1988) y Gower & Hand
(1996), aunque utilizan los biplots para la descripcion de una matriz dan otro
enfoque diferente al clasico, el cual se puede relacionar con la forma factorial
clasica de la escuela francesa de andlisis de datos y con los métodos de orde-
nacion de la escuela biometrica. Ellos describen a priori la geometria de los bi-
plots en términos de proyecciones de subespacios, en contraposiciéon a la
geometria a posteriori utilizada en la diagnosis de modelos, tal como lo hacen
Vicente-Villardon & Galindo (1998) para el caso de variables con respuestas no
lineales de tipo sigmoidal.

En otro contexto, la forma factorial para variables con distribuciones de la
familia exponencial se puede comparar a la obtencién de variables latentes con-
tinuas en las Ciencias Sociales, tal como sucede por ejemplo, en la Teoria de
Respuesta al item (Baker, 1992).

La finalidad de este trabajo de investigacion tiene el propdsito de describir
una matriz de datos Y (individuos por variables), conformada por variables con
distribuciones pertenecientes a la familia exponencial. Se utilizan en la aproxi-
macion de los biplots los modelos bilineales generalizados multiplicativos, anali-
zando su geometria y proponiendo formalmente un método alternativo de
estimacion (Cardenas, 2000).

2. APROXIMACIONES EN BIPLOTS CLASICOS

La fundamentacién tedrica de los biplots clasicos (Gabriel, 1971) se basa en
la aproximacion de una cierta matriz de datos Y de orden (nxp) y de rango r, por
una de bajo rango (q <), a través de la descomposicion en valores singulares,
para luego hacer una factorlzacion en matrices de marcadores filas A de orden
(nxq), y de marcadores columnas B de orden (gxp), tal que:

\'n ~\'n = V{gP Uiy \ )= A (q)B\q) (D

La notacién utilizada es la usual en la terminologia estadistico-matematica,
siendo: g el rango de la matriz Y (q < min(n,p)), U y V matrices cuyos vectores
columna ortonormales son los vectores singulares de (YY-) e (Y'Y) respectiva-
mente y D una matriz diagonal (D = [diag (aK)]; ak= valores singulares).

Los distintos tipos de biplots: el GH (column metric preserving), el JK (row
metric preserving) y el SQRT (Gabriel, 1971), asi como también el HJ (row co-
lumn metric preserving) (Galindo, 1985), dependen de las métricas introducidas
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en el espacio de las filas o de las columnas, razén por la cual los marcadores
tienen distintas propiedades de acuerdo a la factorizacién Biplot elegida en (1).

El producto interno de la fila i de A y la columna j de B' constituye una
forma bilineal (Gollob, 1968), admitiendo por ende una representacion grafica a
través de la proyeccion ortogonal de aj(” sobre bj(”~y viceversa, tal como se

muestra en la figura 1
Figura 1. Proyecciéon ortogonal de los marcadores fila a sobre

el marcador columna b1, para la representacion biplot
de una matriz de datos Y de orden (4x11)
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Basandose en las propiedades geométricas del producto escalar entre mar-
cadores fila y columna, a partir de esa representacién se puede aproximar: la
similitud global y el orden de los individuos en relacion con una variable particu-
lar, la variabilidad y correlacién de las variables, el orden de las medias de las
variables, los efectos filas y columna y los datos originales.

3. APROXIMACIONES BIPLOTS A TRAVES DEL AJUSTE DE MODELOS BILINEALES

Esta forma de aproximacidon surge como consecuencia de la estrecha rela-
cion existente entre la teoria de aproximacion minimo cuadratica de matrices
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(Eckart & Young, 1936) y el algebra de la descomposicién de una matriz en sus
valores y vectores singulares. Householder & Young (1938) demuestran que una
aproximacién minimo cuadratica para una matriz dada también puede hallarse a
través de la descomposicion en valores singulares.

Asi pues, las matrices de marcadores A y B en la factorizacion biplot clasica
(1), son equivalentes a matrices de pardmetros desconocidos en el siguiente
modelo bilineal generalizado, el cual se considera como una extension de los
modelos lineales generalizados (Nelder y Wedderburn, 1972):

n=gM =AB'=>gMj=ajb ©

donde la distribucién de las p variables contenidas en la matriz Y pertenece
a la familia exponencial, y sus valores esperados denotados por * = E(yj), se
encuentran relacionados con predictores lineales » a través de “funciones link”
(g) como la identidad, la logit, la probit, etc.; de donde ¢(_lj) resulta en una forma
linearizada de la “funcion link”.

A los biplots ajustados a través de modelos de ese tipo cuando la “funcion
link” utilizada es diferente de la identidad (g * 1), los denominamos Biplots de
Regresion no Lineal, mientras que si la “funcién link” es la identidad (g = 1), los

denominamos Biplots de Regresién Lineal, siguiendo la terminologia utilizada
por Gower & Hand (1996).

Una vez que se han estimado las matrices de parametros A o0 B en el mode-
lo (2), se pueden considerar a posteriori las restricciones de ortonormalidad rea-
lizando la descomposicién en valores singulares de la solucion final obtenida,
para luego recalcular en forma definitiva dichas matrices, pudiéndose represen-
tar cualquier tipo de biplot y conservar las propiedades clasicas los marcadores
(Vasquez, 1995).

4. GEOMETRIA DE LOS BIPLOTS DE REGRESION

La geometria en el ajuste de los Biplots de Regresion Lineal es similar a la
geometria en un ajuste de regresion lineal (Gower & Hand, 1996), pero conside-
rando la proyeccion ortogonal de cada columna o fila de la matriz Y sobre el
subespacio 6ptimo generado por las columnas de A o B (suponiendo conocidas
respectivamente las matrices Ay B).

De alli que, en los Biplots de Regresion Lineal, ajustar un plano de regresion
a cada columna de la matriz A conlleva a la obtenciéon de una superficie de res-
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puesta lineal, cuya proyeccién sobre un subespacio de baja dimension es tam-
bién lineal.

En el caso del ajuste de los Biplots de Regresion no Lineal>Vicente-Villardén
y Galindo (1998), analizan la geometria de los Biplots Logisticos (cuando la “fun-
cion link” utilizada en el ajuste es la logit), demostrando que ajustar un plano de
regresion a cada columna de la matriz A conlleva a la obtencién de una superfi-
cie de respuesta sigmoidal H (tal como se muestra en la figura 2), siendo sin
embargo la proyeccion de la curva sigmoidal » sobre el subespacio L una linea
recta, que coincide con el eje Biplot (§ de prediccion lineal, cuya escala (a
diferencia de los Biplots de Regresién Lineal) no se encuentra igualmente
espaciada.

Figura 2: Geometria de los biplots logisticos

En el caso de “funciones link”, como la probit y log-log, dado que ellas gene-
ran curvas de respuesta sigmoidales muy similares a la logit, entonces su geo-
metria sera similar a la de los Biplots Logisticos.

Dado que la proyeccién de una curva de respuesta no lineal sobre un sub-
espacio en baja dimension es siempre lineal, el resultado anterior se puede ge-
neralizar a cualquier Biplot de Regresién no Lineal considerando otras
“funciones link” como la logaritmica, raiz cuadrada e inversa.
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5. ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL EN BIPLOTS DE REGRESION

La estimacion en el ajuste de los Biplots de Regresion Lineal puede hacerse
a través del método de Minimos Cuadrados Alternados (Blazquez, 1998), mien-
tras que en los Biplots de Regresion no Lineal se puede utilizar el método de
Regresiones Generalizadas Alternadas de una forma linearizada de la “funcion
link”, como una generalizacion del método de maxima verosimilitud utilizado en
los Modelos Lineales Generalizados (Falguerolles, 1995; Van Eeuwijk, 1995;
Choulakian, 1996; Gabriel, 1998; Vicente-Viilardon & Galindo, 1998).

A continuaciéon se .propone un método alternativo a los ya citados, el cual
permite realizar la estimacion en forma simultdnea o en dos etapas (Cardenas,
2000).

5.1. Estimacién simultanea

Para el ajuste de los Biplots de Regresion se propone un método de estima-
cion simultanea, a través del cual se obtienen en forma conjunta los estimadores
maximo-verosimiles para las matrices de parametros contempladas en el mode-
lo (2). A tal efecto, se generaliza el método de estimacion utilizado en Teoria de
Respuesta al item (Baker, 1992) adecuandolo a este contexto (Vicente-Viilardon,
Galindo y Cardenas, 2000).

Contemplando la posibilidad de inclusién de un término independiente (para
el caso por ejemplo de datos dicotdmicos con distribuciéon Binomial), se propone
el siguiente modelo general:

©)

Concatenando las filas de las matrices A* y B* se pueden reescribir las
mismas como vectores columna, designandolas <A*'> y <B*'> respectivamente.
Aplicando el método de Newton-Raphson, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

4
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La matriz de informacion ~(B*, A*) estd constituida por las siguientes cuatro
submatrices:

3(B¥ =[d2L/db:  3(B*A*) =\d2/;bcb\
3(B*,A*) = ®)
3(A*B*) =\dALldadb\  3(A*) ={d2LIcb';

El vector U(B*, A*) a su vez, esti constituido por los siguientes 2 subvectores:

U@ * <L/ 9b K
Uu(B* A*) = ] ©)
UA * SL/ dajk

Para simplificar la labor computacional, en la inversién de la matriz de infor-
macién 3 (B*,A*), se puede transformar la misma en una matriz diagonal, bajo los
mismos supuestos de Baker (1992) en Teoria de Respuesta al Item, o sea:

Los “n” individuos se seleccionan en forma aleatoria, de donde las filas de la
matriz A son independientes, siendo por lo tanto los productos cruzados en-
tre pares de individuos nulos ya que estan incorrelacionados (para i i'), pu-

diendo existir sin embargo, covariacion entre los parametros de un mismo
individuo (para k k') y por consiguiente:

d2L!dak d L/daikajk_ @

3(A) =diag _ .
d2idajkay  d2Alchjk,

Los parametros de los individuos aky de las variables bik son independien-
tes, esto es:

[3(BA)j =[3(AB)j =[0] (s)

Los parametros bjk de cada una de las variables son independientes, por lo
qgue los productos cruzados entre pares de variables seran nulos (paraj j'),

pudiendo existir sin embargo, covariacion entre los parametros de una mis-
ma variable (para k * k') , o sea:

_ d2L/dbX d~L/<%jkdbjk
[3(B)] = diag ©

L/, Sjdbik
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Bajo esos tres supuestos, el sistema de ecuaciones (4) se transforma en:
<E*%+1)=(E*'>,-[3(B*)tU(B*)I
(10)

<A*'>(H) =<A*'>, -[3(A*)];'[U (A*)],

La resolucion del mismo requiere la sustitucion de las derivadas respectivas
de acuerdo al tipo de Biplot de Regresion (lineal o no lineal) a ajustar.

Una de las ventajas de utilizar este procedimiento de estimacidon es que se
pueden obtener facilmente las varianzas asintdticas de los estimadores, de re-
querirse, asi como también los estadisticos Deviance y para verificar la bon-
dad del ajuste.

El procedimiento de estimacion descrito se puede particularizar al caso en
gue el modelo (3) no considere el término independiente.

5.2. Estimacion por etapas

Como una alternativa al método de estimacion simultanea, se pueden esti-
mar en dos etapas las matrices de parametros, tal como en el método de regre-
siones biNneales segmentadas (Gabriel, 1998), del cual se demuestra que éste

es un caso particular.

A tal efecto, el modelo (3) se puede reescribir (siendo A0= 1) como:
g(/;) = A*B*’=1,,A,,B",1)+1,JAB,lI/,=1,1,B,,I ,+1,,AB I/ (11)

y realizar las estimaciones a través de las siguientes etapas:
Etapa 1: Se estiman los parametros de las variables bjk (suponiendo conoci-

das a priori las coordenadas de las filas aik), en forma equivalente a la realiza-
cion de la siguiente regresion generalizada:

g(M) = A*B*'=InInB,0Ip+11IAB'Ip (12)

Modelo que se puede reescribir de la siguiente manera, concatenando las
columnas de la matriz Y, y considerando al mismo tiempo el producto Kronecker
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entre matrices (A < B = B) y la concatenacion de columnas de matrices pro-
ducto (A B' I> = (I~ A) <B'> = [diag (A)] <B’>):

g<M>=[(I, ® ® (1,,A)] <B*’> 13)

Por lo que la resolucién de esa regresion, para las columnas de la matriz Y,
es equivalente a la resolucién de la primera ecuacion del sistema de ecuaciones
(10) utilizado en la estimacion simultanea, o sea:

<6 *'>(t) = <fi *')t- [m *)V [u(B*)]t (14)

Etapa 2: Se estiman las coordenadas de los individuos ajk, suponiendo co-
nocidos los parametros de las variables bjk, mediante a un procedimiento analo-
go al de la Etapa 1

Concluyéndose que esta etapa es equivalente a la resolucién de la segunda
ecuacion del sistema de ecuaciones (10), o sea :

<A*V, =<A*> -[3(A%)];'[UA*)1 (15

En el caso del modelo sin término independiente, el procedimiento de esti-
macién es un caso particular del antes descrito, cuando B0O= 0.

5.3. Una aplicacién

Para evaluar la metodologia propuesta, se utiliza el ejemplo de Gower &
Hand (1996, 74), comparando los resultados por ellos obtenidos mediante la
aplicacién de un analisis de correspondencias multiples, con los aqui obtenidos
a través de estimacion simultanea.

El ejemplo original consiste de una matriz de datos Y de orden (20x4), que
se transforma en una matriz de variables indicatrices de orden (20x16). Las ob-
servaciones se realizan sobre 20 granjas y las 16 variables categdricas corres-
ponden a: nivel de humedad (minimo nivel: H1; H2; H3; maximo nivel: H4), tipo
de granja (granja normal: GN; granja bioldégica: GB; granja hobby: GH; granja
conservacionista: GC), uso de la granja (produccion: U1; uso intermedio: U2;
pasto: U3) y nivel de abono (minimo nivel: AO; Al; A2; A3; maximo nivel: A4).
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Se ajusta a los datos un Biplot de Regresiéon no Lineal, de tipo logistico, para
cada una de las categorias, usando el modelo (3) con término independiente y la
funcion link logit, de donde: logit (p) = log [p/ (1-p)] = bij0+ aMb., + ai2bj2, siendo
p=(en/l +e).

A tal efecto, se elaboré un programa en MATLAB que utiliza en la estimacién
el sistema de ecuaciones (10), en el cual se sustituyen las derivadas conside-
rando que las variables tienen distribucion binomial (1,p). Los valores iniciales
<A°*> se obtienen mediante la ordenacion de las filas de la matriz a través de un
Analisis de Coordenadas Principales,.aplicado a la matriz de similaridades obte-
nida del coeficiente de Jaccard (véase Cuadras, 1996, 297) . Con estos valores
se calculan los iniciales para <B°*’>y luego se inicia el proceso iterativo de New-
ton-Raphson hasta que converja. Los resultados se muestran en la tabla 1.

Para medir la bondad del ajuste se usa la Deviance al igual que en los mo-
delos lineales generalizados (sus valores relativos aproximan la calidad de re-
presentacion de las variables) y el porcentaje de bien clasificados.

Se observa en la tabla 1 anexa que la Deviance no es significativa (p valor >
0.10), para las variables GB, U1, U2, U3, A3, y A4. Sin embargo, los porcentajes
de granjas Bien Clasificados son altos para todas las variables, por lo que la
prediccion de presencia-ausencia de cada variable, para cada una de las gran-
jas, es bastante aproximada.

Las variables mal representadas son las que coinciden en la figura 3, con los
segmentos (pespunteados) de mayor tamafio, como A3, U3, H2 y GB, mientras
que las variables bien representadas aparecen con segmentos de menor longi-
tud, como GC, U1, U2, A0, A2 y A4. Esto contrasta con la interpretacién habitual
de los biplots clasicos, en los que las variables bien representadas tienen seg-
mentos grandes, mientras que las mal representadas aparecen en torno al ori-
gen (ello debido al tipo de modelo utilizado en el ajuste).



Tabla 1: Parametros estimados para las matrices A* y B*, Deviance, p valor, bien clasificados (%B.C), calidad de re-
presentacion (C.Rx 1000), escalas 1y 2 de prediccion para el percentil 50 (p= 0.5)

Granja a0 an apR Variable bjo bn bi? Deviance P valor %B.C C:R Escala 1 Escala 2
1 1 24613 -0.372 H1 -0.953  0.015 0.121 8.053 0.0045 80 315 0.96 7.76
2 1 9479 15.229 H2 -1.809  0.038  -0.082 2.658 0.103 90 197 8.42 -18.16

3 1 30.695 -14.968 H3 -3.564 0.077 0.133 3.404 0.065 90 318 11.62 20.07
4 1 30.695 -14.968 H4 -1.142  -0.081  -0.136 6.87 0.0088 75 422 -3.69 -6.20
5 1 -6.288 20.85 GN -1.749 0.303 -0.146 3.731 0.0534 95 743 4.68 -2.26
6 1 8.628 19.924 GB -2.109 -0.034 0.079 2.239 0.1346 85 148  -9.69 22.52
7 1 -2.804 14.822 GH -6.285  -0.202 0.477 17.552 0.0000 100 825 -4.73 11.17

0.0000
8 1 -1.832 15.001 GC -4.382 -0.229 -0.485  17.046 0.0000 100 947  -3.49 -7.39

9 1 -23.689 6.767 Ul -4.426  -0.571 0.069 1.532 0.2158 100 868 -7.64 0.92
10 1 -14.749 3.637 u2 -0.378 0.515 -0.118 2.352 0.1251 100 889 0.70 -0.16
11 1 -512 10.462 u3 -1.186  -0.029 0.04 0.966 0.3257 75 65 -14.09 19.43

12 1 21625 12473 A0 -4.382  -0.229 -0.485 17.046 0.0000 100 947  -3.49 -7.39

13 1 7162 -7.074 Al -4.077  -0.259 0.122 3.668 0.0555 90 524 -12.88 6.07
14 1 -7167 -12.841 A2 -6.754 0.189 0.423 15.855 0.0001 100 851 5.95 13.31
15 1 -1.933 -15.647 A3 -1.434  -0.001 0.034 0.649 0.4206 80 32 -0.001 42.14

16 1 -0.645 -4.128 A4 -5.477 0.277 -0.181 0.2156 0.2156 100 935 13.86 -9.05
17 1 -11.666 -11.127
18 1 -12.955 -6.025
19 1 -15.558 -16.954

20 1 -15.558 -16.954
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Figura 3: Representacion del biplot de regresion logistico

La direccién de los ejes biplot sobre la representacién grafica, estd determi-
nada por los parametros bjk estimados. La asociacién entre las distintas varia-
bles, puede aproximarse a través del angulo que forman entre si. El producto
escalar entre marcadores fila ai y marcadores columna bj( aproxima salvo un
factor de escala la probabilidad (py) de cada categoria para cada una de las 20
granjas. Procedimiento que se puede abreviar introduciendo en los ejes biplot
escalas de prediccion, que permitan visualmente predecir la presencia o ausen-
cia de determinado caracter o categoria.

A tal efecto y considerando la geometria de los Biplots Logisticos, se obtie-
nen las escalas de prediccidon sobre cada eje biplot (escalas 1y 2 en latabla 1) y
se hacen marcas en los percentiles 25, 50 y 75. Para ello se parte de un punto
cualquiera (yr y2) sobre el eje biplot, representado a través de la recta que pasa
por los puntos (0,0) y (b, b.2), o sea y2 = (bjUbj2)yl, para luego sustituir esa ex-
presion en el modelo utilizado (logit (p) = bjo + b y1+ bj2y?2), de donde finalmen-
te despejando se obtienen las escalas sobre la representacién (para p = 0.25,
0.5, 0.75). Si la proyeccién de un punto fila ajkcae por debajo de la marca central
(percentil 50), la prediccion sera ausencia de esa caracteristica especifica, y en
caso contrario, la prediccién sera presencia.
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Las conclusiones obtenidas de la figura 3 son similares a las obtenidas por
Gower & Hand (1996) y por Vicente-Villardéon y Galindo (1998), reflejando fiel-
mente la estructura de la matriz de datos original, o sea:

Las granjas normales GN aparecen ubicadas en la region con niveles de humedad
moderados H2, alto uso de abono A4 y uso de la granja U2. Las granjas biologicas
GB y las granjas para hobby GH aparecen en la region de bajo uso de abono Al,
humedad baja Hl y uso de la granja para la producciéon Ul y para pasto U3. Las
granjas conservacionistas GC estan en la regién no abonada AO y alta hume-
dad H4.

Las predicciones de ausencia obtenidas para las variables A3, U3, H2 y GB,
se deben utilizar con precaucion por encontrarse mal representadas.

6. DISCUSION

Se demuestra que es posible realizar el ajuste de un biplot a través de mo-
delos bilineales generalizados de tipo multiplicativo, siendo su geometria similar
a la de un ajuste de regresion lineal, sin embargo, dependiendo su interpretacion
de la funcién link utilizada en el ajuste, la cual contrasta con la de los biplots
clasicos.

En la estimacion se puede generalizar el método iterativo utilizado en los
modelos bilineales generalizados, el cual se puede simplificar haciendo supues-
tos en la misma forma que en Teoria de Respuesta al Iltem, demostrando asi su
aplicabilidad en ese campo de las Ciencias Sociales, pudiéndose describir del
grafico biplot algunas variables latentes.

El método de estimacion propuesto también puede ser de mucha utilidad
practica, para ordenar los individuos de acuerdo a ciertas variables externas, en
el sentido del Andlisis Candnico de Correspondencias (Ter Braak, 1986), ya que
su generalizacion permite restringir los ejes en el ajuste para que sean combina-
ciones lineales de esas variables externas (Cardenas, 2000, 123-174).
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