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AGENTE REPRESENTATIVO CON TIEMPO
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Resumen:

Este trabajo presenta detalladamente un problema de optimizacién intertemporal (con tiempo
discreto y horizonte infinito) para un agente representativo y una empresa, y describe el
equilibrio Walrasiano correspondiente. Su propésito es ilustrar la posibilidad de que modelos
neoclasicos bien definidos impliquen una gran variedad de comportamientos dinamicos. Asi,
pueden existir sistemas que tengan uno o varios estados estacionarios, trayectorias de equilibrio
simples, periddicas o aun cadticas.
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INTRODUCCION

Parte importante de la discusion "actual en macroeconomia, economia
internacional y teoria del crecimiento hace uso del concepto de equilibrio
intertemporal. Como sefialan Mitra y Nishimura (2001), dicho equilibrio implica
que: i) dadas sus creencias, los agentes tomen decisiones dptimas segun sus
preferencias y sus restricciones, ii) los mercados se vacien en cada momento
del tiempo vy iii) las acciones de los agentes validen sus creencias, o al menos no
las contradigan. Dos marcos analiticos distintos suelen utilizarse para definir
economias donde puedan surgir equilibrios intertemporales: agente
representativo y generaciones solapadas. En el primer caso, se supone que un
agente es modelado como una “dinastia”, y que su vida no tiene fecha natural de
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terminacién. Ello puede ser util al representar a un individuo que se preocupa
por todas las generaciones futuras, a un individuo que no sabe cuando su vida
acabara, o a una instituciéon que se supone permanente. En el segundo, se supone
que las vidas de los agentes transcurren durante un numero finito de periodos, y que
el primer periodo de la vida de unos ocurre al mismo tiempo que el dltimo de la vida
de otros. Aunque la seleccion de un tipo de modelo depende de los problemas que
deseen estudiarse, debe tenerse en cuenta que sus propiedades no son siempre
equivalentes (ver Farmer (1993) para una comparacion).

El proposito de este trabajo es explicar detalladamente algunas propiedades
de un modelo de agente representativo con horizonte infinito y prevision
perfecta, que sigue muy de cerca los propuestos por Mas-Colell et a/ (1995) y
Malinvaud (1971). Se utiliza tiempo discreto y se suponen mercados completos,

lo que implica suponer que existen infinitos mercados forward en t =0, o una
sucesion infinita de precios spot que puede ser correctamente anticipada. Aun
cuando no incluye algunos conceptos importantes, como activos explicitamente
definidos que permitan transferir poder de compra de un periodo al siguiente -ver
Farmer (1993)- o la extension del modelo a economias con varios consumidores
-ver Mas-Colelt et al (1995)-, este modelo permite examinar varios aspectos de
gran relevancia: ta definicion de precios, agentes y mercancias (seccion 1), el
planteamiento de los problemas de optimizacion del consumidor (el agente
representativo) y la empresa (seccién 2), la definicion del equilibrio Walrasiano y
la demostracion de los dos teoremas del bienestar (seccion 3) y, por dltimo,
algunas de las propiedades de las trayectorias de equilibrio que pueden
obtenerse a partir de él (seccién 4). Las propiedades consideradas son
existencia, unicidad (dependiente de la condicion inicial), computabilidad y
estabilidad de dichas trayectorias.

El comportamiento dindmico de la economia depende de los supuestos
hechos sobre la funcion de utilidad del consumidor y sobre su paciencia. Segun
el teorema Boldrin-Montruccio (1986), “cualquier cosa puede pasar’. Bajo
algunas premisas, establecidas en los teoremas de peaje (turnpike teorem),
cualquier trayectoria de equilibrio se encontraria sobre o en camino hacia un
Unico estado estacionario, bien definido. Sin embargo, bajo otras premisas
(teoremas anti-peaje), un sistema dinamico podria contar con mas de un estado
estacionario, las trayectorias de equilibrio podrian aproximarse a un estado
estacionario o alejarse de él, o seguir orbitas periddicas o aun cadticas. Este
trabajo termina presentando algunos ejemplos de estas posibilidades.

Es necesario concluir esta introduccién haciendo una advertencia. Este
‘trabajo no pretende ser una contribucion original a la teoria de la dinamica no
lineal, ni una revisién de la extensa literatura desarroilada durante los ultimos
veinticinco afios en este campo. Su Unico objetivo es presentar algunas
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demostraciones y procedimientos Utiles para aproximarse a un cuerpo de
conocimientos extraordinariamente complejo, siguiendo el orden propuesto por
Mas-Colell et a/ (1995). En esta exposicion, se ha privilegiado la generalidad
sobre el uso de ejemplos numéricos y graficos variados. Ademas, se ha hecho
mas enfasis en el planteamiento de los problemas de optimizacion individuales y
en la caracterizacion de los equilibrios Walrasianos que en la obtencion de
soluciones especificas. Ello con seguridad hara poco provechosa su lectura a
quien no tenga conocimientos basicos de topologia, analisis real y sistemas de
ecuaciones en diferencias. Sin embargo, podria ser util a quien si los tenga o
desee tenerlos. Libros recomendables para estudiar los conceptos matematicos
son Apostol (1982), Fuente (1999), Mendelson (1975) y Puu (1997).

1. PRECIOS, MERCANCIAS Y AGENTES EN UNA ECONOMIA CON TIEMPO

En esta seccion se presentan las definiciones de precios, mercancias,
preferencias y tecnologia utilizadas en este trabajo’.

a. Precios y mercancias

El vector de precios con horizonte infinito es la lista (pg,K,Pt,K), donde los

componentes de p, = (p,.k,p,,) € R" son los valores actuales en 1 =0 de los
precios de los L bienes en {. Al ser cada precio un valor actual, el precio

L. debe interpretarse como la cantidad del bien m que debe cederse

me
en la fecha ¢ =1, segun acuerdo realizado en ¢t =0, para obtener una unidad
del bien / en t=v. Si elegimos como numerario el bien 1, en (=0,
interpretaremos el precio p, como’la cantidad del bien 1 que deberia cederse

relativo

en { = 0 para adquirir el derecho a recibir una unidad del bien / en .

A partir de los componentes de (pg,K,p,K) podemos definir factores de
descuento y tasas de interés correspondientes a cada bien. Asi,

' La notacién utilizada combina las de Malinvaud (1971) y Mas-Colell, Whinston y Green
(1995).
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Py
ﬂh: :
Pio

es el factor de descuento correspondiente al bien [ en ¢, y, a partir de

:B/,/H . pl,1+l — 1

By P 1+ 7,

se obtiene la tasa de interés 7, correspondiente al bien / en ¢, que indica la

cantidad de dicho bien que debe pagarse en ¢ +1 por un préstamo realizado en
t de una unidad del mismo bien. Por esta razén se dice que hay tasas de interés

implicitas en (Pg,K,pt.K) .

b. Preferencias

El consumidor debe elegir una trayectoria de consumo en ¢ = 0. Cuando el
horizonte es infinito, la trayectoria de consumo se escribe como

¢ =(cq,K,C,K).

Se supone que el consumidor es impaciente, es decir, que prefiere consumir
una cierta cantidad de un bien antes que después. Ademas, que su utilidad en
cada periodo depende sélo de su consumo en dicho periodo. Una funcion de
utilidad que represente preferencias como las comentadas es, con horizonte
infinito,

V(c)= Z,: d'u(e,)-

t=0

Se supone que la utilidad en cada periodo es aditiva, y que el factor de
descuento por impaciencia del consumidor es la constante & € (0,1). Para

garantizar que V(c) = i S'u(c,) < o » SE SUPONE que SUP,“cfH <.
=0

Nétese que una funcién de este tipo tiene dos propiedades importantes: las
preferencias son consistentes en el tiempo y la utilidad es recursiva. La
consistencia temporal implica que una trayectoria de consumo que se supone

optima en ¢t =0 no seria suboptima en el futuro. Que la utilidad sea recursiva
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implica que ¥ (¢) = u(c,) + oV (c'), siendo u(c,) la utilidad presente y Ve
la utilidad futura.

c. Tecnologia

El conjunto de planes de produccion se definira de modo que, habiendo L
bienes en la economia, se especifique cuanto usa la empresa como insumos de
cada uno, y cuanto obtiene como productos. A tal fin, escribiremos un plan de
produccién como

y=(a,b)eY c R*

donde a=(aqK,a_)e R" es un vector de insumos y b = (by,k,b ) € Rl es
un vector de productos. Aun cuando autores como Mas-Colell et. al. (1995)
mantienen la convencién de signos sobre las componentes de los planes de

produccion, estableciendo que a,<0 y b, 20 para todo [/, nosotros
seguiremos a Malinvaud (1971), y estableceremos que a, 20 y b, 20 para
todo / .

Supondremos que el conjunto Y es cerrado y convexo. Ademas,
supondremos que

i.si (0,b)e Y entonces b=0 (no hay almuerzo gratis)

ii. si (a,b) €Y ,entonces (a,0)eY (posibilidad de truncamiento)

En un modelo dinamico, esta notacién permite considerar explicitamente dos
acciones dentro del proceso productivo que ocurren en fechas distintas: la
adquisicion de insumos, que ocurre primero, y la obtencion de productos, que

ocurre después. Asi, un plan de produccién para la fecha ¢, y,, segun el cual
sea tecnologicamente factible obtener el vector de productos b, tiene que

indicar el vector de insumos necesarios, a,, que debieron adquirirse
previamente. Ello o denotaremos como

yl :(al’bf+])e Y
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En este trabajo solo consideraremos modelos suaves, es decir, modelos en
los cuales la definicion de plan de produccion sea compatible con la definicion de

una funcion de transformacion g, : R — R, tal que, si (a,,b,,,) pertenece a
la frontera de Y, se cumpla que,

g,(a,,bH]):O ’

con gradiente

vgl (al’bl+]) = [qa, >qu ] !

- siendo
6gt agl
dayy 0by 144
Qa, = k dp,, = k
o9y 99,
oayy Oby 144
1%} 0
con a—g’—<0 y Jgu>0. Con estas derivadas se obtienen las tasas
a,

[a+1
marginales de transformacion de insumos en insumos, insumos en productos y
productos en productos. Como un ejemplo, presentamos la tasa marginal de

sustitucion de una unidad del insumo a, por el insumo a,,:

TMST = = d“mr‘: og, / da, |
] [ 10,

Consideraremos sélo modelos dinamicos con horizonte infinito comenzando
ent=0.

Llamaremos trayectoria, o programa, de produccion a la lista

(yO'k1yt1k)
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siempre que ¥, € Y paratodo !.

En cada periodo, componentes de dos planes de produccion sucesivos se
sotapan. Por ello, definimos un vector insumo-producto neto, que llamaremos

n, =(b,—a,)eR

. . 1. .
En éi anotamos el vector de insumos &, € R” necesario para obtener

productos en f+1 'y el vector de productos b, € R", obtenidos de la

transformacion de insumos adquiridos en -1,

Puesto que no proponemos la existencia de insumos disponibles antes de
t =0, establecemos que b, =0 Frecuentemente, se toma un nimero natural
T >0 como fecha futura de referencia, { = T  Para obtener conclusiones con
respecto al horizonte infinito, se evaltan las expresiones relevantes cuando

T — © podemos ilustrar los conceptos presentados hasta ahora con la
siguiente figura:

Figura No. 1

Plan de produccion par;a t Y F(at , bper)

(ar1, by)
(a2, by) @r, )
(ab1 ; bz) (a‘r' bT+1)
(30, P4 ar, b
C I O TS o O
o 1 2 Lt et

Vector insumo-producto neto en £ ny = (bt - ar)
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Diremos que una trayectoria (Yg,K,Yi,K) es eficiente si no existe otra

trayectoria, (Yq,K,Yt,K) a partir de la cual pueda obtenerse, para todo ¢, y con
desigualdad estricta para al menos un ¢,

'
n,2n,

siendo n; = (b, —a;)eR" el vector insumo-producto neto en ¢
correspondiente a (Yq,K, y¢,K).

2. LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
En esta seccion se consideran los problemas de eleccion intertemporal de

consumidor y empresa, se definen las trayectorias de equilibrio y se indican ios
supuestos necesarios para probar los teoremas del bienestar.

a. El problema del consumidor

Una trayectoria (Cq,K,Ct,K) maximiza la utilidad miopemente o a corto

plazo en un conjunto presupuestario determinado por (po,k,pt,k) y W< si
es imposible incrementar la utilidad con una nueva trayectoria que transfiera
poder de compra entre dos periodos consecutivos. Llamando w, al valor

presente en ¢ del poder de compra de dos periodos consecutivos, el problema
de maximizacion miope de la utilidad es:

Ql/lctaW(Ct)+&J(Ct+1) SuJeto a p/ 'cr + p1+l .cr+l = wl :
1Ga

A partir de la funcion de Lagrange,
L = u(c/) + 5u(c1+l) + ll[wl - (pl 'c, + pH—I 'CIH)]
se obtienen las condiciones de primer orden

W/ = p, .cl + p1+] .cl+|
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oute,.) _ t=01k

du(c,)
- ac, e I=1k,L

A e)
aCh Pu

I

De las ultimas se deduce que, para A=A,

t=01Kk
6‘[ aLl(c[) :]{p/’ 1
de,, | =1k,L

puesto que, siendo

du(e,) du(c,)

AT R 6 ——==21,.,p,
aC/, Ipll ach /lp/
t=12,k

| =1k,L

se cumple que A,_, =J4,, sesigueque A=4,=5"1,.

Puede demostrarse que una trayectoria (Cg,K,Ct,K) que satisface las

condiciones

t=0,1k
I=1k,L

maximiza la utilidad en un conjunto presupuestario determinado por

(Po.K,pt,K) y w<o.
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b. El problema de la empresa

Una trayectoria (Yq,K,Y,K) maximiza el beneficio miopemente o a corto

plazo para {Pq,K,py,K) si, para todo ¢ y todo y, =(a,b’,)e Y, se cumple
que

P ’b/+1 —P, -3, Zp/+1 'br+l P, 2,

Utilizando el calculo diferencial, podemos escribir el problema de la empresa
como

max 7, =p,,, 'br+1 -P,-a,
a,.b

sujeto a
g,(a,,bm):O, t:O,k,t,k
A partir de la funcion de Lagrange

L= P 'br‘+1 —P, 9, +/1r[0_g/(a/’br+l)]

podemos obtener las condiciones de primer orden

P~ ﬂ'r =0
IS t=01k

—-P, _ﬂ’rqa, =0

que, para cada bien, pueden escribirse como

pl,/+] = /1 ag, > 0

" ob I=1k,L

t=01k

L+l

og
=-1 L>0
ph (4 aa”
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De tales condiciones se deduce un resultado importante: los precios
relativos de los bienes deben ser iguales a las tasas marginales de sustituciéon
correspondientes. A continuacién consideremos dos ejemplos:

da

mi

da, ‘

:‘ agr /aa//
\0g, /08,,.,

ag/ /aal! l:& TMSZ: — d@,lﬂ
! //vbl.m

dg,/aa,,| P da,

— p/l
JZm

TMST , =

Gy @y

Recuérdese que cada mercancia se vende al mismo precio sea como
producto o como insumo en cada periodo ¢ . Por ello, también es cierto que:

db,

mt

db, |

ag t / ablt
0g,/ob

mit

_Pu
pﬂlf

da[,r+l - agr/abll

— ph
db/ ‘ ag//aa/.lH

pl./+l

TMST, , =

ny

MSZ; RUFR] = ‘

La sucesion (Pg,K,pt.K) para el cual (yg,K,y(,K) maximiza el beneficio
miopemente es llamada sistema de precios de Malinvaud.

Si una trayectoria (Yq.K,Yt,K) maximiza el beneficio miopemente para
(Po,K,pt.K), y satisface la llamada condicién de transversalidad (a medida que

t = cumpla p,,,:b,,, = 0)? es eficiente. Probaremos dicha afirmacion, por

t+1

contradiccién, en cuatro pasos:

1.- Suponemos dadas las trayectorias (Yq,K,Y1,K) y (Pg.K,pt.K) tales que
(Yo.K, ¥1,K) maximiza el beneficio y cumple con la condicion de
transversalidad, sin ser eficiente, por lo que existe un (Yg,K,yi,K) tal que

1 !
n,>n, y portanto, p,-n >p, -n,.

2.-Para un T lo suficientemente grande podemos hallar un £ > 0 tal que

T r
Zp,-n',>Zp,-n,+£. Puesto que p,,,-b,,, >0 a medida que
=0 =0

2 La condicién de transversalidad exige que el valor presente de la produccion obtenida
en t+1 se haga menor a medida que el tiempo transcurra, es decir, que ¢ se haga mayor.
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t >, para un T o suficientemente grande podemos hallar
P, b, <&, conloque

T T

!
Zp/ 'I], > Zp/ '[l, +pT+1 'bT+1'
t=0 t=0

3.- Puesto que, con m, =(b, -a,), 7, =(p,,-b,.,—p,-a,) y b,=0, se

i3

cumple que

T 7-1
Zp’ ‘D, =Ppr-a, +Z7[/ '
=0 t=0

podemos reescribir la desigualdad anterior como

71 T
5353
Pr-ar Zﬂr> T -

=0 =0

4.- La ultima desigualdad viola el supuesto de maximizacién miope dei
beneficio: al menos debe cumplirse una de la siguientes desigualdades: o

’ . ’
;> r, paraalgun t=0K,T—- o p,-a, >7,

3. EQUILIBRIO WALRASIANO Y TEOREMAS DEL BIENESTAR

El equilibrio Walrasiano es una trayectoria de planes de produccion y una
sucesion de precios tales que todos los mercados se vacian en cada periodo y
ambos agentes resuelven sus problemas de maximizacion restringida. Para el
modelo propuesto, puede probarse que todo equilibrio es un éptimo de Pareto, y
que para todo Optimo de Pareto puede definirse un vector de precios que lo
soporte, y que con éi forme un equilibrio Walrasiano. Estos son los dos teoremas
del bienestar. Expondremos con detalle estas ideas a continuacion.

a. Equilibrio Walrasiano

Un equilibrio Walrasiano es un par formado por una trayectoria (ya,k,y:,k)

y una sucesion (Pg,K,py,K), ambas acotadas, tales que:

i. Vit ¢, =n +w 20
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i. Vi,VyeY T >

t 1

iii. la trayectoria (Cq,K,Cy,K) es una solucién del problema del consumidor,

i u(c,) sujetoaip,-c,zw
t=0

=0

l=x
:CI =r=0

* *

donde n* = (bl _ar)' ”r* = (le .b:‘+l . a:) Yy

’

w= (7, +p, @) <.

=0

b. Primer teorema del bienestar

Para que un equnhbrlo Walrasiano sea optimo de Pareto, a partir de la

trayectoria (Yo».--»Y,»...) debe obtenerse una trayectoria (CO K, Ct,k) que
resuelva el siguiente problema, llamado problema de planeacion:

M§§Z5 u(c,) sujetoac, =n,+w, >0

Ci=0 1=
siendo n, = (b, —a,)e R".

Segun la definicion del equilibrio, la trayectoria (cj,...,c,,...) resuelve el
problema

Il
3

o0 «©0
MaxZﬁ'u(c,) sujeto a Zp, -c,
{e,hizo 1=0 1=0

2]
con w = Z(;r,' +p, w)<o Y, =(p,., b}, —p,-a,), por lo que basta
=0
con probar que ambos conjuntos de alternativas accesibles son iguales.
Probaremos esto al probar que la condicion de transversalidad se cumple
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siempre que (y*o,k,y:,k) y (Pg.K.pt.K) constituyen un equilibrio Walrasiano.
Demostramos dicha afirmacion a continuacion:

De la restriccion de factibilidad c::n:+a),20 se deducen

T

T
p.c, =p.(n +a)y zp/ iy :Z(ﬂ/ +P, @)= Pr. by
=0

1=0
Puesto que los valores presentes de gasto y riqueza se igualan en el limite,

z p[ 'C, = Z (7[1 +p/ 'C()/) =w,Se CUmp'e qUe pT-b-] .bT+I - O a medida qUe

1=0 =0
T — o0,

Ello implica que la trayectoria (ya,k,y;,k) es eficiente. Con esto probamos
el primer teorema, puesto que las trayectorias (yE),k, y:,k) y (Po,K,pt,K) que

definen el equilibrio son compatibles con la trayectoria (Cq,k,Ct,K) que
resuelve el problema de planeacion.

¢. Segundo teorema del bienestar

Una trayectoria (ya,k,y;,k) .optimo de Pareto constituye un equilibrio
Walrasiano junto con una sucesion (p,,k,p¢ k) convenientemente definida.
Presentamos la prueba a continuacion, en dos partes. En primer lugar,
demostramos que a partir de la trayectoria de consumo factible (ca,k,c;,k)
puede definirse una sucesion de precios para la cual (c('),k,c;,k) maximice la
utilidad del consumidor sujeto al conjunto presupuestario definido por
(Po.k.,pr.k)-

Utilizando las condiciones de primer orden del problema de optimizacion del

consumidor sujeto a un conjunto presupuestario y una trayectoria (Co,k,Ct,k).
que resuelva el problema de planeacion, puede proponerse una sucesion

(Po.K,pt,K) que soporte la trayectoria (Ca,k,cz,k) como elegida por el
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consumidor en un equilibrio Walrasiano. Ei precio propuesto para cada bien [ en

cada t es p, =5’§%@.
Cu

Puesto que (C(*),k,C:,k) es acotada, inl’:”<°°’ y la condicion de

1=0

transversalidad se cumple, por lo que i p,¢ = i (,+p, ,)=w- Ello
t=0 =0

implica que la trayectoria (Cq,K,C¢,K) pertenece al conjunto presupuestario
p q ~0 t

definido por (Pg,K,pP¢.K), y que en él maximiza la utilidad del consumidor.

En segundo lugar, probamos que si la trayectoria (Co,k,ct,k)‘ resuelve el

problema de planeacién, y los precios se definen por medio de p, =5 u(c,)
! dc,

la trayectoria (ygq.k,y(,k) maximiza el beneficio miopemente para

(po.K,py.k) . La prueba se realiza'demostrando que es contradictorio suponer
lo contrario.

Comenzamos por- definir la trayectoria (yq,k,yi,k), tal que y' =y si

t=T yy, =y, sit#T.Latrayectoria de consumo asociada es (cjy,k,c} k)

Si (yb,k,y;,k) optimo de Pareto, entonces Z 5’(u(c:) —u(c)))20.

=0

Supondremos que Y, se encuentra lo suficientemente cerca de y,, de
modo que, haciendo uso del teorema del vaior medio, podamos determinar el
signo de

3 S () ~ule)) = 8T ule) ) - u(el)) + 877 (u(e),) - uleh,)
=0

por medio del signo de

5Tvu(c‘r) (c;‘ - c'T) + 5T+‘Vu(c;+‘) '(c;'ﬂ _c’TH)
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Ou(c,) ou(e,) y
oc, = oc,

que, segun el teorema del valor medio, para cada &' existe un é, tal que
8'ute)) - ute))]= 6'Vu(e,) (¢; - ¢)).

Recordemos, antes de continuar, que vu(c,):(

Ir

Si adoptamos p =¢6'Vu(c,), y recordamos que ¢, = (b, -a,)+ o, Y
y, =(a,,b,, )€Y, obtenemos

5TVu(c;)-(c; —c’T)+§”'Vu(c;+l).(c;+l —c’TH)
:pT (—.a; +a,7‘)+pT+l '(b;ﬂ _.bITH)
=(Pr. 'b;'+ “Pr 'a;)"(pru 'Ib’T+| ~Py alr)

'

.
=r, -7y

Notemos que sélo puede cumplirse i S'(u(e))—u(e)) =0 Si 71; 27Ty,
t=0

Ello debe cumplirse para cualquier T, por lo que (Cq,k,Ct,K) es optimo de
Pareto solo si (yg,k,y;,k) maximiza el beneficio miopemente para
(Po.k,py. k). siendo p, = §'Vu(c))

Con esto hemos probado que' podemos definir un vector de precios que
soporte una trayectoria de planes de produccion para la cual los mercados se

vacien y consumidor y empresa resuelvan sus problemas de optimizaciéon, a
partir de una trayectoria de consumo que resuelva el problema de planeacion.

4. PROPIEDADES DE LAS TRAYECTORIAS DE EQUILIBRIO EN UNA ECONOM{A CON UN
CONSUMIDOR Y HORIZONTE INFINITO

A continuacién, se comentan las propiedades de existencia, unicidad,
computabilidad y estabilidad de las trayectorias de equilibrio.
a. Existencia

Gracias al segundo teorema del bienestar pueden establecerse las
condiciones para la existencia del equilibrio Walrasiano. Si la funcién objetivo del
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problema de planeacion de dimension infinita es continua, y el conjunto
restriccién es compacto, el problema tiene solucion y existe una trayectoria de
consumo compatible con un equilibrio Walrasiano.

b. Unicidad

Si se supone que la funcion u(c,) es estrictamente concava, es imposible
gue dos trayectorias de consumo (cg,k,ci,k) Y (cp.k,ct,k) distintas
resuelvan el mismo problema de planeacién. A partir de ambas trayectorias, la
convexidad de Y permite obtener una nueva trayectoria formada

pore” = l_c' + l_c" . Obsérvese que
r 2 ’ 2 1

S 6uen) > Y8 = 38U,
t=0 =0 t=0

por lo que no mas de una trayectoria de consumo conduce a una trayectoria
(ya,k,y;'k) 6ptimo de Pareto. Por nuestra discusién precedente, esto implica
que el equilibrio Walrasiano es unico.

¢. Computabilidad

Resolver el problema de planeacion permite hallar las trayectorias
(co.K.c,K) Y (Yo.k,y¢,k) . Definiendo una sucesion de precios por medio de
p,=35'Vu(e,) para t >0, obtenemos el equilibrio Walrasiano. El equilibrio
Walrasiano es, por tanto, computable.

¢.1. Estado estacionario

Un tipo de trayectoria de produccién merece especial atencion, puesto que
supone el modo mas sencillo de computar un equilibrio. Se dice que la
trayectoria (yg,k,y, k) es estacionaria, o un estado estacionario, si para todo ¢

se cumple que y, =y = (T,b) e Y . Si la trayectoria estacionaria es eficiente,

existen un p, € R’ y un B R tales que es posible construir un vector de
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precios (pg.Bpo.k,B'pg.k) que dé soporte a (y,k,y k). Podemos demostrar
esta afirmacion recurriendo a las condiciones de primer orden del problema de la
empresa, ya comentadas. Recordando que las coordenadas de los vectores q,

Y {,, no varian en el tiempo, escribiremos q, y (,, de modo que las
condiciones son

pul_ﬁ’/qb =0 t=0,1,k
_pr_z’fqa =0

Puesto que se cumple que

P,~4.4q,=0 t=12k
-p,,,—4.,49,=0 t=-10k
también se cumple que

+]

pl-v-|: pl:——pl

A A

’ -1

Con g = }2” , podemos verificar que

’

P..=8p, =8p,,=...=8""p,.

con lo que probamos la afirmacion anterior. Para este caso, podemos
obtener una unica tasa de interés r implicita en el vector (Po.BPo.K,B'Po.K).
1

1+r
p, =6'Vu(c)) , es posible computar un vector de precios suponiendo B =5

puesto que, como presentamos antes, f= Recordando que

Debe notarse que la teoria de los estados estacionarios requiere supoper
gque el ambiente donde se toman las decisiones de producciéon no varia en el
tiempo.
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c.2. Ecuacion de Bellman y ecuacion de Euler®

Consideraremos un caso particular para ilustrar el modo de plantear vy
resolver el problema de planeacion utilizando programacion dinamica. En este
caso, supondremos una economia con (y + 1) sectores, en la cual existen N

bienes de capital y un uUnico bien de consumo. En términos del problema
matematico no hay diferencia entre no incluir una dotacion de trabajo y suponer
que la cantidad de trabajo es constante en cada periodo. Nosotros no
incluiremos el trabajo en la dotacion del consumidor. Ni el bien de consumo.

Sélo una cantidad de cada bien de capital en ¢t = 0. Por tanto,
w, = (k,,0)
@, =0 t =12k

Denotando el vector de bienes de capital en ¢ como k, e R",
supondremos que k, se utiliza para producir k,, y, conjuntamente con k,.
para producir el bien de consumo c(k,,k ). Del mismo modo, k, se utilizara

para producir k, v ec(k,,k,). Y asi sucesivamente. El plan de produccic’;h
y, =(a, b, )€ Y paraeste caso esta formado por

a/ = (k/’o)

b, =(k,,,ck,k,_)), para t = 0,1,k

1+l

y la trayectoria de consumo por
¢, =(0,c(k,_,k,))=b, —a, para t =12,k

Por comodidad, escribiremos u(c,) = u((0,c(k,_,k,)) = u(k, ,k,) Yy, por
convencién, haremos u(k ,k,)=0. El problema de planeacién del
consumidor es

* Son recomendables Fuente (1999) y Ljungquist, L. y T. Sargent (2000).
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=
v
o

< (kl—l’k

!

Los pares consecutivos que satisfacen las restricciones impuestas forman el
conjunto A, que supondremos convexo. Las trayectorias formadas de modo que
(k, ,k,)e A c R*" son llamadas admisibles.

Resolver el problema implica determinar una sucesion (kg,kq,ko k)
admisible (es decir, que satisfaga las restricciones) tal que el valor

Z 5'u(k, ,k,) sea maximo. Para intentar hacerlo, se recurre a la
=0

programacién dinamica, que permite convertir este problema en otro que acepte
soluciones recursivas.

Comenzamos definiendo la funcién de valor del planeador,

V (k) = Max > Suk,_,,k,)
AL |

que expresa el valor 6ptimo del problema original, comenzando con una
condicién inicial arbitraria, k, = k . Mientras el problema no se resuelva, la
funcidén valor es desconocida. Aun asi, es posible probar que, si una trayectoria
(kg.kq,ko,k) resuelve el problema, cualquier porcion de la trayectoria es
optima para un problema apropiado definido a partir del original y utilizando la
misma, y aun desconocida, funcion de valor. Esta afirmacion, conocida como
principio del éptimo de Bellman, justifica utilizar la funcién ¥ () a partir de k,,
de modo que
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]
V(k,)=Max > 5'uk,_.k,)-
{198y

Haciendo uso del principio de éptimo, afirmamos que

Max > 6'u(k,_,,k,) = Max {5u(k0,k|)+ Max >’ §’u(k,_,,k,)} .

tkehmi 00 Ky tk.hiza T

y, utilizando la funcién valor, podemos escribir

V (k) = Max [6u(k,,k,) + ¥ (k)]

En general, debe cumplirse que

V(k,)=Max [s'u(k, k) +V (k)]

Esta ecuacién, conocida como ecuacion de Bellman, puede escribirse de un
modo mas general (y mas frecuentemente utilizado) si expresa en valores
corrientes en f. Para ello, se define la funcion de valor corriente en ¢, con

condicion inicial k, , como

Vk,,)
v(k = s

( 171) 6’
obteniéndose la ecuaciéon

v(k,,) = Max [u(k,_.k,)+6v(k,)]

Es frecuente evitar el uso de subindices. Asi se enfatiza que la funcion ¥ ()

es invariante con respecto al tiempo. Por ello, escribimos la ecuacidén de Bellman
en valores corrientes como

v(k) = Max [ (x, k") + v(K"]-

siendo el punto (k,k')> 0 elemento de un conjunto convexo que satisface
la condicion ¢(k,k’) = 0 -
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Como hemos indicado previamente, la funcion v(-) es desconocida. Sin

embargo, es posible establecer condiciones para garantizar su existencia y
unicidad. A pesar de no detenernos en el argumento, observemos que si es
posible definir un operador T tal que

Tv (k) = Max [u(k, k') + Sv(k )]

la funcion v resuelve la ecuacion de Bellman si y sélo si es un punto fijo de

T, esto es, si v="Tv. Bajo algunos supuestos, 7" puede ser una contraccion, y
su punto fijo existe y es Unico..

Para resolver la ecuacion debe determinarse otra funcién desconocida,
llamada funcién de politica (-), por medio de la cual se determina el vector
optimo k' a partir de K . Por ser funcion de funciones, la ecuaciéon de Bellman
es’una ecuacion funcional: su solucion requiere un par de funciones v(-) y w ()
tales que

v(k) = ulk,y (k)] + &y (k)]
donde k' =y (k) .

Notese que el problema original era hallar una trayectoria admisible

(ko.kq,ko,k) que resolviese el problema Max Za‘u(k
13 2o

problema exige hallar dos funciones desconocidas, v(.) y w(-), que satisfagan

la ecuacion de Bellman. Si ello se logra, puede obtenherse la trayectoria

(kg,kq,ko k) recursivamente: si k , = k , entonces

k). El nuevo

=1

(ko kq,ka,k) = (k. (k) w (v (k) k).

Uno de los métodos utilizados para resolver la ecuaciéon de Bellman que
hemos presentado requiere definir las correspondientes ecuaciones de Euler.
Para ello, seguimos los siguientes pasos:

Se supone que el problema ya ha sido resuelto. Se dispone de una
trayectoria admisible (}EO,R1,R2,k), estrictamente interior a A4, para la cual la
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funcion z S'uk, k) alcanza su maximo. Para hallar el vector Kk,
=0

suponiendo conocidos todos los demas elementos de la trayectoria optima, debe

resolverse el problema

k,)+0"uk, k)

Max 5’u(lz,_, ,
k:
cuyas condiciones de primer orden son

du(k
ok

k) sou(k k.)_o vara 1= 42k
ok,, 1<n<N

-1

n+ Nt

La trayectoria Optima debe satisfacer estas condiciones. A partir de ellas,
podemos buscar la trayectoria 6ptima. Comenzamos con f = 1. Dado el vector
]}0 — k , las condiciones de primer orden forman un sistema de N ecuaciones

con 2N incognitas, constituidas por el par (k,,k,) . Fijando arbitrariamente un
vector k,, obtenemos un sistema de N ecuaciones con N incégnitas, que
puede resolverse para k,. Con t =2, disponiendo de un sistema de N

ecuaciones con N incognitas, y del par (k,,k,), podemos obtener k.Y asi
sucesivamente: las ecuaciones de Euler inducen un sistema de ecuaciones en
diferencias cuya condicion inicial es (k, k) -

Notemos que el punto clave en este método de solucion es la eleccion de
Kk, . Luego de resolver el sistema de ecuaciones en diferencias con condicion
inicial es (E,kl), y manteniendo fijo k., se elige un k, que permita generar una
sucesion acotada e infinita tal que (k,,,k,)e Ac R*" . De hallarse tal
sucesion, hemos determinado la funcion de politica y (-) .

d. Estados estacionarios, estabilidad y caos

Ahora bien, ,como puede ser la funcion y(-) ? Segun el teorema Boldrin-
Montruccio (1986), cualquier funcion w(-) puede generarse a partir de algun
u(k,_,k,) yalgin 6 >0 . Como comentan Brock et al (1991:31), este teorema
demuestra “... que cualquier dinamica, aun una dinamica cadtica, puede ser
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generada 'por la solucién 6ptima de un modelo de crecimiento con horizonte
infinito”. Por ello, el teorema es un resultado “anédlogo para la economia
dinamica recursiva al resultado de Sonneschein, Mantel y Debreu para la teoria
del equilibrio general”.

Consideraremos cuatro casos. Aun cuando para las representaciones
graficas utilizaremos :R > K — R, continuaremos utilizando la notacion
vectorial. '

En primer lugar, supongamos que K= w(k), con k, = k . En este caso, la
trayectoria de produccion es' estacionaria, (y,k,y,k). Podemos llamar dicha
trayectoria regla de oro si, dado p,, es miopemente soportada por precios
constantes, p = p,. La llamaremos regla de oro modificada si el sistema de
precios que la soporta miopemente es p,=8'p,» ¥ B=2¢5. Esta ultima
igualdad utiliza la condicion de primer orden para maximizar ‘la utilidad del
consumidor dentro de su conjunto presupuestario, p,=38'Vu(k,k). Si las.
sucesiones de precios (normalizadas) se definen de este modo, las soluciones

de los problemas de optimizacion de la empresa y el consumidor son
consistentes.

En segundo lugar, supondremos que una funcién w (-) tiene un punto fijo,

k , donde k =y (k) , pero que también puede generar valores k' = v (k) tales

que k' =k . En este caso, existen varias. trayectorias optimas, y, entre ellas,
.una unica trayectoria estacionaria regla de oro modificada. Segun el teorema del
peaje (turnpike theorem), si la funcion y(..) es estrictamente coéncava y el
consumidor es lo suficientemente paciente (§ se encuentra lo suficientemente
cerca.de 1), la funcién y () es una contraccion. Ello implica que la tnica

trayectoria estacionaria que existe atrae cualquier trayectoria Optima posible
desde cualquier posicion inicial. En este caso, se dice que el estado estacionario

es globalmente estable, puesto que k, > k desde cualquier k ,. Podemos
apreciar dicho resultado en el siguiente grafico:
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Figura No. 2

Py ' K

Por el teorema Boldrin-Montruccio, sabemos que podemos generar cualquier
w(-) a partir de una funcion u(:,-) es concava y un 6 >0, por lo que una
trayectoria estacionaria no necesariamente es globalmente estable. llustremos
un caso en el cual la funcion () tiene mas de un punto fijo, y uno de ellos es

Figura No. 3

y (k)

inestable:
K’
E: = W(EJ)
k, =w(k,)
k, =y,

\

=1
=
=
=



86 Revista Venezolana oe Anélisis de Coyuntura

En este caso, el tercero, los puntos fijjos k, y k, implican dos trayectorias

de estado estacionario localmente estables, y el punto Ez implica una
trayectoria localmente inestable. En este caso, aun es cierto que desde cualquier
k , el sistema tiende hacia algun estado estacionario.

En cuarto lugar, presentamos uno de los casos mas interesantes que
podemos considerar con lo visto hasta ahora. Aparte de tener un punto fijo,
‘existe un ciclo de periodo 3 para la funcion y (), por lo que el sistema ilustrado
presenta un comportamiento caético.

Figura No. 4

45° v (k)

g

|

El comportamiento de las trayectorias definidas por w(-) puede ser muy
simple, o extraordindariamente complejo. Dependera de tas condiciones iniciales.
Si la condicion inicial es k= k , la trayectoria corresponderia a un estaco

estacionario. Si fuese alguno de los tres valores de k que forman el ciclo de
periodo 3, la trayectoria se limitaria a repetir dichos tres valores. Dos teoremas
son muy importantes para describir los posibles comportamientos dindmicos del
sistema®. Por el teorema de Sarkovskii sabemos que para cualquier numero
natural n podemos hallar una condicién inicial que defina un ciclo de periodo n.

* Ambos teoremas se encuentran expuestos en Holmgren (1996), Alligood, Sauer y Yorke
(1997) y Balza (2003).
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Y, por el teorema de Li-Yorke sabemos también que para algunas condiciones
iniciales, la trayectoria puede ser caotica. Ello implica, en términos muy simples,
que puede tener cambios agudos de comportamiento indistinguibles de los
aleatorios 'y que nunca podria regresar a un punto en donde previamente se
hubiese encontrado®. Ello implica que la trayectoria de equilibrio puede ser
compleja, y dependiente de las condiciones iniciales de un modo dificilmente
calculable.

CONCLUSIONES

Parte importante del trabajo realizado por muchos economistas durante el
siglo XX partidé de suponer, implicita o explicitamente, que la mejor aproximacion
a la dinamica de los sistemas economicos podia lograrse a partir de sistemas
lineales, dentro de los cuales pudiera definirse un unico estado estacionario
asintéticamente estable. Segun este enfoque, los sistemas econdomicos se
regularian a si mismos, y Unicamente se separarian de sus trayectorias de
equilibrio como consecuencia de perturbaciones aleatorias exogenas a dichos
sistemas. La preferencia de muchos autores por esta aproximacion dejaba de
lado la investigacién de la dinamica no lineal, que podria explicar equilibrios
multiples y fluctuaciones endoégenas perioddicas, o, peor aun, caoticas, en
modelos deterministicose.

Aparte de la simpatia que los autores neoclasicos sentian por un sistema
inherentemente  estable, - los modelos lineales eran  analitica vy
econométricamente menos dificiles de construir, y tenian aparentes soportes
tedricos y empiricos. Uno de los apoyos teéricos fundamentales era la creencia
de que comportamientos no lineales requerian supuestos de comportamiento
que eran contrarios al requisito de racionalidad de los agentes, que debia
manifestarse en la definicion y solucion de problemas de optimizacion. Sin
embargo, los avances en los conocimientos matematicos entre los economistas
permitieron construir modelos de equilibrio rigurosamente formulados en los
cuales los agentes optimizan con prevision perfecta y, sin embargo, pueden
persistir fluctuaciones endogenas (periédicas o caéticas), sin incorporar shocks
aleatorios exogenos, ni premisas implausibles o patolégicas. Modelos
deterministicos relativamente simples, con agentes racionales, mercados que se
vacian, informacion perfecta y previsién perfecta pueden producir trayectorias

> Aungue en algunos casos pueda desplegarse (oscilatoria y muy desordenadamente) en
una region acotada.

® Esta seccién se basa principalmente en los articulos de Baumol y Benhabib (1989),
Boldrin y Woodford (1990) y Brock et al (1991).
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muy complejas de precios y cantidades, tanto que podrian pasar la mayoria de
las pruebas tipicas de aleatoriedad. El Unico objetivo de este trabajo ha sido
presentar un ejemplo de tales modelos, indicando algunos de los conceptos
matematicos relevantes en la discusion de sus caracteristicas.

Luego de describir los problemas de optimizacién intertemporal del agente y
la empresa dentro de un modelo especifico, y de definir y caracterizar el
correspondiente equilibrio Walrasiano, hemos ilustrado la posibilidad de que la
interaccibn de un consumidor y una empresa optimizadores produzca
trayectorias de equilibrio muy simples, 0, por el contrario, muy complejas, incluso
caoticas. En ello radica la importancia del teorema Boldrin-Montruccio (1986),
que forma parte de un extraordinario conjunto de trabajos dedicados al estudio
de las propiedades dinamicas de los equilibrios temporales. Referencias
recientes sobre estos temas pueden encontrarse en Boldrin et a/ (2001) y en
Mitra y Nishimura (2001).
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