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Resumen:

Entre los métodos de análisis multivariante de datos, los Biplot han sido fuente de continuas con
tribuciones a la ciencia desde su origen en 1971. Su objetivo general es la aproximación de una 
matriz de datos, de tal forma que permita su descripción o modelización a través de mapas geo
métricos construidos como proyecciones de nubes de puntos filas y columnas sobre subespacios 
de ajuste óptimo. Las múltiples contribuciones realizadas en las últimas décadas, nos han moti
vado a la realización del presente ensayo, donde se recogen en forma bastante completa las 
diferentes tendencias y se destacan las principales contribuciones. Esperamos que esta revisión 
pueda resultar de utilidad a investigadores interesados en el tema, ya que les permite seleccio
nar el método Biplot más adecuado para investigaciones posteriores, asi como también conocer 
las lineas de investigación actuales que le sirvan como base para otras contribuciones en cual
quier campo de las ciencias, naturales y sociales.
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1 - INTRODUCCIÓN

El análisis estadístico de grandes matrices de datos constituidas por indivi
duos u observaciones muéstrales en las filas y variables en las columnas, se 
puede realizar utilizando técnicas de análisis multivariante, las cuales se basan 
en la reducción de la dimensionalidad del problema a través de la proyección 
de los datos originales sobre un subespacio de ajuste óptimo, de tal forma que 
se conserven los patrones fundamentales respecto a la variación conjunta de 
los individuos y las variables. Las diferencias principales entre las distintas 
técnicas dependen de las matrices y tipos de variables que utilizan y la forma 
de sus representaciones.

Entre los métodos de análisis multivariante los investigadores han dado un 
gran impulso a las aplicaciones de los Biplot en diversos campos de la ciencia,
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dada la alta confiabilidad en sus resultados. En sus inicios ésta técnica no se 
difundió con la misma velocidad que otras como, Componentes Principales y 
Correspondencias, debido a la no incorporación a paquetes computacionales de 
amplio uso en estadística, lo que a través de los años se superó programando 
con software de análisis matemático. Las múltiples contribuciones en las últimas 
décadas nos motivó a la realización de este ensayo, en el cual se presentan los 
fundamentos teóricos, las tendencias actuales y los principales aportes, tal que 
permita a investigadores interesados en el tema la realización de nuevas contri
buciones teóricas y aplicaciones prácticas.

2- LOS DATOS

La aplicación de los métodos Biplot requiere considerar la finalidad del análi
sis y la matriz de datos a utilizar.

Cuando la finalidad es descriptiva, se consideran los datos organizados en 
matrices rectangulares Y de orden (nxp), n individuos según p variables (cuanti
tativas o categóricas), que conforman las i  filas (i = 1,..., n) y las j  columnas (j =
1,..., p), respectivamente. El elemento genérico yy corresponde a la medición en 
el individuo /-ésimo de la variable j-ésima. En algunos casos estas matrices pue
den referirse a datos longitudinales, o sea, en filas t momentos distintos, o en 
columnas la misma variable en t momentos.

Cuando la finalidad es analizar la interacción o independencia de dos varia
bles categóricas, los datos se presentan en tablas de contingencia de 2 vías, o 
matriz X de orden (IxJ), constituida por las frecuencias absolutas de n individuos 
sobre los que se han medido dos variables cada una de ellas con diferentes 
categorías (i =1, ..., I; j =1, J), por lo que cada celda en la tabla contiene la 
frecuencia cruzada de las 2 vías. El elemento genérico x¡j corresponde al número 
de individuos que poseen simultáneamente las categorías i y j  de ambas varia
bles, siendo el total de individuos n = I ¡ I j  x¡j. Esta definición se puede generalizar 
para el caso de 3 vías, por lo que el número de vías se refiere a la dimensión 
geométrica de la tabla en cuestión.

Cuando la finalidad es analizar la evolución de los individuos o la estructura 
de grupos de variables, los datos se encuentran en tablas múltiples constituidas 
por matrices de 3 modos, que no son exactamente de 3 vías ya que los modos 
no están totalmente cruzados. El número de modos se refiere a los conjuntos 
considerados, pudiendo tratarse de 2 modos donde uno de ellos se refiere a 
varios conjuntos, por ejemplo, un único conjunto de individuos sobre los que se 
miden varios conjuntos de variables, o varios conjuntos de individuos sobre los
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-que se miden las mismas variables. Cuando se trata de 3 modos referidos a 3 
conjuntos diferentes estas tablas coinciden con las de 3 vías.

3- LOS MÉTODOS BIPLOT

El origen de los Biplot se remonta a la década de los 70, cuando Gabriel en 
1971 los introduce con el objetivo principal de describir aproximadamente una 
matriz rectangular utilizando una representación gráfica en baja dimensión, que 
pepnita visualizar las interrelaciones entre individuos y variables, además de las 
relaciones entre ambos conjuntos.

La concepción inicial es ampliada al análisis de tablas de dos vías cuando 
Bradu y Gabriel (1978) demuestran que, la colinealidad entre vectores filas y 
columnas en la tabla aproximada sobre el gráfico Biplot, puede dar indicios para 
el ajuste de ciertos modelos bilineales.

En 1981 Gabriel analiza sus ventajas y relación con otros métodos multiva- 
riantes. Posteriormente Cox y Gabriel en 1982, hacen una comparación con el 
Análisis Exploratorio de Datos (Tukey, 1977), demostrando que los Biplot son 
más intuitivos para describir un conjunto de datos. Greenacre en 1993, analiza 
las condiciones bajo las cuales el Análisis de Correspondencias puede ser en
tendido como un Biplot y en 1995a, Gabriel los usa como alternativa al Análisis 
de Correspondencias Múltiples.

3.1. Biplot clásicos

La aproximación Biplot de una matriz, realizada sin hacer supuestos sobre 
distribuciones probabilísticas subyacentes, proporciona gráficamente una venta
na sobre la estructura geométrica de los datos, mostrando la variabilidad del 
conjunto de individuos y variables. El prefijo bi se refiere a la representación 
simultánea de filas y columnas de la matriz.

Teóricamente en un Biplot se aproxima una matriz rectangular Y de orden 
(nxp) y rango r, por otra de rango q (q < r), a través de su Descomposición en 
Valores Singulares (DVS), o sea, Y = U Z V ', donde U y V son matrices de 
vectores singulares ortonormales tal que U'U = V'V = I (siendo I la matriz identi
dad) y Z  es una matriz diagonal que contiene los ak mayores valores singulares. 
Para garantizar la unicidad en la representación se realiza una factorización tal 
que, Y = (U Z S)(Z i_s V') =  A B ' , siendo A y B las matrices que contienen las 
coordenadas de los (n+p) vectores o marcadores filas a¡ y columnas bj a utilizar
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simultáneamente sobre el gráfico (i =1,...,n; j =1.....p). Dependiendo de los valo
res dados al escalar s en esa factorización se pueden obtener los Biplot Clási
cos, el GH (s = 0), el JK (s = 1) y el SQRT (s = Y2), cada uno de los cuales se 
utiliza en la práctica dependiendo de los intereses de la investigación, el GH 
cuando se hace énfasis en las variables, el JK cuando se enfatiza en los indivi
duos y el SQRT cuando se hace énfasis en la matriz en general.

Las propiedades de los marcadores fila y columna en la representación de
penden de la factorización elegida, la cual depende de la métrica introducida en 
el espacio de las filas o en el espacio de las columnas, de donde:

a) En el GH Biplot se aproxima la matriz Y bajo la restricción U'U = I, siendo 
en este caso resaltantes los marcadores columnas bj ya que preservan la métri
ca entre las columnas y tienen una calidad de representación óptima. Un GH es 
recomendable para la aproximación de las varianzas en la matriz (Y'Y) a través 
de la matriz (BB'), pero no lo es para las distancias euclídeas en (YY') ya que a 
través de (AA') lo que se reproducen son las distancias de Mahalanobis conte
nidas en [Y(Y'Y)'1 Y'].

b) En el JK Biplot se aproxima la matriz Y bajo la restricción V 'V  = I, siendo 
los marcadores filas a¡ los resaltantes ya que preservan la métrica entre las filas, 
demostrándose que tienen una ca lid ad  de representación  óptim a. Es por ello que el 
JK es recomendable para la aproximación de las distancias entre individuos en 
(YY') a través de (AA'), pero no lo es para las varianzas ya que a través de la 
matriz (BB') lo que se aproxima son varianzas ponderadas contenidas en 
[Y '(YY')‘1Y].

c) En el SQRT Biplot se dan papeles simétricos tanto a las filas como a las 
columnas, por lo que la aproximación no es única ya que se verifica que A 'A  ^  I 
y B 'B  *  I, razón por la cual este tipo de Biplot solo se usa cuando el objetivo del 
análisis consiste fundamentalmente en la aproximación de los elementos y¡j de la 
matriz Y, como en el caso de la diagnosis de modelos en tablas de contingencia.

La representación Biplot sobre un plano permite, considerando las propieda
des geométricas del producto interno entre marcadores fila y columna, recons
truir los datos originales: v -  = a’ b -  V  o m i . v ' ,  • En el gráfico, las filas a¡ de A

J  IJ 1 J K k K

k = l ,q

pueden verse como puntos, y las columnas b, de B como vectores cuyo sentido 
representa la dirección en la que aumentan los valores de la variable correspon
diente. Es por ello que su interpretación es muy sencilla como puede verse en la 
figura 1: las proyecciones ortogonales de los marcadores filas sobre los marca
dores columnas aproximan el orden de los individuos y sus similitudes, el pro
ducto escalar entre dos marcadores columna aproxima la covarianza entre las
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variables correspondientes, la longitud de los marcadores columna aproxima la 
desviación estándar de las variables y el coseno del ángulo entre dos marcado
res columna aproxima la correlación entre las variables correspondientes.

En un Biplot es necesario considerar la bondad de la aproximación o calidad 
global de representación, ya que generalmente el rango de la matriz Y es supe
rior a dos, por lo que no se puede obtener su representación exacta sobre un 
plano. Es posible determinar un indicador global de la calidad de la aproximación 
(CAgiobai), y también las calidades de representación para cada fila y columna

(CRfüa/coi), de la siguiente forma: C A , k , =  k ' + )"2 ■ CR , = __ ^ ____CRn = 2 /.
global  ^ ' ■ c o l  < q 2 /  \‘

2-i ¡=| i ik
siendo los A¡ los autovalores de Y'Y.

Esas fórmulas en particular garantizan alta calidad para las columnas y baja 
para las filas, luego corresponden a un GH Biplot, lo que se cumple en forma 
inversa para un JK Biplot, ya que en ese caso son las filas las que tienen alta 
caiidad de representación.

Respecto a la medición de la bondad de ajuste individuos/variables en los 
distintos tipos de Biplot, Gabriel (2002) utiliza una función que depende de la 
razón entre los dos primeros autovalores y la factorización Biplot elegida. Reali
za la comparación con el Análisis de Correspondencias (AC) y demuestra que 
dicha función es indicadora de buenos ajustes en el SQRT, HJ y AC, y solo en 
el JK y el GH cuando la razón entre los dos primeros autovalores no se aleja 
mucho de 0.95.

Entre algunas de las aplicaciones de los Biplots Clásicos tenemos: en el 
campo de la medicina Strauss y Gabriel (1979); en el campo de la meteorología 
Gabriel (1972) y Tsianco y Gabriel (1984).

Para ilustrar la técnica, consideramos los datos del ejemplo de Gabriel y 
Odoroff (1990), organizados en una matriz Y, de orden (25x3), en filas 25 años 
desde 1953 hasta 1977, y en columnas 3 variables, número de nidos de cigüe
ñas en Dinamarca (Nidos), tasa de nacimientos de personas x1000 (Nacim) y 
consumo de electricidad per capita 1000 kwh (Elect). Se transforma la matriz 
inicial estandarizando por columnas por tratarse de variables con diferentes uni
dades de medida y ajustamos un GH Biplot. Los resultados se muestran en la 
figura 1.
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Figura 1. GH Biplot (Gabriel y Odoroff, 1990)

La bondad en el ajuste (CAgiobai) para el primer plano factorial (ejes 1 y 2) es 
del 98.88%. Ninguna de las variables está mal representada, ya que las calida
des de representación (CRco!) acumuladas para los dos primeros ejes son para 
las variables Nidos, Nacim y Elect, 989%, 997% y 979% respectivamente. Res
pecto a las calidades de las representaciones de las filas (CRf¡ias) se obtienen 
altas calidades para todos los años.

Se observa en esa figura la agrupación de los años dependiendo de sus re
laciones con las diferentes variables, asi tenemos que en la década de los 50 
hay un alto número de nidos de cigüeñas, alta tasa de nacimientos y bajo con
sumo de electricidad. En la década de los años 60 hay un alto tasa de nacimien
tos y nidos de cigüeñas y un consumo medio de electricidad. En los 70 hay un 
alto consumo de electricidad y baja tasa de nacimientos y nidos de cigüeñas. 
Con respecto a las variables, se observa que nidos y nacimientos tienen (dado el 
ángulo entre sus vectores) una alta correlación positiva, presentando ambas 
variables una correlación negativa con el consumo de electricidad.

3.2. B ip lo t para  d iagnosis de m odelos

Esta corriente de análisis Biplot se fundamenta en las investigaciones de 
Gollob (1968) y Mandel (1969). Gollob, enfoca el producto escalar entre dos 
vectores como una expresión que constituye una forma bilineal, mientras que
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Mandel aproxima la interacción en los modelos bilineales1 a través de términos 
multiplicativos tal que se puedan representar en un Biplot. Partiendo de esas 
premisas Bradu y  Gabriel (1978) demuestran que, enfocando una aproximación 
Biplot como un ajuste realizado a través de un modelo bilineal de tipo multiplica
tivo (y¡j = a b j )  se puede utilizar en la diagnosis de modelos. Posteriormente en 
1979, Gabriel y  Zamir, estudian la interacción en los modelos bilineales a través 
de una aproximación a bajo rango.

En la mayor parte de las aplicaciones prácticas no es posible saber a priori si 
un experimento debe considerar un término de interacción o no, por lo que los 
hallazgos de Bradu y Gabriel son de mucha utilidad, ya que, con una simple 
inspección de la posición geométrica de los marcadores fila y columna (a¡, bj) se 
puede diagnosticar el modelo bilineal que mejor describe los datos. Asi tenemos 
que a una matriz X de 2 vías se le puede ajustar un modelo aditivo, si los a¡ son 
colineales, los bj también lo son, y las dos líneas que unen cada tipo de marca
dores son ortogonales, en caso contrario existe interacción pudiéndose ajustar 
modelos con interacción como por ejemplo los de Tukey (ver figura 2).

Figura 2. Colinealidad entre marcadores fila y columna en gráficos Biplot

M odelo  A d itivo
E (y ¡ j)  =  M +  ct¡ +  pj 

C olinea les: a, e La y  b, e LD
<) La ) /L b = 90°

Modelo Tukey

E(yij) = i-i + P ¡ +  *■«, Pj
C olinea les: a ,c L a y  b¡ e Lb 

<) L , y L „ *  90°

1 Los modelos bilineales utilizados para explicar la respuesta xij de una variable aleatoria 
X clasificada con respecto a dos factores en una tabla de contingencia de orden (IxJ), son
por definición modelos con término multiplicativo en la interacción y efectos principales 
aditivos. Su especificación es: E(xij) = n + ai + pj + interacción, siendo E(xij) el valor espe
rado de la respuesta normalmente distribuida, n el efecto global común, ai el efecto del 
factor fila, pj el efecto del factor columna, el efecto de interacción entre filas-columnas o 
debida a factores externos.
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Diagnosticado el modelo bilineal subyacente a los datos, se pueden aproxi
mar los efectos fila e interacción, tal como se muestra en la figura 3 (pudiéndose 
seguir para los efectos columna un procedimiento similar).

Figura 3. Aproximación de los efectos fila e interacción sobre el gráfico Biplot
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Una aplicación con este enfoque la realiza Gauch (1988) para la validación y 
selección de modelos para estudiar la interacción genotipo-ambiente en estudios 
agronómicos. Gower (1990) generaliza el uso de Biplot para la diagnosis de 
modelos de 3 vías, en los que explica la interacción de segundo orden con un 
solo eje factorial. Entre otros autores que utilizan los gráficos Biplot para explicar 
las interacciones en tablas de dos y tres vías, tenemos: Denis (1991), Falguero- 
lles (1995), Van Eeuwijk (1995), Choulakian (1996), Díaz-Leno (1995), Blázquez 
(1998), Gabriel et al. (1998).

4- CONTRIBUCIONES A LOS MÉTODOS BIPLOT

Las desventajas de los métodos Biplot Clásicos frente a otros métodos como 
Componentes Principales y Correspondencias, han abonado el camino a los in
vestigadores para realizar aportes en diferentes campos de aplicación. Aunque 
en su origen fueron dos las corrientes de investigación, la descriptiva y la de dia
gnosis de modelos, en la actualidad el interés parece centrarse en la descripción 
de tablas rectangulares y múltiples, así como en la aproximación de la matriz 
considerando la distribución probabilística subyacente, razón por la cual en esta 
revisión resaltamos importantes contribuciones siguiendo esas tres corrientes.
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4.1- Biplot para descripción de matrices rectangulares

Con respecto a los Biplot Clásicos son varias las preguntas que nos pode
mos hacer, entre ellas: ¿es posible obtener igual calidad en la representación 
para filas y columnas de la matriz? ¿es posible considerar métricas diferentes a 
la euclídea en los espacios de las filas y columnas? ¿se pueden enfocar otros 
métodos de análisis multivariante como Biplot? ¿se pueden utilizar en minería de 
datos? ¿se pueden utilizar en el análisis de multicolinealidad entre variables? 
Respondiendo a esas interrogantes, presentaremos a continuación las ideas 
generales de algunas contribuciones, las cuales deberán ser profundizadas por 
los interesados utilizando la bibliografía citada en cada caso.

1) HJ Biplot: Galindo (1986) propone esta alternativa para obtener simultá
neamente altas calidades de representación para filas y columnas, seleccionan
do ia factorización Y= (UZ)(IV')= AB'. Aunque ia matriz de marcadores fila A= 
U I tiene las buenas propiedades del JK, y la de marcadores columna B= V I  las 
del GH, este tipo de Biplot presenta la desventaja que no permite reproducir los 
datos originales (ya que Y= U I2V ), razón por la cual algunos investigadores 
señalan que el HJ no es estrictamente un Biplot, sin embargo es muy utilizado 
dadas sus buenas propiedades, altas calidades de representación para filas y 
columnas, y la posibilidad de interpretar las posiciones de las filas, de las colum
nas y las relaciones fila-columna como en el Análisis de Correspondencias (Ga
lindo y Cuadras, 1986). Entre sus aplicaciones podemos citar las siguientes: en 
el campo de la medicina Pedraz y Galindo (1986), Galindo et al. (1987); en el 
campo de la economía Vicente y Galindo (1993); en el campo de la biología 
Pérez Mellado y Galindo (1986), Santos et al. (1991), Rivas et al. (1993); en el 
campo de la tecnología ambiental García-Galegón et al. (1995). En 1992, Vicen- 
te-Tavera utiliza el HJ-Biplot para realizar una clasificación ascendente jerárqui
ca, conformando los conglomerados con la información obtenida del HJ y 
utilizando el criterio de la inercia descrito por Benzecri (1973).

2) Biplot Generalizados: Vicente-Villardón en 1992 propone este tipo de 
Biplot como una alternativa que permite considerar la importancia de los diferen
tes individuos y variables. Introduce métricas definidas positivas Q y <t> en el 
espacio de las filas y columnas respectivamente tal que U'QU= I y V'<t>V= I, 
siendo necesario utilizar en la aproximación de la matriz de datos Y la DVS Ge
neralizada (DVSG) (véase Greenacre, 1984), o sea, X= [Q/j Y <t>/2] = P IQ ', sien
do U= ÍY%P y V= matrices cuyas columnas son los vectores singulares 
generalizados por la izquierda y la derecha respectivamente, y I  es una matriz 
que tiene en su diagonal los valores singulares generalizados. Es posible obte
ner los Biplot Clásicos como casos particulares del HJ-Biplot Generalizado, lo 
que se demuestra utilizando un enfoque similar al de Greenacre, quien conside
rando diferentes métricas entiende como una familia los análisis de, componen-
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tes principales, correspondencias, correlaciones canónicas y canónico de pobla
ciones. En 1995, Vásquez realiza la formalización algebraica de los Biplot Gene
ralizados, deduciendo sus propiedades basándose en la relación entre su 
aproximación y la estimación por mínimos cuadrados generalizados.

3) Biplot de Gower: Con un enfoque diferente, Gower propone varios tipos 
de Biplot basándose en la obtención de los marcadores columna b¡ a partir de la 
regresión multivariante, E(Y)= AB', en la que se considera la obtención a priori 
de la matriz A a través de métodos de escalamiento multidimensional. Gower y 
Harding (1988) y Gower (1992) proponen los Biplot no Lineales, utilizados para 
obtener en el ajuste trayectorias no lineales para representar a las variables que 
luego proyectan sobre representaciones obtenidas a través de coordenadas 
principales. En 1996, Gower y Hand definen los Biplot de Interpolación y  Predic
ción. Con los de interpolación es posible superponer nuevos individuos proyec
tándolos sobre el subespacio de la representación, mientras que con los de 
predicción es posible inferir; valores de las variables originales dado un punto 
sobre la representación en dimensión reducida. Se demuestra que la interpreta
ción de los Biplot Clásicos en términos de producto escalar está relacionada con 
los Biplot de Predicción. En el 2003, Gower unifica la geometría de sus Biplot.

4) Biplot para minería de datos: Vairinhos incursiona en el 2003 en el 
campo de la minería de datos, proponiendo los Biplot como base idónea para el 
descubrimiento de patrones de clasificación en grandes conjuntos de datos. 
Propone un procedimiento -basado en la formulación matemática del problema 
que permite aproximar conjuntos de individuos u observaciones a través de su 
representación por grafos de intersección. También construye un software en 
ambiente window para su aplicación práctica.

5) Biplot para detectar multicolinealidad: Considerando la posibilidad que 
brinda un Biplot en la visualización de relaciones entre variables, Ramírez et al.
(2005) proponen un método que se basa en la descomposición espectral de la 
inversa de la matriz de correlaciones, demostrando que el coeficiente de infla
ción de varianza de una variable específica, es igual al producto interno de los 
correspondientes marcadores columna en el Biplot, y que la correlación parcial 
entre dos variables es igual, excepto por el signo, al coseno del ángulo entre los 
marcadores columna correspondientes.

4.2- Biplot para descripción de tablas múltiples

El análisis descriptivo de la interacción en tablas múltiples (de 3 modos) re
quiere su transformación a tablas de 2 vías para su aproximación Biplot a través 
de la DVS. Las transformaciones posibles se presentan en la figura 4.



Los métodos Biplot:. 289

Figura 4. Formas de reducción de una tabla de 3 vías a 2 vías 
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Los métodos desarrollados para su análisis pueden aplicarse también a ta
blas de 3 vías vistas como una sucesión de tablas de 2 vías, y los agrupamos 
según las siguientes corrientes:

Integración de matrices para la obtención de una configuración consenso: 
Análisis Canónico de Poblaciones (Hotelling, 1936), Análisis Canónico Ge
neralizado (Carroll, 1968; Kettenring, 1971), Análisis de Componentes Prin
cipales Doble (Bouroche y Dussaix, 1975), Statis y Statis Dual (Escofier, 
1973; L’Hermier des Plantes, 1976), Análisis Factorial Múltiple (Escofier y 
Pagés, 1984).

Comparación de matrices para el análisis de sus estructuras: Análisis Pro- 
crustes (Gower, 1975), Meta-Componentes Principales (Krzanowski, 1979).

Determinación de componentes latentes para explicar cada celda en la ma
triz: Modelos de Tucker (1966), Métodos Tuckals (Kroonenberg y de Leeuw, 
1980), Modelo de Escalamiento de 3 modos (Kroonenberg, 1983), Métodos 
Candecomp-Parafac e Indscal-ldioscal (Carroll y Chang, 1970, 1972; 
Harshman, 1970).

Cuando interesa en el análisis el descubrimiento de relaciones entre los ele
mentos de los modos, los métodos Biplot adquieren gran importancia, por lo que 
presentamos a continuación una recopilación de avances que se fundamentan 
en los métodos de la escuela francesa para el análisis de tablas de 3 modos, el
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el Statis y el Análisis Factorial Múltiple, y los métodos de la escuela anglosajona 
para el análisis de tablas de 3 vías, el Análisis Procrustes, Meta-Componentes 
Principales y los métodos Tuckals.

1) B ip lot Interactivo y Conjunto: Basándose en el modelo de Tucker y el 
método Tuckals3, Carlier y Kroonemberg en 1996 consideran la generalización 
de la DVS a una tabla de 3 modos X de orden (IxJxK), tal que permita descom
poner los residuales de interacción triple en tres matrices de marcadores, o sea: 
X=AG(C '0B '), siendo A, B y C las matrices de marcadores para cada üno de los 
modos, G una matriz diagonal de 3 vías que contiene las relaciones entre las 
componentes de todos los modos (generalización de la matriz Z  en la DVS de 
dos vías), y <8> denota el producto Kronecker entre matrices (C®B= [c¡¡ B]). Para 
estimar las matrices A, B, C y G construyen, concatenando dos de los modos, las
• ■ ♦ h w • X Uk = A G ijk(B®C')  X jk¡ = B G jki(C®A ')siguientes matrices de dos vías: ',Jk 1,JK , J,k' J,kl
X = CG ÍB0AM  

y k,ij k iĴ  . La solución a bajo rango la obtienen a partir de un algo
ritmo iterativo con valores iniciales para A, B y C. La diferencia entre los dos Bi
plot que proponen está en la forma como se trata la matriz inicial de datos, ya que 
en el Biplot interactivo se combinan dos modos, mientras que en el Biplot Conjun
to se condiciona a uno de los modos, por lo que el primer tipo es aconsejable 
cuando uno de los modos que interactúan está ordenado (por ejemplo modo 
tiempo), y el segundo tipo cuando el número de categorías de los diferentes mo
dos es elevado. Siguiendo este enfoque, Varela (2002) introduce información 
externa para explicar los residuales de interacción triple.

2) Meta Biplot: Martín-Rodríguez et al. (2002) proponen los Meta Biplot si
guiendo el enfoque de las Meta-Componentes Principales y del Análisis Procrus
tes. Esta contribución permite la comparación de varios Biplot, aplicados al 
estudio de varios individuos con varias variables a lo largo de varios momentos, 
varias situaciones experimentales, etc. Se parte de varias matrices de datos 
correspondientes a varios conjuntos de individuos (o al mismo conjunto pero en 
situaciones distintas), y se busca un subespacio común realizando la compara
ción de los ángulos que forman los subespacios respectivos a través de rotacio
nes hasta que coincidan lo máximo posible.

3) B ip lo t Múltiples: Baccalá (2004) basándose en la comparación de las 
nubes de variables a través de una matriz compromiso, realiza esta propuesta 
para el caso de datos de tablas múltiples como una alternativa a los Biplot Inter
activos y Conjuntos. Pueden utilizarse: a) partiendo de una matriz obtenida con
catenando las columnas de todas las tablas, como una alternativa al método 
Statis Dual para el caso de varios conjuntos de individuos sobre los que se ob
serva un mismo conjunto de variables, y b) partiendo de una matriz obtenida 
yuxtaponiendo las columnas de las tablas, como una alternativa al Análisis Fac-
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torial Múltiple para el caso de un único conjunto de individuos sobre los que se 
observan distintos conjuntos de variables. El procedimiento contempla una pri
mera fase donde se realiza un Análisis de Componentes Principales de cada 
una de las subtablas separadas, y una segunda fase que se realiza sobre las 
matrices obtenidas concatenando o yuxtaponiendo tablas. Finalmente se reali
zan los Biplot Múltiples, un JK Biplot para aproximar los valores de la matriz ini
cial y un HJ Biplot para aproximar las relaciones individuos/variables.

4) B ip lo t Canónicos: propuestos por Vallejo-Arboleda et al. (2006) para 
analizar datos de tres vías cuando los individuos presentan estructura de grupo 
(replicados en el tiempo). Realizan generalizaciones de los métodos Statis tal 
que permitan: a) identificar conglomerados y variables responsables de la sepa
ración a través de la obtención de marcadores para las medias compromiso y 
para las variables de todas las ocasiones, b) identificar la trayectoria de las me
dias y las variables compromiso a través de la obtención de marcadores para las 
variables compromiso y las medias de los grupos de todas las ocasiones.

4.3- Biplot considerando la Distribución Probabilistica Subyacente

Considerando el hecho de que una aproximación mínimo cuadrática también 
se puede hallar a través de la DVS (Householder y Young, 1938), Gabriel en 
1978 demuestra que los ajustes por mínimos cuadrados alternados de las matri
ces de marcadores fila A y columna B en la factorización Biplot conservan las 
propiedades inherentes a cada tipo de Biplot. De allí que esas matrices pueden 
ser consideradas equivalentes a las matrices de parámetros en el modelo bili- 
neal multiplicativo E(Y) = AB ', cuando la distribución de las p variables conteni
das en la matriz Y tienen distribución normal. La estimación de las matrices A y 
B siguen la filosofía de la Regresión con Rango Reducido (Davies y Tso, 1982), 
ya que la matriz producto de parámetros (AB') es de rango incompleto por lo 
que se puede factorizar como en los Biplot, por lo que estimadas ambas matri
ces se pueden considerar a posteriori las restricciones de ortonormalidad reali
zando la DVS de la solución final obtenida, para luego recalcular en forma 
definitiva dichas matrices, o sea: Y = ÁB'= UESZ I-SV '=  AB' Y representar 
cualquier tipo de Biplot.

Este enfoque brinda la posibilidad de mejorar la bondad del ajuste en los Bi
plot, fundamentalmente en el caso de variables con respuesta no lineal, lo que 
ha permitido a distintos investigadores proponer alternativas para aproximar un 
Biplot a través del ajuste de modelos bilineales, clásicos y generalizados, como 
veremos a continuación:
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1) B ip io t a través de Regresión Bilineal Generalizada: Gabriel en 1998, 
propone la aproximación Bipiot a través del ajuste de modelos bilineales genera
lizados, contemplando la posibiiidad de que las variables en la matriz de datos Y 
tengan cualquier distribución de la familia exponencial (normal, binomial, pois- 
son, etc.). Utiliza el modelo, g[E(Y)]= X 0 Z \ donde g es una función que enlaza 
la respuesta (en el caso de ser no lineal) con un predictor lineal, E(Y) es el valor 
esperado de Y, X y Z son matrices dadas a priori, 0  es la matriz de parámetros 
(desconocida excepto por su rango r) que permite reescribir el modelo como 
bilineal, o sea, g[E(Y)]= X(AB')Z' . Para la estimación de la matriz 0 , reespecifica 
el modelo de tal forma de poder estimar todas las columnas o filas simultánea
mente, para lo que transforma las matrices Y, A y B en vectores (concatenando 
sus columnas)2 y luego utiliza las propiedades del producto Kronecker y del pro
ducto de matrices concatenadas3. En la estimación utiliza un procedimiento itera
tivo de regresiones generalizadas alternadas, como una generalización del 
método criss-cross para datos gaussianos (Gabriel y Zamir, 1979).

2) B ip io t Logísticos: Como una alternativa confiable al Análisis de Corres
pondencias Múltiple para el caso de variables presencia/ausencia con distribu
ción binomial, Vicente-Villardón et al. (2006) consideran el enfoque de los Bipiot 
de Predicción y lo aplican sobre los Bipiot ajustados a través de Regresión Bili
neal Generalizada. Utilizan para la aproximación Bipiot el modelo con término

constante, g[E(Y)] = logit(n) = log f— | = lb 0 + AB'. con función enlace g logit,

siendo n la matriz de probabilidades esperadas, (1b0) el término que contiene la 
constante, A y B las matrices de marcadores fila y columna. La inclusión de la 
constante obedece al tipo de datos por lo que no tiene sentido centrarlos, y ade
más permite calcular la probabilidad n¡Q en el punto (0,0). Aplican un procedimien
to iterativo para realizar las estimaciones máximo verosímiles de A y B en forma 
alternada, suponiendo fija en cada iteración una de esas matrices. Del análisis 
geométrico de sus representaciones demuestran que aún cuando el modelo con
templa una respuesta no lineal, el Bipiot resultante es lineal en escala logit, por lo 
que la representación final es igual a la de los Bipiot Clásicos pudiendo interpre
tarse en forma similar, pero considerando además la geometría de la proyección 
sobre subespacios de mejor ajuste en el sentido de los mínimos cuadrados.

Con fines ilustrativos, se presenta un ejemplo tomado de Cárdenas et al.
(2006), en el que se puede observar la capacidad predictiva de estos Bipiot, al

2 La concatenación de las columnas de una matriz Y de orden (nxp), en el vector columna 
y de orden (npx l) es igual a: y' = ( y 1 y j , . . .  yp) siendo yj = (y1j..... ynj) para j = 1— p.

3 El producto p de matrices concatenadas es igual a: p = (A B'C) = [C'®A] b'
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aplicarlo en la diferenciación de dos tipos de leucemia, Acute Lymphoblastic 
Leukemia (ALL) y Acute Myeloid Leukemia (AML) utilizando 50 genes (ADN), 22 
para ALL y 28 para AML. Se utiliza una matriz Y de datos presencia-ausencia, 
de orden (38x50), 27 individuos para ALL y 11 para AML. Para la validación de 
los resultados se proyectan sobre el gráfico 34 muestras adicionales, 20 ALL y 
14 AML, como se muestra en la figura 5.

Figura 5. Biplot Logístico (Cárdenas, et al., 2006)

Nota: Las marcas en los ejes biplot (•) y (-») identifican los percentiles 50 y 75 respectivamente. Los 
marcadores fila AML y ALL, de la muestra original se representan con (+), y los de la muestra de 
validación se representan con (•).

Se observa claramente la diferenciación entre los dos tipos de leucemia. La 
probabilidad de presencia de cada gen c¡, se puede aproximar proyectando los 
marcadores fila sobre cada eje biplot, por lo que con el fin de facilitar la predicción, 
se introducen marcas para los percentiles 50 y 75. Se obtiene un buen ajuste para 
todos los genes, siendo el porcentaje de bien clasificados superior al 75%, por lo 
que la predicción de presencia-ausencia de cada gen es bastante aproximada.

Dada la geometría de los Biplots Logísticos los genes con baja calidad de 
representación, son los que coinciden en el gráfico con los ejes más largos, tal 
como sucede por ejemplo con c6, c47 y c31. En forma inversa los ejes más cor
tos indican los genes con mayor poder de discriminación (los mejor representa
dos) como son c4, c5, c8, c10, etc. Dado el ángulo entre vectores asociados a 
los marcadores columna, se observan correlaciones altas positivas entre los 
siguientes grupos de genes, para AML (c5, c6, c13, c22, c34), (c25, c29, c32, 
c41, c45, c46, c47), (c4, c14, c16, c19, c24, c40, c49), y para ALL (c1, c8, c11,
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c35, c36, c39, c49, c50), (c10, c20, c26, c27). Este hecho pareciera conformar 
subgrupos dentro de cada tipo de leucemia, lo cual por supuesto debe ser anali
zado por expertos en la materia (para mayores detalles de los datos véase Go- 
lub e ta l. 1999).

3) B ip lo t de Regresión: Como una generalización de los Biplot Logísticos, 
para el caso de variables con cualquier distribución de la familia exponencial, 
Cárdenas y Galindo (2004), proponen este tipo de Biplot considerando la inclu
sión de información externa tal que permitan explicar patrones de variación de 
los individuos y las variables. Utilizan un modelo bilineal generalizado con térmi
no constante, g[E(Y)] = X(1b'c+AB')Z', donde la E(Y) se enlaza con predictores 
lineales a través de funciones g, como la logit, probit, logarítmica, etc., el término 
(1b '0) permite la inclusión del término independiente, X y Z son matrices de va
riables externas. Para la estimación de las matrices de parámetros, generalizan 
el método de Regresiones Bilineales Segmentadas (Gabriel, 1998) y utilizan un 
procedimiento iterativo que realiza alternadamente esas regresiones. En este 
caso, es posible realizar diferentes representaciones, y obtener gráficamente 
indicadores de las relaciones entre las matrices Y, X y Z. La interpretación se 
hace tal como en los Biplot Logísticos, pero dependiendo de la función g utiliza
da en el ajuste. Se demuestra que resultan una alternativa confiable a la Regre
sión con Componentes Principales, cuando el análisis no contempla 
dependencia funcional entre las variables (Cárdenas et al., 2006).

A continuación, se ejemplifica el método con datos de la realidad venezola
na, correspondientes a la Encuesta de Hogares por Muestreo, Área Metropolita
na de Caracas (AMC), segundo semestre del año 2000. Se analizan las 
características de la fuerza de trabajo, de acuerdo a la dicotomía sector formal e 
informal, lugar de nacimiento y tiempo de residencia en el AMC (Cárdenas, et 
al., 2005). Los datos corresponden a 3.329 personas en la muestra, sobre los 
cuales se realizó un análisis de conglomerados. Se ajusta un Biplot de Regre
sión Logístico con Información Externa, a uno de los conglomerados obtenidos, 
constituido por 565 personas, 70% de sexo femenino, y 74% del sector informal. 
Se construyen dos matrices presencia-ausencia, la matriz Y de datos a ajustar, 
de orden (565x17), y una matriz X variables externas, de orden (565x6).

En la matriz Y, las filas corresponden a las 565 personas, y las columnas a 
17 categorías-variables: edad (edal: menos 24 años\ eda2: 25 a 44; eda3: 45 a 
64\ eda4: más de 65), sexo (sexl: masculino; sex2: femenino), nivel educativo 
(edul: in fe rio ra  primaría', edu2: primaria-, edu3: m edia ; edu4: técnica: edu5: uni
versitario), ingresos (ing 1: menos 80 mil bolívares; ing2: entre 80 y  143 m il; 
ing345: entre 144 y  532 mil), ocupación (oc13: empleados; oc24: obreros; oc6: 
trabajador por cuenta propia). En la matriz X, las filas corresponden a 565 per
sonas, y las columnas a 6 categorías-variables: sector en el que trabája (form:
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formal, ¡nfo: informal), lugar de nacimiento (Iug1: venezolanos; Iug2: extranjeros), 
tiempo de residencia en el AMC (r1: siempre; r234: menos de 9 años).

Se transforman las matrices iniciales centrando por filas y columnas, y se 
ajusta el Biplot. Los resultados se muestran en la figura 6.

Figura 6. Biplot de Regresión Logístico con Información Externa 
(Cárdenas, et al., 2005)

A diferencia de los ejemplos en las figuras 1 y 5, el ajuste considerando in
formación externa, conlleva a la no representación (en forma directa) de los 565 
marcadores filas. Estos marcadores, al ser determinados a través de combina
ciones lineales de las categorías en la matriz X, se reducen a tantos como co
lumnas tenga esa matriz, o sea 6 marcadores filas (subrayados en azul en la 
figura 6). Se interpretan las proyecciones ortogonales de los marcadores fila, 
sobre los marcadores columnas, como correlaciones entre las categorías de las 
variables en X e Y, lo que a su vez permite una ordenación de los individuos 
caracterizados según las categorías en X. En el gráfico obtenido, se interpretan 
las proyecciones de los las categorías en X y sus correlaciones con las de la 
matriz Y, así como también los ángulos entre categorías en Y.

La bondad en el ajuste, para el primer plano factorial (ejes 1 y 2), es del 
96.1%. Se obtiene un buen ajuste para todas las categorías con un alto porcen
taje de bien clasificados. Dada la geometría de los Biplot Logísticos, las catego
rías con baja calidad de representación, son las que coinciden en el gráfico con
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los ejes más largos, tal como sucede por ejemplo, con oc13, edal y edu5. En 
forma inversa los ejes más cortos, indican las categorías mejor representadas, 
como son, sex2, eda3, edu2, etc. De la figura 6, se obtienen los siguientes resul
tados, los cuales deben ser analizados por expertos en la materia:

De las proyecciones ortogonales de los marcadores fila sobre los marcado
res columna, se observan correlaciones positivas, entre: 1) Sector informal 
(info) con sex2, oc6, edu2, eda2, ing1; 2) Sector formal (form) con sex2, 
edu2, eda3; 3) Venezolanos (Iug1) con edal, edu3; 4) Extranjeros (Iug2) con 
sexl, eda2, ing 1; 5) Siempre residenciados en el AMC  (res1) con ing2; 6) 
Residencia m enor a 9 años en el AMC  (res234) con oc6. También se obser
van correlaciones negativas, entre: 1) Sector informal (info) con sexl, oc13, 
oc24, edal, eda4, edu5, Íng345; 2) Sector formal (form) con eda l, eda2, 
ing1, edu3, edu4; 3) Iug1 y res234 con eda3.

Dado el ángulo entre vectores asociados a los marcadores columna, se ob
servan correlaciones positivas entre: 1) Sexo masculino (sexl) con ing345, 
eda4, oc24, edu5; 2) Sexo femenino (sex2) con ing1, eda2, eda4, oc13, 
edu2. Se observan también correlaciones negativas entre: 1) Sexo masculi
no (sexl) con edu2, oc6, oc13; 2) Sexo femenino (sex2) con edu5, oc24, 
oc13, ing345.

4) Manova Biplot: Amaro et al. (2004) generalizan los Manova Biplot de 
dos vías (Gabriel, 1972) en el contexto del Modelo Lineal General Multivariante. 
Realizan una representación ponderada en baja dimensión de la matriz de me
dias que permite estudiar y contrastar la separación entre grupos, la influencia 
de las variables en la separación, el efecto interacción, la importancia de las 
variables en la interacción y los efectos fila y columna. Para contrastar las hipó
tesis transforman el problema en univariante usando el principio de unión- 
intersección, formando combinaciones lineales de las variables originales tal que 
variando los coeficientes en ellas generan todas las posibles hipótesis, los esta
dísticos de contraste y las regiones de rechazo.

5) B ip lot Genotipo-Ambiente: Yan en el 2001, utiliza los Biplot enfocándo
los como modelos bilineales para el análisis de la interacción Genotipo-Ambiente 
(fiPas-columnas) en el campo de la Agronomía, tal que posibiliten el estudio del 
grado de estabilidad de los genotipos al ser probados en diferentes ambientes. 
Son varias las aplicaciones en ese sentido Yan et al. (2001), Yan y Hunt (2002), 
Crossa et al. (2002), Yan y Kan (2003). En el mismo campo, utilizando informa
ción externa Varela (2002) propone una generalización de la Regresión con 
Rango Reducido al caso de varios factores y considera la diagnosis de modelos 
para datos continuos de n vías a partir de los Biplot Interactivos.
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6) B ip lot Robustos: Hernández (2005), considerando que la DVS es muy 
susceptible a la presencia de valores atípicos, también aproxima los Biplot a 
través de modelos bilineales, para lo cual aborda el problema de la estimación 
de las matrices de marcadores considerando dos casos: a) eliminar los valores 
atípicos, para lo cual propone utilizar un ajuste HJ Biplot como una alternativa al 
método de Peña y Prieto (2001), b) no eliminar los valores atípicos y realizar 
estimaciones robustas utilizando el método de mínimo determinante de cova- 
rianza (Rousseeuw y Van Driessen, 1999). Utiliza en la estimación el algoritmo 
propuesto por Hubert y Engelen (2004) que toma como punto de partida el resul
tado de un Análisis de Componentes Principales Robusto.

7) B ip lo t basados en Modelos de Rasgos Latentes: Yáñez (2003) genera
liza los Biplot Logísticos proponiendo un método para el ajuste de los Biplot ba
sados en modelos de rasgos latentes para datos dicotómicos y politómicos. 
Posteriormente Sepúlveda (2004) utiliza los Biplot para detectar la violación del 
principio de independencia local en los modelos de clases latentes a través de la 
evaluación gráfica de diferentes hipótesis de independencia condicional entre 
distintos pares de variables manifiestas y latentes.

5- DISCUSIÓN

Dado el carácter del trabajo no es fácil formular conclusiones ya que no se 
obtuvo resultado alguno, más bien podría decirse, que se espera que de esta 
revisión, surjan nuevas alternativas a los métodos Biplot y se multipliquen sus 
aplicaciones prácticas en cualquier campo de las ciencias, naturales y sociales. 
La comprensión de los métodos aquí expuestos, requiere su estudio minucioso 
remitiéndose a la bibliografía citada en cada caso, dado que la presentación por 
nuestra parte, necesita la realización de un compendio con carácter monográfi
co, el cual pensamos realizar en un futuro no lejano.

Hemos observado un vacío en las contribuciones siguiendo las dos últimas 
corrientes en el análisis multivariante de datos, la que se interesa nuevamente 
por la estadística inferencial clásica, y la que considera la asignación de roles 
asimétricos a las variables (dependientes e independientes), por lo que constitu
yen áreas abiertas a la investigación, la utilización en las aproximaciones Biplot 
dé técnicas de remuestreo para el análisis de la estabilidad en las estimaciones 
y determinación de distribuciones asintóticas de los estimadores, y la inclusión 
de relaciones de dependencia funcional entre las variables.
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