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Resumen

Algoritmo trazador de rayos sismicos en medios
heterogéneos estratificados isé6tropos usando
técnicas numéricas.

Jestis Rafael Acosta Rodriguez! , Aldo Ernesto Reyes Cortez? y Rafael Martin

Landrove®

En la prospeccion sismica, especialmente en la exploracion petrolera, se necesita saber
el camino que siguen los rayos sismicos en el subsuelo, tomando en cuenta las diferentes
capas geologicas presentes. Como cada capa tiene su impedancia caracteristica, la
velocidad de propagacion de las ondas varia con la region del subsuelo en el cual se

desplazan.

El trazado de rayos sismico ha sido ampliamente usado como una técnica de
exploracion del subsuelo, produciendo con una explosién (fuente) una onda que luego
es recibida por varios sensores repartidos apropiadamente de acuerdo a la mejor

configuracion utilizada sobre la superficie del terreno (receptores).
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Valencia, Venezuela. Email: areyes@Quc.edu.ve
3Universidad Central de Venezuela, Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Caracas 1040,

Venezuela. Email: rmartin@fisica.ucv.ve



Resumen 9

Las aplicaciones de esta técnica van desde la exploracién petrolera y en general toda
la mineria, asi como en sismologia donde se ha usado para el estudio de la corteza, el
manto y el ntucleo terrestre usando como fuentes el hipocentro de terremotos, hasta
otros campos del conocimiento como la Ingenieria Civil, para esclarecer los tipos de
suelos donde se van a construir estructuras, en la arqueologia, en estudios de sonares,
en la deteccién de objetos tridimensionales con ondas sonicas o electromagnéticas

(GPR), en el disenio de equipos épticos, y en el diseno de redes WAN entre otras.

Siendo el problema del trazado de rayo extraordinariamente complejo, su solucion solo
puede obtenerse usando técnicas numéricas computacionales. En este sentido, en el
presente trabajo, se emularon satisfactoriamente los resultados obtenidos y propuestos
por Andrej Béna, Michael Slawinski y Peter Smith en el articulo [5] presentado en el
ano 2009, titulado Ray tracing by simulated annealing: Bending method. Ademas, se
comprobé que el método fué capaz de trazar rayos bastantes precisos y se propusieron

mejoras para dicho algoritmo.

Debido a la fuerte no linealidad del problema de optimizacion descrito, fué necesario
buscar la soluciéon en forma iterativa. Con el fin de evitar posibles minimos locales
y una convergencia prematura, se utilizé el método de optimizacion global conocido

como Recocido Simulado y se utilizaron modelos sintéticos.

Para emular y comprobar el correcto funcionamiento y eficiencia del presente
algoritmo, se utilizaron modelos de velocidades existentes en la literatura, como
fueron el modelo exponencial linealmente heterogéneo y el modelo de Marmousi.
Dicho algoritmo se programé en Octave, el cual proporcioné una interfaz de linea

de comandos para resolver nimericamente los problemas no lineales encontrados.
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Introduccion

Un problema fundamental de la geofisica lo constituye determinar las caracteristicas

de una regién especifica del subsuelo.

Esta determinacién es muy importante en exploracion petrolera, ya que al conocer las
formas de las interfaces entre las diferentes capas de roca y el determinar su densidad,
nos proporciona informacion valiosa para determinar regiones del subsuelo donde se

pueden haber acumulado hidrocarburos.

En cualquier algoritmo de tomografia sismica, una de las etapas mas importantes
lo constituye la solucién del problema directo, el cual consiste en determinar la
trayectoria que siguen las ondas sismicas al propagarse en el medio, entre dos puntos
especificados y calcular el tiempo de viaje empleado. Este problema generalmente es

resuelto mediante un algoritmo trazador de rayos sismicos.

En el presente trabajo de grado, se implementa el método de trazado de rayos
propuesto por Andrej Béna, Michael Slawinski y Peter Smith en el articulo [5]
presentado en el ano 2009, titulado Ray tracing by simulated annealing: Bending
method, y se comprueban los resultados experimentales reportados en la referida

publicacion.

Este trabajo tiene como finalidad cumplir con una serie de metas, las cuales estan

constituidas por un objetivo general y unos objetivos especificos derivados del general.

13
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El objetivo general de este proyecto consiste en:

Disenar e implementar un algoritmo trazador de rayos sismicos en medios
heterogéneos estratificados isétropos, empleando técnicas numéricas de optimizaciéon

no lineal.

Posteriormente de este objetivo general se desprenden varios objetivos especificos, los

cuales son:

1. Hacer una revision de la teoria del rayo sismico que comprenda la formulacién
de esta teoria en medios estratificados con capas homogéneas isotropas y en

medios estratificados con capas heterogéneas isotropas.

2. Hacer una revisién del estado del arte en lo que se refiere a propuestas para el

trazado de rayos que se han presentado recientemente.
3. Implementar el prototipo del algoritmo Trazador de rayos sismicos.

4. Evaluar el algoritmo implementado en algunos medios que han sido utilizados
y que han sido reportados en la literatura como el Modelo de Marmousi y en

medios tedricos que presentan isotropia.

Al resolver el problema de inversion sismica se pretende determinar las caracteristicas
de un medio partiendo de los datos proporcionados por las ondas sismicas que se

propagan en el mismo.

Una considerada atencién se ha dedicado a los problemas de valores iniciales, en el
que la trayectoria del rayo se especific6 dando a conocer un punto inicial y un punto
final. Esto es, en general, un problema que se ha trabajado ampliamente y se ha

resuelto de forma satisfactoria por Cerveny [10]. Sin embargo, estudios tomogréficos
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en la industria petrolera, por lo general, requieren de tiempos de viajes muy precisos y
célculos de trayectoria de propagacién de ondas sismicas entre dos puntos (problema
de condiciones de contorno), siendo estos no triviales en los medios lateralmente

heterogneos en 3-D.

Con el fin de ubicarnos en el contexto de este trabajo de grado, en el Capitulo 1, se
expone como surge la teoria del rayo sismico a partir de las ecuaciones de Maxwell

en la materia.

En el Capitulo 2, se presentan los métodos practicos del trazado de rayo sismico, que
surgen de diferentes leyes y principios fisicos, como lo son la ley de Snell, el principio
de Fermat y el principio de Huygens. Ademas, se realiza una revisiéon bibliogréfica de
los diferentes trabajos de investigacion, en los cuales se han propuestos soluciones del

trazado de rayo, en el que se han utilizado cada uno de estos métodos.

En el Capitulo 3, primeramente se presenta una revision de la teoria del recocido
simulado como un método de optimizacion, posteriormente en el mismo capitulo se
presentan los enfoques tedricos y los respectivos céalculos que se han utilizado para
resolver el problema del trazado de rayos sismicos y ademas se presenta una propuesta
basada en una extensién del articulo [5] propuesto en el 2009 por Andrej Béna, Michael

Slawinski y Peter Smith, para el trazado de rayos usando el recocido simulado.

En el Capitulo 4, se presentan los resultados experimentales y anélisis de este trabajo
de grado, al evaluar el algoritmo propuesto sobre algunos modelos sintéticos que han

sido reportados en la literatura.

Por ultimo, se presentan las conclusiones y se proponen algunas recomendaciones para

trabajos futuros.



Capitulo 1

Teoria del rayo

La teorfa del rayo sismico, surge como una solucién asintdtica de alta frecuencia a
la ecuacion elastodinamica, de manera similar a como surge la ecuacién de onda
como soluciéon a las ecuaciones electromagnéticas. Por ello, es importante resaltar
que cuando se trata de ondas electromagnéticas, la aproximacion asintotica de alta
frecuencia es bastante precisa, en este capitulo, se deduce la teoria del rayo sismico
a partir de las ecuaciones de Maxwell, para ello, primero se deduce de forma clara y
simple la ecuacion de onda a partir de estas ecuaciones, para luego deducir la ecuacién

Eikonal y la ecuacion del Rayo.

1.1. Ecuaciones de Maxwell en la Materia

Las ecuaciones electromagnéticas propuestas por James Clerk Maxwell, en el siglo
XVIII, marcaron un gran impacto en el ambito cientifico, ya que mediante estas
ecuaciones se pueden explicar de manera unificada muchos de los aspectos y fenémenos
electromagnéticos de hoy en dia, a partir de estas ecuaciones podemos deducir de

forma muy completa toda la teoria del rayo, la cual es la base de esta investigacion.

Entonces, para poder desarrollar la teoria del rayo, se deduce la ecuaciéon de onda a

partir de las ecuaciones de Maxwell en la materia en su forma diferencial.

16
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Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial comprenden las siguientes

expresiones:

Ley de Faraday de induccion electromagnética:

. 0B
VXFE=——
8 ot
Ley de Ampere generalizada:
. . 9D
VxH=J+—
8 T
Ley de Gauss para el campo magnético:
VeB=0

Que implica la no existencia de monopolos magnéticos.

Y la Ley de Gauss:

En estas ecuaciones, se presentan las siguientes variables:

Vector campo eléctrico

Vector intensidad de campo magnético
Vector densidad de flujo eléctrico
Vector densidad de flujo magnético

Vector densidad de corriente

TR w T e TR o1

Densidad de carga

(1.2)

(1.4)
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Adicionalmente, se tienen las Relaciones Constitutivas que permiten vincular estas

cantidades:
D=cE (1.5)
B =uE (1.6)
J=0oFE (1.7)

Donde &, p, 0 se conocen respectivamente como:

€ = Permitividad en un medio
i —  Permeabilidad en un medio

o — Conductividad

Utilizando la Ley de Ampere (1.2) y la Ley de Faraday (1.1) se obtiene la Ecuacién

de Continuidad o Principio de conservacion de la carga:

La cual establece que, sélo podra haber un flujo de corriente si la cantidad de carga
varia con el paso del tiempo, ya que esta disminuyendo o aumentando en proporcion

a la carga que es usada para alimentar dicha corriente.

A partir de la Ley de Faraday (1.1) y asumiendo que la dependencia temporal es

elegida como:

E~e ™ donde, j=+/—1 (1.9)

Se tiene que, andlogamente:
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B e donde, j=+/—1 (1.10)

Entonces, al sustituir (1.10) en la Ley de Faraday (1.1), se obtiene:

V x E = juB (1.11)

Ahora, al utilizar la relacién constitutiva (1.6) y asumiendo que todos los fenémenos

fisicos ocurren en el vacio', de modo que p = pg, se tiene que:

V x E = jwuoH (1.12)

Cabe destacar, que una sola frecuencia w es elegida, en donde los campos existentes

pudieran ser encontrados en superposicién de frecuencia tnica.

Luego, al usar la Ley de Ampere (1.2) y asumiendo que tanto el vector densidad de
corriente j, como la densidad de carga p son cero, (al principio se supone que no

existen medios materiales) se tiene entonces:

L 9D
H=—"
V x pr

Esta ecuacién implica que, el rotor del vector intensidad del campo magnético varia,

(1.13)

es decir, aumenta o disminuye de acuerdo al resultado generado por la derivada parcial
con respecto al tiempo del vector densidad de flujo eléctrico.
Ahora, se usa la relacién constitutiva (1.5) D = ¢E y asumiendo nuevamente la

dependencia temporal (1.9), entonces:

L P(eiwt , .
V X H = 6% = —5jwe_jwt — _jgwE
V x H = —jewE (1.14)

'En el sistema de medidas MKS la Permeabilidad en el vacio pg = 47 x 10_7%5;
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Las relaciones (1.12) y (1.14), permiten relacionar el vector intensidad de campo

magnético H con el Vector campo eléctrico F.

Luego, tomando la relacién constitutiva (1.6) y sustituyéndola en la ecuacién (1.3),

se obtiene:

VeH=0 (1.15)

Ahora usando la ecuacién (1.4) V e D= p, asumiendo la condicién de que J y p son

cero, es decir V o D = 0 y utilizando la relacién (1.5) D = ¢E .-,

VecE =0 (1.16)

Las ecuaciones (1.12), (1.14), (1.15) y (1.16), deducidas a partir de las ecuaciones
de Maxwell, junto con las siguientes identidades vectoriales, permiten construir la

ecuacion de onda.

Identidades vectoriales:

» Sea f una funcién escalar de @, f(Z) y del tiempo t¢.
= Sea A una funcién vectorial de Z, /T(f) y también del tiempo t¢.

Entonces:

Vx(VxA)=V(VeA) - VA (1.17)

Ve(fA)=VfeA+ fVed (1.18)
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Vx(fA)=VfxA+fVxA (1.19)
V(el)=elVf (1.20)

Vif =V eVf  Laplaciano (1.21)
V(fg)=gV[f+[Vyg (1.22)

Ahora se construye la ecuaciéon de onda, para esto, se toma el rotor en ambos lados
de la ecuacién (1.12):

Vx(VxE):juowaFI

Luego, aplicando la identidad vectorial (1.26) al lado derecho de la ecuacién anterior,
se tiene que:

V(V e E)—V2E = juowV x H

Al sustituir (1.14) al lado derecho de la ecuacién anterior, se obtiene:

V(V e E) — V2E = juow(—jewE), donde, j=+/—1

Entonces:

V(V e E) — V?E = ppew’E (1.23)

Se considera que, la permitividad? en un medio ¢ es independiente del tiempo y de

trozos de variacién lenta (estas variaciones son sumamente pequenas del orden de la

2En el sistema de medidas MKS la Permitividad en el vacio g9 = 8,854 x 10’121\,0—77212
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longitud de onda, excepto en las interfaces).
Posteriormente a esto, se toman en cuenta las siguientes relaciones fundamentales:

EoftoC® =1 (1.24)

Velocidad de la onda

v=A\f Velocidad de la onda=Longitud de la Onda*Frecuencia (1.25)

Frecuencia angular

w=2nf (1.26)
Numero de onda
2T
k= — 1.27
- (127)

w = kc (1.28)

Indice de Refraccion

n Donde: n = || — (1.29)

Utilizando las definiciones de las ecuaciones (1.24) gopoc® = 1, de modo que, py = v

y de (1.28) w = ke, la cual expresa la relacién existente entre la frecuencia angular w

y la velocidad de la luz ¢.?

*En el sistema de medidas MKS la Velocidad de la luz ¢ 22,9979 x 1082
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La ultima expresion puede escribirse asi:

. . 1 .
V(VeE)-V°E=c¢ —2.w2.E
EoC
— — 1 —
V(VeE)-V’E=e——k* . E
(Vo E) gk
Si definimos el indice de refracciéon como en (1.29) n =,/ —, realizando el despeje,
n? =<

o " °

— — ]_ —
V(VeFE)—V’E = ss—.kQE
0

Por ultimo:

V(V e E) — V’E = n*k*E (1.30)

Ahora utilzando la identidad vectorial (1.18) y la ecuacién (1.16) al lado izquierdo de

la ecuacién (1.30) y reorganizando los términos se obtiene:

V2E + n’k’E = —V{E.V(lne)} (1.31)

Si suponemos que el medio es homogéneo, el lado derecho de la ecuacién es cero ya

que V(Ine) = 0, M. Born y E. Wolf [6]. Entonces:

V2E + n’k*E =0 (1.32)
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Esta es la ecuacion de onda para el campo eléctrico, la cual es fundamental a la hora

de poder obtener lo que se conoce como “Ecuacién Eikonal”.

1.2. Ecuacion Eikonal

Ademas de los supuestos anteriores, las hipdtesis principal utilizada para derivar la
Optica geométrica es que la amplitud de la onda varia lentamente en comparacion con
la fase. Asumiendo esto, se puede escribir cualquier componente del campo eléctrico

COIMoO:

E = ¢e 5@ (1.33)

Esta ecuacion posee la forma de onda plana, ya que son las soluciones mas simple con
que se puede trabajar. Las dos funciones, ¢ y g(f), son consideradas independientes
de la longitud de onda. La funcién g(f) es llamada “Eikonal” y 1 la amplitud de onda.
Colocando la ecuacién (1.33) dentro de la ecuacién (1.32). Realizandolo para una sola

componente por simplicidad ..

V2 (e %) 4 n2k? (e %) = 0 (1.34)

Al usar las ecuaciones (1.18), (1.20), (1.21) y (1.22) se obtiene .".
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E*{n* — (V)1 — jk{V?S +2VS e Vi)} + V1) =0 (1.35)

Reorganizando y dividiendo toda la ecuacién (1.35) entre k% .-,

{n®— (VS)*}y — %{Ws +2VS eV} + %v% =0 (1.36)
Entonces:
{n? = (VS)’}y = %{VQS +2VSe Vil — %v% (1.37)

Asumiendo la condicién de que la longitud de onda, A, es significativamente pequena

comparada con cualquier distancia de propagacion, significa que la parte de la derecha

es infinitamente pequena y se desprecia recordando la ecuacién: (1.27) k = 27”,
entonces:
n?> — (VS =0=n?>—(VS)?=0= (VS)? =n? (1.38)
Esta tltima expresion, conduce a la ecuacion “Eikonal” .-.
(VS)=n (1.39)

La ecuacién (1.39) es una ecuacién en derivadas parciales con no linealiadad

encontrada en propagacién de ondas, cuando la ecuacion de onda es aproximada
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usando la Teoria WKB.*

Como vimos la ecuacién (1.39) es la ecuacién “Eikonal”, esta es derivable de las
ecuaciones de Maxwell en la materia del electromagnetismo y proveen un enlace entre

la Optica fisica (onda) y la Optica geométrica (rayos).

Una adecuada interpretacion fisica, consiste en que el significado de la ecuacion

“Fikonal” estd relacionada con la formula:

=,
I
|
<
S

(1.40)

Donde E es la intensidad del campo eléctrico y ¢ es el potencial eléctrico.

El significado fisico de esta ecuacién en el ejemplo electromagnético es que cualquiera
carga dentro de una region, son empujadas hacia el exterior en un angulo recto de las
lineas de potencial. Las variables correspondientes se presentan en el flujo de fluidos

y en la termodindmica.

4Calculo semi-clasico en el cual la funcién de onda es vista como una funcién exponencial,
semiclasicamente expandida, en el que la amplitud o la fase pueden variar lentamente. El nombre

de este método es un acrénimo para la aproximacion Wentzel-Kramers-Brillouin.
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1.3. Ecuacién del Rayo

Asumiendo una regiéon con indice constante, un conjunto base de soluciones se

encuentran para tener ondas planas:

|E‘ _ efjnkﬁof

Es decir, las superficies de fase constante estan en el plano perpendicular a la direccién

1. El conjunto de base consiste en el conjunto de tales ondas planas.

Esto nos lleva a definir los rayos®, como las trayectorias ortogonales a los frentes de
fase de una onda de luz. Si se conoce la superficie de fase constante, podemos construir
los rayos de luz trazando lineas perpendiculares a los frentes de fase. Entonces estos
frentes de fase se curvan en el espacio, debido a los cambios en el indice de refraccion

para crear los rayos de luz.

Es deseable poder calcular los rayos de luz directamente sin tener que construir los

frentes de fase de la ecuacion Eikonal.

Entonces se considera una region suficientemente pequena en la que los rayos de
luz son considerados localmente lineales. En la siguiente figura 1.1 se identifican los

parametros que se utilizan posteriormente.

La ecuacion para el rayo puede escribirse como una suma de vectores .-

—

:TQ—FSL’?I

=

Por lo tanto:

5Un rayo es una curva continua que corta perpendicularmente a todas las superficies de fase

constante.
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Origen

Figura 1.1: Pardmetros que describen un Rayo.

Dado que la pendiente de la fase esta en la direccién, & con una magnitud, n, podemos

escribir:
dr
=nU=n— 1.41
VS =nu no (1.41)

Al considerar y tomar el gradiente de la ecuacion “Eikonal” en ambos lados, entonces:

V(VS)?=2VSeV(VS) =2nVn (1.42)

Ahora usando la ecuacién (1.41) y utilizando la regla de la cadena, entonces:

af  dr
i V!

Luego podemos reescribir la ecuacién (1.42) como:

(VS) = ni(nd—F) =nVn (1.43)

dr d
VSeV(VS)=n—eV(VS)=n e U

dx dx

Ahora se divide toda la ecuacion (1.43) entre n ..
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d  dr

——(n) = Vn (1.44)

Esta es la ecuacion del rayo. Resolviendo esto para un 7 cualquiera dentro de un
medio gobernado por un indice de refraccién dado®, se resuelve la ecuacién del rayo
dentro de ese medio comenzando en un punto Fy. Para cruzar esta discontinuidad en
una interface, se podria usar esta ecuacién o usar otros métodos como por ejemplo la

Ley de Snell, la cual pueder ser derivada del principio de Fermat, L. Townsend [31].

5Depende del medio o estrato en el que se encuentre.
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1.4. ()ptica Ondulatoria y ()ptica Geométrica

Tanto la oOptica ondulatoria como la oOptica geométrica pueden deducirse de las

ecuaciones de Maxwell.

Una manera para determinar el camino de los rayos de luz con precisién es mediante la
ayuda de la geometria elemental por las sucesivas aplicaciones de la ley de refraccion

(o reflexién).

La optica geométrica, constituye un papel fundamental en el estudio del
comportamiento del rayo, como se puede ver en la deduccion de la ecuacion eikonal

que se explico anteriormente.

La optica geométrica, también representa una aproximacion al comportamiento

ondulatorio teniendo en cuenta tres consideraciones importantes :

1. Mientras que, la longitud de onda de la luz, sea muy pequena respecto a las

dimensiones caracteristicas del sistema.
2. Mientras que, la solucién de la ecuacién Eikonal exista.

3. Mientras que, su dependencia espacial, no varie significativamente de acuerdo

a la longitud de onda.

Las leyes fundamentales que rigen la evolucion espacial de un rayo cuando éste
atraviesa un cambio brusco de indice de refraccion son las de la reflexion y refraccion.
Si el rayo evoluciona en un medio heterogéneo en el que el indice de refraccién cambia

suavemente, entonces no existe reflexion y sélo se necesitan las leyes de la refraccion.
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Los fenémenos de reflexion y refraccién se analizan en forma adecuada recurriendo a

la 6ptica geométrica.

Mientras que en la O6ptica fisica u déptica ondulatoria, se tienen en cuenta las
propiedades ondulatorias que en la éptica geométrica se ignoran. La teoria ondulatoria
de la luz conduce a explicaciones satisfactorias de los fenémenos que no se pueden

analizar mediante rayos.
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1.5. Principio de Fermat

El tiempo de viaje de una onda sismica es la integral de enlentecimiento a lo largo
del camino que describe el rayo que conecta la fuente y el receptor. Para ilustrar este

punto, se definen dos funcionales” para el tiempo de viaje.

Sea P un camino arbitrario conectado a una fuente y a un receptor en un modelo de
enlentecimiento s. En donde se refiere a P como un camino de prueba de rayos, se
define un funcional 77, el cual da el tiempo de viaje a lo largo del camino P. Dejando

a s ser la distribucién continua de enlentecimiento s(), entonces se tiene:

P (s) = /Ps(f)dlp (1.45)

Donde dI” denota la distancia infinitesimal a lo largo del camino P.

El principio de Fermat establece que el correcto camino del rayo que puede existir
entre dos puntos es el que registra menor tiempo de viaje, es decir, que reduce al

minimo o minimiza® 77 (s) con respecto al camino P.

Luego se define a 7" como el funcional que genera los viajes de tiempo a lo largo
del camino de rayo que cumple con Fermat o dicho de otra forma el funcional que

minimiza el tiempo. Entonces, el principio de Fermat establece lo siguiente:

* _ ¢ P
T"(s) = plin, 7 (s) (1.46)

“Un funcional es una funcién que asigna un espacio funcional o un espacio vectorial a un conjunto

de numeros reales.
8El Principio de Fermat es la condicién que permite que la integral que representa el tiempo de

viaje sea estacionaria con respecto a las variaciones en el camino del rayo y se conoce también que
la inversion del tiempo de viaje usando los tiempos de viajes de las primeras llegadas deben ser los

minimos.
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Donde Paths denotan a todos los caminos continuos que conectan a una fuente y
receptor dado®. El camino particular que produce un minimo en la ecuacién (1.46) se
denota como P*. Si mas de un camino produce el mismo valor del tiempo de viaje,
entonces P* denota a cualquier miembro de este conjunto de caminos con tiempo

minimo.

De esta forma al sustituir 77°(s) (1.45) en la ecuacién (1.46), se obtiene El Principio

de Fermat o Tiempo Minimo de Viaje, entonces:

(s) = /p * s(Z)dl"” = min /P s(Z)dI” (1.47)

El principio de Fermat es la base de los algoritmos del trazado de rayos que utilizan

métodos de ajuste del rayo.

En estos métodos se comienza con un camino que conecte la fuente y el receptor, y a
partir de ese estimado inicial de la trayectoria del rayo, se utiliza algin procedimiento
para “deformar” o “torcer” esa trayectoria con el fin de reducir el tiempo de viaje a

lo largo de la misma.

Como ejemplo de la aplicacién del Principio de Fermat para el caso de la refraccion, se
parte del arreglo geométrico representado en la figura 1.2, donde se busca minimizar
el tiempo de viaje t, como se explicd anteriormente, el cual establece el tiempo que
recorre un rayo desde un punto S a uno P, con respecto a la variable x. Entonces
el tiempo de transito mas pequeno probablemente coincide con la ruta real. Por lo
tanto:
SO OP

+ 2=

U; (o

t =

9La notacién P € Paths significa que P es un miembro del conjunto de Paths.
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Figura 1.2: Principio de Fermat aplicado a la Refraccion.

o, también:

N[

(h? 4 x2)2 N 0% + (a — 2)%]
V; V¢

t =

Para minimizar el tiempo ¢(x) con respecto a variaciones en z, se tiene que, o= =0,

esto es:

dt x —(a —x)
dr (R +22)2  w[b? + (a—2)?2

Usando la figura 1.2, se puede reescribir la expresién anterior como:

sinf; sin6,

V; (%
Que no es mas que la ley de Snell, demostrando asi que dicha ley es una consecuencia
del Principio de Fermat, ya que, si un rayo de luz avanza desde un punto S a uno
P en el menor tiempo posible, este debe cumplir con la ley de refraccién conocida

también como la ley de Snell.
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Suponiendo que se tiene un material estratificado compuesto por m capas, como en

la figura 1.2. Entonces el tiempo de transito de S a P es:

1 S2 m
tl=—+—+..+—
U1 V2 m
o, también:
m
oy
S

t=1
Donde s; y v; son respectivamente, la longitud del camino recorrido y la velocidad del

rayo de luz, asociado con la i-ésima contribucién. Por lo tanto:

t= limsl
¢ t=1

En el cual, la suma es conocida como la longitud del camino éptico (OPL) recorrido
por el rayo, en contraste con la longitud del camino espacial > ", s;. Es evidente que,
para un medio no homogéneo, donde el indice de refraccion n es una funcién de la

posicion, la suma debe cambiar a una integral, como:

P
OPL = / n(s)ds
s
La longitud del camino éptico corresponde a la distancia en el vacio equivalente a la

distancia recorrida s en el medio de indice de refraccién n. Es decir, los dos podrian

(OPL)
Ao

corresponder con el mismo nimero de longitudes de onda, = 1,y el cambio de

fase es igual al cambio de los avances de la luz.

(OPL)

En la medida en que, t = , se puede reafirmar el Principio de Fermat o como
es conocido también el Principio del camino 6ptico mas corto o tiempo de recorrido
minimo: La luz, al salir desde el punto S al punto P, recorre la ruta que tenga menor

tiempo de viaje.
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1.6. Ley de Snell

La refraccion producida cuando la luz cambia de medio de propagacion en la superficie
de separacién de dos medios transparentes produce una desviacion en la trayectoria
luminosa y esto corresponde con la Ley de Snell o conocida también como Ley de

Refraccién.!?

La ley de Snell es una consecuencia del principio de Fermat, como se
demostré anteriormente, M. Born y E. Wolf [6] y dicho resultado puede ser derivado
usando un simple argumento geométrico basado en la estacionalidad del funcional del

tiempo de viaje. Entonces el conocido resultado es el siguiente:

nysin 6; = nq sin 6,

Donde 60, y 6, denotan los dngulos del camino del rayo que se forman al pasar
una interface, es decir, la frontera que separa las dos regiones, mientras que ny y
no representan a los indices de refraccion, los cuales son diferentes entre si y son
caracteristicos del medio donde se encuentren, como se puede apreciar en la figura

1.3.

10Willebrord Van Royen Snell la descubrié en 1703 pero no la publicé, por lo que no fue conocida

hasta 1703 cuando Huygens la publicé como resultado.
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Figura 1.3: Ley de Snell.

De esta forma, es importante apreciar los diferentes casos posibles generados a partir
de la Ley de Snell, los cuales constituyen un papel importante en diversos estudios

geofisicos, estos casos son expresados en la figura 1.4.

Figura 1.4: Casos posibles: Ley de Snell.

Entonces, de esta forma se tiene que:
= Cuando 6; =0 .-, 05 = 0, para cualquier n; y no.
= Cuando ny > ny .. 05 > 6,

. N2 . s .
» Cuando 07 = Ojite = arcsin(—) ocurre Reflexién en la interface.
ny
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s Cuando 0y = Oipmite ocurre Reflexion Total Interna.

La aplicacion de la ley de Snell permite saber cémo se comportan los rayos sismicos

cuando encuentran alguna de las discontinuidades que presenta la Tierra.
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1.7. Principio de Huygens

En 1678, casi dos siglos antes de los trabajos de Maxwell sobre las ondas
electromagnéticas, Christian Huygens (1629-1695) propuso una teoria ondulatoria

de la luz.

El principio de Huygens nos permite hallar la forma y posicién futura de un frente
de onda a partir de su forma y posicién presentes, J. Kane y M. Sternheim [16].

Dicho principio establece que:

Todo punto alcanzado por una onda se puede considerar como centro
emisor de nuevas ondas, llamadas secundarias, que solo son activas, en
cada instante, en los puntos de contacto con la envolvente comun a todas

ellas en ese instante.

Este fuente de ondas secundarias, se extiende en todas las direcciones con la misma
velocidad, frecuencia y longitud de onda que el frente de onda original, es decir, del

que preceden, como se puede apreciar en la figura 1.5

Figura 1.5: Principio de Huygens.
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1.8. Modelos de enlentecimiento de onda

Cuando una onda sonora o una onda sismica ingresa en un medio, se necesita de
un tiempo para que la onda progrese de un punto cercano a la fuente donde se
emitié hasta otro punto mas distante. El tiempo que toma la onda para el viaje
de un punto de interes al siguiente es llamado tiempo de viaje. Para un medio
que no esta pasando por cambios fisicos o quimicos durante el paso del sonido, la
onda tiene una velocidad definida con el que siempre viaja entre dos puntos en el
medio. Nosotros llamamos esta velocidad como el promedio de la velocidad de onda o
simplemente velocidad de onda. También se puede definir una velocidad de onda local
asociada con cada punto del medio, considerando el promedio de la velocidad de onda
para dos puntos que se encuentran muy proximos entre si. El enlentecimiento local es
el inverso de la velocidad de onda local. Es mas conveniente desarrollar formulas de
inversién y tomografia en términos de modelos del enlentecimiento de la onda, porque
las ecuaciones pertinentes son lineales en el enlentecimiento o inverso de la velocidad

de onda sismica.

En los algoritmos de inversion se pretende construir un modelo de la distribucion del

inverso de la velocidad de la onda, valor que denominaremos enlentecimiento de la

onda s(Z), A. Reyes [27].

1.9. Anisotropia en Rocas Sedimentarias

Las rocas que constituyen la corteza terrestre se encuentran sometidas de manera

constante a esfuerzos que representan la fuerza aplicada sobre un cuerpo y
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deformaciones que representan la distorsiéon producto del esfuerzo, ya que desde el
punto de vista tecténico la tierra es considerada como un planeta dinamico. Estudios
realizados han encontrado que las deformaciones sufridas por las rocas son linealmente
proporcionales a los esfuerzos aplicados, lo cual se conoce como Ley Generalizada
de Hooke. El enunciado de esta ley establece que, para cada punto de un cuerpo
tridimensional y linealmente eldstico, las seis componentes (de 2% orden) del tensor
de esfuerzo estan linealmente relacionadas con las seis componentes del tensor de
deformacién (tambien de 2%° orden) por medio de un tensor constante llamado tensor

de elasticidad o tensor elastico (de Ado orden) denotado como Cjjx.

Esta relacion se puede expresar como:

3 3
045 = Z Z Cz‘jklfkl

k=1 I=1
Donde:

Cijr Es el tensor Eldstico o Tensor de Elasticidad.
0i; Es el tensor de esfuerzo.

& Es el tensor de deformacion.

Otra forma de expresar esta relacion, es la siguiente:

3 3
fij:E E Sz‘jklakl
k=1 i=1
Donde:

Sijki Es el (compliance tensor) o inverso del tensor eldstico.

El tensor de deformacion se expresa de la siguiente manera:

k={m -1t 375
2 8xl al‘k
Es importante recordar que la expresion anterior no representa una relacién matricial

sino por el contrario es una relacion tensorial, por lo tanto obedece al algebra tensorial;
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por ello es posible relacionar el tensor eldstico Cyji; (que contiene un total de 3* = 81
componentes) con el tensor de deformacién &, (que contiene un total de 3% = 9

componentes)

El tensor de elasticidad puede tender a reducirse de 81 componentes elasticas a 36

constantes y posteriormente a 21, por dos razones:

1. Existe simetria intrinseca de los tensores de esfuerzo y deformacion, lo cual hace

que el tensor de constantes elasticas se reduzca a 36.

2. La corteza terrestre es considerada como un sélido deformable isotérmico o
adiabdtico, es decir, la constante de tiempo de disipacion de calor es mayor que
el periodo de la onda sismica propagandose en el medio (no hay transferencia

de calor).
Por lo tanto, al existir simetrias, en el tensor elastico se cumple que:
Cijri = Chaij

Esto lleva a que el tensor se reduzca de 36 constantes a 21.
El tensor eldstico puede ser escrito de una manera mas compacta por medio de la

transformacién de Voigt (Cuadro 1.1):
Cijkl — Cmn
El cambio es de forma tal, que los ij (6 kl) cambian a m (6 n) siguiendo la regla:

m=i—i=j

m=9—(i+j)—i#]
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Valor de ij | Valor de kl | Valor Correspondiente de m | Valor Correspondiente de n
11 11 1 1
22 22 2 2
33 33 3 3
32=23 32=23 4 4
31=13 31=13 5 5
12=21 12=21 6 6

Cuadro 1.1: Transformacién de Voigt

Utilizando la transformacién anterior el tensor elastico queda escrito de la siguiente

manera:

Ci1 Ci2 €13 Cia Ci15 Ci6
C12 C2 Co3 Coq C25 Co¢
C13 C32 C33 C34 C35 C36
Cl4 Coqa C34 Cyq C45 Cyp

Ci5 Cz5 C35 C45 C55 Csg

Cie C26 C36 Ca6 Cs6 Co6

La anisotropia consiste en la variacién de las propiedades fisicas de un material
(elasticidad, temperatura, conductividad, etc.) con respecto a la direccién y
polarizacién en la cual se esté midiendo, mientras que en la isotropia las propiedades
fisicas en el material se mantienen constantes, es decir, no varian con respecto a la
direccién y polarizacion. Cuando una onda se propaga en un medio que presenta
anisotropia, su frente de onda es generalmente eliptico, como se puede apreciar en la
figura 1.6 y en otros casos es arbitrario, en cambio, para un medio isétropo el frente

de onda es circular, como se muestra en la figura 1.7.
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ANISOTROPO

Fuente

Frente de onda
No esférico

Figura 1.6: Medio Anisétropo, presenta un frente de onda eliptico (Vyrupo # Viase)-

ISOTROPO
Fuente

Frente de
Vfasezvgrupo Onda Esférico

Figura 1.7: Medio Is6tropo, presenta un frente de onda circular (Vg upo = Vase)-

La forma del frente de onda depende de la velocidad de grupo, que es la velocidad
con la que viaja un tren de ondas y la velocidad de fase, que es la velocidad
con la cual un punto de fase constante viaja perpendicular en direccién normal a la
superficie de la onda. Para un medio isétropo la velocidad de grupo es equivalente a
la velocidad de fase, es decir, Vy,upo = Vryase, mientras que para un medio anisétropo
ocurre la dispersion, es decir, la velocidad de fase es distinta a la velocidad de grupo
Vgrupo 7 Viase, €sto principalmente se debe a que la velocidad varia con respecto a la

frecuencia.
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Los modelos eldsticos mas simples son los llamados isotrépicos. Para esta situacion,
considerada la mas sencilla e ideal, el medio esta caracterizado por la siguiente
representacion matricial del tensor elastico, la cual esta caracterizada completamente
por dos constantes eldsticas, A conocida como el primer parametro de Lamé y u

conocida como el médulo de rigidez o cizallamiento, ambas constituyen las constantes

de Lamé.
C33 C33 —2¢y C33—2c44 0 0 O
C33 — 2C44 C33 csz3—2c44 0 0 O
C— C33 — 2C44 €33 — 2Cy C33 0 0 0
0 0 0 cs3 0 0
0 0 0 0 e3 O
0 0 0 0 0 ¢33

Donde:

c33 = A+ 10y cqq = p son las constantes independientes que aparecen en la matriz en

funcién de los pardmetros de Lamé.

1.10. Tipos de Anisotropia Sismica

Existen diversas razones, por las cuales una roca puede presentar anisotropia, por

ejemplo en el contexto geoldgico las causas mas frecuentes son:

1. Alineamiento de fracturas.

2. Estratificacién fina y presencia de lutitas.
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3. Anisotropia Intrinseca, causada por el alineamiento de la hojuelas de arcillas y

materiales organicos.

Dependiendo del tipo de roca existen diversos tipos de anisotropia:

1.10.1. Isotropia en un plano de simetria (TI)

Este grupo de anisotropia se puede clasificar en dos subgrupos como lo es la
Anisotropia Polar (VTI) y la Anisotropia Azimutal. El primero posee un eje

de simetria vertical, mientras que el segundo presenta un eje de simetria horizontal.

1. Anisotropia Polar: Sus propiedades no varian con respecto al acimut, pero
si varia con respecto al angulo polar. También es llamado isotropia transversal
con eje de simetria vertical (VTI), este tipo de anisotropia es representada por
un medio que contiene capas horizontales muy finas, todas isétropas, producto
de fragmentos de placas de arcilla. Se caracteriza por zonas que contienen
lutitas, como se puede observar en la figura 1.8, las cuales pueden ser trampas

estructurales; este sistema esta regido por cinco parametros elasticos, ci1, ¢1o,

C13, C33 Y C44.
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El tensor eléstico del sistema VTI viene dado por:

a) Medio con isotropia transversal con eje de simetria vertical (VTI).

Figura 1.8: Muestra un medio VTI, este medio es representado en la naturaleza por

las lutitas.

b) Tensor eldstico que caracteriza este tipo de medio.

cin iz a3 0

cig c1 ¢z 0

ci3 ci3 ¢33 0
0 0 0 cu
0 0 0 0 cu
0 0 0 0 0 cg

o O O O
o O o o O

Donde:

1
Ce6 = 5(011 - 012)

2. Anisotropia Azimutal: Consiste en la variacién de una o mas propiedades de
un material homogéneo con respecto al acimut. También es llamado isotropia

transversal con eje de simetria horizontal (HTI), Este tipo de anisotropia
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matematicamente representa lo mismo que un medio con anisotropia polar,
excepto por la rotacion del eje de simetria, sin embargo, en el contexto geoldgico,
el medio se representa por un sistema de fracturas verticales todas paralelas

entre si, como se puede observar en la figura 1.9.

a) Medio con isotropia transversal con eje de simetria vertical (HTT).

e

symmetry-axis

Figura 1.9: Presenta anisotropia HTI, en este tipo de anisotropia la orientacion del

eje de simetria es perpendicular a la orientacién de las fracturas.

b) Tensor eldstico que describe este tipo de medio.

cg3 i3 3 0

ci3 ¢ ¢z 0

i3 ci2 e 0
0 0 0 -ce
0 0 0 0 cu
0 0 0 0 0 cu

o O O O
o o o o O

Donde:

1
Ce6 = 5(011 - 012)
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1.10.2. Anisotropia Ortorrémbica (ORT)

Este tipo de medio es representado por dos sistemas de fracturas mutuamente
perpendiculares, las cuales permanecen invariantes antes rotaciones de 180°
alrededor del eje de simetria, el cual se puede observar en la figura 1.10, asi como

también su correspondiente tensor elastico.

a) Muestra de la Anisotropia Ortorrémbica.

//f Plano de Simetria
N
X2 a | Xy %] |
‘\xa | —
| | |

o o

Figura 1.10: Anisotropia Ortorrémbica (ORT).

b) Tensor eldstico que describe este tipo de medio.

cin 2 c3 0

Cia C2 C23 0

c13 Co23 ¢33 0
0 0 0 cu
0 0 0 0 e
0 0 0 0 0 ce

0
0
0
0

o o o o O

Este tipo de medio representa dos sistemas de fracturas verticales y contiene
nueve constantes elasticas en total. Para este tipo de medio no existe una
expresion analitica para las expresiones de las velocidades de fase y grupo de

las ondas Py S.
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1.10.3. Anisotropia Monoclinica (MNC)

La anisotropia monoclinica esta relacionada con un medio que posee un sistema
de fracturas verticales distribuidas de manera arbitraria (no perpendicular). Para
caracterizar este medio hacen falta 12 constantes elasticas. Los medios con simetria
monoclinica permanecen invariantes ante rotaciones de 7 alrededor del eje vertical,
ademas poseen un plano de simetria horizontal y al igual que en la anisotropia
ortorrémbica no existe una expresion analitica para las expresiones de las velocidades
de fase y grupo de las ondas P y S, un ejemplo de este tipo de anisotropia lo podemos
observar en la figura 1.11 y su respectivo tensor eldstico, caracteristico de este tipo

de anisotropia, entonces:

a) Muestra de la Anisotropia Monoclinica.

Figura 1.11: Anisotropia Monoclinica (MNC).
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b) Tensor eldstico que describe este tipo de medio.

C11
C12

C13

C16

C12
C22

C23

C26

C13
Ca3

C33

C36

Cq4

Cy45

C45

Cs5

C16
C26

C36

Ce6

1.10.4. Anisotropia Débil o Anisotropia de

51

Thomsen

Estudios realizados anteriormente por L. Thomsen [30] en rocas sedimentarias

mostraron que existe muy poca anisotropia en rocas yacimientos no fracturados

como arenas, areniscas y carbonatos sobre condiciones de yacimientos, debido a que

los parametros tienen valores <0.2, ain cuando los materiales que lo constituyen

son altamente anisétropos. También, cabe destacar que, Thomsen, en sus estudios

experimentales comprobd que el comportamiento anisotrépico de gran cantidad

de medios puede caracterizarse mediante valores pequenos de los parametros de

anisotropia y posteriormente denominé a este tipo de medios, medios débilmente

anisotropicos.

1.10.5. Anisotropia Eliptica

Cuando nos encontramos en presencia de un medio anisétropo y la onda al propagarse

contiene un frente de onda eliptico, hablamos de un medio con anisotropia eliptica.

Este tipo de medio se puede observar cerca de los ejes de simetria cuando nos

encontramos en un medio TI, un ejemplo de este tipo de anisotropia lo podemos

apreciar en la figura 1.12.
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FRENTE DE ONDA

Isétw 4

Anisotropia Eliptica
" VMmO

Figura 1.12: Muestra la Anisotropia Eliptica, el frente de onda representa una elipse.

1.11. Ecuacion Elastodinamica y sus soluciones
simples

El método del Rayo Sismico estd basado en la solucién asintética de alta frecuencia de
la ecuacion elastodinamica. Para frecuencias finitas, el método del rayo es no exacto,
pero si es aproximado. Su precisién, sin embargo es suficiente para solventar muchos
problemas de propagaciéon de ondas 2D y 3D de interés practico en la sismologia y

exploracion sismica.

Dentro del método del rayo sismico, las altas frecuencias de los campos de ondas
dentro de estructuras complejas se pueden expandir o ampliar en contribuciones, la

cual se puede propagar a lo largo de los rayos y son llamadas ondas elementales.

Individualmente las ondas elementales corresponden, por ejemplo, en ondas directas
P y S, ondas reflejadas, diversas ondas miltiples reflejadas y transmitidas y ondas
convertidas. Una gran ventaja del método del rayo es que las ondas elementales pueden

ser manejadas de manera independiente.
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Todas las ecuaciones son expresadas en forma algoritmica y pueden ser usadas
directamente en programacién y aplicado en varios programas de interpretacién
sismica, en modelados numéricos de ondas sismicas de campo, en tomografias sismicas

y también en migracién L.

La propagacion de cuerpos de ondas sismicas, en complejas variaciones laterales para

distintas estructuras de capas 2D y 3D son un proceso complicado.

Soluciones analiticas de la ecuacion elastodindamica para estos tipos de medios no son

conocidos.

El mas estricto acercamiento a la investigacion de ambas partes tanto cinematica
como dindmica del método de rayos consiste de las aplicaciones de los métodos de

altas frecuencias asintoticos a las ecuaciones elastodinamicas en los diferentes medios.

Se usara la descripcion Lagrangiana de movimiento en un continuo elastico. Dentro
de la descripcion lagrangiana, se estudia el movimiento de una particula especificada
por su posicién original en algin tiempo de referencia. Asumiendo que la particula es
localizada en la posicion descrita por las cooordenadas cartesianas x; en un tiempo
de referencia. La distancia vectorial de una particula en un tiempo t de posicién &
en un tiempo de referencia es llamado Vector de Desplazamiento y es denotado

como @, donde @ = (Z,t), V. Cerveny [11].

Se denotaron las componentes cartesianas de el tensor de esfuerzo como 7;;(7, ) y las
componentes cartesianas del tensor de deformacién como e;;(Z,t). Ambos tensores

son considerados simétricos, de esta forma se tiene que:

1 Migracién es un proceso el cual ayuda a determinar la verdadera posicién espacial de los eventos

en relacion al nimero de estaciones superpuestas
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Tij(f, t) = Tji<f, t) (148)

El tensor de deformacién puede ser expresado en términos del vector desplazamiento,

de la siguiente forma:

1
eij = 5(“21 -+ Uji) (1.49)

Por otro lado, el tensor de esfuerzo 7;; describe completamente las condiciones de
esfuerzo en cualquier punto Z. Este puede ser utilizado para calcular la traccién T

actuando a través de un elemento de superficie de orientacion arbitraria en ¥ ..

,_Z_—;: Tij Mg (150)

Donde 7 es el vector normal a el elemento de superficie bajo consideracién.

La Ecuaciéon Elastodinamica se refiere a las variaciones espaciales del tensor de

esfuerzo con las variaciones temporales del vector de desplazamiento .-

Se puede expresar la ecuacion general de la Ecuaciéon Elastodinamica como:

75,5 + fi = pi, (1.51)

donde 7 = 1,2, 3.

Aqui f; denota las componentes cartesianas de las fuerzas externas y p representa
la densidad de masa. El término f; en la la ecuacién general de la Ecuacion
Elastodindmica (1.51) podria también referirse al término fuente. La cantidades
- Py

i = %z, con i = 1,2, 3 representando la segunda derivada parcial de u; con respecto

al tiempo (en otras palabras la aceleracion de la particula). De manera similar se
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du;

5; COmMO v; O ;.

puede denotar a la velocidad de la particula
Las cantidades introducidas son medidas en las siguientes unidades:
El tensor de esfuerzo 7;; y el tensor de traccién T; en pascales ..

[7:;] = Pa= Kg.m™'.s?

[T;] = Pa= Kg.m !5

Las componentes de las fuerzas externas f; en Newtons por metro cubico ..

N
f]= 25 = Kgm ™.
m

La densidad de masa p en kilogramos por metro cubico ..
o] = Kg.m™

Las componentes de desplazamiento u; en metros ..

[ui] =m

Por dltimo, se tiene que las componentes del tensor de deformacién e;; son

adimensionales.

1.12. Tipos de Ecuacion Elastodinamica

En un sélido perfectamente eldstico, anisotrépico y lineal la relacion constitutiva entre
el tensor de esfuerzo y el tensor de deformacién, esta dada por la Ley generalizada

de Hooke.
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Tij = Cz‘jklekl (1-52)

Mientras que, en un sélido isotrépico, las componentes del tensor elastico Cj;x; pueden
ser expresadas en términos de dos médulos eldsticos como lo son A y p de la siguiente

forma:

Cijkt = N0 + p(6ikbj1 + 6a0jk) (1.53)

Aqui d;; es el simbolo de la delta de Kronecker:

0ij =1 Para: 1=

0ij =0 Para: i£ ]

En general, A es conocido como el modulo elastico de Lame, mientras que p es llamado

modulo de rigidez.

Los materiales elasticos, lineales, isétropos, homogéneos, tienen sus propiedades

elasticas inicamente determinadas por dos médulos cualesquiera.

Por otro lado, el incremento de esfuerzo esta definido como la diferencia entre el
esfuerzo real y el esfuerzo correspondiente al estado de equilibrio estatico. Este
incremento de esfuerzo es cero dentro del estado de equilibrio estatico y satisface la
relacién constitutiva (1.52) si las derivaciones que provienen del estado de equilibrio

estatico son pequenas.

Todos los médulos elésticos, son en general, funciones de la posicion. Si ellas son
constantes (independientes de la posicién) en alguna regién, se refiere a que dicho

medio es homogéneo.



Capitulo 1: 'Teoria del rayo 57

Es decir, si estos modulos eldsticos no fueran constantes es decir independientes del

tiempo, se estaria en presencia de un medio heterogéneo.

Entonces, de esta forma se puede expresar los diferentes tipos de ecuaciones

elastodindmicas utilizadas en los diferentes medios existentes.

1.12.1. Ecuacién Elastodinamica para medios heterogéneos

u homogéneos Isétropos

Se considera, en principio, un medio de densidad p sometido a la fuerza por unidad

de volumen f;.

Para un medio istropo la relacion entre los tensores de esfuerzo y deformacién, se

puede escribir reacomodando la ecuacién (1.52), entonces:

Tij = A0i;0 + 2pe;5, (1.54)

donde: 0 =epp =up, = Veou

Dicha ecuacién (1.54), representa a la Ley de Hooke, donde aqui 6 es llamado

dilatacién cubica.

Si se reemplaza 6 y e;; por las componentes del vector de desplazamiento, entonces

se obtiene la ecuacion:

Tij = AgjUpr + p(tgg + wg) (1.55)

De esta forma, al insertar la ecuacién (1.55) dentro de (1.51), se obtiene asi la
ecuacién elastodindamica para medios perfectamente elasticos, heterogeneos e isétropos

ilimitados. Entonces la ecuacién queda expresada de la siguiente forma:
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(Aujj) i+ [p(uw +uji)] + fi = pils, (1.56)

donde: i=1,2,3.

1.12.2. Ecuacién Elastodinamica para medios heterogéneos

u homogéneos Anisétropos

Considerando un medio de densidad p sometido a la fuerza por unidad de volumen f; y
tomando en cuenta también que el tensor elastico cumple con las siguientes relaciones
de simetria:
Cijrr = Cjirr = Cijik = Chuij (1.57)
Luego, expresamos ej; en terminos de las componentes del vector desplazamiento
(1.49) y considerando (1.57), se puede reescribir la Ley generalizada de Hooke
(1.52) de la siguiente forma:
Tij = UijkiUkl (1-58)
Entonces, insertando la ecuacién (1.58) dentro de la ecuacién elastodindmica general
(1.51), se obtiene la ecuacién elastodindmica para un medio perfectamente eldstico,

heterogéneo y con ilimitada anisotropia. La ecuacién se expresa de la siguiente forma:

(Cijrur) j + fi = pils, (1.59)

donde i = 1,2, 3.

La ecuacién elastodindmica(1.59) representa un sistema de tres ecuaciones en
derivadas parciales acopladas de segundo orden por tres componentes cartesianas
del vector desplazamiento. Alternativamente, la ecuacion elastodindmica puede
expresarse en términos de 12 ecuaciones en derivadas parciales de primer orden en
tres componentes cartesianas del vector velocidad de la particula y 9 componentes

del tensor de esfuerzo.
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Métodos Trazadores de Rayos

Sismicos

En este capitulo, se consideran los 3 métodos mas influyentes e importantes en el

trazado de rayos sismicos, los cuales son:

1. Métodos de disparo.
2. Métodos de doblamiento del rayo.

3. Métodos de la ecuacién del rayo.

Cada uno de estos tres métodos se basan en diferentes principios fisicos, los métodos
de disparo se basan en la Ley de Snell, M. Born y E. Wolf [6], los métodos de
doblamiento del rayo, que son la base de este proyecto de grado, se basan en el
Principio de Fermat, M. Born y E. Wolf [6] y los métodos de la ecuacién del
rayo se basan en el Principio de Huygens, J. Kane y M. Sternheim [16]. Los
métodos de disparo y los métodos de la ecuacion del rayo generalmente son usados
con representaciones suaves del modelo tales como rejillas o redes de interpolacién
lineal o aproximacién de funciones mediante splines, mientras que los métodos de

doblamiento del rayo son preferidos para las representaciones de celdas constantes.

29
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Ademads, se realiza una revision bibliografica de los diferentes trabajos de
investigaciéon, en los cuales se han propuestos soluciones del trazado de rayo, en el

que se han utilizado cada uno de estos métodos.

2.1. Representacion del modelo Trazador de Rayos

El paso mas costoso en cualquier inversion del tiempo de viaje o algoritmo de
tomografia es el adelantar el paso de modelado asociado con el trazado de rayo a
través de la mejor estimacién actual del modelado rapido de la onda. Por lo que es
esencial hacer una buena eleccion del algoritmo trazador de rayos, para una aplicacion
en particular bajo consideracién. Antes de elegir un método trazador de rayos, un

método de representacion del modelo debe ser elegido. Tres elecciones tipicas son:

a) Celdas.
b) Bloques de constante de enlentecimiento.

¢) Una malla rectangular con valores de enlentecimiento asignados a los puntos de
la malla y valores interpolados linealmente entre puntos de la malla o una suma

sobre un conjunto de funciones bases cuyos coeficientes determinan el modelo

El método de trazado de rayos debe ser disenado para producir resultados 6ptimos

para la representacién del modelo elegido.

A continuacién se explicaran brevemente estos 3 métodos trazadores de rayos:
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2.2. Meétodos Trazadores de Rayos

2.2.1. Meétodos de disparo

Los métodos de disparo de rayos tienen su fundamento fisico en la Ley de Snell. Por
otro lado se tiene que la ecuacién del rayo forman las bases de los métodos de disparo
del trazado de rayos sismicos. Comenzando en cualquier punto aleatoriamente donde
se ubique la fuente, se comienza eligiendo un conjunto de angulos posibles (dngulos
de despegues). Un espaciado inicial 6ptimo de dngulos puede ser determinado si el
rango de variacién de la velocidad de la onda es conocido aproximadamente. Luego,
se usa la ecuacién del rayo para trazar los rayos en cada uno de estos angulos por
medio de la vecindad del receptor de interés. Por lo general ninguno de los dngulos
iniciales resulta ser el correcto (los primeros rayos producidos que impactan o insiden
en el receptor), pero a menudo el receptor est rodeado por dos (algunos) de estos
rayos. Luego, por interpolacion, se puede encontrar una aproximacion lo mas preciso
como se quiera. Es decir, eligiendo un nuevo conjunto de angulos entre un par de
recptores, trazamos los rayos para estos angulos de despegues fijados anteriormente,
manteniendo cercania entre los dos receptores, de esta forma se continta el proceso
hasta que algiin objetivo sea logrado, como conseguir el angulo de despegue éptimo
para trazar los rayos cumpliendo con la ley de snell y permitiendo asi una optimizacion

real del algoritmo planteado.

Los métodos de disparo son muy precisos, pero también relativamente costosos. Puede
que se tenga que disparar muchos rayos hasta alcanzar el grado de precisién deseado.
Ademas, puede haber casos patoldgicos que surgen en la inversién y tomografia sismica
donde este es dificil o imposible trazar un rayo de la fuente al receptor a través de
la mejor estimacion actual del modelo de lentitud. Este tipo de problemas es mas
probable que se produzcan en los modelos que contienen regiones con alto contraste.
Luego, pueden existir zonas de sombra detras de las regiones lenta, donde la amplitud

del rayo es pequena para las primeras llegadas. Este tipo de problemas también pueden
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surgir debido a la mala elecciéon del modelo de parametrizacion.

Los métodos de disparo deberian normalmente ser usados con modelos de
enlentecimiento basados en interpolacién lineal entre puntos de la red (o rejilla),
o aproximaciones de funciones mediante splines (segmentos de recta). Si el modelo
deseado usa celdas y constantes de elentecimiento, los métodos de disparo no son

recomendados.

Este tipo de método toma muy encuenta las condiciones de borde al elegir como

método de representacién del modelo las celdas.

Los métodos de disparo y de doblamiento del rayo propuesto por V. Cerveny [11] en
el 2001, son comunmente usados en enfoques numéricos para solucionar condiciones
de frontera de problemas de trazado de rayos. El método de disparo esta basado en
solucionar ecuaciones del rayo, como problemas de valores iniciales especificando el
angulo de despegue. El angulo de despegue es variado hasta que pase a través de la
posicion del receptor. El método de disparo trabaja bien para encontrar la conexion
entre los rayos emitidos por la fuente y recibidos por el receptor en medios simples
2D. No es eficiente dentro de areas donde las ecuaciones del rayo no sirven, como en
zonas oscuras y dentro de medios complejos donde una variacion leve del angulo de
despegue podria dar lugar a un rayo significativamente diferente, por lo tanto causa
dificultad en conectar los rayos emitidos por la fuente y los que son recibidos por el

receptor.

2.2.2. Meétodos de doblamiento del rayo

Los métodos de doblamiento del rayo estan conceptualmente basados en el Principio
de Fermat o tiempo minimo de viaje. Este método puede ser tan exacto como los

demas si la rutina de busqueda es lo suficientemente sofisticada u éptima dependiendo
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del caso presentado.

Aunque los métodos de doblamiento del rayo pueden ser muy utiles para la
optimizacién de un trazador de rayos, en algunos casos, estos métodos generalmente
no son tan sistematicos ni tan precisos como los métodos de disparo si no se sigue

una correcta estrategia de planificaciéon que aborde el problema planteado.

Sin embargo, también son mucho menos propensos a sufrir errores de convergencia
en la presencia de modelos patolégicos con altos contrastes relativos (que pueden
resultar en zonas de sombra que ocurre detrds de muchas regiones suaves o lentas).
Los métodos de doblamientos de rayos conectan algun camino entre la fuente y el
receptor, este camino inicial es tomado aleatoriamente (generalmente se toma una
linea recta para tomografias Borehole a Borehole) y luego se usa algiin método para
reformar o doblar ese camino para reducir y minimizar el tiempo de viaje a lo largo

del camino.

También, los métodos de doblamiento del rayo son los que generalmente se
recomiendan usar cuando el modelo se compone de celdas de constantes de

enlentecimiento.

En estos tipos de métodos también se cumple con la ley de snell ya que esta ley es
una consecuencia del Principio del Fermat o tiempo minimo de viaje, por lo que es

mas consistente la aproximacion a la fisica incorporada en el modelo.

El método de doblamiento del rayo se direcciona intrinsicamente al problema de
conectar los rayos emitidos por la fuente con los que son recibidos en el receptor. Se
comienza por la conexién de la fuente S a un receptor R mediante un camino inicial.
Este camino inicial se dobla segun el principio de Fermat hasta que el rayo deseado es

obtenido. Si se busca el rayo correspondiente al minimo global del tiempo de recorrido
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o tiempo de viaje, este método permite evitar obtener tinicamente minimos locales,
es decir se tiene una probabilidad de encontrar la solucién deseada al problema de
optimizacién. Se pueden calcular caminos que corresponden a un minimo local de un

tiempo de viaje donde se restringen a ellos a pasar a través de una interface.

El método del doblamiento del rayo se ha utilizado extensamente. Los métodos de
doblamiento del rayo usado por B. Julian y D. Gubbins [15] en 1977 y B. Pereyra
[25] en 1980 usan métodos de diferenciacién finita para resolver las ecuaciones del
rayo y para la construccion de los rayos obligados a pasar a travéz de un receptor
especifico. J. Um y C. Thurber [32] en 1987 y W. Prothero [26] en 1988 toma
un acercamiento u enfoque diferente: Muestra como cada rayo puede ser construido
para perturbar la forma del rayo mismo. J. Um y C. Thurber [32] comenzaron
con una estimacién o suposicion de tres puntos para el rayo y luego ellos usaron
una interpretacion geométrica de las ecuaciones de rayo para perturbar este. W.
Prothero [26] propone una suposicién inicial y luego perturba a este localmente para
encontrar el rayo. El acercamiento de J. Um y C. Thurber [32] es més eficiente,

aunque menos preciso numéricamente que lo propesto por W. Prothero [26].

Ademés K. Koketsu y S. Sekine [18] en 1988 mostraron que el comienzo del método
de J. Um y C. Thurber [32] es mds estable numéricamente que los resultados de B.
Pereyra [25], especialmente dentro de los modelos discontinuos de velocidades. Como
se muestra por B. Pereyra [25], la precisién del método del pseudo-doblamiento del

rayo disminuye a medida que el nimero de discontinuidades del modelo incrementa.

T. Moser, G. Nolet y R. Snieder [22] en 1992, proponen que, con el fin de
minimizar el tiempo de viaje del rayo, se determina el gradiente del tiempo de viaje
con respecto a los parametros que definen la trayectoria y utilizando el método de
gradiente, se ajustan el valor de los pardmetros para ir modificando la trayectoria

hasta encontrar un tiempo de viaje estacionario.
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Estos métodos dependen del camino inicial tomado. Si el camino no es elegido
cuidadosamente, uno pudiera finalizar con un rayo que corresponda a un minimo
local de un tiempo de viaje, en parte esta es una limitaciéon de estos recursos de

analisis de optimizacion.

2.2.3. Meétodos de la ecuacion del rayo

Los métodos de la ecuacion del rayo son métodos ntimericos. El modelado numérico
sismico es una técnica que consiste en simular la propagacion de ondas en
levantamientos sismicos. Uno de los tantos objetivos es complementar o incluso
predecir la informaciéon registrada por un sismégrafo y asi generar un conjunto de
sensores los cuales pueden grabar, partiendo de una supuesta estructura del sub-
suelo. Esta técnica, también conocida como métodos de la ecuacion del rayo son una
valiosa herramienta para la interpretacion sismica y constituye una parte esencial de

los algortimos de inversion sismica.

Para resolver la ecuacién del rayo o ecuacion del movimiento por métodos numéricos
directos, el modelo geoldgico se aproxima a una malla numérica; eso quiere decir,
que el modelo tomado es discretizado en un nimero finito de puntos. Las soluciones
de estos métodos implicitamente generan las ondas de campo completamente. Estos
métodos directos no tienen restricciones de la variabilidad del material y pueden
ser muy precisos cuando una rejilla suficientemente fina se utiliza. Aunque son més
costosos que los métodos de andlisis y rayos en términos de tiempo computacional,
esta técnica puede manejar facilmente la aplicacion de diferentes geologias sean suaves

o complejas.

Uno de estos métodos que marco pauta en dichos estudios fue el método de Vidale

por J. Vidale [36] en 1988, el cual utiliza un esquema de diferenciacién finita para



Capitulo 2: Métodos Trazadores de Rayos Sismicos 66

computar los tiempos de viaje de ondas en un medio arbitrario. El elentecimiento
del medio es representado en los nodos de la rejilla rectangular (para medios 2-D)
con interpolacién lineal asumida entre los nodos. El método se aproxima al campo de

onda que se propaga a través de una onda plana.

Existen otros métodos de trazado de rayo, como por ejemplo el propuesto por T.
Moser [21] en 1991, el cual utiliza la teoria de redes para calcular totalmente el rayo
dentro del método del camino mas corto. Este método siempre encuentra el minimo
global del tiempo de viaje, pero la presicion de los resultados dependen de la geometria
de la red subyacente. H. Sadeghi, S. Suzuki y H. Takenaka [28] en 1999 propone
el algoritmo microgenético, el cual combina el método de pseudo-doblamiento del
rayo y un algoritmo genético para calcular los rayos. Al combinar estos algoritmos,
ellos evitan complicaciones que surgen con discontinuidades dentro de Isa funcién de

velocidad. Sin embargo, su método es dependiente de la conjetura inicial.

Como una alternativa a estos algoritmos de busqueda, V. Vinje, K. Astebol, E.
Iversen y H. Gjoystdal [37], [38] y [39] proponen un método en el cual los frentes de
onda son calculados por el trazado de rayos en elementos cortos en 2 y 3 dimensiones,
respectivamente. Este método usa el trazado de rayos para calcular las formas de
los elementales frentes de ondas que se propagan en variaciones lenta dentro de
medios inohomogéneos. Aunque son rapidos y robustos en la practica, sus principales
desventajas son la dificultad con el mapeo de datos espaciados irregularmente en

mallas regulares.
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Trazador de rayos por Recocido
Simulado: Método de Doblamiento
del Rayo

En este trabajo especial de grado se propone un nuevo método trazador de rayos
sobre el concepto de recocido simulado propuesto por Andrej Bona, Michael Slawinski
y Peter Smith en el articulo [5] presentado en el afio 2009. Usando este método, se
encontraron rayos entre fuentes y receptores fijos que hacen viajes de tiempo (tiempo
de recorrido) del minimo global. Con éste método planteado, es posible construir rayos
y sus viajes de tiempo asociados a una precision satisfactoria en medios complejos.
Ademas, este algoritmo puede ser modificado para calcular rayos que hacen viajes de
tiempo de minimo local, tal como los rayos reflejados, al restringir el rayo que pasan

por un conjunto de puntos que son libres de especificar o modificar.

En este capitulo se presenta una breve introduccién del articulo [5] y luego se presenta

una metodologia concreta de lo que se realizo en el presente trabajo especial de grado.
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3.1. Rayos

Un rayo describe una trayectoria o camino de la senal. Las propiedades del medio son
dadas por la funcién V(z), el cual describe la velocidad en un ruta en cualquier punto
Z dentro del medio. En este trabajo, se consideré un medio en 2 dimensiones, donde

se denotd un solo punto dentro del medio con coordenadas 7 = (z, 2).

El viaje o recorrido de tiempo a lo largo de un rayo v dependen de la velocidad y el

camino, es decir:

ds
T(Vigi ) = /
¥ V(i“’)

Donde ds es el elemento de longitud de arco y ~ conecta los puntos fijos de los

extremos con el inicial (en si vy indica el camino aleatorio generado inicialmente).
El problema de este estudio para encontrar rayos puede ser resuelto visto como un
problema variacional de Fermat para encontrar un camino de un tiempo de viaje
estacionario entre una fuente y un receptor. Esta idea ya habia sido planteada por

V. Cerveny [11] y luego por A. Béna y M. Slawinski [4].

3.2. Recocido Simulado

El recocido simulado es usado en matematicas y fisica para obtener en problemas de
optimizacién sujetos a restricciones una solucién, uno de los articulos mas famosos
fue el de V Cerny [9]. D. Velis y T. Ulrych [35] usaron este método dentro del
contexto de trazador de rayos, desarrollando un algoritmo para buscar el angulo de
despegue del rayo que minimaliza el tiempo de viaje en medios 2D. Estos autores
Velis y Ulrych [35] extendieron su algoritmo trazador de rayos sismicos a célculos
en medios 3D. La diferencia clave entre su algoritmo y el que se presenta en este
trabajo, es que su algoritmo esta basado en variar el angulo de despegue del rayo

inicial, mientras que este esta basado en variaciones al camino en si mismo.
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Este método planteado en el presente trabajo, supera las deficiencias comunes de
los dos anteriores métodos de doblamiento del rayo. Primero, las soluciones que
se presentan en este método son independientes del camino inicial elegido (ya
que el camino elegido inicialmente es aleatorio). Segundo, este método no requiere
usar variaciones de enlentecimiento en los modelos de velocidad y se demuestra la
aplicabilidad del mismo método con varios modelos complejos de velocidad (en el
articulo se utilizaron 2 modelos complejos). Usando una forma lineal no homogénea y
un modelo elipticamente anisotrépico, se demostré que este método puede construir
rayos en medios lentos y que puede ser generalizado a problemas de 3 puntos
(problemas en 3D), el cual es aplicable para calcular rayos restringidos a pasar a
través de multiples interfaces. Luego se estudié el modelo de Marmousi, calculando
rayos en estructuras de velocidades complejas con una presicion comparable a los

otros métodos trazadores de rayos existentes.

En fisica, recocido es un proceso fisico dentro del cual un sélido en un bano caliente
se funde por incrementar la temperatura del bano de calor a un valor en el cual
todas las particulas se disponen al azar en una fase liquida. Luego esto es seguido
de un enfriamiento de las particulas de vuelta a la fase sélida al bajar lentamente
la temperatura de el bano caliente. Ya que el liquido se enfria, se debe permitir que
alcance el equilibrio térmico con el bano de calor para asegurar que las particulas se
depositan en el estado de minima energia al llegar al punto de congelacion. Esto se
conoce como la configuracion del estado fundamental del sistema o simplemente como

el estado fundamental, planteado por P. Chaikin y T. Lubensky [12].

Si el proceso de enfriamiento ocurre muy rapido, se corre el riesgo de defectos de

enfriamiento en el sélido.

El recocido simulado esta basado en la analogia entre la simulacion del recocido de
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solidos y el problema de resolver los grandes problemas combinatorios propuestos por

V. Laarhoven y E. Aarts [33].

Este método fue desarrollado por S. Kirkpatrick [17] y V. Cerny [9], el cual se
basa en aplicar el razonamiento de la mecanica estadistica para resolver problemas
de optimizacién. El objetivo es construir la solucién éptima (el estado fundamental)
para un problema concreto (el sistema) mediante la variacién de una solucién de
prueba de acuerdo con un protocolo especifico (primero un calentamiento y luego
un enfriamiento del sistema) con respecto a un pardmetro particular, en este caso la

temperatura.

Se usé el algoritmo Metropolis para llevar a cabo las perturbaciones a cada
temperatura. Una completa descripcion del algoritmo Metropolis y sus aplicaciones a
simulaciones de sistemas mecanicos estadisticos, estan planteadas en el primer articulo
[20] referente a este caso registrado en 1953, originado por Nicholas Metropolis,
Arianna Rosenbluth, Marshall Rosenbluth, Augusta Teller y Edward Teller, y
generalizado en 1970 por W. K. Hastings, es probablemente el método Monte Carlo
mas utilizado en la Fisica, y tiene como objetivo determinar valores esperados de
propiedades del sistema simulado, a través de una media sobre una muestra. El
algoritmo es concebido de modo a obtenerse una muestra que siga la distribuciéon
de Boltzmann. Para determinarse la probabilidad de una dada configuracion, seria
necesario conocer la oportunidad de ocurrencia de todas las otras configuraciones.
En el caso de variables continuas, seria necesario una integracién de la densidad de
probabilidad sobre todo el espacio de configuraciones, pero ese procedimiento es muy
costoso ya que se utiliza un nimero de variables de la orden de centenares. Al pasar

de los anos otra propuesta interesante en el 2002 fue propuesta por M. Newman y
G. Barkema [23].

La eficiencia del algoritmo de Metropolis esta directamente conectada al hecho de no
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llevar en cuenta la probabilidad de las configuraciones en si, pero si la razén entre
ellas, pues la razén entre las probabilidades de dos configuraciones dadas puede ser

determinada independientemente de las otras.

Las herramientas computacionales hoy en dia son muy usadas para resolver diversos
problemas planteados en fisica estadistica y en muchas otras areas, una de estas
herramientas computacionales son los métodos de Monte Carlo, los cuales forman los
mas grandes y mas importantes clases de métodos numéricos usados para solventar

problemas de fisica estadistica.

La parte mas dificil de llevar a cabo una simulacién de Monte Carlo es la generalizacion
de un apropiado conjunto aleatorio de estados de acuerdo a la distribucion de
probabilidades de Boltzmann. Casi todos los regimenes de Monte Carlo se basan
en procesos de Markov como el motor de generacién para el conjunto de estados

utilizados.

Para implementar el algoritmo de recocido simulado como un método para el trazado
de rayo, se consideran las analogias existentes entre la teoria del rayo y la mecénica

estadistica.

3.3. Analogias entre la Teoria del Rayo y la

Mecanica Estadistica

El objetivo del recocido simulado, como método de optimizaciéon de una funcién
objeto, consiste en simular el enfriamiento de un sistema fisico mediante la busqueda
del minimo o6ptimo de dicho problema. Dicha funcién objeto esta asociada al

Hamiltoniano del sistema.
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En este trabajo, se asociaron configuraciones de sistemas con caminos que conectan
fuentes y receptores. Sea Y(S,R) el cual representa un camino particular o aleatorio que
conecta una fuente S a un receptor Ry sea T, denotado como el tiempo de viaje

asociado a este camino.

El objetivo de este estudio, también se basa en encontrar el camino que minimiza
el tiempo de viaje existente entre la fuente y el receptor. Entonces, dentro de este
contexto, es natural asociar energias con tiempos de viajes a lo largo de un camino.
Como resultado, entonces, el estado fundamental es el camino que minimiza el tiempo
de viaje a lo largo del mismo. Por lo tanto, el rayo encontrado (el que recorre el camino

que minimiza el tiempo) corresponde a el estado fundamental.

Para representar el papel del bano caliente dentro del trazado de rayos, se utiliz6 el
parametro 7, el cual tiene unidades de tiempo. Se disminuiria el valor de este
pardmetro de la misma forma que se disminuiria la temperatura del bano caliente

en el recocido simulado.

3.4. Metodologia del trazador de rayos

3.4.1. Rayos: Discretizacion y Parametrizaciéon

Se representa un medio 2D por una red D de N = L, x L, puntos, donde L, denota
el nimero de puntos a lo largo del eje = y del eje z respectivamente. Los parametros

h. y h, denotaran el espaciamiento sobre D.

Sea S la fuente, R el receptor y v(s;S, R) el camino que conecta estos puntos y
7(s; S, R) una poligonal de M lineas con segmentos que tienen puntos finales sobre

D que aproximan v(s; S, R):
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v(s; 9, R) = 7(s; S, R) = U (3.1)

El término 7,(s) representa el k esimo-segmento de la poligonal:

Vi(s) = my(s — s5) + pr, (3.2)
donde my, es la direcciéon y pi corresponde al punto inicial. La ecuacién anterior

representa un segmento de recta.

El tiempo de viaje real es calculado sobre la malla, por la ecuacién de aproximacién

(3.1), entonces:

T (Vi) 7) ZT Viey W) (3.3)

y T(Viz);7,) denota el tiempo de viaje de la senal a lo largo del k-ésimo segmento

del rayo con V(g siendo la velocidad de la senal.

La velocidad se escala de acuerdo a las distancias dimensionales sobre la “red” o

“malla” y se expresa en unidades de m.s .

El tiempo de viaje de una senal de propagacion a lo largo de 7, es:

_ 5f ds
T (Viz);: 7i(s)) Z/k Voo (3.4)

0

La ecuacion (3.4) puede ser integrada numéricamente.

El problema que se aborda es minimizar el tiempo de viaje T sobre el conjunto de

trayectorias que unen S y R en términos de la aproximacion 7 determinamos:

T =min Y T(7,) (3.5)
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y una trayectoria 7 sobre la cual se alcanza T*, es decir, un punto del conjunto:

M={7el:T(H)=T""} (3.6)
Para este fin, sea A > 0 y consideramos la funcién de probabilidad sobre I':

e T®)
ZWGI‘ eiATW)

Al multiplicar el numerador y el denominador de lo anterior por e

Pr\(7) =

AT*.

NI —T(7))

(3.8)

donde T es el conjunto de trayectorias y como I' = M U M€, entonces:

§ NI §T AT T | §T AT -T()

~Fer FeM FeMe

= Y1+ Y AT

yeEM yeMe

= #M+ Y MO (3.9)

yeMe

Donde #M denota el ntimero de elementos de M. Sustituyendo (3.9) en (3.8),

entonces:

AT —T())
M+ > g ae T T

Como T* — T'(¥) < 0, entonces, para 7 ¢ M al hacer tender A — +00, se tiene que:

PA(¥) (3.10)

O~
Pr(¥) — —;ﬁ (3.11)

1 siyeM
Opmez) = o (3.12)
0 siy¢ M
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Esto dice que cuando A es grande la atencién se concentra sobre M. De esta forma

se construye una cadena de Markov con distribucién limite Py(7), (para A grande).

Un método para construir una tal cadena es introducir el concepto de trayectorias
cercanas y utilizar el algoritmo de Metropolis-Hastings. En este algoritmo se

moveran de una trayectoria % a una ) (“Cercanas”) con probabilidad:

“ATHY) /N (70)
(i) ~()\ — e € / (7 )
P (7" —7Y) = min {1, TG N (70) (3.13)
Si se elige:
NFY) = NFY) (3.14)
Entonces:
P(7Y — 5W) = min{1, efAT(WU))*T(W“))} (3.15)

Cuando la cadena de Markov esta en el estado 7, se elige la trayectoria ) y si
r(FY) < T(H9), la cadena se mueve al estado 7 y si no la cadena se mueve a 7

con probabilidad eMTON) =TI 4 permanece en el estado 7% con probabilidad
1 — MTED)-TFD))]

La limitacién es que se elegié “\ grande” fijo, si la cadena entra en una trayectoria
7 que al evaluarla T(%) tenga un valor pequeno, entonces la cadena podria tardar

mucho tiempo en moverse a un estado diferente.

En la practica A no se toma fijo si no que se escoge por medio de una sucesion
{An}n>0 que crezca a infinito lentamente, por ejemplo, A, = clg(1 + n). De manera
que al principio ocurren muchos cambios y luego la sucesion crece permitiendo menos

cambios.
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AMT*=T(7))

1
Si se define 7, = o la distribucion P, o e es una distribucion de Gibbs o

n
conocida también como una distribucién de Boltzmann'®.

La probabilidad de aceptacion A de moverse de un camino «; a 7y, en 7 es:

1 si AT <0

(3.16)
si AT >0

AT)

Al =) = { ,
(A T

Donde AT = T(v,) — T(v;) es el cambio del tiempo de viaje de las sefiales asociadas

con la perturbacion del camino.

Cualquier perturbacion que disminuye el tiempo de viaje a lo largo del camino es
aceptada automaticamente, aunque cualquiera de las perturbaciones que incrementen
el tiempo de viaje son aceptadas con una probabilidad que disminuyen con la
temperatura. Por ejemplo, las perturbaciones que aumentan el tiempo de viaje a
lo largo del camino por AT(v;) ~ 7 tiene un 30 % de probabilidad de aceptacién en

ese particular 7.

Cuando 7 disminuye, esta probabilidad disminuye, asi que las perturbaciones de este

tamano tienen menos probabilidades de ser aceptada.

3.4.2. Algoritmo: Recocido Simulado

A continuacién se presenta brevemente el algoritmo pseudoformal referente al recocido
simulado, el cual posteriormente se implementé en el programa Octave (y puede ser

apreciado completamente en la seccién de los Apéndices).

La distribucién de Boltzmann consiste en una cierta funcién de distribuciion o medida de

probabilidad para la distribucién de los estados de un sistema especifico.
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Algoritmo: Recocido Simulado

Proponer trayectoria inicial 7y y temperatura Ty.
Calcular tiempo de viaje Ty de .
En la iteraciémn k> 1.

Mientras que 7, < TOL.
Proponer nueva trayectoria v* utilizando el algoritmo de perturbacién

aleatoria (3.4.4) para trayectorias.
Calcular el tiempo de viaje 1™ asociado a ~*.

SiTj1>T"
{
Entonces Ty, =T% y v =7*.
}
Sino T, <T*
{
Se genera u uniforme en el intervalo [0,1] y se acepta

o0 rechaza:

T Ty
(T, ) = (T*,v*) siu<e Th1
(Tk—1,7k—1) en otro caso

}

Actualizar la temperatura 7.

}
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En el algoritmo anterior se consideraron los siguientes esquemas de enfriamiento:

Descenso Geométrico

Ty = aTg_1, donde, « € [0.8,0.99]

Descenso de Boltzmann

70
T, — ———
T 1+ 1g(k)
= Descenso de Cauchy
70
Tk
» Esquema de Lundi y Mees
70
Tk

1+ beta(k)
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3.4.3. Trazado de Rayos usando el Recocido Simulado

Para S = (zs5,25) vy R = (s, 2,), se comienza con una suposicién de un rayo 7°(£)
que tiene M segmentos. La parametrizacién es determinada por la ecuacion (3.2), y
su tiempo de viaje es calculado por la ecuacién (3.3). Para simplificar, se elige una
linea recta como una suposiciéon inicial. Se comienza el proceso del recocido con una
alta temperatura, entonces todas las perturbaciones en el sistema son aceptadas,
posteriormente se enfria el sistema hasta que este se fija o llega hasta un valor
estacionario. Por lo tanto, la solucién que se encontro en este trabajo de investigacion

no depende de la suposicion inicial, ya que se aniquila al iniciar los calculos.

En cada paso, se elige un punto al azar, ¢ = (z,, 2,) € D, que conecta 2 segmentos

en 7°(€). Luego, se elige 1 de 3 perturbaciones posibles al azar, sobre dicho punto:

a) La eliminacién del punto.
b) Agregar otro punto.

¢) Mover el punto a otro diferente dentro de D

Si es removido o eliminado el punto, se conectarian los puntos adyacentes al punto

elegido ¢, como se observa en la figura 3.1

Figura 3.1: Perturbacién que resulta de eliminar un punto ¢ € 7°.
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Si se elige agregar otro punto, se divide el segmento a la izquierda o a la derecha de q
y se conecta a un punto elegido aleatoriamente ¢ € D, como se observa en la figura

3.2

Figura 3.2: Perturbacion del camino debido a la adiciéon de otro punto. Los puntos
g €7’y ¢ € D son elegidos aleatoriamente y el camino original es perturbado
mediante el fraccionamiento de los segmentos y posteriormente se une a) g —1 a qy
b) ¢ a ¢+ 1 y luego se une a cada uno en ¢, formando asi los 2 diferentes caminos
formados en las discontinuidades del segmento. Luego se selecciona el camino del

tiempo de viaje mas pequeno para subsiguiente calculos.
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Si elegimos mover el punto ¢ a ¢’, como se observa en la figura 3.3.

Figura 3.3: Perturbacion del camino al mover el punto a otro diferente dentro de D,

es decir, mover el punto q a ¢

Sea AT, el cual denota el cambio del tiempo de viaje correspondiente a la perturbacion
elegida: Agregar, quitar o mover el punto a lo largo del camino. Para el cambio del
tiempo de viaje AT en 7, donde 7 tiene unidades de tiempo y es el andlogo de la
temperatura en esta formulacion, se acepté esta perturbacién usando la probabilidad

de aceptacién A, dada por la ecuacién (3.16).

3.4.4. Algoritmo: Tipo de perturbacion elegida al azar

En el algoritmo pseudoformal presentado acontinuacion se muestra la eleccién del
tipo de perturbacion elegida aleatoriamente en el trazado de rayos usando recocido

simulado.
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Algoritmo: Tipo de perturbacion elegida al azar

Elegir un punto F; sobre la trayectoria aleatoriamente.
Elegir el tipo de perturbacién que se aplicara.
Si se eligié eliminar entonces

{

Redefinir la trayectoria eliminando el punto F;.
Si no
Si se eligié insertar entonces
Elegir donde se va a insertar el nuevo punto.
Si se insertara antes entonces
Seleccionar uno de los ocho vecinos de P; y redefinir
la trayectoria insertando el punto seleccionado, antes de F;.

}

Si no (entonces se inserta después)

{

Seleccionar uno de los ocho vecinos de P; y redefinir

la trayectoria insertando el punto seleccionado, después de F;.

}
}
Si no (se eligié mover)
Seleccionar uno de los ocho vecinos de P; y se redefine

la trayectoria sustituyendo P; por su vecino.

}

82



Capitulo 3: 'Trazador de rayos por Recocido Simulado 83

3.4.5. Equilibrio y Tasa de enfriamiento

Analizando los desequilibrios y equilibrios que ocurren en la naturaleza, se pueden
observar que cuando existe un flujo de calor entre dos subsistemas, uno de ellos
estda mas caliente que el otro, hasta que se igualan las temperaturas al llegar al
equilibrio. Es por ello que al alcanzar el equilibrio, tanto la temperatura, como la

presion o la concentracién estan bien definidas, V. Alonso [1].

Es por ello, que para que se equilibre el camino correctamente con respecto a 7, se
necesita elegir el nimero de caminos v con cuidado. Se elige v como un miltiplo
entero del nimero de puntos de rejilla N, entonces se selecciona cada punto en la

rejilla por lo menos una vez por temperatura en promedio.

Si se elige v con un valor pequeno, el sistema podria no estabilizarce y se podria
encontrar con una configuraciéon que no sea la 6ptima. Por el contrario, si se elige un

v con valor grande, se estaria sacrificando eficiencia por precision.

Para los resultados presentados en este trabajo, nosotros elegimos v = 10N. Para
valores menores de v se obtienen resultados de similar precision; sin embargo, se
sigue con v suficientemente grandes, como para garantizar que todos los puntos de la

rejilla son suficientes sin un mayor coste computacional.

Para simular el proceso de enfriamiento dentro del proceso de recocido simulado, uno

puede seguir varios procedimientos, entonces:

Y. Nourani y B. Andersen [24] investigaron las propiedades de varios
procedimientos de enfriamiento implementado en varios estudios de recocido
simulado. Ellos consideran constante la velocidad termodinamica, exponencial,
logaritmica y las tasas de enfriamiento lineal. Las comparaciones se basan en la

cantidad de entropia producidas durante el proceso de recocido para estados iniciales
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y finales dados y un ntmero fijo de iteraciones.

El sistema de regrigeracion genera la menor cantidad de entropia, este sistema se
considera el mejor; En su estudio, la tasa de la velocidad constante termodinamica es
tambien buena; siempre se encontré el minimo global del sistema dentro del ntimero

preescrito de iteraciones.

Para estas simulaciones del proyecto de grado, se usé el Descenso Geométrico como

esquema de enfriamiento, el cual se traduce en la siguiente secuencia:

Ty = aTg_1, donde, « € [0.8,0.99]

Donde k£ = 0,1,2,... denota el i-ésimo paso de enfriamiento dentro del proceso de
recocido y « corresponde a la velocidad de enfriamiento. Aunque esta tasa no tiene una
rapida convergencia a la tasa constante de velocidad termodinamica, esta originé los
mejores resultados de todas las de todas las tasa fijas de los sistemas de enfriamiento

considerados.

La aplicaciéon adaptativa progresivamente de las tasas, como por ejemplo la tasa

constante de la velocidad termodinamica puede ser estudiada en un trabajo futuro.

El paso final antes de correr las simulaciones, es elegir aproximadamente valores 7 y
a. El valor de 7 es elegido para cada modelo de tal manera que la tasa de aceptaciéon

es cercana a la unidad al comienzo de los calculos.

Para la tasa o sistema de enfriamiento de este estudio, se elegi6 o = 0,84 y se
enfrié para 25 temperaturas. Esto permite que se enfrie el sistema en varios 6rdenes
de magnitud de temperatura. Valores mayores de a dan lugar a una lenta tasa de
enfriamiento, donde la posibilidad de aceptar menos minimos locales entra en juego;

pero resultando en un necesario costo mayor de computo cientifico, mientras que
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valores menores de o dan lugar a una rapida tasa de enfriamiento, donde la posibilidad
de aceptar minimos locales aumenta. También la optimizacién de los valores de «

pueden ser estudiados en trabajos futuros.

Se derivé la tasa de enfriamiento mediante la construccién de 100 rayos entre una
fuente dada y un par de receptores y se observo que el conjunto de parametros da el

mejor balance entre presicion y eficiencia.

Con la tasa de enfriamiento senalada anteriormente, se contruyé un conjunto de rayos
para los cuales sus viajes de tiempos difieren en el orden de milisegundos o menos.
Mayores tasas de enfriamiento con mayores valores de v son mas precisos, a expensas
de eficiencia. Por lo tanto, la informacién y resultados presentados aqui se encuentran

dentro de la presicion de la escala de error experimental adecuada.



Capitulo 4

Resultados Experimentales y

Analisis

Los conceptos desarrollados en los capitulos anteriores permiten implementar un

algoritmo trazador de rayos sismicos mediante el proceso de recocido simulado.

En este capitulo se reportan los resultados obtenidos al evaluar la versién final del
algoritmo, sobre un modelo sintético (Medio Exponencial linealmente heterogéneo) y
un modelo encontrado en la literatura (Modelo de Marmousi) donde se construyeron

rayos y calcularon los tiempos de viaje asociado a dichos modelos de velocidades.

a) Modelo 1: Medio Exponencial linealmente heterogéneo.

b) Modelo 2: Modelo de Marmousi.

Se presentaron resultados para dos y tres puntos de los calculos del trazado de rayo

que conectan una fuente y receptor.

En el comienzo de cada célculo, se obtuvo el tiempo de viaje entre cada posible
conjunto de puntos en la rejilla. Ya que, como se incrementa el nimero de puntos, el

tiempo que toma calcular las escalas de los tiempos de viaje se toma como w,

86
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donde N es el nimero de puntos sobre la rejilla cuadrada o cuadricula.

Se necesita llevar a cabo este calculo una séla vez por simulacién, siempre y cuando no
se hagan modificaciones en la malla geométrica. Esto es crucial cuando N es grande.
Sin embargo, la cantidad de memoria disponible impone limites estrictos sobre el
niumero de puntos que se pueden considerar en dichos cédlculos. Ademads, este paso
no es equivalente a calcular todos los rayos posibles; el propdsito de este calculo es
ofrecer una mirada o vista previa a grandes rasgos de todo el proceso de recocido

simulado cuando se calculan las perturbaciones de un camino.

Para cada modelo, se construyé rayos entre la fuente y todos los posibles pares (fuente-
receptor). Luego se usé esta informacién para reconstruir cualitativamente las formas
de los frentes de ondas mediante el trazado de todos los puntos que se encuentran en

la isécrona T = ¢ usando el software matematico.

Pero antes de construir los datos de la isécrona para cada modelo, se construyeron
100 rayos conectando la fuente a un especifico receptor para adquirir un conocimiento

en como el presente algortimo se comportaria en los medios considerados.

Los resultados obtenidos en el algoritmo pueden ser vistos con una precision de una
parte en 10*. Los tiempos de viaje de los rayos construidos en la presente simulacién
estan de acuerdo con cada punto donde se comenzé el calculo hasta otro cierto punto

(fuente-receptor).

El algoritmo presentado en este trabajo no produce el tiempo de viaje minimo
absoluto como para alcanzar el 100 por ciento de precision, pero si es realmente
bueno, la diferencia en el camino entre el minimo y maximo del tiempo de viaje
observado cuando la temperatura se llega a cero es pequena, por lo que se podria

estar en presencia de un minimo local y no un minimo global, el cual es el esperado.
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Sin embargo, cabe destacar que justamente al usar el proceso de recocido simulado se
aumento la precision considerablemente en comparacion con otros trabajos realizados,

este método es muy preciso para los medios lo suficientemente suaves.

Todas las simulaciones se realizaron usando un cédigo en serie sobre un procesador

Intel Core i5 CPU M450 a 2,40GHz.

Utilizando el proceso de recocido simulado indicado anteriormente, el calculo de cada

rayo tomé cerca de un aproximado de 1,38 s de tiempo de CPU.

Le tomo aproximadamente 4 horas y 48 minutos para realizar el calculo de un conjunto

de rayos a partir de una fuente especificada a todos los puntos sobre la rejilla.

Ademas, se podra comparar los resultados del modelo de Marmousi con los resultados
publicados en la literatura y comentar posteriormente sobre cémo estos resultados

coinciden.

La principal preocupacion con este trabajo, consiste en mostrar que el método
presentado aqui es no exacto. Para ello, se utiliz6 una red o rejilla de 100 x 100

para muestrear el dominio de cada modelo empleado.

Se tiene que tener claro que no se le presta mucho atencion a las comparaciones de
tiempo de CPU, més alla de citar la cantidad de tiempo necesario para realizar los
calculos necesarios, ya que el algoritmo presente en este trabajo podria ser mejorado
con algin otro proceso de optimizacién, el cual corresponderia a un proximo o futuro

trabajo de investigacion.
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4.1. Pruebas Realizadas

Para validar la calidad del software desarrollado se realizaron dos tipos de pruebas.
La primera prueba consistié en un modelo tedrico, (Medio Exponencial linealmente
heterogéneo) ya que en los medios utilizados para estas pruebas se conoce una solucién
analitica para el comportamiento de los rayos, de modo que es posible determinar
tanto la trayectoria del rayo como su tiempo de viaje. En la segunda prueba se
utilizé un medio complejo, (Modelo de Marmousi) donde no se conoce una solucién
analitica para el problema. Sin embargo este tipo de prueba permite evaluar el

comportamiento del algoritmo en lo que a convergencia se refiere.

A pesar de que el algoritmo permite el trazado del rayo correspondiente a cualquier
tipo de onda (P, SV o SH), en todas las pruebas que se presentan se calculé la
trayectoria y tiempos de viajes de los rayos correspondientes a una onda tipo P

(onda primaria).!

4.1.1. Primer modelo de prueba: Medio Exponencial

linealmente heterogéneo

Se consideré primeramente como modelo de prueba un Medio Exponencial linealmente
heterogéneo (Ver Figura 4.1) para probar el algoritmo trazador de rayos sismicos
usando recocido simulado, este modelo presentado es de caracter tedrico, lo que
permitié comparar los tiempos de viajes (experimentales) obtenidos para diferentes
ubicaciones del receptor con los tiempos de viajes tedricos calculados mediante la

ecuacion (4.1).

!Las ondas tipo P también se conocen como ondas compresionales o longitudinales, las cuales se

desplazan perpendicularmente a la direccién de propagacion.
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Figura 4.1: Medio exponencial linealmente heterogéneo (velocidad expresada en
m/s): Sobre un mallado de 100 x 250 puntos de muestreo del campo de velocidades

a intervalos de 30 metros a lo largo de x y 2.

El desempeno del algoritmo trazador de rayos sismicos se evalu6 utilizando este medio
construido de manera sintética. Para la construccion de este medio se utlilizé un
algoritmo de interpolacion de superficies mediante el uso de una rejilla geométrica de

100 x 100 puntos implementado a partir de las ideas presentadas en el Capitulo 3.

El tipo de medio presente en este modelo es isotropico heterogéneo, con capas
homogeneas, la caracteristica principal de la velocidad en este medio es que la misma
es constante en cada capa pero con diferente valor en cada una de ellas segin se
indica en la figura 4.1. Ademas se consideraron a las interfaces planos paralelos a la

superficie.
En esta prueba se intenta modelar un medio heterogéneo donde la velocidad aumenta
exponencialmente con la profundidad. Este medio fue utilizado por V. Grechka y G.

McMechan [13] para probar el algoritmo trazador de rayos que ellos proponen.

En el medio utilizado por V. Grechka y G. McMechan [13] la velocidad de la onda
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quedaba definida mediante la expresién:

Viey = Voe™, (4.1)

donde V = 1500% y k= 1500 m~!.

= 1y — Amplitud
s £ — Constante

s 2 — Profundidad

La ecuacién (4.1) como se dijo anteriormente indica que la velocidad del rayo que
recorre el modelo exponencial al utilizar el algoritmo incrementa exponencialmente

al aumentar la profundidad.

Para este medio, V. Grechka y G. McMechan [13] presentan una expresién analitica
que permite determinar el tiempo de viaje del rayo que conecta una fuente localizada
en Pryente = (1,0,1) con un receptor ubicado en Pecepror = (2,0, 2). La expresion es

la siguiente:

t B \/Q(Cosh(k:z) — cos(kx))
(22) = kVo exp(kz/2)

(4.2)

En el cuadro 4.1 se muestra el tiempo de viaje (experimental) obtenido para cada
uno de los rayos trazados y el tiempo de viaje calculado tedricamente mediante la
ecuacién (4.2). Se indica también en este cuadro las ubicaciones de los receptores

correspondientes a estos tiempos y su respectivo error relativo.
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Ubicacion del Tiempo de viaje Tiempo de viaje Error

Receptor (m) Experimental (s) Tedrico (s) Relativo
[10,100] 0.3448 0.3467 0,0055
[20,100] 0.3499 0.3509 0,0028
[30,100] 0.3552 0.3578 0,0073
[40,100] 0.3660 0.3669 0,0025
[50,100] 0.3789 0.3780 0,0024
[60,100] 0.3925 0.3906 0,0049
[70,100] 0.4094 0.4044 0,0124
[80,100] 0.4336 0.4188 0,0353
[90,100] 0.4492 0.4337 0,0357
[100,100] 0.4833 0.4485 0,0776

92

Cuadro 4.1: Tiempos de viaje calculados para diferentes ubicaciones del receptor en

el medio Exponencial linealmente heterogéneo.
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Debido a que el modelo del medio en el algoritmo que se propone es un medio
estratificado, es decir, por capas, fue necesario discretizar este medio continuo. Para
esto se consider6 un mallado geométrico de 100x 100 puntos, el cual posteriormente fue
extrapolado a dicho modelo de prueba, simulando asi capas separadas por superficies

interfaces de forma plana.

Sin embargo, es importante destacar que estas exigencias computacionales no son
imputables al algoritmo de optimizacién seleccionado (recocido simulado), sino que
surgen de la complejidad del problema que se pretende resolver, es decir, conocer el

comportamiento del rayo en el presente medio.

Si bien este medio no presenta mayor complejidad, resulta interesante ya que se conoce
una solucién analitica que permite determinar el tiempo de viaje del rayo que conecta

una fuente con un receptor.

En base a los valores que aparecen en el cuadro 4.1 se determiné que el promedio del
error relativo en el tiempo calculado experimentalmente es de 0,0186, lo cual sirve

como indicador de la exactitud del algoritmo.

Si la diferencia entre los datos de tiempo de viaje de las ondas obtenidos
experimentalmente y los resultados obtenidos tedéricamente no alcanzaran la precision
deseada, seria necesario hacer modificaciones sobre el modelo con el fin de reducir
estas diferencias. Es por ello, que existen diferentes estrategias para determinar como
debe modificarse el modelo del medio, las cuales incluyen métodos del algebra lineal,

técnicas de optimizacion no lineal, entre otras.

Finalmente, una vez modificado el modelo y la estrategia de optimizacion, se utilizaria
este como mejor estimado del medio para realizar una nueva iteraciéon del algoritmo

de inversion.
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Figura 4.2: Trayectorias de algunos rayos.

Ademas se pueden apreciar graficamente varios ejemplos de diferentes trayectorias de
los rayos sismicos (Ver Figura 4.2), conseguidas al fijar el emisor en el punto [1,1]
y diferentes receptores en los puntos [10,100], [20, 100], [30, 100], [40, 100], [50, 100],
(60, 100], [70, 100], [80, 100], [90, 100] y [100, 100] correspondientes a 10 rayos.
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4.1.2. Segundo modelo de prueba: Modelo de Marmousi

Ahora, se considera el modelo de Marmousi 2D R. Versteeg y G. Grau [34]. El
modelo de Marmousi, fué creado inicialmente por el Instituto Francés de petroleo
(IFP) y es usado comunmente en procesamiento de datos sismicos como migracién e

inversion.

Al igual que en el modelo anterior se calcularon los rayos y sus viajes de tiempo
asociados al modelo de prueba, en este caso, usando una versién de enlentecimiento
de Marmousi. Como se dijo anteriormente para este modelo no se conoce una soluciéon
analitica para el comportamiento de los rayos. Dado el caracter irregular del campo
de velocidades, se utiliz6 una rejilla cuadrada o cuadricula de 100 x 100 puntos, la
cual genera la mejor soluciéon posible para el modelo de velocidad de muestreo de

manera uniforme.

Los tiempos de viaje entre todos los puntos de la red de Marmousi se calculan a partir
de un conjunto de datos de 384 x 122 puntos de muestreo del campo de velocidades
a intervalos de 24 metros a lo largo de x y z. Al determinar el tiempo de viaje a
lo largo de un segmento, se calcula el enlentecimiento o lentitud de acuerdo al mas
cercano punto de velocidad. El modelo de velocidad de enlentecimiento de Marmusi

se representa en la figura 4.3.
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Figura 4.3: Modelo suavizado de Marmousi (velocidad expresada en m/s): Sobre un
mallado de 384 x 122 puntos de muestreo del campo de velocidades a intervalos de

24 metros a lo largo de z y z.

En la figura 4.4, se trazaron un conjunto de tiempos de viajes correspondientes a
las primeras llegadas provenientes de una fuente ubicada a (6.0Km, 2.8Km) de
profundidad, un conjunto de 384 puntos, espaciados uniformemente a lo largo de la
superficie a intervalos de 24 metros, comparando asi los resultados obtenidos por el
método de recocido simulado encontrados por A. Béna, M. Slawinski y P. Smith [5]

y los encontrados por el método de trazado de rayo de Benamou [2].

Se graficaron los tiempos de viajes obtenidos para 100 rayos en el Modelo de
Marmousi, como se observa en la figura 4.5. Para poder calcular dicho proceso, los
tiempos de viajes de los 100 rayos tardaron aproximadamente 2 minutos y 53 segundos
de tiempo de CPU. En esta simulacion se colocaron los receptores en la primera fila
del mallado geométrico (como si se colocaran en la superficie del terreno) mientras

que la fuente se encontraba en un punto de coordenadas equivalente a (6 km, 2.8 km).
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Figura 4.4: Comparacion entre los resultados obtenidos por el método de recocido
simulado encontrados por A. Béna, M. Slawinski y P. Smith [5] y los encontrados por

el método de trazado de rayo de Benamou [2].
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Figura 4.5: Tiempos de viajes obtenidos para 100 rayos en el Modelo de Marmousi.

Por lo tanto al comparar los resultados obtenidos (Ver Figura 4.5) con los encontrados
en el articulo [5] (Ver Figura 4.4), se aprecié una gran semejanza, por lo que se

consider6 como una buena convergencia el comportamiento de los rayos generados
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por el algoritmo, dichos resultados fueron tabulados en el cuadro 4.2.

Cabe destacar que los resultados obtenidos en este T.E.G referente a los frentes de
ondas del modelo de Marmousi no son explicados ni referenciados en su totalidad en

el articulo de A. Béna [5].

En la figura 4.6, se representan todos los frentes de ondas generados por el algoritmo
en este trabajo y no todos cumplen con la propiedad fundamental para ser isocronas,
ya que algunas se cortan entre si, es decir, el fuerte ruido presente en algunos frentes de
ondas son provocados por posibles errores de calculo niimericos, presumiendo asi que
el algoritmo propuesto es mas preciso y util en modelos de velocidad suaves y no en

modelos que presentan gran complejidad en estructuras geoldgicas.

L
4000

1 L L L L L L
1000 2000 3000 5000 6000 7000 8000

x(m)
Figura 4.6: Frentes de ondas (re-escalados) obtenidos en este T.E.G usando el método

de recocido simulado.

Es por ello, que para realizar una comparacién mas realista se tomé la figura 4.6 y
se adaptaron los ejes de tal modo que no se incluyera dicho ruido, generando asi la

figura 4.7, la cual muestra una gran precision al ser comparada con la figura 4.8, la
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cual corresponde a los frentes de ondas obtenidos en el articulo [5] usando el mismno

método.
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Figura 4.7: Frentes de ondas obtenidos en este T.E.G usando el método de recocido

simulado.
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Figura 4.8: Frentes de ondas obtenidos en el articulo [5], usando el método de recocido

simulado y posteriormente ploteado sobre el Modelo de Marmousi.
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Ubicacién del Receptor (m) | Tiempo de viaje Experimental (s)
1,1] 2,5554
[6,1] 9.4741
11,1] 2,3045
[16,1] 2.1246
[21,1] 1,9271
126,1] 1,7888
31,1] 1,6848
136,1] 1,5058
[41,1] 1,3822
146,1] 1,2577
51,1] 1,1735
[56,1] 1,1004
61,1] 1,0200
166,1] 1,0400
71,1] 1,0762
[76,1] 1,1204
81,1] 1,2357
186,1] 1,3051
91,1] 1,3965
[96,1] 1,4947

Cuadro 4.2: Tiempos de viaje calculados para diferentes receptores en el modelo de

Marmousi.
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De las pruebas realizadas en los dos modelos de velocidad se puede observar que
el modelo de Marmousi es mas variable y por ende menos suavizado que el modelo

Exponencial linealmente heterogéneo.

Ademsds se construyéron las graficas de Tiempo Vs Iteracion para diferentes valores
de a (0,8, 0,84, 0,9, 0,99) usando el Método Geométrico para enfriamiento, para
poder asi comparar y determinar cual valor brindaba mejor relaciéon entre el espacio
de busqueda (aceptacion de tiempos considerados minimos por el algoritmo) y el

nimero de iteraciones hasta alcanzar la condicion de parada.

Tiempo
P
N
T
1

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Iteraciones

Figura 4.9: Valor de enfriamiento para o = 0,8.
En base a los valores que aparecen en la figura 4.9 se determiné que, para este valor

de enfriamiento (o = 0,8) fueron necesarias aproximadamente 84,45 iteraciones del

algoritmo de optimizacion para alcanzar la condiciéon de parada.
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Figura 4.10: Valor de enfriamiento para a = 0,84.

De la misma forma, en base a los valores que aparecen en la figura 4.10 se
determiné que, para este valor de enfriamiento (v = 0,84) fueron necesarias
aproximadamente 108,35 iteraciones del algoritmo de optimizacion para alcanzar la

condicién de parada.

Tiempo

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Iteraciones

Figura 4.11: Valor de enfriamiento para a = 0,9.

En la figura 4.11 se determing que, para este valor de enfriamiento (a = 0,9) fueron
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necesarias aproximadamente 177,67 iteraciones del algoritmo de optimizacién para

alcanzar la condicion de parada.

]

Tiempo

o 500 1000 1500 2000
Iteraciones

Figura 4.12: Valor de enfriamiento para a = 0,99.

Por 1ltimo, de acuerdo a los valores que aparecen en la figura 4.12 se determiné que,
para este valor de enfriamiento (o = 0,99) fueron necesarias aproximadamente 1810,24
iteraciones del algoritmo de optimizaciéon para alcanzar la condicién de parada, por
lo tanto, se puede apreciar especificamente que para este valor de enfriamiento se
tiene el mayor espacio de busqueda dentro del mallado (aceptacién de tiempos) y
conjuntamente el mayor ntmero de iteraciones, pudiendo generar resultados mas
precisos, pero esto da lugar a una lenta tasa de enfriamiento, donde la posibilidad de
aceptar menos minimos locales entra en juego, pero resultando en una prolongacion de

tiempo de CPU debido al manejo de las grandes cantidades de datos que se manejan.
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Encontrando asi que para diferentes valores de o usando el Método Geométrico para
enfriamiento (o = 0,8, @ = 0,84, o = 0,9, @ = 0,99), el valor de mas adecuado fue el
de a = 0,84, ya que permite un equilibrio al aceptar tiempos de viajes en un espacio
de busqueda moderado y por lo tanto no requerir de tiempos muy prolongados de

ejecucion del algoritmo.



Conclusiones y Recomendaciones

El objetivo primordial alcanzado de manera satisfactoria fue proponer un reciente
método de trazado de rayos sismicos basado en el recocido simulado, propuesto
Andrej Béna, Michael Slawinski y Peter Smith [5] en el 2009, consiguiendo emular

eficientemente los resultados obtenidos en dicha publicacion.

Los modelos de velocidad presentados en este trabajo demuestran la utilidad del

método propuesto.

Las pruebas realizadas permiten afirmar que el algoritmo se desempena de una manera
satisfactoria en diferentes tipos de medios que van desde medios simples, como lo
son los medios isotrépicos heterogeneos, hasta medios complejos como el modelo de

Marmousi.

El desempenno obtenido al utilizar el algoritmo de recocido simulado es satisfactorio
ya que se logra un algoritmo trazador de rayos con un bajo costo computacional
y sobre todo es ttil porque no utiliza derivadas sino evaluaciones de la funcion del

tiempo de viaje.
Los resultados del modelo de Marmousi mostraron que el presente método es adecuado

para el calculo de los rayos en modelos de enlentecimiento hasta alcanzar una precision

exitosa al evaluar el comportamiento del algoritmo en lo que a convergencia se refiere.
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Ademas, se aproveché el hecho de que los puntos sobre la rejilla se pueden asignar
a areas especificas del modelo para alcanzar una mayor precisién. En este caso, se
le asigné a los puntos que se encuentran a lo largo de una interface no paralela al
sistema de coordenadas de la red subyacente. En otras palabras, se poseé libertad de

elegir cualquier modelo de rejilla que se desee.

Los resultados obtenidos al utilizar el medio exponencial y el modelo de Marmousi
en este algoritmo, demuestran que el método puede producir resultados precisos en
medios simples y complejos en comparacion con los resultados obtenidos a partir de

otros métodos.

El paralelismo natural de los rayos sismicos, los cuales se propagan de manera
independiente, hace posible plantearse en trabajos futuros, la posibilidad de
implementar una versiéon paralela del presente algoritmo en maquinas con
multiprocesador, con el fin de reducir los tiempos de ejecucion del CPU, ya que
si se conoce la dependencia de los procesos involucrados en la solucion propuesta
al problema del trazado de rayos, es posible plantear diferentes paradigmas de
implementacién paralela. Esto podria ser de gran importancia al extrapolar los

calculos de los rayos de 2D a 3D.

Teniendo en cuenta el algoritmo en si, las extensiones para el trazado de
rayos en 3D son sencillas, la complicacién principal seria el procesamiento y
calculos computacionales, para lo cual se requeriria de méaquinas o sistemas con
multiprocesadores, como se plantéo anteriormente, para asi agilizar el tiempo de
procesamiento de datos. Ademas seria recomendable realizar el algoritmo en otros

lenguajes de programacién como Ct+ o Fortran.

El algoritmo Metropolis en 3D es, en principio, el mismo que el algoritmo 2D, el cual

fué el planteado en este trabajo. Entonces, se propone que para un algoritmo en 3D,
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se especifique un camino inicial y se planteé un recocido de la solucion del tiempo
minimo de viaje del rayo al igual que en 2D, con la diferencia de que se elegirian
puntos en un mallado o rejilla representados en 3D, es decir utilizando un sistema de

coordenadas en tres dimensiones.

Otra alternativa planteada para trabajos futuros consiste en implementar o sustituir
el recocido simulado por el VFSA conocido como very fast simulated annealing. La
ventaja del VFSA sobre las técnicas tradicionales del SA se basan en la eleccién del
generador de la distribucion y el sistema de refrigeracién. Para la seleccién de nuevos
valores de parametros, el VFSA utiliza una distribucién de Cauchy, que permite
la exploraciéon del modelo de espacio méas eficazmente que el uso de distribuciones
Gausianas o uniformes. Ademas, una tasa de enfriamiento mas rapido permite acelerar

la convergencia sin limitar su capacidad de evitar minimos locales.

Se tiene en cuenta que el algoritmo presentado en este trabajo se puede ajustar aun
mas, para poder asi, adaptarse a aplicaciones especificas de una mejor forma mediante

la optimizacion del sistema de refrigeracion.



Apéndice A

Algoritmo trazador de rayos

sismicos

A.1. Principal

%Programa de recocido simulado

%Funci\’on optimizaci\’on por recocido simulado

%Version 1.0

%Modelo de Marmousi

%Entradas

#%nfg y ncg: n\’umero de filas y n\’umero de columnas de la malla que se usa para
%definir la trayectoria que sigue el rayo (malla geom\’etrica)
%V: Matriz que define el campo de velocidad

%E y R: coordenadas del emisor y receptor (cordenada z, cordenada x)
%I: n\’umero de puntos que definen la trayectoria del rayo
%(incluyendo al emisor y al receptor).

clear all

nfg=100;

ncg=100;

I=12;

E=[1,65]";

R=[96,65];

%load mmarmsmooth.mat; Ymodelo suavizado de Marmousi
load marmusisuave.mat; Ymodelo duro de Marmousi
%V(1:50, :)=2*ones (50,100) ;

%V(51:100, :)=8%ones (50,100) ;

%tiempo de trayectoria m\’as corta
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%tiempo2=80;

%tviaromber (E,R,V,nfg,ncg) ;
%V(1:122,:)=1500%ones (122,384) ;
V=VM;

function tiempog=optrecsim(E,R,I,nfg,ncg,esquema,V)
trayec=[E,zeros(2,I-2),R];

%trayectoria inicial

D=R-E;

for i=2:I-1
trayec(:,i)=fix(E+D*(i-1)/(I-1));

end

%c\’alculo del tiempo de viaje de la trayectoria inicial

tiempo =0;

for i=1:I-1
tiempoSeg(i)=tviaromber (trayec(:,i),trayec(:,i+1),V,nfg,ncg);
tiempo=tiempo+tiempoSeg(i);

end

thau=1;

iter=0;

while (thau>0.00000001)
iter=iter+l;
J%perturbaciones aleatorias
if (I==3)
pertu=fix(2*rand)+2;
indicep=2;
else
indicep=fix((I-2)*rand)+2; %punto a modificar de la trayectoria
pertu=fix(3*rand)+1 %tipo de perturbaci\’on
end
switch pertu;
case{1} %Eliminar punto
trayecn=[trayec(:,1:indicep-1) trayec(:,indicep+1:I)];
Indtran=I-1;
case{2} %Sustituir punto
pnuevo=simular(trayec(:,indicep) ,nfg,ncg);
trayecn=trayec;
trayecn(:,indicep)=pnuevo
Indtran=I;

case{3} %Insertar punto
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end

pnuevo=simular(trayec(:,indicep) ,nfg,ncg)
donde=fix (2*rand)+1; %donde insertar
switch donde
case{1} ‘antes
trayecn=[trayec(:,1:indicep-1) pnuevo trayec(:,indicep:I)];
case{2} Jdespues
trayecn=[trayec(:,1:indicep) pnuevo trayec(:,indicep+1:I)];
end

Indtran=I+1;

switch pertu ;

end

case{1}

if (Indtran==2)
tiempon=tiempo2;
else
tiempoSegn(1:indicep-2)=tiempoSeg(1l:indicep-2);
tiempoSegn(indicep-1)=tviaromber(trayecn(:,indicep-1),trayecn(:,indicep),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep:I-2)=tiempoSeg(indicep+1:I-1);
tiempon=tiempo-tiempoSeg(indicep-1)-tiempoSeg(indicep)+tiempoSegn(indicep-1);
end
case{2}
tiempoSegn=tiempoSeg;
tiempoSegn(indicep-1)=tviaromber (trayecn(:,indicep-1),trayecn(:,indicep),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep)=tviaromber (trayecn(:,indicep),trayecn(:,indicep+1),V,nfg,ncg);
tiempon=tiempo-tiempoSeg(indicep-1)-tiempoSeg(indicep)+tiempoSegn(indicep-1)+tiempoSegn(indicep) ;
case{3}
switch donde
case{1} ‘antes
tiempoSegn(1:indicep-2)=tiempoSeg(1l:indicep-2);
tiempoSegn(indicep-1)=tviaromber (trayecn(:,indicep-1),trayecn(:,indicep),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep)=tviaromber(trayecn(:,indicep),trayecn(:,indicep+1),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep+1:I)=tiempoSeg(indicep:I-1);
tiempon=tiempo-tiempoSeg(indicep-1)+tiempoSegn(indicep-1)+tiempoSegn(indicep);
case{2} Ydespues
tiempoSegn(1:indicep-1)=tiempoSeg(1l:indicep-1);
tiempoSegn(indicep)=tviaromber (trayecn(:,indicep),trayecn(:,indicep+1),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep+l)=tviaromber (trayecn(:,indicep+1),trayecn(:,indicep+2),V,nfg,ncg);
tiempoSegn(indicep+2:I)=tiempoSeg(indicep+1:I-1);
tiempon=tiempo-tiempoSeg(indicep)+tiempoSegn(indicep)+tiempoSegn(indicep+1);

end

if (tiempon < tiempo)

clear trayec tiempo tiempoSeg
trayec=trayecn;

tiempo=tiempon;
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tiempoSeg=tiempoSegn;
else
u=rand;
delta=tiempon-tiempo;
alpha=exp(-delta/thau) ;
if (u < min(1,alpha))
clear trayec tiempo tiempoSeg
tiempo=tiempon;
trayec=trayecn;
tiempoSeg=tiempoSegn;
else
clear trayecn tiempon tiempoSegn;
end

end

thau=temperatura(thau,iter,esquema) ;
I=length(trayec);

TRAY{iter}=trayec;
tiempog(iter)=tiempo;
disp([tiempo,iter,thaul);

end



Apéndice B

Algoritmo trazador de rayos

sismicos

B.1. Temperatura

%Funci\’on optimizaci\’on por recocido simulado

%iter, Ajuste
function temp=temperatura(templ,iter,esq);

tinic=1;
alpha=0.81;
beta=0.001;

switch esq

case{1} Jdescenso constante
temp=1;

case{2} Jdescenso geom\’etrico
temp=alpha*templ;

case{3} Jcriterio de Boltzmann
temp=tinic/(1+log(iter));

case{4} /Esquema de Cauchy
temp=tinic/(1+iter);

case{5} /Esquema de Lundi y Mees
temp=tinic/(l+beta*iter);

end
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Algoritmo trazador de rayos

sismicos

C.1. Interpola
function invVt=interpola(t,P1M,direc,V)

[f,c]l=size(V);
P=P1M+t*direc;
SI=fix(P);

if (SI(1,1)==f)
SI(1,1)=f-1;

end

if (SI(2,1)==c)
SI(2,1)=c-1;

end

F=[SI(1,1),8I(1,1)+1];
C=[81(2,1),8I(2,1)+1];

Z(1,1)=V(F(1),c(1));
Z(1,2)=V(F(1),Cc(1));
Z(2,1)=V(F(1),C(1));
Z(2,2)=V(F(1),C(1));
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%F\’ormula de interpolaci\’on

invVt=((C(2)-C(1))*(F(2)-F(1)))/([F(2)-P(1,1) ,P(1,1)-F(1)1*Z*[C(2)-P(2,1) ,P(2,1)-C(1)]*);



Apéndice D

Algoritmo trazador de rayos

sismicos

D.1. Simular

%simula nuevo punto de sus vecinos
%q es el punto se que se va a perturbar
Jm,n es el tama\“{n}o de la malla

%salida genera vecino
function pnuevo=simular(q,m,n)
if (g==[1,117)

indvec=fix(3*rand)+1;

switch indvec
case{1}
pnuevo=[2,1]’;
case{2}
pnuevo=[2,2]’;
case{3}
pnuevo=[1,2]’;

end
elseif (q==[1,n]’)

indvec=fix(3*rand)+1;
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switch indvec
case{1}
pnuevo=[1,n-1]’;
case{2}
pnuevo=[2,n-1]’;
case{3}
pnuevo=[2,n]’;

end
elseif (q==[m,n]’)

indvec=fix(3*rand)+1;

switch indvec
case{1}
pnuevo=[m-1,n]’;
case{2}
pnuevo=[m-1,n-1]’;
case{3}
pnuevo=[m,n-1]’;

end
elseif (gq==[m,1]1’)

indvec=fix(3*rand)+1;

switch indvec
case{1}
pnuevo=[m,2]’;
case{2}
pnuevo=[m-1,2]’;
case{3}
pnuevo=[m-1,1]’;

end
elseif (q(1,1)==1)

indvec=fix(5*rand)+1;

switch indvec
case{1}
pnuevo=[1,q(2,1)-1]";
case{2}
pnuevo=[1,q(2,1)+1]’;
case{3}
pnuevo=[2,q(2,1)-1]";
case{4}
pnuevo=[2,9(2,1)17;
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case{5}
pnuevo=[2,q(2,1)+1];

end
elseif (q(2,1)==n)

indvec=fix(5%rand)+1;

switch indvec
case{1}
pnuevo=[q(1,1)-1,n]’;
case{2}
pnuevo=[q(1,1)+1,n]’;
case{3}
pnuevo=[q(1,1)-1,n-1]7;
case{4}
pnuevo=[q(1,1),n-1]";
case{5}
pnuevo=[q(1,1)+1,n-1]7;

end
elseif (q(1,1)==m)

indvec=fix(5%rand)+1;

switch indvec
case{1}
pruevo=[m,q(2,1)-1]7;
case{2}
pnuevo=[m,q(2,1)+1]7;
case{3}
pnuevo=[m-1,q(2,1)-1]17;
case{4}
pnuevo=[m-1,q(2,1)]1’;
case{5}
pnuevo=[m-1,q(2,1)+1]17;

end
elseif (q(2,1)==1)

indvec=fix(5*rand)+1;
switch indvec
case{1}
pnuevo=[q(1,1)-1,1]7;
case{2}
pnuevo=[q(1,1)+1,1]’;
case{3}
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pnuevo=[q(1,1)-1,2]7;
case{4}
pruevo=[q(1,1),2]7;
case{5}
pnuevo=[q(1,1)+1,2];

end
else

indvec=fix(8*rand)+1;

switch indvec

case{1}
pnuevo=[q(1,1)-1,q(2,1)-11";
case{2}
pnuevo=[q(1,1),q(2,1)-1]17;
case{3}
pnuevo=[q(1,1)+1,q(2,1)-1]";
case{4}
pnuevo=[q(1,1)-1,q(2,1)1";
case{5}
pnuevo=[q(1,1)+1,q(2,1)]17;
case{6}
pnuevo=[q(1,1)-1,q(2,1)+1]’;
case{7}
pruevo=[q(1,1),q(2,1)+1]";
case{8}

pnuevo=[q(1,1)+1,q(2,1)+1]’;

end

end



Apéndice E

Algoritmo trazador de rayos

sismicos

E.1. Romberg

%M\’etodo de integracil’on de romberg con tolerancia
%tol es la tolerancia
%n es el n\’umero de m\’aximo de filas de la tabla

%quad es el valor de la integral
function quad=romberg(P1M,direc,V)

tol=10"(-6);

h=1;

M=1;

n=10;

err=1;

J=0;

R=zeros(4,4);
R(1,1)=0.5*(interpola(0,P1M,direc,V)+interpola(1l,P1M,direc,V));

while ((err>tol)& (J<mn)) | (J<4)
J=J+1;
h=h*0.5;
s=0;
for p=1:M
x=h*(2%p-1) ;
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s=s+interpola(x,P1M,direc,V);
end

R(J+1,1)=R(J,1) /2+h*s;
M=2x*M;
for K=1:J

R(J+1,K+1)=R(J+1,K)+(R(J+1,K)-R(J,K))/(4"K-1);
end

err=abs(R(J,J)-R(J+1,K+1));
end

quad=R(J+1,J+1);



Apéndice F

Algoritmo trazador de rayos

sismicos

F.1. tviaRomberg

%#C\’alculo del tiempo de viaje en un segmento

%entradas

%Los cordenadas (Z,X) de los extremos del segmento Pl y P2 en la malla
%geom\’etrica

%La matriz V de velocidades del medio

/%Dimensiones de la malla geom\’etrica: m, n
function tiempo=tviaromber(P1,P2,V,m,n)

[M,N]=size(V);

%P1 y P2 en las coordenadas de Marmusi
P1M=[P1(1,1)*(M/m) ,P1(2,1)*(N/n)]";
P2M=[P2(1,1)*(M/m) ,P2(2,1)*(N/n)] " ;

%vector director del segmento que une P1M y P2M
direc=(P2M-P1M);

J%calculamos la norma del vector director
nV=norm(direc,2);

s=romberg(P1M,direc,V) ;

tiempo=24#*nVx*s;
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Algoritmo trazador de rayos

sismicos

G.1. Insertar

%Insertar en una posicil’on
function insertar(trayec,posi)
pnuevo=rand(2;1);

u=rand;

if (u<0.5)
trayec=[trayec(:,1:posi-1),pnuevo(:,1),trayec(:,posi:end)];

else
trayec=[trayec(:,1:posi),pnuevo(:,1),trayec(:,posi+l:end)];

end
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