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RESUMEN

Los sistemas de flujo bifásico gas-líquido, pueden generar diferentes distribuciones
espaciales de las fases, de acuerdo a la relación de flujo que esté presente en la
tubería.  Para algunas distribuciones de fases o patrones de flujos ya se posee un
conocimiento amplio sobre las variables que afectan los mecanismos del flujo y la
manera como la masa, la cantidad de movimiento y la energía son transportados e
intercambiados entre las fases.  Este conocimiento se ve reflejado en la predicción
acertada del gradiente de presión en la tubería (error < 15%), error correspondiente a
flujos intermitentes y dispersos.  Sin embargo, en los patrones de flujo segregados
(estratificado y anular), aunque en la actualidad existen modelos que tratan de
describir la fluidodinámica de estos patrones de flujo (Xiao et al. (1990); Ouyang
(1998); Gómez et al. (1999); Holden (2002) y Padrino et al. (2002)), los errores que
se obtienen en la predicción del gradiente de presión superan el 60%.  Esto se
corroboró observando el desempeño de los modelos, con una base de datos de
aproximadamente 240 puntos experimentales identificados como flujo anular.

En las líneas de transporte de gas de la industria petrolera, se encuentra la presencia
de condensados y agua, que generalmente se desplazan como flujos segregados, este
hecho impulsó que en la presente investigación se estudiara el patrón de flujo anular
empleando diferentes correlaciones para el estudio de las variables que intervienen en
la fluidodinámica del patrón de flujo, como lo son: el factor de fricción entre el
líquido y la pared, el factor de fricción en la interfaz gas–líquido, el arrastre de gotas
de líquido por la corriente de gas; y se considerara la excentricidad de la película de
líquido.  El modelo propuesto en la presente investigación se contrastó con una base
de datos de 240 puntos, cuya velocidad superficial del líquido se encuentra entre
0.003-5.96 m/s, la velocidad superficial del gas entre 9-69.6 m/s, viscosidad del
líquido entre 1- 1200 cP y diámetros de tubería entre 0.0261 m y 0.0953 m.  Con el
modelo propuesto se disminuyó el error en la predicción del gradiente de presión en
la tubería en aproximadamente a la mitad, respecto a los modelos que en la actualidad
se utilizan para el diseño y evaluación de tuberías. 
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1. INTRODUCCIÓN

En los principales procesos industriales se encuentran presentes sistemas de flujo

multifásico, los cuales son altamente complejos y por más de 50 años se ha invertido

un gran esfuerzo para su entendimiento.  En función de las condiciones de diseño y

operación de las estaciones de flujo y las propiedades del fluido, se pueden generar

diferentes distribuciones espaciales de las fases gas-líquido presentes en la tubería.

Para algunas distribuciones de fases o patrones de flujos ya se posee un conocimiento

amplio sobre las variables que afectan los mecanismos del flujo y la manera como la

masa, la cantidad de movimiento y la energía son transportados e intercambiados

entre las fases, contando con modelos y simuladores que sirven para el diseño y

evaluación de las tuberías con errores asociados inferiores a 15%, estos patrones

corresponden a flujos intermitentes y dispersos.

En los patrones de flujos segregados (estratificado y anular), los modelos utilizados

en los simuladores como: Xiao et al. (1990); Ouyang (1998); Gómez et al. (1999);

Holden (2002) y Padrino et al. (2002), predicen el gradiente de presión en las tuberías

con errores que superan el 50%, debido a la complejidad e incertidumbre existente en

el estudio de algunas variables, tales como el factor de fricción entre el líquido y la

pared de la tubería, el factor de fricción interfacial, la fracción de líquido arrastrada

por el gas, la excentricidad del gas en el anular y desprendimiento o deposición de

gotas en la interfaz. 

En la presente investigación se estudiará el caso del patrón de flujo anular gas-líquido

en tubería horizontal.  En este caso se han realizado numerosos experimentos y

generado correlaciones para el factor de fricción entre el líquido y la pared de la

tubería, el factor de fricción interfacial y la fracción de líquido arrastrada por la

corriente de gas en el centro del anular.
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Las correlaciones empleadas generalmente para determinar el factor de fricción

líquido - pared de tubería son: Colebrook (1939), Davis (1943) ⎯desarrollada para

tuberías anulares lisas⎯, la correlación de Ouyang et al. (1996), para flujo bifásico

gas - líquido (utilizada por Gómez et al. (1999)) y en esta investigación también se

desarrolló una correlación para flujo bifásico gas - líquido.

Para determinar el factor de fricción de la interfaz gas-líquido las correlaciones

utilizadas son: Wallis (1969), Whalley y Hewitt (1978), Oliemans et al. (1986),

Petalas y Aziz (1997),  Grolman et al. (1997) y Gómez et al. (1999). Las

correlaciones utilizadas para determinar la fracción de líquido arrastrada por la

corriente de gas, son la de Wallis (1969),  Oliemans et al. (1986) y Petalas y Azis

(1997). 

En los modelos desarrollados cuando el patrón de flujo es anular, se deberían

considerar otras variables que forman parte del fenómeno hidrodinámico, tales como:

la excentricidad de la película de líquido, el efecto de deposición y arrastre de gotas

de líquido en la interfaz.  Ya algunos investigadores han comenzado a estudiar la

excentricidad de la película de líquido en el flujo anular (Rovinske et al (1996) y

Chen et al (1997)), sin embargo en la actualidad los modelos mecanicistas que se

emplean generalmente para determinar el gradiente de presión en la tubería no

incluyen el efecto de la excentricidad del anular, estos modelos son: Xiao et al.

(1990); Ouyang (1998); Gómez et al. (1999); Holden (2002) y Padrino et al. (2002). 

Este hecho ha impulsado el inicio de está línea de investigación, donde se estudió

cada una de las opciones planteadas por los diferentes autores y se desarrolló un

modelo para flujo anular que incluye el efecto de la excentricidad del flujo y reduce la

incertidumbre en la predicción del gradiente de presión.



CCAAPPIITTUULLOO  II  ::

FFUUNNDDAAMMEENNTTOOSS  TTEEÓÓRRIICCOOSS
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2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

2.1. CONCEPTOS BÁSICOS 

El flujo multifásico es conocido como el movimiento de una mezcla de fluidos con

diferentes propiedades físicas y químicas.  En esta investigación se estudió el flujo

bifásico gas - líquido en una tubería circular y en esta sección se describen las

variables relacionadas a este tipo de flujo.

2.1.1. Caudal Volumétrico

El caudal volumétrico se denota como q, y las variables qL  y qG se refieren a los

caudales volumétricos de líquido y gas, respectivamente. 

GL qqq += (2.1)

2.1.2. Fracción Volumétrica de Líquido (Holdup de Líquido)

Es la fracción de volumen de un campo de flujo bifásico ocupado por la fase líquida.

Obviamente, 0 < HL < 1.  La definición del holdup de líquido más comúnmente

utilizada es:

q
L

L
qH = (2.2)

2.1.3. Fracción Volumétrica de Gas

La fracción volumétrica de gas, es un elemento de volumen de un campo de flujo

bifásico ocupado por la fase gaseosa, comprendida su valor entre cero y uno:

LH-1α = (2.3)

La suma de ambas fracciones volumétricas de líquido y gas son igual a la unidad.
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2.1.4. Velocidad Superficial

La velocidad superficial de una fase es la velocidad que ocurriría si sólo esa fase

fluyera en la tubería, por lo tanto las velocidades superficiales del líquido y el gas

son, respectivamente:

A
qV L

SL =                  y           
A
qV G

SG = (2.4)

La suma algebraica de las velocidades superficiales de las fases es conocida como

velocidad de la mezcla y esta dado por:

SGSL
GL

M VV
A

qqV +=
+

= (2.5)

2.1.5. Velocidades Reales (in-situ)

La velocidad real (in-situ) de cada fase, es calculada a partir de los valores de

fracción volumétrica de líquido.

L

L

L

SL
L A

q
H
VV ==            

G

G

L

SG
G A

q
H-1

VV == (2.6)

2.1.6. Velocidad de Deslizamiento

Las velocidades reales de la fase líquida y gaseosa son normalmente diferentes.  La

velocidad de deslizamiento representa la velocidad relativa entre las dos fases:

LGD VVV −= (2.7)

Existen otras definiciones de velocidad relacionadas con el flujo bifásico gas-líquido

que no se mencionan en este trabajo, estas se pueden encontrar en Shoham (1998).
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2.2. PATRONES DE FLUJO

El término patrón de flujo se encuentra referido a la configuración geométrica del gas

y el líquido en la tubería.  La distribución espacial de las fases gas y líquido depende

de las siguientes variables: diámetro de tubería, ángulo de inclinación, caudal de gas y

líquido, densidad, viscosidad y tensión superficial.  A continuación se presenta la

clasificación de patrones de flujos presentada por Shoham (1982), la cual se realizó

con datos experimentales recolectados para fluidos de baja viscosidad.

Flujo estratificado

Flujo anular

Flujo disperso

Flujo Interm itente

Figura 2.1 Patrones de flujo bifásico gas- líquido en tubería horizontal.

Los diferentes patrones de flujo presentados en la Figura 2.1, se pueden observar en

tubería horizontal o casi horizontal y se clasifican como: flujo estratificado (suave u

ondulado); intermitente (tapón o burbuja elongada), anular y burbujas dispersas.

Estos patrones, se describen a continuación:

 Flujo Estratificado ocurre a bajos caudales de líquido y gas, en él las fases están

separadas por acción de la gravedad. La fase líquida fluye en la parte inferior de

la tubería y la gaseosa por la parte superior, de acuerdo al comportamiento de la

interfaz el  patrón de flujo estratificado se subdivide en estratificado suave,

cuando la interfaz es lisa, y estratificado ondulado, donde se forman ondas

estables en la interfaz.
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 Flujo Intermitente se caracteriza por el flujo alterno de líquido y gas, los tapones

de líquido ocupan por completo el área transversal de la tubería y están separados

por bolsas de gas, las cuales contienen una película de líquido estratificado que

fluye por el fondo de la tubería.  El patrón de flujo intermitente se divide en flujo

tapón y burbuja elongada.  En el patrón burbuja elongada el tapón de líquido no

tiene burbujas de gas entrampadas.  A velocidades de gas más altas, se forma un

vórtice en el frente del tapón que entrampa pequeñas burbujas, el flujo se conoce

como tapón.

 Flujo Burbuja Dispersa ocurre a altas velocidades de líquido, donde la fase

líquida se considera como continua y la gaseosa se distribuye en forma de

pequeñas burbujas inmersas dentro de la fase continua. En estas condiciones

ambas fases se mueven a una misma velocidad. 

 Flujo Anular se presenta a altas velocidades de gas (mayores a 10m/s).  La fase

gaseosa viaja en el centro de la tubería y puede contener gotas de líquido

entrampadas.  El líquido fluye como una fina película alrededor de la pared de la

tubería, generalmente es más gruesa hacia el fondo de la tubería, dependiendo de

la magnitud de la velocidad relativa de una fase con respecto a la otra y la

viscosidad de la fase líquida.

 

2.3. ESTUDIO DE LA EXCENTRICIDAD DEL ANULAR

Son tres los trabajos encontrados donde se estudia la excentricidad del flujo anular, ya

que en casi todas las investigaciones se considera simetría axial de la película de

líquido. Los estudios en esta área son el de Chen et al. (1997), Rovinske et al. (1996)

y González (1998).  A continuación solo se presentará el modelo matemático

propuesto por González (1998), del que se partió para incluir el efecto de la

excentricidad del anular en el modelo desarrollado en esta investigación y en el

Anexo A se presentan las otras dos investigaciones relacionadas a la excentricidad del

flujo anular, las cuales se descartaron porque Chen et al. desarrollaron un modelo
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para  flujo estratificado ondulado en una tubería horizontal donde el anillo no se

forma completamente, sino que queda contacto de la fase gaseosa con la tubería y el

modelo de Rovinske et al. donde se desarrolla una solución analítica para flujo anular

en tubería considerando que las fases gas y líquido viajan en régimen de flujo

laminar.  

González (1998) propone en su modelo un cambio de coordenadas para obtener el

comportamiento de un flujo que viaja entre dos tuberías excéntricas donde el cilindro

interno gira entorno a su eje central, para ello se utiliza una transformación conforme

bilineal que permite generar el sistema de coordenadas, el cual sirve para analizar el

caso de tuberías tanto excéntricas como concéntricas. 

Para comprender el sistema de ecuaciones a utilizar, primero se introducirá el

concepto de transformación conforme. La transformación conforme es aquella donde

en cada punto w de un dominio existe una función analítica ( f ) cuya derivada en z es

diferente de cero. (Churchill,1968).

El tipo de transformación utilizada en esta investigación es bilineal, el cual

transforma circunferencias en un plano en circunferencias con otra posición en otro

plano.  Está dada por:

( )0≠−
+
+

= bcad
dcz
bazw (2.8)

Donde a,b,c,d son constantes complejas.  La transformación bilineal asigna a cada

punto del plano z un único punto del plano w, excepto el punto 
c
dz −=  cuando 0≠c .  

 La transformación del sistema de coordenadas permite pasar de un plano-z de

círculos excéntricos  a un plano-w de círculos concéntricos. [González (1998)]

1−
−

=
az

azw (2.9)
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En la Figura 2.2 se representa el cambio de coordenadas del plano z (círculos

excéntricos) al plano w de círculos concéntricos y viceversa.

Figura 2.2 Esquema de transformación de sistema de coordenadas.

Considerando el cambio de coordenadas presentado, se plantean un sistema de

coordenadas ( ) ( )( )yxyx ,,, φρ  empleado para resolver las ecuaciones de conservación

de masa y cantidad de movimiento, tal y como se presenta en la Figura 2.3. 

Segura,J.2003

Figura 2.3 Representación del sistema de coordenadas ( ρ ,φ)

En el sistema de coordenadas ( ) ( )( )yxyx ,,, φρ , proveniente de la transformación

bilineal, las coordenadas deben ser adimensionales y el circulo externo debe poseer

un radio unitario, ver Figura 2.3.  Este sistema de coordenadas se representa mediante

un sistema de coordenadas cartesianas a través de las siguientes relaciones:
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1−
−

=
az

azw

( )
( ) 222

22

1 yaax
yaxw

+−
+−

==ρ

( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+

−
== −

aaxyxa
yaTanw

1
1arg 222

2
1φ

(2.10)

Donde ρ  define los radios de la circunferencia interna, en forma adimensional, φ  es

el ángulo formado entre los centros de las circunferencias (este ángulo se encuentra

entre πφ 20 << ) y a es el polo de transformación.

En la Figura 2.4 se representa en forma geométrica la relación entre los polos del

sistema de coordenadas y un punto arbitrario (x,y), en el caso presentado el radio ρ se

determina de acuerdo a las siguientes relaciones 
1

21
r
r

a
=ρ  o 

1

2

r
r

=ρ .  La coordenada φ ,

se define como la diferencia de ángulos 12 θθ − .

yy

xx
aa1/a1/a

φ

1θ 2θ
2r1r

(x,y)

Figura 2.4 Representación de la transformación

 

Partiendo de la ecuación (2.10), se puede representar el comportamiento de círculos

excéntricos de diámetro constante y 0=φ , en función del polo de transformación, tal

y como se muestra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5 Representación del sistema de coordenadas, al variar el polo de transformación.

Es importante resaltar que cuando el polo de transformación se acerca a 1, el circulo

interno se aproxima al circulo externo deformándose, aunque el radio se conserve

constante 8,0=ρ  y en el caso de estudio el circulo externo se debe aproximar al otro

sin deformarse.  

Para transformar las circunferencias concéntricas del plano w a circunferencias

excéntricas, vamos a considerar que los puntos A´ y E´ del plano w, corresponden a

las coordenadas 2x  y 1x , respectivamente (ver Figura 2.6). Las coordenadas 2x  y

1x estarán equidistantes del centro del plano w, por lo tanto estas coordenadas se

pueden representar por la ecuación (2.12).

Figura 2.6 Esquema de transformación de sistema de coordenadas.

En este caso se pueden establecer las siguientes relaciones: 
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2
;

2~
~

21
1112

21

2

1
1

xxRxRxexx
R
RR +

=−=+=
−

== (2.11)

1
;

1)(
)(

1

1
1

1

1
2 −

−
=

−−
−−

=
ax

axx
xa

axx (2.12)

Igualando las ecuaciones presentadas en (2.11) y (2.12), se determina el polo de

transformación “a”, a partir de una ecuación de segundo grado (ecuación (2.13)).

( ) 012
1

22 =++−− eReaea (2.13)

Para resolver la ecuación (2.13), la única solución posible es que se tome la raíz

negativa de la ecuación (2.14), y cuando la excentricidad (e) tiende a cero  el polo de

transformación (a) debe tender a cero.

( ) ( )
e

eReRe
a

2
411 222

1
22

1
2 −+−−+−

= (2.14)

La transformación del radio del circulo interno, del plano z ó de círculos concéntricos

al plano w, se determina de la siguiente forma:

( )
( ) iR

Rea
aRe

=
−−

−−
=

11

1
1ρ (2.15)

A partir de las ecuaciones (2.14) y (2.15) se obtiene la traslación del circulo interno,

sin que su radio sea deformado, tal y como se presenta en la Figura 2.7 (a).
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Fig. 2.7 (a) Sistema de coordenadas utilizados
por González, 1998.
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Fig. 2.7 (b) Sistema de coordenadas utilizados
en la presente investigación.

Figura 2.7 Solución de la ecuación que define al polo de transformación.

En está investigación, la excentricidad del flujo esta dada por el efecto de flotación

del gas y la viscosidad del fluido líquido, por lo tanto la excentricidad ocurrirá en

forma vertical y no en la dirección horizontal como se presenta en la Figura 2.7(b).

Para representar matemáticamente el efecto de la flotación del gas, es necesario rotar

el eje de coordenadas, el cual se realiza a partir de (2.16).

iaz
aizw

−
−

= (2.16)

A partir de la transformación rotada se obtienen las nuevas coordenadas

( ) ( )( )φρφρ ,,, yx .

( )
1cos2

1sen
22

2

+−
−

=
φρρ

φρ
aa

ax

( ) ( )
1cos2

1cos1
22

22

+−
+−+

=
φρρ

φρρ
aa

aay

(2.17)
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3. MODELO DE FLUJO ANULAR  EN TUBERÍA

En las tuberías horizontales cuando se forma el patrón de flujo anular el líquido se

desplaza alrededor de las paredes de la tubería, mientras que el gas viaja por el centro de la

misma, de acuerdo a las condiciones de operación y la viscosidad de la fase líquida.  La

fase gaseosa  se traslada en general cercano al tope de la tubería (ver Figura 3.1), debido a

las fuerzas gravitacionales presentes y la película de líquido tiende a ser más delgada en el

tope de la tubería y mas gruesa en el fondo. 

Figura 3.1 Foto flujo anular.

Para estudiar el fenómeno de flujo anular en tubería se desarrolló un modelo de flujo

de dos capas, donde a cada una de las fases se les realiza balances de masa y cantidad

de movimiento.  Para el desarrollo del modelo se tomaron las siguientes

consideraciones:

 Fluidos Newtonianos incompresibles.

 Flujo unidireccional, permanente e isotérmico.

 No se considera transferencia de masa entre las fases.

La ecuación de continuidad general, en notación vectorial está dada por:

( ) 0=•∇+
∂
∂ v

t
rρρ

(3.1)

L

G

L
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El operador divergencia para un sistema de coordenadas ortogonal general, se expresa

como: [C.I.A, 1965]

( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=•∇ zvhh
z

vhhvhh
hhh

v 213132
321

1
φρ φρ

(3.2)

La ecuación de continuidad se simplifica de acuerdo a las consideraciones realizadas,

aplicando la solución del operador divergencia para sistemas ortogonales presentado

en la ecuación (3.2), tal y como se presenta a continuación.  

( ) 01
21

321

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

zvhh
zhhh (3.3)

Donde h1
2,h2

2,h3
2 son los tensores métricos de cualquier sistema de coordenadas

ortogonal (ver ecuación (3.4)).

222
2

3

222
2

2

222
2

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=

z
z

z
y

z
xh

zyxh

zyxh

φφφ

ρρρ

(3.4)

La ecuación de cantidad de movimiento general, expresada en notación vectorial está

dada por:

( ) ( ) gpvv
t

rρτρρ +•∇+−∇=•∇+
∂
∂

(3.5)

Considerando flujo unidireccional (en la dirección axial), isotérmico, en estado

permanente, Newtoniano e incompresible y aplicando la solución para el operador

divergencia presentado en la ecuación (3.2), se obtiene la ecuación:  

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= zz hh
hhh

g
z
P

ρτ
ρ

ρ ~1~
~

~
0 32

321
(3.6)
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Hasta este punto se ha presentado la ecuación general de cantidad de movimiento en

la dirección Z o dirección axial del flujo en la tubería, para un sistema de coordenadas

ortogonal general.  En el Anexo B, se presenta el desarrollo del modelo propuesto en

esta investigación con mayor detalle.

Para el estudio de la fase líquida, se empleará el sistema de coordenadas presentado

en la ecuación (2.17), el cual incluye la excentricidad del anular y para el estudio de

la  fase gas se utilizará el sistema de coordenadas cilíndricas, ya que se considera que

el gas fluye por un ducto, de diámetro equivalente al diámetro hidráulico del gas,

cuya fricción con la pared es representada por la fricción interfacial.

Para determinar la ecuación de cantidad de movimiento correspondiente a la fase

líquida, es necesario determinar los tensores métricos del sistema de coordenadas

(ecuación (2.17)), los tensores métricos obtenidos son:

( )
( )

( )
( ) 1;

1cos2
1;

1cos2
1

322

2

222

2

1 =
+−

−
=

+−
−

= h
aa

ah
aa

ah
φρρ

ρ
φρρ

(3.7)

Como se ha mencionado anteriormente el sistema de coordenadas planteado requiere

que las variables que en él se empleen estén en forma adimensional, por lo tanto para

resolver la ecuación de cantidad de movimiento es necesario adimensionalizarla

previamente, para tal fin se utilizaron los siguientes números adimensionales:

O

i

O V
v

VP
V
DP

D
=== ~;

2
~;2~

µ
ρρ (3.8)

donde ρ es el radio de la circunferencia interna (formado por el flujo de gas) en el

sistema excéntrico, presentado en la ecuación (2.15), P es la presión en el sistema, V

es la velocidad adimensional, Vo la velocidad característica del sistema y µ es la

viscosidad característica del sistema.  Para la ecuación de cantidad de movimiento del

líquido las variables Vo  y µ corresponderán a la velocidad superficial y viscosidad

del líquido; y para la ecuación de cantidad de movimiento del gas serán las

correspondientes a la velocidad superficial y la viscosidad de la fase gaseosa.
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Adimensionalizando la ecuación general de cantidad de movimiento (3.6) y

sustituyendo los tensores métricos correspondientes al sistema de coordenadas

presentado en la ecuación (3.7), se obtiene la ecuación de cantidad de movimiento de

la fase líquida:

( )
( )

( )
( ) ⎥

⎥
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
∂
∂

−

+−
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−= z
SL

SL

L aa
a

a

aaSen
Frz

P
ρτ

φρρ
ρ

ρρ

φρρ
β ~

1)cos(2
1

1

1)cos(2
4
Re

0 22

2

22

222 (3.9)

donde ReSL y FrSL son el número de Reynolds y Froude superficial del líquido,

respectivamente.

gD
V

Fr
DV SL

SL
L

SLL
SL

2

;Re ==
µ

ρ
(3.10)

Para determinar el gradiente de presión en la tubería, es necesario integrar la ecuación

(3.9), tal y como se presenta en la ecuación  (3.11).

( )

( )
∫ ∫

∫ ∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−

−

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−

1

~

2

0
22

2

1

~

2

0

2

22

2

1)cos(2
1

4
Re

~

~

1)cos(2
1

i

i

R

z

R LSL

SL

dd
aa

a

ddSen
Frz

P
aa

a

ρφ
φρρ

ρτ
ρ

ρφβρ
φρρ

π
ρ

π

(3.11)

La ecuación (3.11) es manipulada para llevarla a la Formula Integral de Poisson para

discos, la cual es una integral conocida e igual a 2π, tal como se presenta en la

ecuación (3.12).
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∫ ∫
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+−
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⎛ −
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⎠
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⎝

⎛

⎟
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⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

∂
∂
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+−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −
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⎛ −
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⎝
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⎥
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⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
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⎜

⎝

⎛
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∂
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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~

2

0 1)cos(222

221

221

21

1
~

2
2

1)cos(222

221
2

221

21

04
Re

~

~

iR
dd

aa

a

a

az

d
iR

d
aa

a

a

a

LSL

SL Sen
Frz

P

ρφ
π

φρρ

ρ

ρ

ρρτ

ρ

ρ
π

φ
φρρ

ρ
ρ

ρ
β

(3.12)

La ecuación de cantidad de movimiento en la coordenada axial (z), para la fase

líquida es:

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+−

−−
i

i

ii
zw

LSL

SL

ii

ii

Ra
RR

Sen
Frz

P
aRaR

RaR
ττβ ~

1
12

2
4
Re

~

~

11
11

22

2

22

242

(3.13)

Donde Ri es el radio formado por el núcleo de gas en el anular, en el plano excéntrico

y se determina a través de la ecuación (2.15).

La ecuación de cantidad de movimiento para la fase gas, es determinada a partir de la

ecuación general (3.6), con los tensores métricos correspondientes a las coordenadas

cilíndricas, presentados en la ecuación (3.14).

1;;1 321 === hhh ρ (3.14)

Para ser consistentes con el tratamiento dado a la ecuación de cantidad de

movimiento de la fase líquida, la ecuación de cantidad de movimiento de la fase gas

también es adimensionalizada con los parámetros presentados en la ecuación (3.8),

obteniendo:

i
iGSG

SG

R
Sen

Frz
P τβ ~2

4
Re

~

~
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

(3.15)

donde ReSG y FrSG son el número de Reynolds y Froude superficial de la fase gas,

respectivamente y se determinan de acuerdo a la ecuación (3.16).

gD
V

Fr
DV SG

SG
G

SGC
SG

2

;Re ==
µ

ρ
(3.16)

la densidad del gas en el Anular ρc  se expresa como:
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)1( LcGLcLc HH −+= ρρρ (3.17)

La fracción volumétrica de líquido arrastrada en la corriente gaseosa, considerando que no

existe deslizamiento, HLc es: 

FeVV
FeV

H
SLSG

SL
Lc +

=
(3.18)

En la literatura pueden encontrarse expresiones que permiten estimar la fracción de la

fase líquida desprendida de la interfaz por el gas, Fe. En la sección 3.3, se presentan

diferentes correlaciones desarrolladas para esta relación de clausura.

Para determinar el diámetro hidráulico del gas y posteriormente la excentricidad del

anular es necesario obtener la ecuación combinada de cantidad de movimiento, está

se obtiene igualando las expresiones de balance de cantidad de movimiento para la

fase líquido y gas, presentadas en las ecuaciones (3.13) y (3.15) y aplicar  el

algoritmo presentado en la Figura 3.2.

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

dL
dP

dL
dP

dL
dP

LG (3.19)

El algoritmo para determinar el gradiente de presión en la tubería consiste en aplicar

la ecuación combinada de cantidad de movimiento considerando el espesor de

película de líquido constante (excentricidad igual a cero), una vez obtenido el

diámetro hidráulico del flujo de gas se procede a variar la excentricidad del mismo

(ver Figura 3.2).
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 Ecuación Combinada de
Movimiento considerando la

excentricidad

Figura 3.2 Algoritmo del modelo mecanicista para determinar el gradiente de presión, cuando

el patrón de flujo es anular.

La ecuación combinada de cantidad de movimiento se obtiene al combinar las

ecuaciones de cantidad de movimiento correspondientes a la fase líquido y gas,

(ecuaciones (3.13) y (3.15)).

( )
( ) ( ) 0
1

11
22

2

=−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+ LG
L

WL
i

i

i

L
i gSen

A
S

Ra
aR

RA
S ρρβλτλτ (3.20)

donde λ es un factor geométrico que permite incluir el efecto de la excentricidad.

( ) ( )
( )( )242

22

11
11

ii

ii

RaR
aRaR
−−

+−
=λ (3.21)

La sección transversal y el perímetro mojado de la tubería, son representados por la

ecuación (3.22).

4

2DA ⋅
=

π              ;                  DSL ⋅= π (3.22)

Para la aplicación del modelo de predicción del gradiente de presión en la tubería, es

necesario evaluar dos términos de esfuerzos de corte:
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1.- Esfuerzo de corte entre el líquido y la pared τwL :

                 2

2
1

LLwLwL Vf ρτ = (3.23)

2.- Esfuerzo de corte interfacial τi :

                 ( )2

2
1

LGcii VVf −= ρτ (3.24)

La evaluación de los esfuerzos de corte del líquido y la pared τwL  e interfacial  τi,

constituye un tópico abierto a discusión e investigación.

3.1. FACTOR DE FRICCIÓN DEL LÍQUIDO - PARED DE LA TUBERÍA

Para la predicción del factor de fricción del líquido con la pared se emplearán cuatro

correlaciones: la correlación de Colebrook (1939), ampliamente utilizada para flujo

monofásico en tuberías, la correlación de Davis (1943), desarrollada para tuberías

anulares lisas, la correlación de Ouyang et al. (1996), para flujo bifásico gas - líquido

(utilizada por Gómez et al. (1999)) y una correlación desarrollada en la presente

investigación para flujo bifásico gas – líquido, con el objetivo de ser empleada como

un factor de fricción entre el líquido y la pared de la tubería cuando el patrón de flujo

es anular.

La correlación desarrollada en está investigación, la cual será nombrada como la de

Brito (2004), se generó a partir de una base de datos experimentales que contiene

aproximadamente 240 puntos considerados como flujo anular. Los detalles de la base

de datos se presenta en la sección 4.1. Para el desarrolló de la ecuación se consideró

el número de Reynolds definido mediante las propiedades de la fase líquida y la

velocidad de mezcla,  tal y como lo hace Goméz et al. (1999) y se realizó un ajuste de

los datos empleando el programa DataFit vx 6.1, el cual utiliza un método de

interpolación de datos con reducción de los errores cuadrados para determinar el

mejor ajuste.  En el Anexo C, se presenta en detalle la correlación aquí presentada.
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 En la Tabla 3.1 se presenta un resumen de las cuatro correlaciones empleadas para

estimar el factor de fricción del líquido con la pared de la tubería.

Tabla 3.1. Correlaciones para estimar el factor de fricción del líquido con la pared de la
tubería

Correlaciones Ecuación Observaciones

Colebrook (1939)
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

wLLwL f
Dk

f Re
255.1

7.3
/log41

El número de Reynolds se
considera como el de la fase
líquida, siendo fwL , el factor de
fricción de Darcy-Weisbach 

L
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L
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µ

ρ
=Re

Davis (1943)
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2.0
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⎠

⎞

⎜
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D
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D
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f
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LwL

Correlación desarrollada para
tuberías anulares lisas, se
consideró que el número de
Reynolds a utilizar es el de la
fase líquida. Esta correlación
fue tomada de Knudsen y Katz
(1958).

Ouyang y Aziz
(1996)

0926.0
5161.0Re6291.1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

SL

SG
LwL V

V
f Correlación empleada en el

modelo de Gómez et al. (1999)

Brito (2004)
1Re*4662.530063.0 −+= MwLf

Se utiliza un Reynolds de
mezcla a partir de las
propiedades del líquido 

L

ML
M

DV
µ

ρ
=Re

La ecuación de Colebrook (1939) permite determinar el factor de fricción a partir de

la rugosidad relativa (k), el diámetro de la tubería (D) y el número de Reynolds del

Líquido  ReL.  Sin embargo en Knudsen y Katz (1958) presentan el comportamiento

del factor de fricción fwL, determinado con la ecuación de Nikuradse (1933), con

respecto al porcentaje de excentricidad de tuberías anulares lisas, donde claramente se

observa la desviación entre los valores reales y los predichos, ver la Figura 3.3.

Siendo la ecuación de Nikuradse (1933):

[ ] 4.0Relog41
−−= wLL

wL

f
f (3.25)
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Figura 3.3 Predicción del efecto de la excentricidad en el Factor de Fricción en tuberías
anulares. Knudsen y Katz (1958) (pp.200)

En la Figura 3.4 se comparan los valores predichos por la ecuación de Nikuradse (1933)

con los valores predichos por la ecuación de Colebrook (1939), cuando la rugosidad de la

tubería es igual a cero.  De acuerdo a los resultados presentados las desviaciones obtenidas

por la ecuación de Nikuradse son similares a las obtenidas por la ecuación de Colebrook,

al predecir el factor de fricción en tuberías anulares lisas.

c o m p a ra c ió n  d e  lo s  fa c to re s  d e  fr ic c ió n

0 .1

1 .0

0 .1 1 .0 1 0 .0
N °  d e  R e y n o ld s *1 0 5

Fa
ct

or
 d

e 
Fr

ic
ci

ón
*1

0-2

N ik u ra d se ,1 9 3 3
C o le b ro o k ,1 9 3 9

Figura 3.4 Comparación entre el factor de fricción de Colebrook (1939) y Nikuradse (1933).

Knudsen y Katz (1958) presentan la correlación de Davis (1943), una correlación

desarrollada para flujo en tuberías anulares lisas.  Para aplicar esta ecuación al caso
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de flujo anular gas-líquido se utilizó como número de Reynolds el de la fase líquida,

considerando el diámetro hidráulico de la fase líquida.

Ouyang y Aziz (1996) desarrollaron una correlación para el factor de fricción del

líquido con la pared de la tubería, ya que consideraban que no era apropiado emplear

ecuaciones desarrolladas para flujo monofásico, porque los esfuerzos cortantes del

líquido con la pared se ven afectados significativamente por el esfuerzo cortante

interfacial, especialmente para condiciones de baja fracción volumétrica de

líquido.[Gómez et al. (1999)]

3.2. ESTUDIO DEL FACTOR DE FRICCIÓN INTERFACIAL

Para la predicción del factor de fricción interfacial gas – líquido son muchos los

trabajos que se han llevado a cabo, en la presente investigación solo se citaran las

correlaciones más utilizadas por los modelos en la literatura, entre ellas tenemos la

correlación de Wallis (1969), Whalley y Hewitt (1978), Oliemans et al. (1986),

Grolman et al. (1997),  Petalas y Aziz (1997) y Gómez et al. (1999).

En la Tabla 3.2 se presenta un resumen de las seis correlaciones empleadas para

estimar el factor de fricción del interfacial gas - líquido.
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Tabla 3.2. Correlaciones para estimar el factor de fricción interfacial

Correlaciones Ecuación Observaciones

Oliemans et al. (1986)  
( ) ficc hVV

C 2
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Wallis (1969) 23=C

Whalley y Hewitt
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Grolman et al. (1997)
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El modelo está sustentado en la
aplicación de un procedimiento
iterativo. 

 El número de fricción (Fn)
incorpora los efectos del
diámetro de la línea, la tensión
superficial y la viscosidad del
líquido

k/D es la rugosidad relativa de la
interfaz

fi es el factor de fricción en
tuberías rugosas [Eck (1978)]

Gómez et al. (1999) ( )ββ 22cos sinIIff VHSCi ⋅+⋅⋅=

fSC es el factor de fricción
superficial del gas, determinado
por Colebrook .
IH es el parámetro de corrección
horizontal, propuesto por
Henstock y Hanratty (1976)
IV es el parámetro de corrección
vertical, según lo establecido
por Wallis (1969)
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Wallis (1969), estudio el efecto de la fricción ocasionada entre el líquido y el gas,

mediante la ecuación de Colebrook, considerando una rugosidad aparente en la

interfaz.  Fue el primero en proponer un valor para el factor “C”, observando en sus

experimentos para flujo estratificado que la rugosidad de la interfaz era similar a la de

una arena, la cual es 23 , aproximadamente 4.  

Whalley y Hewitt (1978) observaron posteriormente que el valor de 4 predicho por

Wallis, para el factor “C” era muy grande, en particular cuando se trata de sistemas a

alta presión, por lo que proponen la siguiente correlación ( ) 33.03.0 GLC ρρ≅  que

reduce el error en la predicción del gradiente de presión en un factor de 10.  

Oliemans et al. (1986) centraron su investigación en sistemas gas-líquido en tuberías

verticales, específicamente en el desarrollo de correlaciones para estimar el factor de

fricción interfacial y la fracción volumétrica de líquido entrampada en el gas. Las

correlaciones propuestas por Oliemans et al. están sustentadas sobre la base de los

datos de Harwell, llevada a cabo en tuberías con diámetros entre 20 y 30 mm y entre

100 y 150 mm; empleando como fluidos de trabajo agua/aire, etanol/aire,

tricloroetano/aire y agua/vapor.  A partir de los cuales se propone que el parámetro C

propuesto inicialmente por Wallis (1969) sea determinado a partir del número

adimensional de Weber, tal y como se presenta en la Tabla 3.2. 

Petalas y Aziz (1997) presentan un estudio basado en los trabajos de Oliemans et al.

(1986)  y Xiao et al. (1990).  Las correlaciones que ellos desarrollan están generadas

con una base de datos que contiene aproximadamente 1000 puntos, con ángulos de

inclinación que van desde –90° hasta 90°, para ello utilizan una aproximación por

Newton-Raphson en dos dimensiones donde consideran el factor interfacial y las

velocidades del líquido y el gas, para cada uno de los ángulos de inclinación de la

tubería.

En este estudio se propone una expresión para calcular el factor de fricción en la

interfaz fi, aplicable para la región donde el flujo Anular se encuentra bien
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desarrollado, lo que ocurre a altas velocidades superficiales de gas.  Los números de

Reynolds de la película Ref  y de la corriente de gas Rec, utilizados en la correlación

se determinan según la ecuación ( 3.26).

                  
L

ffL
f

DV
µ

ρ
=Re               

c

ccc
c

DV
µ

ρ
=Re

( 3.26)

las velocidades de la película de líquido y del núcleo de gas son: Vf y Vc, respectivamente;

y ρc y µc se refieren, a la densidad y viscosidad de la mezcla gas-líquido en la corriente de

la región central, calculadas a partir de la fracción volumétrica del líquido sin

deslizamiento en el núcleo de gas:

                  
)1(

)1(

LCGLLCc

LCGLLCc

HH

HH

−+=

−+=

µµµ

ρρρ

(3.27)

Grolman et al. (1997) proponen un factor de fricción interfacial que depende de una

rugosidad aparente (MARS, por sus siglas en inglés), que tiene como objetivo

predecir la fracción volumétrica de líquido y el gradiente de presión en flujo gas-

líquido, a través de tuberías horizontales y ligeramente inclinadas (-3° < β < +6°).

Los valores predichos se verificaron con los resultados de 2400 experimentos a escala

de laboratorio realizados en tuberías de vidrio de 15, 26 y 51 mm de diámetro.  Los

sistemas gas-líquido utilizados fueron aire/agua y aire/tetradecano (n-C14H30) a

presión atmosférica y temperatura ambiente.

El factor de fricción interfacial fi, es uno de los parámetros relacionados con la

fricción más difícil de modelar para flujo gas-líquido. Por lo tanto, después que

Grolman et al. generaron aproximadamente 40.000 gráficos en búsqueda de buenas

correlaciones, las probabilidades de encontrar una correlación general eran reducidas,

por lo que desarrollaron un conjunto de tres ecuaciones, a partir de las cuales fi debe

ser calculado en forma iterativa.  Esta naturaleza implícita hace que las correlaciones

presentadas se consideren las más complicadas de su modelo y, probablemente, la
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correlación más compleja existente para el cálculo de fi al momento de su

publicación.

El modelo MARS para el factor de fricción interfacial está sustentado en la aplicación

del procedimiento iterativo siguiente:

 Calcular el número de fricción Fn, utilizando inicialmente un estimado para fi.

Este número de fricción (Fn) incorpora los efectos del diámetro de la línea, la

tensión superficial y la viscosidad del líquido.  
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 Calcular la rugosidad relativa de fricción k/D, a partir de la ecuación (3.29) que

representa la curva de la tangente hiperbólica ajustada a los datos disponibles.

( )[ ][ ]9450.074.3305762.05145.0 5.1 +−⋅⋅⋅⋅= −
niL FtanhsH

D
k

(3.29)

 Calcular el factor de fricción interfacial utilizando la siguiente ecuación para el

factor de fricción en tuberías rugosas [Eck (1978)], ecuación (3.30).
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 Utilicar este nuevo valor de fi en la ecuación (3.28) y repita el procedimiento

hasta alcanzar convergencia.

Esta naturaleza iterativa del algoritmo le permite a fi volverse muy sensible a

pequeños cambios en HL y a bajas velocidades superficiales de gas llega a ser

inestable, aunque es muy estable para condiciones altas VSG.  La correlación puede

discriminar entre ángulos de inclinación que difieren tan sólo en 0.25, aún en las

áreas donde la sensibilidad a pequeños cambios en VSG es algo extrema.
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El estudio presentado por Gómez et al. (1999) se fundamentó en el desarrollo de un

modelo mecanicista unificado para flujo bifásico que permite la predicción del patrón

de flujo, la fracción volumétrica de líquido y la caída de presión, aplicable en un

intervalo de ángulos de inclinación que va desde horizontal (0°) hasta flujo vertical

ascendente (90°).  El modelo está basado en el análisis de los fenómenos físicos

asociados al flujo bifásico e incorpora desarrollos recientes en esta área.

Para el patrón de flujo anular se parte del modelo de Alves et al. (1988) desarrollado

originalmente para flujo vertical o muy inclinado, cuya aplicación se ha extendido a

todo el intervalo de ángulos posibles de inclinación (0° a 90°).  

Iff SCi ⋅= (3.31)

donde fSC es el factor de fricción superficial del gas.  El parámetro de corrección

interfacial (I), se considera un promedio entre un factor de corrección horizontal y

uno vertical, ponderado sobre la base del ángulo de inclinación, β  

βββ
22cos sinIII VH ⋅+⋅= (3.32)

El parámetro de corrección horizontal, propuesto por Henstock y Hanratty (1976),

viene dado por:

AH FI ⋅+= 8501 (3.33)

donde:
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El parámetro de corrección vertical, establecido por Wallis (1969), está dado por:

D
IV

δ
⋅+= 3001

(3.35)

donde δ es el espesor de la película de líquido.

3.3. FRACCIÓN DE LÍQUIDO ENTRAMPADA  POR EL GAS
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Para determinar la fracción volumétrica de líquido entrampada en el gas, se

emplearon las correlaciones desarrolladas por Wallis (1969), Oliemans et al. (1986) y

Petalas y Aziz (1997), las cuales se presentan en la Tabla 3.3.
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Tabla 3.3. Correlaciones para estimar la fracción de líquido arrastrada por el flujo de gas

Correlaciones Ecuación Observaciones

Oliemans et al. (1986) 9876543210 gVVD10
Fe1
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GSLSGLGL

ββββββββββ σµµρρ=
−
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Oliemans et al. (1986) compararon los resultados obtenidos por las correlaciones de

Hughmark (1973), Whalley y Hewitt (1978) y Hanrraty y Asalis (1983), con la base

de datos de Harwell, obteniendo que estos no fueron satisfactorios, por lo tanto

proponen una nueva correlación que considera las propiedades principales de la fase

gaseosa y la líquida.  Los coeficientes β, fueron ajustados de dos forma, la primera

fue a partir de toda la base de datos y la segunda subdividiendo esta de acuerdo al

número de Reynolds de la fase gas.  Los resultados se presentan en la Tabla 3.4.

Tabla 3.4 Parámetros β empleados en la correlación de Oliemans et al. (1986)

Toda la data Rangos del número de Reynolds
Coeficientes Coef.

estimado
Error

estándar
100
300

300
1000

1000
3000

3000
104

104

3*104
3*104  

105

β0 -2.52 0.40 -0.69 -1.73 -3.31 -8.27 -6.38 -0.12
β1 1.08 0.05 0.63 0.94 1.15 0.77 0.89 0.45
β2 0.18 0.06 0.96 0.62 0.40 0.71 0.70 0.25
β3 0.27 0.04 -0.80 -0.63 -1.02 -0.13 -0.17 0.86
β4 0.28 0.11 0.09 0.50 0.46 -1.18 -0.55 -0.05
β5 -1.80 0.08 -0.88 -1.42 -1.00 -0.17 -0.87 -1.51
β6 1.72 0.05 2.45 2.04 1.97 1.16 1.67 0.91
β7 0.70 0.03 0.91 1.05 0.95 0.83 1.04 1.08
β8 1.44 0.05 -0.16 0.96 0.78 1.45 1.27 0.71
β9 0.46 0.03 0.86 0.48 0.41 -0.32 0.07 0.21
Nº Puntos 727 40 206 224 76 102 74
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Oliemans et al. destacan que algunas de las variables físicas incluidas en el banco de

datos experimentales muestran ninguna o muy poca variación y considera que

variables como los efectos de entrada, la expansión del gas y la medición de la

fracción entrampada necesitan ser vigiladas estrechamente al realizar estudios del

entrampamiento de líquido, esto con el fin de evitar posibles inconsistencias.

Petalas y Aziz (1997) proponen a través de una aproximación de Newton-Raphson en dos

dimensiones, una correlación  para la fracción volumétrica de líquido entrampada en el

gas (Fe), generadas a partir de una base de datos que contiene aproximadamente 1000

puntos, con ángulos de inclinación que van desde –90° hasta 90°.  

Wallis (1969)  desarrolló una correlación para determinar la fracción volumétrica de

líquido entrampada en el gas, considerando los esfuerzos viscosos, la densidad de los

fluidos y la velocidad con la cual viaja la fase gas.
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4. METODOLOGÍA

4.1. RECOPILACIÓN DE DATOS

La base de datos experimentales empleada para la evaluación del modelo propuesto en

está investigación contiene aproximadamente 240 puntos, que los científicos consideraron

flujo anular.  En la Tabla 4.1 se presenta para cada grupo de datos las condiciones

operacionales, propiedades promedios de los fluidos, el diámetro y la rugosidad absoluta

de la tubería.

Tabla 4.1  Resumen de las propiedades promedio de los líquidos en la base de datos

Líquido 
/ Identif.

ρL
[kg/m3]

ρG
[kg/m3]

µL
*

[Pa.s]
µG

[Pa.s]
σ

[Ν/m]
D

[m]
ε

[m]
T

[°C]
P

[kPaa]
Fuente #

Datos
Kerosén 799 1.75 0.001 1.8 10-5 0.030 0.0508 0 24 137 INTEVEP N6 5
P-150 878 2.29 0.410 1.8 10-5 0.031 0.0508 0 24 195 INTEVEP N6 14
P-320 889 1.99 0.995 1.8 10-5 0.032 0.0508 0 24 167 INTEVEP N6 7
ST-96 999 1.29 0.001 1.8 10-5 0.073 0.0261 0 16 340 STANFORD 5

ST-28/291 821 1.26 0.003 1.8 10-5 0.028 0.0237 6.4E-05 23 206 STANFORD 12
ST-23 838 2.49 0.077 1.8 10-5 0.031 0.0266 1.7E-03 23 305 STANFORD 3
ST-184 801 1.29 0.001 1.8 10-5 0.024 0.0381 1.2E-03 38 357 STANFORD 12
ST-187 852 1.29 0.033 1.8 10-5 0.035 0.0381 1.2E-03 13 350 STANFORD 5
ST-199 997 1.29 0.001 1.8 10-5 0.073 0.0455 0 23 204 STANFORD 73
ST-24-1 815 1.29 0.009 1.8 10-5 0.027 0.0508 3.0E-05 25 260 STANFORD 36
ST-25-1 816 1.44 0.002 1.8 10-5 0.027 0.091 1.7E-05 27 207 STANFORD 6
ST-25-2 902 1.54 0.023 1.8 10-5 0.027 0.091 1.7E-05 23 213 STANFORD 6
AND-1 1000 3.35 0.001 1.8 10-5 0.073 0.025 0 21 279 TULSA 7
AND-2 1100 1.22 0.005 1.8 10-5 0.071 0.025 0 18 102 TULSA 12
AND-3 1160 1.20 0.016 1.8 10-5 0.068 0.025 0 20 101 TULSA 17
AND-4 1220 1.21 0.070 1.8 10-5 0.066 0.0252 0 21 102 TULSA 5

MUK-BEG 865 4.99 0.001 1.8 10-5 0.04 0.038 0 34 437 TULSA 12
AND-7 1219 1.23 0.080 1.8 10-5 0.066 0.0953 0 22 10 TULSA 3

Los tres primeros grupos de datos pertenecen a un sistema de 2 pulgadas de diámetro (26

puntos en total), adquiridos en PDVSA Intevep (Intevep N6), el sistema bifásico fue

formado por aire y aceites lubricantes Purolub 150 (P-150), Purolub 320 (P-320), además

de kerosén.  También, se contó con la base de datos creada en la Universidad de Stanford

(158 puntos), la cual contiene una recopilación de datos de la Universidad de Calgary y

diferentes compañías, y la base de datos recopilada en la Universidad de Tulsa (56

puntos), la cual contiene diámetros de tuberías desde 1 pulgada hasta 5,6 pulgadas,

viscosidad del líquido entre 1 y 80 cP, y dos tipos de fluidos gaseosos: aire y gas natural.
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4.2. ANÁLISIS ESTADISTICO

Para la evaluación realizada sobre el desempeño del modelo desarrollado en esta

investigación, se procedió a determinar la desviación existente entre la predicción del

gradiente de presión del modelo y el valor medido durante la realización del experimento.

El análisis estadístico, comienza con el cálculo de la desviación entre el valor estimado VE

y el medido VM, (ver ecuación (4.1)):

%100.
i

ii
i VM

VMVED −
= (4.1)

La desviación absoluta Di, calculada para todos los datos disponibles, es sometido a un

análisis estadístico, donde se calcula la media aritmética E1 de las desviaciones Di y la

desviación estándar E3.  Las desviaciones reportadas en el capitulo de discusión de

resultados, a través de representaciones gráficas corresponden a la media aritmética de las

desviaciones absolutas obtenidas para cada modelo (E2), por ser considerado uno de los

principales parámetros para  determinar la capacidad de predicción de un modelo.   

∑
=

=
n

i

i

n
D

E
1

1
(4.2)

12 EE = (4.3)

donde n es el número de datos experimentales.

( )

1
1

2

3 −
=

∑
=

n

D
E

n

i
i (4.4)

El desempeño del modelo desarrollado en esta investigación para la predicción del

gradiente de presión en tuberías horizontales, se comparó con el obtenido por otros 6

modelos desarrollados, a través de un factor de desempeño (PF) que está basado en

una combinación de diferentes definiciones de errores y desviaciones que se cometen

en la predicción de una variable, tal y como lo recomiendan Ansari et al. (1994) y

García et al. (2003).  
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Donde ( 1E ) es la media aritmética de las desviaciones obtenidas para cada modelo,

( 2E ) es el valor absoluto de la media aritmética determinada, ( 3E ) es la desviación

estándar, ( 4E ) es la desviación estándar entre los valores predichos y los valores

experimentales, ( 5E ) es el error promedio absoluto, ( 6E ) es la desviación estándar

del error, todos estos errores definidos se determinan como:

( )∑
=

−=
n

i
ii VMVE

n
E

1
4

1
(4.6)
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6 1

1 (4.8)

La media aritmética de las desviaciones absolutas obtenidas para cada modelo ( 1E ) es

una medida que indica el grado el la incertidumbre entre el valor predicho y el  valor

medido. En forma similar, el valor absoluto de la media aritmética determinada ( 2E )

es una medida de la incertidumbre entre el valor predicho y el  valor medido.  Sin

embargo, este parámetro no permite que valores sobrepredichos o subpredichos se

cancelen. La desviación estándar del error porcentual ( 3E ) indica cuan disperso se

encuentra el error del promedio. La desviación cuadrada de los errores promedios

( 4E ) indica cuan dispersa se encuentra la predicción de los datos experimentales y el

parámetro estadístico ( 5E ) y ( 6E ), se diferencian del resto en que ellos están basados

en los errores relativos del gradiente de presión por unidad de longitud.  El valor

mínimo y máximo que puede alcanzar el factor de desempeño PF se encuentra entre

0 y 6, correspondiente al mejor y el peor modelo que predice el gradiente de presión,

respectivamente. [García et al. (2003)]
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5. DISCUSIÓN DE RESULTADOS

En el presente capítulo se encuentra el comportamiento de algunos de los parámetros

involucrados en el estudio del patrón de flujo anular, como el factor de fricción del

líquido con la pared e interfacial (fwl, fi) y la fracción de líquido arrastrada por el gas

(Fe).  Para ello lo primero que se hizo fue estudiar un diferencial finito de volumen de

control, aplicando balances de masa y cantidad de movimiento; en los cuales se

incluyó el efecto de excentricidad (e) del flujo de gas en el anillo de líquido mediante

manipulaciones matemáticas.

Estudios de Excentricidad

Para incluir el efecto de excentricidad en la ecuación de cantidad de movimiento se

tomo como referencia la tesis de González (1998), quien trabaja con un sistema de

coordenadas generado a partir de una transformación bilineal conforme.  Este modelo

fue modificado para hacerlo aplicable al caso en estudio, donde por efecto de las

fuerzas viscosas y las fuerzas gravitacionales el flujo anular se traslada como un

anillo excéntrico, siendo delgada la película de líquido en el tope de la tubería y

grueso en la parte inferior, tal y como se aprecia en la Figura 5.1.

Figura 5.1 Excentricidad del flujo anular.

A partir de los experimentos realizados en PSVSA-Intevep mencionados en la Tabla

4.1, de los cuales se tienen videos y fotografías, se observó que el modelo de flujo

anular describe lo que ocurre experimentalmente, donde al incrementar la velocidad

superficial de gas, manteniendo constante la velocidad superficial del líquido el

modelo excéntrico converge al concéntrico y la excentricidad tiende a un valor de

cero, tal y como se observa en la Figura 5.2.

L

G

L
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Comportamiento de la excéntricidad en función de la velocidad superficial del gas
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Figura 5.2 Comportamiento de la excentricidad al aumentar la velocidad superficial del gas.

Se evaluó el modelo de flujo anular forzando que la excentricidad sea igual a cero y

considerando el efecto de excentricidad; como resultado se obtuvo que la desviación

en la predicción del gradiente de presión en la tubería y entre ambos modelos fue

inferior a ±1% (ver Figura 5.3). 
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Figura 5.3 Efecto de la excentricidad sobre la desviación en la predicción del gradiente de

presión.

Para corroborar el impacto de la excentricidad del fluido sobre el gradiente de presión

en la tubería se analizó una muestra aleatoria de 10 puntos de la base de datos, con la

muestra seleccionada se vario la excentricidad del fluido desde una excentricidad

máxima, tomada como la diferencia entre el radio de la tubería y el radio formado por

el flujo de gas que viaja en el centro del líquido (Ver Figura 5.4), hasta el caso
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concéntrico donde la excentricidad es cero.  En la muestra tomada la desviación

relativa máxima en la predicción del gradiente de presión fue de 0.8% y en promedio

la desviación obtenida fue de 0.35%.  Los resultados obtenidos indican que el efecto

de excentricidad para el patrón de flujo anular no afecta de forma considerable el

gradiente de presión en la tubería.  Sin embargo se recomienda su uso en trabajos

futuros, porque experimentalmente se ha verificado que el flujo anular puede ser

excéntrico para alta viscosidad del líquido y algunas condiciones de operación.

e

Figura 5.4 Consideración del efecto de excentricidad.

Factor de fricción del líquido con la pared

Para determinar el factor de fricción del líquido con la pared, generalmente se

emplean correlaciones desarrolladas para flujo monofásico líquido, tal como son la

ecuación de Colebrook (1939) o simplificaciones de dicha ecuación; sin embargo en

esta investigación se evaluó el desempeño de la correlación de Davis (1943)

desarrollada para flujo entre tuberías anulares ⎯ presentada por Knudsen y Katz

(1958)⎯ y correlaciones para flujo bifásico como la de Ouyang y Aziz (1996) o la

desarrollada en esta investigación a partir de la base de datos presentada en la Tabla

4.1.  A continuación solo se presentará el desempeño de las correlaciones en los casos

donde la desviación en el gradiente de presión en la tubería obtenido fue inferior a

60%, ver Figura 5.5. 
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Figura 5.5 Desviaciones del gradiente de presión con diferentes factor de fricción del líquido

con la pared de la tubería.

La correlación que presentó menor desviación en la predicción del gradiente de

presión fue la desarrollada en esta investigación lo cual era de esperarse ya que se

desarrollo a partir de la base de datos con la que se está realizando la evaluación.



Discusión de Resultados______________________________________________________________________44

______________________________________________________________________________

Es importante resaltar que la disminución del error en la predicción del gradiente de

presión va a depender también de las correlaciones utilizadas para el factor de

fricción interfacial y la fracción de líquido arrastrada por el gas; más adelante se

presentarán en detalle los resultados obtenidos con las diferentes correlaciones

empleadas para estas relaciones de clausuras.

Factor de fricción interfacial

Se probaron aproximadamente 6 correlaciones para determinar el factor de fricción

interfacial cuando el patrón de flujo es anular, encontrando que dependiendo de las

condiciones de operación la correlación de Grolman et al. (1997) varia entre 10-4 y

105, ver Figura 5.6.  De acuerdo a la investigación realizada por Grolman et al. (1997),

su correlación tiende a ser inestable para velocidades bajas del flujo de gas, hecho que

se corrobora en esta investigación.  

Factores fi

1.E-04

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

1.E+01

1.E+02

1.E+03

1.E+04

1.E+05

0 10 20 30 40 50 60 70 80
vm  (m/s)

fi

fi Petalas
fi Gomez
fi W allis
fi W halley
fi Oliemans
fi Grolman

Figura 5.6 Correlaciones del factor de fricción interfacial en función de las velocidades de

mezcla.

La correlación desarrollada por Oliemans et al. (1986), presentan errores en la

predicción del gradiente de presión que superan el 100%, este hecho hizo que se

descartaran tanto la correlación de Grolman et al., como la de Oliemans et al. para ser

empleada en el modelo desarrollado en esta investigación.
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En la Figura 5.7 se presentan las desviaciones obtenidas en la predicción del

gradiente de presión en la tubería al aplicar las correlaciones del factor de fricción

interfacial de Gómez et al. (1999),  Petalas y Aziz. (1997), Wallis. (1969) y Whalley

y Hewitt. (1978).  De la comparación realizada se obtuvo que las mejores

predicciones del gradiente de presión son las de Wallis y la de Whalley y Hewitt.  

Figura 5.7 Desviación de la predicción del gradiente de presión en la tubería con el modelo

Intevep 2004, para diferentes correlaciones del factor de fricción interfacial.
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Whalley y Hewitt (1978), observaron que el valor constante “C” de 4 empleado por

Wallis, para la correlación del factor de fricción interfacial (ver Tabla 3.2) era muy

grande, en particular cuando se trata de sistemas de alta presión, por eso proponen

emplear una correlación para el factor constante “C” a partir de una relación de

densidades que reduce el error en la predicción del gradiente de presión en un factor

de 10 (de acuerdo a su base de datos). Como con la base de datos que se disponía en

esta investigación se manejan bajas presiones (inferiores a 644 Paa), y los resultados

en la predicción del gradiente de presión son similares al utilizar la correlación de

Wallis (1969) y la de Whalley y Hewitt (1978), se utilizará en el modelo el factor de

fricción interfacial de Whalley y Hewitt (1978).

Fracción de líquido arrastrada por el gas

En el caso de las tres correlaciones empleadas para determinar la fracción de líquido

arrastrada por el gas, se comparó la desviación promedio de la predicción del

gradiente de presión, obteniendo que presenta un mejor desempeño la correlación de

Oliemans et al. (1986), tal y como se observa en la Figura 5.8.  
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Figura 5.8 Desviación de la predicción del gradiente de presión en la tubería con el modelo

Intevep 2004,  para diferentes correlaciones de la fracción de líquido arrastrada por el gas.

Oliemans et al.  se abstiene de emitir alguna interpretación a los resultados obtenidos

con su correlación, ya que no disponía de un modelo físico para el momento que la

desarrollo, adicionalmente recomienda tener un mejor control sobre variables como:

el  efecto de la expansión del gas y la medición de la fracción de líquido entrampada

al momento de estudiar este efecto en particular. En la Figura 5.8 se presentan las
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mejores combinaciones existentes entre el factor de fricción interfacial y la fracción

de líquido arrastrada por el gas; la mejor combinación obtenida fue la de el factor de

fricción interfacial de Whalley y Hewitt, 1978 y la correlación de la fracción de

líquido entrampada por el gas de Oliemans et al., hecho que se verifica al determinar

el factor de desempeño del modelo con las diferentes relaciones de clausuras, ver

Tabla 5.1. 
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Tabla 5.1. Combinación de Parámetros Estadísticos para la selección

Parámetros EstadísticosCombinación de las
correlaciones utilizadas FP E1  [%] E2  [%] E3  [%] E4 [Pa/m] E5 [Pa/m] E6 [Pa/m]
fi Wallis - Fe Oliemans (ex) 0.05 -9.66 30.87 39.47 -374.10 895.24 1860.8
fi Whalley - Fe Oliemans (ex) 0.07 -18.76 31.43 34.81 -535.67 876.47 1804.4
fi Wallis - Fe Wallis (ex) 0.08 -1.53 38.19 50.20 -18.92 1182.33 2799.3
fi Whalley - Fe Petalas (ex) 0.08 -8.33 39.00 46.86 -194.19 1126.11 2434.5
fi- Whalley - Fe Wallis (ex) 0.09 -14.36 36.64 42.29 -302.74 1090.63 2410.9
fi Wallis - Fe Petalas (ex) 0.10 4.34 43.35 55.96 105.64 1263.80 2938.9
fi Gomez - Fe Oliemans (ex) 0.14 -46.35 47.09 22.31 -982.76 1033.83 1886.9
fi Gomez -Fe Petalas (ex) 0.15 -48.90 48.90 17.61 -1115.64 1115.64 1976.5
fi Gomez- Fe Wallis (ex) 0.18 -56.55 56.60 17.88 -1191.12 1198.49 2061.0
fi Petalas- Fe Petalas (ex) 0.24 -65.01 65.43 23.25 -1414.08 1423.04 2498.6
fi Petalas - Fe Wallis (ex) 0.24 -66.07 66.10 20.18 -1446.85 1448.34 2528.4
fi Petalas- Fe Oliemans (ex) 0.27 -69.71 69.90 19.85 -1584.19 1587.27 2774.0
fi Grolman - Fe Wallis (ex) 1.13 92.70 123.07 340.05 3849.83 4227.65 13954.8
fi Grolman - Fe Petalas (ex) 1.20 119.21 137.50 339.99 4108.65 4381.51 13544.1
fi Grolman - Fe Oliemans (ex) 1.40 142.17 164.96 357.34 4978.52 5244.28 15586.8
fi Oliemans - Fe Oliemans (ex) 2.95 430.14 434.38 391.10 10761.07 10978.91 29119.2
fi Oliemans - Fe Petalas (ex) 5.28 727.06 732.45 897.17 18046.15 18207.64 47245.3
fi Oliemans - Fe Wallis (ex) 6.00 752.88 754.92 917.89 21529.24 21678.60 67006.2

Comparación entre algunos modelos empleados para determinar gradiente de

presión en la tubería

Los modelos mecanicistas utilizados para predecir el gradiente de presión en la

tubería y compararlos con los valores experimentales de la base de datos fueron los

modelos de Gómez et al. (1999), Xiao et al. (1990), Holden (2000), Ouyang (1998) y

Padrino et al. (2002) y los modelos correlacionados de Dukler et al. (1964), Beggs y

Brill (1973) y García et al. (2002).  Si comparamos los errores obtenidos en la

predicción del gradiente de presión, por los modelos que actualmente se utilizan en el

diseño y evaluación de líneas de flujo, se observa que los errores superan el 50% en

casi todos los casos de los modelos mecanicistas y se encuentran en el orden del 30%

en las desviaciones obtenidas por las correlaciones de Dukler et al. (1964) y García et

al. (2002).  
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En la Figura 5.9. se presenta el desempeño de dichos modelos y se adiciona el modelo

desarrollado en esta investigación (llamado: MM Brito (2004)), en donde se mejora la

predicción del gradiente de presión en la tubería con las consideraciones realizadas en

el modelo aquí desarrollado, obteniéndose un error en la predicción del gradiente de

presión similar al de las correlaciones de Dukler et al. (1964) y García et al. (2002),

el cual es de aproximadamente 30%.

La correlación de Dukler et al. (1964) se generó a partir de una base de datos de

aproximadamente 400 puntos y en la misma investigación la evalúan con un total de

datos experimentales de 2400 puntos, en el caso de la correlación de García et al.

(2002) desarrollan la correlación a partir de la base de datos utilizada en esta

investigación y presentada en la sección 4.1. 
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Figura 5.9 Desviación en la predicción del gradiente de presión en la tubería obtenida a partir

de los modelos mecanicistas estudiados.

La desviación en la predicción del gradiente de presión se redujo en 17%, en relación

al modelo mecanicista de Holden (2000), modelo que mejor predice el gradiente de

presión en la tubería de los cinco modelos mecanicistas estudiados y un 23%,

respecto al modelo Intevep  (2002) y Ouyang (1998).  
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6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Al comparar el desempeño del modelo propuesto en esta investigación, en el cual se

considera el efecto de la excentricidad del fluido y 72 combinaciones diferentes entre las

relaciones de clausuras para determinar la fracción de líquido arrastrada por el gas y el

factor de fricción tanto del líquido con la pared como el interfacial, puede concluirse que:

 El efecto de excentricidad en la predicción del gradiente de presión en la tubería

horizontal no afecta en forma considerable, la desviación absoluta  respecto a los

datos experimentales fue inferior a 1%.

 Las ecuaciones desarrolladas para considerar la excentricidad del flujo anular,

tiene como limite el caso donde la excentricidad es cero o flujo concéntrico.

 De las 72 combinaciones realizadas entre las relaciones de clausuras (4

correlaciones para el factor de fricción líquido-pared, 6 para el factor de fricción

interfacial, 3 para la fracción de líquido arrastrada por el gas), la mejor

combinación fue la correlcióna desarrollada por  Whalley & Hewitt (1978) para

determinar el factor de fricción interfacial, la correlación de Oliemans et al.

(1998) para determinar la fracción de líquido arrastrada por el gas y la de Brito

(2004) para el factor de fricción líquido - pared.

 En el flujo anular en tubería no la correlación de Colebrook (1939) no presentó

buenos resultados, hecho de esperarse  debido a que el comportamiento del flujo

bifásico es diferente.

 El modelo mecanicista propuesto es un modelo robusto, que fue probado con una

amplia base de datos y obteniendo convergencia en todo momento. 

Por otra parte, al contrastar el desempeño del modelo desarrollado en esta

investigación con las predicciones para gradiente de presión de los modelos de

Gómez et al. (1999), Xiao et al. (1990), Holden (2000), Ouyang (1998) y Padrino et

al. (2002), con la base de datos conformada por datos de la Universidad de TULSA,

Stanford y PDVSA-Intevep, se puede establecer lo siguiente:
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 La desviación en la predicción del gradiente de presión se redujo en 17%, en

relación al modelo de Holden (2000) que era el modelo mecanicista que mejor

predice el gradiente de presión en la tubería y con respecto a los modelos de

Gómez et al. (1999), Xiao et al. (1990), Ouyang (1998) y Padrino et al. (2002), la

mejora en la predicción del gradiente de presión vario entre un 23% y un 100%.

 Aunque se obtuvieron mejoras en la predicción del gradiente de presión en la

tubería aun la desviación promedio es de 30%, similar a la obtenida por las

correlaciones de Dukler et al. 1964 y García et al. 2002, lo que indica que aun

queda mucho que investigar en esta área.

De acuerdo a la investigación realizada  se recomienda:

 Dedicar esfuerzos a mejorar las relaciones de clausuras que en este se emplean

⎯factores de fricción líquido - pared tubería e interfacial, y fracción de líquido

arrastrada por el gas⎯.

 Evaluar la importancia del efecto de arrastre y deposición de gotas en la interfaz

líquido – gas.  

 Incluir el efecto de la compresibilidad del gas en el modelo, siendo más riguroso

en el desarrollo del mismo. Para así obtener una mejor predicción del gradiente

de presión en la tubería.
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ANEXO A – DESCRIPCIÓN DE LOS MODELOS EMPLEADOS PARA
DETERMINAR LA EXCENTRICIDAD EN EL PATRON DE FLUJO
ANULAR

A continuación se presentan un breve resumen de las investigaciones relacionadas a

la excentricidad del flujo anular.

Modelo de Rovinsky et al. (1996)

La investigación realizada por este autor se centró en desarrollar una solución

analítica para flujo bifásico laminar, con excentricidad del anular.  Para este estudio

introducen un sistema de coordenadas unipolar. La excentricidad del anular va a

depender básicamente del efecto de la fuerza de gravedad, sin embargo para sistemas

bifásicos donde la diferencia de densidad de los fluidos no sea apreciable, la tensión

interfacial comienza a jugar un papel importante, por lo tanto el autor clasifica la

excentricidad de la película en función del número de Eötvös.

( ) 2

2
gr

E
GL

v ρρ
σ

−
=

(A.1)

Si el número de Ev >>1 el anular es extremadamente excéntrico (la película de líquido

en el tope de la tubería es muy delgada o no existe, tal como se observa en la  Figura

A.1.c), si el número de Eötvös es 0< Ev <1, hay fuerzas correspondientes a la

hidrodinámica que generan una excentricidad mas leve (ver Figura. A.1.d).

Figura A. 1 Esquema descriptivo de diversos tipos de excentricidad.
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Para que la película de líquido sea más gruesa en el fondo de la tubería, en el sistema

de coordenadas unipolar definido, se debe cumplir que:

∞<<

≥<<

2

1

0

0;11

ρ

ρ xRR c
(A.2)

Donde Rc, es el radio formado por el anular de gas y R es el radio de la tubería.
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Una vez definido el sistema de coordenadas se plantean las ecuaciones de Stokes,

para cada una de las fases.
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donde v1 y v2 son las velocidades de las fases, µ1 y µ2 son la viscosidad dinámica de

las fases y z∂∂ρ  es el gradiente de presión en la dirección axial.  Considerando que

la velocidad del fluido cercano a la pared de la tubería es cero, la velocidad de ambas

fases en la interfaz es igual y que el flujo de ambas fases se encuentra en un régimen

laminar se obtiene que:
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donde R.22 ρξ = .  La desventaja de este modelo presentado es que fue realizado para

flujo en régimen laminar.

Modelo de Chen et al. (1997)

Este modelo fue desarrollado para flujo estratificado ondulado en una tubería

horizontal, Chen et al. consideran un modelo de doble circulo para simular la interfaz

gas-líquido.  Está sustentado en estudios realizados con un sistema Kerosén/aire en

una tubería de 3” de diámetro. 
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El modelo de Chen et al. fue aplicado por Holden (2002) en su modelo de flujo

anular, aunque como ya se señaló, es desarrollado para flujo estratificado, dentro del

conjunto de pruebas ejecutadas se incluyeron velocidades superficiales de gas hasta

12.19 m/s.  Sin embargo alrededor de 10m/s, se encuentra la transición hacia el patrón

de flujo anular y se puede inferirse que algunas condiciones experimentales de gas y

líquidos pertenecen a un flujo anular o por lo menos se encuentran en la transición

hacia dicho patrón de flujo. 

En estas pruebas se empleó una tubería transparente que  permitió medir el perímetro

mojado de la tubería (SL), a partir del cual puede definirse la fracción de tubería

mojada, tal y como sigue:

D
SL

ππ
θ

==Θ       (A.6)

La fracción de tubería mojada puede ser predicha a través de la correlación

desarrollada por Hart et al. (1989), utilizando una tubería horizontal de 2” de

diámetro.
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En la Figura A.2, se presenta el modelo de doble circulo propuesto para simular la

interfaz gas/líquido, a través de relaciones geométricas que relacionan la superficie

existente en la interfaz y la superficie del líquido en contacto con la pared.  El ángulo

que describe la interfaz gas-líquido se presenta a continuación:
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Figura A. 2  Fracción mojada de pared en función de la correlación de Hart et al.

El diámetro relativo generado por la interfaz y la superficie interfacial, del líquido y

el gas, se determinan como:
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===
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(A.9)

Este modelo de doble circulo necesita de una relación de clausura para determinar la

fracción de pared mojada (θ), presentada en la ecuación (A.7), la cual se encuentra

basada en la correlación desarrollada por Hart et al. (1989).
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 ANEXO B – DESARROLLO DE LAS ECUACIONES DE CANTIDAD DE
MOVIMIENTO 

Este anexo se dividirá en dos partes, la primera correspondiente al detalle de la

obtención del sistema de coordenadas utilizado en la investigación (ecuación (2.17))

y la segunda parte dedicada al desarrollo de la ecuación de cantidad de movimiento

donde se encuentra presente la excentricidad del fluido (ecuación (3.13)).

Sistema de Coordenadas obtenidas por transformación conforme bilineal

En está investigación, se utilizó una transformación conforme bilineal y se presenta

en la ecuación (B.1).

iaz
aizw

−
−

= (B.1)

Por ser una transformación conforme podemos transformar cualquier circunferencia

concéntrica del plano (w) a su imagen en el plano (z) y viceversa.  Por lo tanto la

ecuación (B.1)  también la podemos expresar como:

1
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−
−

=
aw

iawz (B.2)

Cualquier plano tiene una parte real y una imaginaria, por lo tanto podemos

descomponer el plano w en: ivw += µ , y se multiplica por su conjugada para tener

un denominador real, tal como se presenta en la ecuación (B.3).
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La ecuación (B.3) se puede escribir en forma polar, para así obtener expresiones en

términos de funciones trigonométricas, las cuales nos permitirán simplificar las

ecuaciones obtenidas.  Para ello se expresa el plano ivw += µ , de la forma

( ))sen()cos( φφρ iw += . La ecuación (B.3) se transforma en:
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desarrollando los términos de la ecuación (B.4) y utilizando las identidades

trigonométricas se obtiene:
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Donde la parte real de la ecuación representa el eje x del nuevas coordenadas

( ) ( )( )φρφρ ,,, yx  y la parte imaginaria representa el eje  y, tal y como se presenta en

la ecuación (B.6).
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Cálculo de los tensores métricos del Sistema de Coordenadas propuesto

Los tensores métricos de cualquier sistema de coordenadas ortogonal se encuentran

definidos mediante la ecuación (B.7).
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Al determinar los tensores métricos del sistema de coordenadas propuesto, ecuación

(B.6), se obtiene: 
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Ecuación de continuidad y cantidad de movimiento para la fase líquida

La ecuación de continuidad general, en notación vectorial está dada por:

( ) 0=•∇+
∂
∂ v

t
rρρ

(B.9)

El operador divergencia para un sistema de coordenadas ortogonal general, se expresa

como: [C.I.A, 1965]
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Aplicando el operador divergencia a la ecuación de continuidad se obtiene:
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Considerando flujo incompresible y unidireccional, se obtiene la ecuación (B.12).
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Donde h1
2,h2

2,h3
2 son los tensores métricos de cualquier sistema de coordenadas

ortogonal, presentados en la ecuación (B.8).

La ecuación de cantidad de movimiento general, expresada en notación vectorial está

dada por:

( ) ( ) gpvv
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Considerando flujo unidireccional (en la dirección axial), isotérmico, en estado

permanente, Newtoniano e incompresible y aplicando la solución para el operador

divergencia presentado en la ecuación (B.10), se obtiene la ecuación:  
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La ecuación de cantidad de movimiento propuesta es necesario adimensionalizarla

para utilizar el sistema de coordenadas planteado.  Para la adimensionalización se

utilizaron los números adimensionales propuestos por González (1998), presentados

en la ecuación (B.15).
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donde Vo la velocidad característica del sistema y µ es la viscosidad característica del

sistema.  

Para adimensionalizar la ecuación  (B.14) es necesario descomponer el término de

esfuerzo cortante, para ello se considera un  flujo Newtoniano; sabiendo que en este

tipo de flujo la relación entre el esfuerzo cortante y la tasa de deformación del fluido

es directamente proporcional se tiene: [C.I.A., 1965]

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
31

3

13

1 ...
h
u

h
h

h
u

zh
h z

z ρ
µτ ρ

ρ (B.16)

Considerando flujo unidireccional y sabiendo que en el sistema de coordenadas

propuesto el tensor métrico h3 es igual a uno, la expresión queda como:
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Sustituyendo la ecuación (B.17) en (B.14), se obtiene:
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Para obtener los términos adimensionales es necesario realizar la derivación en

cadena de la ecuación (B.15). 
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Dividiendo toda la ecuación entre el término que acompaña al gradiente de presión y

sustituyendo los tensores métricos, se obtiene:
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donde ReSL y FrSL son el número de Reynolds y Froude superficial del líquido,

respectivamente. 
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Para determinar el gradiente de presión en la tubería, es necesario integrar la ecuación

(B.20), tal y como se presenta en la ecuación (B.22).
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La ecuación (B.22) es manipulada para llevarla a la Formula Integral de Poisson para

discos ecuación (B.23), la cual es una integral conocida e igual a 2π.
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Para llevar la ecuación (B.22) a la Formula Integral de Poisson es necesario

multiplicar y dividir la ecuación por el término : , tal como se presenta

en la ecuación (B.24).
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Incluyendo la ecuación integral de Poisson la integral queda, tal y como se presenta a

continuación:
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La ecuación de cantidad de movimiento en la coordenada axial (z), para la fase

líquida es:
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Donde Ri es el radio formado por el núcleo de gas en el anular.
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siendo  τwL , τi, los esfuerzos de corte líquido - pared e interfacial, respectivamente
2

2
1
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ANEXO C – DESARROLLO DE LA CORRELACIÓN PARA EL FACTOR DE
FRICCIÓN LÍQUIDO-PARED

Para  el desarrollo de la correlación del factor de fricción líquido- pared, se utilizó

una base de datos de aproximadamente 240 puntos experimentales conformados por

datos de adquiridos en PDVSA Intevep (Intevep N6), la base de datos creada en la

Universidad de Stanford, la cual contiene una recopilación de datos de la Universidad

de Calgary y diferentes compañías, y la base de datos recopilada en la Universidad de

Tulsa.  En total la base de datos contiene diámetros de tuberías desde 1 pulgada hasta

5,6 pulgadas y viscosidad del líquido entre 1 y 1200 cP. 

En el desarrollo de la correlación del factor de fricción líquido- pared, inicialmente se

utilizó el modelo propuesto en esta investigación introduciendo el gradiente de

presión experimental como un dato en el modelo y utilizando diferentes

combinaciones de correlaciones para el factor de fricción interfacial y fracción de

líquido arrastrada por el gas, ver Figura C.1.

Estos gráficos fueron representados en función del número de Reynolds presentado

por Gómez et al. (1999) y posteriormente por García et al. (2003), el cual está basado

en la velocidad de mezcla de las fases gas-líquido y las propiedades de la fase líquida,

tal y como se presenta en la ecuación (C.1).

L

ML
M

DV
µ

ρ
=Re

(C.1)

En la Figura C.1. la dispersión obtenida era muy alta y  adicionalmente por la forma

en que se estaba realizando el cálculo del factor de fricción líquido-pared, se le estaba

asociando indirectamente al factor de fricción determinado los errores

correspondientes a las correlaciones de la fracción de líquido arrastrada por el gas y el

factor de fricción interfacial.
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FACTOR DE FRICCIÓN LÍQUIDO-PARED
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Figura C. 1  Factor de fricción líquido-pared (modelo propuesto).

Por las justificaciones dadas anteriormente se determinó el factor de fricción entre el

líquido y la pared de la tubería a partir de la descomposición del gradiente de presión

en tuberías.  

El gradiente de presión en la tubería se puede descomponer en tres términos, el

correspondiente a los cambios de energía potencial, el cual en el caso de tubería

horizontal es igual a cero, el término correspondiente a los cambios de energía

cinética que generalmente es despreciable y el término correspondiente a la fricción,

que es el término que mayor aporte tiene a la caída de presión en la tubería.  (García.

(2003)).
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 A partir de las siguientes premisas se determinó un factor de fricción entre el líquido

y la pared de la tubería que depende del gradiente de presión experimental, tal y como

se presenta en la ecuación (C.2), donde se consideran las propiedades de la mezcla

gas líquido.  

( )
2

exp

2 MM
wL U

DL
P

f
ρ

∆
= (C.2)

Inicialmente se realizaron numerosos intentos por determinar un factor de fricción

líquido- pared mediante el despeje de las ecuaciones de cantidad de movimiento

presentadas en este estudio ecuaciones (3.9) y (3.15), sin embargo el error introducido

por las relaciones de clausuras factor de fricción interfacial y fracción de líquido

arrastrada por el gas eran muy grandes, por lo que se decidió partir de un factor de

fricción entre el líquido y la pared definido tal y como define García (2003) el factor

de fricción de Fanning con las propiedades de mezcla.

Para el desarrolló de la ecuación se consideró el número de Reynolds definido

mediante las propiedades de la fase líquida y la velocidad de mezcla,  tal y como lo

hace Gómez et al. (1999), ver ecuación (C.3).
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DV
µ

ρ
=Re

(C.3)

Finalmente se realizó un ajuste de los datos empleando el programa DataFit vx 6.1, el

cual utiliza un método de interpolación de datos con reducción de los errores

cuadrados el cual presenta 54 tipos de correlaciones diferentes y los mejores ajustes.

Obteniendo que la mejor correlación es la presentada en la ecuación (C.4).
1Re*4662.530063.0 −+= MwLf (C.4)

En la Figura C.2 se presenta el comportamiento de los datos experimentales en

función de la correlación propuesta para el factor de fricción.
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Figura C. 2  Factor de fricción líquido-pared.

Los resultados estadísticos obtenidos con el programa DataFit para la correlación

propuesta se presentan en la Figura C.3. 

Figura C. 3  Resultados Estadísticos sobre la correlación con la base de datos disponible.
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ANEXO D – DESCRIPCIÓN DE LOS DIFERENTES MODELOS
SELECCIONADOS 

Los modelos llamados mecanicistas tienen como postulado fundamental la existencia de

varios patrones de flujo completamente caracterizados y diferenciados entre sí. La

ocurrencia de un determinado patrón depende de las condiciones operacionales, las tasas

de flujo de cada una de las fases presentes, la geometría del sistema y las propiedades de

los fluidos.  Para cada uno de los patrones de flujo, las ecuaciones de conservación de

masa, cantidad de movimiento y energía son aplicadas, para describir completamente la

dinámica del sistema.  De esta forma es posible calcular el gradiente de presión y la

fracción volumétrica de las fases presentes en la tubería. [Padrino et al. (2001)]

A continuación se presenta una breve descripción de los cinco modelos mecanicistas

utilizados y las tres correlaciones seleccionadas con las que se comparó el desempeño del

modelo desarrollado en esta investigación.  En primer lugar se presenta una tabla donde se

muestra cada uno de los criterios considerados para las transiciones de patrón de flujo de

cada uno de los modelos mecanicistas.

Tabla D.1  Criterios empleados en las transiciones de patrones de flujo por modelos
mecanicistas

Modelo Mecanicista Transición estratificado-
no estratificado

Transición a flujo
Anular

Transición a Burbujas
Dispersas

Intevep MM (2002) Modelo de Barnea (1990)

SL=> AN,
Taitel y Dukler (1976)
SS=> AN, 
Mata (2000)

Pereyra et al. (2001)
(ReM>104)
Barnea (1986)

Ouyang MM (1998)
Taitel y Dukler (1976), y
Barnea (1982),
considerando el flujo radial

 Barnea (1986) (HL=0.24)
Barnea (1986),
considerando el flujo
radial

Xiao et al. (1990) Taitel y Dukler (1976) Barnea (1982)
(hf/D=0.35) Taitel y Dukler (1976)

Holden MM (2002) Lf ≈∞, Holden (2002). θ > 0.9 Grolman (1994)

Vsg> 0.1m/s
 Hong-Quan (2001)
Vsg< 0.1m/s
         Barnea (1986)

Gómez et al. (1999) Taitel and Dukler (1976) Barnea (1986) (HL ≥ 0.24) Barnea (1986)
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En la Tabla D.2 se presentan, a manera de comparación, características relevantes entre

los diferentes modelos para la determinación del gradiente de presión, cuando el patrón de

flujo es anular, de donde pueden extraerse algunas diferencias.

Tabla D.2  Comparación entre los diferentes modelos
Mecanicista
Xiao et al.

Mecanicista
Ouyang

Mecanicista
Gómez et al.

Mecanicista
Intevep

Mecanicista
Holden

Correlación
Dukler et al.

Correlación
Beggs et al.

Correlación
García et al.

(1990) (1998) (1999) (2002) (2002) (1964) (1973) (2002)
Modelo para
flujo de dos
fases en una
tubería
horizontal.

Modelo para
pozos
horizontales
con inclusión
del flujo
radial a lo
largo del
pozo.

Modelo
unificado
para flujo de
dos fases gas-
líquido, que
se utiliza en
tuberías:
horizontales,
inclinadas y
verticales con
flujo
descendente.

Modelo para
flujo de dos
fases gas-
líquido en
pozos
horizontales
con inclusión
del flujo
radial a lo
largo del
pozo.

Modelo para
flujo de dos
fases gas-
líquido en
una tubería
horizontal.

Correlación
para
determinar el
gradiente de
presión por
fricción para
flujo de gas y
líquido en
tubería

Modelo de
correlación
que considera
cuatro (4)
patrones de
flujo bifásico
en una
tubería
horizontal,
estos son:
segregado,
intermitente y
distribuido.

Correlación
desarrollada
para
determinar
gradiente de
presión  en
tuberías con
flujo bifásico
gas –líquido
y un patrón
de flujo
anular.

Observaciones

Modelo
desarrollado
para flujo gas
– líquido en
tuberías. No
considera la
excentricidad
del anular.
Utiliza la
correlación de
Colebrook
para la
fricción
líquido- pared
y para  el
factor de
fricción de la
interfaz utiliza
modificación
de la
correlación de
Crowley y
Rothe (1986).

Observaciones

Considera el
efecto del
flujo radial en
las
transiciones y
en las
ecuaciones de
balance de
masa y
cantidad de
movimiento
No considera
excentricidad
del anular.
Utiliza la
correlación
Petalas y Aziz
(1997) para  el
factor de
fricción de la
interfaz.

Observaciones

Modelo
desarrollado
para flujo
bifásico  en
tuberías con
diferentes
ángulos de
inclinación.
No considera
excentricidad
del anular.
Utiliza la
correlación
Henstock y
Hanratty
(1976)  para
el factor de
fricción de la
interfaz y la
correlación de
Ouyang(1996)
para la
fricción
líquido- pared.

Observaciones

Considera el
efecto del
flujo radial en
las ecuaciones
de balance de
masa y
cantidad de
movimiento.
No considera
excentricidad
del anular.
Utiliza la
correlación de
Colebrook
para la
fricción
líquido- pared
y la de Petalas
y Aziz (1997)
para  el factor
de fricción de
la interfaz.

Observaciones

El balance de
cantidad de
movimiento es
realizado a
partir del flujo
tapón.
Considera la
excentricidad
del anular por
las relaciones
de Chen et al.
(1997). Utiliza
la correlación
Asali (1984)
para  el factor
de fricción de
la interfaz.

Observaciones

El código de
este modelo es
extraído
directamente
del simulador
comercial
Stars (1999)

Observaciones

Este método
hace especial
énfasis en el
efecto de la
inclinación de
la tubería
sobre la
fracción de
líquido y la
caída de
presión

Observaciones

La correlación
evaluada es la
desarrollada
para flujo
anular en
tubería, sin
embargo
García
Propone una
correlación
general
independiente
del patrón de
flujo.
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