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Resumen

Mecanica cuantica en el espacio de Lobachevski

Ling Alfonso Sequera Marin

Universidad Central de Venezuela

Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se estudian las consecuencias para la mecanica cuantica de supo-
ner que el espacio de configuracién no es euclideo, sino hiperbolico. Nuestro objetivo
principal en este trabajo ha sido la obtencién de los observables basicos que descri-
ben la mecénica cuantica de una particula en espacio hiperbélico. El procedimiento de
cuantizacion, para obtener estos observables basicos, se realiza de manera geométrica
(esto es, independiente de las coordenadas). En este caso, como el euclideo, los observa-
bles se obtienen de propiedades fundamentales de la geometria hiperbdlica (los vectores
de Killing asociados a la métrica). El modelo de espacio hiperbolico usado es el del
hiperboloide en espacio de Minkowski. Se considera, por completitud y para verificar

resultados previos, el atomo de hidrogeno y el oscilador armoénico en esta geometria.

Abraham Lozada
Tutor
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica cuantica usual, sin tomar en cuenta la gravitacion, relativista galileana
o einsteniana, se formula en un espacio euclideo. El tiempo es un parametro. Esto es
bésico para la obtencién de ciertos observables de la teoria como, por ejemplo, posicion,
momento lineal y momento angular.

Por otro lado, sabemos que el uso de la geometria euclidiana, con respecto a los
experimentos fisicos, es una aproximacion excelentemente buena. Sin embargo, hay un
axioma de la geometria euclidea cuya “verdad” no es de manera alguna evidente. Se trata
del famoso postulado de la paralela tnica. El punto importante es que esta afirmacion
es sobre rectas infinitas y no hay manera de comprobarla, sino con rectas tan grandes
como se quieran, pero finitas.

La geometria hiperbolica, la cual es un alternativa a la euclidiana, consiste en man-
tener todos los postulados de la geometria excepto el quinto axioma (el postulado de
las paralelas). La geometria hiperbolica fue establecida en el siglo XIX, historicamen-
te su descubrimiento es atribuido al matemético ruso Nikolai Ivanovich Lobachevski
quien publicé sus resultados de geometria no euclidiana en 1830, sin embargo se conoce
que el matematico hingaro Janos Bolyai de manera independiente obtuvo resultados
analogos a los de Lobachevski y quiza antes, pero los public6 hacia el ano 1832 como

un apéndice de un libro escrito por su padre Farkas Bolyai, y la comunidad cientifica



relegd su aporte solo para reconocerlo hasta 30 anos después de su publicaciéon. Se cono-
ce que el matematico alemén Carl Frederich Gauss que era amigo del padre de Janos
Bolyai, mediante correspondencia revela que el habia obtenido los mismos resultados
que Janos con anterioridad, pero de Gauss no se conoce ninguna publicaciéon. Bolyai, a
quien Gauss califica como genio de primera clase, culmina su trabajo mencionando que
no es posible determinar solo a través del razonamiento matematico si la geometria del
universo fisico es euclidiana o no, que esa es una tarea de las ciencias fisicas.

En este trabajo, queremos ver cuales son las consecuencias béasicas para la mecanica
cudntica de suponer que el espacio de configuracion no es euclideo, sino hiperbélico.
Historicamente, estas consecuencias han sido estudiadas a través del atomo de hidro-
geno. En particular, el 4tomo de hidrogeno en una geometria no euclidiana (esférica),
fue estudiado por Schrédinger [1] en 1940 y analizado por Infeld [2] y Stevenson [3] al
ano siguiente, algunos afos después (1945) Infeld y Schild [4] obtuvieron el espectro
en un “universo abierto de curvatura constante negativa” (espacio hiperbélico tridimen-
sional). Otras referencias que consideran este problema, tanto desde el punto de vista
clasico como cuéntico, son [5]-[16]. Nosotros queremos considerar, antes que ejemplos
particulares (como el 4tomo de hidrogeno y el oscilador armonico), la construccion de
los observables basicos de la teorfa. En efecto, ahora el momento lineal (generador de
las traslaciones en espacio euclideo) no es una simetria. ;Cual es el sustituto de este
observable? En particular queremos construir los observables fundamentales asociados
a una particula libre.

Para obtener estos observables haremos uso del modelo del hiperboloide en el es-
pacio de Minkowski. Como es bien conocido, existen varios modelos de la geometria
hiperbolica (esto es, modelos que realizan los axiomas de esta geometria). Uno de ellos
es el llamado del hiperboloide. Este modelo es notable porque relaciona en cierta mane-
ra, la geometria hiperbolica espacial (no hay tiempo) con la geometria de la relatividad
especial. La idea de la cuantizacion que usaremos esta basada en las simetrias (isome-

trias de la distancia entre dos puntos en geometria hiperbdlica) y los generadores de



esta. De la misma manera que P (el trimomento) y .J (el momento angular) generan las
simetrias euclideas, tenemos otras seis cantidades que son las candidatas a cuantizar,
que generan las simetrias hiperboélicas.

Después de construir los observables, incluyendo el hamiltoniano, se aplican los
resultados a los casos del atomo de hidrogeno, oscilador armoénico y particula libre
entre “esferas* (todo esto en tres dimesiones espaciales).

En lo que sigue de esta introduccién describiremos brevemente la organizaciéon del
trabajo. En la seccion 2 estableceremos alguna notacion y definiciones que seran ttiles
en el desarrollo del trabajo. En la seccion 3, haremos una revision de la literatura de
la geometria hiperbolica con énfasis en los resultados sobre el hiperboloide que luego
usaremos. En la seccion 4, recordamos, por completitud, los postulados basicos de la
mecanica cuantica ortodoxa. Se plantea el problema de la obtencion de los observables
de sus respectivos clasicos (cuantizacion). También se recuerda, a pesar de ser usado
frecuentemente, que la llamada cuantizacion canénica tiene problemas. Fn la seccion 5,
construiremos los observables basicos de una particula libre en geometria hiperbolica
tridimensional. Como era de esperarse, el lgebra de Lie de estos observables es diferente
a la euclidea. Mas atn, la posicion y momentos no tienen las reglas de conmutaciéon de
Heisenberg. De estos observables se construye el hamiltoniano exigiendo que conmute
con todos los observables del algebra de Lie (esto es, que sea un operador de Casimir).
La cuantizacion obtenida es geométrica (no depende de coordenadas). En la seccion 6,
consideraremos el problema del atomo de hidrogeno en espacio hiperbélico. Se resuelve
la ecuacion diferencial parcial para el espectro de energia negativo (estados ligados). Lo
mismo se hace con el oscilador armonico (energia positiva), y con la particula dentro de
“esferas”. Fin la seccion 7, se hacen unas consideraciones sobre la cuantizacion en el plano
de Lobachevski (bidimensional). Se considera el analogo del potencial coulombiano y
se plantea la ecuacion “radial” (después de la separacion de variables) sin resolverla.
Finalmente, en la seccion 8 algunas conclusiones son elaboradas junto con la discusiéon

de los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Notacion y definiciones

o,

H",

\.Hl

conjunto de los niimeros enteros.

conjunto de los nimeros enteros positivos.

conjunto de los nameros reales (recta real).

conjunto de los nimeros reales positivos.

conjunto de los ntimeros complejos.

espacio real n-dimensional (espacio euclideo E™).
espacio de Minkoswki n-+1-dimensional.

conjunto de vectores tipo tiempo positivo, subespacio de
R™!,

espacio hiperbolico n-dimensional (Modelo del disco pro-
yectivo), seccion 3.2.

espacio hiperbolico n-dimensional (Modelo del disco
conformal), seccion 3.3.

espacio hiperbolico n-dimensional (Modelo del semi-
plano superior), seccion 3.4.

espacio hiperbolico n-dimensional (Modelo del hiperbo-
loide), seccién 3.5.

vector del espacio euclideo R".



(el9),

{ei}a

dM(I7y)7

x>

(M),

CO(M)7

(M),
(M),

vector del espacio hiperbélico (para cualquier modelo).
modulo, valor absoluto de a, con a € C.

norma de x, con z € N un espacio normado.

producto escalar de ' y ¥/, con 7,y € R™.

producto escalar de x y y, con x,y € V un espacio de
pre-Hilbert.

producto escalar de ¢ y ¢, con ¢, € H un espacio de
Hilbert.

base de un espacio vectorial.

métrica, distancia entre dos puntos, vectores x,y € M
un espacio métrico.

tensor métrico de una variedad riemanniana X (o pseu-
doriemanniana).

componentes contravariantes de un vector z (coordena-
das locales).

elemento de linea de una curva en una variedad rieman-
niana o pseudoriemanniana.

conjunto de funciones al menos una vez derivables en la
variedad diferenciable M.

conjunto de funciones n-veces derivables en la variedad
diferenciable M.

conjunto de funciones de soporte compacto en la varie-
dad diferenciable M.

espacio vectorial tangente al punto z € M una variedad
diferenciable.

fibrado tangente a la variedad diferenciable M.

fibrado cotangente (dual de T'(M)) a la variedad dife-

renciable M.



{d'},

{pi}>

& =Z(¢,q',t),

H = %<qzaplvt>7

{f7g}PBa

coordenadas generalizadas del espacio de configuracio-
nes de un sistema fisico, secciéon 4.1.

derivada de o = a(s) respecto del parametro real s que
la define, secciéon 4.1.

momentos generalizados del espacio de fase de un siste-
ma fisico.

funcién lagrangiana asociada a un sistema fisico, seccion
4.1.

funcién hamiltoniano asociado a un sistema fisico, sec-
cion 4.1.

corchetes de Poisson de f,g € C'(M), seccion 4.1.
operador lineal de un espacio de Hilbert asociado a una
funcion o7 (observable clasico).

dominio del operador A.

conjunto de operadores lineales sobre el espacio de Hil-
bert H.

corchetes de Lie, operacion de conmutacién entre los
operadores A, B € O(H).

espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado integra-
ble sobre la variedad riemanniana M con medida dz”
(elemento de volumen).

derivada respeto de la variable x.

funcion hipergeométrica de parametros a,b,c € C y va-
riable z € (0,1).

funcion hipergeométrica confluente de pardmetros a, c €

C y variable z € (0, 00).



Capitulo 3

Geometria Hiperbodlica

3.1. Historia, geometria Euclidea y no Euclidea

“Los elementos” son un tratado de trece libros escritos por el matematico griego
Euclides en Alejandria cerca del ano 300 A.C., ellos contienen una coleccion de defi-
niciones, axiomas, teoremas, y sus pruebas matemaéticas. Los trece libros comprenden
la geometria euclidea y una version griega antigua de la teoria de niimeros, es en es-
tos libros donde se introduce el tratamiento axiomatico deductivo de las matematicas.
El primero de los libros desarrolla la geometria plana comenzando con asunciones ba-
sicas consistentes de una lista de 23 “definiciones” de términos geomeétricos, después
los axiomas en 5 “postulados” que detallaremos subsiguientemente, luego un conjunto
de 5 conjeturas “las nociones comunes” que tratan acerca del concepto de medida, y
por ultimo una serie de teoremas y pruebas en 48 “proposiciones”. Dentro de la lista
de definiciones se encuentran desde luego la de punto, linea, linea recta, segmento de
linea, superficie, superficie plana, circulo, angulo y paralelismo entre otras que no se-
ran ttiles para los efectos aqui expuestos. Los postulados se disponen a continuaciéon y

fundamentan toda una geometria de un espacio bidimensional:

1. A través de dos puntos diferentes solo pasa una linea recta.



2. Un segmento de linea recta puede ser extendida continuamente a una linea recta.
3. Para un centro y un radio arbitrarios hay solo una circunferencia.
4. Todos los dngulos rectos son iguales.

5. Si una linea recta yace sobre dos lineas rectas tales que hacen los dngulos interiores
del mismo lado menores que dos dngulos rectos, las dos lineas, se encontrardn en

el lado en el cual los dngulos son menores que dos dngulos rectos.

El quinto postulado asi enunciado quiza no es tan facil de entender, para visualizarlo
vea la figura 3.1 que lo ilustra. Notese que la suma de los angulos interiores a + (3 se

aproxima a 7.

Figura 3.1: 5to postulado en el plano euclideo

El matematico escocés John Playfair proporciona una manera alternativa, aunque
mas intuitiva del enunciado del quinto postulado, es el llamado postulado de las para-

lelas:

» A través de un punto exterior a una linea recta dada hay una y solo una recta

paralela a esa recta.

Desde la antigiiedad ya se consideraba que el postulado anterior no era tan evidente

como los otro cuatro, esto se debe a la construccion mental abstracta que supone admitir

10



que al prolongar dos segmentos de recta infinitamente estos no se interceptaran. Por
cientos de anos gedmetras perturbados por su complejidad intentaron demostrarlo como
un teorema inducido por los primeros cuatros postulados. Muchos trataron de encontrar
una prueba usando el método de reduccion al absurdo, entre ellos el mateméatico drabe
Ibn al-Haytham en el siglo XI, los matematicos persas Omar Khayyam y Nasir al-Din
al-Tusi en los siglos XII y XIII respectivamente, aunque sin resultados concluyentes en
cuanto a la independencia o no del quinto postulado, se podria decir que sus teoremas
son los primeros de las geometrias que hoy conocemos como eliptica e hiperbolica.
Fue hasta el siglo XIX cuando de manera independiente el matematico hingaro
Janos Bolyai y el matematico ruso Nikolai Lobachevski encontraron una geometria
completamente consistente (la geometria hiperbolica) negando el postulado de las pa-
ralelas de Euclides. Se puede verificar que solo hay dos formas posibles de dar como
incierto el postulado de las paralelas, una opcién seria suponer que a través de un punto
exterior a una recta no pasan rectas paralelas a esta, esto es, cualquier recta intercepta
a una recta dada, lo que darfa lugar a la llamada geometria esférica (eliptica); la otra
opcion seria admitir que a través de un punto exterior a una linea recta pasan infinitas
rectas paralelas a dicha recta, esta suposicion da origen a la geometria hiperbélica, aun
asi, después de los trabajos de Lobachevski, Bolyai y Gauss no habia un modelo que
concretara esta geometria, en las siguientes secciones de este capitulo se estudiaran los

modelos mas importantes que han surgido para describir el espacio de Lobachevski.

3.2. Modelo del Disco Proyectivo
(Klein-Beltrami)

En 1868 el matematico italiano Eugenio Beltrami construye un primer modelo del
plano hiperbdlico y prueba asi la independencia del postulado de las paralelas de la
geometria euclidiana [17]. Los puntos del espacio que constituyen el modelo de Beltrami

son todos los puntos interiores a un circulo abierto dentro del plano euclidiano, esto es,

11



dado un circulo I' de radio R, el plano hiperbdlico sera:
D? =intl = {z € R? : ||2||, < R}, (3.1)

donde ||z||, = /27 + 23 es la norma sobre el espacio euclideo, en este caso, el plano
R2.

El primer y segundo postulado de la geometria hiperboélica que permanecen iguales
que en la geometria euclidiana exigen que por cada par de puntos del plano pase una
y solo una linea recta (geodésica), por lo que Beltrami propone para su modelo como
lineas rectas, todas las rectas del espacio euclideo interiores al circulo que constituye el
modelo, es decir, el conjunto de cuerdas del interior de I' en la anterior consideracion.

El tercer postulado también es el mismo de la geometria euclidiana y precisa de la
idea fundamental de distancia entre dos puntos, que obviamente no puede ser la misma
del espacio euclideo. Notese que por construccion las lineas rectas en este modelo se
extienden justo hasta el borde del circulo que constituye el modelo pero sin llegar a él,
y estd aqui el cardcter proyectivo del modelo. Fue Felix Klein en 1871 que interpreto el
modelo usando geometria proyectiva, el demostré que las transformaciones isométricas
del modelo de Beltrami se corresponden por restricciéon a las transformaciones proyec-
tivas del plano euclideo que dejan al modelo invariante, siguiendo esto Klein encontré
una expresion para la métrica hiperbolica en funcién de la distancia euclidea entre dos
puntos (véase [17] y [19]). Para dos puntos cualesquiera x e y del plano hiperbélico D?
pasa una y solo una linea recta (una cuerda) cuyos extremos z y w estan en el borde del
circulo y son adyacentes a « e y respectivamente (ver figura 3.2), entonces la métrica

hiperbolica entre los puntos x e y viene dada por:

1 . dg(z,w) - dg(y, 2)
dp(z,y) = 5 l (dE(Z% w) dn(z, z)) : (3.2)

Notemos que en el limite en que y tiende a w, la distancia euclidea dg(y, w) tiende a
cero por lo que la distancia hiperbdlica dp(z, y) se hace infinita, se puede probar ademas

que la distancia hiperbolica asi definida es simétrica, no negativa, no degenerada y

12



Figura 3.2: Distancia en el modelo del disco proyectivo

ademas cumple con la desigualdad triangular. También se puede hallar un tensor métrico
del plano en este modelo usando la geometria proyectiva [21] - [22], serd expresado en

lo que sigue por el elemento de linea:

1
(1= [l2)?

donde ||z||, es la norma euclidea con ||d||? = dai+dx3, al igual que el producto escalar

ds® = (1= [ll?) lda]}, + (= da)?] (3-3)

z-dx = r1dx; 4+ xodxs. Esta notacion se empleard en lo que sigue de este capitulo.

Se debe acotar que dado el tensor métrico (3.3), D? se convierte en una variedad
riemanniana y se puede definir asf un producto escalar sobre R? para los puntos de D?,
dando la base no ortogonal {e;} (con i = 1,2) de este espacio como sigue:

1—||@||?, +=7 -
Bt —
(fefz2 St =

<€z‘, ej>:1: = i (3-4)

A Taz) si 1 # 7,
notese que este producto depende del punto z de la variedad D? sobre el cual se efectua,
por ello se uso la notacion (-, -).
El cuarto postulado precisa de otra idea fundamental, la de angulo, la cual también se

ve “distorsionada” en este modelo, pero dado el producto escalar anterior (3.4) se puede

13



demostrar que para dos lineas geodésicas A,y : R — D2, tales que \(tg) = y(to) = ¢y

u= N(ty),v="1(ty), el angulo hiperbolico 0 entre ellas es:
Op = arccos({u, v)). (3.5)

El quinto y tltimo postulado es desde luego independiente de los demés y es facil
de verificar graficamente. En efecto, para la recta L (ver figura 3.3) existe un conjunto

infinito de rectas que pasan a través del punto P sin interceptarla.

Figura 3.3: 5to postulado en el modelo del disco proyectivo

Desde luego todas estas ideas pueden ser extendidas a 3 o mas dimensiones y asi

realizar el espacio Hiperbolico n-dimensional D" segtin este modelo.

3.3. Modelo del Disco Conformal (Poincaré)

Beltrami también introdujo el modelo del disco conformal y el modelo del semiplano
superior en su articulo de 1868 [18], pero Poincaré fue quien identifico las transforma-
ciones fraccionales lineales del semiplano superior complejo con las transformaciones de
congruencia (isometrias) sobre el plano hiperbolico en su articulo de 1882 [20], por lo

que al modelo también de le suele llamar “Modelo de Poincaré”. Los puntos del plano

14



hiperbélico en este modelo son los puntos interiores al disco:
B*={zcR*: |z||, < R}. (3.6)

Cabe acotar que B? es igual al conjunto D? que se introdujo en el modelo del disco
proyectivo (seccion anterior), la razéon fundamental de la distincion es que este modelo
plantea una distancia distinta al modelo del disco proyectivo, esto hace que aunque B2
y D? sean espacios topologicamente equivalentes son espacios métricos diferentes.

Este modelo establece como lineas (geodésicas) al conjunto de todos los arcos de
circunferencia dentro del disco B? y que lo interceptan en angulo recto junto con el
conjunto de todos los didmetros del circulo que constituye dicho espacio, desde luego sin
incluir los extremos (ver figura 3.4), notese que dado dos puntos arbitrarios dentro del
disco B? solo hay uno y sélo un arco de circunferencia que intercepte perpendicularmente
al disco y pase a través de esos puntos, asegurando asi el cumplimiento de los dos

primeros postulados.

Figura 3.4: 5to postulado en el modelo del disco conformal

En el modelo de Poincaré las distancias también se ven “distorsionadas”, y para
hallarlas un método es encontrar la relaciéon que vincula este modelo y el del disco pro-
yectivo, tal cosa no se pretende realizar aqui, pero el fundamento es hacer equivalentes

las lineas de cada modelo, algebraicamente esto es igual a hacer equivaler los puntos

15



del modelo de Klein-Beltrami con el de Poincaré mediante:

z — z . (3.7)
Rl

1+ 2

Dada la relacion (3.7) se puede calcular la nueva métrica para dos puntos 'y y del

modelo del disco conformal obteniendo:

= arccos 2= — iy
I5(% y) = arccosh (1 POl (- Hylli)) ' 59

Debido a la inmersién de B? en el espacio euclideo R?, al igual que el caso del modelo
del disco proyectivo, se puede definir un tensor métrico adecuado a la métrica anterior
y con ¢l un producto interno, y concretar asi el disco conformal como una variedad
riemanniana. El tensor métrico en forma de elemento de linea, eligiendo el sistema
coordenado cartesiano viene dado por:

4| dalf3

ds? = —— 2
(1 — [l[3)?

(3.9)

Anéalogamente al modelo del disco proyectivo el tensor métrico permite definir un
producto escalar para cada punto de D?, en este caso especificando la base ortogonal

{e;} con i = 1,2 como:

(eives)e =4 "I (3.10)
0 si 1.
De la misma manera y usando el producto interno dado por (3.10) se obtienen

el angulo hiperbolico 6p entre dos lineas geodésicas (t) y A(t) que se intersectan en

Y(to) = A(to) = x, tales que +/(tg) = uy N(ty) = v:
0p = arccos ((u, v)y) . (3.11)

Es de notar que salvo un factor de escala la idea de dngulo anteriormente planteada
congrue con la idea de angulo euclideo.
Para el postulado de las paralelas se presenta la prueba grafica dada en la figura

3.4. Notemos que para la recta L existe un conjunto indeterminado de rectas (arcos),
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que pasan a través de un punto exterior a ella (punto de interseccion del conjunto de
rectas), y que no la inteterceptan, es decir son paralelas a L.

Como dato curioso este modelo ha sido usado por el artista holandés Maurits Corne-
lis Escher en muchas de sus obras, entre ellas la que se muestra en la figura 3.5, Circulo

Limite I'V:

5 |
b

> s o
: %5‘%_‘,4&,:.#4"’

Figura 3.5: Clircle Limit IV (1960)

3.4. Modelo del Semi-Plano Superior (Poincaré)

Como se mencioné anteriormente fue Beltrami quien introdujo este modelo en un
articulo en 1868 [18], y Poincaré encontré las isometrias del espacio en este modelo al

identificarlas con las transformaciones conformes del plano complejo, en este caso las
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del semi-plano superior complejo en él mismo. El modelo consiste de todos los puntos
del plano euclideo R? que se encuentran en uno de los lados de una linea recta (euclidea)
al que llamaremos eje. Si se identifica el plano euclideo R? con el plano complejo C el

modelo equivaldria al conjunto:
U? ={z+iy:y>0;z,y € R}. (3.12)

Las lineas (geodésicas) en el modelo del semi-plano de Poincaré son todos los arcos
de circunferencia dentro del semi-plano que interceptan al eje haciendo angulos rectos
y los segmentos de linea recta perpendiculares al eje y que por supuesto yacen en el
semi-plano, se puede verificar que la suposicion anterior asegura el cumplimiento de los
2 primeros postulados.

La distancia hiperbolica segtin este modelo se puede hallar mediante una transfor-
macioén de Mobius que identifique los puntos del disco conformal con los puntos del

semiplano superior, dicha transformacion viene dada por la siguiente expresion:

(2,y) — 2 5 (T y+1). (3.13)

a4 (y +1)?
En consecuencia la métrica hiperbélica para dos puntos = (x1,22) v y = (y1,y2)

de U? (coordenadas cartesianas) estara determinada por:

lz— ylI2

dp(z, y) = arccosh (1 + Tﬂ/g) : (3.14)
Las isometrias entonces vienen dadas por el conjunto de transformaciones fraccio-
nales lineales del semiplano superior en el que preservan la forma anterior. Este modelo
también puede ser tratado como una variedad riemanniana si se introduce la siguiente

forma diferencial (eligiendo el sistema cartesiano de coordenadas):

2
_Jaa)?

(z2)?

Dicha forma diferencial define un longitud de arco y determina el tensor métrico

ds® (3.15)

de la variedad, dotando a cada punto un producto escalar en el espacio tangente, este
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producto escalar depende del punto de la variedad y mediante la base ortonormal {e;}

con ¢ = 1,2 puede expresarse como sigue :

e si 1=7,
0 si i#j.

De manera andloga al modelo del disco conformal los angulos pueden determinarse

(3.16)

<6iaej>a: =

mediante el producto escalar, de manera que para dos lineas geodésicas (t) y A(t) que
se intersectan en Y(tg) = A(tg) = x, tales que 7/(tg) = uw 'y N(ty) = v, pero en esta

ocasion con () y A(t) en U?, el angulo 0y
Oy = arccos ((u, v)z) . (3.17)

También se proporciona otra prueba grafica del postulado de las paralelas para este

modelo (figura 3.6).

N

Figura 3.6: 5to postulado en el modelo del semiplano superior

Analogamente al caso del modelo del disco conformal, para la linea recta L existe
un conjunto infinito de rectas que pasan a través de un punto exterior a ella (el de su

interseccion) y que no la cortan.

3.5. Modelo del Hiperboloide (Minkowski)

El modelo del hiperboloide o modelo de Minkowski es generalmente acreditado a

Poincaré, aunque William Reynolds [23] menciona que Wilhelm Killing [24] y Karl
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Weierstrass usaron este modelo hacia 1892. El modelo consiste en suponer los puntos
del plano hiperbélico como la hoja positiva de un hiperboloide de revolucion de dos hojas
inmerso en el espacio de Minkowski, y sus lineas geodésicas como las intersecciones de
ese hiperboloide con los planos que atraviesan el origen del espacio de Minkowski, dichas
lineas son ramas de hipérbolas. Desde luego la supocicion anterior puede ser extendida
a 3 o mas dimensiones como se vera posteriormente con detalle.

La exigencia de que el hiperboloide este embebido en el espacio de Minkowski y
no en R™ verifica un importante teorema propuesto por David Hilbert en 1901 [25] el
cual establece que no existen superficies regulares completas de curvatura constante
negativa que puedan ser inmersas isométricamente en el espacio euclideo R3. Ademas,
esto supone una ventaja desde el punto de vista fisico, en el caso del espacio Hiperbolico
tridimensional, ya que como se sabe el espacio de Minkowski esta asociado al modelo
del espacio-tiempo en el marco de la relatividad especial de Einstein.

Como ya se ha mencionado el espacio hiperbolico es un espacio métrico, por ende se
establecen perfectamente la nocion de distancia y angulo, ademas, debido a su inmersion
en el espacio de Minkowski, dichas nociones quedan determinadas por las propiedades
métricas de Minkowski, por esta razon se iniciara el estudio de este modelo retomando

los conocimientos bésicos de Minkowski.

3.5.1. El espacio de Minkowski

El espacio de Minkowski n-dimensional R™! es una variedad pseudoriemanniana
(Lorentziana) de métrica indefinida (1,n) (6 (n,1)) y de curvatura nula (k = 0), cuyo
tensor métrico puede escribirse eligiendo un sistema de coordenadas cartesiano como
(signatura (1,n)):

g =diag(—1,1,--- 1), (3.18)

0 bien en su forma de elemento de linea:

n

ds? = —da? + da? + dad + - - + da?. (3.19)
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Dado el tensor métrico se puede definir el producto interno en el espacio de Min-

kowski R™! (producto interno Minkowskiano) como:

zoy =gy, = —oyo + T1Y1 + VYo + -+ + Tl (3:20)
Es de notar que la base {e;} de R™! tal que egoey = —1y e;oe; = 0;; de cualquier otra
forma donde (i,j = 0,1,2,---,n) , es una base ortonormal del espacio de Minkowski

R™1,
Definicién 1 Dos vectores = y y de R™' son ortogonales si y sélo si zoy= 0.

Anéalogamente al espacio real R" se puede definir una norma Minkowskiana inducida

del producto interno anteriormente definido, dada por el niimero complejo:

2>, = xox=—af+a]+a5+ -+ (3.21)

n

Si definimos al vector del espacio euclideo R" como ¥ = (x1,x9, - ,z,), la norma

Minkowskiana (3.21) puede ser escrita comor:
]y, = —2o® + (1717 (3.22)

Definicion 2 Dos vectores £ y y de R™! son ortonormales si y solo si son ortogonales

y ademds ||z|*, = -1y ||y, = L.

Se suele clasificar a los cuadrivectores (elementos del espacio de Minkowski) segin

el valor de su norma como:

= Tipo Luz para los vectores que tienen norma Minkowskiana igual a cero ||z||?, =

0.

= Tipo Espacio para los vectores que tienen el cuadrado de la norma Minkowskiana

real positiva |||, > 0.

= Tipo Tiempo para los vectores que tienen el cuadrado de norma Minkowskiana

real negativa ||/, < 0.
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Un vector tipo tiempo se dice positivo si su primera componente es positiva xy > 0.

Teorema 1 Sean x y y vectores tipo tiempo positivos (o negativos) de R™! entonces

roy< ||l M, COn iguataaa St Yy Soto 81 & SON uneatmente aepenalentes.
y < |l |yllar, con igualdad si y solo si x y y son linealmente dependient

Sean z y y vectores tipo tiempo positivos (o negativos) de R™!, por el teorema (1)

existe una tnica constante real positiva n(z, y) tal que

roy= HwHJ\/IHyHJM COShﬁ(-’L‘, y)- (323)

Asi definimos a n(z, y) como el angulo Minkowskiano tipo tiempo entre los vectores x
yy
Otro aspecto importante a sefialar en el estudio del espacio de Minkowski son sus

isometrias, y para ello se definiran las transformaciones congruentes sobre dicho espacio.

Definicién 3 Una funcion ¢ : R™! — R™! es una transformacién de Lorentz si y solo

St
¢(x)od(y) =xzoy VxyecR™.

Teorema 2 Sea e; una base ortonormal de R™'. Una funcion ¢ : R™' — R™! es una
transformacion de Lorentz si y solo si ¢ es lineal y {¢(eo), p(e1),- -+, d(en)} es una base

ortonormal de R™!.

Una matriz A (,41)x(nt1) a valores reales es Lorentziana si y solo si la transformacion
lineal ¢ : R™! — R™! asociada a ella y definida por ¢(z) = Az es una transformacion
de Lorentz. El conjunto de todas las matrices Lorentzianas (n+ 1) x (n+ 1) junto con
la multiplicacién usual de matrices forman un grupo O(1,n), al cual llamamos grupo
de Lorentz. Se puede verificar que las matrices del grupo de Lorentz O(1,n) satisfacen
la ecuacion:

AlgA = g. (3.24)

De la ecuacion (3.24) tenemos que (det A)? = 1, asi det A = +1. El subconjunto

de todas las matrices del grupo de Lorentz (A € O(1,n)) tales que det A = 1 forman
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un subgrupo de indice dos SO(1,n) en O(1,n), al que llamamos grupo especial de
Lorentz. Una matriz del grupo de Lorentz se dice positiva si no cambia la paridad
del vector sobre el cual actia, es decir, transforma vectores tipo tiempo positivos en
positivos (6 negativos en negativos). El subconjunto de todas las matrices Lorentzianas
positivas forman también un subgrupo PO(1,n) de O(1,n) y es llamado grupo positivo
de Lorentz. De igual manera el subconjunto de todas las matrices positivas de SO(1,n)
forman en él un subgrupo de indice dos PSO(1,n) que recibe el nombre de grupo
especial positivo de Lorentz (grupo ortocrono propio LL) Para ver las pruebas de los

teoremas 1y 2 refiérase a [21].

3.5.2. Espacio Hiperbdélico n-dimensional

En el espacio euclideo n-dimensional la esfera de radio R (||Z||> = R* V¥ € R") es
una superficie de curvatura constante kK = %. En analogia con el caso anterior pero
tomando en cuenta el teorema de Hilbert [25] se propone como modelo del n-espacio

Hiperbolico al subconjunto del espacio de Minkowski:
H" = {z e R : |z, = —R?, ¢ > 0}.

Esto es el conjunto de vectores tipo tiempo del espacio de Minkowski con norma cons-
tante (compleja) y primera componente mayor que cero (vectores tipo tiempo positivos),
lo que equivaldria a la hoja positiva de un hiperboloide de dos hojas en R™!, en la figura
3.7 se muestra el plano hiperbélico H? en este modelo.

Sean z, y y z vectores en H" y n(z, y) el angulo tipo tiempo entre z y y, se puede
verificar que ademas de ser 7 un nimero real positivo (n(z, y) > 0), es cero siy sélosi xy
y son iguales (n(z, y) = 0 < x = y), es simétrico respecto de ¢y y (n(z, y) = n(y, z)),
y cumple con la desigualdad triangular [n(z, 2) < n(z,y) + n(y, 2)] [21], por lo que

definimos la métrica hiperbélica para dospuntos v y de Hn como:

du(z,y) = n(z, y). (3.25)
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Zy

T2

Figura 3.7: Modelo del hiperboloide

Por la ecuacion (3.23), se tiene que:
coshdy(z, y) = —R*(zo y). (3.26)

El espacio métrico consistente de H"™ junto con su métrica hiperbdlica dgy es llamado
n-espacio hiperbolico, y desde ahora H" denotara al espacio hiperboélico n-dimensional,
en el caso de H?, este es un modelo de la geometria de Lobachevski. Una isometria de

H™ sobre si mismo es llamada isometria hiperbdlica.

Teorema 3 Cada transformacion de Lorentz positiva en R™! se restringe a una iso-

metria de H", y cada isometria de H" extiende a una vnica transformacion de R™!,

No se pretende dar una prueba del teorema (una prueba rigurosa puede verse en
[21]), pero, considerando la ecuacion (3.26) se puede observar que una transformacion
de H"™ preserva la distancia hiperbélica, si y solo si se asocia a ella una transformacion
de R™! que preserve el producto interno Minkowskiano, esto es, una transformacion de
Lorentz. La restriccion sobre dicha transformacion a ser positiva recae en el hecho de
que una transformacion negativa enviaria un punto de H" fuera de ¢él. Como corolario
se puede agregar que el grupo de isometrias Hiperbolicas I(H™) es isomorfo al grupo

positivo de Lorentz PO(1,n).

Definicion 4 Una linea hiperbolica de H" es la interseccion de H™ con un subespacio

vectorial 2-dimensional tipo tiempo de R™!.
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Sean z 'y y puntos de H" y vectores de R™!. Entonces z y y expanden un subespacio

vectorial 2-dimensional tipo tiempo V(z, y) de R™!, y asi:
L(z,y) =H"NV(x,y),
es la unica linea hiperbolica que contiene a = y y. Notese que L(z, y) es una rama de

una hipérbola.

Teorema 4 Una funcion v : R — H" es una linea geodésica si y solo si existen vectores

ortonormales © y y de R™', con x tipo tiempo, tales que:
v(t) = Rcosh(t)x+ Rsinh(t)y.

Por el teorema 4 se puede probar que las geodésicas de H" son sus lineas hiperbélicas

(ver figura 3.8)

cono de luz
geodesica

hiperboloide

2-plano tipo tiempo

Xz X2

Figura 3.8: Geodésica hiperbdlica

3.5.3. H" como una variedad riemanniana

El espacio hiperboélico H” es un espacio métrico y por lo tanto un espacio topoldgico.

Ademas es geodésicamente convexo, todo esto permite establecer formalmente las ideas
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de continuidad, convergencia y conectividad. Mas aun este espacio es geodésicamente
completo.

Sea ¢ : H" — R" definida por ¢(xz) = &, con & como en la expresion (3.22),
entonces ¢ es una biyeccidén y define un isomorfismo entre el espacio hiperbolico H” y
el espacio euclideo R". En particular dada la biyeccion anterior se puede identificar el
entorno de cada punto de H" con un subconjunto abierto del espacio euclideo, esto es,
para cada & € H" existe un entorno abierto U, C H" homeomorfo a un subconjunto
de R™ mediante ¢ : U, — Vz C R", considerando ademas que los entornos de cada
par de puntos de H" son disjuntos (espacio de Hausdorff), y que toda base de este
espacio es finita o numerable (verifica el segundo axioma de numerabilidad), podemos
admitir al espacio Hiperbdlico H" como una variedad topologica. Es pertinente acotar
que el par (U, ¢) define una carta o sistema coordenado sobre H" para «, la aplicaciéon
coordenada puede ser proporcionada explicitamente si se elige representarla mediante

o(x) = (1,99, ...,9,), y se define como sigue:

To = VRT + 212 + 2% + -+ 1, (3.27)
Yi=x; coni=1,2,... n.

El sistema coordenado asi definido es una carta global, vale decir, cubre todos los
puntos de la variedad, ademéas dota al espacio hiperbélico de una estructura diferen-
ciable C* (atlas), y por lo tanto H" es una variedad diferenciable, en lo que sigue nos
referiremos a este sistema coordenado como “cartesiano” por su obtencion del analo-
go Minkowskiano. A continuacioén se explicaran, por completitud, algunos resultados
elementales de variedades diferenciables y se aplicaran a H".

Sea f una funcién en el espacio hiperbélico f: H* - Ry ¢ : U, C H* — Vz C R"”
una carta local con x € Uy, la funcion f es diferenciable en z si la composicion fo¢ ! :

®(Ug) — R es diferenciable en ¢(x). Luego la funcion f es diferenciable si lo es para

cada punto de H", y llamaremos C'(H") al conjunto de todas la funciones diferenciables

en H".
Definicién 5 Sea x un punto de H", el vector tangente vy, sobre H" al punto = es una
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aplicacion lineal vy - C(H") — R, que cumple con la propiedad de Leibniz, esto es:
» uo(f + Ag) = vaf) + Auag) VAER; Vf.geCH").
= va(f - 9) = va(f)g(x) + f(@)valg) VS, g € CH").

El conjunto de todos los vectores tangentes a un punto & de H" forman un espacio
vectorial y es llamado espacio tangente T,(H") a ese punto. y el conjunto de todos los
espacios tangentes sobre H" forma una variedad 2n-dimensional y es llamada fibrado

tangente T'(H").
Teorema 5 Cualquier derivada direccional en C*°(H") es un campo vectorial de T'(H™).

Sea f : H" — R una funcion diferenciable del espacio hiperbolico (f € C*°(H")), y
v : R — H" una curva sobre H", tal que y(tg) = 'y +/'(to) = v, entonces la derivada
usual en la direccién dada por la curva (¢) en el punto x viene dada por:

~% agﬂ(%)’ (3.28)

=1

d x) du;
Dof = G0 le=to = Z &EZ dt |,_,

donde v; son las componentes de v el vector tangente a la curva v en ¢y, nétese que para

una direccion arbitraria cualquier derivacion sobre C*°(H") puede ser escrita como:

& 0
D'o S ;’Uiaxl

Es facil ver que la aplicacion a valores reales dada por la derivacion en la expresion

(3.29)

anterior es lineal y verifica la identidad de Leibniz, por lo que para cada punto x del
espacio hiperbélico, D, es un elemento del espacio tangente Tp(H"), de este modo si
definimos a la derivada direccional como una aplicaciéon general sobre todos los puntos
de H" su imagen sera una seccion del fibrado tangente T'(H").

Es importante acotar que el conjunto {%} con i = 1,2,...,n, define una base
sobre el espacio tangente a cada punto de H".

Dada la inmersion de H” en el espacio de Minkowski R™!, utilizando las coordenadas

cartesianas de H" y el vinculo impuesto sobre x; (ecuacion (3.27)), se puede encontrar
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una expresion para el tensor métrico Minkowskiano en funcién de los puntos del hiper-
boloide H", esto permite definir un elemento de linea global heredado del tensor métrico

Minkowskiano, pero restringido al espacio Hiperbolico H" formalmente como:

1

ds* = —————
(B2 + [|=]|2)

(B + |2l ldz];, — (2 dz)?] . (3.30)

Mediante la expresiéon anterior se pueden encontrar las componentes del tensor mé-

trico para el espacio de Lobachevski y asi definir un producto escalar sobre el espacio

tangente a cada punto eligiendo la base no ortogonal {%} coni=1,2,...,n, como
sigue:
T(f)—quQ . L
8 8 T(Z S1 = j7
vt o Ak (331
i Ol g @ SiotFd

con T(Z) = R* + ||Z||?, y con i,j = 1,2,...,n.. Se puede verificar facilmente que g;; :
Te(H") X Te(H") — R, V & € H" es definido positivo, y visto como una aplicacién g :
H™ — R es una funcién diferenciable, esto convierte a H" en una variedad riemanniana.

Dado que H? es una variedad riemanniana se puede calcular el tensor de Riemann y
con este el escalar de Ricci, que esta asociado a la curvatura de la variedad. Usando el
software Mathematica v6.0 con las coordenadas cartesianas se calcularon los simbolos
de Christoffel distintos de cero, las componentes distintas de cero del tensor de Riemann
y con estas las del tensor de Ricci, para finalmente encontrar el escalar de Ricci S (vea

apendice):
6
“

Notese que esta cantidad es siempre negativa. Como se menciond anteriormente una

S= (3.32)

1

esfera tridimensional S® de radio R posee una curvatura seccional xk = =

una regla

general para variedades m-dimensionales, de curvatura constante, inmersas en el espacio

euclideo R™ relaciona a la curvatura seccional con el escalar de Ricci mediante S =
2mk, como dato curioso esta regla pareciera extenderse a las variedades del espacio de

Minkowski, con el caso especifico de H? ya que la curvatura seccional de este espacio

1

va Como R = Rz
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Se puede definir un sistema coordenado local h : R} — (0,00)? x (0,7)"~2 x (0, 2r)
sobre el espacio de Minkowski R™!, siendo {e,} con = 0,1,2,...,n la base ortogonal
usual de R™!, entonces cualquier vector tipo tiempo positivo del espacio de Minkowski

1 . .
R?’ se puede coordinar mediante:

po= Al

o = 1N (61?17 Zzzifl x,ueu> .

Se puede evidenciar que esta carta coordenada satisface el siguiente sistema de ecua-

(3.33)

clones:

xg = pcoshny,
x1 = psinhn cosn,,
(3.34)
Tp—1 = psinhn;sinngg---sinn,_1 cosn,,
T, = psinhnsinny---sinn,_qsinn,.

\

Se puede demostrar facilmente que las coordenadas asi definidas verifican la siguiente

identidad equivalente a la definiciéon de norma Mikowskiana:
—z2 + Z r? = —p’. (3.35)
i=1

Notemos que si p es un una constante real positiva R, el subconjunto definido se restringe

1

al Hiperboloide de curvatura seccional £k = — s,

de esta manera se puede definir otra
carta coordenada ¢ : H" — (0,00) x (0,7)" 2 x (0,2n), igual a la carta h, pero con
p = R, en virtud de la analogia con las coordenadas esféricas del espacio euclideo se
hara referencia de ahora en lo que sigue en cuanto a este sistema coordenado como
coordenadas pseudoesféricas.

El determinante de la matriz jacobiana para la transformacion inversa de esta carta

coordenada J(¢ ') da como resultado:
R™sinh™ 'y sin™ 215 - - - sin1,,_1. (3.36)
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Por lo que la medida d"z sobre el Hiperboloide H™ viene dada por:
d"z = R"sinh™  n; sin™ 21 - - - sin n,_dipdns - - - dn,. (3.37)

Devolviendo el cambio a las coordenadas locales (cartesianas) se puede verificar que

la medida queda expresada como:

dz, - --dz,
drg = LS (3.38)
To
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Capitulo 4

Mecanica Cuantica

4.1. Postulados de la mecanica cuantica

En mecanica clasica de particulas, el estado de una particula esta caracterizado por
la posicion 7(x,y, z), y el momento p(, 7, 2) respecto a un sistema de referencia en el
espacio real R? (espacio euclideo), conocer estas variables como funciones del tiempo
son suficientes para determinar por completo la evolucion del sistema. Si el espacio
de configuracion no es R3, o por razones de conveniencia, se introducen coordenadas
generalizadas ¢;(t) con (i = 1,2,3--- N; N grados de libertad), cuyas derivadas tempo-
rales ¢;(t) son las velocidades generalizadas, especificar ¢;(t) y ¢;(t) permite calcular,
en cualquier instante, la posicion y el momento de cada punto del sistema. Usando
el Lagrangiano Z(¢;, ¢;,t) se pueden definir los momentos conjugados p;(t) de cada

coordenada generalizada g;(t):

X
0

Di

Las variables ¢;(t) y p;(t) son llamadas variables dindmicas fundamentales (variables
canbnicas), asi todas las cantidades asociadas al sistema (energia, momentum angular,
etc.) pueden ser expresadas en funcion de estas variables. Para un sistema cerrado, la

energia total esta dada por el hamiltoniano clasico 2 (g;, p;,t) y la evolucion total del
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sistema quedaria determinada por las ecuaciones de Hamilton-Jacobi:

Las llamadas ecuaciones candnicas de Hamilton y Jacobi pueden ser reformuladas
en término de la entidad conocida como corchete de Poisson, para obtener:

dg;

dgi _ dpi _
dt N

{qi7 %}PB ’ dt

{pia‘%p}PB‘

El corchete de Poisson es una aplicacion que acttia sobre las funciones diferenciables
del espacio de fase, es decir las funciones suaves sobre el fibrado cotangente (en este

caso C*(T*X) con X el espacio de configuracion) y actia localmente:

—~ 0f dg  Of dyg
, = 4 L2 4.1
{f g}PB ZJZI a%’ apj apj aQi ( )

La operacion dada por los corchetes de Poisson define un producto (aparte del
producto conmutativo usual de funciones) en el fibrado cotangente, y es antisimétrica
y bilineal, ademas también verifica la identidad de Jacobi, por lo que le confiere una
estructura de un algebra de Lie. Para las variables canénicas ¢; y p; el corchete de

Poisson resulta ser la identidad:

{9 pi} pp = 0ij- (4.2)

La mecanica cuantica usual pretende bajo un esquema “similar” (salvo que el analogo
del producto usual de funciones en clasica ahora es no conmutativo) modelar y describir
los sistemas fisicos vinculados al principio de relatividad de Galileo o al de Einstein,

para ello se vale de un nimero de postulados que se disponen a continuacion:
(a) Se proporciona un espacio de Hilbert H; complejo, separable y con dim H > 2.

(b) Cada uno de los vectores normalizados de H representa un estado fisico puro del

sistema fisico.
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(c) Las variables dinamicas del sistema fisico: energia, posicién, momento, momento
angular, etc.; vienen representadas por operadores autoadjuntos del conjunto de

operadores lineales O(H). Se suele referir a ellos como observables.

~

(d) Si ¢ € H representa un estado del sistema fisico y ¢ € D(A) para un observable
Ae O(H), el valor medio de A para ese estado viene dada por: <¢\Aw> € R.

(e) Los tnicos valores medibles posibles son valores medios de observables.

Tomando estos postulados como fundamento, obtenemos la descripcién ortodoxa
de mecénica cuantica. Asi para definir un sistema cuantico necesitamos el espacio de
Hilbert que modela los estados posibles del sistema. Entonces, el problema se reduce a
encontrar algunos observables, es decir, algunos operadores lineales autoadjuntos sobre
el espacio Hilbert, y con ellos sus valores medibles. Entre estos, destacan, la posicion y
el momento. Por ello el problema es algo analogo al problema clasico, salvo que en este
caso las variables dindmicas de posicion y momento son sustituidas por sus respectivos

operadores de posiciéon y momento que no conmutan.

4.2. Cuantizacion

La mecéanica cuantica usual plantea entonces el problema de cémo hacer correspon-
der los sistemas clasicos con los sistemas cuanticos. Es razonable considerar que las leyes
de la fisica no dependen del tamano de los objetos, y en funcion de esto el principio de
correspondencia establece que la mecanica clasica debe surgir como una aproximaciéon
de la mecénica cudntica en el limite en el cual la extension fisica del sistema estudiado se
incremente al punto de no ser considerado parte del micromundo, pero el sentido inverso
de esta aseveracion no es cierto, la mecénica clasica en ninguna manera proporciona
informacion acerca del micromundo (no se puede derivar la cuantica de la clasica), y es
ahi donde yace el problema. Se han planteado diversos enfoques al abordar esta cues-

tion, en fisica es usual considerar un método conocido como “cuantizacién canodnica’”.
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Queremos demostrar que este método da resultados malos en general.

La cuantizacién consiste entonces en relacionar un sistema clasico generalmente
descrito por el par {M, 0} donde M es una es una variedad simpléctica, y & es un
conjunto de funciones suaves, observables, definidas sobre la variedad (& C C* (M)),
con un sistema cuantico perfectamente descrito por el par {H, </} donde H es un
espacio del Hilbert que verifica el primer postulado de la mecénica cuantica, y <7 un
subconjunto de operadores lineales autoadjuntos definido sobre H que representan los
observables relevantes del problema. En general, la variedad M de la mecanica clasica
es el espacio de fase, es decir el fibrado cotangente T*X al espacio de configuracion
X, aqui, como sabemos, juega un papel relevante el hamiltoniano clasico al cual le
asociamos el operador Hamiltoniano cuantico que genera la dindmica cuéntica similar
al caso clasico. Este, junto con la posicion y el momento, serian de los observables
relevantes.

La metodologia planteada por el esquema de cuantizacion canoénica esta fundamen-
tada en la conocida regla de conmutacion de Heisenberg. Una representacion de estas
reglas establece, en particular, que para el espacio de fase T*(R™), representado median-
te un sistema coordenado {q’,p;}, la correspondencia entre este sistema y su analogo
cuantico viene dada por la sustituciéon de estas coordenadas por sus respectivos opera-
dores, §° que acttia de forma multiplicativa y p; que acttia de forma derivativa sobre el
espacio de Hilbert, esto es:

¢ — q=q",
P (4.3)
oqt

Se puede definir la operaciéon de conmutaciéon sobre el conjunto de los operadores

pi — pi=—ih

lineales en el espacio de Hilbert O(H) que viene dada por la expresion:
[A.8] =AB - BA (4.4)

donde A, B € O(H). A la operacién de conmutacion se le suele llamar corchetes de Lie,

en efecto, los corchetes de Lie verifican la propiedad de bilinealidad, antisimetria y no
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degeneracion, ademas de la identidad de Jacobi, dotando al espacio O(H) de un algebra
de Lie.

Es facil demostrar que la relacién de conmutacion de las variables dinamicas dadas
por los operadores g’ y p; (definidos por (4.3)) es, de hecho, proporcional a la identidad
del espacio de los operadores lineales (I € O(H)):

(4%, ps] = inl (4.5)

Por esta razon, el esquema de cuantizacion candnica relaciona los sistemas cuanticos

con sus andlogos clasicos mediante la identificacion:

[di, IA%'} & ih{qi, pi}pp (4.6)

4.3. Problemas de la cuantizacidén candnica

El esquema de cuantizacién candnica posee una “pequena”’ fisura, la formulacion
Lagrangiana y por ende la Hamiltoniana no dependen de la carta o cartas coordenadas
usadas para cubrir la variedad o espacio del sistema fisico tratado. Sin embargo, como
veremos a continuacion, la cuantizacién canoénica si, dando resultados fisicamente dis-
tintos. El aparentemente “correcto” funcionamiento de la cuantizaciéon canoénica se debe
a que este problema no se evidencia si se usa el sistema coordenado cartesiano en una
variedad “plana” (curvatura seccional cero). Para ilustrar el problema vamos a estudiar
el caso de una particula de masa p en el espacio euclideo tridimensional R? con inter-
accion del tipo central #/(r), de manera que la configuracion es tal que el sistema posee
simetria esférica, en consecuencia es conveniente equipar la variedad con el sistema de
coordenadas esféricas, de este modo nuestras variables canonicas son (7,6, ¢, p,, Do, Ps)-

Es apropiado recordar que el elemento de linea en coordenadas esféricas viene dado por:
ds? = dr? + r2d6? + r?sin” 6d¢? (4.7)
Teniendo el elemento de linea de la variedad, se puede obtener el Lagrangiano £
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clasico del sistema:

L = g ('2 + r20% + 2 sin” 9gz52> -V (r). (4.8)

El anterior lagrangiano permite calcular los momentos canénicos asociados a las

coordenadas generalizadas:
pr = i pp = pur’d P = pr? sin’ 0¢. (4.9)

De esta manera mediante la transformacion de Legendre el hamiltoniano asociado

a sistema viene dado por:

1 1 1
H=—\p+=p+——5205 ) + V(1) 4.10
2 (pr ) e ey (r) (4.10)
Siguiendo el esquema propuesto por la cuantizacion canoénica, se hacen corresponder
las variables candnicas con sus respectivos operadores asociados, esto es
0 0 0
— p, = —ih— — pgp = —ih— — py = —ih—. 4.11
Pr Pr o Po Po 20’ Dy — Po B ( )
La interaccion que solo depende de la variable canénica r también debe correspon-

derse con su respectivo operador cuéntico:
YV (r) — V(7). (4.12)

El hamiltoniano cuantico debe se representado por el operador I:|, y siguiendo el

esquema de cuantizacién candnica vendria expresado como:

. 2 2 1 2 1 2 .
q_ Mo 0 0

2 o T rae T manzgag| TV (4.13)

Sin embargo, esto estd mal. En efecto, como sabemos, el hamiltoniano cuéntico de
una particula en una interaccion central viene dado por el operador laplaciano mas el

operador potencial asociado a la interaccién:

H=——V>+V(r). (4.14)



Obviamente, el operador diferencial laplaciano del espacio euclideo es un objeto
geométrico independiente del sistema coordenado elegido para representarlo, eligiendo
el sistema coordenado esférico se puede escribir el operador hamiltoniano asociado a

(4.14) como:

. R2l19 (,0 1 o/ 0 1 o2 A
LT {7"_25 (T 5) T 25090 <Sm9%) * ma@] +V(r).  (415)

Sin duda alguna la accion de los operadores dados por las expresiones (4.13) y (4.15)

es distinta, mas atin, el primero de ellos no puede representar la acciéon de un hamilto-
niano cuantico, tomando al espacio de Hilbert L?*(R?) como el conjunto de funciones de
cuadrado integrable sobre el espacio euclideo, ya que este operador no es autoadjunto.

También se puede ver que el operador p, con dominio el conjunto de todas las
funciones al menos una vez derivables en los reales positivos extendidos, esto es f(r) €
C1(0,00), no es autoadjunto. El caso es analogo para el operador py con dominio el
conjunto de todas las funciones al menos una vez derivables en el subconjunto real
(0,7), esto es f(r) € C*(0,7), este operador tampoco es autoadjunto en L*(0, 7). Por
lo tanto, ninguno de estos operadores definiria un observable.

Para finalizar, aunque este problema en R? se puede evitar usando la cuantizaciéon
canoénica en coordenadas cartesianas y después transformando, si estamos en un sis-
tema con vinculos, en general, no existirdn coordenadas cartesianas, y la cuantizacion
candnica no garantiza ningtn buen resultado. En el fondo de esto se encuentra un hecho
insatisfactorio: que mientras la mecanica clasica no depende de coordenadas la cuan-
tizacion si depende. Luego es necesario un método de cuantizacion independiente de

coordenadas.
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Capitulo 5

Mecanica cuantica en el espacio

hiperbdlico

5.1. Movimiento clasico en el hiperboloide

Como se estudié anteriormente, el modelo del hiperboloide H" es una variedad
riemanniana, de este modo se puede caracterizar el movimiento clasico de una parti-
cula siguiendo el esquema usual de la mecanica clasica suponiendo como su espacio
de configuracion el espacio hiperbolico. Por consideraciones generales de geometria, el
movimiento de la particula se hara en una geodésica (véase [28]) las cuales conocemos
de la seccidon 1.5.2, no obstante, por completitud, se estudiard a continuacion el caso
de una particula de masa p sin interacciones en el espacio hiperbélico H?. Sean z* con
i = 1,2, 3 las coordenadas locales de H?, se representaran las coordenadas generalizadas
de esta particula mediante este sistema coordenado, asi es posible escribir la funcion
Lagrangiana del sistema como:

Lot it ) = ggijﬁ:tj, (5.1)

dat
dt *

en la cual se ha usado la convencién de suma de Einstein y la asociaciéon ¢ =

Por conveniencia, puesto que se usara en las proximas secciones, escogemos el sistema
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coordenado pseudoesférico renombrando las coordenadas {n;} de H?, por simplicidad y
en analogia con las coordenadas ortogonales esféricas del espacio euclideo, como: 71 = 7,

1Ny = 0, 3 = ¢, en consecuencia las coordenadas verifican el sistema de ecuaciones:

2° = Rcoshr,
r! = Rsinh7sin¢sinb,
(5.2)
> = Rsinh7cos¢sinb,
23 = Rsinh7cos,

\

con 7 € (0,00), 0 € (0,7),y ¢ € (0,27). Como consecuencia el tensor métrico se puede

expresar en sus componentes mediante el elemento de linea:
ds* = R?dr* 4+ R?sinh?® 7df* 4+ R? sinh? 7 sin? 0d¢?. (5.3)
Asi, eligiendo un parametro real t que defina las curvas sobre H?, el Lagrangiano

queda expresado por:

2 _ .
L = % (7"2 + sinh? 762 + sinh? 7 sin? 9gb2> : (5.4)

Usando el principio variacional se encuentran las ecuaciones de Euler-Lagrange:

7 — sinh 7 cosh 7 (92 + sin? (9q52> =0

6+ tathTi'é — sin 6 cos 0@2 =0 . (5.5)
¢+ tathTj—é + t(jlf)eqb =0

La tercera ecuacion del sistema revela una cantidad conservada y puede ser escrita de

forma simple al renombrar la cantidad 1, = pR? sinh? 7 sin? 9@5, asi la ecuacion queda:

dl

d—f = 0. (5.6)
Esta cantidad es el andlogo del momento angular de la particula respecto de un eje que
coincide, en el sistema coordenado local, con rotaciones alrededor de la direcciéon de la
tercera coordenada 23 = z. También, puesto que £ no depende explicitamente de ¢ la

funcion energia es una constante de movimiento (también conocida como integral de
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Jacobi, véase [29]). Por lo tanto estas cantidades conservadas restringen el movimiento,
asi, es posible seguir un método analogo al del espacio euclideo y eliminar coordenadas
hasta resolver las ecuaciones de movimiento para la particula libre. Un método mas
sencillo es considerar la inmersion del modelo del espacio hiperboélico en el espacié de
Minkowski R™!, de esta forma la funcién lagrangiana de la particula libre en el espacio
hiperbolico serd la de una particula libre de igual masa en el espacio de Minkowski R™!
pero sujeta a la restriccion de pertenecer al Hiperboloide, es pertinente acotar que este
método funciona en general para cualquier dimension n del espacio H". El elemento
de linea del espacio de Minkowski, se puede expresar usando las componentes g, del

tensor métrico g en (3.18) con p,v =0,1,2, .n:
ds® = g, da"dz". (5.7)

Escogemos como parametro real a s el cual define las curvas sobre la variedad (en este
caso R™!), entonces el Lagrangiano de la particula libre sujeta al vinculo holon6mico

de pertenecer al hiperboloide viene dado por la expresion:
L = ggw;m” + A (guats” + R, (5.8)

donde los indices p,v = 0,1,2,....,n y el factor A es un parametro real y con las dimen-
siones adecuadas conocido como multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de Fuler-
Lagrange obtenidas de .Z en los (n + 1) grados de libertad pueden ser expresadas en

forma compacta, para las x* como:

¥ —azx” =0, (5.9)

donde la constante « esta definida por a(\) = % La solucién general de esta ecuacién

puede ser escrita como:

x”(s) = a” cosh(t) — b” sinh(t), (5.10)

donde t es un nuevo parametro real relacionado directamente con s por t = y/as, lo

cual coincide con las lineas “rectas” discutidas en la secciéon 1.5.2 (como esperdbamos).
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5.2. Cuantizacién en el espacio hiperbdlico

Queremos construir, ahora, la mecénica cuantica de una particula de masa pu libre
en el espacio Hiperbolico H?. El primer postulado de la mecanica cuantica exige el
establecimiento de un espacio de Hilbert complejo y separable. Por analogia con el
caso euclideo proponemos como espacio de Hilbert el conjunto de todas las funciones
a valores complejos definidas sobre el espacio hiperbélico H" y de cuadrado integrable
respecto de la medida (invariante frente isometrias) dz” dada por la expresion (3.37),

esto es:
H = L*(H",d"z) = {zﬁ(w) VezeH": /|¢(w)\2dnx < oo} : (5.11)

Notese que este espacio de Hilbert es de dimension infinita y que su producto escalar

esta definido por la siguiente suma continua:

(ol = / S@p@d s Vo, € IH,d"). (5.12)

De esta forma un estado puro estara representado por una funcion ¢ (z) € L?(H", dz")

tal que:
w(@)l? = [ PP =1 (.13

Los observables serian desde luego algunos operadores lineales autoadjuntos que
actian sobre L?(H", dz") y sus valores medios calculados mediante el producto interno
anteriormente definido representan los valores medibles del sistema, por ejemplo, sea A

un observable, entonces su valor medio viene dado por:

(A = (Y| Av) = / S (@Ap(@ds Vi e D(A). (5.14)

Por lo tanto, necesitamos construir los observables para una particula libre de masa
p en H3. El procedimiento estandar de cuantizacion candnica, partiendo del lagran-
giano (5.1) y construyendo la formulacion hamiltoniana no garantiza una cuantizacion
correcta como vimos en la secciéon 2.3. Queremos un procedimiento de cuantizaciéon que

sea independiente de coordenadas, obteniendo no solo el hamiltoniano, sino algunos
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observables generadores de las isometrias de H?® que vendrian a jugar el papel de los
"momentos". El observable de posicion seria el operador de multiplicacion en L?(H?).

Como se mencioné anteriormente el hamiltoniano clasico es una funcion escalar sobre
el espacio fibrado cotangente, y determina la evolucién temporal del sistema (4.1),
en consecuencia permite encontrar y estudiar las leyes de conservacién. El conocido
teorema de Noether establece, en particular, que cada cantidad fisica conservada surge
como consecuencia de una simetria en el espacio de configuraciones, esto se traduce
en que cada transformacion sobre la variedad que deja invariante el Lagrangiano o el
hamiltoniano, esta asociada a una cantidad conservada del espacio fibrado cotangente.
Se puede verificar que el generador v de un grupo monoparamétrico de isometrias sobre
una variedad riemanianna X es un campo vectorial completo en dicha variedad, de esta

forma se asocia una cantidad conservada al generador v de la simetria y por lo tanto:

dv
o =10y =0, (5.15)

esto es, el corchete de Poisson de v con 57 es cero.

Los generadores de isometrias se van a corresponder con observables momentos en
mecéanica cuantica. El hamiltoniano clasico se debe corresponder con el hamiltoniano
cudntico. Puesto que el hamiltoniano cudntico genera la evolucion temporal del sis-
tema la cuantizacion de (5.15) nos dice que el generador v cuéantico conmuta con el
hamiltoniano cuantico.

[UH] —0. (5.16)

Por esta razon el operador hamiltoniano H debe conmutar con el algebra de Lie
formada por los generadores de la simetria. Por otra parte un resultado general de
geometria diferencial muestra que los generadores de las isometrias en una variedad
riemanniana o pseudoriemanniana son los llamados campos vectoriales de Killing. En

lo que sigue recordaremos algunas propiedades de estos campos vectoriales.

Definicion 6 Sea X una variedad riemaniana de tensor métrico g y K un campo vec-

torial definido sobre la variedad X, K es un campo vectorial de Killing, o simplemente
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vector de Killing, st la derivada de Lie de la métrica en la direccion dada por él es

anulada, esto es:

donde Lk es la derivada de Lie en la direccion de K, para un tensor T,, en general

viene dada explicitamente por:
LT = 0T aK® + 0, Ty K. (5.18)

La ecuacion (5.17) es llamada ecuacion de Killing y puede ser expresada en forma

covariante como:

0, K, + 8,K, — 2%, K, = 0, (5.19)

donde I, = %g’\p {0,9ux + 0,9x, — Oxgyu } son las conecciones (simbolos de Christoffel).
Obviamente los vectores de Killing son entes geométricos independientes de su re-
presentacion, por otra parte es posible verificar que son campos vectoriales completos,
ademés mediante la operacion de conmutacion (corchetes de Lie) forman un algebra de

Lie:
(K, K] = Ky (5.20)

En efecto, los campos vectoriales de Killing son una representacion del algebra de Lie
del grupo de isometrias de la variedad, por lo cual también se les suele llamar isometrias
infinitesimales.

El esquema de cuantizacién que usaremos consiste, en asociar el vector posicion con
su respectivo operador, el cual actia, como ya se mencion6, de forma multiplicativa

sobre el espacio de Hilbert:
ot — XP XMp(x) = 2"(x) Vip € D(XM). (5.21)

Las otras variables dindmicas, esto es, los momentos, se construyen de los vectores de
Killing. En efecto, puesto que K, define un operador diferencial sobre C*(X) (ya que
es un campo vectorial), este esta definido sobre C§°(X) C C*(X). Ademas C§°(X) C
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L*(H",d"z) y es denso. No es dificil chequear que el operador —i/iK, es hermitico, por lo
tanto, es simétrico. Por un teorema conocido, ya que K, es completo, se tiene que existe
un dominio Gnico al cual se extiende C§°(X) de manera que —ihK, es autoadjunto.

Asi la cuantizacion viene dada por:
pp — P, = —ihK,,. (5.22)

Vamos a realizar concretamente los operadores K, lo cual es un calculo estandar.
Utilizando el software matemético Maple 12 calculamos los vectores de Killing para
el espacio Hiperbolico tridimensional H? en el modelo de Minkowski, dicho calculo se
realizo en las coordenadas cartesianas, mediante el tensor métrico dado por (3.30), y se
obtuvieron seis campos vectoriales de Killing independientes:

Ky = \/R? + 22 + y% + 220,
Ky = \/R? + 2% + y? + 220,
K3 = \/R? + 22 + y? + 220,,

(5.23)
K4 = y@z — Zay?
Ky =20, — x0.,
K¢ = 20, — y0,.

Notese que los vectores de Killing se corresponden con generadores de una representa-
cion del grupo de Lorentz PSO(1, 3) del espacio de Minkowski R3*1 ya que este grupo
es el grupo de isometrias (ver seccion 3.5). Ver, también, ecuacion 5.25 en esta misma
seccion (donde se verifica el algebra de Lie de Lorentz). Es posible expresar estos vec-
tores de Killing de manera equivalente bajo cualquier cambio del sistema coordenado,

en especifico en las coordenadas pseudoesféricas dadas por (5.2):

Ky = sinf cos ¢ 0, + <288 gy — e,

tanh 7 tanh 7 sin 6

Ky = sinf sin ¢, + <2000 g | _coxd

tanh 7 tanh 7 sin 6
K3 = cosf 0, — 382 g,
T tanh 7 ) (524)
K4 = — Sl (bae — %gc%,
Ky = cos ¢p0y — j;‘;‘gaqb,
K6 = 8¢.
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Siguiendo el método asociemos ahora los vectores con los operadores segtin: P, =
—ihK, con p = 1,2,3,4,5,6, es facil verificar que los momentos f’4, ]55, By se corres-
ponden con los operadores de momento angular del espacio euclideo. Esto se debe a
que son los generadores del grupo de rotaciones sobre el espacio Hiperbolico el cual se
demostré que es isomorfo al grupo de rotaciones que actia sobre el espacio euclideo,
esto es SO(3). En efecto verifican la misma algebra, para verificarlo se introducira el
siguiente renombramiento Ml = ]3’4, M2 = Pg,, M3 = 156. Los tres primeros momentos
se corresponden a los generadores de los boost para ellos se dispondra la asignacion

Ny = P, Ny = P,, N3 = Pj5, en consecuencia el algebra de los momentos puede ser

resumida por las siguientes relaciones de conmutacion:

|:Ni7 N]:| = —lhgwkMk,
|:Mi7 Mji| = ihgijka (525)
|:Mi, N]} = ihSZ’jka.

Una vez conocida el algebra de Lie de los operadores momento se puede entonces
calcular el operador hamiltoniano para una particula libre de masa p. Para ello tomamos
como base el hecho de que este operador debe conmutar con todos los elementos del
algebra por (5.16), ademés de ser una forma cuadratica general de esos elementos,
es decir, el hamiltoniano debe ser un operador de Casimir. Es bien conocido que un
operador de Casimir del grupo de Lorentz es:

K= i(fvf — M?). (5.26)

i=1
El otro operador de Casimir para el grupo de Lorentz es Zle N;M; el cual si se
calcula explicitamente da cero. Por lo tanto, nos queda que el hamiltoniano debe ser

proporcional al operador K, la constante de proporcionalidad por razones dimensionales

nos lleva a:
~ 1 ~

H = K.
2uR?

(5.27)
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Utilizando el sistema coordenado pseudoesférico se puede escribir el operador ha-

miltoniano de la particula libre como:

——— | —/————7= | sl T —— = | sSmmbt—
2uR? | sinh® 7 OT or sinh? 7 sin 6 90 o0
1 0>

_l’_
sinh? 7 sin? # 0¢?

} (5.28)

Notese que este operador salvo la constante —25% coincide con el operador de
Laplace-Beltrami que es una generalizacion del operador Laplaciano para variedades
riemanianas y pseudoriemannianas, este hecho puede verificarse ademéas para cualquier
sistema coordenado sobre H". Para una variedad M de tensor métrico g y en la carta
{z'}, el operador de Laplace Beltrami viene dado por la expresion:

> 1 0 . 0
Viuy=—F— |9|9j@ ) (5-29)

Vgl 01

donde |g| es el determinante de la matriz asociada al tensor métrico y g% son las

componentes del tensor métrico inverso.
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Capitulo 6

Particula en un potencial central

6.1. Atomo de Hidrégeno

Uno de los problemas mas importantes de la mecénica cuantica en espacio euclideo
es el de una particula en un potencial central. En esta seccién, queremos estudiar
el problema andlogo al electron del d&tomo de hidrogeno, es decir, una particula en
un potencial Coulombiano pero en el espacio hiperbolico. Siguiendo el procedimiento
de la mecéanica cuantica usual el problema se reduce a encontrar los autovalores y
autofunciones para el operador hamiltoniano asociado al sistema, es decir, la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo:

h2

_va(;p) +V()(z) = By(), (6.1)

donde V% es el operador de Laplace-Beltrami en el espacio de Lobachevski, el cual es
el hamiltoniano de la particula libre en este espacio (de acuerdo a los resultados de
la seccion 3.2), y V(z) es el operador potencial asociado a la interaccion, en este caso
el potencial coulombiano en el espacio hiperbélico, para hallar este potencial se hara
uso del hecho de que el modelo del espacio estd inmerso en el espacio de Minkowski
R3!. Nos concentraremos tinicamente en el espectro discreto. Como mencionamos en la

introduccion este problema ha sido estudiado, ver, por ejemplo, [4| y [16]. Lo hacemos
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aqui, por completitud, viendo que, al igual que en espacio euclideo, una particula en
un campo externo puede ser considerada en el espacio hiperbélico. Ademas, se realizan
los célculos por un camino distinto al de las referencias [4] y [16], para verificar sus
resultados.

El potencial coulombiano se escoje en la literatura [4] como:

2

V(r) = —%(COthT - 1), (6.2)

donde, hemos usado nuestra notacion. Este potencial se justifica al ser (cothT — 1)
una funcién de Green en espacio hiperboélico para el operador de Laplace-Beltrami. Asi
representando el "potencial eléctrico" del proton en reposo (salvo constantes). Esto es,
se postula que Poisson se satisface en espacio hiperbolico también. Luego se construye
U(7) al multiplicar por la carga del electron —g (postulando que la energia de interaccion
es como en triespacio euclideo).

La covariantizacion de la electrostatica implicita en la definicion (6.2), aparte de
la adopcion del concepto de energia potencial euclidea, se ve como necesaria ya que el
espacio hiperbdlico es un triespacio y como hemos dicho no esta necesariamente incluido
en un espacio-tiempo. Sin embargo, puesto que en el modelo del hiperboloide, H?, este
esta en Minkowski podemos entender el potencial coulombiano como lo explicamos a
continuacion. Usaremos una de las ventajas del modelo del hiperboloide, que es estar
encajado en Minkowski y este corresponderse con una fisica que es la de nuestro mundo

real en el espacio-tiempo.

En el espacio-tiempo de Minkowski R3! la interaccién electromagnética de una
particula cargada en un campo externo queda determinada por el cuadrivector potencial
Ar = AM(z#) asociado al campo externo, eligiendo el sistema coordenado cartesiano

sobre Minkowski el potencial se escribe como:

-,

A, = (D, A), (6.3)

donde ¢ es el potencial escalar asociado el campo eléctrico y A es el potencial vector

asociado al campo magnético. Tomando en cuenta lo anterior y la inmersiéon del modelo
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del hiperboloide en el espacio de Minkowski, entonces la interacciéon electromagnética
“Hiperbolica” vendra dada por la restriccion del cuadrivector potencial a los puntos del
hiperboloide H?, esto es, A* = A*(z) con x € H>.

Si el potencial externo viene dado por una particula de carga ¢ (proton) en reposo
respecto de un sistema de referencia inercial en el espacio de Minkowski, el cuadrivector

potencial viene dado por:
k
Ab = <—q,o,0,0) , (6.4)
r

donde k es la constante de Coulomb, y r = |Z|. En el caso del espacio euclideo la energia

potencial V (Z) para una carga @) en el campo externo es igual a:

kgQ

V(%) = —QA"y, = (6.5)

donde n* = (1,0,0,0), que representa la cuadrivelocidad de una carga en reposo (elec-
tron), es el cuadrivector ortogonal a la superficie del espacio de Minkowski con z° igual
a una constante.

Para el caso de espacio hiperbélico, lo que tenemos es que tomar en cuenta que
ahora: n* = %, el vector normal al hiperboloide, asi representando a una particula en
reposo alli (electron), por lo tanto la energia potencial vendria dada por:

_l{:(]C?\/RQi—i-T2
o R '

® (6.6)

Notemos que en el limite de la curvatura tendiendo a cero (R — 00) se reobtiene la
energia potencial del espacio euclideo. Ademas, teniendo de fondo A* (que es una can-
tidad geométrica, la covariancia es en el espacio-tiempo) nos da el anélogo del potencial
de Coulomb en forma alternativa a la definicion dada por [4]. Los resultados coinciden
salvo una constante aditiva (irrelevante).

Es conveniente reescribir la interaccion en coordenadas pseudoesféricas, ademas de
simplificar en gran medida el calculo, se verifica asi la simetria del sistema. Tenemos que

en este sistema coordenado r = Rsinh 7. Por lo tanto la interacciéon se escribe como:

kqQ kqQ

d=7 = - )
(7) Rsinh 7 Rtanh (6.7)

cosht =
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Notese que si tomamos la carga externa () = —gq, para r — oo (T — ©0), el cual
es el caso limite para la particula libre, el potencial va como & = —%, asi la energia
para el caso estudiado (particula ligada al potencial) esta acotada superiormente por
este valor del potencial.

Escribiendo el operador de Laplace Beltrami en coordenadas pseudoesféricas, la

ecuacion de Schrodinger viene dada por la siguiente expresion:

K2 1 0(. , 0 1 1 8/ .0
"o [—Smhz o <h 75) T k2 s sin 6 90 (SI“%)
1 0? kq?
b s | VD) et 0(@) = Bu@), (69

con T € [0,00), 0 € [0,7] y ¢ €0,27].

No es dificil verificar que la ecuacion es separable, para ello se propone como solucién

la forma:
U(a) = G()H(0)Q(0). 69)
De la cual se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias independientes:
*Q(¢) 2
- ) : 1
1 d (. dH(0) m2

ao \™"" " ae )= H(0) = 0; . 11
sin 6 df (Sme a6 > t [l(l +1) Sinze} (0)=0; leC (6.11)

1 d (. dG (1) 3 I(1+1)
ar o’ - A G(1)=0 6.12
Sinh27'd7' (Sln T dT ) - |:tanh7— SinhQT + (T) ) ( )

donde se han definido las constantes:

B 2ukq’R

2uR’E
5= A=

h? h?

. (6.13)

Las dos primeras ecuaciones al imponer condiciones de contorno periodicas en los

extremos de los intervalos nos llevan a los armoénicos esféricos, esto es:
H(0)Q(6) = Yy, (0,9). (6.14)
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Estos armonicos esféricos manifiestan la simetria rotacional del potencial, y estos apare-
cen naturalmente debido a que la parte que depende de 6 v ¢ en la ecuacién es idéntica

a la representacion del operador momento angular al cuadrado (salvo una constante):

3
. 19 9 1
M2=1%= 12 oo (sl |+ — o 1
; i h Lin&@@ (Smeae)+sin293¢2] (6.15)

En la ecuacion (6.12) podemos hacer el cambio de variable dependiente usual G(7) =

U(r)
sinh 7

que elimina el término de la primera derivada:

d*U(7) I6; B I(1+1)
dr? tanh7  sinh®7

+ e} U(r) =0, (6.16)
donde e = A — 1.

Esta ecuacion diferencial ordinaria lineal tiene infinitas singularidades sobre el plano
complejo C en los puntos 7 = inm, con n € Z, luego no tiene un nimero finito de
puntos singulares por lo que no podemos usar los analisis usuales. Para solucionar

este problema se propone un cambio de variable independiente w = tanh7 con w €

dw(T)

o = sech®7, se tiene que w(7) es una biyeccion,

(0,1) para 7 € (0,00), puesto que

definiendo U(7) = g(w) la ecuacién se transforma en:

P AU

La ecuacion (6.17) sobre el plano complejo C posee ahora solo tres puntos singulares
regulares, estos puntos son w = £1 y w = 0 [la complejificacion de esta ecuacion no es
equivalente a la de (6.16)], esta ecuacion es del tipo conocido como ecuacion de Riemann-
Papperitz (refiérase a [26]), resulta conveniente redistribuir las singularidades, el cambio

2w

de variable definido por la transformacion de Mobius 2(w) = 2% es una biyeccion y

mapea las singularidades sobre los puntos z = 0, 1, co, de nuevo la fidelidad del cambio

es clara puesto que 4 = ﬁ, definiendo g(w) = f(z) la ecuacion se reescribe como:
¢f(z) 1 df(z) [lWl+1) pB—e  Bte ] [f(2)

_ = 0. 6.18

iz i1 d: 2 4 +4(z—1) z2(z—1) (6.18)
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Siguiendo la referencia (|26]), la ecuacion de Riemann-Papperitz con singularidades

en los puntos z = 0, 1, 0o queda expresada como

d’f(2) {04+0/—1 +u+u’—1} df (=)

dz? z z—1 dz
ac/ , : f(z)
- - — 1) —2—=0. (6.19
L ~—q trlatad tut ity )z(z—l) (6.19)

La solucion general a la ecuacion en términos de la funcion Hipergeométrica F' puede

escribirse de la siguiente forma:
A(z—1'Fla+p+rv,l—v—d —pia—a +1;2)
+ B (z—1VD)F(d +p+vl—v—a—pid —a+1;2), (6.20)
donde, se supone que o — « no es un entero.

Comparando directamente las ecuaciones (6.18) y (6.19), se pueden determinar los

parametros («, o, i, ¢/, v) en funcion de las constantes del problema, obteniendo asi:

a=1+1, o = -1,
—(B+e) —(B+e€)
p=N T = (6.21)
b —e€
v = ,
4

donde, vemos que o/ — « es un entero.
Entonces, identificados todos los parametros, se puede escribir la solucién general

para (6.18) como:
f(z) = Az%(z — 1)!F(a,b;c; 2) + Bz%(z — 1) pa(2), (6.22)

donde ¢5(2) es una segunda soluciéon linealmente independiente de la ecuacion hiper-
geométrica y las constantes a, b, ¢ al comparar con (6.20) quedan determinadas por:

a:a—i—/ﬁ—l—yzl—i-l—l—\/%—l—\/#,

bzl—y—o/—//:l+1_\/ﬁ;€+\/_(ﬁ4+€)’ (6.23)

c=14+a—do =20+2.
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Esta solucion general debe ser particularizada imponiendo las condiciones de con-
torno usuales en los problemas de autovalores, primero consideraremos la condiciéon de
regularidad en el origen, esto es, cuando 7 = 0, G(0) es finita, por lo cual se impone que
en z =0, f(0) = 0. Del comportamiento asintotico de la segunda solucion en z = 0 (ver,
por ejemplo, [30]) se sigue que pa(z) diverge en z = 0 y por lo tanto B = 0. Tomando
en cuenta este hecho y realizando los cambios de variables inversos pertinentes, puede

escribirse la solucién como:

Bte

1 2tanh 7 \'™ hr—1\V 4 2 tanh
G(r)=C ( tanT) (tanT ) F(a,b; ﬂ).(ﬁ%)

G,
sinh7 \tanh7 + 1 tanh7 + 1 tanh7 + 1

Esta solucion puede ser escrita en forma mas compacta como:
G(r) = Ce_(l+1+ ~(etB))r sinh’' 7F (a, b; ¢; 2¢” " sinh 7). (6.25)

Para asegurar que las soluciones pertenezcan al espacio de Hilbert, L?(H?, d3x), se

debe imponer la condicién de finitud para la norma de la solucién, esto es:

o0
/|@ﬁ%m%w<m. (6.26)
0
Usando el cambio de variable z = %, se puede escribir explicitamente la ecua-

cidén anterior como:
1
C/ 221 — 2)V B9 Y P (a,b; ¢; 2) 2 dz < oo. (6.27)
0

Resulta tutil estudiar el comportamiento asintotico de la funciéon hipergeométrica, el
cual viene dado por (ver, por ejemplo [30]):

FMwmﬂ)NIX@ma+b_@

R PND) (z— 1), (6.28)

para a,b,c € R; a,b,c #0,—1,—2,... y b+ a > ¢ (valores que son posibles en nuestro
caso).

Entonces, en el limite en el cual 7 — oo, la integral de la condicion (6.27) diverge:
5
lim [ 22HD(1 — z)_(1+ V= (e49) dz — oo, (6.29)

6—1 0
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si se cumplen las condiciones que llevan a (6.29).

Por lo tanto, dado que siempre ¢ = 2(l + 1) > 0, y que a > 0 estamos obligados a
escoger el parametro b = —n,., conn, = 0, 1,2, ..., un entero negativo. Se puede verificar
que con esta eleccion la funcion hipergeométrica es siempre una serie de potencias finita,
es decir un polinomio (refiérase a [30]). Esta imposicion ademéas de garantizar que la

solucion pertenece al espacio de Hilbert L?(H?, d®z), nos permita hallar los autovalores:

ﬂk2q4 1 ) h4

donde n = n, + 1+ 1, asi para n dado, [ = 0,1,2,...,n — 1. Obteniendose que para

derivar (6.30): 2n? < (3. Esto es, el espectro ligado es finito.

Estos autovalores coinciden con los obtenidos en la referencia |16]. Allf usaron unos
cambios de variables diferentes a los nuestros (singulares inclusive). Estos autovalores
coinciden con los encontrados por [4], salvo por una constante, debido a la escogencia
del potencial coulombiano. Sin embargo, [16] no obtiene la finitud del conjunto de auto-
valores que si aparece en [4] (en este sentido, nuestros resultados coinciden plenamente
con [4]). Esta finitud es fisicamente importante si interpretamos al hamiltoniano como
una especie de energia ya que tendriamos un estado base de minima energia.

Un aspecto importante es la verificaciéon del modelo en el limite en el que la curvatura

1

—4z se hace cero, es decir se recupera la idea del espacio euclideo en este caso R3,

K =
para ello se debe notar que hacer tender la curvatura a cero x — 0 implica hacer
tender el radio de curvatura R a infinito debido a la relacién cuadratica inversa de estos

parametros. Es facil verificar que se recupera el espectro de energias:

. _kk¢ (6.31)
k=0 2h2n?’
esto implica que la constante \ se restringe tambien a otra constante dada por:
21272 4
_ W Rk g

Notese que en el limite R — oo el parametro b también tiende a infinito, este limite es

bien conocido con respecto al comportamiento de la funcion hipergeométrica, en efecto
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el limite es llamado confluencia y origina la funcién conocida como hipergeométrica
confluente:

lim F(a, b %) = M(a,c;2). (6.33)

Las constantes p y v asi como el pardmetro b de la solucién pueden verse como

funciones de la curvatura y estudiar asi el limite en el cual kK — 0, y asi obtener:

Cﬁx g ) (6.34)
Q;? AEE»
b~ VoA Ry Xo. (6.36)

k—0 \/—K

(6.35)

Por otra parte la variable independiente 7 tiende a % donde r = ||Z|| g es la coor-
denada radial de un vector Z del espacio euclideo R3, asi el termino e~ " sinh 7 también

tiende a <

7> en consecuencia podemos escribir la solucion como:

G(1) — R(r) = C'rle V72" M (—n; 2(1 + 2): 24/ = o7). (6.37)

Que es la funciéon de onda radial para un dtomo hidrogenoide en el espacio euclideo
[30], con C’ una constante de normalizacion, esta quiza no es la forma mas usual de
expresar la solucién, pero existe una conocidad propiedad que relaciona la funcién
hipergeométrica confluente de parametro a o b entero negativo, con los polinomios de

Laguerre M (—n,c, z) oc LS (2) de este modo la solucion quedaria como:

G(1) — R(r) = C'rle V2 L2023/ \or). (6.38)

6.2. Oscilador Armoénico

Otro problema usual de interaccion central es el conocido como oscilador armoéni-

co cuantico, en espacio euclideo este tipo de interacciones viene dada por el potencial

1

V(r)= 5/{7’2, se debe en consecuencia hallar su analogo en espacio hiperbolico, tomando
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en cuenta el precedente del problema anterior, se puede suponer como distancia de ac-
cién de la interaccién "Rtanh 7" y asi establecer como potencial V(z) = 1kR?tanh® T,

entonces la ecuacion de Schrodinger para esta problema sera:

— i ;ﬁ sinh? 7‘2 + ! Lg Sin@2
21 R? | sinh® 7 OT or sinh? 7 sin 6 90 00
1 0?
Tt 2
sinh” 7 sin® 0 0¢

Este problema también ha sido considerado en la literatura [31] y la escogencia del

} () — %kRz tanh? 7(z) = Eo(a). (6.39)

potencial es usual aunque en este caso la justificaciéon no es clara. De igual forma y por
las mismas razones al problema del &tomo de hidrogeno se puede separar la ecuacion.
La solucién propuesta tomaria la forma ¢ (z) = G(7)Y! (0, ¢), y en consecuencia el

problema se ve reducido a estudiar solo la ecuacion en la variable 7:

L 4 (sinhQTM) + [A — l(,l +1) _ otanh® 7| G(1) = 0. (6.40)

sinh? 7 dr dr sinh? 7
En esta ocasién las constantes estan definidas como:

_ pR'%k _ 2uR’E

0= A= 72 (6.41)
Resulta conveniente valerse de nuevo del renombramiento U(7) = %, y de la
propiedad algebraica sech®r + tanh® 7 = 1, para reescribir la ecuaciéon como:
d*U(1) o I(1+1)
— +€e|U(r) =0, 6.42
dr? cosh®7  sinh®7 () (642)
donde la nueva constante viene dada por:
E=A—o0—1. (6.43)

Esta ecuacién también tiene infinitos puntos singulares regulares sobre el plano com-
plejo, cuando 7 = imn con n € Z, de nuevo se usara un cambio de variable independiente
para disminuir y redistribuir las singularidades, pero en esta ocasiéon el cambio viene
dado por la biyeccion z = tanh® 7 asi z € (0, 1), entonces U(7) = f(2), asi la ecuacién

puede ser rescrita como:

d*f(z) 1 1 \df(z) [ll+1) € ol f(z)
dz? +(§+z—1) dz +{ 4z +4(z—1)_z z(z—l)zo’ (6.44)
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De nuevo esta es la ecuacion de Riemann-Papperitz con las singularidades direc-
tamente en z = 0, 1, oo, andlogamente al problema del 4tomo de hidrogeno se pueden

identificar los parametros de la ecuacion con nuestras constantes mediante:

1 l
= — 1 ,:——
a 2(l+~), a 27~
Y Y 6.45
1u T I T (6.45)
V:Zl(l— 1+4a)

Entonces la soluciéon general a esta ecuacion se puede escribir como:

f(2) = Az%(z — )" 3 Fi(a,b;¢; 2) + B2¥ (2 — )" 5 Fy (d', Vs ¢ 2). (6.46)
Las nuevas constantes estan relacionadas con las otras mediante:
1 3 1 ~ 1
—|l+ =)+ zv—€——-v1+4o,
2 2 2 4

1 3 1 1

bzl—l/—a’—u’:—<l+§)+§\/—_€+Zm, (6.47)

a=v+aoat+u=

2

=1 —a =1+ -.
c +a—« —1—2

Los valores de las constantes a/, ', ¢ estan dados por (6.23) (la parte que depende
de a, o/, pu, i’ vy 4v), al imponer la condicion de regularidad en el origen, esto es, cuando
z = 0, se puede ver que la parte que depende de estos parametros diverge haciendo
imposible que forme parte de la solucion, vale decir B = 0, esto se debe a que el
parametro o’ siempre tiene valores negativos. En consecuencia devolviendo los cambios

de variables y renombramientos de la funcién la solucién puede escribirse como:
G(7) = C(tanh 7)!(sech 7)"*V=¢F(a, b; ¢; tanh? 7). (6.48)

Se debe imponer otra condiciéon para asegurar que la solucion pertenezca al espacio

de Hilbert L?(H3,d3z), asi la funcion debe tener norma finita, esto es:

/ |G(7)[*sinh® 7 dT < 0. (6.49)
0
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Mediante el cambio de variable z = tanh? 7 la condicion puede escribirse explicita-

mente como:

1
A / (e = 1)V (g, b s 2)[2ds < 0o (6.50)
0

Notese que para asegurar el cumplimiento de esta condicién es necesario estudiar el
comportamiento asintotico del integrando. Es facil verificar que cuando 7 — 0 = 2z — 0,
el integrando tiende a cero. La otra tendencia se encuentra en el limite en el cual
T — 00 = z — 1, se estudia el comportamiento de F'(a,b;c; z), ya que el de los dos
primeros factores del integrando es conocido. Puede referirse a [30] para verificar que :

NRACINCERETN
z—1 F(G)F(b)

F(a,b;c;2) — 1)t (6.51)

para a,b,c € R; a,b,c#0,—1,-2,... yb+a>c.
En este caso ¢ —a — b = —v/—¢, lo que implica que b+ a > ¢, y siempre ¢ > %, por
lo cual:

|F(a,b;c; 2)[* ~ (z — 1)2e7a7b), (6.52)

Entonces la integral dada por la condicion (6.50) diverge:

0

C(lsirr% zl+%(z —1)"V9dz — oo, (6.53)
—Jo

yaquec—b—a—1=—(1++—€) <O0.
Por esto se escoge a = —n,., con n, = 0,1,2,... y mediante él se puede obtener la

energia F que viene expresada de la forma:

2 \? m%k h2 /3
E = = —m? 6.54
\/(2MR2) N T <2 " > (654

2n+1
2

donde m = 2nT+1+g es un semientero positivo mayor a 1 (m = conn=1,2...),
es pertinente resaltar el hecho de que para un valor de m muy grande, el termino
negativo que posee una potencia cuadratica de m puede resultar mayor al resto de
terminos en la expresion de la energia (6.54) haciendo que el autovalor fuera negativo,

v la energia debe ser positiva, esto nos dice que el semientero m es acotado, haciendo el
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espectro de energias finito, a diferencia del espectro de energias del oscilador armonico
del espacio euclideo (ver discusiones), aun asi el caso limite para la curvatura teniendo
a cero (k — 0 = R — 00) se obtienen, como era de esperarse los autovalores para el

espectro de energias del oscilador arménico del caso euclideo:

3
E:hwo(Qnr+l+§); n,l=0,1,2,..., (6.55)

k . .
donde wy = \/i es la frecuencia natural del sistema.
1
De la misma forma que en el problema del atomo de hidrégeno, vemos como fun-

ciones de la curvatura las constantes del problema, y asi verificar el limite x — 0:

VSt
~ Y2 6.56
o on YT (6.56)

VG
~ 2 _ VS 6.57
Y'iod T 2w (6.57)
~ Y (6.58)

r—0 K

En estas ecuaciones las constantes vienen dadas por las relaciones:

? =2 (6.59)

ST

Como vimos en la seccion 4.1 en el limite Kk — 0 la variable independiente 7 tiende a

72

., como recurso podemos notar que las funciones sechT y ez poseen igual expansion

R’

en serie para los primeros términos:

N

2
lfimsechr = lime™7 = 1 — — + O(7)*. (6.60)

7—0 7—0 2
En consecuencia podemos expresar la funcién de onda asociada al oscilador armonico

cuantico en el limite x — 0 como:

G(t) — R(r) = rle” S M (—nr,l + ;, \/572) : (6.61)

Refierase a [30]|. Tambien se puede expresar la solucion en termino de los polinomios de

Laguerre:

G(1) — R(r) = rle_ﬁTﬂL?% (Vsr?) . (6.62)
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6.3. Particula confinada entre esferas hiperbolicas con-
céntricas

En esta seccidon se estudiaré el caso de una particula masiva confinada en el volumen
dispuesto por dos esferas concéntricas del espacio hiperbélico de radio A y B, aunque
el problema guarda también “simetria esférica”, la interaccién no se expresard como
una de tipo central, en este caso al igual que el problema analogo del espacio euclideo,
la interaccion queda determinada por las condiciones de contorno. De este modo, la
ecuacion de Schrodinger se reduce al Hamiltoniano independiente del tiempo de una

particula libre en una regién finita del espacio, esto es:

R L9 (g2 @), 119 (0
2uR2 |sinh?ror o Tar ) T sinhZrsnd o0 \ o8

! 82}w<m>:m<m>, (6.63)

_l’_
sinh? 7 sin? @ 0¢?

con condiciones de contorno ¥(a,0,¢) = 0 y (b,6,¢) = 0, con a = sinh™'(4) y
b = sinh_l(%) . Es facil verificar que esta ecuacion es separable, andlogamente a los
problemas anteriores se propone una solucion del tipo ¢(z) = G(7)Y! (0, ¢), lo cual

simplifica el problema a la ecuacion:

h? 1 0 0 1 1 .
_ —  Z(sinh?r— ) - ———_ ]2 =F . .64
21R? lsinh2 T 0T <5111 T@T) h? sinh? 7 } v(@) v(=) (6.64)
De nuevo, realizando el cambio G(7) = %, se puede expresar esta ecuacion como:
d*U(7) I(1+1)
_ U(T) =0 6.65
dr? + {6 sinh? 7 () ’ ( )

donde e = A -1y A\ = 2“§22E. Realizando el cambio de variable independiente z =

tanh? 7, se puede escribir el problema en la forma de la ecuacion de Riemann-Papperitz:

d*f(z) 1 1 ]df(2) I(1+1) € f(z)
dz? +{§+z—1} dz +[ 4z +4(z—1)} z(z—l)zo' (6.66)

Siguiendo el procedimiento analogo a los problemas anteriores, se encuentran por
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identificacion los parametros:

[

1
=—-(+1 = ——
«@ 2( + )7 « 27
= =5 == 6.67
n=\7 K==\ (6.67)
1 I
v=-— v =0.
27
La solucion puede ser escrita como:
f(2) = C2%(z — D)!*F(a,b;¢; 2) + D2 (2 — 1)FF(d, b ¢ 2), (6.68)

En esta ocasién los parametros a, b y ¢ estan determinados por:

DN | —

azl(l+2+\/—_e) a==(1-1++/—e),
b= 2(+1+v0) b’:%(—l+\/—_e), (6.69)
1

3
=1+ -
c +2 C —1—2

Devolviendo todos los cambios, la soluciéon general viene dada por:

G(r) = C'tanh' T sechPHTF(a, b; c; tanh? 7)

+ Dtanh™ "V 7 sechV=F 7 F(a/,V; ¢ tanh? 7). (6.70)

Las constantes C' vy D pueden escribirse una en funciéon de la otra, imponiendo las

condiciones de contorno, esto es cuando Rsinh7 = Ay Rsinh7T = B:

—e+1

!
A2 3 R2 2 A2
_ v F e
C<A2+R2) (A2+R2) (“’b’c’ A2+R2)

(+1) Nes!

A2\ 2 A2 2 A?
—|—D (—A2+R2) (—A2—|-R2) F (a’7b’;cl; e _|__R2) :07 (671)
(BN (RN B
B2+ R2 B2 + R G0 B e

B2 Bz 2 AN 32
0(prm)  (wrm)  Flovdmim) -0 6



De la ecuacién 6.71 obtenemos una de las constantes de la combinacion lineal. De la
6.72 se obtiene una ecuaciéon para los autovalores € al sustituir la constante determinada
por 6.71. Resultados generales acerca de problemas de autovalores del tipo Sturm-
Liouville regular garantizan que para condiciones de frontera no mixtas y homogeneas
(como es en nuestro caso) las autofunciones son no degeneradas y vienen determinadas
salvo una constante, los infinitos autovalores (en nuestro caso los €), forman una sucesion
monotona creciente que tiende a hacerce infinitamente positiva {¢,} ~ oo, mis aun, la

n—oo
autofuncion correspondiente a un autovalor €, tiene exactamente n ceros en el intervalo
del problema n = 0,1, 2,.... Por lo tanto, la existencia de los autovalores esta asegurada

y es cuestion de resolver la ecuacion obtenida.
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Capitulo 7

Plano de Lobachevski

7.1. Potencial Coulombiano

En lo que sigue se considerard el espacio Hiperboélico bidimensional H?. Como se
expreso en el capitulo 1, el modelo del Hiperboloide puede verificarse como una variedad
riemanniana, en particular también para el caso 2-dimensional en el cual el tensor
métrico, expresado en forma de elemento de linea eligiendo las coordenadas esféricas,

viene dado por:

ds* = R?*dr? + R?sinh? 7d6?. (7.1)

Mediante las componentes del tensor métrico se pueden calcular nuevamente los

vectores de Killing:

__ _sinfcosht 9 _ 0

Kl - sinht 00 COSQ@T’
__ cosfcosht O iy 0

K2 - sinht 06 + sin ¢ 77 (72)
)

K= 2.

Entonces los operadores momento vienen dados por:

tanh 7 06

Py = —ih (£22 2 4 sing2), (7.3)

Py=—ih(2).

]51 = ih( sinf_ 0. —i—cos@%)
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Por lo que el Hamiltoniano de la particula libre toma la forma:

1

H=
21 R?

(PP + Py —Pj], (7.4)
lo cual, explicitamente en las coordenadas pseudoesféricas se reduce a:

- 12 10 (. . 0 1 o
H=  2uR? (sinhTE (smh75> * sinhQTﬁ) . (75)

Es importante resaltar que de nuevo este operador se corresponde con el operador

de Laplace-Beltrami para el espacio hiperbolico H?, H = %V%{, y asi el problema se
reduce a resolver:
hZ
—@Viﬂi(w) + V(z)(z) = Ed(x). (7.6)

Siendo V(z) el potencial asociado a la interaccion Coulombiana. En analogia a la
primera seccién del capitulo anterior se usara el hecho de que el modelo esta inmerso
en el espacio de Minkowski R?™! en el cual se conoce la interaccion electromagnética
generada por una particula con carga ¢. Esta interacciéon viene dada por el trivector

potencial A, (), en el caso electroestético es:
A" = (kqIn(r),0,0), (7.7)

donde k es la constante de Coulomb, y r = ||Z|| g, de nuevo resulta conveniente utilizar
el sistema coordenado pseudoesférico y asi restringir la interaccion electromagnética al

potencial escalar sobre el Hiberboloide y asi obtener:
®(z) = ®(7) = k¢* In(sinh 7) cosh 7. (7.8)
La ecuacion de Schrodinger de este problema puede entonces escribirse:
h? 1 0 0 1 9?
_ — | sinh r— -7
2uR? [SiHhTaT (sm T8T> * sinhTf)Q?} v(@)
+ [kq® In(sinh 7) cosh 7] ¢(z) = E¢(z). (7.9)

Esta ecuacion también es separable y para verificarlo se propondra la siguiente so-

lucion ¢ (x) = G(7)H(0), en consecuencia de (7.9) se obtienen las siguientes ecuaciones
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independientes:
d*H (6)
do?

= -—m?H(9); meC, (7.10)

2

1 d (.  dG(7) :
o dr (smh T ) + {kq In(sinh 7) cosh 7 —

+AG(r)=0, (7.11)

sinh 7
donde A\ = 2,’;715 La primera ecuacién es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden con un punto singular regular en el infinito, como (6.10), por lo cual tiene solucion
la forma:

H(0) =e™; meZ. (7.12)

La segunda ecuacion es una ecuacion diferencial lineal homogénea con infinitas sin-
gularidades irregulares 7 = inm en el plano complejo, esta ecuaciéon parece ser dificil de
resolver analiticamente y se propone como un problema para estudios posteriores.

Notemos que en el caso de dos dimensiones nuestra definiciéon del potencial coulom-
biano como restriccion al hiperboloide del potencial coulombiano de Minkowski, no es
equivalente a la de satisfacer una ecuacion tipo Poisson con una carga puntual [4] (se
puede verificar que (7.8) no es solucion de Laplace para 7 # 0). Vemos que el mo-
delo del hiperboloide agrega a la discusion una posibilidad de entender la interaccion
coulombiana en H" diferente a [4] (al menos para n = 2).

Si tomamos la definicién alternativa de [4] la ecuacion diferencial radial cambia,
pero igualmente no es obvia la solucién al tener, como en (7.11), términos sin logaritmo

y términos con logaritmo.
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Capitulo 8
Discusion

En este trabajo hemos estudiado el problema de formular la mecanica cuantica en el
espacio de Lobachevski para el sistema de una particula, el cual es la base para construir
otros sistemas cuanticos mas complicados en esta geometria.

Hemos usado el modelo del Hiperboloide inmerso en el espacio de Minkowski. Es
bueno hacer unas precisiones. Se pensaria que la relatividad especial esta involucrada
desde el punto de vista fisico. Sin embargo, la estructura de la relatividad (grupo de
Lorentz) es técnica ya que el espacio hiperbolico no involucra al tiempo. No obstante,
involucrando el espacio de Minkowski en la discusion nos permite hacer interpretaciones
que de otra manera no son claras. De hecho, esto fue lo que inspir6 la definicién de la
interaccion coulombiana en espacio hiperbolico tridimensional diferente a la usual (ver
p.e. [4]). Puesto que la invariancia reside en el espacio tiempo, la gran desventaja de
algunos modelos de espacio hiperbdlico es que no poseen un espacio tiempo en el cual
ellos viven.

Aunque el modelo de el hiperboloide es bien conocido [21], la formulacién del pro-
blema del &tomo de hidroégeno en este modelo, nos permite introducir otra interpretaciéon
de la energia potencial asociada a la interaccion coulombiana. La energia potencial, en
otros trabajos (ver, p.e. [4]), se propone como una solucion de la ecuacion de Poisson,

con el operador de Laplace-Beltrami, con una fuente puntual. La razon de esto es una

66



generalizacion del caso euclidiano y seria una especie de covariancia de la electroestatica
va que no se tiene un espacio tiempo. Como sabemos, el término de la energia potencial
de Coulomb viene de la interaccién de dos cargas puntuales en reposo. El que esto
sea una solucion de la ecuacion de Poisson tiene que ver con la definicion de trabajo
y su relacion con la energia en espacio euclideo. En espacio hiperbélico el analogo
de esto no es claro. Con el modelo del Hiperboloide en Minkowski proponemos una
interpretacion fisica alternativa del potencial Coulombiano. Primero consideramos el
cuadrivector potencial A* producido por una carga en reposo (el nucleo) y después
consideramos otra carga en reposo en el Hiperboloide v# = % de la misma manera
como en espacio euclideo una carga en reposo tiene una cuadrivelocidad de Minkowski
v* = (1,0,0,0) (el potencial se obtiene de A*v,). En el caso tridimensional, nuestro
resultado para espacio hiperbolico, coincide (salvo una constante irrelevante) con el de
la referencia [|4]. Sin embargo, en dos dimensiones las definiciones no son equivalentes.
Notemos que esta discrepancia podria aclararse haciendo un estudio de las ecuaciones
de Maxwell reducidas al hiperboloide (lo cual se puede hacer ya que este modelo de
geometria hiperbolica esta encajado en un espacio tiempo) definiendo una especie de
fuerza hiperbodlica, ademéas de trabajo hiperbdlico para tener un analogo del potencial
hiperbodlico de interaccién de dos cargas puntuales en reposo.

Nuestro objetivo principal en este trabajo ha sido la obtencion de los observables
basicos que describen la mecénica cuantica de una particula en espacio hiperbolico.
El procedimiento de cuantizacion, para obtener estos observables basicos, se realiza de
manera geométrica (esto es, independiente de las coordenadas). En este caso, como
el euclideo, los observables se obtienen de propiedades fundamentales de la geometria
hiperbolica (los vectores de Killing asociados a la métrica).

La obtencion de los resultados para el &tomo de hidrégeno confirman, totalmente,
calculos previos [4] v [31]. Es bueno sefialar que [4] usa un método diferente al nuestro
(factorizacion) y [31] hace un cambio de variable que lleva a un problema tipo oscilador

armonico. Por otra parte, [16] usa un método similar al nuestro con otros cambios de
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variable (inclusive uno singular) y obtiene los autovalores pero arroja dudas con la
obtencion de un espectro ligado finito. Nuestros célculos son las herramientas usuales
que se usan en fisica para analizar este tipo de problemas y nos han permitido verificar
este resultado importante obtenido en [4] y en [31].

Finalmente, hemos visto que se puede estudiar una particula en un potencial externo,
en espacio hiperbdlico, con las mismas facilidades que en espacio euclideo. Mas atn, si
la curvatura del espacio es muy pequena (tan pequefa como se quiera) y negativa no es
posible distinguir los 4tomos de hidrogeno en ambos espacios. Asi, en este sentido, los
experimentos no descartan la geometria hiperbolica. En el caso del oscilador arménico la
finitud del espectro hace una gran diferencia, ya que las autofunciones no son completas
(tenemos espectro discreto y continuo) contrariamente al caso euclideo, pero como este
es un potencial efectivo (no una fuerza fundamental) esto no es significativo. Notemos
que en el caso del atomo de hidrégeno tridimensional el espectro ligado es finito en
Lobachevski también pero en este caso las autofunciones del caso euclideo (infinitas)

no son completas igualmente (en ambos casos tenemos espectro discreto y continuo).
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Capitulo 9

Apéndices

Calculo de la curvatura con Mathematica 6.0

Coordenadas Pseudoesféricas

Limpiando las variables:
In[1] = Clear[coord, metric, inversemetric, affine, riemann, ricci, scalar, einstein, r, 0, ¢|
Definiendo dimensiéon y coordenadas:
In[2] = n = 3coord = {7,6, ¢}
Definiendo tensor métrico:
In[3] = metric = {{1,0,0}, {0, R*Sinh [r]*, 0}, {0, 0, R*Sin[#]*Sinh [r]*} }
Visualizar como matriz:

In[4] = metric//MatrixForm

1 0 0
Out[5] = [ 0 R2Sinh [r]? 0
0 0 R2Sin[A]?Sinh [r]’
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Calculando y definiendo tensor métrico inverso

In[6] = inversemetric = Simplify[Inverse[metric|]

B Csch [r]” Csc[0]2Csch [7]?
Out[7] = {{1,0,0},{0,T70}7{0707 R2 }}

Visualizar como matriz

In[8] = inversemetric//MatrixForm

1 0 0

Out[s] = | o Cf 0
SC 2 SC 7'2
0 0 C [9]52 h7]

Calculando las conecciones (simbolos de Christoffel distintos de cero):

In[9] = affine:=affine = Simplify[Table[(1/2) * Sum[(inversemetric|[i, s]])x*
(Dlmetric[[s, j]], coord[[k]]] + D[metric[[s, k]], coord[[5]]] — D[metric([j, k]],
coord([s]]]), {s,1,3}], {7, 1,3}, {7, 1,3}, {k, 1, 3}]]
listaffine:=Table[If[UnsameQ|affine][z, 7, k], 0], { ToString[T'[7, j, k], affine|[i, 7, k]| }],
{i,1,3},{J, 1,3}, {k, 1, 3}] TableForm[Partition|DeleteCases[Flatten listaffine],
Null], 2], TableSpacing — {2, 2}]

I'[1, 2, 2] —Cosh[7]Sinh[7]
[[1, 3, 3] —Cosh[7]Sin[0]*Sinh[7]
I'2, 1, 2] Coth|7]

T2, 2, 1| Cothl[r]

Out[10] = T2, 3, 3] —Cos|0]Sin[f]

'3, 1, 3] Coth|7]

'3, 2, 3] Cotl[d]

I3, 3, 1] Cothlr]

'3, 3, 2| Cotl[0]
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Calculando el tensor de Riemann (componentes distintas de cero)

In[11] = riemann:=riemann = Simplify[Table[D[affine[[z, , []], coord[[k]]]—
Diaffine[[4, j, k], coord][[l]]] + Suml[affine[[m, j, []]affine[[z, k, m]]—
affine[[m, 7, k]|affine[[z, [, m]], {m, 1, 3}], {4, 1,3}, {4, 1,3}, {k, 1,3}, {{, 1, 3}]]

listriemann:=Table[If[UnsameQ[riemann][[i, j, k, []], 0], { ToString[R]:, j, k, []],

riemannl[7, 7, k,[]]}],{4, 1,3}, {4, 1,3}, {k, 1,3},{[, 1,k — 1}]
TableForm[Partition[DeleteCases[Flatten|listriemann], Null], 2],
TableSpacing — {2, 2}]

R[1, 2, 2, 1] Sinh[7]?
R[1, 3, 3, 1] Sin[#]*Sinh[r]?

R[2, 1,2, 1] 1
Out[12] =

R[2, 3, 3, 2] Sin[¢]*Sinh[r]?

R[3, 1,3, 1] 1

R[3,2,3,2]  —Sinh[7]?

Calculando el tensor de Ricci (componentes distintas de cero):

In[13] = ricci:=ricci = Simplify[Table[Sum[riemann|[i, 7,4, []], {7, 1, 3}],
{4:1,3}, {1, 1, 3}]]

listricci:—Table[If[UnsameQ][ricci[[7, []], 0], { ToString[R[j, []], ricci][7, 1] }],
{4,1,3}, {1, 1, 5}]

TableForm[Partition|DeleteCases|[Flatten listricci], Null], 2],
TableSpacing — {2, 2}]

R[1, 1] —2
Out[l4 = R[2,2]  —2Sinh[r]?
R[3, 3] —2Sin[#)?Sinh[7]?

Calculando el escalar de Ricci:

In[15] = scalar = Simplify[Sum [inversemetric[[7, j]|ricci|[i, 7]], {4, 1, 3}, {J, 1, 3}]]
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El procedimiento es analogo para las coordenadas cartesianas y se obtiene desde
luego el mismo resultado, pero en ese caso todas las conecciones son distintas de cero,

de manera que el calculo solo resulta mas largo.

Calculo de los vectores de Killing con Maple 12

Coordenadas cartesianas

Cargando paquetes escenciales para el calculo:

[ > with(Differential Geometry); with(Tensor); with(Killing); with(LieAlgebras):
Definiendo el marco

|>DGsetup([z, y, 2[,H);

frame name:H

Definiendo el tensor métrico

1

e (B +2%) - (deketdr) — y(dedetdy)

[H > g := eval DG (
— xz(dadetdz) — yr(dy&etdz) + (R? + 2% + 2%) = (dy&etdy) — yz(dy&tdz)
—za(dz&tdr) — zy(dz&tdy) + (R® + 2* + y?)(dz&tdz)))

Calculando los vectores de Killing:

[H > K := KillingVectors(g);

K := [\/R2 + 22+ y2 + 22D, —2D, + xD,,\/R? + a2 + 4> + 22D,

—yD, +xDy,\/R? + 22 + 42 + 22D,, —2D, + yD. | .
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