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Resumen

Mecánica cuántica en el espacio de Lobachevski

Ling Alfonso Sequera Marin

Universidad Central de Venezuela

Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se estudian las consecuencias para la mecánica cuántica de supo-

ner que el espacio de con�guración no es euclídeo, sino hiperbólico. Nuestro objetivo

principal en este trabajo ha sido la obtención de los observables básicos que descri-

ben la mecánica cuántica de una partícula en espacio hiperbólico. El procedimiento de

cuantización, para obtener estos observables básicos, se realiza de manera geométrica

(esto es, independiente de las coordenadas). En este caso, como el euclídeo, los observa-

bles se obtienen de propiedades fundamentales de la geometría hiperbólica (los vectores

de Killing asociados a la métrica). El modelo de espacio hiperbólico usado es el del

hiperboloide en espacio de Minkowski. Se considera, por completitud y para veri�car

resultados previos, el átomo de hidrógeno y el oscilador armónico en esta geometría.

Abraham Lozada

Tutor
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Capítulo 1

Introducción

La mecánica cuántica usual, sin tomar en cuenta la gravitación, relativista galileana

o einsteniana, se formula en un espacio euclídeo. El tiempo es un parámetro. Esto es

básico para la obtención de ciertos observables de la teoría como, por ejemplo, posición,

momento lineal y momento angular.

Por otro lado, sabemos que el uso de la geometría euclidiana, con respecto a los

experimentos físicos, es una aproximación excelentemente buena. Sin embargo, hay un

axioma de la geometría euclídea cuya �verdad� no es de manera alguna evidente. Se trata

del famoso postulado de la paralela única. El punto importante es que esta a�rmación

es sobre rectas in�nitas y no hay manera de comprobarla, sino con rectas tan grandes

como se quieran, pero �nitas.

La geometría hiperbólica, la cual es un alternativa a la euclidiana, consiste en man-

tener todos los postulados de la geometría excepto el quinto axioma (el postulado de

las paralelas). La geometría hiperbólica fue establecida en el siglo XIX, históricamen-

te su descubrimiento es atribuido al matemático ruso Nikolai Ivanovich Lobachevski

quien publicó sus resultados de geometría no euclidiana en 1830, sin embargo se conoce

que el matemático húngaro János Bolyai de manera independiente obtuvo resultados

análogos a los de Lobachevski y quizá antes, pero los publicó hacia el año 1832 como

un apéndice de un libro escrito por su padre Farkas Bolyai, y la comunidad cientí�ca
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relegó su aporte solo para reconocerlo hasta 30 años después de su publicación. Se cono-

ce que el matemático alemán Carl Frederich Gauss que era amigo del padre de János

Bolyai, mediante correspondencia revela que el había obtenido los mismos resultados

que János con anterioridad, pero de Gauss no se conoce ninguna publicación. Bolyai, a

quien Gauss cali�ca como genio de primera clase, culmina su trabajo mencionando que

no es posible determinar solo a través del razonamiento matemático si la geometría del

universo físico es euclidiana o no, que esa es una tarea de las ciencias físicas.

En este trabajo, queremos ver cuales son las consecuencias básicas para la mecánica

cuántica de suponer que el espacio de con�guración no es euclídeo, sino hiperbólico.

Históricamente, estas consecuencias han sido estudiadas a través del átomo de hidró-

geno. En particular, el átomo de hidrógeno en una geometría no euclidiana (esférica),

fue estudiado por Schrödinger [1] en 1940 y analizado por Infeld [2] y Stevenson [3] al

año siguiente, algunos años después (1945) Infeld y Schild [4] obtuvieron el espectro

en un �universo abierto de curvatura constante negativa� (espacio hiperbólico tridimen-

sional). Otras referencias que consideran este problema, tanto desde el punto de vista

clásico como cuántico, son [5]-[16]. Nosotros queremos considerar, antes que ejemplos

particulares (como el átomo de hidrógeno y el oscilador armónico), la construcción de

los observables básicos de la teoría. En efecto, ahora el momento lineal (generador de

las traslaciones en espacio euclídeo) no es una simetría. ¾Cuál es el sustituto de este

observable? En particular queremos construir los observables fundamentales asociados

a una partícula libre.

Para obtener estos observables haremos uso del modelo del hiperboloide en el es-

pacio de Minkowski. Como es bien conocido, existen varios modelos de la geometría

hiperbólica (esto es, modelos que realizan los axiomas de esta geometría). Uno de ellos

es el llamado del hiperboloide. Este modelo es notable porque relaciona en cierta mane-

ra, la geometría hiperbólica espacial (no hay tiempo) con la geometría de la relatividad

especial. La idea de la cuantización que usaremos esta basada en las simetrías (isome-

trías de la distancia entre dos puntos en geometría hiperbólica) y los generadores de
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esta. De la misma manera que ~P (el trimomento) y ~J (el momento angular) generan las

simetrías euclídeas, tenemos otras seis cantidades que son las candidatas a cuantizar,

que generan las simetrías hiperbólicas.

Después de construir los observables, incluyendo el hamiltoniano, se aplican los

resultados a los casos del átomo de hidrógeno, oscilador armónico y partícula libre

entre �esferas� (todo esto en tres dimesiones espaciales).

En lo que sigue de esta introducción describiremos brevemente la organización del

trabajo. En la sección 2 estableceremos alguna notación y de�niciones que serán útiles

en el desarrollo del trabajo. En la sección 3, haremos una revisión de la literatura de

la geometría hiperbólica con énfasis en los resultados sobre el hiperboloide que luego

usaremos. En la sección 4, recordamos, por completitud, los postulados básicos de la

mecánica cuántica ortodoxa. Se plantea el problema de la obtención de los observables

de sus respectivos clásicos (cuantización). También se recuerda, a pesar de ser usado

frecuentemente, que la llamada cuantización canónica tiene problemas. En la sección 5,

construiremos los observables básicos de una partícula libre en geometría hiperbólica

tridimensional. Como era de esperarse, el álgebra de Lie de estos observables es diferente

a la euclídea. Mas aún, la posición y momentos no tienen las reglas de conmutación de

Heisenberg. De estos observables se construye el hamiltoniano exigiendo que conmute

con todos los observables del álgebra de Lie (esto es, que sea un operador de Casimir).

La cuantización obtenida es geométrica (no depende de coordenadas). En la sección 6,

consideraremos el problema del átomo de hidrógeno en espacio hiperbólico. Se resuelve

la ecuación diferencial parcial para el espectro de energía negativo (estados ligados). Lo

mismo se hace con el oscilador armónico (energía positiva), y con la partícula dentro de

�esferas�. En la sección 7, se hacen unas consideraciones sobre la cuantización en el plano

de Lobachevski (bidimensional). Se considera el análogo del potencial coulombiano y

se plantea la ecuación �radial� (después de la separación de variables) sin resolverla.

Finalmente, en la sección 8 algunas conclusiones son elaboradas junto con la discusión

de los resultados obtenidos.
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Capítulo 2

Notación y de�niciones

Z, conjunto de los números enteros.

Z+, conjunto de los números enteros positivos.

R, conjunto de los números reales (recta real).

R+, conjunto de los números reales positivos.

C conjunto de los números complejos.

Rn, espacio real n-dimensional (espacio euclídeo En).

Rn,1, espacio de Minkoswki n+1-dimensional.

Rn,1
↑ , conjunto de vectores tipo tiempo positivo, subespacio de

Rn,1.

Dn, espacio hiperbólico n-dimensional (Modelo del disco pro-

yectivo), sección 3.2.

Bn, espacio hiperbólico n-dimensional (Modelo del disco

conformal), sección 3.3.

Un, espacio hiperbólico n-dimensional (Modelo del semi-

plano superior), sección 3.4.

Hn, espacio hiperbólico n-dimensional (Modelo del hiperbo-

loide), sección 3.5.

~x, vector del espacio euclídeo Rn.
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x, vector del espacio hiperbólico (para cualquier modelo).

|a|, módulo, valor absoluto de a, con a ∈ C.

‖x‖
N
, norma de x, con x ∈ N un espacio normado.

~x · ~y, producto escalar de ~x y ~y, con ~x, ~y ∈ Rn.

〈x, y〉, producto escalar de x y y, con x, y ∈ V un espacio de

pre-Hilbert.

〈ϕ|φ〉, producto escalar de ϕ y φ, con ϕ, φ ∈ H un espacio de

Hilbert.

{ei}, base de un espacio vectorial.

dM(x, y), métrica, distancia entre dos puntos, vectores x, y ∈ M

un espacio métrico.

g
X
, tensor métrico de una variedad riemanniana X (o pseu-

doriemanniana).

xi, componentes contravariantes de un vector x (coordena-

das locales).

ds, elemento de línea de una curva en una variedad rieman-

niana o pseudoriemanniana.

C(M) = C1(M), conjunto de funciones al menos una vez derivables en la

variedad diferenciable M .

Cn(M), conjunto de funciones n-veces derivables en la variedad

diferenciable M .

C0(M), conjunto de funciones de soporte compacto en la varie-

dad diferenciable M .

Tx(M), espacio vectorial tangente al punto x ∈M una variedad

diferenciable.

T (M), �brado tangente a la variedad diferenciable M .

T ∗(M), �brado cotangente (dual de T (M)) a la variedad dife-

renciable M .
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{qi}, coordenadas generalizadas del espacio de con�guracio-

nes de un sistema físico, sección 4.1.

α̇, derivada de α = α(s) respecto del parametro real s que

la de�ne, sección 4.1.

{pi}, momentos generalizados del espacio de fase de un siste-

ma físico.

L = L (qi, q̇i, t), función lagrangiana asociada a un sistema físico, sección

4.1.

H = H (qi, pi, t), función hamiltoniano asociado a un sistema físico, sec-

ción 4.1.

{f, g}PB, corchetes de Poisson de f, g ∈ C1(M), sección 4.1.

Â, operador lineal de un espacio de Hilbert asociado a una

función A (observable clásico).

D(Â), dominio del operador Â.

O(H), conjunto de operadores lineales sobre el espacio de Hil-

bert H.[
Â, B̂

]
, corchetes de Lie, operación de conmutación entre los

operadores Â, B̂ ∈ O(H).

L2(M, dxn), espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado integra-

ble sobre la variedad riemanniana M con medida dxn

(elemento de volumen).

∂x = ∂
∂x
, derivada respeto de la variable x.

F (a, b; c; z), función hipergeométrica de parámetros a, b, c ∈ C y va-

riable z ∈ (0, 1).

M(a; c; z), función hipergeométrica con�uente de parámetros a, c ∈

C y variable z ∈ (0,∞).
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Capítulo 3

Geometría Hiperbólica

3.1. Historia, geometría Euclídea y no Euclídea

�Los elementos� son un tratado de trece libros escritos por el matemático griego

Euclides en Alejandría cerca del año 300 A.C., ellos contienen una colección de de�-

niciones, axiomas, teoremas, y sus pruebas matemáticas. Los trece libros comprenden

la geometría euclídea y una versión griega antigua de la teoría de números, es en es-

tos libros donde se introduce el tratamiento axiomático deductivo de las matemáticas.

El primero de los libros desarrolla la geometría plana comenzando con asunciones bá-

sicas consistentes de una lista de 23 �de�niciones� de términos geométricos, después

los axiomas en 5 �postulados� que detallaremos subsiguientemente, luego un conjunto

de 5 conjeturas �las nociones comunes� que tratan acerca del concepto de medida, y

por último una serie de teoremas y pruebas en 48 �proposiciones�. Dentro de la lista

de de�niciones se encuentran desde luego la de punto, línea, línea recta, segmento de

línea, super�cie, super�cie plana, círculo, ángulo y paralelismo entre otras que no se-

rán útiles para los efectos aquí expuestos. Los postulados se disponen a continuación y

fundamentan toda una geometría de un espacio bidimensional:

1. A través de dos puntos diferentes solo pasa una línea recta.
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2. Un segmento de línea recta puede ser extendida continuamente a una línea recta.

3. Para un centro y un radio arbitrarios hay solo una circunferencia.

4. Todos los ángulos rectos son iguales.

5. Si una línea recta yace sobre dos líneas rectas tales que hacen los ángulos interiores

del mismo lado menores que dos ángulos rectos, las dos líneas, se encontrarán en

el lado en el cual los ángulos son menores que dos ángulos rectos.

El quinto postulado así enunciado quizá no es tan fácil de entender, para visualizarlo

vea la �gura 3.1 que lo ilustra. Nótese que la suma de los ángulos interiores α + β se

aproxima a π.

Figura 3.1: 5to postulado en el plano euclídeo

El matemático escocés John Playfair proporciona una manera alternativa, aunque

más intuitiva del enunciado del quinto postulado, es el llamado postulado de las para-

lelas:

A través de un punto exterior a una línea recta dada hay una y solo una recta

paralela a esa recta.

Desde la antigüedad ya se consideraba que el postulado anterior no era tan evidente

como los otro cuatro, esto se debe a la construcción mental abstracta que supone admitir

10



que al prolongar dos segmentos de recta in�nitamente estos no se interceptarán. Por

cientos de años geómetras perturbados por su complejidad intentaron demostrarlo como

un teorema inducido por los primeros cuatros postulados. Muchos trataron de encontrar

una prueba usando el método de reducción al absurdo, entre ellos el matemático árabe

Ibn al-Haytham en el siglo XI, los matemáticos persas Omar Khayyam y Nasir al-Din

al-Tusi en los siglos XII y XIII respectivamente, aunque sin resultados concluyentes en

cuanto a la independencia o no del quinto postulado, se podría decir que sus teoremas

son los primeros de las geometrías que hoy conocemos como elíptica e hiperbólica.

Fue hasta el siglo XIX cuando de manera independiente el matemático húngaro

János Bolyai y el matemático ruso Nikolai Lobachevski encontraron una geometría

completamente consistente (la geometría hiperbólica) negando el postulado de las pa-

ralelas de Euclides. Se puede veri�car que solo hay dos formas posibles de dar como

incierto el postulado de las paralelas, una opción sería suponer que a través de un punto

exterior a una recta no pasan rectas paralelas a esta, esto es, cualquier recta intercepta

a una recta dada, lo que daría lugar a la llamada geometría esférica (elíptica); la otra

opción sería admitir que a través de un punto exterior a una línea recta pasan in�nitas

rectas paralelas a dicha recta, esta suposición da origen a la geometría hiperbólica, aun

así, después de los trabajos de Lobachevski, Bolyai y Gauss no había un modelo que

concretara esta geometría, en las siguientes secciones de este capítulo se estudiarán los

modelos más importantes que han surgido para describir el espacio de Lobachevski.

3.2. Modelo del Disco Proyectivo

(Klein-Beltrami)

En 1868 el matemático italiano Eugenio Beltrami construye un primer modelo del

plano hiperbólico y prueba así la independencia del postulado de las paralelas de la

geometría euclidiana [17]. Los puntos del espacio que constituyen el modelo de Beltrami

son todos los puntos interiores a un círculo abierto dentro del plano euclidiano, esto es,
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dado un círculo Γ de radio R, el plano hiperbólico será:

D2 ≡ intΓ = {x ∈ R2 : ‖x‖
E
< R}, (3.1)

donde ‖x‖
E

=
√
x2

1 + x2
2 es la norma sobre el espacio euclideo, en este caso, el plano

R2.

El primer y segundo postulado de la geometría hiperbólica que permanecen iguales

que en la geometría euclidiana exigen que por cada par de puntos del plano pase una

y solo una línea recta (geodésica), por lo que Beltrami propone para su modelo como

líneas rectas, todas las rectas del espacio euclídeo interiores al círculo que constituye el

modelo, es decir, el conjunto de cuerdas del interior de Γ en la anterior consideración.

El tercer postulado también es el mismo de la geometría euclidiana y precisa de la

idea fundamental de distancia entre dos puntos, que obviamente no puede ser la misma

del espacio euclídeo. Nótese que por construcción las líneas rectas en este modelo se

extienden justo hasta el borde del círculo que constituye el modelo pero sin llegar a él,

y está aquí el carácter proyectivo del modelo. Fue Felix Klein en 1871 que interpretó el

modelo usando geometría proyectiva, el demostró que las transformaciones isométricas

del modelo de Beltrami se corresponden por restricción a las transformaciones proyec-

tivas del plano euclídeo que dejan al modelo invariante, siguiendo esto Klein encontró

una expresión para la métrica hiperbólica en función de la distancia euclídea entre dos

puntos (véase [17] y [19]). Para dos puntos cualesquiera x e y del plano hiperbólico D2

pasa una y solo una línea recta (una cuerda) cuyos extremos z y w están en el borde del

círculo y son adyacentes a x e y respectivamente (ver �gura 3.2), entonces la métrica

hiperbólica entre los puntos x e y viene dada por:

dD(x, y) =
1

2
· ln
(
dE(x,w) · dE(y, z)

dE(y,w) · dE(x, z)

)
. (3.2)

Notemos que en el límite en que y tiende a w, la distancia euclídea dE(y,w) tiende a

cero por lo que la distancia hiperbólica dD(x, y) se hace in�nita, se puede probar además

que la distancia hiperbólica así de�nida es simétrica, no negativa, no degenerada y
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Figura 3.2: Distancia en el modelo del disco proyectivo

además cumple con la desigualdad triangular. También se puede hallar un tensor métrico

del plano en este modelo usando la geometría proyectiva [21] - [22], será expresado en

lo que sigue por el elemento de línea:

ds2 =
1

(1− ‖x‖2
E
)2

[
(1− ‖x‖2

E
)‖dx‖2

E
+ (x · dx)2

]
, (3.3)

donde ‖x‖
E
es la norma euclidea con ‖dx‖2

E
= dx2

1+dx2
2, al igual que el producto escalar

x · dx = x1dx1 + x2dx2. Esta notación se empleará en lo que sigue de este capítulo.

Se debe acotar que dado el tensor métrico (3.3), D2 se convierte en una variedad

riemanniana y se puede de�nir así un producto escalar sobre R2 para los puntos de D2,

dando la base no ortogonal {ei} (con i = 1, 2) de este espacio como sigue:

〈ei, ej〉x =


1−‖x‖2

E
+x2

i

(1−‖x‖2
E

)2
si i = j,

xixj

(1−‖x‖2
E

)2
si i 6= j,

(3.4)

notese que este producto depende del punto x de la variedad D2 sobre el cual se efectua,

por ello se uso la notacion 〈·, ·〉x.

El cuarto postulado precisa de otra idea fundamental, la de ángulo, la cual también se

ve �distorsionada� en este modelo, pero dado el producto escalar anterior (3.4) se puede
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demostrar que para dos líneas geodésicas λ, γ : R → D2, tales que λ(t0) = γ(t0) = x y

u = λ′(t0), v = γ′(t0), el ángulo hiperbólico θD entre ellas es:

θD = arc cos(〈u, v〉x). (3.5)

El quinto y último postulado es desde luego independiente de los demás y es fácil

de veri�car grá�camente. En efecto, para la recta L (ver �gura 3.3) existe un conjunto

in�nito de rectas que pasan a través del punto P sin interceptarla.

Figura 3.3: 5to postulado en el modelo del disco proyectivo

Desde luego todas estas ideas pueden ser extendidas a 3 o más dimensiones y así

realizar el espacio Hiperbólico n-dimensional Dn según este modelo.

3.3. Modelo del Disco Conformal (Poincaré)

Beltrami también introdujo el modelo del disco conformal y el modelo del semiplano

superior en su artículo de 1868 [18], pero Poincaré fue quien identi�có las transforma-

ciones fraccionales lineales del semiplano superior complejo con las transformaciones de

congruencia (isometrías) sobre el plano hiperbólico en su artículo de 1882 [20], por lo

que al modelo también de le suele llamar �Modelo de Poincaré�. Los puntos del plano
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hiperbólico en este modelo son los puntos interiores al disco:

B2 = {x ∈ R2 : ‖x‖
E
< R}. (3.6)

Cabe acotar que B2 es igual al conjunto D2 que se introdujo en el modelo del disco

proyectivo (sección anterior), la razón fundamental de la distinción es que este modelo

plantea una distancia distinta al modelo del disco proyectivo, esto hace que aunque B2

y D2 sean espacios topológicamente equivalentes son espacios métricos diferentes.

Este modelo establece como líneas (geodésicas) al conjunto de todos los arcos de

circunferencia dentro del disco B2 y que lo interceptan en ángulo recto junto con el

conjunto de todos los diámetros del círculo que constituye dicho espacio, desde luego sin

incluir los extremos (ver �gura 3.4), nótese que dado dos puntos arbitrarios dentro del

disco B2 solo hay uno y sólo un arco de circunferencia que intercepte perpendicularmente

al disco y pase a través de esos puntos, asegurando así el cumplimiento de los dos

primeros postulados.

Figura 3.4: 5to postulado en el modelo del disco conformal

En el modelo de Poincaré las distancias también se ven �distorsionadas�, y para

hallarlas un método es encontrar la relación que vincula este modelo y el del disco pro-

yectivo, tal cosa no se pretende realizar aquí, pero el fundamento es hacer equivalentes

las líneas de cada modelo, algebraicamente esto es igual a hacer equivaler los puntos
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del modelo de Klein-Beltrami con el de Poincaré mediante:

x −→ x

1 +

√
R2−‖x‖2

E

R2

. (3.7)

Dada la relación (3.7) se puede calcular la nueva métrica para dos puntos x y y del

modelo del disco conformal obteniendo:

dB(x, y) = arccosh

(
1 +

2‖x− y‖2
E(

1− ‖x‖2
E

) (
1− ‖y‖2

E

)) . (3.8)

Debido a la inmersión de B2 en el espacio euclídeo R2, al igual que el caso del modelo

del disco proyectivo, se puede de�nir un tensor métrico adecuado a la métrica anterior

y con él un producto interno, y concretar así el disco conformal como una variedad

riemanniana. El tensor métrico en forma de elemento de línea, eligiendo el sistema

coordenado cartesiano viene dado por:

ds2 =
4‖dx‖2

E

(1− ‖x‖2
E
)2
. (3.9)

Análogamente al modelo del disco proyectivo el tensor métrico permite de�nir un

producto escalar para cada punto de D2, en este caso especi�cando la base ortogonal

{ei} con i = 1, 2 como:

〈ei, ej〉x =


4

(1−‖x‖2
E

)2
si i = j,

0 si i 6= j.
(3.10)

De la misma manera y usando el producto interno dado por (3.10) se obtienen

el ángulo hiperbólico θB entre dos líneas geodésicas γ(t) y λ(t) que se intersectan en

γ(t0) = λ(t0) = x, tales que γ′(t0) = u y λ′(t0) = v:

θB = arc cos (〈u, v〉x) . (3.11)

Es de notar que salvo un factor de escala la idea de ángulo anteriormente planteada

congrue con la idea de ángulo euclídeo.

Para el postulado de las paralelas se presenta la prueba grá�ca dada en la �gura

3.4. Notemos que para la recta L existe un conjunto indeterminado de rectas (arcos),
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que pasan a través de un punto exterior a ella (punto de intersección del conjunto de

rectas), y que no la inteterceptan, es decir son paralelas a L.

Como dato curioso este modelo ha sido usado por el artista holandés Maurits Corne-

lis Escher en muchas de sus obras, entre ellas la que se muestra en la �gura 3.5, Círculo

Límite IV:

Figura 3.5: Circle Limit IV (1960)

3.4. Modelo del Semi-Plano Superior (Poincaré)

Como se mencionó anteriormente fue Beltrami quien introdujo este modelo en un

artículo en 1868 [18], y Poincaré encontró las isometrías del espacio en este modelo al

identi�carlas con las transformaciones conformes del plano complejo, en este caso las
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del semi-plano superior complejo en él mismo. El modelo consiste de todos los puntos

del plano euclídeo R2 que se encuentran en uno de los lados de una línea recta (euclídea)

al que llamaremos eje. Si se identi�ca el plano euclídeo R2 con el plano complejo C el

modelo equivaldría al conjunto:

U2 = {x+ iy : y > 0;x, y ∈ R}. (3.12)

Las líneas (geodésicas) en el modelo del semi-plano de Poincaré son todos los arcos

de circunferencia dentro del semi-plano que interceptan al eje haciendo ángulos rectos

y los segmentos de línea recta perpendiculares al eje y que por supuesto yacen en el

semi-plano, se puede veri�car que la suposición anterior asegura el cumplimiento de los

2 primeros postulados.

La distancia hiperbólica según este modelo se puede hallar mediante una transfor-

mación de Möbius que identi�que los puntos del disco conformal con los puntos del

semiplano superior, dicha transformación viene dada por la siguiente expresión:

(x, y) −→ 2

x2 + (y + 1)2
· (x, y + 1) . (3.13)

En consecuencia la métrica hiperbólica para dos puntos x = (x1, x2) y y = (y1, y2)

de U2 (coordenadas cartesianas) estará determinada por:

dB(x, y) = arccosh

(
1 +

‖x− y‖2
E

2x2y2

)
. (3.14)

Las isometrías entonces vienen dadas por el conjunto de transformaciones fraccio-

nales lineales del semiplano superior en el que preservan la forma anterior. Este modelo

también puede ser tratado como una variedad riemanniana si se introduce la siguiente

forma diferencial (eligiendo el sistema cartesiano de coordenadas):

ds2 =
‖dx‖2

E

(x2)2
. (3.15)

Dicha forma diferencial de�ne un longitud de arco y determina el tensor métrico

de la variedad, dotando a cada punto un producto escalar en el espacio tangente, este
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producto escalar depende del punto de la variedad y mediante la base ortonormal {ei}

con i = 1, 2 puede expresarse como sigue :

〈ei, ej〉x =

 1
(x2)2

si i = j,

0 si i 6= j.
. (3.16)

De manera análoga al modelo del disco conformal los ángulos pueden determinarse

mediante el producto escalar, de manera que para dos líneas geodésicas γ(t) y λ(t) que

se intersectan en γ(t0) = λ(t0) = x, tales que γ′(t0) = u y λ′(t0) = v, pero en esta

ocasión con γ(t) y λ(t) en U2, el ángulo θU

θU = arc cos (〈u, v〉x) . (3.17)

También se proporciona otra prueba grá�ca del postulado de las paralelas para este

modelo (�gura 3.6).

Figura 3.6: 5to postulado en el modelo del semiplano superior

Analogamente al caso del modelo del disco conformal, para la linea recta L existe

un conjunto in�nito de rectas que pasan a través de un punto exterior a ella (el de su

intersección) y que no la cortan.

3.5. Modelo del Hiperboloide (Minkowski)

El modelo del hiperboloide o modelo de Minkowski es generalmente acreditado a

Poincaré, aunque William Reynolds [23] menciona que Wilhelm Killing [24] y Karl
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Weierstrass usaron este modelo hacia 1892. El modelo consiste en suponer los puntos

del plano hiperbólico como la hoja positiva de un hiperboloide de revolución de dos hojas

inmerso en el espacio de Minkowski, y sus líneas geodésicas como las intersecciones de

ese hiperboloide con los planos que atraviesan el origen del espacio de Minkowski, dichas

líneas son ramas de hipérbolas. Desde luego la supocición anterior puede ser extendida

a 3 o más dimensiones como se verá posteriormente con detalle.

La exigencia de que el hiperboloide este embebido en el espacio de Minkowski y

no en Rn veri�ca un importante teorema propuesto por David Hilbert en 1901 [25] el

cual establece que no existen super�cies regulares completas de curvatura constante

negativa que puedan ser inmersas isométricamente en el espacio euclídeo R3. Además,

esto supone una ventaja desde el punto de vista físico, en el caso del espacio Hiperbólico

tridimensional, ya que como se sabe el espacio de Minkowski esta asociado al modelo

del espacio-tiempo en el marco de la relatividad especial de Einstein.

Como ya se ha mencionado el espacio hiperbólico es un espacio métrico, por ende se

establecen perfectamente la noción de distancia y ángulo, además, debido a su inmersión

en el espacio de Minkowski, dichas nociones quedan determinadas por las propiedades

métricas de Minkowski, por esta razón se iniciará el estudio de este modelo retomando

los conocimientos básicos de Minkowski.

3.5.1. El espacio de Minkowski

El espacio de Minkowski n-dimensional Rn,1 es una variedad pseudoriemanniana

(Lorentziana) de métrica inde�nida (1,n) (ó (n,1)) y de curvatura nula (κ = 0), cuyo

tensor métrico puede escribirse eligiendo un sistema de coordenadas cartesiano como

(signatura (1,n)):

g = diag(−1, 1, · · · , 1), (3.18)

o bien en su forma de elemento de línea:

ds2 = −dx2
0 + dx2

1 + dx2
2 + · · ·+ dx2

n. (3.19)
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Dado el tensor métrico se puede de�nir el producto interno en el espacio de Min-

kowski Rn,1 (producto interno Minkowskiano) como:

x ◦ y = gijxiyj = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn. (3.20)

Es de notar que la base {ei} de Rn,1 tal que e0◦e0 = −1 y ei◦ej = δij de cualquier otra

forma donde (i, j = 0, 1, 2, · · · , n) , es una base ortonormal del espacio de Minkowski

Rn,1.

De�nición 1 Dos vectores x y y de Rn,1 son ortogonales si y sólo si x ◦ y = 0.

Análogamente al espacio real Rn se puede de�nir una norma Minkowskiana inducida

del producto interno anteriormente de�nido, dada por el número complejo:

‖x‖2
M

= x ◦ x = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n. (3.21)

Si de�nimos al vector del espacio euclídeo Rn como ~x ≡ (x1, x2, · · · , xn), la norma

Minkowskiana (3.21) puede ser escrita como:

‖x‖2
M

= −x0
2 + ‖~x‖2

E
. (3.22)

De�nición 2 Dos vectores x y y de Rn,1 son ortonormales si y solo si son ortogonales

y además ‖x‖2
M

= −1 y ‖y‖2
M

= 1.

Se suele clasi�car a los cuadrivectores (elementos del espacio de Minkowski) según

el valor de su norma como:

Tipo Luz para los vectores que tienen norma Minkowskiana igual a cero ‖x‖2
M

=

0.

Tipo Espacio para los vectores que tienen el cuadrado de la norma Minkowskiana

real positiva ‖x‖2
M
> 0.

Tipo Tiempo para los vectores que tienen el cuadrado de norma Minkowskiana

real negativa ‖x‖2
M
< 0.
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Un vector tipo tiempo se dice positivo si su primera componente es positiva x0 > 0.

Teorema 1 Sean x y y vectores tipo tiempo positivos (o negativos) de Rn,1, entonces

x ◦ y ≤ ‖x‖
M
‖y‖M , con igualdad si y solo si x y y son linealmente dependientes.

Sean x y y vectores tipo tiempo positivos (o negativos) de Rn,1, por el teorema (1)

existe una única constante real positiva η(x, y) tal que

x ◦ y = ‖x‖
M
‖y‖

M
cosh η(x, y). (3.23)

Así de�nimos a η(x, y) como el ángulo Minkowskiano tipo tiempo entre los vectores x

y y.

Otro aspecto importante a señalar en el estudio del espacio de Minkowski son sus

isometrías, y para ello se de�nirán las transformaciones congruentes sobre dicho espacio.

De�nición 3 Una función φ : Rn,1 → Rn,1 es una transformación de Lorentz si y solo

si

φ(x) ◦ φ(y) = x ◦ y ∀ x, y ∈ Rn,1.

Teorema 2 Sea ei una base ortonormal de Rn,1. Una función φ : Rn,1 → Rn,1 es una

transformación de Lorentz si y solo si φ es lineal y {φ(e0), φ(e1), · · · , φ(en)} es una base

ortonormal de Rn,1.

Una matriz A(n+1)×(n+1) a valores reales es Lorentziana si y solo si la transformación

lineal φ : Rn,1 → Rn,1 asociada a ella y de�nida por φ(x) = Ax es una transformación

de Lorentz. El conjunto de todas las matrices Lorentzianas (n+ 1)× (n+ 1) junto con

la multiplicación usual de matrices forman un grupo O(1, n), al cual llamamos grupo

de Lorentz. Se puede veri�car que las matrices del grupo de Lorentz O(1, n) satisfacen

la ecuación:

AtgA = g. (3.24)

De la ecuación (3.24) tenemos que (detA)2 = 1, así detA = ±1. El subconjunto

de todas las matrices del grupo de Lorentz (A ∈ O(1, n)) tales que detA = 1 forman
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un subgrupo de índice dos SO(1, n) en O(1, n), al que llamamos grupo especial de

Lorentz. Una matriz del grupo de Lorentz se dice positiva si no cambia la paridad

del vector sobre el cual actúa, es decir, transforma vectores tipo tiempo positivos en

positivos (ó negativos en negativos). El subconjunto de todas las matrices Lorentzianas

positivas forman también un subgrupo PO(1, n) de O(1, n) y es llamado grupo positivo

de Lorentz. De igual manera el subconjunto de todas las matrices positivas de SO(1, n)

forman en él un subgrupo de índice dos PSO(1, n) que recibe el nombre de grupo

especial positivo de Lorentz (grupo ortocrono propio L↑+). Para ver las pruebas de los

teoremas 1 y 2 re�érase a [21].

3.5.2. Espacio Hiperbólico n-dimensional

En el espacio euclídeo n-dimensional la esfera de radio R (‖~x‖2
E

= R2;∀~x ∈ Rn) es

una super�cie de curvatura constante κ = 1
R2 . En analogía con el caso anterior pero

tomando en cuenta el teorema de Hilbert [25] se propone como modelo del n-espacio

Hiperbólico al subconjunto del espacio de Minkowski:

Hn = {x ∈ Rn,1 : ‖x‖2
M

= −R2, x0 > 0}.

Esto es el conjunto de vectores tipo tiempo del espacio de Minkowski con norma cons-

tante (compleja) y primera componente mayor que cero (vectores tipo tiempo positivos),

lo que equivaldría a la hoja positiva de un hiperboloide de dos hojas en Rn,1, en la �gura

3.7 se muestra el plano hiperbólico H2 en este modelo.

Sean x, y y z vectores en Hn y η(x, y) el ángulo tipo tiempo entre x y y, se puede

veri�car que además de ser η un número real positivo (η(x, y) ≥ 0), es cero si y sólo si x y

y son iguales (η(x, y) = 0 ⇔ x = y), es simétrico respecto de x y y (η(x, y) = η(y, x)),

y cumple con la desigualdad triangular [η(x, z) ≤ η(x, y) + η(y, z)] [21], por lo que

de�nimos la métrica hiperbólica para dospuntos x y y de Hn como:

dH(x, y) = η(x, y). (3.25)
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Figura 3.7: Modelo del hiperboloide

Por la ecuación (3.23), se tiene que:

cosh dH(x, y) = −R2(x ◦ y). (3.26)

El espacio métrico consistente de Hn junto con su métrica hiperbólica dH es llamado

n-espacio hiperbólico, y desde ahora Hn denotará al espacio hiperbólico n-dimensional,

en el caso de H2, este es un modelo de la geometría de Lobachevski. Una isometría de

Hn sobre si mismo es llamada isometría hiperbólica.

Teorema 3 Cada transformación de Lorentz positiva en Rn,1 se restringe a una iso-

metría de Hn, y cada isometría de Hn extiende a una única transformación de Rn,1.

No se pretende dar una prueba del teorema (una prueba rigurosa puede verse en

[21]), pero, considerando la ecuación (3.26) se puede observar que una transformación

de Hn preserva la distancia hiperbólica, si y solo si se asocia a ella una transformación

de Rn,1 que preserve el producto interno Minkowskiano, esto es, una transformación de

Lorentz. La restricción sobre dicha transformación a ser positiva recae en el hecho de

que una transformación negativa enviaría un punto de Hn fuera de él. Como corolario

se puede agregar que el grupo de isometrías Hiperbólicas I(Hn) es isomorfo al grupo

positivo de Lorentz PO(1, n).

De�nición 4 Una línea hiperbólica de Hn es la intersección de Hn con un subespacio

vectorial 2-dimensional tipo tiempo de Rn,1.
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Sean x y y puntos de Hn y vectores de Rn,1. Entonces x y y expanden un subespacio

vectorial 2-dimensional tipo tiempo V (x, y) de Rn,1, y así:

L(x, y) = Hn ∩ V (x, y),

es la única línea hiperbólica que contiene a x y y. Nótese que L(x, y) es una rama de

una hipérbola.

Teorema 4 Una función γ : R → Hn es una línea geodésica si y solo si existen vectores

ortonormales x y y de Rn,1, con x tipo tiempo, tales que:

γ(t) = R cosh(t)x+R sinh(t)y.

Por el teorema 4 se puede probar que las geodésicas de Hn son sus líneas hiperbólicas

(ver �gura 3.8)

Figura 3.8: Geodésica hiperbólica

3.5.3. Hn como una variedad riemanniana

El espacio hiperbólico Hn es un espacio métrico y por lo tanto un espacio topológico.

Además es geodésicamente convexo, todo esto permite establecer formalmente las ideas
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de continuidad, convergencia y conectividad. Más aun este espacio es geodésicamente

completo.

Sea φ : Hn → Rn de�nida por φ(x) = ~x, con ~x como en la expresión (3.22),

entonces φ es una biyección y de�ne un isomor�smo entre el espacio hiperbólico Hn y

el espacio euclídeo Rn. En particular dada la biyección anterior se puede identi�car el

entorno de cada punto de Hn con un subconjunto abierto del espacio euclídeo, esto es,

para cada x ∈ Hn existe un entorno abierto Ux ⊂ Hn homeomorfo a un subconjunto

de Rn mediante φ : Ux → V~x ⊂ Rn, considerando además que los entornos de cada

par de puntos de Hn son disjuntos (espacio de Hausdor�), y que toda base de este

espacio es �nita o numerable (veri�ca el segundo axioma de numerabilidad), podemos

admitir al espacio Hiperbólico Hn como una variedad topológica. Es pertinente acotar

que el par (Ux, φ) de�ne una carta o sistema coordenado sobre Hn para x, la aplicación

coordenada puede ser proporcionada explícitamente si se elige representarla mediante

φ(x) = (ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn), y se de�ne como sigue:

x0 =
√
R2 + x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2,

ϑi = xi con i = 1, 2, . . . , n.
(3.27)

El sistema coordenado así de�nido es una carta global, vale decir, cubre todos los

puntos de la variedad, además dota al espacio hiperbólico de una estructura diferen-

ciable C∞ (atlas), y por lo tanto Hn es una variedad diferenciable, en lo que sigue nos

referiremos a este sistema coordenado como �cartesiano� por su obtención del análo-

go Minkowskiano. A continuación se explicarán, por completitud, algunos resultados

elementales de variedades diferenciables y se aplicarán a Hn.

Sea f una función en el espacio hiperbólico f : Hn → R y φ : Ux ⊂ Hn → V~x ⊂ Rn

una carta local con x ∈ Ux, la función f es diferenciable en x si la composición f ◦φ−1 :

φ(Ux) → R es diferenciable en φ(x). Luego la función f es diferenciable si lo es para

cada punto de Hn, y llamaremos C(Hn) al conjunto de todas la funciones diferenciables

en Hn.

De�nición 5 Sea x un punto de Hn, el vector tangente vx sobre Hn al punto x es una
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aplicación lineal vx : C(Hn) → R, que cumple con la propiedad de Leibniz, esto es:

vx(f + λg) = vx(f) + λvx(g) ∀λ ∈ R; ∀f, g ∈ C(Hn).

vx(f · g) = vx(f)g(x) + f(x)vx(g) ∀f, g ∈ C(Hn).

El conjunto de todos los vectores tangentes a un punto x de Hn forman un espacio

vectorial y es llamado espacio tangente Tx(Hn) a ese punto. y el conjunto de todos los

espacios tangentes sobre Hn forma una variedad 2n-dimensional y es llamada �brado

tangente T (Hn).

Teorema 5 Cualquier derivada direccional en C∞(Hn) es un campo vectorial de T (Hn).

Sea f : Hn → R una función diferenciable del espacio hiperbólico (f ∈ C∞(Hn)), y

γ : R → Hn una curva sobre Hn, tal que γ(t0) = x y γ′(t0) = v, entonces la derivada

usual en la dirección dada por la curva γ(t) en el punto x viene dada por:

Dvf =
d

dt
(f(γ))|t=t0 =

n∑
i=1

∂f(x)

∂xi

dxi

dt

∣∣∣∣
t=t0

=
n∑

i=1

vi
∂f(x)

∂xi

, (3.28)

donde vi son las componentes de v el vector tangente a la curva γ en t0, nótese que para

una dirección arbitraria cualquier derivación sobre C∞(Hn) puede ser escrita como:

Dv =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi

. (3.29)

Es fácil ver que la aplicación a valores reales dada por la derivación en la expresión

anterior es lineal y veri�ca la identidad de Leibniz, por lo que para cada punto x del

espacio hiperbólico, Dv es un elemento del espacio tangente Tx(Hn), de este modo si

de�nimos a la derivada direccional como una aplicación general sobre todos los puntos

de Hn su imagen será una sección del �brado tangente T (Hn).

Es importante acotar que el conjunto
{

∂
∂xi

}
con i = 1, 2, . . . , n, de�ne una base

sobre el espacio tangente a cada punto de Hn.

Dada la inmersión de Hn en el espacio de Minkowski Rn,1, utilizando las coordenadas

cartesianas de Hn y el vínculo impuesto sobre x0 (ecuación (3.27)), se puede encontrar
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una expresión para el tensor métrico Minkowskiano en función de los puntos del hiper-

boloide Hn, esto permite de�nir un elemento de línea global heredado del tensor métrico

Minkowskiano, pero restringido al espacio Hiperbólico Hn formalmente como:

ds2 =
1

(R2 + ‖x‖2
E
)

[
(R2 + ‖x‖2

E
)‖d~x‖2

E
− (~x · d~x)2

]
. (3.30)

Mediante la expresión anterior se pueden encontrar las componentes del tensor mé-

trico para el espacio de Lobachevski y así de�nir un producto escalar sobre el espacio

tangente a cada punto eligiendo la base no ortogonal
{

∂
∂xi

}
con i = 1, 2, . . . , n, como

sigue:

gij =

〈
∂

∂xi

,
∂

∂xj

〉
x

=


T (~x)−xi

2

T (~x)
si i = j,

xixj

T (~x)
si i 6= j,

, (3.31)

con T (~x) = R2 + ‖~x‖2
E
, y con i, j = 1, 2, . . . , n.. Se puede veri�car fácilmente que gij :

Tx(Hn)× Tx(Hn) → R, ∀ x ∈ Hn es de�nido positivo, y visto como una aplicación g :

Hn → R es una función diferenciable, esto convierte a Hn en una variedad riemanniana.

Dado que H3 es una variedad riemanniana se puede calcular el tensor de Riemann y

con este el escalar de Ricci, que está asociado a la curvatura de la variedad. Usando el

software Mathematica v6.0 con las coordenadas cartesianas se calcularon los símbolos

de Christo�el distintos de cero, las componentes distintas de cero del tensor de Riemann

y con estas las del tensor de Ricci, para �nalmente encontrar el escalar de Ricci S (vea

apendice):

S = − 6

R2
. (3.32)

Nótese que esta cantidad es siempre negativa. Como se mencionó anteriormente una

esfera tridimensional S3 de radio R posee una curvatura seccional κ = 1
R2 , una regla

general para variedades m-dimensionales, de curvatura constante, inmersas en el espacio

euclídeo Rn relaciona a la curvatura seccional con el escalar de Ricci mediante S =

2mκ, como dato curioso esta regla pareciera extenderse a las variedades del espacio de

Minkowski, con el caso especí�co de H3 ya que la curvatura seccional de este espacio

va como κ = − 1
R2 .
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Se puede de�nir un sistema coordenado local h : Rn,1
↑ → (0,∞)2× (0, π)n−2× (0, 2π)

sobre el espacio de Minkowski Rn,1, siendo {eµ} con µ = 0, 1, 2, . . . , n la base ortogonal

usual de Rn,1, entonces cualquier vector tipo tiempo positivo del espacio de Minkowski

Rn,1
↑ se puede coordinar mediante:

ρ = |‖x‖
M
|,

ηi = η
(
ei−1,

∑n
µ=i−1 xµeµ

)
.

(3.33)

Se puede evidenciar que esta carta coordenada satisface el siguiente sistema de ecua-

ciones:



x0 = ρ cosh η1,

x1 = ρ sinh η1 cos η2,
...

xn−1 = ρ sinh η1 sin η2 · · · sin ηn−1 cos ηn,

xn = ρ sinh η1 sin η2 · · · sin ηn−1 sin ηn.

(3.34)

Se puede demostrar fácilmente que las coordenadas así de�nidas veri�can la siguiente

identidad equivalente a la de�nición de norma Mikowskiana:

−x2
0 +

n∑
i=1

x2
i = −ρ2. (3.35)

Notemos que si ρ es un una constante real positivaR, el subconjunto de�nido se restringe

al Hiperboloide de curvatura seccional κ = − 1
R2 , de esta manera se puede de�nir otra

carta coordenada ϕ : Hn → (0,∞) × (0, π)n−2 × (0, 2π), igual a la carta h, pero con

ρ = R, en virtud de la analogía con las coordenadas esféricas del espacio euclídeo se

hará referencia de ahora en lo que sigue en cuanto a este sistema coordenado como

coordenadas pseudoesféricas.

El determinante de la matriz jacobiana para la transformación inversa de esta carta

coordenada J(ϕ−1) da como resultado:

Rn sinhn−1 η1 sinn−2 η2 · · · sin ηn−1. (3.36)
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Por lo que la medida dnx sobre el Hiperboloide Hn viene dada por:

dnx = Rn sinhn−1 η1 sinn−2 η2 · · · sin ηn−1dη1dη2 · · · dηn. (3.37)

Devolviendo el cambio a las coordenadas locales (cartesianas) se puede veri�car que

la medida queda expresada como:

dnx =
dx1 · · · dxn

x0

. (3.38)

30



Capítulo 4

Mecánica Cuántica

4.1. Postulados de la mecánica cuántica

En mecánica clásica de partículas, el estado de una partícula está caracterizado por

la posición ~r(x, y, z), y el momento ~p(ẋ, ẏ, ż) respecto a un sistema de referencia en el

espacio real R3 (espacio euclídeo), conocer estas variables como funciones del tiempo

son su�cientes para determinar por completo la evolución del sistema. Si el espacio

de con�guración no es R3, o por razones de conveniencia, se introducen coordenadas

generalizadas qi(t) con (i = 1, 2, 3 · · ·N ;N grados de libertad), cuyas derivadas tempo-

rales q̇i(t) son las velocidades generalizadas, especi�car qi(t) y q̇i(t) permite calcular,

en cualquier instante, la posición y el momento de cada punto del sistema. Usando

el Lagrangiano L (qi, q̇i, t) se pueden de�nir los momentos conjugados pi(t) de cada

coordenada generalizada qi(t):

pi =
∂L

∂q̇i
.

Las variables qi(t) y pi(t) son llamadas variables dinámicas fundamentales (variables

canónicas), así todas las cantidades asociadas al sistema (energía, momentum angular,

etc.) pueden ser expresadas en función de estas variables. Para un sistema cerrado, la

energía total está dada por el hamiltoniano clásico H (qi, pi, t) y la evolución total del
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sistema quedaría determinada por las ecuaciones de Hamilton-Jacobi:

dqi
dt

=
∂H

∂pi

,
dpi

dt
= −∂H

∂qi
.

Las llamadas ecuaciones canónicas de Hamilton y Jacobi pueden ser reformuladas

en término de la entidad conocida como corchete de Poisson, para obtener:

dqi
dt

= {qi,H }PB ,
dpi

dt
= {pi,H }PB.

El corchete de Poisson es una aplicación que actúa sobre las funciones diferenciables

del espacio de fase, es decir las funciones suaves sobre el �brado cotangente (en este

caso C∞(T ∗X) con X el espacio de con�guración) y actúa localmente:

{f, g}PB =
n∑

i,j=1

∂f

∂qi

∂g

∂pj

− ∂f

∂pj

∂g

∂qi
. (4.1)

La operación dada por los corchetes de Poisson de�ne un producto (aparte del

producto conmutativo usual de funciones) en el �brado cotangente, y es antisimétrica

y bilineal, además también veri�ca la identidad de Jacobi, por lo que le con�ere una

estructura de un álgebra de Lie. Para las variables canónicas qi y pj el corchete de

Poisson resulta ser la identidad:

{qi, pj}PB = δij. (4.2)

La mecánica cuántica usual pretende bajo un esquema �similar� (salvo que el análogo

del producto usual de funciones en clásica ahora es no conmutativo) modelar y describir

los sistemas físicos vinculados al principio de relatividad de Galileo o al de Einstein,

para ello se vale de un número de postulados que se disponen a continuación:

(a) Se proporciona un espacio de Hilbert H; complejo, separable y con dim H ≥ 2.

(b) Cada uno de los vectores normalizados de H representa un estado físico puro del

sistema físico.
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(c) Las variables dinámicas del sistema físico: energía, posición, momento, momento

angular, etc.; vienen representadas por operadores autoadjuntos del conjunto de

operadores lineales O(H). Se suele referir a ellos como observables.

(d) Si ψ ∈ H representa un estado del sistema físico y ψ ∈ D(Â) para un observable

Â ∈ O(H), el valor medio de Â para ese estado viene dada por: 〈ψ|Âψ〉 ∈ R.

(e) Los únicos valores medibles posibles son valores medios de observables.

Tomando estos postulados como fundamento, obtenemos la descripción ortodoxa

de mecánica cuántica. Así para de�nir un sistema cuántico necesitamos el espacio de

Hilbert que modela los estados posibles del sistema. Entonces, el problema se reduce a

encontrar algunos observables, es decir, algunos operadores lineales autoadjuntos sobre

el espacio Hilbert, y con ellos sus valores medibles. Entre estos, destacan, la posición y

el momento. Por ello el problema es algo análogo al problema clásico, salvo que en este

caso las variables dinámicas de posición y momento son sustituidas por sus respectivos

operadores de posición y momento que no conmutan.

4.2. Cuantización

La mecánica cuántica usual plantea entonces el problema de cómo hacer correspon-

der los sistemas clásicos con los sistemas cuánticos. Es razonable considerar que las leyes

de la física no dependen del tamaño de los objetos, y en función de esto el principio de

correspondencia establece que la mecánica clásica debe surgir como una aproximación

de la mecánica cuántica en el límite en el cual la extensión física del sistema estudiado se

incremente al punto de no ser considerado parte del micromundo, pero el sentido inverso

de esta aseveración no es cierto, la mecánica clásica en ninguna manera proporciona

información acerca del micromundo (no se puede derivar la cuántica de la clásica), y es

ahí donde yace el problema. Se han planteado diversos enfoques al abordar esta cues-

tión, en física es usual considerar un método conocido como �cuantización canónica�.
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Queremos demostrar que este método da resultados malos en general.

La cuantización consiste entonces en relacionar un sistema clásico generalmente

descrito por el par {M,O} donde M es una es una variedad simpléctica, y O es un

conjunto de funciones suaves, observables, de�nidas sobre la variedad (O ⊂ C∞ (M)),

con un sistema cuántico perfectamente descrito por el par {H,A } donde H es un

espacio del Hilbert que veri�ca el primer postulado de la mecánica cuántica, y A un

subconjunto de operadores lineales autoadjuntos de�nido sobre H que representan los

observables relevantes del problema. En general, la variedad M de la mecánica clásica

es el espacio de fase, es decir el �brado cotangente T ∗X al espacio de con�guración

X, aquí, como sabemos, juega un papel relevante el hamiltoniano clásico al cual le

asociamos el operador Hamiltoniano cuántico que genera la dinámica cuántica similar

al caso clásico. Este, junto con la posición y el momento, serían de los observables

relevantes.

La metodología planteada por el esquema de cuantización canónica esta fundamen-

tada en la conocida regla de conmutación de Heisenberg. Una representación de estas

reglas establece, en particular, que para el espacio de fase T ∗(Rn), representado median-

te un sistema coordenado {qi, pi}, la correspondencia entre este sistema y su análogo

cuántico viene dada por la sustitución de estas coordenadas por sus respectivos opera-

dores, q̂i que actúa de forma multiplicativa y p̂i que actúa de forma derivativa sobre el

espacio de Hilbert, esto es:

qi → q̂i = qi·,

pi → p̂i = −i~
∂

∂qi
.

(4.3)

Se puede de�nir la operación de conmutación sobre el conjunto de los operadores

lineales en el espacio de Hilbert O(H) que viene dada por la expresión:[
Â, B̂

]
≡ ÂB̂− B̂Â, (4.4)

donde Â, B̂ ∈ O(H). A la operación de conmutación se le suele llamar corchetes de Lie,

en efecto, los corchetes de Lie veri�can la propiedad de bilinealidad, antisimetría y no
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degeneración, además de la identidad de Jacobi, dotando al espacio O(H) de un álgebra

de Lie.

Es fácil demostrar que la relación de conmutación de las variables dinámicas dadas

por los operadores q̂i y p̂i (de�nidos por (4.3)) es, de hecho, proporcional a la identidad

del espacio de los operadores lineales (I ∈ O(H)):

[
q̂i, p̂i

]
= i~I (4.5)

Por esta razón, el esquema de cuantización canónica relaciona los sistemas cuánticos

con sus análogos clásicos mediante la identi�cación:

[
q̂i, p̂i

]
⇔ i~ {qi, pi}PB (4.6)

4.3. Problemas de la cuantización canónica

El esquema de cuantización canónica posee una �pequeña� �sura, la formulación

Lagrangiana y por ende la Hamiltoniana no dependen de la carta o cartas coordenadas

usadas para cubrir la variedad o espacio del sistema físico tratado. Sin embargo, como

veremos a continuación, la cuantización canónica sí, dando resultados físicamente dis-

tintos. El aparentemente �correcto� funcionamiento de la cuantización canónica se debe

a que este problema no se evidencia si se usa el sistema coordenado cartesiano en una

variedad �plana� (curvatura seccional cero). Para ilustrar el problema vamos a estudiar

el caso de una partícula de masa µ en el espacio euclídeo tridimensional R3 con inter-

acción del tipo central V (r), de manera que la con�guración es tal que el sistema posee

simetría esférica, en consecuencia es conveniente equipar la variedad con el sistema de

coordenadas esféricas, de este modo nuestras variables canónicas son (r, θ, φ, pr, pθ, pφ).

Es apropiado recordar que el elemento de línea en coordenadas esféricas viene dado por:

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (4.7)

Teniendo el elemento de línea de la variedad, se puede obtener el Lagrangiano L
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clásico del sistema:

L =
µ

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2

)
− V (r). (4.8)

El anterior lagrangiano permite calcular los momentos canónicos asociados a las

coordenadas generalizadas:

pr = µṙ pθ = µr2θ̇ pφ = µr2 sin2 θφ̇. (4.9)

De esta manera mediante la transformación de Legendre el hamiltoniano asociado

a sistema viene dado por:

H =
1

2µ

(
p2

r +
1

r2
p2

θ +
1

r2 sin2 θ
p2

φ

)
+ V (r). (4.10)

Siguiendo el esquema propuesto por la cuantización canónica, se hacen corresponder

las variables canónicas con sus respectivos operadores asociados, esto es

pr → p̂r = −i~
∂

∂r
, pθ → p̂θ = −i~

∂

∂θ
, pφ → p̂φ = −i~

∂

∂φ
. (4.11)

La interacción que solo depende de la variable canónica r también debe correspon-

derse con su respectivo operador cuántico:

V (r) → V̂(r̂). (4.12)

El hamiltoniano cuántico debe se representado por el operador Ĥ, y siguiendo el

esquema de cuantización canónica vendría expresado como:

Ĥ = − ~2

2µ

[
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

]
+ V̂(r). (4.13)

Sin embargo, esto está mal. En efecto, como sabemos, el hamiltoniano cuántico de

una partícula en una interacción central viene dado por el operador laplaciano más el

operador potencial asociado a la interacción:

Ĥ = − ~2

2µ
∇2 + V̂(r). (4.14)
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Obviamente, el operador diferencial laplaciano del espacio euclídeo es un objeto

geométrico independiente del sistema coordenado elegido para representarlo, eligiendo

el sistema coordenado esférico se puede escribir el operador hamiltoniano asociado a

(4.14) como:

Ĥ = − ~2

2µ

[
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

]
+ V̂(r). (4.15)

Sin duda alguna la acción de los operadores dados por las expresiones (4.13) y (4.15)

es distinta, más aún, el primero de ellos no puede representar la acción de un hamilto-

niano cuántico, tomando al espacio de Hilbert L2(R3) como el conjunto de funciones de

cuadrado integrable sobre el espacio euclídeo, ya que este operador no es autoadjunto.

También se puede ver que el operador p̂r con dominio el conjunto de todas las

funciones al menos una vez derivables en los reales positivos extendidos, esto es f(r) ∈

C1(0,∞), no es autoadjunto. El caso es análogo para el operador p̂θ con dominio el

conjunto de todas las funciones al menos una vez derivables en el subconjunto real

(0, π), esto es f(r) ∈ C1(0, π), este operador tampoco es autoadjunto en L2(0, π). Por

lo tanto, ninguno de estos operadores de�niría un observable.

Para �nalizar, aunque este problema en R3 se puede evitar usando la cuantización

canónica en coordenadas cartesianas y después transformando, si estamos en un sis-

tema con vínculos, en general, no existirán coordenadas cartesianas, y la cuantización

canónica no garantiza ningún buen resultado. En el fondo de esto se encuentra un hecho

insatisfactorio: que mientras la mecánica clásica no depende de coordenadas la cuan-

tización si depende. Luego es necesario un método de cuantización independiente de

coordenadas.
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Capítulo 5

Mecánica cuántica en el espacio

hiperbólico

5.1. Movimiento clásico en el hiperboloide

Como se estudió anteriormente, el modelo del hiperboloide Hn es una variedad

riemanniana, de este modo se puede caracterizar el movimiento clásico de una partí-

cula siguiendo el esquema usual de la mecánica clásica suponiendo como su espacio

de con�guración el espacio hiperbólico. Por consideraciones generales de geometría, el

movimiento de la partícula se hará en una geodésica (véase [28]) las cuales conocemos

de la sección 1.5.2, no obstante, por completitud, se estudiará a continuación el caso

de una partícula de masa µ sin interacciones en el espacio hiperbólico H3. Sean xi con

i = 1, 2, 3 las coordenadas locales de H3, se representarán las coordenadas generalizadas

de esta partícula mediante este sistema coordenado, así es posible escribir la función

Lagrangiana del sistema como:

L (xi, ẋi, t) =
µ

2
gijẋ

iẋj, (5.1)

en la cual se ha usado la convención de suma de Einstein y la asociación ẋi = dxi

dt
.

Por conveniencia, puesto que se usará en las próximas secciones, escogemos el sistema
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coordenado pseudoesférico renombrando las coordenadas {ηi} de H3, por simplicidad y

en analogía con las coordenadas ortogonales esféricas del espacio euclídeo, como: η1 = τ ,

η2 = θ, η3 = φ, en consecuencia las coordenadas veri�can el sistema de ecuaciones:



x0 = R cosh τ,

x1 = R sinh τ sinφ sin θ,

x2 = R sinh τ cosφ sin θ,

x3 = R sinh τ cos θ,

(5.2)

con τ ∈ (0,∞), θ ∈ (0, π), y φ ∈ (0, 2π). Como consecuencia el tensor métrico se puede

expresar en sus componentes mediante el elemento de línea:

ds2 = R2dτ 2 +R2 sinh2 τdθ2 +R2 sinh2 τ sin2 θdφ2. (5.3)

Así, eligiendo un parámetro real t que de�na las curvas sobre H3, el Lagrangiano

queda expresado por:

L =
µR2

2

(
τ̇ 2 + sinh2 τ θ̇2 + sinh2 τ sin2 θφ̇2

)
. (5.4)

Usando el principio variacional se encuentran las ecuaciones de Euler-Lagrange:
τ̈ − sinh τ cosh τ

(
θ̇2 + sin2 θφ̇2

)
= 0

θ̈ + 2
tanh τ

τ̇ θ̇ − sin θ cos θφ̇2 = 0

φ̈+ 2
tanh τ

τ̇ φ̇+ 2
tan θ

θ̇φ̇ = 0

. (5.5)

La tercera ecuación del sistema revela una cantidad conservada y puede ser escrita de

forma simple al renombrar la cantidad lφ = µR2 sinh2 τ sin2 θφ̇, así la ecuación queda:

dlφ
dt

= 0. (5.6)

Esta cantidad es el análogo del momento angular de la partícula respecto de un eje que

coincide, en el sistema coordenado local, con rotaciones alrededor de la dirección de la

tercera coordenada x3 = z. También, puesto que L no depende explícitamente de t la

función energía es una constante de movimiento (también conocida como integral de

39



Jacobi, véase [29]). Por lo tanto estas cantidades conservadas restringen el movimiento,

así, es posible seguir un método análogo al del espacio euclídeo y eliminar coordenadas

hasta resolver las ecuaciones de movimiento para la partícula libre. Un método mas

sencillo es considerar la inmersión del modelo del espacio hiperbólico en el espació de

Minkowski Rn,1, de esta forma la función lagrangiana de la partícula libre en el espacio

hiperbólico será la de una partícula libre de igual masa en el espacio de Minkowski Rn,1

pero sujeta a la restricción de pertenecer al Hiperboloide, es pertinente acotar que este

método funciona en general para cualquier dimensión n del espacio Hn. El elemento

de línea del espacio de Minkowski, se puede expresar usando las componentes gρν del

tensor métrico g en (3.18) con ρ, ν = 0, 1, 2, ..n:

ds2 = gρνdx
ρdxν . (5.7)

Escogemos como parámetro real a s el cual de�ne las curvas sobre la variedad (en este

caso Rn,1), entonces el Lagrangiano de la partícula libre sujeta al vínculo holonómico

de pertenecer al hiperboloide viene dado por la expresión:

L =
µ

2
gρν ẋ

ρẋν + λ
(
gρνx

ρxν +R2
)
, (5.8)

donde los índices ρ, ν = 0, 1, 2, ..., n y el factor λ es un parámetro real y con las dimen-

siones adecuadas conocido como multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de Euler-

Lagrange obtenidas de L en los (n + 1) grados de libertad pueden ser expresadas en

forma compacta, para las xµ como:

ẍν − αxν = 0, (5.9)

donde la constante α está de�nida por α(λ) ≡ 2λ
µ
. La solución general de esta ecuación

puede ser escrita como:

xν(s) = aν cosh(t)− bν sinh(t), (5.10)

donde t es un nuevo parámetro real relacionado directamente con s por t =
√
αs, lo

cual coincide con las líneas �rectas� discutidas en la sección 1.5.2 (como esperábamos).
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5.2. Cuantización en el espacio hiperbólico

Queremos construir, ahora, la mecánica cuántica de una partícula de masa µ libre

en el espacio Hiperbólico H3. El primer postulado de la mecánica cuántica exige el

establecimiento de un espacio de Hilbert complejo y separable. Por analogía con el

caso euclídeo proponemos como espacio de Hilbert el conjunto de todas las funciones

a valores complejos de�nidas sobre el espacio hiperbólico Hn y de cuadrado integrable

respecto de la medida (invariante frente isometrías) dxn dada por la expresión (3.37),

esto es:

H = L2 (Hn, dnx) =

{
ψ(x) ∀ x ∈ Hn :

∫
|ψ(x)|2dnx <∞

}
. (5.11)

Nótese que este espacio de Hilbert es de dimensión in�nita y que su producto escalar

esta de�nido por la siguiente suma continua:

〈ϕ|ψ〉 ≡
∫
ϕ∗(x)ψ(x)dnx ∀ϕ, ψ ∈ L2(Hn, dnx). (5.12)

De esta forma un estado puro estará representado por una función ψ(x) ∈ L2(Hn, dxn)

tal que:

‖ψ(x)‖2 =

∫
|ψ(x)|2dnx = 1. (5.13)

Los observables serían desde luego algunos operadores lineales autoadjuntos que

actúan sobre L2(Hn, dxn) y sus valores medios calculados mediante el producto interno

anteriormente de�nido representan los valores medibles del sistema, por ejemplo, sea Â

un observable, entonces su valor medio viene dado por:

〈Â〉 = 〈ψ|Âψ〉 =

∫
ψ∗(x)Âψ(x)dnx ∀ψ ∈ D(Â). (5.14)

Por lo tanto, necesitamos construir los observables para una partícula libre de masa

µ en H3. El procedimiento estándar de cuantización canónica, partiendo del lagran-

giano (5.1) y construyendo la formulación hamiltoniana no garantiza una cuantización

correcta como vimos en la sección 2.3. Queremos un procedimiento de cuantización que

sea independiente de coordenadas, obteniendo no solo el hamiltoniano, sino algunos
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observables generadores de las isometrías de H3 que vendrían a jugar el papel de los

"momentos". El observable de posición sería el operador de multiplicación en L2(H3).

Como se mencionó anteriormente el hamiltoniano clásico es una función escalar sobre

el espacio �brado cotangente, y determina la evolución temporal del sistema (4.1),

en consecuencia permite encontrar y estudiar las leyes de conservación. El conocido

teorema de Noether establece, en particular, que cada cantidad física conservada surge

como consecuencia de una simetría en el espacio de con�guraciones, esto se traduce

en que cada transformación sobre la variedad que deja invariante el Lagrangiano o el

hamiltoniano, está asociada a una cantidad conservada del espacio �brado cotangente.

Se puede veri�car que el generador υ de un grupo monoparamétrico de isometrías sobre

una variedad riemanianna X es un campo vectorial completo en dicha variedad, de esta

forma se asocia una cantidad conservada al generador υ de la simetría y por lo tanto:

dυ

dt
= {υ,H }PB = 0, (5.15)

esto es, el corchete de Poisson de υ con H es cero.

Los generadores de isometrías se van a corresponder con observables momentos en

mecánica cuántica. El hamiltoniano clásico se debe corresponder con el hamiltoniano

cuántico. Puesto que el hamiltoniano cuántico genera la evolución temporal del sis-

tema la cuantización de (5.15) nos dice que el generador υ cuántico conmuta con el

hamiltoniano cuántico. [
υ̂, Ĥ

]
= 0. (5.16)

Por esta razón el operador hamiltoniano Ĥ debe conmutar con el álgebra de Lie

formada por los generadores de la simetría. Por otra parte un resultado general de

geometría diferencial muestra que los generadores de las isometrías en una variedad

riemanniana o pseudoriemanniana son los llamados campos vectoriales de Killing. En

lo que sigue recordaremos algunas propiedades de estos campos vectoriales.

De�nición 6 Sea X una variedad riemaniana de tensor métrico g y K un campo vec-

torial de�nido sobre la variedad X, K es un campo vectorial de Killing, o simplemente
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vector de Killing, si la derivada de Lie de la métrica en la dirección dada por él es

anulada, esto es:

LKg = 0, (5.17)

donde LK es la derivada de Lie en la dirección de K, para un tensor Tab en general

viene dada explícitamente por:

LKTab = ∂bTadK
d + ∂aTdbK

d. (5.18)

La ecuación (5.17) es llamada ecuación de Killing y puede ser expresada en forma

covariante como:

∂µKν + ∂νKµ − 2Γρ
µνKρ = 0, (5.19)

donde Γρ
µν = 1

2
gλρ {∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν} son las conecciones (simbolos de Christo�el).

Obviamente los vectores de Killing son entes geométricos independientes de su re-

presentación, por otra parte es posible veri�car que son campos vectoriales completos,

además mediante la operación de conmutación (corchetes de Lie) forman un álgebra de

Lie:

[Kµ, Kν ] = αµνKλ. (5.20)

En efecto, los campos vectoriales de Killing son una representación del álgebra de Lie

del grupo de isometrías de la variedad, por lo cual también se les suele llamar isometrías

in�nitesimales.

El esquema de cuantización que usaremos consiste, en asociar el vector posición con

su respectivo operador, el cual actúa, como ya se mencionó, de forma multiplicativa

sobre el espacio de Hilbert:

xµ → X̂µ, X̂µψ(x) = xµψ(x) ∀ψ ∈ D(X̂µ). (5.21)

Las otras variables dinámicas, esto es, los momentos, se construyen de los vectores de

Killing. En efecto, puesto que Kµ de�ne un operador diferencial sobre C∞(X) (ya que

es un campo vectorial), este está de�nido sobre C∞
0 (X) ⊂ C∞(X). Además C∞

0 (X) ⊂
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L2(Hn, dnx) y es denso. No es difícil chequear que el operador −i~Kµ es hermítico, por lo

tanto, es simétrico. Por un teorema conocido, ya que Kµ es completo, se tiene que existe

un dominio único al cual se extiende C∞
0 (X) de manera que −i~Kµ es autoadjunto.

Así la cuantización viene dada por:

pµ → P̂µ = −i~Kµ. (5.22)

Vamos a realizar concretamente los operadores Kµ, lo cual es un cálculo estándar.

Utilizando el software matemático Maple 12 calculamos los vectores de Killing para

el espacio Hiperbólico tridimensional H3 en el modelo de Minkowski, dicho cálculo se

realizó en las coordenadas cartesianas, mediante el tensor métrico dado por (3.30), y se

obtuvieron seis campos vectoriales de Killing independientes:

K1 =
√
R2 + x2 + y2 + z2∂x,

K2 =
√
R2 + x2 + y2 + z2∂y,

K3 =
√
R2 + x2 + y2 + z2∂z,

K4 = y∂z − z∂y,

K5 = z∂x − x∂z,

K6 = x∂y − y∂x.

(5.23)

Nótese que los vectores de Killing se corresponden con generadores de una representa-

ción del grupo de Lorentz PSO(1, 3) del espacio de Minkowski R3+1, ya que este grupo

es el grupo de isometrías (ver sección 3.5). Ver, también, ecuación 5.25 en esta misma

sección (donde se veri�ca el algebra de Lie de Lorentz). Es posible expresar estos vec-

tores de Killing de manera equivalente bajo cualquier cambio del sistema coordenado,

en especí�co en las coordenadas pseudoesféricas dadas por (5.2):

K1 = sin θ cosφ ∂τ + cos θ cos φ
tanh τ

∂θ − sin φ
tanh τ sin θ

∂φ,

K2 = sin θ sinφ ∂τ + cos θ sin φ
tanh τ

∂θ + cos φ
tanh τ sin θ

∂φ,

K3 = cos θ ∂τ − sin φ
tanh τ

∂θ,

K4 = − sinφ∂θ − cos φ
tan θ

∂φ,

K5 = cosφ∂θ − sin φ
tan θ

∂φ,

K6 = ∂φ.

(5.24)
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Siguiendo el método asociemos ahora los vectores con los operadores según: P̂µ =

−i~Kµ con µ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, es fácil veri�car que los momentos P̂4, P̂5, P̂6 se corres-

ponden con los operadores de momento angular del espacio euclídeo. Esto se debe a

que son los generadores del grupo de rotaciones sobre el espacio Hiperbólico el cual se

demostró que es isomorfo al grupo de rotaciones que actúa sobre el espacio euclídeo,

esto es SO(3). En efecto veri�can la misma álgebra, para veri�carlo se introducirá el

siguiente renombramiento M̂1 = P̂4, M̂2 = P̂5, M̂3 = P̂6. Los tres primeros momentos

se corresponden a los generadores de los boost para ellos se dispondrá la asignación

N̂1 = P̂1, N̂2 = P̂2, N̂3 = P̂3, en consecuencia el álgebra de los momentos puede ser

resumida por las siguientes relaciones de conmutación:[
N̂i, N̂j

]
= −i~εijkM̂k,[

M̂i, M̂j

]
= i~εijkM̂k,[

M̂i, N̂j

]
= i~εijkN̂k.

(5.25)

Una vez conocida el álgebra de Lie de los operadores momento se puede entonces

calcular el operador hamiltoniano para una partícula libre de masa µ. Para ello tomamos

como base el hecho de que este operador debe conmutar con todos los elementos del

álgebra por (5.16), además de ser una forma cuadrática general de esos elementos,

es decir, el hamiltoniano debe ser un operador de Casimir. Es bien conocido que un

operador de Casimir del grupo de Lorentz es:

K̂ =
3∑

i=1

(N̂2
i − M̂2

i ). (5.26)

El otro operador de Casimir para el grupo de Lorentz es
∑3

i=1 N̂iM̂i el cual si se

calcula explícitamente da cero. Por lo tanto, nos queda que el hamiltoniano debe ser

proporcional al operador K̂, la constante de proporcionalidad por razones dimensionales

nos lleva a:

Ĥ =
1

2µR2
K̂. (5.27)

45



Utilizando el sistema coordenado pseudoesférico se puede escribir el operador ha-

miltoniano de la partícula libre como:

Ĥ − ~2

2µR2

[
1

sinh2 τ

∂

∂τ

(
sinh2 τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh2 τ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sinh2 τ sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(5.28)

Nótese que este operador salvo la constante − ~2

2µR2 coincide con el operador de

Laplace-Beltrami que es una generalización del operador Laplaciano para variedades

riemanianas y pseudoriemannianas, este hecho puede veri�carse además para cualquier

sistema coordenado sobre Hn. Para una variedad M de tensor métrico g y en la carta

{xi}, el operador de Laplace Beltrami viene dado por la expresión:

∇2
M =

1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂

∂xj

)
, (5.29)

donde |g| es el determinante de la matriz asociada al tensor métrico y gij son las

componentes del tensor métrico inverso.
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Capítulo 6

Partícula en un potencial central

6.1. Átomo de Hidrógeno

Uno de los problemas más importantes de la mecánica cuántica en espacio euclídeo

es el de una partícula en un potencial central. En esta sección, queremos estudiar

el problema análogo al electrón del átomo de hidrógeno, es decir, una partícula en

un potencial Coulombiano pero en el espacio hiperbólico. Siguiendo el procedimiento

de la mecánica cuántica usual el problema se reduce a encontrar los autovalores y

autofunciones para el operador hamiltoniano asociado al sistema, es decir, la ecuación

de Schrödinger independiente del tiempo:

− ~2

2µR2
∇2

Hψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x), (6.1)

donde ∇2
H es el operador de Laplace-Beltrami en el espacio de Lobachevski, el cual es

el hamiltoniano de la partícula libre en este espacio (de acuerdo a los resultados de

la sección 3.2), y V (x) es el operador potencial asociado a la interacción, en este caso

el potencial coulombiano en el espacio hiperbólico, para hallar este potencial se hará

uso del hecho de que el modelo del espacio está inmerso en el espacio de Minkowski

R3,1. Nos concentraremos únicamente en el espectro discreto. Como mencionamos en la

introducción este problema ha sido estudiado, ver, por ejemplo, [4] y [16]. Lo hacemos
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aquí, por completitud, viendo que, al igual que en espacio euclídeo, una partícula en

un campo externo puede ser considerada en el espacio hiperbólico. Además, se realizan

los cálculos por un camino distinto al de las referencias [4] y [16], para veri�car sus

resultados.

El potencial coulombiano se escoje en la literatura [4] como:

V (τ) = −kq
2

R
(coth τ − 1), (6.2)

donde, hemos usado nuestra notación. Este potencial se justi�ca al ser (coth τ − 1)

una función de Green en espacio hiperbólico para el operador de Laplace-Beltrami. Así

representando el "potencial eléctrico" del protón en reposo (salvo constantes). Esto es,

se postula que Poisson se satisface en espacio hiperbólico también. Luego se construye

U(τ) al multiplicar por la carga del electrón−q (postulando que la energía de interacción

es como en triespacio euclídeo).

La covariantización de la electrostática implicita en la de�nición (6.2), aparte de

la adopción del concepto de energía potencial euclidea, se ve como necesaria ya que el

espacio hiperbólico es un triespacio y como hemos dicho no está necesariamente incluido

en un espacio-tiempo. Sin embargo, puesto que en el modelo del hiperboloide, H3, este

está en Minkowski podemos entender el potencial coulombiano como lo explicamos a

continuación. Usaremos una de las ventajas del modelo del hiperboloide, que es estar

encajado en Minkowski y este corresponderse con una física que es la de nuestro mundo

real en el espacio-tiempo.

En el espacio-tiempo de Minkowski R3,1 la interacción electromagnética de una

partícula cargada en un campo externo queda determinada por el cuadrivector potencial

Aµ = Aµ(xµ) asociado al campo externo, eligiendo el sistema coordenado cartesiano

sobre Minkowski el potencial se escribe como:

Aµ = (Φ, ~A), (6.3)

donde φ es el potencial escalar asociado el campo eléctrico y ~A es el potencial vector

asociado al campo magnético. Tomando en cuenta lo anterior y la inmersión del modelo
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del hiperboloide en el espacio de Minkowski, entonces la interacción electromagnética

�Hiperbólica� vendrá dada por la restricción del cuadrivector potencial a los puntos del

hiperboloide H3, esto es, Aµ = Aµ(x) con x ∈ H3.

Si el potencial externo viene dado por una partícula de carga q (protón) en reposo

respecto de un sistema de referencia inercial en el espacio de Minkowski, el cuadrivector

potencial viene dado por:

Aµ =

(
kq

r
, 0, 0, 0

)
, (6.4)

donde k es la constante de Coulomb, y r = |~x|. En el caso del espacio euclídeo la energía

potencial V (~x) para una carga Q en el campo externo es igual a:

V (~x) = −QAµηµ =
kqQ

r
, (6.5)

donde ηµ = (1, 0, 0, 0), que representa la cuadrivelocidad de una carga en reposo (elec-

trón), es el cuadrivector ortogonal a la super�cie del espacio de Minkowski con x0 igual

a una constante.

Para el caso de espacio hiperbólico, lo que tenemos es que tomar en cuenta que

ahora: ηµ = xµ

R
, el vector normal al hiperboloide, así representando a una particula en

reposo allí (electrón), por lo tanto la energía potencial vendría dada por:

Φ =
kqQ

r

√
R2 + r2

R
. (6.6)

Notemos que en el límite de la curvatura tendiendo a cero (R→∞) se reobtiene la

energía potencial del espacio euclídeo. Además, teniendo de fondo Aµ (que es una can-

tidad geométrica, la covariancia es en el espacio-tiempo) nos da el análogo del potencial

de Coulomb en forma alternativa a la de�nición dada por [4]. Los resultados coinciden

salvo una constante aditiva (irrelevante).

Es conveniente reescribir la interacción en coordenadas pseudoesféricas, además de

simpli�car en gran medida el cálculo, se veri�ca así la simetría del sistema. Tenemos que

en este sistema coordenado r = R sinh τ . Por lo tanto la interacción se escribe como:

Φ = Φ(τ) =
kqQ

R sinh τ
cosh τ =

kqQ

R tanh τ
. (6.7)
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Nótese que si tomamos la carga externa Q = −q, para r → ∞ (τ → ∞), el cual

es el caso limite para la particula libre, el potencial va como Φ = −kq2

R
, así la energia

para el caso estudiado (particula ligada al potencial) esta acotada superiormente por

este valor del potencial.

Escribiendo el operador de Laplace Beltrami en coordenadas pseudoesféricas, la

ecuación de Schrödinger viene dada por la siguiente expresión:

− ~2

2µR2

[
1

sinh2 τ

∂

∂τ

(
sinh2 τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh2 τ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sinh2 τ sin2 θ

∂2

∂φ2

]
ψ(x) +

kq2

R tanh τ
ψ(x) = Eψ(x), (6.8)

con τ ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π] y φ ∈ [0, 2π].

No es difícil veri�car que la ecuación es separable, para ello se propone como solución

la forma:

ψ(x) = G(τ)H(θ)Q(φ). (6.9)

De la cual se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias independientes:

d2Q(φ)

dφ2
= −m2Q(φ); m ∈ C. (6.10)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dH(θ)

dθ

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
H(θ) = 0; l ∈ C. (6.11)

1

sinh2 τ

d

dτ

(
sinh2 τ

dG(τ)

dτ

)
+

[
β

tanh τ
− l(l + 1)

sinh2 τ
+ λ

]
G(τ) = 0, (6.12)

donde se han de�nido las constantes:

β =
2µkq2R

~2
, λ =

2µR2E

~2
. (6.13)

Las dos primeras ecuaciones al imponer condiciones de contorno periodicas en los

extremos de los intervalos nos llevan a los armónicos esféricos, esto es:

H(θ)Q(φ) = Y l
m(θ, φ). (6.14)
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Estos armónicos esféricos mani�estan la simetría rotacional del potencial, y estos apare-

cen naturalmente debido a que la parte que depende de θ y φ en la ecuación es idéntica

a la representación del operador momento angular al cuadrado (salvo una constante):

3∑
i=1

M2
i = L̂2 = −~2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
. (6.15)

En la ecuación (6.12) podemos hacer el cambio de variable dependiente usual G(τ) =

U(τ)
sinh τ

que elimina el término de la primera derivada:

d2U(τ)

dτ 2
+

[
β

tanh τ
− l(l + 1)

sinh2 τ
+ ε

]
U(τ) = 0, (6.16)

donde ε = λ− 1.

Esta ecuación diferencial ordinaria lineal tiene in�nitas singularidades sobre el plano

complejo C en los puntos τ = inπ, con n ∈ Z, luego no tiene un número �nito de

puntos singulares por lo que no podemos usar los análisis usuales. Para solucionar

este problema se propone un cambio de variable independiente ω = tanh τ con ω ∈

(0, 1) para τ ∈ (0,∞), puesto que dω(τ)
dτ

= sech2τ , se tiene que ω(τ) es una biyección,

de�niendo U(τ) = g(ω) la ecuación se transforma en:

d2g(ω)

dω2
− 2ω

1− ω2

dg(ω)

dω
+

[
β + εω

ω(1− ω2)2
− l(l + 1)

ω2(1− ω2)

]
g(ω) = 0. (6.17)

La ecuación (6.17) sobre el plano complejo C posee ahora solo tres puntos singulares

regulares, estos puntos son ω = ±1 y ω = 0 [la compleji�cación de esta ecuación no es

equivalente a la de (6.16)], esta ecuación es del tipo conocido como ecuación de Riemann-

Papperitz (re�érase a [26]), resulta conveniente redistribuir las singularidades, el cambio

de variable de�nido por la transformación de Möbius z(ω) = 2ω
ω+1

es una biyección y

mapea las singularidades sobre los puntos z = 0, 1,∞, de nuevo la �delidad del cambio

es clara puesto que dz
dω

= 2
(w+1)2

, de�niendo g(ω) = f(z) la ecuación se reescribe como:

d2f(z)

dz2
+

1

z − 1

df(z)

dz
+

[
l(l + 1)

z
− β − ε

4
+

β + ε

4(z − 1)

]
f(z)

z(z − 1)
= 0. (6.18)
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Siguiendo la referencia ([26]), la ecuación de Riemann-Papperitz con singularidades

en los puntos z = 0, 1,∞ queda expresada como

d2f(z)

dz2
−
[
α+ α′ − 1

z
+
µ+ µ′ − 1

z − 1

]
df(z)

dz

−
[
αα′

z
− µµ′

z − 1
+ ν(α+ α′ + µ+ µ′ + ν − 1)

]
f(z)

z(z − 1)
= 0. (6.19)

La solución general a la ecuación en términos de la función Hipergeométrica F puede

escribirse de la siguiente forma:

Azα(z − 1)µF (α+ µ+ ν, 1− ν − α′ − µ′;α− α′ + 1; z)

+Bzα′(z − 1)µF (α′ + µ+ ν, 1− ν − α− µ′;α′ − α+ 1; z), (6.20)

donde, se supone que α′ − α no es un entero.

Comparando directamente las ecuaciones (6.18) y (6.19), se pueden determinar los

parámetros (α, α′, µ, µ′, ν) en función de las constantes del problema, obteniendo así:

α = l + 1, α′ = −l,

µ =

√
−(β + ε)

4
, µ′ = −

√
−(β + ε)

4
,

ν =

√
β − ε

4
,

(6.21)

donde, vemos que α′ − α es un entero.

Entonces, identi�cados todos los parámetros, se puede escribir la solución general

para (6.18) como:

f(z) = Azα(z − 1)µF (a, b; c; z) +Bzα(z − 1)µϕ2(z), (6.22)

donde ϕ2(z) es una segunda solución linealmente independiente de la ecuación hiper-

geométrica y las constantes a, b, c al comparar con (6.20) quedan determinadas por:

a = α+ µ+ ν = l + 1 +

√
β − ε

4
+

√
−(β + ε)

4
,

b = 1− ν − α′ − µ′ = l + 1−
√
β − ε

4
+

√
−(β + ε)

4
,

c = 1 + α− α′ = 2l + 2.

(6.23)
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Esta solución general debe ser particularizada imponiendo las condiciones de con-

torno usuales en los problemas de autovalores, primero consideraremos la condición de

regularidad en el origen, esto es, cuando τ = 0, G(0) es �nita, por lo cual se impone que

en z = 0, f(0) = 0. Del comportamiento asintotico de la segunda solución en z = 0 (ver,

por ejemplo, [30]) se sigue que ϕ2(z) diverge en z = 0 y por lo tanto B = 0. Tomando

en cuenta este hecho y realizando los cambios de variables inversos pertinentes, puede

escribirse la solución como:

G(τ) = C
1

sinh τ

(
2 tanh τ

tanh τ + 1

)l+1(
tanh τ − 1

tanh τ + 1

)√−β+ε
4

F

(
a, b; c;

2 tanh τ

tanh τ + 1

)
. (6.24)

Esta solución puede ser escrita en forma más compacta como:

G(τ) = Ce
−

“
l+1+

√
−(ε+β)

”
τ
sinhl τF

(
a, b; c; 2e−τ sinh τ

)
. (6.25)

Para asegurar que las soluciones pertenezcan al espacio de Hilbert L2(H3, d3x), se

debe imponer la condición de �nitud para la norma de la solución, esto es:∫ ∞

0

|G(τ)|2 sinh2 τ dτ <∞. (6.26)

Usando el cambio de variable z = 2 tanh τ
tanh τ+1

, se puede escribir explícitamente la ecua-

ción anterior como:

C

∫ 1

0

z2l(1− z)
√
−(β+ε)−1|F (a, b; c; z)|2dz <∞. (6.27)

Resulta útil estudiar el comportamiento asintótico de la función hipergeométrica, el

cual viene dado por (ver, por ejemplo [30]):

F (a, b; c; z) ∼
z→1

Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
(z − 1)c−a−b, (6.28)

para a, b, c ∈ R; a, b, c 6= 0,−1,−2, . . . y b+ a > c (valores que son posibles en nuestro

caso).

Entonces, en el límite en el cual τ →∞, la integral de la condición (6.27) diverge:

ĺım
δ→1

∫ δ

0

z2(l+1)(1− z)
−

“
1+
√
−(ε+β)

”
dz →∞, (6.29)
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si se cumplen las condiciones que llevan a (6.29).

Por lo tanto, dado que siempre c = 2(l + 1) > 0, y que a > 0 estamos obligados a

escoger el parámetro b = −nr, con nr = 0, 1, 2, . . ., un entero negativo. Se puede veri�car

que con esta elección la función hipergeométrica es siempre una serie de potencias �nita,

es decir un polinomio (re�érase a [30]). Esta imposición además de garantizar que la

solución pertenece al espacio de Hilbert L2(H3, d3x), nos permita hallar los autovalores:

E =
µk2q4

2~2

(
− 1

n2
− (n2 − 1)

~4

µ2k2q4R2

)
, (6.30)

donde n = nr + l + 1, así para n dado, l = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Obteniendose que para

derivar (6.30): 2n2 < β. Esto es, el espectro ligado es �nito.

Estos autovalores coinciden con los obtenidos en la referencia [16]. Allí usaron unos

cambios de variables diferentes a los nuestros (singulares inclusive). Estos autovalores

coinciden con los encontrados por [4], salvo por una constante, debido a la escogencia

del potencial coulombiano. Sin embargo, [16] no obtiene la �nitud del conjunto de auto-

valores que si aparece en [4] (en este sentido, nuestros resultados coinciden plenamente

con [4]). Esta �nitud es físicamente importante si interpretamos al hamiltoniano como

una especie de energía ya que tendriamos un estado base de mínima energía.

Un aspecto importante es la veri�cación del modelo en el límite en el que la curvatura

κ = − 1
R2 se hace cero, es decir se recupera la idea del espacio euclídeo en este caso R3,

para ello se debe notar que hacer tender la curvatura a cero κ → 0 implica hacer

tender el radio de curvatura R a in�nito debido a la relación cuadrática inversa de estos

parámetros. Es fácil veri�car que se recupera el espectro de energías:

E ∼
κ→0

−µk
2q4

2~2n2
, (6.31)

esto implica que la constante λ se restringe tambien a otra constante dada por:

λ0 =
µ2R2k2q4

~4n2
. (6.32)

Nótese que en el limite R→∞ el parámetro b también tiende a in�nito, este límite es

bien conocido con respecto al comportamiento de la función hipergeométrica, en efecto
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el límite es llamado con�uencia y origina la función conocida como hipergeométrica

con�uente:

ĺım
b→∞

F (a, b; c;
z

b
) = M(a, c; z). (6.33)

Las constantes µ y ν así como el parámetro b de la solución pueden verse como

funciones de la curvatura y estudiar así el límite en el cual κ→ 0, y así obtener:

µ(κ) ∼
κ→0

1

2

(√
−λ0√
−κ

− β

2
√
−λ0

)
, (6.34)

ν(κ) ∼
κ→0

1

2

(√
−λ0√
−κ

+
β

2
√
−λ0

)
, (6.35)

b ∼
κ→0

√
−λ√
−κ

= R
√
−λ0. (6.36)

Por otra parte la variable independiente τ tiende a r
R
donde r = ‖~x‖E es la coor-

denada radial de un vector ~x del espacio euclídeo R3, así el termino e−τ sinh τ también

tiende a r
R
, en consecuencia podemos escribir la solución como:

G(τ) → R(r) = C ′rle−
√
−λ0rM(−n; 2(l + 2); 2

√
−λ0r). (6.37)

Que es la función de onda radial para un átomo hidrogenoide en el espacio euclídeo

[30], con C' una constante de normalización, esta quizá no es la forma mas usual de

expresar la solución, pero existe una conocidad propiedad que relaciona la función

hipergeométrica con�uente de parámetro a o b entero negativo, con los polinomios de

Laguerre M(−n, c, z) ∝ Lc
n(z) de este modo la solución quedaria como:

G(τ) → R(r) = C ′rle−
√
−λ0rL2(l+1)

n (2
√
−λ0r). (6.38)

6.2. Oscilador Armónico

Otro problema usual de interacción central es el conocido como oscilador armóni-

co cuántico, en espacio euclídeo este tipo de interacciones viene dada por el potencial

V (r) = 1
2
kr2, se debe en consecuencia hallar su análogo en espacio hiperbólico, tomando
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en cuenta el precedente del problema anterior, se puede suponer como distancia de ac-

ción de la interacción "R tanh τ" y así establecer como potencial V (x) = 1
2
kR2 tanh2 τ ,

entonces la ecuación de Schrödinger para esta problema será:

− ~2

2µR2

[
1

sinh2 τ

∂

∂τ

(
sinh2 τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh2 τ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sinh2 τ sin2 θ

∂2

∂φ2

]
ψ(x)− 1

2
kR2 tanh2 τψ(x) = Eψ(x). (6.39)

Este problema también ha sido considerado en la literatura [31] y la escogencia del

potencial es usual aunque en este caso la justi�cación no es clara. De igual forma y por

las mismas razones al problema del átomo de hidrógeno se puede separar la ecuación.

La solución propuesta tomaría la forma ψ(x) = G(τ)Y l
m(θ, φ), y en consecuencia el

problema se ve reducido a estudiar solo la ecuación en la variable τ :

1

sinh2 τ

d

dτ

(
sinh2 τ

dG(τ)

dτ

)
+

[
λ− l(l + 1)

sinh2 τ
− σ tanh2 τ

]
G(τ) = 0. (6.40)

En esta ocasión las constantes están de�nidas como:

σ =
µR4k

~2
, λ =

2µR2E

~2
. (6.41)

Resulta conveniente valerse de nuevo del renombramiento U(τ) = G(τ)
sinh τ

, y de la

propiedad algebraica sech2τ + tanh2 τ = 1, para reescribir la ecuación como:

d2U(τ)

dτ 2
+

[
σ

cosh2 τ
− l(l + 1)

sinh2 τ
+ ε̃

]
U(τ) = 0, (6.42)

donde la nueva constante viene dada por:

ε̃ = λ− σ − 1. (6.43)

Esta ecuación también tiene in�nitos puntos singulares regulares sobre el plano com-

plejo, cuando τ = iπn con n ∈ Z, de nuevo se usará un cambio de variable independiente

para disminuir y redistribuir las singularidades, pero en esta ocasión el cambio viene

dado por la biyección z = tanh2 τ así z ∈ (0, 1), entonces U(τ) = f(z), así la ecuación

puede ser rescrita como:

d2f(z)

dz2
+

(
1

2z
+

1

z − 1

)
df(z)

dz
+

[
l(l + 1)

4z
+

ε̃

4(z − 1)
− σ

4

]
f(z)

z(z − 1)
= 0. (6.44)
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De nuevo esta es la ecuación de Riemann-Papperitz con las singularidades direc-

tamente en z = 0, 1,∞, análogamente al problema del átomo de hidrógeno se pueden

identi�car los parámetros de la ecuación con nuestras constantes mediante:

α =
1

2
(l + 1), α′ = − l

2
,

µ =

√
−ε̃
4
, µ′ = −

√
−ε̃
4
,

ν =
1

4

(
1−

√
1 + 4σ

)
.

(6.45)

Entonces la solución general a esta ecuación se puede escribir como:

f(z) = Azα(z − 1)µ
2F1(a, b; c; z) +Bzα′(z − 1)µ

2F1(a
′, b′; c′; z). (6.46)

Las nuevas constantes están relacionadas con las otras mediante:

a = ν + α+ µ =
1

2

(
l +

3

2

)
+

1

2

√
−ε̃− 1

4

√
1 + 4σ,

b = 1− ν − α′ − µ′ =
1

2

(
l +

3

2

)
+

1

2

√
−ε̃+

1

4

√
1 + 4σ,

c = 1 + α− α′ = l +
3

2
.

(6.47)

Los valores de las constantes a′, b′, c′ están dados por (6.23) (la parte que depende

de α, α′, µ, µ′ y 4ν), al imponer la condición de regularidad en el origen, esto es, cuando

z = 0, se puede ver que la parte que depende de estos parámetros diverge haciendo

imposible que forme parte de la solución, vale decir B = 0, esto se debe a que el

parámetro α′ siempre tiene valores negativos. En consecuencia devolviendo los cambios

de variables y renombramientos de la función la solución puede escribirse como:

G(τ) = C(tanh τ)l(sech τ)1+
√
−ε̃F (a, b; c; tanh2 τ). (6.48)

Se debe imponer otra condición para asegurar que la solución pertenezca al espacio

de Hilbert L2(H3, d3x), así la función debe tener norma �nita, esto es:∫ ∞

0

|G(τ)|2 sinh2 τ dτ <∞. (6.49)
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Mediante el cambio de variable z = tanh2 τ la condición puede escribirse explícita-

mente como:

A′
∫ 1

0

zl+ 1
2 (z − 1)

√
−ε̃−1|F (a, b; c; z)|2dz <∞ (6.50)

Nótese que para asegurar el cumplimiento de esta condición es necesario estudiar el

comportamiento asintótico del integrando. Es fácil veri�car que cuando τ → 0 ⇒ z → 0,

el integrando tiende a cero. La otra tendencia se encuentra en el límite en el cual

τ → ∞ ⇒ z → 1, se estudia el comportamiento de F (a, b; c; z), ya que el de los dos

primeros factores del integrando es conocido. Puede referirse a [30] para veri�car que :

F (a, b; c; z) ∼
z→1

Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
(z − 1)c−a−b, (6.51)

para a, b, c ∈ R; a, b, c 6= 0,−1,−2, . . . y b+ a > c.

En este caso c− a− b = −
√
−ε̃, lo que implica que b+ a > c, y siempre c > 3

2
, por

lo cual:

|F (a, b; c; z)|2 ∼
z→1

(z − 1)2(c−a−b). (6.52)

Entonces la integral dada por la condición (6.50) diverge:

C ĺım
δ→1

∫ δ

0

zl+ 1
2 (z − 1)−(

√
ε̃)dz →∞, (6.53)

ya que c− b− a− 1 = −(1 +
√
−ε̃) < 0.

Por esto se escoge a = −nr, con nr = 0, 1, 2, . . . y mediante él se puede obtener la

energía E que viene expresada de la forma:

E =

√( ~2

2µR2

)2

+
~2k

µ

m+
~2

2µR2

(
3

2
−m2

)
, (6.54)

dondem = 2nr+1+ 3
2
es un semientero positivo mayor a 1 (m = 2n+1

2
con n = 1, 2, . . .),

es pertinente resaltar el hecho de que para un valor de m muy grande, el termino

negativo que posee una potencia cuadratica de m puede resultar mayor al resto de

terminos en la expresión de la energía (6.54) haciendo que el autovalor fuera negativo,

y la energía debe ser positiva, esto nos dice que el semientero m es acotado, haciendo el
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espectro de energias �nito, a diferencia del espectro de energias del oscilador armonico

del espacio euclídeo (ver discusiones), aun así el caso límite para la curvatura teniendo

a cero (κ → 0 ⇒ R → ∞) se obtienen, como era de esperarse los autovalores para el

espectro de energías del oscilador armónico del caso euclídeo:

E = ~ω0

(
2nr + l +

3

2

)
; n, l = 0, 1, 2, . . . , (6.55)

donde ω0 =

√
k

µ
es la frecuencia natural del sistema.

De la misma forma que en el problema del átomo de hidrógeno, vemos como fun-

ciones de la curvatura las constantes del problema, y así veri�car el límite κ→ 0:

µ ∼
κ→0

√
ς

2κ
+

ι

4
√
ς
, (6.56)

ν ∼
κ→0

1

4
−
√
ς

2κ
, (6.57)

b ∼
κ→0

√
ς

κ
. (6.58)

En estas ecuaciones las constantes vienen dadas por las relaciones:

ς =
σ

κ2
, ι =

λ

κ
. (6.59)

Como vimos en la sección 4.1 en el límite κ→ 0 la variable independiente τ tiende a

r
R
, como recurso podemos notar que las funciones sechτ y e−

τ2

2 poseen igual expansión

en serie para los primeros términos:

ĺım
τ→0

sechτ = ĺım
τ→0

e−
τ2

2 = 1− τ 2

2
+O(τ)4. (6.60)

En consecuencia podemos expresar la función de onda asociada al oscilador armónico

cuántico en el límite κ→ 0 como:

G(τ) → R(r) = rle−
√

ςr2

2 M

(
−nr, l +

3

2
,
√
ςr2

)
. (6.61)

Re�erase a [30]. Tambien se puede expresar la solucion en termino de los polinomios de

Laguerre:

G(τ) → R(r) = rle−
√

ςr2

2 L
l+ 3

2
n

(√
ςr2
)
. (6.62)
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6.3. Partícula con�nada entre esferas hiperbólicas con-

céntricas

En esta sección se estudiará el caso de una partícula masiva con�nada en el volumen

dispuesto por dos esferas concéntricas del espacio hiperbólico de radio A y B, aunque

el problema guarda también �simetría esférica�, la interacción no se expresará como

una de tipo central, en este caso al igual que el problema análogo del espacio euclídeo,

la interacción queda determinada por las condiciones de contorno. De este modo, la

ecuación de Schrödinger se reduce al Hamiltoniano independiente del tiempo de una

partícula libre en una región �nita del espacio, esto es:

− ~2

2µR2

[
1

sinh2 τ

∂

∂τ

(
sinh2 τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh2 τ

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sinh2 τ sin2 θ

∂2

∂φ2

]
ψ(x) = Eψ(x), (6.63)

con condiciones de contorno ψ(a, θ, φ) = 0 y ψ(b, θ, φ) = 0, con a = sinh−1(A
R
) y

b = sinh−1(B
R

) . Es fácil veri�car que esta ecuación es separable, análogamente a los

problemas anteriores se propone una solución del tipo ψ(x) = G(τ)Y l
m(θ, φ), lo cual

simpli�ca el problema a la ecuación:

− ~2

2µR2

[
1

sinh2 τ

∂

∂τ

(
sinh2 τ

∂

∂τ

)
− 1

~2

1

sinh2 τ
L̂2

]
ψ(x) = Eψ(x). (6.64)

De nuevo, realizando el cambio G(τ) = U(τ)
sinh τ

, se puede expresar esta ecuación como:

d2U(τ)

dτ 2
+

[
ε− l(l + 1)

sinh2 τ

]
U(τ) = 0, (6.65)

donde ε = λ − 1 y λ = 2µR2E
~2 . Realizando el cambio de variable independiente z =

tanh2 τ , se puede escribir el problema en la forma de la ecuación de Riemann-Papperitz:

d2f(z)

dz2
+

[
1

2z
+

1

z − 1

]
df(z)

dz
+

[
l(l + 1)

4z
+

ε

4(z − 1)

]
f(z)

z(z − 1)
= 0. (6.66)

Siguiendo el procedimiento análogo a los problemas anteriores, se encuentran por
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identi�cación los parámetros:

α =
1

2
(l + 1), α′ = − l

2
,

µ =

√
−ε
4
, µ′ = −

√
−ε
4
,

ν =
1

2
, ν ′ = 0.

(6.67)

La solución puede ser escrita como:

f(z) = Czα(z − 1)µF (a, b; c; z) +Dzα′(z − 1)µF (a′, b′; c′; z), (6.68)

En esta ocasión los parámetros a, b y c están determinados por:

a =
1

2
(l + 2 +

√
−ε) a′ =

1

2
(1− l +

√
−ε),

b =
1

2
(l + 1 +

√
−ε) b′ =

1

2
(−l +

√
−ε),

c = l +
3

2
c′ = −l + 1

2
.

(6.69)

Devolviendo todos los cambios, la solución general viene dada por:

G(τ) = C tanhl τ sech
√
−ε+1τF (a, b; c; tanh2 τ)

+D tanh−(l+1) τ sech
√
−ε+1τF (a′, b′; c′; tanh2 τ). (6.70)

Las constantes C y D pueden escribirse una en función de la otra, imponiendo las

condiciones de contorno, esto es cuando R sinh τ = A y R sinh τ = B:

C

(
A2

A2 +R2

) l
2
(

R2

A2 +R2

)√
−ε+1
2

F

(
a, b; c;

A2

A2 +R2

)
+D

(
A2

A2 +R2

)− (l+1)
2
(

A2

A2 +R2

)√
−ε+1
2

F

(
a′, b′; c′;

A2

A2 +R2

)
= 0, (6.71)

C

(
B2

B2 +R2

) l
2
(

R2

B2 +R2

)√
−ε+1
2

F

(
a, b; c;

B2

B2 +R2

)
+D

(
B2

B2 +R2

)− (l+1)
2
(

B2

B2 +R2

)√
−ε+1
2

F

(
a′, b′; c′;

B2

B2 +R2

)
= 0. (6.72)
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De la ecuación 6.71 obtenemos una de las constantes de la combinación lineal. De la

6.72 se obtiene una ecuación para los autovalores ε al sustituir la constante determinada

por 6.71. Resultados generales acerca de problemas de autovalores del tipo Sturm-

Liouville regular garantizan que para condiciones de frontera no mixtas y homogeneas

(como es en nuestro caso) las autofunciones son no degeneradas y vienen determinadas

salvo una constante, los in�nitos autovalores (en nuestro caso los ε), forman una sucesión

monotona creciente que tiende a hacerce in�nitamente positiva {εn} ∼
n→∞

∞, más aun, la

autofunción correspondiente a un autovalor εn tiene exactamente n ceros en el intervalo

del problema n = 0, 1, 2, . . .. Por lo tanto, la existencia de los autovalores está asegurada

y es cuestión de resolver la ecuación obtenida.
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Capítulo 7

Plano de Lobachevski

7.1. Potencial Coulombiano

En lo que sigue se considerará el espacio Hiperbólico bidimensional H2. Como se

expresó en el capítulo 1, el modelo del Hiperboloide puede veri�carse como una variedad

riemanniana, en particular también para el caso 2-dimensional en el cual el tensor

métrico, expresado en forma de elemento de línea eligiendo las coordenadas esféricas,

viene dado por:

ds2 = R2dτ 2 +R2 sinh2 τdθ2. (7.1)

Mediante las componentes del tensor métrico se pueden calcular nuevamente los

vectores de Killing:

K1 = − sin θ cosh τ
sinh τ

∂
∂θ
− cos θ ∂

∂τ
,

K2 = cos θ cosh τ
sinh τ

∂
∂θ

+ sin θ ∂
∂τ
,

K3 = ∂
∂θ
.

(7.2)

Entonces los operadores momento vienen dados por:

P̂1 = i~
(

sin θ
tanh τ

∂
∂θ

+ cos θ ∂
∂τ

)
,

P̂2 = −i~
(

cos θ
tanh τ

∂
∂θ

+ sin θ ∂
∂τ

)
,

P̂3 = −i~
(

∂
∂θ

)
.

(7.3)
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Por lo que el Hamiltoniano de la partícula libre toma la forma:

Ĥ =
1

2µR2

[
P 2

1 + P 2
2 − P 2

3

]
, (7.4)

lo cual, explícitamente en las coordenadas pseudoesféricas se reduce a:

Ĥ = − ~2

2µR2

(
1

sinh τ

∂

∂τ

(
sinh τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh2 τ

∂2

∂θ2

)
. (7.5)

Es importante resaltar que de nuevo este operador se corresponde con el operador

de Laplace-Beltrami para el espacio hiperbólico H2, Ĥ = ~2

2µ
∇2

H , y así el problema se

reduce a resolver:

− ~2

2µ
∇2

Hψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x). (7.6)

Siendo V (x) el potencial asociado a la interacción Coulombiana. En analogía a la

primera sección del capítulo anterior se usará el hecho de que el modelo está inmerso

en el espacio de Minkowski R2+1 en el cual se conoce la interacción electromagnética

generada por una partícula con carga q. Esta interacción viene dada por el trivector

potencial Aµ(x), en el caso electroestático es:

Aµ = (kq ln(r), 0, 0) , (7.7)

donde k es la constante de Coulomb, y r = ‖~x‖E, de nuevo resulta conveniente utilizar

el sistema coordenado pseudoesférico y así restringir la interacción electromagnética al

potencial escalar sobre el Hiberboloide y así obtener:

Φ(x) = Φ(τ) = kq2 ln(sinh τ) cosh τ. (7.8)

La ecuación de Schrödinger de este problema puede entonces escribirse:

− ~2

2µR2

[
1

sinh τ

∂

∂τ

(
sinh τ

∂

∂τ

)
+

1

sinh τ

∂2

∂θ2

]
ψ(x)

+
[
kq2 ln(sinh τ) cosh τ

]
ψ(x) = Eψ(x). (7.9)

Esta ecuación también es separable y para veri�carlo se propondrá la siguiente so-

lución ψ(x) = G(τ)H(θ), en consecuencia de (7.9) se obtienen las siguientes ecuaciones
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independientes:
d2H(θ)

dθ2
= −m2H(θ); m ∈ C, (7.10)

1

sinh τ

d

dτ

(
sinh τ

dG(τ)

dτ

)
+

[
kq ln(sinh τ) cosh τ − m2

sinh τ
+ λ

]
G(τ) = 0, (7.11)

donde λ = 2µE
~2 . La primera ecuación es una ecuación diferencial ordinaria de segundo

orden con un punto singular regular en el in�nito, como (6.10), por lo cual tiene solución

la forma:

H(θ) = eimθ; m ∈ Z. (7.12)

La segunda ecuación es una ecuación diferencial lineal homogénea con in�nitas sin-

gularidades irregulares τ = inπ en el plano complejo, esta ecuación parece ser difícil de

resolver analíticamente y se propone como un problema para estudios posteriores.

Notemos que en el caso de dos dimensiones nuestra de�nición del potencial coulom-

biano como restricción al hiperboloide del potencial coulombiano de Minkowski, no es

equivalente a la de satisfacer una ecuación tipo Poisson con una carga puntual [4] (se

puede veri�car que (7.8) no es solución de Laplace para τ 6= 0). Vemos que el mo-

delo del hiperboloide agrega a la discusión una posibilidad de entender la interacción

coulombiana en Hn diferente a [4] (al menos para n = 2).

Si tomamos la de�nición alternativa de [4] la ecuación diferencial radial cambia,

pero igualmente no es obvía la solución al tener, como en (7.11), términos sin logaritmo

y términos con logaritmo.
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Capítulo 8

Discusión

En este trabajo hemos estudiado el problema de formular la mecánica cuántica en el

espacio de Lobachevski para el sistema de una partícula, el cual es la base para construir

otros sistemas cuánticos mas complicados en esta geometría.

Hemos usado el modelo del Hiperboloide inmerso en el espacio de Minkowski. Es

bueno hacer unas precisiones. Se pensaría que la relatividad especial está involucrada

desde el punto de vista físico. Sin embargo, la estructura de la relatividad (grupo de

Lorentz) es técnica ya que el espacio hiperbólico no involucra al tiempo. No obstante,

involucrando el espacio de Minkowski en la discusión nos permite hacer interpretaciones

que de otra manera no son claras. De hecho, esto fue lo que inspiró la de�nición de la

interacción coulombiana en espacio hiperbólico tridimensional diferente a la usual (ver

p.e. [4]). Puesto que la invariancia reside en el espacio tiempo, la gran desventaja de

algunos modelos de espacio hiperbólico es que no poseen un espacio tiempo en el cual

ellos viven.

Aunque el modelo de el hiperboloide es bien conocido [21], la formulación del pro-

blema del átomo de hidrógeno en este modelo, nos permite introducir otra interpretación

de la energía potencial asociada a la interacción coulombiana. La energía potencial, en

otros trabajos (ver, p.e. [4]), se propone como una solución de la ecuación de Poisson,

con el operador de Laplace-Beltrami, con una fuente puntual. La razón de esto es una
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generalización del caso euclidiano y sería una especie de covariancia de la electroestática

ya que no se tiene un espacio tiempo. Como sabemos, el término de la energía potencial

de Coulomb viene de la interacción de dos cargas puntuales en reposo. El que esto

sea una solución de la ecuación de Poisson tiene que ver con la de�nición de trabajo

y su relación con la energía en espacio euclídeo. En espacio hiperbólico el análogo

de esto no es claro. Con el modelo del Hiperboloide en Minkowski proponemos una

interpretación física alternativa del potencial Coulombiano. Primero consideramos el

cuadrivector potencial Aµ producido por una carga en reposo (el núcleo) y después

consideramos otra carga en reposo en el Hiperboloide vµ = xµ

R
de la misma manera

como en espacio euclídeo una carga en reposo tiene una cuadrivelocidad de Minkowski

vµ = (1, 0, 0, 0) (el potencial se obtiene de Aµvµ). En el caso tridimensional, nuestro

resultado para espacio hiperbólico, coincide (salvo una constante irrelevante) con el de

la referencia [4]. Sin embargo, en dos dimensiones las de�niciones no son equivalentes.

Notemos que esta discrepancia podría aclararse haciendo un estudio de las ecuaciones

de Maxwell reducidas al hiperboloide (lo cual se puede hacer ya que este modelo de

geometría hiperbólica esta encajado en un espacio tiempo) de�niendo una especie de

fuerza hiperbólica, además de trabajo hiperbólico para tener un análogo del potencial

hiperbólico de interacción de dos cargas puntuales en reposo.

Nuestro objetivo principal en este trabajo ha sido la obtención de los observables

básicos que describen la mecánica cuántica de una partícula en espacio hiperbólico.

El procedimiento de cuantización, para obtener estos observables básicos, se realiza de

manera geométrica (esto es, independiente de las coordenadas). En este caso, como

el euclídeo, los observables se obtienen de propiedades fundamentales de la geometría

hiperbólica (los vectores de Killing asociados a la métrica).

La obtención de los resultados para el átomo de hidrógeno con�rman, totalmente,

cálculos previos [4] y [31]. Es bueno señalar que [4] usa un método diferente al nuestro

(factorización) y [31] hace un cambio de variable que lleva a un problema tipo oscilador

armónico. Por otra parte, [16] usa un método similar al nuestro con otros cambios de
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variable (inclusive uno singular) y obtiene los autovalores pero arroja dudas con la

obtención de un espectro ligado �nito. Nuestros cálculos son las herramientas usuales

que se usan en física para analizar este tipo de problemas y nos han permitido veri�car

este resultado importante obtenido en [4] y en [31].

Finalmente, hemos visto que se puede estudiar una partícula en un potencial externo,

en espacio hiperbólico, con las mismas facilidades que en espacio euclídeo. Más aún, si

la curvatura del espacio es muy pequeña (tan pequeña como se quiera) y negativa no es

posible distinguir los átomos de hidrógeno en ambos espacios. Así, en este sentido, los

experimentos no descartan la geometría hiperbólica. En el caso del oscilador armónico la

�nitud del espectro hace una gran diferencia, ya que las autofunciones no son completas

(tenemos espectro discreto y continuo) contrariamente al caso euclídeo, pero como este

es un potencial efectivo (no una fuerza fundamental) esto no es signi�cativo. Notemos

que en el caso del atomo de hidrógeno tridimensional el espectro ligado es �nito en

Lobachevski también pero en este caso las autofunciones del caso euclídeo (in�nitas)

no son completas igualmente (en ambos casos tenemos espectro discreto y continuo).
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Capítulo 9

Apéndices

Cálculo de la curvatura con Mathematica 6.0

Coordenadas Pseudoesféricas

Limpiando las variables:

In[1] = Clear[coord,metric, inversemetric, a�ne, riemann, ricci, scalar, einstein, r, θ, φ]

De�niendo dimensión y coordenadas:

In[2] = n = 3coord = {τ, θ, φ}

De�niendo tensor métrico:

In[3] = metric =
{
{1, 0, 0},

{
0, R2Sinh [τ ]2 , 0

}
,
{
0, 0, R2Sin[θ]2Sinh [τ ]2

}}
Visualizar como matriz:

In[4] = metric//MatrixForm

Out[5] =


1 0 0

0 R2Sinh [τ ]2 0

0 0 R2Sin[θ]2Sinh [τ ]2
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Calculando y de�niendo tensor métrico inverso

In[6] = inversemetric = Simplify[Inverse[metric]]

Out[7] =

{
{1, 0, 0},

{
0,
Csch [τ ]2

R2
, 0

}
,

{
0, 0,

Csc[θ]2Csch [τ ]2

R2

}}
Visualizar como matriz

In[8] = inversemetric//MatrixForm

Out[5] =


1 0 0

0 Csch[τ ]2

R2 0

0 0 Csc[θ]2Csch[τ ]2

R2


Calculando las conecciones (símbolos de Christo�el distintos de cero):

In[9] = a�ne:=a�ne = Simplify[Table[(1/2) ∗ Sum[(inversemetric[[i, s]])∗

(D[metric[[s, j]], coord[[k]]] +D[metric[[s, k]], coord[[j]]]−D[metric[[j, k]],

coord[[s]]]), {s, 1, 3}], {i, 1, 3}, {j, 1, 3}, {k, 1, 3}]]

lista�ne:=Table[If[UnsameQ[a�ne[[i, j, k]], 0], {ToString[Γ[i, j, k]], a�ne[[i, j, k]]}],

{i, 1, 3}, {j, 1, 3}, {k, 1, 3}]TableForm[Partition[DeleteCases[Flatten[lista�ne],

Null], 2],TableSpacing→ {2, 2}]

Out[10] =

Γ[1, 2, 2] −Cosh[τ ]Sinh[τ ]

Γ[1, 3, 3] −Cosh[τ ]Sin[θ]2Sinh[τ ]

Γ[2, 1, 2] Coth[τ ]

Γ[2, 2, 1] Coth[τ ]

Γ[2, 3, 3] −Cos[θ]Sin[θ]

Γ[3, 1, 3] Coth[τ ]

Γ[3, 2, 3] Cot[θ]

Γ[3, 3, 1] Coth[τ ]

Γ[3, 3, 2] Cot[θ]
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Calculando el tensor de Riemann (componentes distintas de cero)

In[11] = riemann:=riemann = Simplify[Table[D[a�ne[[i, j, l]], coord[[k]]]−

D[a�ne[[i, j, k]], coord[[l]]] + Sum[a�ne[[m, j, l]]a�ne[[i, k,m]]−

a�ne[[m, j, k]]a�ne[[i, l,m]], {m, 1, 3}], {i, 1, 3}, {j, 1, 3}, {k, 1, 3}, {l, 1, 3}]]

listriemann:=Table[If[UnsameQ[riemann[[i, j, k, l]], 0], {ToString[R[i, j, k, l]],

riemann[[i, j, k, l]]}], {i, 1, 3}, {j, 1, 3}, {k, 1, 3}, {l, 1, k − 1}]

TableForm[Partition[DeleteCases[Flatten[listriemann],Null], 2],

TableSpacing→ {2, 2}]

Out[12] =

R[1, 2, 2, 1] Sinh[τ ]2

R[1, 3, 3, 1] Sin[θ]2Sinh[τ ]2

R[2, 1, 2, 1] −1

R[2, 3, 3, 2] Sin[θ]2Sinh[τ ]2

R[3, 1, 3, 1] −1

R[3, 2, 3, 2] −Sinh[τ ]2

Calculando el tensor de Ricci (componentes distintas de cero):

In[13] = ricci:=ricci = Simplify[Table[Sum[riemann[[i, j, i, l]], {i, 1, 3}],

{j, 1, 3}, {l, 1, 3}]]

listricci:=Table[If[UnsameQ[ricci[[j, l]], 0], {ToString[R[j, l]], ricci[[j, l]]}],

{j, 1, 3}, {l, 1, j}]

TableForm[Partition[DeleteCases[Flatten[listricci],Null], 2],

TableSpacing→ {2, 2}]

Out[14] =

R[1, 1] −2

R[2, 2] −2Sinh[τ ]2

R[3, 3] −2Sin[θ]2Sinh[τ ]2

Calculando el escalar de Ricci:

In[15] = scalar = Simplify[Sum[inversemetric[[i, j]]ricci[[i, j]], {i, 1, 3}, {j, 1, 3}]]
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Out[16] = − 6

R2

El procedimiento es análogo para las coordenadas cartesianas y se obtiene desde

luego el mismo resultado, pero en ese caso todas las conecciones son distintas de cero,

de manera que el cálculo solo resulta mas largo.

Cálculo de los vectores de Killing con Maple 12

Coordenadas cartesianas

Cargando paquetes escenciales para el cálculo:

[>with(Di�erentialGeometry); with(Tensor); with(Killing); with(LieAlgebras):

De�niendo el marco

[>DGsetup([x, y, z],H);

frame name:H

De�niendo el tensor métrico

[H > g := evalDG

(
1

R2 + y2 + z2
·
((
R2 + y2 + z2

)
· (dx&tdx)− xy(dx&tdy)

− xz(dx&tdz)− yx(dy&tdx) + (R2 + x2 + z2) ∗ (dy&tdy)− yz(dy&tdz)

−zx(dz&tdx)− zy(dz&tdy) + (R2 + x2 + y2)(dz&tdz)
))

Calculando los vectores de Killing:

[H > K := KillingVectors(g);

K :=
[√

R2 + x2 + y2 + z2Dz,−zDx + xDz,
√
R2 + x2 + y2 + z2Dy,

−yDx + xDy,
√
R2 + x2 + y2 + z2Dx,−zDy + yDz

]
.
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