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Resumen

Aspectos de Mecanica Cuantica Relativista en dimensiones bajas

Souad Maria Tabban Sabbagh

Universidad Central de Venezuela

Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se consideran ciertos aspectos de la mecanica cuéntica relativista
en (1+1) y (1+2) dimensiones. Nuestros objetivos principales han sido el estudio de las
consecuencias de la invariancia de Poincaré en estas dimensiones bajas y la construcciéon
de teorfas cuénticas de campos que satisfacen los axiomas de Wightman. En particular,
verificamos que SL£(2,R), contrariamente a su uso, no es simplemente conexo y por
lo tanto no es el grupo de recubrimiento universal del grupo de Lorentz en (1+2). A
demaés, construimos explicitamente teorias cuanticas de campos libres: (i) Campo escalar
neutro y masivo, (ii) Campo escalar cargado y masivo, (iii) Campo de Dirac cargado
y masivo, que satisfacen los axiomas de Wightman en (1-+1). Uno de los resultados de
esta construccion es que no se satisface el teorema de espin-estadistica en (1+1). Este

altimo resultado es consistente con la conocida bosonizacion en (1-+1).

Abraham Lozada
Tutor
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Introduccion

La mecanica cuantica relativista es la teoria que involucra dos temas mayores en la
fisica moderna: la teoria cuantica y la relatividad especial. Desde el punto de vista de
la mecanica cuantica se pueden considerar dos objetos clésicos a cuantizar: la particula
y el campo. Asi, la mecanica cuantica relativista involucra un espectro muy grande de
fendémenos fisicos tal que, de las cuatro interacciones fundamentales, solo excluye a la
gravedad.

En particular, la electrodinamica cuantica ha sido una teoria con bastante éxito a
nivel fenomenolégico. Sin embargo, como toda la teoria cuantica de campos que describe
interacciones, ella esta llena de contradicciones en la estructura matemaética de la teoria
(infinitos y teoremas de no interaccion [1]). Mas atn, incluso dejando a un lado el
rigor matematico, la comprension de otras teorias (interacciones fuertes o débiles) en
(1+3) se dificulta y ha forzado frecuentemente a los fisicos teéricos a probar modelos
en espacios de dimensiones mas bajas con la finalidad de simplificar la teoria y ver si
se puede entender algo de lo que ocurre en (1+3). Por esta razén, uno encuentra en la
literatura teorias cuanticas relativistas en (1+2) dimensiones y (1+1) dimensiones (ver,
por ejemplo, [2] y [3]).

El concepto de relatividad en mecanica cudntica entra via los grupos de invariancia
relativista. Por lo tanto, uno de los primeros aspectos que uno debe tomar en cuenta es
que al bajar la dimensién, a pesar de tener el mismo nombre (por ejemplo Poincaré), el
grupo cambia (por ejemplo la dimension del grupo cambia y por lo tanto, nada mas y
nada menos, su topologia cambia). Las consecuencias de esto, a nivel de la literatura, a
veces 10 se toman en cuenta adecuadamente. Por ejemplo, en (142) se dice (véase, por
ejemplo, [2] v [4]) que el grupo de recubrimiento universal de Lorentz es SL(2,R). Este
resultado es importante ya que las particulas elementales [como en (14-3)| se definen a

través de las representaciones irreducibles de este grupo. Sin embargo, no es cierto que



SL(2,R) sea el grupo de recubrimiento universal del grupo de Lorentz en (1+2).

Otra consecuencia ocurre en (1+1). En este caso, el grupo de Poincaré es simple-
mente conexo (topologicamente es R?). Asi la razon topologica por la que aparece el
espin en (1+3) y en (1+2) (cuyos grupos de Poincaré no son simplemente conexos) no
aparece en (1+1). Entonces el concepto de espinor no tiene cabida en (141) |al menos
en el sentido usual de (1+2) y (1+3)]. Sin embargo, en la literatura se habla a diestra
y siniestra de “espinores” en (1+1) (véase, por ejemplo, [5]-|7]).

Como ya hemos mencionado, la teoria cuantica de campos (la cual es una cuantiza-
cion de la teoria clasica de campos, una primera y unica, no existe segunda cuantizacion)
tiene dificultades en su version usual (llamada lagrangiana) (ver, por ejemplo, [8]-[11]).
Por esta razon, a finales de los anos cincuenta, empezaron a surgir formulaciones de la
teorfa cuantica de campos que pretendian resolver (como en todas las teorias fisicas bien
establecidas hasta ahora conocidas) los problemas mateméticos y fisicos involucrados
en la formulacién usual. Surgi6 asi, entre otras formulaciones , la llamada axiomatica
de Wightman [12|. Entre sus bondades, esta teoria, aparte de ser matematicamente
rigurosa, es muy cercana a la formulacion lagrangiana de la teoria cuantica de campos.

La formulacién de Wightman es una teoria en la cual muchas propiedades fisicas
de la teoria cuantica de campos han sido rigurosamente probadas. En particular, el
teorema PCT [en el que se prueba la invariancia bajo las transformaciones combinadas
de paridad, conjugacion de la carga y reversibilidad temporal de una teoria cuantica de
campos en (1+3)] asi como el teorema de espin-estadistica (en el que se da una conexion
entre el espin de la particula y la estadistica que ellas satisfacen).

Mientras que en (1+3) no se pueden describir interacciones rigurosamente si se si-
gue la teorfa usual (teorema de Haag, ver por ejemplo [1] y [14]), con la formulacion de
Wightman se ha probado en (1+1) que la teoria es compatible con interaccion [3]. Por
esta razon es interesante estudiar la formulacion de Wightman en (1+1). Lamentable-
mente, no existe una prueba (un ejemplo concreto) de teorfa no trivial (con interaccion)
en (143). Pero es de esperarse que pronto se consiga.

En este trabajo queremos considerar algunos aspectos de la mecanica cuantica re-
lativista en bajas dimensiones, esto es, (1+2) y (1+1). En particular, se revisan las
consecuencias del teorema de Wigner [8] en bajas dimensiones con respecto al grupo

de Poincaré. En el caso de (142), probamos que el grupo de recubrimiento universal



de Lorentz no es SL(2,R) y damos una realizacién concreta del grupo de recubrimien-
to universal. En el caso de (1+1) estudiamos, dentro de la formulacion de Wightman,
varias teorias de campos libres con la construcciéon explicita del espacio de Hilbert y la
representacion unitaria proyectiva del grupo de Poincaré en ese espacio.

En lo que sigue de esta introduccion describiremos brevemente la organizacion del
trabajo y nuestros resultados. En la seccion siguiente, estableceremos la notacion y defi-
niciones que seran tutiles en el desarrollo posterior del trabajo. En la seccion 1, daremos
un resumen de la mecénica cuantica usual, que es la que se usa en teorfa cuantica de
campos, junto con el teorema de Wigner y una breve explicaciéon de la formulacion
lagrangiana de la teoria cuantica de campos. En la seccion 2, se revisan los grupos de
Lorentz y de Poincaré en (1+2) y (1+1) para poder usar estos resultados posterior-
mente. Un resultado importante de esta seccion es la verificacion en la subseccion 2.2.2
de que SL(2,R) no es simplemente conexo. Se verifica que el algebra de Lie del grupo
de Poincaré en (1+1) tiene cargas centrales no triviales. Por tltimo, se verifica con un
ejemplo que no toda representacion de un algebra de Lie, de un grupo de Lie (aunque
sea simplemente conexo), viene de una representacion del grupo de Lie. En la seccion
3, se exponen los axiomas de la formulacion de Wightman. En las secciones 4, 5 y 6 se
estudian casos particulares de la formulacion de Wightman en (1+1) dados por: (i) el
campo escalar neutro, masivo y libre , (ii) el campo escalar cargado, masivo y libre, (iii)
el campo de Dirac cargado, masivo y libre. Finalmente, en la secciéon 7 se dan algunas

conclusiones.



Notacion y definiciones

R
I

velocidad de la luz.

constante de Planck reducida.

conjunto de los numeros reales.

conjunto de los nimeros reales positivos.
conjunto de los nimeros reales negativos.
conjunto de los ntimeros complejos.
espacio euclideo n-dimensional.

espacio de Minkowski (1+n)-dimensional.
espacio de Hilbert.

rayo unitario.

vector de estado, con U € Hy U e .

producto escalar de ¥y &, con ¥, ® € H un espacio de

Hilbert.

modulo, con A € C.

probabilidad de transicion de un vector ¥ € ¥ a un

vector ® € ®.

conjunto de operadores lineales sobre el espacio de Hil-

bert H.

operador lineal de un espacio de Hilbert asociado a un

observable fisico.



SL(2,C),

dominio de un operador A.

transformacion de simetria en el espacio de los rayos

unitarios,

operador unitario o antiunitario, con U € O(H), asocia-

do a una transformacion de simetria 1" por el teorema

de Wigner.

vector del espacio de Minkowski.

componentes contravariantes de un vector z.

relacion de conmutacion, corchete de Lie.

relacion de anticonmutacion.

producto cartesiano.

producto semidirecto.

suma directa.

producto tensorial.

g = diag(—1,1,1,...,1), tensor métrico del espacio R!™.
———

n

grupo de Lorentz en (14-n) dimensiones, isomorfo al gru-
po de matrices ortogonales O(1,n).

grupo restringido de Lorentz en (1-+n) dimensiones, iso-
morfo al grupo especial de matrices ortogonales cuya
primera entrada es positiva SO'(1,n).

elementos de L ).

grupo de Poincaré en (1+4n) dimensiones.

grupo restringido de Poincaré en (1+n) dimensiones.
grupo conmutativo de las traslaciones en un espacio de
Minkowski R'™.

elementos de TI(1,n) con a € RM™ .

grupo de recubrimiento universal de un grupo M.
grupo de Lie de matrices 2x2 con entradas complejas y

determinante igual a uno.



SL(2,R) ,

S0(2,C),

grupo de Lie de matrices 2x2 con entradas reales y de-
terminante igual a uno.

grupo de Lie de matrices ortogonales 2x2 con entradas
complejas y determinante igual a uno (grupo de rotacio-
nes).

grupo de Heisenberg.

espacio de Hilbert de funciones definidas sobre X de
cuadrado integrable con valores en el espacio Y, siendo
dp la medida invariante.

masa.

hipérbola de masa, con p> = —(p°)? + (p')? = —m? y
p’>0,sipe V.

medida invariante sobre la hipérbola V., con (dp) = Cfplol.
estado vacio.

espacio funciones infinitamente diferenciables en que
ellas y todas sus derivadas decrecen mas rapido que cual-
quier potencia de ||r||, con r € R", espacio de Schwartz.
operador de Klein-Gordon.

funcion conmutador de Pauli-Jordan.

funciones de prueba, con f,g € S(R").

transformada de Fourier de una funciéon f(x).

campo clésico.

derivada parcial con respecto a x*,

densidad lagrangiana.

campo cuantico.

campo cuantico simbolico.

operador adjunto de A.

vector complejo conjugado de wu.

matrices de Dirac 2x2.

vector complejo conjugado de Dirac de w.

funcion signo de la energfa p°.



Capitulo 1

Teoria cuantica de campos

1.1. Mecanica cuantica

La teoria cuantica de campos esta basada en los mismos postulados fundamentales
de la mecénica cuéantica usual (vinculados al principio de relatividad de Galileo o de
Einstein), los cuales nos permiten caracterizar un sistema fisico; en nuestro caso, con
infinitos grados de libertad. Algunos de estos postulados son los siguientes (sin reglas

de superseleccion):

= Se proporciona un espacio de Hilbert H, complejo, separable y con dimensién > 2

(en nuestro caso es infinito dimensional).

Un espacio de Hilbert H complejo, es un espacio vectorial complejo provisto de un
producto escalar, el cual induce una norma, y que ademéas es completo (toda sucesion

de Cauchy converge fuertemente en él) con respecto a esta norma.

= Cada uno de los vectores normalizados de H representa un estado fisico puro del

sistema fisico.

Sea W € Hy (.|.) el producto escalar en H, siempre podemos redefinir los vectores
N
V=

producto escalar.

con ¥ # 0; siendo ||¥[|? =< U|¥ > el cuadrado de la norma inducida del

En nuestro caso los estados son representados por rayos unitarios U definidos por:
U = { XV | [N=1, (¥¥)=1, TeH, IeC},

8



esto se debe a que todos los vectores de un rayo unitario representan un solo estado

fisico.

= Los observables o variables dinamicas del sistema fisico son representados por

operadores lineales autoadjuntos de O(H).

Esto es, sea A € O(H) un observable y de dominio D(A) denso en el espacio de Hilbert
donde actua, verifica A* = A, donde A* es el operador adjunto de A; asi se cumple

que:

(B|AD) = (AB|T) V&, T € D(A") = D(A) .

= Si U € H correspondiente al rayo ‘if, representa un estado del sistema fisico y
pertenece al dominio de un observable A € O(H), el valor medio de A para este

estado viene dado por:
(V|AY) e R. (1.1)

= Los tnicos valores medibles posibles son valores medios de observables.

Observemos que (1.1) tiene el mismo valor para cualquier vector estado correspon-
diente al rayo unitario \117 es decir el mismo valor medible, por esto los estados fisicos
son representados por rayos unitarios en vez de vectores estado.

En particular, podemos hallar la probabilidad de transiciéon de un estado ¥ € ¥ a
un estado ® € por

POI—®) = [(o)],

la cual es un valor medio de un proyector.

1.2. Mecanica cuantica relativista especial

Un observador inercial S ve a un sistema fisico representado por ¥ o ®, otro ob-
servador inercial &’ vera al mismo sistema en otros estados diferentes que pueden ser
representados por W' o &', pero ambos observadores deben medir los mismos valores

medios, en particular, las mismas probabilidades de transicion:

(D) 2= | (W'|®)]*? con Tel,ded, Vel 6 dcd. (1.2)



Asi garantizamos que nuestra teoria sea relativista especial. Las transformaciones que
dejen invariante los valores medios, en particular (1.2) seran las transformaciones de

simetria de nuestro sistema.

Teorema de Wigner. Sean H y H' espacios de Hilbert y sea T una transformacion

de los rayos unitarios en H a los rayos unitarios en H':
T:0 — ¢ ,
la cual satisface la condicion
[(TRITO) [ = | (W07 ) [2 = | () 2,
entonces existe un operador U, definido salvo un factor de fase, cuyo dominio son todos

los vectores estados V, tal que s1 ¥ € U entonces UV € \if’; este operador es inducido

por T y debe ser unitario y lineal, esto es:

(UW|UD) = (VD) ,
UMD +v®) = A\UT +~UD

o antiunitario y antilineal:

(Uv|U2) = (T]2) ,
U\ +7®) = NUT +FUD |,

donde\Ife\if, QJECi), Ay e C.
La transformacion de simetria trivial U — U se representa con el operador identidad

U =1 salvo una fase.

El conjunto de transformaciones de simetria forman un grupo, siendo el producto
su composicion.

Sean Ty y Ty elementos del grupo de transformaciones de simetria con Ty : U —
y Ty : W — ¥, entonces como (T5)(T;) = (ToT)) :

Tng . \if—>\i/”.

Estas transformaciones T; actiian en el espacio de los rayos. Al representarlas en un
espacio de Hilbert mediante el operador asociado a ellas (Teorema de Wigner) U(T;) ,

tenemos que:

10



UT) : 9=V con Vel , Vel
U(Ty) : ¥ — ¥” con Vel | vel,

entonces

U(To)U(Ty) : ¥ - 0" e 0" (1.3)
U(T,Ty) : U =¥ e 0", (1.4)

esto es, tanto (1.3) como (1.4) corresponden al mismo rayo, por ende los vectores aso-

ciados a estos difieren solo por una fase a(Ts, T;), quedando el producto:

U(T)U(Ty) = T2y, ) , a(Ty,T) eR.

Cuando la fase « se puede escoger igual a cero, tenemos el producto de una repre-

sentacion usual, se dice que la representacion es verdadera:

U(To)U(T;) = U(T.Ty).

En general, cuando a # 0 o no, se dice que la representacion es proyectiva. Por lo
tanto, la mecénica cuéntica nos da maés libertad al representar un grupo de simetrias,
debemos buscar representaciones proyectivas.

Se puede probar que si el grupo de transformaciones de simetria es un grupo de
Lie conexo; es decir, cualquier elemento puede ser “llevado” a la identidad mediante un
cambio continuo de algiin parametro (que pertenece a la variedad asociada a este grupo
de Lie); entonces este debe ser representado proyectivamente por operadores unitarios
y lineales (en vez de antiunitarios y antilineales).

Al parametrizar los elementos del grupo de simetria (T;), el producto de grupo tiene
la forma:

T(0°)T(6") = T(f*(6,9)) .

con 0,0, f(6,0) € M, donde M es la variedad asociada al grupo de simetria. Escogiendo

0* = 0 como la coordenada de la identidad T(0) = 1, tenemos la condicion:

f46,0) = f*0,0) = 6*. (1.5)

11



Al representar esta transformacion en un espacio de Hilbert con el operador unitario

y lineal U(T(#)) y desarrollarlo en serie de potencias en una vecindad de la identidad,

tenemos:

Y

UT(0%) = 1 + i6%, + %ebe%bc b

(1.6)

donde tg, tpe = tep, ... son operadores hermiticos que no dependen de 6. Los coeficientes

1 = +/—1 se colocan consistentemente con la autoadjunticidad de t.

Ahora, si tenemos una representacion verdadera, esto es:

U(T(0)U(T(#)) = U(T(f*(0,9))) , (1.7)
al desarrollar en serie f2(6,8), de la condicién (1.5) obtenemos:
f40,0) = 6" + 0 + f20°0° + ... con fLeR. (1.8)
Sustituyendo (1.6) y (1.8) en (1.7) y aproximando hasta segundo orden:
U(T(0)U(T(8%) = [1+i0%, + 26°0°. + .. ][1 + 0%t + 26°0t;. + .. ]
~ 1+ 00%, + 0%t + 50°0°ty. + 20°0°t,. — 6°0°t,t.
U(T(f*(0,0))) = 1+i(0%+ 0%+ f20°0° + .. to+
2O+ 0+ )0+ 6+ et
~ 1 +i(0°+ 07 + fL0°0°)t, + $6°0°ty. + 360°0,.+
50700 + 50°0t. .
Como tp, =ty = 0°0°t,. = 0°6°ty,, se obtiene la condicion:
the = —tpte —ifputa = tar = —tety —2fpta , (1.9)
y de aqui
[tb,tc], = tpte — ety = ngcta s (110)
donde Cy, = —f2 + f5 es la constante de estructura de este grupo de Lie, y t, es

el generador de la representacion de su algebra de Lie, definida por el producto (1.10).

Entonces, en una vecindad de la identidad, U(T(0%)) estara determinado al conocer los

generadores t, y la constante de estructura Cj..

Si el grupo de transformaciones de simetria es Abeliano, (1.8) se reduce a:
f40,0) = 0* + 0",

12



por ende [t, t.]- = 0, pudiendo expresar asi los elementos del grupo (en una vecindad

de la identidad) como:
U(T(6Y) = eta?"

En cambio si tenemos una representacion proyectiva (la cual incluye las verdaderas
para el caso de o = 0), esto es:
U(T(0)U(T(6%) = e @OTOY(T(9e), T(6%) (1.11)
como el producto de U(T) es asociativo:
U(T5)(U(T2)U(T1)) = (U(T3)U(T2))U(T1) ,

al sustituir por la regla de composicion (1.11) se obtiene la siguiente condicion para la

fase:
Oé(TQ,T1> + C((T;g?TQTl) = Oé(Tg,TQ) -+ OZ(T3T27T1> . (112)

Se observa que una solucion de (1.12) viene dada por:
a(T(0"), T(0") = y(T(O")T(6")) — ¥(T(6")) — +(T(6)) - (1.13)

Si tomamos esta solucién, podemos redefinir al operador U como:

U(T(6%) = U(T(6*)e"™ ),
para el cual (1.11) se transforma en:
U(T(O)U(T(E") = U(T(6%),T(6%),

obteniendo asi una representacion verdadera.

Las representaciones que nos interesa estudiar son las intrinsecamente proyectivas,
es decir, aquellas en que no podemos eliminar la fase de esta manera, esto es, (1.13) no
es la tnica solucion de (1.12).

Regresando a la ecuacion (1.11), si T(6%) o T(6%) es la identidad, la fase o debe
anularse:

a(T(0),1) = a(1,T(H) = 0. (1.14)

Desarrollamos en serie de potencias la fase alrededor de 6% = 6* = 0, y por la

condicion anterior (1.14) la fase queda expresada como:
a(T(0Y), T(0%) = fu0"0" + ... fa €ER, (1.15)

13



sustituyendo (1.15) y (1.8) en (1.11), (obteniéndose relaciones similares a las relaciones

entre (1.8) y (1.9)), v simplificando se tiene:
the = —tpbe — ifota = tey = —tety — if%tq + ifocl .
Como tp. = te , Obtenemos la representacion del algebra de Lie del grupo de simetria:
[tp, te] . = iChty + iCl, (1.16)

donde las constantes numéricas Cp. = —fi. + fo son llamadas cargas centrales, las
cuales son la contraparte para el algebra de Lie de la presencia de la fase en una
representacion proyectiva.

El corchete de Lie (1.16) debe satisfacer la identidad de Jacobi:

[to, [te, ta)]— + [ta, [te, te]]— + [te, [ta, te]]- = O, (1.17)
sustituyendo (1.16) en (1.17) obtenemos las siguientes ecuaciones:
100y (1C5ate + 1Chall) 4 iCy, (1C, te + iCgql) 4+ iCG (iC,te +iCel) = 0, (1.18)

(CeaCha + Cbelia + CipCralte + (CqCa + CpClaa + CyCea)l = 0. (1.19)

De (1.18) no se obtiene informacion adicional acerca de Cy, y CyL, ya que se satisface
inmediatamente; pero de (1.19) se consiguen restricciones adicionales que deben cumplir

las cargas centrales Cy;, v la constante de estructura Cj.:
caCra + CpeCaa + CaCa = 0, (1.20)
CeiCra + Cp.Cao + CgCea = 0. (1.21)
Se observa que la expresion:
Cpo = Cp,7e con 17, €R (1.22)

satisface (1.21). Para estas soluciones se pueden eliminar las cargas centrales redefinien-

do los generadores t; como:

te = to + 7a, (1.23)

cuyo producto viene dado por:
[Ebyfc]f =1 l?cEaa
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eliminando con este cambio la presencia de las cargas centrales en el algebra. La cuestion
seria si esta es la tnica solucion de (1.21). En ese caso tenemos el equivalente a nivel
del algebra de Lie de la no presencia de fase en una representacion proyectiva.

Otra razén por la cual podrian aparecer representaciones proyectivas es debido a la
topologia del grupo de Lie (grupo de simetria). La propiedad topologica basica impor-
tante aqui es la simple conectividad. Aunque en general no existe una conexiéon entre
simple conectividad y representaciones proyectivas (contrario a lo dicho por [8], pag.
83-84), en el caso del grupo de Poincaré, se puede probar que estos conceptos si estan

conectados.

1.3. Teoria cuantica de campos lagrangiana

Con el objeto de poder comparar con la formulacion de Wightman recordaremos las
ideas basicas de la formulacion usual de la teoria cuantica de campos.

La teoria cudntica de campos lagrangiana parte del formalismo lagrangiano del caso
clasico. Adoptando el marco de Heisenberg, se definen los estados como vectores que
son autovectores simultaneos de un conjunto completo de observables que conmutan en
alguna superficie tipo espacio o € RY" y la dinamica del sistema queda determinada
por la evolucion de dichos observables (ver, por ejemplo, [9]).

A la accién clasica asociada al campo libre bajo estudio se le hace corresponder un

operador:

W= / Lo, D)

donde ¢,(x) son los operadores asociados al campo clasico ¥(x) y los indices a =
1,..., N; representan los grados de libertad internos del sistema, z € o y £ es un
operador asociado a la densidad lagrangiana clasica .2 (¢,, 0,04).

Una transformacion de simetria nos proporciona una descripcion equivalente del
sistema, en particular, la dindmica del sistema permanece invariante. Esta transforma-
cion es generada por un operador autoadjunto F[o]. Partiendo de una transformacion

infinitesimal:
ot — o = gt + dat

Pa(T) — ¢, (7) = da(T) + do0a() ,
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con p = 0,1, por ejemplo, se tiene que la variacion infinitesimal del campo seré:

5O¢a<$> =1 [F[O’],gba(l’)]_ .

El generador de la simetria F[o] viene dado por:

ﬂdz/ﬂ@ﬂ%@7

0Z

con fH(x) = 7l dpo — (Tl Ohe — O1.L) 02y wh(x) = 90,00(7)

es la variable
dindmica conjugada al campo ¢, (x).
Por el principio de minima accién se tiene que los generadores F' son independientes
de la superficie o; ya que por el principio de accion de Schwinger W = F[os] — F[o4],
[9], entonces:
dF|o]

do(z) 0,

la condicion necesaria y suficiente para que se satisfaga esto es que:
aufﬂ(x) =0 s

entonces se tiene que f* es una densidad de corriente conservada . Esto es consistente
con la extension del teorema de Noether a la mecéanica cuantica el cual asocia a cada
simetria del sistema una cantidad conservada (observable cuéntico). Asi, la simetria
viene dada por su generador.

También por el principio de minima accion, a nivel clasico, se obtienen las ecuaciones

de campo de Euler-Lagrange, que se postulan a nivel de operadores:

0L 0L

900 00, -

Siguiendo el método usual, hacemos una transformaciéon de Legendre a la densisdad
lagrangiana:

H =7l (0) dutbal) — 2,

donde 7 se conoce como la densidad Hamiltoniana, la cual representa la energia del
sistema.
Con argumentos de plausibilidad [9], se obtiene como resultado general que los

operadores de campo satisfacen las relaciones de conmutacion a tiempos iguales (por
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ejemplo t =0 ):

[Wa( ,x'), 65(0, 1/)}_ = —i0ap 0(a? —z'),
|:¢Oé(07 Il 7¢ﬁ(07 ZEI,)} = 0 ,
7a(0,21), (0, 2)] = 0,
donde [A, B]_ = AB — BA denota el conmutador y 7, = 79, o satisfacen las relaciones

de anticonmutacién a tiempos iguales:

(0.2, = —idap ot —2"),
5(0,21)], = 0,
[7?04(0,:cl),ﬂg(O,a:l/)}+ = 0,

donde [A, B], = AB + BA denota el anticonmutador .

El problema con esta formulacion es la especificacion del espacio de Hilbert donde
estos operadores de campo se realizan. Se puede ver que no pueden existir operadores
de campo definidos en un punto arbitrario del espacio-tiempo. Esto es claro de las
reglas de conmutacién (o anticonmutacion). En efecto, si tenemos una delta de Dirac
del lado derecho, el lado izquierdo no puede ser una funcion de los puntos del espacio-
tiempo. La construccion de la teoria usa, como hemos dicho, que una transformacién
de simetria viene especificada por un generador autoadjunto. Sin embargo, esto no es
necesariamente cierto, ni siquiera en sistemas con finitos grados de libertad. Asi que el
fundamento de las simetrias en esta formulacion no es claro. En particular, la invariancia
Poincaré de la teoria se discute a través de la generacion de una representacion del
algebra de Lie del grupo de Poincaré, lo cual no es suficiente, como veremos en la

seccion 2.4 .
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Capitulo 2
Grupo de Lorentz y Poincaré

Nuestro objetivo es estudiar la mecanica cuantica relativista en bajas dimensiones,
por lo tanto, debemos estudiar los respectivos grupos de Lorentz y Poincaré. Conside-

raremos inicialmente estos grupos en dimensiones arbitrarias.

2.1. Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+n) dimensio-

nes

El grupo de Lorentz Z(1,n) esta definido como el conjunto de todas las transfor-
maciones lineales reales A en RY", el cual deja invariante la forma bilineal simétrica

(producto escalar):
(Az|Ay) = (z|ly) = 2"'gy” r,y e RY o puv=0,1,...n. (2.1)

Estas transformaciones se pueden representar en una base ortonormal por matrices

A# (de entradas reales), las cuales por la condicion de invariancia (2.1) satisfacen:
Al’)g,\pAﬁ = g,, o equivalentemente A'gA = g, (2.2)
y en esta base el tensor métrico es diagonal:

g = diag(—1,1,1,...,1) .
——

Al hallar el determinante de (2.2) se tiene que:
det(g) = det(ATgA) = det(AT)det(g)det(A),

18



como det(AT) =det(A) y det(g) = —1, entonces tenemos la restriccion:
detA = +1. (2.3)
Ahora si colocamos u = v =0 en (2.2):
A8y = g0 = Ajgo, A + AjgipAf = —1,

con i = 1,2,...,n obtenemos —AJA) + AJA) = —1. Ya que los elementos de A son

reales, tenemos la segunda restriccion:
Al > 1. (2.4)

Por (2.2) el grupo de Lorentz en (1+n) se puede ver como el grupo de Lie matricial
O(1,n), por ende sus elementos son funciones continuas de los parametros del grupo.
Como no podemos “pasar” continuamente de detA = 1 a detA = —1, ni de A > 1
a AJ < —1 (y viceversa), entonces el grupo de Lorentz se puede dividir en cuatro

componentes conexas, pero disconexas entre si:

L= {AcO,n) A >1 y detA =1}, (2.5)
L= {AeO(1,n)|A) < -1 y detA = 1}, (2.6)
L= {AecO,n)|A) >1 y detA = —1}, (2.7)
L= {AeO(1,n)|A) < -1 y detA = —1}, (2.8)

de donde solo .2/ (2.5) es un subgrupo de .Z(1,7n), de hecho es la tnica componente
conectada con la identidad.
A ,%I se le suele llamar grupo de Lorentz ortocrono propio, o grupo restringido de

Lorentz. Este se puede realizar, en una base ortonormal, como grupo de Lie matricial

de w dimensiones: SO'(1,n).
El grupo de Poincaré I1(1,n) se define como el grupo de transformaciones afines de

RY™, que preserva la “distancia® de Lorentz (boosts, rotaciones y traslaciones):
dL(xay) = _(xo_y0)2+(xi_yi)27 IE;?JGRI’” ; Z.:].,Q,...,TL.

Un elemento de TI(1,n) se escribird como (a, A) con a € RV y A € .&; su producto
viene dado por:
(4, A)(B,T) = (a + Ab, AT) (2.9
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es decir, es un producto semidirecto (esto se sigue de la accién de Poincaré sobre el
espacio-tiempo y de la composiciéon de dos transformaciones es diferente a la de un

producto directo). Entonces el grupo de Poincaré se escribe como:
I(1,n) = R © O(1,7n) ,

donde RU+™ eg el grupo conmutativo de las traslaciones | O(1,n) es el grupo de Lorentz
y el simbolo ® denota el producto semidirecto.

El grupo restringido de Poincaré Hl(l, n) viene dado por:

1l (1,n) = R © SO'(1,n) . (2.10)

2.1.1. Algebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Hl(l, n)

El algebra de Lie del grupo restringido de Poincaré es un espacio vectorial de "("JFTS)H
dimensiones, cuyo producto en una base viene dado por:
Q[MM MPT) = grP MK — gt N[V — gTR V[P 4 gV VPR
i[M* PPl = g'PPH—ghPpPY (2.11)
i[P*,P]_ = 0,

donde p, v, p,0 = 0,1, ...,n. Los elementos de la base M*” son los generadores asociados
al momento angular con la propiedad de antisimetria M* = —M"", y los elementos de
la base P* son los generadores asociados al momentum lineal. Notese que el conmuta-
dor de estos observables es también un observable, en consecuencia para garantizar la
autoadjunticidad del operador de conmutacion se introduce la unidad imaginaria .
Ahora bien, como ya hemos visto de (1.16) si tenemos una representacion proyectiva,
esta puede verse reflejada en la representacion de su algebra de Lie mediante la presencia

de coeficientes tensoriales con 2, 3 6 4 indices llamadod cargas centrales:

2' []\j,uy7 Mpcr]i — gz/pM;La _ g,upMucr _ gcr,uMpZ/ + gauMp,u + Cpcr,,u,u ,
i []\mw7 pp]i — ngpu _ guppl/ + OP ’ (2.12)
ipr P = o,
con CPOH = —CHrwre . CPW = _CH»P oy CH = —C"". Estos corchetes deben
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satisfacer ademas la identidad de Jacobi:

(MM (PP, P+ [P7, [M", PPl]_ + [P?,[P7, M"™]]_ = 0,(2.13)

[MH (MY PPY 4 [P, (MM, M|+ [MA, PP M) = 0,(2.14)
[MH [MA7 M)+ [M, [MP, M ]] 4 [MA M, M) = 0,(2.15)
[P [PY, PP+ [PP,[P", PY]]_ + [PY,[P?, P"]|_ = 0.(2.16)

Si queremos averiguar la existencia de representaciones proyectivas no triviales (es
decir, intrinsecamente proyectivas), debido al algebra, debemos ver si se pueden eliminar
las cargas centrales (lo cual es conocido en la literatura, de manera mas precisa, como

cohomologia trivial del grupo).

2.2.  Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+2)

En (1+2) el grupo de Lorentz .£(1,2) se puede ver como el grupo de Lie matricial
O(1,2) cuyos elementos satisfacen (2.2). El tensor métrico viene dado por:

-1

g —_=

o = O
—_— O O

0
0
El grupo .,2@1(1,2) es un grupo de Lie de dimension tres = SO'(1,2), este no
es compacto ni simplemente conexo, ya que su variedad viene dada por el producto
cartesiano:
St x R%.
El grupo restringido de Poincaré IT! (1,2), dado en (2.10) sera:

1, = R®©80(1,2), (2.17)

este es un grupo de Lie de dimension seis; como variedad es el producto cartesiano
de la variedad R®) y SO'(1,2), por lo tanto Hl(l, 2) no es compacto. Ademaés, como
R®) es simplemente conexo y SO'(1,2) no lo es, entonces HL(I, 2) no sera simplemente
conexo. Asi que pueden existir representaciones proyectivas, no verdaderas, debido a la

topologia.
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2.2.1. Algebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Hl(l, 2)

El algebra de Lie de Hl(l, 2) es un espacio vectorial de dimension seis (cuyos ele-
mentos de la base son: P°, P, P2 M® M ¢ M'?) y viene dada por (2.11).

Pero como estamos interesados en las representaciones proyectivas, hay que estudiar
la posibilidad de tener cargas centrales no triviales en el dlgebra de Lie (2.12).

Al desarrollar la identidad de Jacobi (2.13), obtenemos:

gPCot — ghtC?" — g7 CPF 4 gh?CP" =0 con w,v,o,p=0,1,2

multiplicando esta ecuacién por g,, y sumando sobre v, p, conociendo que g, g"” = 47,

nos queda:
C7H + gl/ngUCPJ/ =0,

entonces tenemos la condicién:

cor = 0. (2.18)
Ahora, al desarrollar la identidad de Jacobi (2.14):
gap[M,uu’P)\}i . g)\p[M’w/,PU], o gy)\[M‘LLJ,PP], + g’u)\[Ml’U,PP],
4 gaM[M)\V,Pp], o gO'V[M)\/J,7Pp]7 - gup[M)\U’ P“], + gup[M/\a’Pu]i =0 ’
y contraer con g, obtenemos:
[MP? P — [M* P°] — [M*, P]_ + g,,g" [M"?, P*]_
+ gl/pgoﬂ[MAV7 Pp]— - [M)\H7 PJ]— - S[MA(r?PH]— + [M)\UJ P#]_ =0 )
lo cual se reduce a:
2[M*, P"|_ = g, ,g" [ M"?, P"]_ + g,,g”"[M, P?]_

sustituyendo los corchetes de Lie, se tiene la condicion:
1

Cr7 = —gh'C? + g7*C* con C7 = §gupcp’m/ ' (2.19)

De la identidad de Jacobi (2.15):

goP (M, M) — g [Mm, M7 — g (M, MP7)_ 4 g7 [Mm, M +
gw\[Mm’ MW]_ _ gu/\[Mm’ MW]_ _ gau[Mm, M’\"]_ + gcw[Mm’ Mku}_ +
gw[M/\Cf’ Mp"], _ gpu[M/\Cf, MWL _ ng[MAU’ M‘”], + gvv[]\/[/\ff?]\/[up]f =0,
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al multiplicar por g,,, contraer y sustituir los corchetes tenemos:
CHIAT = _gM\CHT | g7 A — ghACT - gTHCM | (2.20)

con CH = g, ,CHA»,

Observamos que la identidad de Jacobi (2.16) se satisface directamente, por ende,
no nos proporciona informaciéon adicional acerca de nuevas restricciones que cumplen
las cargas centrales.

Entonces, por (2.18), (2.19) y (2.20) podemos hacer una redefinicién de los genera-
dores P* y M* del grupo de Poincaré restringido con pu,v = 0,1, 2:

pr = pr_(Cn
i 2 =
con la cual recuperamos las relaciones de conmutacion (2.11) correspondientes a una

representacion sin cargas centrales, es decir verdadera:

i [MMV7 MPU} — ngM/w _ gupMW _ gUuMpV + gUVMpu ,
i [M/w’ ﬁp} — ngﬁu _ gupﬁv ’
i [15#, 15”} - 0.

Hemos podido eliminar las cargas centrales del algebra de Lie redefiniendo los ge-
neradores, por lo tanto no existen razones algebraicas para que el grupo de Poincaré
Hl(l, 2) tenga representaciones intrinsecamente proyectivas y por lo tanto, las repre-
sentaciones intrinsecamente proyectivas, si aparecen, son debido a la topologia. Esto es,
la misma situacion que en (1+3). Este resultado fue derivado por Bargmann [15]. Aqui
lo hemos reobtenido usando el método de [8] donde solo estudian el caso de (1-+3).

Asi, como se hace en (1+3), la técnica para encontrar las representaciones proyecti-
vas es buscar el grupo de recubrimiento universal de HL(L 2), ya que las representaciones

verdaderas de este, seran todas las proyectivas de II\. (1,2) (ver, por ejemplo, [8]).

2.2.2. Grupo de recubrimiento universal de 11| (1,2)

El grupo de recubrimiento universal de I\ (1,2), por (2.17) sera R®) © %T(l, 2),
con §C’3T(17 2) el grupo de recubrimiento universal de SO'(1,2).
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En la literatura (ver, por ejemplo, [2] ¥ [4] ) suelen usar SL(2,R) como el andlogo
para (1+2) de SL(2,C) (SL(2,C) es el grupo de recubrimiento universal de SO'(1,3),
esto es, del grupo restringido de Lorentz en (14-3)), pero todo grupo de recubrimiento
universal es simplemente conexo y como demostraremos a continuacion S£(2,R) no lo

es. Ahora bien:

b
S/J(Q,R)z{(a d) : abe,deR ad—bczl}
c

es un grupo de Lie matricial. Localmente, S£(2,R) es homeomorfo a R3. Queremos
probar que globalmente no es simplemente conexo. Para ello vamos a construir un
homeomorfismo con un espacio que no es simplemente conexo.

En efecto, dado un vector arbitrario de R?, diferente de cero, siempre existe una y

solo una rotacion M € SO(2,R), tal que:

«(1)-0)

cone>0ya,cé€R;esdecir, si M # 1, existe un tnico 6, con 0 < 0 < 2, tal que:

cosf)  sind a e
= , e > 0.
—sinf cosf c 0
Sea A € SL(2,R), tenemos que:
MA— cos) sinfd a b (e f |
—sinf cosf c d 0 g
f = bcosh+dsinb
g = dcosf —bsinf ,

con

pero como det(MA) = det(M)det(A) = 1x1 = 1, se tiene la condicion:

1
det(é f)zegzl y COmMo 67&0(6>O):>g:g,
g

reescribiendo obtenemos:

MA = ¢/ = ¢ 0 Ln con h:zER
0 1/e 0 1/e 01)° e '



Por lo tanto, toda matriz A € SL(2,R) se puede escribir de manera tnica como:
A = RBC, donde R = M~! es una matriz de rotacion, y

e 0 1 A
B = ,e>0; C = ,heR.
0 1/e 0 1

Pero obviamente, el conjunto de las matrices de la forma general dada por B es un
grupo de Lie cuya variedad es RT, por ende es simplemente conexo; y el conjunto de
las matrices de la forma general dada por C' también es un grupo de Lie cuya variedad
es R, por ende, simplemente conexo.

Entonces SL£(2,R) es un grupo cuya variedad es homeomorfa al producto cartesiano:
SO(2,R) xR xR.

Como SO(2,R) no es un grupo simplemente conexo (su variedad es el circulo S'), y
como RT x R es simplemente conexo, por un teorema conocido del producto cartesiano

de variedades, S£(2,R) no sera simplemente conexo.

Como informacion, (ver, por ejemplo, [17]), el grupo de recubrimiento universal de

.,iﬂl en (1 + 2) se puede realizar como un grupo de Lie, cuya variedad viene dada por:
G=RxD, D ={ueC|lul <1},

la cual es obviamente simplemente conexa. La ley de composicién para este grupo es:

1 1+ e2Wup\ u+ e*¥y
- —L : : 2.22
(@, u)(y, ) <x+y+2i n( 1+e2wvu)’e%y+uv) ’ 2:22)

con z,y € R y wu,v € D. Notemos que si escribimos z = e 2%y, entonces z € D

lo que implica que % € S' — {-1} (la circunferencia de radio uno sin el -1). Una

parametrizacion de S' — {—1} seria e** con ¢t € (=%, %), de lo que se sigue que:

1 1+ e 2Wup
t=—In(—% ") ¢ (-
2i n(l—l—e?wvﬂ) (

Notemos que el dar este grupo y ser diferente a SL(2,R) no garantiza que ellos

) .

?

bo | 3
b | 3

no sean isomorfos como grupo de Lie. Lo que asegura que este isomorfismo no exis-

te es la prueba de que SL£(2,R) no es simplemente conexo. Mas atin, este grupo de

25



Lie no es matricial, esto es, no existe una representacion fiel con matrices finito di-

mensionales de este grupo [16]. Esto tltimo garantiza (consistentemente con nuestra
demostracion) que G no es isomorfo, en particular, a SL(2,R).

Analogamente al caso (1+3), las particulas elementales seran representaciones pro-
yectivas irreducibles del grupo HL(l,Z). Estas representaciones proyectivas, vendran
dadas por las representaciones unitarias irreducibles del grupo de recubrimiento univer-
sal de Hl(l, 2) (el cual es el producto semidirecto R®) ® G). Por lo tanto, este grupo
de recubrimiento genera mas representaciones que las incluidas cuando se toma, equi-
vocadamente, SL£(2,R) como el grupo de recubrimiento universal de Lorentz. Esto es
claro ya que el grupo G cubre a SL£(2,R) de la misma manera como S£(2,C) cubre a

SO'(1 + 3) y genera nuevas representaciones [precisamente las espinoriales en (143)].

2.3. Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+1)

El grupo de Lorentz en (1+1), Z(1,1) se puede ver como el grupo de Lie matricial
O(1,1) cuyos elementos satisfacen (2.2).

El tensor métrico, en una base ortonormal, viene dado por:

g—<‘0“§>_

Cada componente del grupo de Lorentz ((2.5) - (2.8)) se identifica con la variedad

R a través de los difeomorfismos:

h inh
weER & .,%IBA(U)) = cosit S (2.23)
sinhw coshw
— cosh inh
weR & XﬁSA(w) = CoSHLW - SImAw , (2.24)
sinhw —coshw
h —sinh
weR & LsAw) = [ Y TR (2.25)
sinhw — coshw
— cosh — sinh
weR & Z'5Aw) = R (2.26)
sinh w coshw
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El grupo fl(l, 1) es un grupo de Lie conmutativo, unidimensional, cuya variedad
asociada es R y por ende es un grupo no compacto y simplemente conexo. La simplici-
dad de £/ (1, 1) en comparacion con (1+3) no solo radica en la simpleconectividad sino
también en ser conmutativo. La relacion (2.23) es un isomorfismo de grupos de Lie entre
el grupo aditivo de los reales y 2/ (1,1) = SO'(1,1)). Conociendo solo £/ (1,1) po-
demos obtener cualquier elemento del grupo de Lorentz .Z(1, 1) mediante un producto

de £!(1,1) con P (inversion espacial o paridad) y T (inversion temporal):

L = Lp2l

1 0
N b= ( )
0 —1
~1 0 2.27
7 = 1Y , T = ( ) (2:27)
0 1
! ) -1 0
8 = PTY] |, PT=TP = . 1)

El grupo restringido de Poincaré II! (1, 1) por (2.10) viene dado por:
1l =R® e 80'(1,1) .

Este es un grupo de Lie de dimension tres difeomorfo (globalmente como variedad)
a R3, y por lo tanto simplemente conexo, a diferencia del caso en (1+3) y (1+2), por
ello no hay razones topologicas para la existencia de representaciones intrinsecamente

proyectivas. Debemos examinar ahora si hay razones algebraicas.

2.3.1. Algebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Hl(l, 1)

El algebra de Lie de T\ (1,1) es un espacio vectorial de dimension tres (en una
base sus elementos independientes son P°, P!y M%) que satisface (2.11), y viene dada

explicitamente por:

i[P° P = 0,
iM% P = P°, (2.28)
iM%, P = P'.

Como buscamos representaciones proyectivas, el dlgebra de Lie debe satisfacer en-
tonces (2.12). Al desarrollar la identidad de Jacobi (2.13), sustituir los corchetes de Lie
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y contraer con g,, obtenemos:
C?" + g,p,g""C"" =0,
va que g = g% = 0, entonces se tiene la condicion:
cotr=0.
Repitiendo el paso anterior con la identidad (2.14), se llega a la expresion:
CMHT — O7HA — 1A = ()

la cual no nos proporciona informaciéon adicional acerca de las cargas centrales.

Las identidades (2.15) y (2.16) se satisfacen automéaticamente,( notese que la carga
central C9'01 = (), por ende no tenemos ninguna restricciéon adicional sobre las cargas
centrales; y asi no podemos redefinir los generadores para eliminar las cargas centrales
del algebra de Lie como lo hicimos en (2.21).

Entonces Hl(l, 1) debido a su algebra tendra representaciones intrinsecamente pro-
yectivas. En este caso la técnica para encontrarlas consiste en extender el grupo Hl(l, 1)
[18], ya que todas las representaciones verdaderas del grupo extendido seran todas las
representaciones proyectivas de Hl(l, 1).

Como las particulas elementales seran representaciones proyectivas irreducibles del
grupo Hl(l, 1), queremos conocer todas las representaciones unitarias irreducibles del
grupo extendido de Hl(l, 1). En vista, de que queremos considerar la teoria cuantica de
campos en (1+1) y suponemos que esta describe también particulas , vamos a exponer
explicitamente estas representaciones ya calculadas en [18].

Estas representaciones unitarias irreducibles vienen dadas (en la representacion de

momentum) por la accién de grupo:
[U(a, \)¥)(p) = VW (A p) (2:29)
y son las siguientes (asignadas a cada érbita):
= O1 = {p e R"| (plp) = —u*,p" > 0}

siendo p el autovalor del operador momentum cuya primera componente p° es la energia

y 1 es la masa.
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El espacio de Hilbert donde actiia esta representacion es L*(R, %, C), donde flp%l‘ con
IP°| = /(p')? + p? es la medida invariante Lorentz. El producto escalar esta definido

por:

(W, ) = / () ——2P

o0 (V)2 + p?
Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformacion de par-

ticulas con masa en reposo m = py p° > 0 (energia positiva).
= Oy = {p € R™|(p|p) = 0,p' = p° > 0}

El espacio de Hilbert donde acttia es L*(R™, ‘;Lll, C), con producto escalar definido
por: X
) = [ 0%
0 p
Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformacion de par-
ticulas con masa cero, con p® > 0 (energia positiva) y p! > 0 (momentum lineal hacia

la derecha). Esta particula podria interpretarse, por ejemplo, como un “foton” hacia la

derecha.

= O3 ={peRY|(plp) = 0,—p' =p° > 0}

El espacio de Hilbert donde actia es L*(R™, %, C), con el producto escalar:
0 1
. dp
Walt) = [ )0
Sus representaciones asociadas describen particulas de masa cero, con energia posi-

tiva (p® > 0) y momentum lineal hacia la izquierda (p' < 0), pudiendo interpretarse,

por ejemplo, como un “fotén” hacia la izquierda.
n @4 = {p = O}

El espacio de Hilbert sera el de los niimeros complejos, y la accion de grupo vendra
dada por:
[U(a,A\)Z] = ™7 |

donde Z € C, | € R es la etiqueta que define la representacion del grupo de Lorentz

y w es el parametro del grupo de Lorentz en (1+1). Sus representaciones asociadas
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describen estados invariantes frente al grupo de Poincaré. Todas las representaciones de
esta clase son unidimensionales y podrian interpretarse como el espacio vacio o el vacio.
Tomaremos, como en (143), la representacion trivial (I = 0) como la que transforma al
estado vacio.

Existen otras representaciones [18], sin embargo, puesto que estamos interesados en
campos libres, solo deben aparecer representaciones asociadas a particulas libres y esas
son, precisamente, las que hemos expuesto. Las otras representaciones podrian ser ttiles
en teorias con interaccion. Finalmente, notemos que estas representaciones asociadas a

particulas libres en (1+1) son representaciones verdaderas de II! (1,1).

2.4. Representaciones del grupo y del algebra de Lie

Como hemos mencionado en la formulacion usual de la teoria cuantica de campos
(ver seccion 1.3), la covariancia de la teoria se prueba, usualmente, a través de la
existencia de una representacion del dlgebra de Lie del grupo de Poincaré en el espacio
de Hilbert de la teoria cuédntica de campos. Sin embargo, por el teorema de Wigner
(ver seccion 1.2), cada simetria viene dada por un operador unitario (en este caso) y el
problema de la covariancia tiene que discutirse a nivel del grupo de Lie y no del algebra
de Lie. Por supuesto, toda representacion del grupo de Lie lleva a una del algebra de
Lie. La cuestion es si lo inverso es cierto. Si este ultimo fuese el caso, la formulacion
usual seria equivalente con lo exigido por las consecuencias del teorema de Wigner. Sin
embargo, esto no es necesariamente cierto.

Queremos demostrar que no toda representacion de un algebra de Lie, de un grupo de
Lie, lleva a (o viene de) una representacion del grupo de Lie. Aunque seria mejor hacerlo
en el caso particular del grupo de Poincaré (el cual es nuestro interés), tendriamos que
introducir conceptos técnicos que podrian oscurecer el objetivo (ver, por ejemplo, [19]).
Asi que, consideraremos otro grupo de Lie con representaciones conocidas que nos
permiten aclarar el punto.

Para ver esto, daremos un ejemplo usando el grupo tridimensional [como el de
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Poincaré en (141)] H de Heisenberg [16] (con variedad R?), dado por:

1 a b
H = 01 c|; abceRy (2.30)
0 01
y con algebra de Lie b :
0 a g
h= 00~ | apfyeR;, (2.31)
0 0 O

que en una base particular tiene como generadores:

010 000
Q=000 |.P=l00 1|, E=
000 000

o o O
o o O

1
o1, (2.32)
0

que lleva a las reglas de conmutacion:

@, Pl =
[Q, E]_ =[P, LI

Notemos que estas reglas de conmutacion son tales que tanto en la mecénica clasica

(2.33)

(de un grado de libertad) con el corchete de Poisson, como en la mecénica cuantica
con el conmutador, son una representacion del algebra de Lie del grupo de Heisenberg
con la posicion, el momentum y la identidad como generadores del algebra. En el caso
de la mecanica cuantica, como es usual, se introduce la unidad imaginaria para tener
generadores autoadjuntos.

Por lo dicho en el parrafo anterior, una representacion infinito dimensional e irre-
ducible de esta algebra de Lie, en mecénica cuantica bésica, es la representaciéon de
Schrodinger [20]:

Qi(z) = ay(z) VY eD@Q)cCL*R),
Pip(z) = —i®2 vy e D(P)c LAR), . (2.34)
E = il Ip(z) =(z) Ve LAR)
Esta representacion del &lgebra de Lie viene de una representacion unitaria infinito

dimensional del grupo H. Por otra parte, del teorema de Stone-Von Neumann [21] se
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sabe que salvo equivalencias unitarias, esta representaciéon del grupo de Heisenberg es
tinica. Sin embargo, en el espacio de Hilbert L?(0,1), una representacion del dlgebra de

Lie del grupo H esta dada por [20]:

QY(z) = xip() Ve L*0,1),
Py (x) — )y e D(P) (2.35)
E = il I)(z) = (z) Vo C LA(R).

Aunque no hemos especificado el dominio del generador de las traslaciones este se
puede escoger autoadjunto sin problema [20]. Evidentemente, esta representacion no
es unitariamente equivalente a la de Schrédinger, porque en L?(R), @Q no es acotado
(su espectro es R) y en L%*(0,1), Q es acotado (su espectro es [0,1]). Por lo tanto,
la representacion en L?(0,1) no viene de una representaciéon unitaria del grupo de
Heisenberg.

Vemos asi que no es suficiente, en general, el tener una representacion del algebra de
Lie del grupo de Poincaré para que se realice la invariancia a nivel cuéntico. Condiciones
de suficiencia para que esto sea cierto estan discutidas, por ejemplo, en la referencia
[19].
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Capitulo 3

Teoria cuantica de campos en la

formulacion de Wightman en (1+1)

Como vimos en la seccion 1.3, la formulacion lagrangiana de la teorfa cuantica de
campos es insatisfactoria, fisica y matematicamente, por ello histéricamente han surgido
diversas formulaciones que proporcionan un modelo méas acertado de la teoria. A conti-
nuacion introduciremos la teoria axiomética de Wightman, la cual es matematicamente
rigurosa y tiene unas reglas interpretativas relativamente simples en comparacion con
otras formulaciones rigurosas (ver, por ejemplo, [13] y [14]). Uno de los problemas de
la formulacién lagrangiana es que no se especifica qué es demostrable (y qué no lo es).
En la teoria de Wightman este problema no existe ya que los axiomas estan claramente
establecidos. Estos axiomas surgen de una mezcla de la precision matemética con ideas
de la formulacion lagrangiana. Wightman formulé sus axiomas para el caso de (1+3),

nosotros presentamos aqui una extrapolacion, obvia, de ellos para el caso de (1+1).

3.1. Axiomas de Wightman

I.- Los estados de un sistema fisico son descritos por rayos unitarios en un espacio
de Hilbert H.

A cada observable “a” se le asocia un operador autoadjunto A, y al observable f(a)
se le asocia el operador f(A) para cualquier funcion f. La probabilidad de encontrar

el valor del observable “a” en un intervalo A cuando el sistema estéa en el estado W |
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viene dado por:

Wy(a € A) = (V[EA(A)T)

donde E4(x) es la funcion espectral asociada a A. Esta probabilidad de transicién no

depende de la representacion ¥ € ¥ (rayo).

II.-

ITTa.-

ITIb.-

IIIc.-

Los vectores estado se transforman de acuerdo a una representacion unitaria con-
tinua y proyectiva (verdadera o intrinsecamente proyectiva) del grupo de Poincaré
restringido IT! (1,1).

El espectro del operador de energia-momentum P*, pertenece al cono de luz

futuro ({ p | —p* = (p°)* -
una particula el autovalor de P*, pertenece a la hipérbola de masa V', es decir,

(p')2 >0, p° > 0}). En particular, para un estado de

Vi={pl|pt=—-p")?+ (p")?=-m?, p° > 0}. Esto quiere decir, que tenemos

energias positivas y masas positivas o cero.

p = 0 es un autovalor no degenerado y discreto del operador P; esto es, existe un

estado tinico ©y € ‘H llamado vacio, para el cual POy = 0. Este estado es también

invariante bajo transformaciones de Poincaré {a, A}:
U(a,A)0y =0y V {a,A}eTIl.

Existe a lo sumo un nimero finito de autovalores positivos discretos m; del ope-
rador de masa vV—P? (0 < m; = m < mg < ...) correspondiente a los estados

que tienen una sola particula (estable) y un espectro continuo para /—P? > 2m.

Los axiomas precedentes son muy generales. Necesitamos concretar la teoria a través

del concepto de campo cuantico. Por lo mencionado en la secciéon 1.3, al contrario

de la version clasica, los campos cuanticos no pueden ser funciones de los puntos del

espacio-tiempo. Se define un campo cuantico como una distribucién a valor operadores.

Tal definicion se corresponde mejor a la situacion fisica real en comparacion con la

definiciéon usual de un campo definido en cada punto del espacio-tiempo. En realidad

en un experimento el campo es siempre medido en una regién del espacio y en un

intervalo finito de tiempo (no en un punto del espacio-tiempo). En la formulacion de
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Wightman en (1+1) se define un campo cuéntico como una distribucion a valor operador
con indices que se transforman de acuerdo a una representacion de SO'(1,1), V(A).
Asi un campo es una cantidad tensorial de varias componentes ¢ = (¢1,...,¢,),
las cuales se transforman bajo el grupo SOT(L 1). En lugar de considerar el tensor ¢
como un conjunto de r distribuciones definidas sobre el espacio de Schwartz S(R?),
es conveniente considerar al campo como un funcional definido sobre el espacio de
funciones de prueba “vectoriales” f = (fy(z), ..., fo(z)) € S,(R2), donde f;(z) € S(R?):

r

o(f) =it -

7j=1
Estos dos puntos de vista son equivalentes.

Ahora bien, un operador lineal ¢(f) en el espacio H de vectores de estado, definido
para todo f € S,(R?), es llamado un campo cuéntico, si satisface los siguientes axiomas:

— —

)y ¢*(f) tienen un dominio invariante comin Q (in-
dependiente de f = (fi(z), ..., f(z)) € S.(R?)), el cual es una variedad lineal,

denso en H, que contiene al vector vacio ©¢ € (2

IVa.- Todos los operadores ¢(

— —

o o (HHIY CcQ vV feS(RY.

—

IVb.- El operador ¢(f) es lineal en f

— —

o(af + B9) = ad(f) + Be(g) ,

por esta propiedad podemos usar la notaciéon simbolica:
(=Y o) =Y [a@h@ds. 3.
j=1 j=1

IVc.- El operador ¢( f), como funcién de f satisface la condicion de continuidad débil;
esto es si @ y W son vectores en (), entonces <q>]¢(f)\lf> es una distribucion (a

valor complejo) en S*(R?) .

Como queremos que la teoria sea relativista especial, se debe realizar una represen-
tacion proyectiva del grupo de Poincaré, segin lo discutido en la seccion 1.2 . Asi, los

campos deben cumplir ademés con el siguiente axioma:
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V.-

VI.-

Sea U(a,\) una representacion proyectiva unitaria del grupo de Poincaré que
actia en un espacio de Hilbert H. Entonces los operadores U(a, A) dejan invariante

el dominio comin €2 de los campos:

U(a,A)Q C Q.

Los campos obedecen la ley de transformacion:

donde
(Famr(@), = 2 V™) (A @ =) .

siendo V' (A) una representacion r-dimensional del grupo restringido de Lorentz.
Esto significa que el campo cuantizado se transforma con U(a, A) consistente con
las leyes de transformacion del campo clésico que se cuantiza. En particular, la

dindmica estd incluida en la relatividad via el U(a,I) con a = (¢,0).

Si los soportes de las funciones vectoriales f y g estan separados por un intervalo

tipo espacio, esto es:

fil)gi(y) =0 si (x—y)*>0, 4j=1,...,r,

—

entonces los operadores ¢(f) v ¢(g) aplicados sobre vectores en €2, conmutan o

anticonmutan:
(7). 0(@)]_ = |o(D).0'@)]_=0.
donde:
[¢(f:),¢>(§)]- = ¢<{>¢<§> - ¢<§>¢<{> 7
[6(f), 2(@)]+ = d(Fo(d) — d(§)d(f)

Simboélicamente se tendria:

[6;(2), ok (W) = [¢5(2), 45(y)] . =0 si  (z—y)?>0. (32
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Como se sabe para el caso de (1+3), para la consistencia de los axiomas el conmu-
tador se corresponde con campos tensoriales (bosones), los cuales se transforman con
una representacion univalauda (verdadera) de 8(91, y el anticonmutador con el campo

espinorial (fermiones). Este es uno de los éxitos de la formulacion axiomatica (el teore-

ma de espin-estadistica) de Wightman. En nuestro caso de (1+1) el grupo de Lorentz
no tiene representaciones espinoriales como ya hemos comentado. De manera que no
se puede formular un teorema de espin-estadistica en (1+1) como en el caso de (1+3)
( lo cual no descarta otras posibles interpretaciones para recuperar una “especie” de

espin-estadistica [22] ).

El dltimo axioma tiene que ver con que los campos formen un conjunto completo de
operadores en el espacio de vectores de estado. Esto se puede ver como que el algebra
generada por los polinomios finitos (pero arbitrarios) de los operadores de campos y
sus adjuntos, a este conjunto lo denotaremos P(¢; f), al actuar sobre el estado vacio
O (definido en el axioma III) genera un subespacio denso de H, esto es, tenemos un

conjunto completo de vectores a partir de P(¢; f) actuando sobre ©y. Como tltimo

axioma tenemos:

VII.- El conjunto de vectores de la forma:

—

P(¢: /)0, . feS (R,
donde el vector O es el vacio, es denso en H.

En los capitulos 6, 7y 8 se aplica la teoria de Wightman para varios tipos de campo

en (1-+1) dimensiones con la finalidad de verificar su coherencia.
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Capitulo 4

Campo escalar neutro y masivo libre
en (1+1)

Un campo escalar neutro ¢(f) es un campo hermitico libre de masa m que para

todo f,g € S(R?) obedece la ecuacion:

o(Kf) =0, (4.1)

2 2 . ..

con K =0 —m?= -2 + 88? — m? el operador de Klein-Gordon; y la relacién de
o 1

conmutacion:

(), d(g)]- = —i / / (@)D — y)g(y)da®dy? (1.2)

donde D(z) = D(z° = t, z') es la funcion conmutador de Pauli-Jordan, la cual satisface:

KD(x) =0 y D(0,2')=0; [%D(t,xl)] ) =6(z"),

entonces la funciéon conmutador viene dado de manera integral por:

D(x) ! /V+ sin(poxo)e_ipl"zl(dp) = 1 /v+ sin(< plz >)(dp) , (4.3)

:% 27

con (dp) = ‘i%l la medida invariante sobre la hipérbola V,,+ .

Notese que la relacion (4.2) se anula cuando f y g estan separados por un intervalo
tipo espacio, verificando asi el axioma VI.

Los operadores ¢(f) que satisfacen (4.1) y (4.2) existen, como veremos a continua-
cion definiendo el espacio de Hilbert de vectores de estado, esto es, H de acuerdo al

axioma I y el dominio €2 comin de estos operadores (segin el axioma IVa).
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Los vectores de estado W, estan representados como una sucesiéon de funciones:

U = {Yy,...,Uu(p1,-.-s0n)s---}, (4.4)
cada una de ellas definida sobre un producto de hipérbolas V.t :
Vi = v Vi x

El vector :
U ={0,...,0,V,(p1,...,pn),0,...,0,...}
describe un estado con n particulas.

El producto escalar de vectores estado W en el espacio de Hilbert H es:

i) = oo+ 3

/ (dpy). / (@) Tn(pr, - D) ®ulprs- o pa) - (45)

Por ende, el espacio de Hilbert ‘H es la suma directa de espacios de Hilbert ortogona-

les H,, de estados de n particulas (n = 0,1,...) (conocido popularmente como espacio
de Fock).

H=Ho®...0H, @ ... (4.6)

v ‘H,, esta definido como el producto tensorial simetrizado de H;:

H, = simHT" . (4.7)
Por esto la funcion U,,(py, ..., p,) tiene que ser completamente simétrica:
\Iln(pla w5 Piye ey Djy e 7pn) - \Iln(pla RS ZIERRRY JTRe 7pn> . (48)

Necesitamos construir una representaciéon unitaria de Hl(l, 1). La ley de transfor-
maciones de los vectores ¥ bajo una transformacion de Poincaré {a, A} € Hl(l, 1) la
definimos como [para cada H,, es un producto tensorial de la representacion (2.29) de

una particulal:

Ula, \)V =
{\IJQ, €i<p1\a>\:[]1(A—1p1)’ ce z<(p1+ Hpn \a>\11 (A D1y ,A_lpn), .. } . (49)

Esta accién esta definida para todo W € ‘H. Es facil verificar que:
< U(a,\)V|U(a,\)® >= (V|D) ,
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para todo U, ® € H. Esto es, U(a,A) es una isometria. Faltaria por demostrar que su
rango es todo H, pero evidentemente los vectores de la forma del lado derecho de (4.9)
son de la forma (4.4) y representan un conjunto denso en H. Por lo tanto tenemos que
se satisface el axioma II de la teoria.

La accion del operador de campo ¢(f) la vamos a definir sobre un conjunto 2 (su
dominio comun del axioma IVa) a través de operadores de creacion y destruccion de
particulas.

Definamos un operador de campo en funcion de los operadores de “creacién” y
“destruccion”, a*(u) y a(u), con u(p') € S(R) como (por analogia con el oscilador
armonico) :

of) = Var |a*(f(=p) +a(f(p)] . (4.10)

donde f(p) es la transformada de Fourier de f(z):

fo) = o [ faye o=

Estos operadores obedecen las siguientes relaciones de conmutacion:

=)
—
IS
N—
e
—~
4
P
I
|
o~ O

[a(u),a*(@)]_ = 3 [v(p"u(p")(dp),

y actian sobre los vectores estados U €
(a*(u)\lf)n(pl, . 7pn) = Zu(plj)\lln,l(pl, . ,ﬁj, e 7pn) s
j=1

1

(@)1 eon) = 5[ a0 () ).

esto define una accion sobre un subespacio () de H. La forma explicita de €2 y sus pro-
piedades (densidad en H) no la vamos a considerar debido a las complicaciones técnicas
involucradas. Sin embargo, el hecho de que estos operadores tienen un dominio denso
en H se inspira en el caso de operadores de creacién y destruccién para el oscilador
armonico unidimensional de mecanica cuantica elemental. Alli es claro que estos ope-
radores actian sobre un subespacio de H, que es un dominio comun a la posiciéon y el
momentum. No entraremos en méas detalles sobre €2, aunque esto es muy importante,

lo ignoraremos de ahora en adelante.
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De aqui observamos que a*(u) actia como un operador de creacion de particulas
y a(u) como un operador de destruccion de particulas. De hecho, sea el estado vacio
U =0,=(1,0,...,0,...), entonces:

(4.11)
a(u)®9 = 0
También podemos definirlos de manera simbdlica , ya que:
1
ofu) = 5 [ alp)utr)dp).

y estos obedecen las relaciones de conmutacion (simbolicas):

[a(p'), a(¢")] = 0,
[a(ph), a*(a")] = 2p%(p" — ¢') ,
como es estandar en la formulacion lagrangiana.

Por ende, el campo simbolico equivalente a la relacion (4.10) y que satisface la

ecuacion Ké(x) = (0% + m?)¢(x) = 0, quedaria expresado como:
2 1y —i<plz> w0 1Y\ i<plz>
x) = a(p’)e P 4+ q e"~PE= (dp) .
¢(x) ﬁEK%[@) (") ] (dp)

La accion del operador de campo ¢(f) sobre los vectores del dominio comun viene
dada por:
NIV =X, (4.12)

de manera tal que:

Xn(D1y -y Dn) =
DO ) = VI | [ sl )

+Zf(_pj)\lln—l(pla7ﬁ]77pn> ) (413)
j=1

donde el simbolo = sobre p; indica que esa variable debe ser omitida y f(p) es la
transformada de Fourier de f(x).

En particular, sea el estado vacio ¥ = 0y = (1,0,...,0,...), entonces:
¢(f)60 =V 27T(O> f(_pl)a Oa . ) :
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Para verificar que (4.13) satisface (4.1) hallamos la transformada de Fourier de

K f(z), esto es:

/f—(?(p) _ % /(Kf(x))erDdQ:U _ ;_ﬂ-(pQ + m2>]?(p) -0 ’

va que p? +m? = 0 . Entonces por (4.13):
Do) = VT |5 [ RED0islopree p)lp)

Z/[?_f/(_pj)\lln1(?1,-..,}%,...,}%)] =0, (4.14)
=1

esto es, se satisface (4.1).
Observamos que los campos también satisfacen la relacion de conmutacion (4.2):

Cu(pis- - o00) = (O Walpr, ) = V2 | [ 1) (p,ps -, p0) (dp) +

Zf nlplw"aﬁjw"apn)] )

(D)D), (P1s-- v pn) = V21 [3 [ 3(@)Tns1(q, 1, pn)(dp)+

Zg nlpl,---,ﬁk,---,pn)] :

al sustituir se tiene :

(D(9)(f)V)n(p1,- - Pn) =

4ff dq)(dp)§(q) f(p)Vnsa(q.p, D1, - -, i)

+3 200 [([d9)3(a) f(—=p)¥n(g = Do, - Bjs - )

+5 20 S ( dp) F(0)3(—P)Tn(P, D1, - s Phs - - -+ D)

+Zk 123 1 9 g(=p )f(_pj)‘pn—z(]?la-'-aﬁka---aﬁja---apn)] .

Procediendo de manera similar se obtiene:

_(¢(f>¢(g>qj)n(pla o Dn) =

—2m | iff dq)(dp) f(0)F(P)Vnra(q, p,p1s- - Dn)
+5 250 J(da)f (qg~ =) V(q =P By -1 Pn)

+3 Zk lf dp f pk) (papla""ﬁku"wpn)
+Zk 12] 12k (_pk)g<_p])\lln—2(plv7ﬁk77ﬁ]77pn)] :
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Al sumar y simplificar se verifica la relacion de conmutacion (4.2):

([0(9)s ()] W)n(pr, - pn) = [(dQ)Tr(prs...,Dn) [g(q)f(_q) _ f(q)g(q)]
= o S Jyr 9@) f(y) [¢C = e7] dPad’y(dy) ,

= —i [ [ fx)D(x —y)g(y)d*zd*y
con ¢ = ((z,y,9) =< q|(v —y) > .

Falta comprobar el axioma V de la teoria. En particular debemos probar que:

Ula, ) 6(F) U™ (@, 4) = 6 (fiamy)

(4.15)

donde U(a, A) ya la hemos definido por (4.9). Para ello hacemos actuar esta relacion

sobre un vector ¥, desarrollando el lado derecho paso por paso obtenemos:

Cn(pb s 7pn) = (U71<a7 A)\Ij)n<p17 s Jpn) = eii<p1+m+pn|A_la>\I]n(Apl7
va que U Y (a,A) = U(—=A"ta, A7Y).
M(P1s - Pn) = (O()Onlprs - pa) =

1 o _1
o {5 / (dp) f(p)e~<ptprt-tpnlA=a>g \(Ap Apy, ..., Ap,)

n

Zf(_pj)€7i<pl+.“+ij+“.+pn|A_la>\Pnfl(Ap:[) o ’Kp\j’ o

j=1

por dltimo:

fn(ply e apn) = (U(a7 A)77>n<p1a o Dn) =

. 1 ~ . _ _ _
ei<pitetpala> /Hn [5/(dp)f(p)ez<p+A "1t ATTpalA 1a>‘1’n+1(AP7P17 o

n
3 —i<Alpi4.AAp . AA "y A" > ~
E f(_pj)e ! ’ | \Ijn—1<p17'”7pj7'”

J=1

o App)

,Apy)

,Dn)

apn)] )

al simplificar, usando la invariancia Lorentz de la medida (dp) y del producto escalar,

se obtiene :

&nlpr, - opn) = (U(a, No(f)U (a, A))u(pr, ... o) =

\/ﬁ [%/(dp)]g(p)e_i<pla>an+l (p7p1> s apn)

Zf(_pj)ei<pj‘a>\pn—l<pla <o 71/7\]'7 cee
j=1
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Por otro lado, al hacer actuar el lado derecho de la ecuacién (4.15) a un vector
de estado, y observando que para el campo escalar g(z) = froa(z) = f(A™ (2 — a))

obtenemos:

Ta(P1, -5 Pn) = (A(9)V)n(p1, - Pn) =

1

Vor [5/(dp)§(p)\lfn+1(p,p1, <y Dn)

Z§<_pj)\pnfl<pla"'7@7"'7pn) ;
j=1
ahora bien, al calcular la transformada de Fourier de g(z):

1 A
30) = 5 [ £ Mo = ae i Hemda? =
2
%/f(x)ei</\1px>€i<p|a>d$2 _ €7i<p|a>]?(Aflp> ’
s

y sustituir en la relacién anterior, tenemos que &, = 7,, por ende se satisface (4.15) y
asi el axioma V de la teoria.

Finalmente, haciendo uso de los operadores simbdlicos a*(p') y a(p') (ya “definidos”),
y con el objeto de entender en qué sentido se puede interpretar la forma usual de
estos operadores (en la formulacion lagrangiana), notemos que el operador a*(p') puede

reescribirse como:
@) = [ 250~ ) (a)de) = 0”5~ q').

Asi, a la distribucion p°d(p' — ¢') (p° = /(p')? +m2, con p' dado), se le asocia el
operador a*(p'). Entonces al aplicar este operador sobre el estado vacio, por (4.11)

obtenemos:
a*(p")©y = [0,p°5(p" — ¢"),0,.. ] .
Podemos denotar los estados generalizados con momenta definidos para todas las

particulas como:

Pl pte >=p0. ) Z 0(q'y = ') - 0(d"n — pli) (4.16)
{i}
donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones {i} = {i1,...,4,} de los

nameros (1,...,n),y p) = /(p;)?> + m? y el “producto escalar” de dos estados de esta
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forma viene dado por:

!/ / / !/
<p' .o Pt Pt =0 D) Z S(p'1—pY) .6 — ")
{i}
Asi, haciendo corresponder al vacio ©g con |0 >, obtenemos (4.16) aplicando el

operador a*(p') al vacio:

It . pta >=a*(phy) ... a*(p',)|0 >=p) ... pD Zd(pll —q4) .00 —d',)
{i}
Lo cual se corresponde de manera no rigurosa con el axioma VII.

Es de notar que al aplicar el producto normal a*(p')a(p') a un vector de estado:

(a*(p")a(P")®)n(pr, .- pa) =20° Y 0(p" = p')Un(pr,- -, pw) (4.17)
j=1
lo cual puede interpretarse como la densidad de niimero de particulas, entonces podemos

definir el operador de nimero de particulas mediante:

N =5 [ @@t (4.18)

Esta ultima relacion nos permite identificar algunas de las variables dinamicas del

sistema, como lo es el operador momentum total con:

pr= 5 [ @ @hath )
Es claro, por construccién de H, que el espectro de P* satisface los axiomas III.
En particular ITlc se satisface con un solo autovalor m discreto para v/—P? y espectro
continuo [que empieza cuando tenemos estados de dos particulas: p = p; + py = p? <
—(m + m)?] en el intervalo [2m, co).
Se puede ver que los axiomas del tipo IV y VII son satisfechos si se sigue la cons-
truccion hecha en (1+3) (ver, por ejemplo, [1]. Esto no lo consideraremos aqui ya que

envuelve aspectos técnicos que superan los objetivos de este trabajo).
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Capitulo 5

Campo escalar cargado y masivo libre
en (1+1)

Un campo escalar cargado es descrito por operadores no hermiticos, a diferencia del
campo escalar neutro (definido en la seccién anterior). Asi, tenemos un campo escalar
libre y complejo definido por una distribucion a valor operador ¢(f) que obedece tanto

la ecuacion de Klein-Gordon (4.1) como las siguientes relaciones de conmutacion:

(). 6@ = [6' (). ()] = 0,
6, B9 = [6(f), & ()] = —i / / (@)D — y)g(y)da*dy? .

Como las relaciones (5.1) son invariantes bajo una transformacion de fase (lo cual

(5.1)

no ocurre en el caso del campo escalar neutro):

o(f) — e*o(f)
¢*(f) — e " (f)
podemos asociar con el campo ¢(f) una carga conservada “e”. Asi, un estado de una
particula en H consiste en nuestro caso de funciones V(p, e) definidas sobre la hipérbola
V+ donde la carga puede ser positiva o negativa e = +. Por definicion las funciones
de diferente carga son ortogonales entre si. Ademés una suma de funciones con cargas
totales de diferente signo no es un estado fisico realizable, ya que la carga define una
regla de superseleccion. Por construccion el espacio H; se descompone en una suma

directa de dos subespacios irreducibles:
Hl - H1+ @ H1, .
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El espacio de estados de n particulas de una misma carga total viene dado por (4.7).

Entonces el vector de estado ¥ € H seré:

U = {Uy,...,Uu(p1,e1;...;Pn,€n),-- -},

y la funcion W, (p1,e1;...;pn,€n) €s simétrica con respecto a la permutacion de los
argumentos (pj, ;).

La accion de ¢(f) sobre este vector estado viene dada por:
* / 1
(¢ (f)\IJ)N(plaelvapnaen) =V2r |:/ §f(p)lpn+1(p,+;p1,€1,...,pn,en)(dp) +

Z5+,ejf(—pj)\11n_1(p1,el;-.-;m;---;pn,en)] :
j=1

(B(F)U)n(pr, €155 Pnyen) = V2r V %f(p)‘lfnﬂ(p, —iP1,€15 - -5 Pns €n)(dp) +

Zé,ejf(—pj)‘l’n1(p1,61;---;,m;---;pmen)] :
j=1
donde por definicion, el operador ¢* incrementa la carga del sistema y ¢ la disminuye.
Se puede demostrar de manera analoga a la secciéon anterior, que estos operadores de
campo satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon (4.1) y las relaciones de conmutacion
(5.1).
En particular, sea el estado vacio ¥ = ©¢ = (1,0,...,0,...), entonces el campo

actiia como:

¢*(f)O0 = \/%(0, f(_p1)5+,e, 0,...),

()00 = V21 (0, f(=p1)d_,0,...) .

De manera simbdlica, el campo se expresa:

1 —1 T *(— 7 T
o(z) = 3 %/W [ (ph)e <P 4 0¥ (p)e™ P (dp)
1 m

o(r) = [0 ()0l 4 0O e ] (dp)

24/ 21 7

donde a*™*) y a{*) son los operadores de creacion y aniquilacién de particulas con carga

positiva; mientras que a*(=) y a(~) son los operadores de creacion y aniquilacion de

particulas con carga negativa.
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Con esto podemos definir el operador de ntimero de particula:
1
N =5 [ @O + 0O 6] (d)

y asi obtenemos el operador de momentum total P* y el operador de carga () :

pr o= %/p” [ (pHa ™ (p") + a ) (pHa' D (ph)] (dp) |

Q= 5 [ [0 ) — e h)] ().

La representacion unitaria U(a, A) se define, andlogamente a (4.9) actuando sobre los
vectores de ‘H independientemente de los indices de la carga. Por lo que la consistencia

con los axiomas de covariancia es clara. La verificacion de los otros axiomas es clara de

la teoria del campo escalar neutro por extension.
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Capitulo 6

Campo de Dirac cargado y masivo
libre en (1+41)

El campo espinorial cargado en (1+3) aparece debido a que el grupo de Poincaré
tiene representaciones proyectivas no verdaderas asociadas a particulas o campos. Con-
cretamente estas representaciones usualmente estan conectadas con la representacion
irreducible de masa m y espin % (aunque son posibles otros valores de masa y espin).
En (141), como hemos visto en la seccion 2.3.1, no aparecen representaciones proyecti-
vas no verdaderas conectadas con particulas. No hay manera de hablar de espinores en
(1+1), al menos en el mismo sentido que en (1+3) [es decir, a través de representaciones
que no son verdaderas del grupo de Poincaré|.

En este capitulo queremos estudiar lo que serfa el “analogo” al bajar la dimensiéon
del espacio-tiempo del campo espinorial (de verdad) en (1+3). Hemos adoptado la
convencion de llamarlo campo de Dirac |a veces llamado campo espinorial en (1+41)]
va que, como hemos dicho, no existen espinores, esto es, objetos que se transforman
como una representacion proyectiva no verdadera, del grupo de Poincaré en (1+1). Para
estudiar el campo de Dirac adoptaremos, en este capitulo, que la métrica es la negativa

que la métrica que hemos usado hasta ahora. Esto es, de ahora en adelante gy, = 1

v g11 = —1. Se puede hacer todo en nuestra métrica inicial, pero lo hacemos en esta
otra métrica para tener las propiedades usuales de las matrices v y asi no tener que
hacer célculos que estan en la literatura en la métrica que usaremos ahora.

La teoria clasica del campo de Dirac en (14-1) seria entonces definida por la ecuaciéon
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de Dirac:

(iv“% - m) J(z)=0, (6.1)
donde pt = 0,1 y ¥* son matrices 2 x 2 que satisfacen [y",7”], = 2g"” y la relacion
de hermiticidad +** = gt*~4* con pu,v = 0,1 para garantizar la hermiticidad de los
observables.

El campo () se transforma frente a una representaciéon bidimensional del grupo

de Lorentz. Esta representacion es la generada por las matrices del algebra de Lie:

v v

s =2 (" =)

con u,v = 0,1, que solo dan un término independiente (como debe ser, ya que el grupo
de Lorentz es unidimensional). Asi que si escribimos Vi, (A(w)) = (exp(—iws®!));, el

campo transformado sera:

() =Y Vi (Mk(Az + a) | (6.2)

bajo una transformacion de Poincaré (a, A).
Un campo Dirac cuéntico libre de masa m es una distribucién a valor operador

o(z) = ¢a(x) con a = 0,1 la cual obedece la ecuacion del campo de Dirac:

Qwé%—m)wmzo, (6.3)

y la siguiente relacién de anticonmutacion a igual tiempo :

Balt.a). 0oy, = [dn(tat),05(tyt)], =0, 6.
[6alt, ), 05(ty)], = daala' —y') |
donde a, 3 =0, 1.
La ecuacion de Dirac (6.1) en el espacio de los momenta p tiene la forma:
— - 0
@ m) u(p) : (6.5)
up)(p—m) = 0,

donde @ es el campo conjugado de Dirac, definido como @ = (7*u)* = u1°, y p = p'v,

es un operador lineal en el espacio complejo bidimensional (asociado al vector p del
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espacio de Minkowski) el cual satisface:

(p+q) = p+d,
(o) = ap,
pa+dap = 200°¢° —p"q').

Ahora bien, (6.5) es considerada como un problema de autovalores para la energia p°,
cuyos valores posibles estan determinados por la condicion det(p—m) = (p* —m?) = 0.
Esta ecuacion tiene dos raices p° = :I:\/W, por ende podemos denotar a las
soluciones de (6.5) por u(*)(p'), donde (&) corresponde al signo de la energfa.

En vez de normalizar estas soluciones a uno, como es usual, por conveniencia las

normalizaremos de manera tal que cumplan:
u=2w o equivalentemente du = 2me(p°), (6.6)

donde @ es el complejo conjugado de u, p° = +w = +./(p')2 + m? y £(p°) representa a
la funcion signo de la energia.

Al multiplicar la primera ecuacién de (6.5) por 7, obtenemos que u™)(p') son
autovectores del operador hermitico H = m~® + p! - v°4!, el Hamiltoniano, cuyos au-
tovalores son la energia p”. Como tienen autovalores diferentes, fw, entonces ellos son

ortogonales:
1 (P pl) =0. (6.7)

Ademas las soluciones de (6.5) satisfacen las relaciones de completitud:

u((;r) (pl)ﬂgr)(pl) + u(i)(pl)ﬂ/(gi)(pl) = 2wlag , (6.9)
uS? (pHas? () — ul (—p)as (—pY) = 2mbag
asi como la condicion de suma:
ul) ()G (") + ul (—p")i (—p') = 2as - (6.9)

Anéalogo al caso del campo escalar, el espacio de Hilbert se construye como una
suma directa de espacios de Hilbert (ver (4.6)), donde identificamos al espacio H; con
el espacio H,,. Este consiste de todas las funciones ¥ = ¥, definidas sobre la hipérbola

‘m m p ‘
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Esta relacion define un producto escalar, ya que para p € V. la matriz 7Op es definida
positiva.

La representacion del grupo Hl actia en H,, de acuerdo a:
[U(a, \)¥)(p) = PV (A)T(A"p) (6.11)

donde V/(A) es la representacion finito dimensional de L! (1+1) dada por (6.2). Es facil

ver que (6.11) es unitaria, ya que:
V(M) =~"VTH(A) .

La representacion (6.11) en el espacio H,, es reducible. Esto se demuestra de la
identidad:
U~ a, M)pU(a, ) = p ,

donde pW¥(p) = p¥(p), es decir tenemos un operador hermitico que conmuta con todos
los elementos de la representacién que no es miltiplo de la identidad.

El operador g tiene dos autovalores infinitamente degenerados in H,,: +m y -m.
Entonces el espacio de Hilbert H,, se puede descomponer en una suma directa de dos

subespacios ortogonales :

Hop=H) &H,,,
y son invariantes bajo la representacion U(a, A). Las proyecciones T+ sobre H. vienen
dadas por:
y asi:

si U(p) €eH,y, — p¥(p) =m¥(p),
si. U(p)eH,, — p¥(p)=-—m¥(p).
Los espacios H no contienen ningtin subespacio invariante no trivial con respecto

a Hl(l, 1), esto es, en cada uno de ellos la representacion (6.11) es irreducible.

El producto escalar (6.10) en estos espacios HE toma la forma:
1 .
(D|T) = i—/ dU(dp) @,V eHE.
2 V;Lr

En toda esta discusion precedente, p € VI esto es p° > 0, todas las particulas tienen

energia positiva. Puesto que H: son invariantes y de energfa positiva, no hay particulas

02



de energia negativa de acuerdo con el sentido comiun y el axioma III. El operador £
es autoadjunto y asi es una involucion unitaria, sus autovalores los interpretaremos
como el signo de la carga. Entonces, por definicion, los vectores correspondientes a H!
describen estados de particulas con carga positiva (particula), mientras que los vectores
pertenecientes a H,, describen estados de particulas con carga negativa (antiparticula).

A diferencia del campo escalar, el espacio H,, (n particulas) se define como una

potencia antisimétrica de H; = H,,:
H, = ant HE" . (6.12)

Por las reglas de superseleccion de la carga, el espacio ‘H,, se descompone en una

suma de (n+1) subespacios coherentes ortogonales:
Hy=H " aH D g aHD gHM (6.13)

donde H (para ”T_k entero) es el subespacio de estados de n-particulas de carga total
k. El espacio 'H serd una suma directa de estos H,,. Por lo tanto, el producto escalar en
H es el usual en estos casos (ver, por ejemplo, [21]).

Usando la base U(¢)(p) € H,,, donde el operador £ es diagonal, podemos representar

los elementos de H,, en la forma:
U (press...ipnen) € = *e, (6.14)

donde e la asociamos a la carga de la particula y —e a la carga de la antiparticula.
Por (6.12), los elementos de H,, (6.14), son antisimétricas bajo la permutacion de dos

dupletes (p;e;):

Uy (pies; .. s picis. . i Dj€ji - -3 Pnen) = —Vn(pre1; ... ;D€ .. i Di€s; - - - s Pnén) - (6.15)

La representacion unitaria del grupo de Poincaré restringido U(a, A), viene dada por

productos tensoriales de la representacion (6.11) y sobre un vector de estado ¥ € H:
U = (Vg Uy(prer), - Un(pres; p2ea; -5 Pnen), - - )

viene especificada por:

Ula, NV =
{Wo, ... e<Prtmle>y AV, (A prey; .. s A puen), ...}, (6.16)
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donde V (A) la explicamos a continuacion. V(A) es una representacion de 2" dimensiones
que actiia sobre C?" = C? ® C? ® ... ® C? de acuerdo con el producto tensorial de

representaciones:

V)=V eV e.. eV, (6.17)

donde V(A) viene dado por (6.2) y el significado de (6.17), es usual |21], lo recordaremos
a continuacion.

SiEeC yEeE=6060...9¢E, entonces:
VIANE=V(NEQV(NE® ... @ VA, . (6.18)

La transformacion \N/(A) sobre vectores generales de C?" se obtiene por linealidad defi-
niendo asi un operador tinico para cada A que lleva a una representacion de 2" dimen-
siones del grupo de Lorentz. Finalmente, recordemos que todo esto (V' (A) en particular)
debe ser expresado, de acuerdo con (6.14), en la base donde £ es diagonal.

Una forma explicita del producto escalar en el espacio H, en términos de (6.15), se

obtiene si introducimos concretamente la base v(®)(p') € H,,, la cual definimos por:

v (p') = u(ep') .

Los elementos de esta base satisfacen po(® (p') = emv(©@(p!), es decir, son autofun-

ciones del operador hermitico o con diferente autovalor, entonces son ortogonales:
9 (p o) (p') = 2med,. . (6.19)

[donde hemos supuesto la normalizacion (6.6)].

Las relaciones (6.8), (6.7) y (6.9) para la base v(®)(p') seran:

(PP (=ph) = 0,
v (NS () = PapEmbags .

Entonces podemos definir ¥, (p) € H en esta base como:

Va(p) = D> v ¥(p,e), (6.20)

e
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y asi, con (6.10) y (6.20) podemos expresar el producto escalar en términos de (6.15),

COMmao:
(VD) = Wyd,

Z/--./+‘Ifn(p1,61;-~-;pn,en)%(pl,el;---;pn,en)(dpl)--.(dpn).
) Vi

2nn!
=1 €;j

Volviendo a los campos cuanticos simbolicos ¢(z), la solucion general de (6.1) re-

presentada como una integral de Fourier viene dada por:

o) = 505= [ PP (e 4 5 O (ph O (ph)e' ] (dp) 621
da) = F [ OEHOE)EF 4 s O P e ] (dp) .
Y obedecen las siguientes relaciones de anticonmutacion:
0a(@).05)], = [Ba(@).dalw)], = 0.
(6.22)

6a().05(y)| | = —iSanle ),
donde :

S(x)= (i +m)D(x) = - fvrt (dp) [e7<Pl*>(p + m) + "<Pl*>(p — m)]
L [ e — m)(p+ m)e e

con D(z) el conmutador de Pauli-Jordan (4.3) y £(p°) es el signo de la energfa.
Mediante (6.19) y (6.21) podemos definir las reglas de conmutacion de los operadores
bty bt
[H (), 6P, = PP, 0H()], = 0,
(B (ph), (M), = [H "), 09, = 0, (6.23)
[ (1), 05 (¢h)], = 20°%0" —¢') .

Estos operadores son definidos de manera analoga a los operadores a®(p') del campo
escalar cargado, permitiéndonos interpretar a b**)(p') y b (p') como operadores de
creacion y aniquilacion de particulas, respectivamente; y a b*(7)(p') y b()(p!) como
operadores de creacion y aniquilacion de antiparticulas.

Definimos el operador promediado (ver (3.1)) como:

W) = 5 / B (1) £ () (dp) | (6.24)
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donde e es la carga de la particula( el “electron ” | con e=-1 ), y —e de la antiparticula
( el “positron”).

Los operadores (6.24) y sus adjuntos actiian sobre los vectores de estado (6.14) de
la siguiente manera:

[D()U] (pres;. .. ;pnen) = 5 +f(p1)\I’n+1(pe;p161;---;pnen)(dp),
V'm

(O] (prer;- . spnen) = > (17U i(prer;. . 5565 - Paen) f(D5)dee,

J=1

y obedecen las relaciones de conmutacion, las cuales se siguen de (6.23) y (6.24):

DO, 6], = [pOU), 9], = 0,

(), (g)], %5%/ Vj(p)f (p)(dp) -

(6.25)

Entonces construimos el campo cuantico a partir de (6.21), mediante la relacion:
0(g) = V2rm (8 (f7) + 57O (f7) (6.26)

donde f*(p') = vi™ (p")g"(Fp).
En analogia a (4.17), se observa que el operador de densidad de niimero de particulas

vendra dado por:

6O (PO ()] (prex; . puen) = Un(pren: . i paen)20°Y bee,0(p" — ') -

=1

Por ende podemos definir el operador de niimero de particulas como:

N1 Z / p© (p)(dp) , (6.27)

y las demés variables dinamicas, como el operador de carga eléctrica @),y el de momen-

0 - —Z [rOwnwhp)
o 52 /p“b*e)p )b (p") (dp) .

Finalmente, quisiéramos senalar que al construir el campo de Dirac tenemos un

tum lineal P*:

(6.28)

campo que satisface reglas de anticonmutacion. Ahora, puesto que el grupo de Poincaré
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es completamente reducible (esto es, toda representacion unitaria puede descomponerse
en integral directa de sus irreducibles) [23], la representacion (8.16) sera descompuesta
en representaciones de particulas sin espin. Por lo tanto, tenemos una teoria sin espin
con campos que anticonmutan. Esto no es una contradicciéon ya que el teorema de espin-
estadistica esta demostrado en (1+3). Mas atin, esto esta de acuerdo con los teoremas

de bosonizacion en (1-+1) [24].

57



Capitulo 7
Discusion y conclusiones

En este trabajo hemos considerado ciertos aspectos de la mecanica cuantica rela-
tivista en (1+2) y (1+1). Hemos verificado que S£(2,R), contrariamente a lo dicho
por ejemplo, en las referencia [2| y [4], no es simplemente conexo. Se ha construido los
espacios de Hilbert correspondientes y se ha mostrado la existencia de las representa-
ciones proyectivas y unitarias que realizan el grupo de Poincaré en (1+1) para varias
teorias de campos libres. Estas teorias satisfacen reglas de anticonmutacion (campo de
Dirac) o reglas de conmutacion (campos escalares cargados y no cargados). Ademas
[consistentemente con que el grupo de Poincaré en (1+1) es un grupo completamente
reducible| se obtiene que las particulas descritas por estos campos, por construccion,
no tienen espin y por lo tanto no hay conexion entre espin y estadistica. Esto esta de
acuerdo con la conocida bosonizacion en (1+1).

Uno de los objetivos de este trabajo fue presentar la formulacion de Wightman de
la teoria cuéntica de campos, debido a que ella presenta una versién matematicamente
rigurosa de esta teorfa. El considerarla en (141) nos permite trabajar, matematicamen-
te, de manera mas simple los campos. Sin embargo, algunas precisiones matematicas
fueron dejadas de lado. Por ejemplo, todo lo relacionado con el dominio de los operado-
res de campo (la densidad del dominio comin y la ciclicidad del vacio). Aunque como
hemos dicho esto no presentaria mayor dificultad, nuestra presentaciéon es ttil ya que
ayuda a ver lo que se debe hacer en la formulacion de Wightman (aparte de mostrar,
por defecto, las “lagunas” de la formulacion lagrangiana).

El reconocimiento a la formulacion de Wightman ha llegado inclusive a ser consi-
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derada como parte fundamental en la demostracién de uno de los famosos problemas
del milenio (1 milloén de dolares de premio aparte de la fama) que consiste en probar la
existencia (rigurosa) de una teorfa de Yang-Mills con brecha en la masa [25], [26]. La
axioméatica de Wightman es un contexto que reune varias teorias cuanticas de campo
y no una teoria en particular. Los axiomas de esta teoria no deberian verse como algo
rigido sino como hipotesis de lo que deberia ser una teoria cuantica de campos. Si los
axiomas llevasen irreversiblemente a situaciones no fisicas deberian ser cambiados. Esta
es una de las bondades del método axiomatico, donde las hipétesis estan claramente
establecidas, ya que se pueden ver los culpables de un mal resultado.

El ejemplo dado en la subseccion 2.4, de una representacion del dlgebra de Lie del
grupo de Heisenberg ( R3 con un producto no conmutativo ), plantea claramente que la
covariancia de una teoria cuantica relativista no se puede discutir a nivel del algebra de
Lie en general. Como vimos alli, una representacion del algebra de Lie no necesariamente
viene de una representacion del grupo de Lie. Por esta razon, la manera usual de explicar
la covariancia Poincaré en la formulacion lagrangiana, via una representacion del algebra
de Lie del grupo de Poincaré, no garantiza el cumplimiento del teorema de Wigner.

Finalmente, de los resultados en la referencia [18] donde se prueba que el espinor
no tiene lugar en (1+1) [recordemos que entendemos el espinor a través de ciertas
representaciones que no son verdaderas, como en (1+3), y de los resultados de [18] solo
tenemos representaciones verdaderas que describen particulas libres|, las complicaciones
con el grupo de recubrimiento universal en (1+2) y la no satisfaccion del teorema de
espin-estadistica en (1+1), nos muestran que la esperanza de tener un “sabor” de lo que
pasa en (1+3) al conocer lo que pasa en (1+1) es bastante lejana. Sin embargo, como

modelo para entrenarse en ciertos conceptos puede ser muy ttil.

29



Bibliografia

1]

2]

3]
4]

[5]

[6]

7]

8]

9]

Bogolubov Nikolai, Logunov Anatolii & Todorov Ivan, Introduction to axiomatic
quantum field theory. W. A. Benjamin, Inc. ,1975.

Binegar Birne, Relativistic field theories in three dimensions. J. Math. Phys. 23,
1511 (1982).

Glimm James & Jaffe Arthur, Quantum Physics. Springer-Verlag, 1981.

Gates James, Grisaru Marcus, Rocek Martin & Siegel Warren, Superspace or one

thousand and one lessons in supersymetry. Addison-Wesley, 1983.

Cavaglia Marco, Fatibene Lorenzo & Francaviglia Mauro, Two-dimensional dilaton

gravity coupled to massless spinors. Class. Quant.Grav. 15, 3627 (1998)

De Castro Antonio, Bound states by a pseudoscalar Coulomb potential in 1+1 di-
mensions. Phys.Lett. A318, 40 (2003)

De Castro Antonio, Comment on "Fun and frustration with quarkonium in a 1+1
dimension”, by R. S. Bhalerao and B. Ram [Am. J. Phys. 69 , 817 (2001)] .
Am.J.Phys. 70, 450 (2002).

Weinberg Steven, The quantum theory of fields. Cambridge University Press , volu-
men 1, 1995.

Roman Paul, Introduction to quantum field theory. John Wiley and sons, Inc., 1969.

[10] Bogolubov Nikolai & Shirkov Dmitry, Introduction to the theory oh quantized fields.

Wiley-Interscience, 1980.

[11] Ttzykson Claude & Zuber Jean, Quantum field theory. McGraw-Hill, 1980.

60



[12| Streater Ray & Wightman Arthur, PCT, Spin and Statistics, and All That. W. A.
Benjamin, Inc. , 1964.

[13] Osterwalder R. & Schrader R., Azioms for Euclidean Green’s functions. Comm.
Math. Phys. 31, 83-112 (1973); 42, 281-305 (1975).

[14] Haag R. , Local quantum physics: fields, particles, algebras. Springer-Verlag, 1992.

[15] Bargmann Valentine, On unitary ray representations of continuous groups. Ann.
Math. 59, 1 (1954).

[16] Hall Brian, An elementary introduction to groups and representations. Springer-
Verlag, 2000.

[17] Grigore D. R., The Projective Unitary Irreducible Representations of the Poincaré
Group in 142 Dimensions. J. Math. Phys. 34, 4172 (1993).

[18] Martinez William, Representaciones proyectivas del grupo de Poincaré en (1+41).

Trabajo de grado de Maestria, Universidad Central de Venezuela, 2007.
[19] Thaller Bernd, The Dirac Equation. Springer-Verlag, 1992.

[20] Torres Pedro , Curso en métodos de la fisica tedrica. Facultad de Ciencias, Uni-

versidad Central de Venezuela, Caracas, 2006.

[21] Prugovecki Eduard, Quantum Mechanics in Hilbert Space. Academic Press, Inc.,
2da edicion, 1981.

[22| Yip Ping, Spinors in two dimensions. J. Math. Phys. 24, 1206 (1982).

[23] R.de Mello and V. Rivelles, The irreducible unitary representations of the extended
Poincaré group in (1 + 1) dimensions. J. Math. Phys. 45, 1156 (2004).

[24] Tomonaga S. , Prog.Theor. Phys 5, 544 (1065). Luttinger J., J. Math. Phys. 4,
1154 (1963). Mattis D. & Lieb E., J. Math. Phys. 6, 304 (1965). Sawada K., Phys.
Rev. 106, 372 (1057).

[25] Jaffe Arthur. Notices of the AMS 53, 652 (2006).

[26] Clay Mathematics Institute, (http://www.claymath.org ).

61



