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Resumen

Aspectos de Mecánica Cuántica Relativista en dimensiones bajas

Souad María Tabban Sabbagh

Universidad Central de Venezuela

Abraham Lozada, Tutor

En este trabajo se consideran ciertos aspectos de la mecánica cuántica relativista

en (1+1) y (1+2) dimensiones. Nuestros objetivos principales han sido el estudio de las

consecuencias de la invariancia de Poincaré en estas dimensiones bajas y la construcción

de teorías cuánticas de campos que satisfacen los axiomas de Wightman. En particular,

veri�camos que SL(2, R), contrariamente a su uso, no es simplemente conexo y por

lo tanto no es el grupo de recubrimiento universal del grupo de Lorentz en (1+2). A

demás, construimos explícitamente teorías cuánticas de campos libres: (i) Campo escalar

neutro y masivo, (ii) Campo escalar cargado y masivo, (iii) Campo de Dirac cargado

y masivo, que satisfacen los axiomas de Wightman en (1+1). Uno de los resultados de

esta construcción es que no se satisface el teorema de espín-estadística en (1+1). Este

último resultado es consistente con la conocida bosonización en (1+1).

Abraham Lozada

Tutor
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Introducción

La mecánica cuántica relativista es la teoría que involucra dos temas mayores en la

física moderna: la teoría cuántica y la relatividad especial. Desde el punto de vista de

la mecánica cuántica se pueden considerar dos objetos clásicos a cuantizar: la partícula

y el campo. Así, la mecánica cuántica relativista involucra un espectro muy grande de

fenómenos físicos tal que, de las cuatro interacciones fundamentales, solo excluye a la

gravedad.

En particular, la electrodinámica cuántica ha sido una teoría con bastante éxito a

nivel fenomenológico. Sin embargo, como toda la teoría cuántica de campos que describe

interacciones, ella está llena de contradicciones en la estructura matemática de la teoría

(in�nitos y teoremas de no interacción [1]). Mas aún, incluso dejando a un lado el

rigor matemático, la comprensión de otras teorías (interacciones fuertes o débiles) en

(1+3) se di�culta y ha forzado frecuentemente a los físicos teóricos a probar modelos

en espacios de dimensiones mas bajas con la �nalidad de simpli�car la teoría y ver si

se puede entender algo de lo que ocurre en (1+3). Por esta razón, uno encuentra en la

literatura teorías cuánticas relativistas en (1+2) dimensiones y (1+1) dimensiones (ver,

por ejemplo, [2] y [3]).

El concepto de relatividad en mecánica cuántica entra vía los grupos de invariancia

relativista. Por lo tanto, uno de los primeros aspectos que uno debe tomar en cuenta es

que al bajar la dimensión, a pesar de tener el mismo nombre (por ejemplo Poincaré), el

grupo cambia (por ejemplo la dimensión del grupo cambia y por lo tanto, nada mas y

nada menos, su topología cambia). Las consecuencias de esto, a nivel de la literatura, a

veces no se toman en cuenta adecuadamente. Por ejemplo, en (1+2) se dice (véase, por

ejemplo, [2] y [4]) que el grupo de recubrimiento universal de Lorentz es SL(2,R). Este

resultado es importante ya que las partículas elementales [como en (1+3)] se de�nen a

través de las representaciones irreducibles de este grupo. Sin embargo, no es cierto que
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SL(2,R) sea el grupo de recubrimiento universal del grupo de Lorentz en (1+2).

Otra consecuencia ocurre en (1+1). En este caso, el grupo de Poincaré es simple-

mente conexo (topológicamente es R3). Así la razón topológica por la que aparece el

espín en (1+3) y en (1+2) (cuyos grupos de Poincaré no son simplemente conexos) no

aparece en (1+1). Entonces el concepto de espinor no tiene cabida en (1+1) [al menos

en el sentido usual de (1+2) y (1+3)]. Sin embargo, en la literatura se habla a diestra

y siniestra de �espinores� en (1+1) (véase, por ejemplo, [5]-[7]).

Como ya hemos mencionado, la teoría cuántica de campos (la cual es una cuantiza-

ción de la teoría clásica de campos, una primera y única, no existe segunda cuantización)

tiene di�cultades en su versión usual (llamada lagrangiana) (ver, por ejemplo, [8]-[11]).

Por esta razón, a �nales de los años cincuenta, empezaron a surgir formulaciones de la

teoría cuántica de campos que pretendían resolver (como en todas las teorías físicas bien

establecidas hasta ahora conocidas) los problemas matemáticos y físicos involucrados

en la formulación usual. Surgió así, entre otras formulaciones , la llamada axiomática

de Wightman [12]. Entre sus bondades, esta teoría, aparte de ser matemáticamente

rigurosa, es muy cercana a la formulación lagrangiana de la teoría cuántica de campos.

La formulación de Wightman es una teoría en la cual muchas propiedades físicas

de la teoría cuántica de campos han sido rigurosamente probadas. En particular, el

teorema PCT [en el que se prueba la invariancia bajo las transformaciones combinadas

de paridad, conjugación de la carga y reversibilidad temporal de una teoría cuántica de

campos en (1+3)] así como el teorema de espín-estadística (en el que se da una conexión

entre el espín de la partícula y la estadística que ellas satisfacen).

Mientras que en (1+3) no se pueden describir interacciones rigurosamente si se si-

gue la teoría usual (teorema de Haag, ver por ejemplo [1] y [14]), con la formulación de

Wightman se ha probado en (1+1) que la teoría es compatible con interacción [3]. Por

esta razón es interesante estudiar la formulación de Wightman en (1+1). Lamentable-

mente, no existe una prueba (un ejemplo concreto) de teoría no trivial (con interacción)

en (1+3). Pero es de esperarse que pronto se consiga.

En este trabajo queremos considerar algunos aspectos de la mecánica cuántica re-

lativista en bajas dimensiones, esto es, (1+2) y (1+1). En particular, se revisan las

consecuencias del teorema de Wigner [8] en bajas dimensiones con respecto al grupo

de Poincaré. En el caso de (1+2), probamos que el grupo de recubrimiento universal
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de Lorentz no es SL(2,R) y damos una realización concreta del grupo de recubrimien-

to universal. En el caso de (1+1) estudiamos, dentro de la formulación de Wightman,

varias teorías de campos libres con la construcción explícita del espacio de Hilbert y la

representación unitaria proyectiva del grupo de Poincaré en ese espacio.

En lo que sigue de esta introducción describiremos brevemente la organización del

trabajo y nuestros resultados. En la sección siguiente, estableceremos la notación y de�-

niciones que serán útiles en el desarrollo posterior del trabajo. En la sección 1, daremos

un resumen de la mecánica cuántica usual, que es la que se usa en teoría cuántica de

campos, junto con el teorema de Wigner y una breve explicación de la formulación

lagrangiana de la teoría cuántica de campos. En la sección 2, se revisan los grupos de

Lorentz y de Poincaré en (1+2) y (1+1) para poder usar estos resultados posterior-

mente. Un resultado importante de esta sección es la veri�cación en la subsección 2.2.2

de que SL(2,R) no es simplemente conexo. Se veri�ca que el álgebra de Lie del grupo

de Poincaré en (1+1) tiene cargas centrales no triviales. Por último, se veri�ca con un

ejemplo que no toda representación de un álgebra de Lie, de un grupo de Lie (aunque

sea simplemente conexo), viene de una representación del grupo de Lie. En la sección

3, se exponen los axiomas de la formulación de Wightman. En las secciones 4, 5 y 6 se

estudian casos particulares de la formulación de Wightman en (1+1) dados por: (i) el

campo escalar neutro, masivo y libre , (ii) el campo escalar cargado, masivo y libre, (iii)

el campo de Dirac cargado, masivo y libre. Finalmente, en la sección 7 se dan algunas

conclusiones.
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Notación y de�niciones

c ≡ 1, velocidad de la luz.

~ ≡ 1, constante de Planck reducida.

R , conjunto de los números reales.

R+ , conjunto de los números reales positivos.

R− , conjunto de los números reales negativos.

C , conjunto de los números complejos.

Rn , espacio euclídeo n-dimensional.

R1,n , espacio de Minkowski (1+n)-dimensional.

H , espacio de Hilbert.

Ψ̂ , rayo unitario.

Ψ , vector de estado, con Ψ ∈ H y Ψ ∈ Ψ̂.

< Ψ | Φ > , producto escalar de Ψ y Φ, con Ψ,Φ ∈ H un espacio de

Hilbert.

|λ| , módulo, con λ ∈ C.
| < Ψ|Φ > |2 , probabilidad de transición de un vector Ψ ∈ Ψ̂ a un

vector Φ ∈ Φ̂.

O(H) , conjunto de operadores lineales sobre el espacio de Hil-

bert H.

A , operador lineal de un espacio de Hilbert asociado a un

observable físico.
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D(A) , dominio de un operador A.
T , transformación de simetría en el espacio de los rayos

unitarios,

U , operador unitario o antiunitario, con U ∈ O(H), asocia-

do a una transformación de simetría T por el teorema

de Wigner.

x , vector del espacio de Minkowski.

xi , componentes contravariantes de un vector x.

[ · , · ]− , relación de conmutación, corchete de Lie.

[ · , · ]+ , relación de anticonmutación.

× , producto cartesiano.

� , producto semidirecto.

⊕ , suma directa.

⊗ , producto tensorial.

g , g = diag(−1, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n

), tensor métrico del espacio R1,n.

L(1, n) , grupo de Lorentz en (1+n) dimensiones, isomorfo al gru-

po de matrices ortogonales O(1, n).

L↑+(1, n) , grupo restringido de Lorentz en (1+n) dimensiones, iso-

morfo al grupo especial de matrices ortogonales cuya

primera entrada es positiva SO↑(1, n).

Λ , elementos de L(1,n).

Π(1, n) , grupo de Poincaré en (1+n) dimensiones.

Π↑
+(1, n) , grupo restringido de Poincaré en (1+n) dimensiones.

R(1+n) , grupo conmutativo de las traslaciones en un espacio de

Minkowski R1,n.

(a,Λ) , elementos de Π(1, n) con a ∈ R1,n .

M̃ , grupo de recubrimiento universal de un grupo M .

SL(2,C) , grupo de Lie de matrices 2x2 con entradas complejas y

determinante igual a uno.
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SL(2,R) , grupo de Lie de matrices 2x2 con entradas reales y de-

terminante igual a uno.

SO(2,C) , grupo de Lie de matrices ortogonales 2x2 con entradas

complejas y determinante igual a uno (grupo de rotacio-

nes).

H , grupo de Heisenberg.

L2(X, dµ, Y ) , espacio de Hilbert de funciones de�nidas sobre X de

cuadrado integrable con valores en el espacio Y , siendo

dµ la medida invariante.

m , masa.

V +
m , hipérbola de masa, con p2 = −(p0)2 + (p1)2 = −m2 y

p0 ≥ 0, si p ∈ V +
m .

(dp) , medida invariante sobre la hipérbola V +
m , con (dp) ≡ dp1

p0
.

Θ0 , estado vacío.

S(Rn) , espacio funciones in�nitamente diferenciables en que

ellas y todas sus derivadas decrecen mas rápido que cual-

quier potencia de ‖r‖, con r ∈ Rn, espacio de Schwartz.

K , operador de Klein-Gordon.

D(x) , función conmutador de Pauli-Jordan.

f(x), g(x) , funciones de prueba, con f, g ∈ S(Rn).

f̃(p) , transformada de Fourier de una función f(x).

ϑ(x) , campo clásico.

∂µ ≡ ∂
∂xµ , derivada parcial con respecto a xµ,

L (ϑα, ∂µϑα) , densidad lagrangiana.

φ(f) , campo cuántico.

φ(x) , campo cuántico simbólico.

A∗ , operador adjunto de A.
ū , vector complejo conjugado de u.

γµ , matrices de Dirac 2x2.

ũ ≡ (uγ0)∗ , vector complejo conjugado de Dirac de u.

ε(p0) , función signo de la energía p0.
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Capítulo 1

Teoría cuántica de campos

1.1. Mecánica cuántica

La teoría cuántica de campos está basada en los mismos postulados fundamentales

de la mecánica cuántica usual (vinculados al principio de relatividad de Galileo o de

Einstein), los cuales nos permiten caracterizar un sistema físico; en nuestro caso, con

in�nitos grados de libertad. Algunos de estos postulados son los siguientes (sin reglas

de superselección):

Se proporciona un espacio de Hilbert H, complejo, separable y con dimensión ≥ 2

(en nuestro caso es in�nito dimensional).

Un espacio de Hilbert H complejo, es un espacio vectorial complejo provisto de un

producto escalar, el cual induce una norma, y que además es completo (toda sucesión

de Cauchy converge fuertemente en él) con respecto a esta norma.

Cada uno de los vectores normalizados de H representa un estado físico puro del

sistema físico.

Sea Ψ ∈ H y 〈.|.〉 el producto escalar en H, siempre podemos rede�nir los vectores

Ψ → Ψ
‖Ψ‖ con Ψ 6= 0; siendo ‖Ψ‖2 =< Ψ|Ψ > el cuadrado de la norma inducida del

producto escalar.

En nuestro caso los estados son representados por rayos unitarios Ψ̂ de�nidos por:

Ψ̂ = { λΨ | |λ| = 1, 〈Ψ|Ψ〉 = 1, Ψ ∈ H, λ ∈ C} ,
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esto se debe a que todos los vectores de un rayo unitario representan un solo estado

físico.

Los observables o variables dinámicas del sistema físico son representados por

operadores lineales autoadjuntos de O(H).

Esto es, sea A ∈ O(H) un observable y de dominio D(A) denso en el espacio de Hilbert

donde actúa, veri�ca A∗ = A, donde A∗ es el operador adjunto de A; así se cumple

que:

〈Φ|AΨ〉 = 〈AΦ|Ψ〉 ∀ Φ,Ψ ∈ D(A∗) = D(A) .

Si Ψ ∈ H correspondiente al rayo Ψ̂, representa un estado del sistema físico y

pertenece al dominio de un observable A ∈ O(H), el valor medio de A para este

estado viene dado por:

〈Ψ|AΨ〉 ∈ R . (1.1)

Los únicos valores medibles posibles son valores medios de observables.

Observemos que (1.1) tiene el mismo valor para cualquier vector estado correspon-

diente al rayo unitario Ψ̂, es decir el mismo valor medible, por esto los estados físicos

son representados por rayos unitarios en vez de vectores estado.

En particular, podemos hallar la probabilidad de transición de un estado Ψ ∈ Ψ̂ a

un estado Φ ∈ Φ̂ por

P(Ψ̂ → Φ̂) = | 〈Ψ|Φ〉 |2 ,

la cual es un valor medio de un proyector.

1.2. Mecánica cuántica relativista especial

Un observador inercial S ve a un sistema físico representado por Ψ̂ o Φ̂, otro ob-

servador inercial S ′ verá al mismo sistema en otros estados diferentes que pueden ser

representados por Ψ̂′ o Φ̂′, pero ambos observadores deben medir los mismos valores

medios, en particular, las mismas probabilidades de transición:

| 〈Ψ|Φ〉 |2 = | 〈Ψ′|Φ′〉 |2 con Ψ ∈ Ψ̂ , Φ ∈ Φ̂ , Ψ′ ∈ Ψ̂′ , Φ′ ∈ Φ̂′ . (1.2)
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Así garantizamos que nuestra teoría sea relativista especial. Las transformaciones que

dejen invariante los valores medios, en particular (1.2) serán las transformaciones de

simetría de nuestro sistema.

Teorema de Wigner. Sean H y H′ espacios de Hilbert y sea T una transformación

de los rayos unitarios en H a los rayos unitarios en H′:

T : Ψ̂ → Ψ̂′ ,

la cual satisface la condición

|
〈
TΨ̂|TΦ̂

〉
|2 = |

〈
Ψ̂′|Φ̂′

〉
|2 = |

〈
Ψ̂|Φ̂

〉
|2 ,

entonces existe un operador U, de�nido salvo un factor de fase, cuyo dominio son todos

los vectores estados Ψ, tal que si Ψ ∈ Ψ̂ entonces UΨ ∈ Ψ̂′; este operador es inducido

por T y debe ser unitario y lineal, esto es:

〈UΨ|UΦ〉 = 〈Ψ|Φ〉 ,
U (λΨ + γΦ) = λUΨ + γUΦ ,

o antiunitario y antilineal:

〈UΨ|UΦ〉 = 〈Ψ|Φ〉 ,
U (λΨ + γΦ) = λUΨ + γUΦ ,

donde Ψ ∈ Ψ̂ , Φ ∈ Φ̂ , λ, γ ∈ C.

La transformación de simetría trivial Ψ̂ → Ψ̂ se representa con el operador identidad

U = 1 salvo una fase.

El conjunto de transformaciones de simetría forman un grupo, siendo el producto

su composición.

Sean T1 y T2 elementos del grupo de transformaciones de simetría con T1 : Ψ̂ → Ψ̂′

y T2 : Ψ̂′ → Ψ̂′′, entonces como (T2)(T1) = (T2T1) :

T2T1 : Ψ̂ → Ψ̂′′ .

Estas transformaciones Ti actúan en el espacio de los rayos. Al representarlas en un

espacio de Hilbert mediante el operador asociado a ellas (Teorema de Wigner) U(Ti) ,

tenemos que:
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U(T1) : Ψ → Ψ′ con Ψ ∈ Ψ̂ , Ψ′ ∈ Ψ̂′ ,

U(T2) : Ψ′ → Ψ′′ con Ψ′ ∈ Ψ̂′ , Ψ′′ ∈ Ψ̂′′ ,

entonces

U(T2)U(T1) : Ψ → Ψ′′ ∈ Ψ̂′′ , (1.3)

U(T2T1) : Ψ → Ψ′′ ∈ Ψ̂′′ , (1.4)

esto es, tanto (1.3) como (1.4) corresponden al mismo rayo, por ende los vectores aso-

ciados a estos di�eren solo por una fase α(T2,T1), quedando el producto:

U(T2)U(T1) = eiα(T2,T1)U(T2T1) , α(T2,T1) ∈ R .

Cuando la fase α se puede escoger igual a cero, tenemos el producto de una repre-

sentación usual, se dice que la representación es verdadera:

U(T2)U(T1) = U(T2T1) .

En general, cuando α 6= 0 o no, se dice que la representación es proyectiva. Por lo

tanto, la mecánica cuántica nos da más libertad al representar un grupo de simetrías,

debemos buscar representaciones proyectivas.

Se puede probar que si el grupo de transformaciones de simetría es un grupo de

Lie conexo; es decir, cualquier elemento puede ser �llevado� a la identidad mediante un

cambio continuo de algún parámetro (que pertenece a la variedad asociada a este grupo

de Lie); entonces este debe ser representado proyectivamente por operadores unitarios

y lineales (en vez de antiunitarios y antilineales).

Al parametrizar los elementos del grupo de simetría (Ti), el producto de grupo tiene

la forma:

T(θ̄a)T(θa) = T(fa(θ̄, θ)) ,

con θ̄, θ, f(θ̄, θ) ∈M , dondeM es la variedad asociada al grupo de simetría. Escogiendo

θa = 0 como la coordenada de la identidad T(0) = 1, tenemos la condición:

fa(θ, 0) = fa(0, θ) = θa . (1.5)
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Al representar esta transformación en un espacio de Hilbert con el operador unitario

y lineal U(T(θ)) y desarrollarlo en serie de potencias en una vecindad de la identidad,

tenemos:

U(T(θa)) = 1 + iθata +
1

2
θbθctbc + . . . , (1.6)

donde ta, tbc = tcb, . . . son operadores hermíticos que no dependen de θ. Los coe�cientes

i =
√
−1 se colocan consistentemente con la autoadjunticidad de t.

Ahora, si tenemos una representación verdadera, esto es:

U(T(θ̄a))U(T(θa)) = U(T(fa(θ̄, θ))) , (1.7)

al desarrollar en serie fa(θ̄, θ), de la condición (1.5) obtenemos:

fa(θ̄, θ) = θa + θ̄a + fabcθ̄
bθc + . . . con fabc ∈ R . (1.8)

Sustituyendo (1.6) y (1.8) en (1.7) y aproximando hasta segundo orden:

U(T(θ̄a))U(T(θa)) = [1 + iθ̄ata + 1
2
θ̄bθ̄ctbc + . . .][1 + iθata + 1

2
θbθctbc + . . .]

' 1 + iθ̄ata + iθata + 1
2
θ̄bθ̄ctbc + 1

2
θbθctbc − θ̄bθctbtc ,

U(T(fa(θ̄, θ))) = 1 + i(θa + θ̄a + fabcθ̄
bθc + . . .)ta+

1
2
(θb + θ̄b + . . .)(θc + θ̄c + . . .)tbc + . . .

' 1 + i(θa + θ̄a + fabcθ̄
bθc)ta + 1

2
θbθctbc + 1

2
θ̄bθ̄ctbc+

1
2
θbθ̄ctbc + 1

2
θ̄bθctbc .

Como tbc = tcb ⇒ θbθ̄ctbc = θ̄bθctbc, se obtiene la condición:

tbc = −tbtc − ifabcta = tcb = −tctb − ifacbta , (1.9)

y de aquí

[tb, tc]− ≡ tbtc − tctb = iCa
bcta , (1.10)

donde Ca
bc ≡ −fabc + facb es la constante de estructura de este grupo de Lie, y ta es

el generador de la representación de su álgebra de Lie, de�nida por el producto (1.10).

Entonces, en una vecindad de la identidad, U(T(θa)) estará determinado al conocer los

generadores ta y la constante de estructura Ca
bc.

Si el grupo de transformaciones de simetría es Abeliano, (1.8) se reduce a:

fa(θ̄, θ) = θa + θ̄a ,
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por ende [tb, tc]− = 0, pudiendo expresar así los elementos del grupo (en una vecindad

de la identidad) como:

U(T(θa)) = eitaθa

.

En cambio si tenemos una representación proyectiva (la cual incluye las verdaderas

para el caso de α = 0), esto es:

U(T(θa))U(T(θ̄a)) = eiα(T(θa),T(θ̄a))U(T(θa),T(θ̄a)) , (1.11)

como el producto de U(T) es asociativo:

U(T3)(U(T2)U(T1)) = (U(T3)U(T2))U(T1) ,

al sustituir por la regla de composición (1.11) se obtiene la siguiente condición para la

fase:

α(T2,T1) + α(T3,T2T1) = α(T3,T2) + α(T3T2,T1) . (1.12)

Se observa que una solución de (1.12) viene dada por:

α(T(θa),T(θ̄a)) = γ(T(θa)T(θ̄a)) − γ(T(θa)) − γ(T(θ̄a)) . (1.13)

Si tomamos esta solución, podemos rede�nir al operador U como:

Ũ(T(θa)) = U(T(θa))eiγT(θa) ,

para el cual (1.11) se transforma en:

Ũ(T(θa))Ũ(T(θ̄a)) = Ũ(T(θa),T(θ̄a)) ,

obteniendo así una representación verdadera.

Las representaciones que nos interesa estudiar son las intrínsecamente proyectivas,

es decir, aquellas en que no podemos eliminar la fase de esta manera, esto es, (1.13) no

es la única solución de (1.12).

Regresando a la ecuación (1.11), si T(θa) o T(θ̄a) es la identidad, la fase α debe

anularse:

α(T(θa), 1) = α(1,T(θ̄a)) = 0 . (1.14)

Desarrollamos en serie de potencias la fase alrededor de θa = θ̄a = 0, y por la

condición anterior (1.14) la fase queda expresada como:

α(T(θa),T(θ̄a)) = fabθ
aθ̄b + . . . fab ∈ R , (1.15)
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sustituyendo (1.15) y (1.8) en (1.11), (obteniéndose relaciones similares a las relaciones

entre (1.8) y (1.9)), y simpli�cando se tiene:

tbc = −tbtc − ifabcta = tcb = −tctb − ifacbta + ifbcI .

Como tbc = tcb , obtenemos la representación del álgebra de Lie del grupo de simetría:

[tb, tc]− = iCa
bcta + iCbcI , (1.16)

donde las constantes numéricas Cbc = −fbc + fcb son llamadas cargas centrales, las

cuales son la contraparte para el álgebra de Lie de la presencia de la fase en una

representación proyectiva.

El corchete de Lie (1.16) debe satisfacer la identidad de Jacobi:

[tb, [tc, td]]− + [td, [tb, tc]]− + [tc, [td, tb]]− = 0 , (1.17)

sustituyendo (1.16) en (1.17) obtenemos las siguientes ecuaciones:

iCa
cd(iC

e
bate + iCbaI) + iCa

bc(iC
e
date + iCdaI) + iCa

db(iC
e
cate + iCcaI) = 0 , (1.18)

(Ca
cdC

e
ba + Ca

bcC
e
da + Ca

dbC
e
ca)te + (Ca

cdCba + Ca
bcCda + Ca

dbCca)I = 0 . (1.19)

De (1.18) no se obtiene información adicional acerca de Cab y Ca
bc, ya que se satisface

inmediatamente; pero de (1.19) se consiguen restricciones adicionales que deben cumplir

las cargas centrales Cab y la constante de estructura Ca
bc:

Ca
cdC

e
ba + Ca

bcC
e
da + Ca

dbC
e
ca = 0 , (1.20)

Ca
cdCba + Ca

bcCda + Ca
dbCca = 0 . (1.21)

Se observa que la expresión:

Cba = Ce
baτe con τe ∈ R , (1.22)

satisface (1.21). Para estas soluciones se pueden eliminar las cargas centrales rede�nien-

do los generadores ti como:

t̃a ≡ ta + τa , (1.23)

cuyo producto viene dado por:

[̃tb, t̃c]− = iCa
bct̃a ,
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eliminando con este cambio la presencia de las cargas centrales en el álgebra. La cuestión

sería si esta es la única solución de (1.21). En ese caso tenemos el equivalente a nivel

del álgebra de Lie de la no presencia de fase en una representación proyectiva.

Otra razón por la cual podrían aparecer representaciones proyectivas es debido a la

topología del grupo de Lie (grupo de simetría). La propiedad topológica básica impor-

tante aquí es la simple conectividad. Aunque en general no existe una conexión entre

simple conectividad y representaciones proyectivas (contrario a lo dicho por [8], pág.

83-84), en el caso del grupo de Poincaré, se puede probar que estos conceptos si están

conectados.

1.3. Teoría cuántica de campos lagrangiana

Con el objeto de poder comparar con la formulación de Wightman recordaremos las

ideas básicas de la formulación usual de la teoría cuántica de campos.

La teoría cuántica de campos lagrangiana parte del formalismo lagrangiano del caso

clásico. Adoptando el marco de Heisenberg, se de�nen los estados como vectores que

son autovectores simultáneos de un conjunto completo de observables que conmutan en

alguna super�cie tipo espacio σ ∈ R1,n y la dinámica del sistema queda determinada

por la evolución de dichos observables (ver, por ejemplo, [9]).

A la acción clásica asociada al campo libre bajo estudio se le hace corresponder un

operador:

W =

∫ σ2

σ1

L (φα, ∂µφα)d
nx ,

donde φα(x) son los operadores asociados al campo clásico ϑ(x) y los índices α =

1, . . . , N ; representan los grados de libertad internos del sistema, x ∈ σ y L es un

operador asociado a la densidad lagrangiana clásica L (ϑα, ∂µϑα).

Una transformación de simetría nos proporciona una descripción equivalente del

sistema, en particular, la dinámica del sistema permanece invariante. Esta transforma-

ción es generada por un operador autoadjunto F [σ]. Partiendo de una transformación

in�nitesimal:
xµ −→ xµ′ ≡ xµ + δxµ ,

φα(x) −→ φ′α(x) ≡ φα(x) + δ0φα(x) ,
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con µ = 0, 1, por ejemplo, se tiene que la variación in�nitesimal del campo será:

δ0φα(x) = i [F [σ], φα(x)]− .

El generador de la simetría F [σ] viene dado por:

F [σ] =

∫
σ

fµ(x)dσµ(x) ,

con fµ(x) ≡ π µ
α δφα − (π µ

α ∂νψα − δ µν L ) δxν y π µ
α (x) ≡ ∂L

∂∂µφα(x)
es la variable

dinámica conjugada al campo φα(x).

Por el principio de mínima acción se tiene que los generadores F son independientes

de la super�cie σ; ya que por el principio de acción de Schwinger δW = F [σ2]− F [σ1],

[9], entonces:
δF [σ]

δσ(x)
= 0 ,

la condición necesaria y su�ciente para que se satisfaga esto es que:

∂µf
µ(x) = 0 ,

entonces se tiene que fµ es una densidad de corriente conservada . Esto es consistente

con la extensión del teorema de Noether a la mecánica cuántica el cual asocia a cada

simetría del sistema una cantidad conservada (observable cuántico). Así, la simetría

viene dada por su generador.

También por el principio de mínima acción, a nivel clásico, se obtienen las ecuaciones

de campo de Euler-Lagrange, que se postulan a nivel de operadores:

∂L

∂φα
− ∂µ

∂L

∂∂µφα
= 0 .

Siguiendo el método usual, hacemos una transformación de Legendre a la densisdad

lagrangiana:

H = π µ
α (x) ∂µψα(x)−L ,

donde H se conoce como la densidad Hamiltoniana, la cual representa la energía del

sistema.

Con argumentos de plausibilidad [9], se obtiene como resultado general que los

operadores de campo satisfacen las relaciones de conmutación a tiempos iguales (por
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ejemplo t = 0 ): [
πα(0, x

1), φβ(0, x
1′)
]
− = −i δαβ δ(x1 − x1′) ,[

φα(0, x
1), φβ(0, x

1′)
]
− = 0 ,[

πα(0, x
1), πβ(0, x

1′)
]
− = 0 ,

donde [A,B]− ≡ AB−BA denota el conmutador y πα ≡ π0
α, o satisfacen las relaciones

de anticonmutación a tiempos iguales:[
πα(0, x

1), φβ(0, x
1′)
]
+

= −i δαβ δ(x1 − x1′) ,[
φα(0, x

1), φβ(0, x
1′)
]
+

= 0 ,[
πα(0, x

1), πβ(0, x
1′)
]
+

= 0 ,

donde [A,B]+ ≡ AB +BA denota el anticonmutador .

El problema con esta formulación es la especi�cación del espacio de Hilbert donde

estos operadores de campo se realizan. Se puede ver que no pueden existir operadores

de campo de�nidos en un punto arbitrario del espacio-tiempo. Esto es claro de las

reglas de conmutación (o anticonmutación). En efecto, si tenemos una delta de Dirac

del lado derecho, el lado izquierdo no puede ser una función de los puntos del espacio-

tiempo. La construcción de la teoría usa, como hemos dicho, que una transformación

de simetría viene especi�cada por un generador autoadjunto. Sin embargo, esto no es

necesariamente cierto, ni siquiera en sistemas con �nitos grados de libertad. Así que el

fundamento de las simetrías en esta formulación no es claro. En particular, la invariancia

Poincaré de la teoría se discute a través de la generación de una representación del

álgebra de Lie del grupo de Poincaré, lo cual no es su�ciente, como veremos en la

sección 2.4 .

17



Capítulo 2

Grupo de Lorentz y Poincaré

Nuestro objetivo es estudiar la mecánica cuántica relativista en bajas dimensiones,

por lo tanto, debemos estudiar los respectivos grupos de Lorentz y Poincaré. Conside-

raremos inicialmente estos grupos en dimensiones arbitrarias.

2.1. Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+n) dimensio-

nes

El grupo de Lorentz L (1, n) está de�nido como el conjunto de todas las transfor-

maciones lineales reales Λ en R1,n, el cual deja invariante la forma bilineal simétrica

(producto escalar):

〈Λx|Λy〉 = 〈x|y〉 = xµgµνy
ν x, y ∈ R1,n ; µ, ν = 0, 1, ..., n . (2.1)

Estas transformaciones se pueden representar en una base ortonormal por matrices

Λµ
ν (de entradas reales), las cuales por la condición de invariancia (2.1) satisfacen:

Λλ
µgλρΛ

ρ
ν = gµν o equivalentemente ΛTgΛ = g , (2.2)

y en esta base el tensor métrico es diagonal:

g = diag(−1, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n

) .

Al hallar el determinante de (2.2) se tiene que:

det(g) = det(ΛTgΛ) = det(ΛT )det(g)det(Λ) ,
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como det(ΛT ) = det(Λ) y det(g) = −1, entonces tenemos la restricción:

detΛ = ±1 . (2.3)

Ahora si colocamos µ = ν = 0 en (2.2):

Λλ
0gλρΛ

ρ
0 = g00 ⇒ Λ0

0g0ρΛ
ρ
0 + Λi

0giρΛ
ρ
0 = −1 ,

con i = 1, 2, ..., n obtenemos −Λ0
0Λ

0
0 + Λi

0Λ
i
0 = −1 . Ya que los elementos de Λ son

reales, tenemos la segunda restricción:

|Λ0
0| ≥ 1 . (2.4)

Por (2.2) el grupo de Lorentz en (1+n) se puede ver como el grupo de Lie matricial

O(1, n), por ende sus elementos son funciones continuas de los parámetros del grupo.

Como no podemos �pasar� continuamente de detΛ = 1 a detΛ = −1, ni de Λ0
0 ≥ 1

a Λ0
0 ≤ −1 (y viceversa), entonces el grupo de Lorentz se puede dividir en cuatro

componentes conexas, pero disconexas entre sí:

L ↑
+ ≡ {Λ ∈ O(1, n) |Λ0

0 ≥ 1 y detΛ = 1} , (2.5)

L ↓
+ ≡ {Λ ∈ O(1, n) |Λ0

0 ≤ −1 y detΛ = 1} , (2.6)

L ↑
− ≡ {Λ ∈ O(1, n) |Λ0

0 ≥ 1 y detΛ = −1} , (2.7)

L ↓
− ≡ {Λ ∈ O(1, n) |Λ0

0 ≤ −1 y detΛ = −1} , (2.8)

de donde solo L ↑
+ (2.5) es un subgrupo de L (1, n), de hecho es la única componente

conectada con la identidad.

A L ↑
+ se le suele llamar grupo de Lorentz ortocrono propio, o grupo restringido de

Lorentz. Este se puede realizar, en una base ortonormal, como grupo de Lie matricial

de n(n+1)
2

dimensiones: SO↑(1, n).

El grupo de Poincaré Π(1, n) se de�ne como el grupo de transformaciones a�nes de

R1,n, que preserva la �distancia� de Lorentz (boosts, rotaciones y traslaciones):

dL(x, y) = −(x0 − y0)
2 + (xi − yi)

2, x, y ∈ R1,n ; i = 1, 2, ..., n .

Un elemento de Π(1, n) se escribirá como (a,Λ) con a ∈ R1,n y Λ ∈ L ; su producto

viene dado por:

(a,Λ)(b,Γ) = (a+ Λb,ΛΓ) , (2.9)
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es decir, es un producto semidirecto (esto se sigue de la acción de Poincaré sobre el

espacio-tiempo y de la composición de dos transformaciones es diferente a la de un

producto directo). Entonces el grupo de Poincaré se escribe como:

Π(1, n) = R(1+n) �O(1, n) ,

donde R(1+n) es el grupo conmutativo de las traslaciones , O(1, n) es el grupo de Lorentz

y el símbolo � denota el producto semidirecto.

El grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, n) viene dado por:

Π↑
+(1, n) = R(1+n) � SO↑(1, n) . (2.10)

2.1.1. Álgebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, n)

El álgebra de Lie del grupo restringido de Poincaré es un espacio vectorial de n(n+3)+2
2

dimensiones, cuyo producto en una base viene dado por:

i [Mµν ,Mρσ]− = gνρMµσ − gµρM νσ − gσµMρν + gσνMρµ ,

i [Mµν , P ρ]− = gνρP µ − gµρP ν ,

i [P µ, P ν ]− = 0 ,

(2.11)

donde µ, ν, ρ, σ = 0, 1, ..., n. Los elementos de la baseMµν son los generadores asociados

al momento angular con la propiedad de antisimetría Mµν = −M νµ, y los elementos de

la base P µ son los generadores asociados al momentum lineal. Nótese que el conmuta-

dor de estos observables es también un observable, en consecuencia para garantizar la

autoadjunticidad del operador de conmutación se introduce la unidad imaginaria i.

Ahora bien, como ya hemos visto de (1.16) si tenemos una representación proyectiva,

esta puede verse re�ejada en la representación de su álgebra de Lie mediante la presencia

de coe�cientes tensoriales con 2, 3 ó 4 índices llamadod cargas centrales:

i [Mµν ,Mρσ]− = gνρMµσ − gµρM νσ − gσµMρν + gσνMρµ + Cρσ,µν ,

i [Mµν , P ρ]− = gνρP µ − gµρP ν + Cρ,µν ,

i [P µ, P ν ]− = Cµ,ν ,

(2.12)

con Cρσ,µν = −Cµν,ρσ ; Cρ,µν = −Cµν,ρ y Cµ,ν = −Cν,µ. Estos corchetes deben
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satisfacer además la identidad de Jacobi:

[Mµν , [P ρ, P σ]]− + [P σ, [Mµν , P ρ]]− + [P ρ, [P σ,Mµν ]]− = 0, (2.13)[
Mµν ,

[
Mλσ, P ρ

]]
− +

[
P ρ,

[
Mµν ,Mλσ

]]
− +

[
Mλσ, [P ρ,Mµν ]

]
− = 0, (2.14)[

Mµν ,
[
Mλσ,Mργ

]]
− +

[
Mργ,

[
Mµν ,Mλσ

]]
− +

[
Mλσ, [Mργ,Mµν ]

]
− = 0, (2.15)

[P µ, [P ν , P ρ]]− + [P ρ, [P µ, P ν ]]− + [P ν , [P ρ, P µ]]− = 0. (2.16)

Si queremos averiguar la existencia de representaciones proyectivas no triviales (es

decir, intrínsecamente proyectivas), debido al álgebra, debemos ver si se pueden eliminar

las cargas centrales (lo cual es conocido en la literatura, de manera más precisa, como

cohomología trivial del grupo).

2.2. Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+2)

En (1+2) el grupo de Lorentz L (1, 2) se puede ver como el grupo de Lie matricial

O(1, 2) cuyos elementos satisfacen (2.2). El tensor métrico viene dado por:

g =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

El grupo L ↑
+(1, 2) es un grupo de Lie de dimensión tres ≡ SO↑(1, 2), este no

es compacto ni simplemente conexo, ya que su variedad viene dada por el producto

cartesiano:

S1 × R2 .

El grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, 2), dado en (2.10) será:

Π↑
+ = R(3) � SO↑(1, 2) , (2.17)

este es un grupo de Lie de dimensión seis; como variedad es el producto cartesiano

de la variedad R(3) y SO↑(1, 2), por lo tanto Π↑
+(1, 2) no es compacto. Además, como

R(3) es simplemente conexo y SO↑(1, 2) no lo es, entonces Π↑
+(1, 2) no será simplemente

conexo. Así que pueden existir representaciones proyectivas, no verdaderas, debido a la

topología.
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2.2.1. Álgebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, 2)

El álgebra de Lie de Π↑
+(1, 2) es un espacio vectorial de dimensión seis (cuyos ele-

mentos de la base son: P 0, P 1, P 2,M01,M02 y M12) y viene dada por (2.11).

Pero como estamos interesados en las representaciones proyectivas, hay que estudiar

la posibilidad de tener cargas centrales no triviales en el álgebra de Lie (2.12).

Al desarrollar la identidad de Jacobi (2.13), obtenemos:

gνρCσ,µ − gµρCσ,ν − gνσCρ,µ + gµσCρ,ν = 0 con µ, ν, σ, ρ = 0, 1, 2 ,

multiplicando esta ecuación por gνρ y sumando sobre ν, ρ, conociendo que gµνg
µρ = δρν ,

nos queda:

Cσ,µ + gνρg
µσCρ,ν = 0 ,

entonces tenemos la condición:

Cσ,µ = 0 . (2.18)

Ahora, al desarrollar la identidad de Jacobi (2.14):

gσρ[Mµν , P λ]− − gλρ[Mµν , P σ]− − gνλ[Mµσ, P ρ]− + gµλ[M νσ, P ρ]−

+ gσµ[Mλν , P ρ]− − gσν [Mλµ, P ρ]− − gνρ[Mλσ, P µ]− + gµρ[Mλσ, P ν ]− = 0 ,

y contraer con gνρ obtenemos:

[Mµσ, P λ]− − [Mµλ, P σ
−]− [Mµσ, P λ]− + gνρg

µλ[M νσ, P ρ]−

+ gνρg
σµ[Mλν , P ρ]− − [Mλµ, P σ]− − 3[Mλσ, P µ]− + [Mλσ, P µ]− = 0 ,

lo cual se reduce a:

2[Mλσ, P µ]− = gνρg
µλ[M νσ, P ρ]− + gνρg

σµ[Mλν , P ρ]−

sustituyendo los corchetes de Lie, se tiene la condición:

Cµ,λσ = −gµλCσ + gσµCλ con Cσ =
1

2
gνρC

ρ,σν . (2.19)

De la identidad de Jacobi (2.15):

gσρ[Mµν ,Mλγ]− − gλρ[Mµν ,Mσγ]− − gγλ[Mµν ,Mρσ]− + gγσ[Mµν ,Mρλ]− +

gνλ[Mργ,Mµσ]− − gµλ[Mργ,Mνσ]− − gσµ[Mργ,Mλν ]− + gσν [Mργ,Mλµ]− +

gγµ[Mλσ,Mρν ]− − gρµ[Mλσ,Mγν ]− − gνρ[Mλσ,Mµγ]− + gνγ[Mλσ,Mµρ]− = 0 ,
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al multiplicar por gνρ, contraer y sustituir los corchetes tenemos:

Cµγ,λσ = −gγλCµσ + gγσCµλ − gµλCσγ + gσµCλγ , (2.20)

con Cµλ ≡ gνρC
µν,λρ.

Observamos que la identidad de Jacobi (2.16) se satisface directamente, por ende,

no nos proporciona información adicional acerca de nuevas restricciones que cumplen

las cargas centrales.

Entonces, por (2.18), (2.19) y (2.20) podemos hacer una rede�nición de los genera-

dores P µ y Mµν del grupo de Poincaré restringido con µ, ν = 0, 1, 2:

P̃ µ ≡ P µ − Cµ ,

M̃µν ≡ Mµν − Cµν ,
(2.21)

con la cual recuperamos las relaciones de conmutación (2.11) correspondientes a una

representación sin cargas centrales, es decir verdadera:

i
[
M̃µν , M̃ρσ

]
−

= gνρM̃µσ − gµρM̃ νσ − gσµM̃ρν + gσνM̃ρµ ,

i
[
M̃µν , P̃ ρ

]
−

= gνρP̃ µ − gµρP̃ ν ,

i
[
P̃ µ, P̃ ν

]
−

= 0 .

Hemos podido eliminar las cargas centrales del álgebra de Lie rede�niendo los ge-

neradores, por lo tanto no existen razones algebraicas para que el grupo de Poincaré

Π↑
+(1, 2) tenga representaciones intrínsecamente proyectivas y por lo tanto, las repre-

sentaciones intrínsecamente proyectivas, si aparecen, son debido a la topología. Esto es,

la misma situación que en (1+3). Este resultado fue derivado por Bargmann [15]. Aquí

lo hemos reobtenido usando el método de [8] donde solo estudian el caso de (1+3).

Así, como se hace en (1+3), la técnica para encontrar las representaciones proyecti-

vas es buscar el grupo de recubrimiento universal de Π↑
+(1, 2), ya que las representaciones

verdaderas de este, serán todas las proyectivas de Π↑
+(1, 2) (ver, por ejemplo, [8]).

2.2.2. Grupo de recubrimiento universal de Π↑
+(1, 2)

El grupo de recubrimiento universal de Π↑
+(1, 2), por (2.17) será R(3) � S̃O

↑
(1, 2),

con S̃O
↑
(1, 2) el grupo de recubrimiento universal de SO↑(1, 2).
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En la literatura (ver, por ejemplo, [2] y [4] ) suelen usar SL(2,R) como el análogo

para (1+2) de SL(2,C) (SL(2,C) es el grupo de recubrimiento universal de SO↑(1, 3),

esto es, del grupo restringido de Lorentz en (1+3)), pero todo grupo de recubrimiento

universal es simplemente conexo y como demostraremos a continuación SL(2,R) no lo

es. Ahora bien:

SL(2,R) =

{(
a b

c d

)
; a, b, c, d ∈ R ; ad− bc = 1

}

es un grupo de Lie matricial. Localmente, SL(2,R) es homeomorfo a R3. Queremos

probar que globalmente no es simplemente conexo. Para ello vamos a construir un

homeomor�smo con un espacio que no es simplemente conexo.

En efecto, dado un vector arbitrario de R2, diferente de cero, siempre existe una y

solo una rotación M ∈ SO(2,R), tal que:

M

(
a

c

)
=

(
e

0

)
,

con e > 0 y a, c ∈ R ; es decir, si M 6= I, existe un único θ, con 0 < θ < 2π, tal que:(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
a

c

)
=

(
e

0

)
, e > 0 .

Sea A ∈ SL(2,R), tenemos que:

MA =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
a b

c d

)
=

(
e f

0 g

)
,

con
f = b cos θ + d sin θ ,

g = d cos θ − b sin θ ,

pero como det(MA) = det(M)det(A) = 1x1 = 1, se tiene la condición:

det

(
e f

0 g

)
= eg = 1 y como e 6= 0 (e > 0) ⇒ g =

1

e
,

reescribiendo obtenemos:

MA =

(
e f

0 1/e

)
=

(
e 0

0 1/e

)(
1 h

0 1

)
, con h =

f

e
∈ R .
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Por lo tanto, toda matriz A ∈ SL(2,R) se puede escribir de manera única como:

A = RBC, donde R = M−1 es una matriz de rotación, y

B ≡

(
e 0

0 1/e

)
, e > 0 ; C ≡

(
1 h

0 1

)
, h ∈ R .

Pero obviamente, el conjunto de las matrices de la forma general dada por B es un

grupo de Lie cuya variedad es R+, por ende es simplemente conexo; y el conjunto de

las matrices de la forma general dada por C también es un grupo de Lie cuya variedad

es R, por ende, simplemente conexo.

Entonces SL(2,R) es un grupo cuya variedad es homeomorfa al producto cartesiano:

SO(2,R)× R+ × R .

Como SO(2,R) no es un grupo simplemente conexo (su variedad es el círculo S1), y

como R+×R es simplemente conexo, por un teorema conocido del producto cartesiano

de variedades, SL(2,R) no será simplemente conexo.

Como información, (ver, por ejemplo, [17]), el grupo de recubrimiento universal de

L ↑
+ en (1 + 2) se puede realizar como un grupo de Lie, cuya variedad viene dada por:

G = R×D , D = {u ∈ C| |u| < 1} ,

la cual es obviamente simplemente conexa. La ley de composición para este grupo es:

(x, u)(y, v) =

(
x+ y +

1

2i
Ln

(
1 + e−2iyuv̄

1 + e2iyvū

)
,
u+ e2iyv

e2iy + uv̄

)
, (2.22)

con x, y ∈ R y u, v ∈ D. Notemos que si escribimos z = e−2iyuv̄, entonces z ∈ D

lo que implica que 1+z
1+z̄

∈ S1 − {−1} (la circunferencia de radio uno sin el -1). Una

parametrización de S1 − {−1} sería e2it con t ∈ (−π
2
, π

2
), de lo que se sigue que:

t =
1

2i
Ln

(
1 + e−2iyuv̄

1 + e2iyvū

)
∈ (−π

2
,
π

2
) .

Notemos que el dar este grupo y ser diferente a SL(2,R) no garantiza que ellos

no sean isomorfos como grupo de Lie. Lo que asegura que este isomor�smo no exis-

te es la prueba de que SL(2,R) no es simplemente conexo. Más aún, este grupo de
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Lie no es matricial, esto es, no existe una representación �el con matrices �nito di-

mensionales de este grupo [16]. Esto último garantiza (consistentemente con nuestra

demostración) que G no es isomorfo, en particular, a SL(2,R).

Análogamente al caso (1+3), las partículas elementales serán representaciones pro-

yectivas irreducibles del grupo Π↑
+(1, 2). Estas representaciones proyectivas, vendrán

dadas por las representaciones unitarias irreducibles del grupo de recubrimiento univer-

sal de Π↑
+(1, 2) (el cual es el producto semidirecto R(3) � G). Por lo tanto, este grupo

de recubrimiento genera más representaciones que las incluidas cuando se toma, equi-

vocadamente, SL(2,R) como el grupo de recubrimiento universal de Lorentz. Esto es

claro ya que el grupo G cubre a SL(2,R) de la misma manera como SL(2,C) cubre a

SO↑(1 + 3) y genera nuevas representaciones [precisamente las espinoriales en (1+3)].

2.3. Grupo de Lorentz y Poincaré en (1+1)

El grupo de Lorentz en (1+1), L (1, 1) se puede ver como el grupo de Lie matricial

O(1, 1) cuyos elementos satisfacen (2.2).

El tensor métrico, en una base ortonormal, viene dado por:

g =

(
−1 0

0 1

)
.

Cada componente del grupo de Lorentz ((2.5) - (2.8)) se identi�ca con la variedad

R a través de los difeomor�smos:

w ∈ R ⇔ L ↑
+ 3 Λ(w) =

(
coshw sinhw

sinhw coshw

)
, (2.23)

w ∈ R ⇔ L ↓
+ 3 Λ(w) =

(
− coshw sinhw

sinhw − coshw

)
, (2.24)

w ∈ R ⇔ L ↑
− 3 Λ(w) =

(
coshw − sinhw

sinhw − coshw

)
, (2.25)

w ∈ R ⇔ L ↓
− 3 Λ(w) =

(
− coshw − sinhw

sinhw coshw

)
. (2.26)
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El grupo L ↑
+(1, 1) es un grupo de Lie conmutativo, unidimensional, cuya variedad

asociada es R y por ende es un grupo no compacto y simplemente conexo. La simplici-

dad de L ↑
+(1, 1) en comparación con (1+3) no solo radica en la simpleconectividad sino

también en ser conmutativo. La relación (2.23) es un isomor�smo de grupos de Lie entre

el grupo aditivo de los reales y L ↑
+(1, 1) ≡ SO↑(1, 1)). Conociendo solo L ↑

+(1, 1) po-

demos obtener cualquier elemento del grupo de Lorentz L (1, 1) mediante un producto

de L ↑
+(1, 1) con P (inversión espacial o paridad) y T (inversión temporal):

L ↑
+ = I2x2L

↑
+ ,

L ↑
− = PL ↑

+ , P =

(
1 0

0 −1

)
,

L ↓
− = TL ↑

+ , T =

(
−1 0

0 1

)
,

L ↓
− = PTL ↑

+ , PT = TP =

(
−1 0

0 −1

)
.

(2.27)

El grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, 1) por (2.10) viene dado por:

Π↑
+ = R(2) � SO↑(1, 1) .

Este es un grupo de Lie de dimensión tres difeomorfo (globalmente como variedad)

a R3, y por lo tanto simplemente conexo, a diferencia del caso en (1+3) y (1+2), por

ello no hay razones topológicas para la existencia de representaciones intrínsecamente

proyectivas. Debemos examinar ahora si hay razones algebraicas.

2.3.1. Álgebra de Lie del grupo restringido de Poincaré Π↑
+(1, 1)

El álgebra de Lie de Π↑
+(1, 1) es un espacio vectorial de dimensión tres (en una

base sus elementos independientes son P 0, P 1 y M01) que satisface (2.11), y viene dada

explícitamente por:
i [P 0, P 1]− = 0 ,

i [M01, P 1]− = P 0 ,

i [M01, P 0]− = P 1 .

(2.28)

Como buscamos representaciones proyectivas, el álgebra de Lie debe satisfacer en-

tonces (2.12). Al desarrollar la identidad de Jacobi (2.13), sustituir los corchetes de Lie
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y contraer con gνρ obtenemos:

Cσ,µ + gνρg
µσCρ,ν = 0 ,

ya que g01 = g10 = 0, entonces se tiene la condición:

Cσ,µ = 0 .

Repitiendo el paso anterior con la identidad (2.14), se llega a la expresión:

Cλ,µσ − Cσ,µλ − Cµ,λσ = 0 ,

la cual no nos proporciona información adicional acerca de las cargas centrales.

Las identidades (2.15) y (2.16) se satisfacen automáticamente,( nótese que la carga

central C01,01 = 0), por ende no tenemos ninguna restricción adicional sobre las cargas

centrales; y así no podemos rede�nir los generadores para eliminar las cargas centrales

del álgebra de Lie como lo hicimos en (2.21).

Entonces Π↑
+(1, 1) debido a su álgebra tendrá representaciones intrínsecamente pro-

yectivas. En este caso la técnica para encontrarlas consiste en extender el grupo Π↑
+(1, 1)

[18], ya que todas las representaciones verdaderas del grupo extendido serán todas las

representaciones proyectivas de Π↑
+(1, 1).

Como las partículas elementales serán representaciones proyectivas irreducibles del

grupo Π↑
+(1, 1), queremos conocer todas las representaciones unitarias irreducibles del

grupo extendido de Π↑
+(1, 1). En vista, de que queremos considerar la teoría cuántica de

campos en (1+1) y suponemos que esta describe también partículas , vamos a exponer

explícitamente estas representaciones ya calculadas en [18].

Estas representaciones unitarias irreducibles vienen dadas (en la representación de

momentum) por la acción de grupo:

[U(a,Λ)Ψ](p) = ei〈p|a〉Ψ(Λ−1p) , (2.29)

y son las siguientes (asignadas a cada órbita):

Ô1 = {p ∈ R1,1| 〈p|p〉 = −µ2, p0 > 0}

siendo p el autovalor del operador momentum cuya primera componente p0 es la energía

y µ es la masa.
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El espacio de Hilbert donde actúa esta representación es L2(R, dp
1

|p0| ,C), donde dp1

|p0| con

|p0| =
√

(p1)2 + µ2 es la medida invariante Lorentz. El producto escalar está de�nido

por:

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫ ∞

−∞
Ψ∗

1(p
1)Ψ2(p

1)
dp1

(
√

(p1)2 + µ2
.

Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformación de par-

tículas con masa en reposo m = µ y p0 > 0 (energía positiva).

Ô2 = {p ∈ R1,1| 〈p|p〉 = 0, p1 = p0 > 0}

El espacio de Hilbert donde actúa es L2(R+, dp
1

p1
,C), con producto escalar de�nido

por:

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫ ∞

0

Ψ∗
1(p

1)Ψ2(p
1)
dp1

p1
.

Sus representaciones asociadas describen las propiedades de transformación de par-

tículas con masa cero, con p0 > 0 (energía positiva) y p1 > 0 (momentum lineal hacia

la derecha). Esta partícula podría interpretarse, por ejemplo, como un �fotón� hacia la

derecha.

Ô3 = {p ∈ R1,1| 〈p|p〉 = 0,−p1 = p0 > 0}

El espacio de Hilbert donde actúa es L2(R−, dp
1

|p1| ,C), con el producto escalar:

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫ 0

−∞
Ψ∗

1(p
1)Ψ2(p

1)
dp1

|p1|
.

Sus representaciones asociadas describen partículas de masa cero, con energía posi-

tiva (p0 > 0) y momentum lineal hacia la izquierda (p1 < 0), pudiendo interpretarse,

por ejemplo, como un �fotón� hacia la izquierda.

Ô4 = {p = 0}

El espacio de Hilbert será el de los números complejos, y la acción de grupo vendrá

dada por:

[U(a,Λ)Z] = eilwZ ,

donde Z ∈ C, l ∈ R es la etiqueta que de�ne la representación del grupo de Lorentz

y w es el parámetro del grupo de Lorentz en (1+1). Sus representaciones asociadas
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describen estados invariantes frente al grupo de Poincaré. Todas las representaciones de

esta clase son unidimensionales y podrían interpretarse como el espacio vacío o el vacío.

Tomaremos, como en (1+3), la representación trivial (l = 0) como la que transforma al

estado vacío.

Existen otras representaciones [18], sin embargo, puesto que estamos interesados en

campos libres, solo deben aparecer representaciones asociadas a partículas libres y esas

son, precisamente, las que hemos expuesto. Las otras representaciones podrían ser útiles

en teorías con interacción. Finalmente, notemos que estas representaciones asociadas a

partículas libres en (1+1) son representaciones verdaderas de Π↑
+(1, 1).

2.4. Representaciones del grupo y del álgebra de Lie

Como hemos mencionado en la formulación usual de la teoría cuántica de campos

(ver sección 1.3), la covariancia de la teoría se prueba, usualmente, a través de la

existencia de una representación del álgebra de Lie del grupo de Poincaré en el espacio

de Hilbert de la teoría cuántica de campos. Sin embargo, por el teorema de Wigner

(ver sección 1.2), cada simetría viene dada por un operador unitario (en este caso) y el

problema de la covariancia tiene que discutirse a nivel del grupo de Lie y no del álgebra

de Lie. Por supuesto, toda representación del grupo de Lie lleva a una del álgebra de

Lie. La cuestión es si lo inverso es cierto. Si este último fuese el caso, la formulación

usual sería equivalente con lo exigido por las consecuencias del teorema de Wigner. Sin

embargo, esto no es necesariamente cierto.

Queremos demostrar que no toda representación de un álgebra de Lie, de un grupo de

Lie, lleva a (o viene de) una representación del grupo de Lie. Aunque sería mejor hacerlo

en el caso particular del grupo de Poincaré (el cual es nuestro interés), tendríamos que

introducir conceptos técnicos que podrían oscurecer el objetivo (ver, por ejemplo, [19]).

Así que, consideraremos otro grupo de Lie con representaciones conocidas que nos

permiten aclarar el punto.

Para ver esto, daremos un ejemplo usando el grupo tridimensional [como el de
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Poincaré en (1+1)] H de Heisenberg [16] (con variedad R3), dado por:

H =




1 a b

0 1 c

0 0 1

 ; a, b, c ∈ R

 , (2.30)

y con álgebra de Lie h :

h =




0 α β

0 0 γ

0 0 0

 ; α, β, γ ∈ R

 , (2.31)

que en una base particular tiene como generadores:

Q =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , P =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , E =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , (2.32)

que lleva a las reglas de conmutación:

[Q,P ]− = E ,

[Q,E]− = [P,E]− = 0 .
(2.33)

Notemos que estas reglas de conmutación son tales que tanto en la mecánica clásica

(de un grado de libertad) con el corchete de Poisson, como en la mecánica cuántica

con el conmutador, son una representación del álgebra de Lie del grupo de Heisenberg

con la posición, el momentum y la identidad como generadores del álgebra. En el caso

de la mecánica cuántica, como es usual, se introduce la unidad imaginaria para tener

generadores autoadjuntos.

Por lo dicho en el párrafo anterior, una representación in�nito dimensional e irre-

ducible de esta álgebra de Lie, en mecánica cuántica básica, es la representación de

Schrödinger [20]:

Qψ(x) = xψ(x) ∀ ψ ∈ D(Q) ⊂ L2(R) ,

Pψ(x) = −idψ(x)
dx

∀ ψ ∈ D(P ) ⊂ L2(R) ,

E = iI Iψ(x) = ψ(x) ∀ ψ ∈ L2(R)

. (2.34)

Esta representación del álgebra de Lie viene de una representación unitaria in�nito

dimensional del grupo H. Por otra parte, del teorema de Stone-Von Neumann [21] se
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sabe que salvo equivalencias unitarias, esta representación del grupo de Heisenberg es

única. Sin embargo, en el espacio de Hilbert L2(0, 1), una representación del álgebra de

Lie del grupo H está dada por [20]:

Qψ(x) = xψ(x) ∀ ψ ∈ L2(0, 1) ,

Pψ(x) = −idψ(x)
dx

∀ ψ ∈ D(P ) ,

E = iI Iψ(x) = ψ(x) ∀ ψ ⊂ L2(R) .

(2.35)

Aunque no hemos especi�cado el dominio del generador de las traslaciones este se

puede escoger autoadjunto sin problema [20]. Evidentemente, esta representación no

es unitariamente equivalente a la de Schrödinger, porque en L2(R), Q no es acotado

(su espectro es R) y en L2(0, 1), Q es acotado (su espectro es [0, 1]). Por lo tanto,

la representación en L2(0, 1) no viene de una representación unitaria del grupo de

Heisenberg.

Vemos así que no es su�ciente, en general, el tener una representación del álgebra de

Lie del grupo de Poincaré para que se realice la invariancia a nivel cuántico. Condiciones

de su�ciencia para que esto sea cierto están discutidas, por ejemplo, en la referencia

[19].
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Capítulo 3

Teoría cuántica de campos en la

formulación de Wightman en (1+1)

Como vimos en la sección 1.3, la formulación lagrangiana de la teoría cuántica de

campos es insatisfactoria, física y matemáticamente, por ello históricamente han surgido

diversas formulaciones que proporcionan un modelo más acertado de la teoría. A conti-

nuación introduciremos la teoría axiomática de Wightman, la cual es matemáticamente

rigurosa y tiene unas reglas interpretativas relativamente simples en comparación con

otras formulaciones rigurosas (ver, por ejemplo, [13] y [14]). Uno de los problemas de

la formulación lagrangiana es que no se especi�ca qué es demostrable (y qué no lo es).

En la teoría de Wightman este problema no existe ya que los axiomas están claramente

establecidos. Estos axiomas surgen de una mezcla de la precisión matemática con ideas

de la formulación lagrangiana. Wightman formuló sus axiomas para el caso de (1+3),

nosotros presentamos aquí una extrapolación, obvia, de ellos para el caso de (1+1).

3.1. Axiomas de Wightman

I.- Los estados de un sistema físico son descritos por rayos unitarios en un espacio

de Hilbert H.

A cada observable �a� se le asocia un operador autoadjunto A, y al observable f(a)

se le asocia el operador f(A) para cualquier función f . La probabilidad de encontrar

el valor del observable �a� en un intervalo ∆ cuando el sistema está en el estado Ψ ,
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viene dado por:

WΨ(a ∈ ∆) = 〈Ψ|EA(∆)Ψ〉 ,

donde EA(x) es la función espectral asociada a A. Esta probabilidad de transición no

depende de la representación Ψ ∈ Ψ̂ (rayo).

II.- Los vectores estado se transforman de acuerdo a una representación unitaria con-

tinua y proyectiva (verdadera o intrínsecamente proyectiva) del grupo de Poincaré

restringido Π↑
+(1, 1).

IIIa.- El espectro del operador de energía-momentum P µ, pertenece al cono de luz

futuro ({ p | −p2 = (p0)2− (p1)2 ≥ 0 , p0 ≥ 0}). En particular, para un estado de

una partícula el autovalor de P µ, pertenece a la hipérbola de masa V +
m , es decir,

V +
m = { p | p2 = −(p0)2 + (p1)2 = −m2 , p0 ≥ 0}. Esto quiere decir, que tenemos

energías positivas y masas positivas o cero.

IIIb.- p = 0 es un autovalor no degenerado y discreto del operador P ; esto es, existe un

estado único Θ0 ∈ H llamado vacío, para el cual PΘ0 = 0. Este estado es también

invariante bajo transformaciones de Poincaré {a,Λ}:

U(a,Λ)Θ0 = Θ0 ∀ {a,Λ} ∈ Π↑
+ .

IIIc.- Existe a lo sumo un número �nito de autovalores positivos discretos mj del ope-

rador de masa
√
−P 2 (0 < m1 = m < m2 < . . .) correspondiente a los estados

que tienen una sola partícula (estable) y un espectro continuo para
√
−P 2 ≥ 2m.

Los axiomas precedentes son muy generales. Necesitamos concretar la teoría a través

del concepto de campo cuántico. Por lo mencionado en la sección 1.3, al contrario

de la versión clásica, los campos cuánticos no pueden ser funciones de los puntos del

espacio-tiempo. Se de�ne un campo cuántico como una distribución a valor operadores.

Tal de�nición se corresponde mejor a la situación física real en comparación con la

de�nición usual de un campo de�nido en cada punto del espacio-tiempo. En realidad

en un experimento el campo es siempre medido en una región del espacio y en un

intervalo �nito de tiempo (no en un punto del espacio-tiempo). En la formulación de
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Wightman en (1+1) se de�ne un campo cuántico como una distribución a valor operador

con índices que se transforman de acuerdo a una representación de SO↑(1, 1), V (Λ).

Así un campo es una cantidad tensorial de varias componentes φ = (φ1, . . . , φr),

las cuales se transforman bajo el grupo SO↑(1, 1). En lugar de considerar el tensor φ

como un conjunto de r distribuciones de�nidas sobre el espacio de Schwartz S(R2),

es conveniente considerar al campo como un funcional de�nido sobre el espacio de

funciones de prueba �vectoriales� ~f = (f1(x), . . . , fr(x)) ∈ Sr(R2), donde fj(x) ∈ S(R2):

φ(~f) =
r∑
j=1

φj(fj) .

Estos dos puntos de vista son equivalentes.

Ahora bien, un operador lineal φ(~f) en el espacio H de vectores de estado, de�nido

para todo ~f ∈ Sr(R2), es llamado un campo cuántico, si satisface los siguientes axiomas:

IVa.- Todos los operadores φ(~f) y φ∗(~f) tienen un dominio invariante común Ω (in-

dependiente de ~f = (f1(x), . . . , fr(x)) ∈ Sr(R2)), el cual es una variedad lineal,

denso en H, que contiene al vector vacío Θ0 ∈ Ω

φ(~f)Ω, φ∗(~f)Ω ⊂ Ω ∀ ~f ∈ Sr(R2) .

IVb.- El operador φ(~f) es lineal en ~f :

φ(α~f + β~g) = αφ(~f) + βφ(~g) ,

por esta propiedad podemos usar la notación simbólica:

φ(~f) =
r∑
j=1

φj(fj) =
r∑
j=1

∫
φj(x)fj(x)d

2x . (3.1)

IVc.- El operador φ(~f), como función de ~f satisface la condición de continuidad débil;

esto es si Φ y Ψ son vectores en Ω, entonces
〈
Φ|φ(~f)Ψ

〉
es una distribución (a

valor complejo) en S∗r (R2) .

Como queremos que la teoría sea relativista especial, se debe realizar una represen-

tación proyectiva del grupo de Poincaré, según lo discutido en la sección 1.2 . Así, los

campos deben cumplir además con el siguiente axioma:
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V.- Sea U(a,Λ) una representación proyectiva unitaria del grupo de Poincaré que

actúa en un espacio de HilbertH. Entonces los operadores U(a,Λ) dejan invariante

el dominio común Ω de los campos:

U(a,Λ) Ω ⊂ Ω .

Los campos obedecen la ley de transformación:

φ
(
~f{a,Λ}

)
= U(a,Λ) φ(~f) U−1(a,Λ) ,

donde (
~f{a,Λ}(x)

)
i
≡

r∑
j=1

Vji(Λ
−1) fj

(
Λ−1(x− a)

)
,

siendo V (Λ) una representación r-dimensional del grupo restringido de Lorentz.

Esto signi�ca que el campo cuantizado se transforma con U(a,Λ) consistente con

las leyes de transformación del campo clásico que se cuantiza. En particular, la

dinámica está incluida en la relatividad vía el U(a, I) con a = (t, 0).

VI.- Si los soportes de las funciones vectoriales ~f y ~g están separados por un intervalo

tipo espacio, esto es:

fi(x)gj(y) = 0 si (x− y)2 > 0 , i, j = 1, . . . , r ,

entonces los operadores φ(~f) y φ(~g) aplicados sobre vectores en Ω, conmutan o

anticonmutan: [
φ(~f), φ(~g)

]
∓

=
[
φ(~f), φ∗(~g)

]
∓

= 0 ,

donde:

[φ(~f), φ(~g)]− ≡ φ(~f)φ(~g)− φ(~g)φ(~f) ,

[φ(~f), φ(~g)]+ ≡ φ(~f)φ(~g)− φ(~g)φ(~f) .

Simbólicamente se tendría:

[φj(x), φk(y)]∓ = [φj(x), φ
∗
k(y)]∓ = 0 si (x− y)2 > 0 . (3.2)
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Como se sabe para el caso de (1+3), para la consistencia de los axiomas el conmu-

tador se corresponde con campos tensoriales (bosones), los cuales se transforman con

una representación univalauda (verdadera) de SO↑
+, y el anticonmutador con el campo

espinorial (fermiones). Este es uno de los éxitos de la formulación axiomática (el teore-

ma de espín-estadística) de Wightman. En nuestro caso de (1+1) el grupo de Lorentz

no tiene representaciones espinoriales como ya hemos comentado. De manera que no

se puede formular un teorema de espín-estadística en (1+1) como en el caso de (1+3)

( lo cual no descarta otras posibles interpretaciones para recuperar una �especie� de

espín-estadística [22] ).

El último axioma tiene que ver con que los campos formen un conjunto completo de

operadores en el espacio de vectores de estado. Esto se puede ver como que el álgebra

generada por los polinomios �nitos (pero arbitrarios) de los operadores de campos y

sus adjuntos, a este conjunto lo denotaremos P(φ; ~f), al actuar sobre el estado vacío

Θ0 (de�nido en el axioma III) genera un subespacio denso de H, esto es, tenemos un

conjunto completo de vectores a partir de P(φ; ~f) actuando sobre Θ0. Como último

axioma tenemos:

VII.- El conjunto de vectores de la forma:

P(φ; ~f)Θo , ~f ∈ Sr(R2) ,

donde el vector Θ0 es el vacío, es denso en H.

En los capítulos 6, 7 y 8 se aplica la teoría de Wightman para varios tipos de campo

en (1+1) dimensiones con la �nalidad de veri�car su coherencia.
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Capítulo 4

Campo escalar neutro y masivo libre

en (1+1)

Un campo escalar neutro φ(f) es un campo hermítico libre de masa m que para

todo f, g ∈ S(R2) obedece la ecuación:

φ(Kf) = 0 , (4.1)

con K = �2 − m2 ≡ − ∂2

∂x2
o

+ ∂2

∂x2
1
− m2 el operador de Klein-Gordon; y la relación de

conmutación:

[φ(f), φ(g)]− = −i
∫ ∫

f(x)D(x− y)g(y)dx2dy2 , (4.2)

dondeD(x) = D(x0 = t, x1) es la función conmutador de Pauli-Jordan, la cual satisface:

KD(x) = 0 y D(0, x1) = 0 ;

[
∂

∂t
D(t, x1)

]
t=0

= δ(x1) ,

entonces la función conmutador viene dado de manera integral por:

D(x) =
1

2π

∫
V +

m

sin(p0x0)e−ip
1.x1

(dp) ≡ 1

2π

∫
V +

m

sin(< p|x >)(dp) , (4.3)

con (dp) = dp1

p0
la medida invariante sobre la hipérbola Vm+ .

Nótese que la relación (4.2) se anula cuando f y g están separados por un intervalo

tipo espacio, veri�cando así el axioma VI.

Los operadores φ(f) que satisfacen (4.1) y (4.2) existen, como veremos a continua-

ción de�niendo el espacio de Hilbert de vectores de estado, esto es, H de acuerdo al

axioma I y el dominio Ω común de estos operadores (según el axioma IVa).
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Los vectores de estado Ψ, están representados como una sucesión de funciones:

Ψ = {Ψ0, . . . ,Ψn(p1, . . . , pn), . . .} , (4.4)

cada una de ellas de�nida sobre un producto de hipérbolas V +
m :

V +(n)
m = V +

m × V +
m × . . . .

El vector :

Ψ = {0, . . . , 0,Ψn(p1, . . . , pn), 0, . . . , 0, . . .}

describe un estado con n partículas.

El producto escalar de vectores estado Ψ en el espacio de Hilbert H es:

〈Ψ|Φ〉 = Ψ0Φ0 +
∞∑
n=1

1

2nn!

∫
V +

m

(dp1) . . .

∫
V +

m

(dpn)Ψn(p1, . . . , pn)Φn(p1, . . . , pn) . (4.5)

Por ende, el espacio de Hilbert H es la suma directa de espacios de Hilbert ortogona-

les Hn de estados de n partículas (n = 0, 1, . . .) (conocido popularmente como espacio

de Fock).

H = H0 ⊕ . . .⊕Hn ⊕ . . . (4.6)

y Hn esta de�nido como el producto tensorial simetrizado de H1:

Hn = simH⊗n
1 . (4.7)

Por esto la función Ψn(p1, . . . , pn) tiene que ser completamente simétrica:

Ψn(p1, . . . , pi, . . . , pj, . . . , pn) = Ψn(p1, . . . , pj, . . . , pi, . . . , pn) . (4.8)

Necesitamos construir una representación unitaria de Π↑
+(1, 1). La ley de transfor-

maciones de los vectores Ψ bajo una transformación de Poincaré {a,Λ} ∈ Π↑
+(1, 1) la

de�nimos como [para cada Hn, es un producto tensorial de la representación (2.29) de

una partícula]:

U(a,Λ)Ψ =

{Ψ0, e
i<p1|a>Ψ1(Λ

−1p1), . . . , e
i<(p1+...+pn)|a>Ψn(Λ

−1p1, . . . ,Λ
−1pn), . . .} . (4.9)

Esta acción está de�nida para todo Ψ ∈ H. Es fácil veri�car que:

< U(a,Λ)Ψ|U(a,Λ)Φ >= 〈Ψ|Φ〉 ,
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para todo Ψ,Φ ∈ H. Esto es, U(a,Λ) es una isometría. Faltaría por demostrar que su

rango es todo H, pero evidentemente los vectores de la forma del lado derecho de (4.9)

son de la forma (4.4) y representan un conjunto denso en H. Por lo tanto tenemos que

se satisface el axioma II de la teoría.

La acción del operador de campo φ(f) la vamos a de�nir sobre un conjunto Ω (su

dominio común del axioma IVa) a través de operadores de creación y destrucción de

partículas.

De�namos un operador de campo en función de los operadores de �creación� y

�destrucción�, a∗(u) y a(u), con u(p1) ∈ S(R) como (por analogía con el oscilador

armónico) :

φ(f) =
√

2π
[
a∗(f̃(−p)) + a(f̃(p))

]
, (4.10)

donde f̃(p) es la transformada de Fourier de f(x):

f̃(p) =
1

2π

∫
f(x)e−i<p|x>d2x .

Estos operadores obedecen las siguientes relaciones de conmutación:

[a(u), a(v)]− = 0

[a(u), a∗(v̄)]− = 1
2

∫
v(p1)u(p1)(dp) ,

y actúan sobre los vectores estados Ψ ∈ Ω:

(a∗(u)Ψ)n(p1, . . . , pn) =
n∑
j=1

u(p1
j)Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn) ,

(a(u)Ψ)n(p1, . . . , pn) =
1

2

∫
V +

m

u(p1)Ψn+1(p, p1, . . . , pn)(dp) ,

esto de�ne una acción sobre un subespacio Ω de H. La forma explícita de Ω y sus pro-

piedades (densidad en H) no la vamos a considerar debido a las complicaciones técnicas

involucradas. Sin embargo, el hecho de que estos operadores tienen un dominio denso

en H se inspira en el caso de operadores de creación y destrucción para el oscilador

armónico unidimensional de mecánica cuántica elemental. Allí es claro que estos ope-

radores actúan sobre un subespacio de H, que es un dominio común a la posición y el

momentum. No entraremos en más detalles sobre Ω, aunque esto es muy importante,

lo ignoraremos de ahora en adelante.
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De aquí observamos que a∗(u) actúa como un operador de creación de partículas

y a(u) como un operador de destrucción de partículas. De hecho, sea el estado vacío

Ψ = Θ0 = (1, 0, . . . , 0, . . .), entonces:

a∗(u)Θ0 = (0, u(p1), 0, . . . , 0) ,

a(u)Θ0 = 0 .
(4.11)

También podemos de�nirlos de manera simbólica , ya que:

a(u) =
1

2

∫
a(p1)u(p1)(dp) ,

y estos obedecen las relaciones de conmutación (simbólicas):

[a(p1), a(q1)] = 0 ,

[a(p1), a∗(q1)] = 2p0δ(p1 − q1) ,

como es estándar en la formulación lagrangiana.

Por ende, el campo simbólico equivalente a la relación (4.10) y que satisface la

ecuación Kφ(x) ≡ (�2 +m2)φ(x) = 0, quedaría expresado como:

φ(x) =
2√
2π

∫
V +

m

[
a(p1)e−i<p|x> + a∗(p1)ei<p|x>

]
(dp) .

La acción del operador de campo φ(f) sobre los vectores del dominio común viene

dada por:

φ(f)Ψ ≡ χ , (4.12)

de manera tal que:

χn(p1, . . . , pn) ≡

(φ(f)Ψ)n(p1, . . . , pn) =
√

2π

[∫
1

2
f̃(p)Ψn+1(p, p1, . . . , pn)(dp)

+
n∑
j=1

f̃(−pj)Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
, (4.13)

donde el símbolo ^ sobre pj indica que esa variable debe ser omitida y f̃(p) es la

transformada de Fourier de f(x).

En particular, sea el estado vacío Ψ ≡ Θ0 = (1, 0, . . . , 0, . . .), entonces:

φ(f)Θ0 =
√

2π(0, f̃(−p1), 0, . . .) .
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Para veri�car que (4.13) satisface (4.1) hallamos la transformada de Fourier de

Kf(x), esto es:

K̃f(p) =
1

2π

∫
(Kf(x))e−i<p|x>d2x =

−1

2π
(p2 +m2)f̃(p) = 0 ,

ya que p2 +m2 = 0 . Entonces por (4.13):

(φ(Kf)Ψ)n(p1, . . . , pn) =
√

2π

[
1

2

∫
K̃f(p)Ψn+1(p, p1, . . . , pn)(dp)+

n∑
j=1

K̃f(−pj)Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
= 0 , (4.14)

esto es, se satisface (4.1).

Observamos que los campos también satisfacen la relación de conmutación (4.2):

Γn(p1, . . . , pn) ≡ (φ(f)Ψ)n(p1, . . . , pn) =
√

2π
[∫

1
2
f̃(p)Ψn+1(p, p1, . . . , pn)(dp)+

n∑
j=1

f̃(−pj)Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
,

(φ(g)Γ)n (p1, . . . , pn) =
√

2π
[

1
2

∫
g̃(q)Γn+1(q, p1, . . . , pn)(dp)+

n∑
k=1

g̃(−pk)Γn−1(p1, . . . , p̂k, . . . , pn)

]
,

al sustituir se tiene :

(φ(g)φ(f)Ψ)n(p1, . . . , pn) =

2π [ 1
4

∫ ∫
(dq)(dp)g̃(q)f̃(p)Ψn+2(q, p, p1, . . . , pn)

+1
2

∑n
j=0

∫
(dq)g̃(q)f̃(−pj)Ψn(q ≡ p0, . . . , p̂j, . . . , pn)

+1
2

∑n
k=1

∫
(dp)f̃(p)g̃(−pk)Ψn(p, p1, . . . , p̂k, . . . , pn)

+
∑n

k=1

∑n−1
j=1j 6=k

g̃(−pk)f̃(−pj)Ψn−2(p1, . . . , p̂k, . . . , p̂j, . . . , pn) ] .

Procediendo de manera similar se obtiene:

−(φ(f)φ(g)Ψ)n(p1, . . . , pn) =

−2π [ 1
4

∫ ∫
(dq)(dp)f̃(q)g̃(p)Ψn+2(q, p, p1, . . . , pn)

+1
2

∑n
j=0

∫
(dq)f̃(q)g̃(−pj)Ψn(q ≡ p0, . . . , p̂j, . . . , pn)

+1
2

∑n
k=1

∫
(dp)g̃(p)f̃(−pk)Ψn(p, p1, . . . , p̂k, . . . , pn)

+
∑n

k=1

∑n−1
j=1j 6=k

f̃(−pk)g̃(−pj)Ψn−2(p1, . . . , p̂k, . . . , p̂j, . . . , pn) ] .
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Al sumar y simpli�car se veri�ca la relación de conmutación (4.2):

([φ(g), φ(f)]− Ψ)n(p1, . . . , pn) =
∫

(dq)Ψn(p1, . . . , pn)
[
g̃(q)f̃(−q)− f̃(q)g̃(q)

]
= π

(2π)2

∫ ∫ ∫
V +

m
g(x)f(y)

[
eiζ − e−iζ

]
d2xd2y(dq) ,

= −i
∫ ∫

f(x)D(x− y)g(y)d2xd2y

con ζ ≡ ζ(x, y, q) =< q|(x− y) > .

Falta comprobar el axioma V de la teoría. En particular debemos probar que:

U(a,Λ) φ(~f) U−1(a,Λ) = φ
(
~f{a,Λ}

)
, (4.15)

donde U(a,Λ) ya la hemos de�nido por (4.9). Para ello hacemos actuar esta relación

sobre un vector Ψ, desarrollando el lado derecho paso por paso obtenemos:

ζn(p1, . . . , pn) ≡ (U−1(a,Λ)Ψ)n(p1, . . . , pn) = e−i<p1+...+pn|Λ−1a>Ψn(Λp1, . . . ,Λpn) ,

ya que U−1(a,Λ) = U(−Λ−1a,Λ−1).

ηn(p1, . . . , pn) ≡ (φ(f)ζ)n(p1, . . . , pn) =

√
2π

[
1

2

∫
(dp)f̃(p)e−i<p+p1+...+pn|Λ−1a>Ψn+1(Λp,Λp1, . . . ,Λpn)

n∑
j=1

f̃(−pj)e−i<p1+...+p̂j+...+pn|Λ−1a>Ψn−1(Λp1, . . . , Λ̂pj, . . . ,Λpn)

]
,

por último:

ξn(p1, . . . , pn) ≡ (U(a,Λ)η)n(p1, . . . , pn) =

ei<p1+...+pn|a>
√

2π

[
1

2

∫
(dp)f̃(p)e−i<p+Λ−1p1+...+Λ−1pn|Λ−1a>Ψn+1(Λp, p1, . . . , pn)

n∑
j=1

f̃(−pj)e−i<Λ−1p1+...+ ˆΛ−1pj+...+Λ−1pn|Λ−1a>Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
,

al simpli�car, usando la invariancia Lorentz de la medida (dp) y del producto escalar,

se obtiene :

ξn(p1, . . . , pn) ≡ (U(a,Λ)φ(f)U−1(a,Λ)Ψ)n(p1, . . . , pn) =

√
2π

[
1

2

∫
(dp)f̃(p)e−i<p|a>Ψn+1(p, p1, . . . , pn)

n∑
j=1

f̃(−pj)ei<pj |a>Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
.
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Por otro lado, al hacer actuar el lado derecho de la ecuación (4.15) a un vector

de estado, y observando que para el campo escalar g(x) ≡ f{a,Λ}(x) = f(Λ−1(x − a))

obtenemos:

τn(p1, . . . , pn) ≡ (φ(g)Ψ)n(p1, . . . , pn) =

√
2π

[
1

2

∫
(dp)g̃(p)Ψn+1(p, p1, . . . , pn)

n∑
j=1

g̃(−pj)Ψn−1(p1, . . . , p̂j, . . . , pn)

]
,

ahora bien, al calcular la transformada de Fourier de g(x):

g̃(p) =
1

2π

∫
f(Λ−1(x− a))e−i<p|x>dx2 =

1

2π

∫
f(x)e−i<Λ−1p|x>e−i<p|a>dx2 = e−i<p|a>f̃(Λ−1p) ,

y sustituir en la relación anterior, tenemos que ξn = τn, por ende se satisface (4.15) y

así el axioma V de la teoría.

Finalmente, haciendo uso de los operadores simbólicos a∗(p1) y a(p1) (ya �de�nidos�),

y con el objeto de entender en qué sentido se puede interpretar la forma usual de

estos operadores (en la formulación lagrangiana), notemos que el operador a∗(p1) puede

reescribirse como:

a∗(p1) =

∫
p0δ(p1 − q1)a∗(q1)(dq) = a∗[p0δ(p1 − q1)] .

Así, a la distribución p0δ(p1 − q1) (p0 =
√

(p1)2 +m2, con p1 dado), se le asocia el

operador a∗(p1). Entonces al aplicar este operador sobre el estado vacío, por (4.11)

obtenemos:

a∗(p1)Θ0 = [0, p0δ(p1 − q1), 0, . . .] .

Podemos denotar los estados generalizados con momenta de�nidos para todas las

partículas como:

|p1
1 . . . p

1
n >= p0

1 . . . p
0
n

∑
{i}

δ(q1
1 − p1

i1) . . . δ(q
1
n − p1

in) , (4.16)

donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones {i} = {i1, . . . , in} de los

números (1, . . . , n) , y p0
j =

√
(pj)2 +m2 y el �producto escalar� de dos estados de esta

44



forma viene dado por:

< p1′
1 . . . p

1′
r|p1

1 . . . p
1
n >= δrnp

0
1 . . . p

0
n

∑
{i}

δ(p1
1 − p1′

i1
) . . . δ(p1

n − p1′
in) .

Así, haciendo corresponder al vacío Θ0 con |0 >, obtenemos (4.16) aplicando el

operador a∗(p1) al vacío:

|p1
1 . . . p

1
n >= a∗(p1

1) . . . a
∗(p1

n)|0 >= p0
1 . . . p

0
n

∑
{i}

δ(p1
1 − q1

i1) . . . δ(p
1
n − q1

in) .

Lo cual se corresponde de manera no rigurosa con el axioma VII.

Es de notar que al aplicar el producto normal a∗(p1)a(p1) a un vector de estado:

(a∗(p1)a(p1)Ψ)n(p1, . . . , pn) = 2p0

n∑
j=1

δ(p1 − p1
j)Ψn(p1, . . . , pn) , (4.17)

lo cual puede interpretarse como la densidad de número de partículas, entonces podemos

de�nir el operador de número de partículas mediante:

N =
1

2

∫
a∗(p1)a(p1)(dp) . (4.18)

Esta última relación nos permite identi�car algunas de las variables dinámicas del

sistema, como lo es el operador momentum total con:

P µ =
1

2

∫
a∗(p1)a(p1)pµ(dp) .

Es claro, por construcción de H, que el espectro de P µ satisface los axiomas III.

En particular IIIc se satisface con un solo autovalor m discreto para
√
−P 2 y espectro

continuo [que empieza cuando tenemos estados de dos partículas: p = p1 + p2 ⇒ p2 ≤
−(m+m)2] en el intervalo [2m,∞).

Se puede ver que los axiomas del tipo IV y VII son satisfechos si se sigue la cons-

trucción hecha en (1+3) (ver, por ejemplo, [1]. Esto no lo consideraremos aquí ya que

envuelve aspectos técnicos que superan los objetivos de este trabajo).
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Capítulo 5

Campo escalar cargado y masivo libre

en (1+1)

Un campo escalar cargado es descrito por operadores no hermíticos, a diferencia del

campo escalar neutro (de�nido en la sección anterior). Así, tenemos un campo escalar

libre y complejo de�nido por una distribución a valor operador φ(f) que obedece tanto

la ecuación de Klein-Gordon (4.1) como las siguientes relaciones de conmutación:

[φ(f), φ(g)]− = [φ∗(f), φ∗(g)]− = 0 ,

[φ∗(f), φ(g)]− = [φ(f), φ∗(g)]− = −i
∫ ∫

f(x)D(x− y)g(y)dx2dy2 .
(5.1)

Como las relaciones (5.1) son invariantes bajo una transformación de fase (lo cual

no ocurre en el caso del campo escalar neutro):

φ(f) → eiλφ(f) ,

φ∗(f) → e−iλφ∗(f) ,

podemos asociar con el campo φ(f) una carga conservada �e�. Así, un estado de una

partícula en H consiste en nuestro caso de funciones Ψ(p, e) de�nidas sobre la hipérbola

V +
m , donde la carga puede ser positiva o negativa e = ±. Por de�nición las funciones

de diferente carga son ortogonales entre sí. Además una suma de funciones con cargas

totales de diferente signo no es un estado físico realizable, ya que la carga de�ne una

regla de superselección. Por construcción el espacio H1 se descompone en una suma

directa de dos subespacios irreducibles:

H1 = H1+ ⊕H1− .
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El espacio de estados de n partículas de una misma carga total viene dado por (4.7).

Entonces el vector de estado Ψ ∈ H será:

Ψ = {Ψ0, . . . ,Ψn(p1, e1; . . . ; pn, en), . . .} ,

y la función Ψn(p1, e1; . . . ; pn, en) es simétrica con respecto a la permutación de los

argumentos (pj, ej).

La acción de φ(f) sobre este vector estado viene dada por:

(φ∗(f)Ψ)n(p1, e1; . . . ; pn, en) =
√

2π

[∫
1

2
f̃(p)Ψn+1(p,+; p1, e1, . . . , pn, en)(dp) +

n∑
j=1

δ+,ej
f̃(−pj)Ψn−1(p1, e1; . . . ; p̂j, ej; . . . ; pn, en)

]
,

(φ(f)Ψ)n(p1, e1; . . . ; pn, en) =
√

2π

[∫
1

2
f̃(p)Ψn+1(p,−; p1, e1; . . . ; pn, en)(dp) +

n∑
j=1

δ−,ej
f̃(−pj)Ψn−1(p1, e1; . . . ; , p̂j, ej; . . . ; pn, en)

]
,

donde por de�nición, el operador φ∗ incrementa la carga del sistema y φ la disminuye.

Se puede demostrar de manera análoga a la sección anterior, que estos operadores de

campo satisfacen la ecuación de Klein-Gordon (4.1) y las relaciones de conmutación

(5.1).

En particular, sea el estado vacío Ψ = Θ0 = (1, 0, . . . , 0, . . .), entonces el campo

actúa como:
φ∗(f)Θ0 =

√
2π(0, f̃(−p1)δ+,e, 0, . . .) ,

φ(f)Θ0 =
√

2π(0, f̃(−p1)δ−,e, 0, . . .) .

De manera simbólica, el campo se expresa:

φ(x) =
1

2
√

2π

∫
V +

m

[
a(+)(p1)e−i<p|x> + a∗(−)(p1)ei<p|x>

]
(dp) ,

φ∗(x) =
1

2
√

2π

∫
V +

m

[
a∗(+)(p1)ei<p|x> + a(−)(p1)e−i<p|x>

]
(dp) ,

donde a∗(+) y a(+) son los operadores de creación y aniquilación de partículas con carga

positiva; mientras que a∗(−) y a(−) son los operadores de creación y aniquilación de

partículas con carga negativa.
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Con esto podemos de�nir el operador de número de partícula:

N =
1

2

∫ [
a∗(+)(p1)a(+)(p1) + a∗(−)(p1)a(−)(p1)

]
(dp) ,

y así obtenemos el operador de momentum total P µ y el operador de carga Q :

P µ =
1

2

∫
pµ
[
a∗(+)(p1)a(+)(p1) + a∗(−)(p1)a(−)(p1)

]
(dp) ,

Q =
1

2

∫ [
a∗(+)(p1)a(+)(p1)− a∗(−)(p1)a(−)(p1)

]
(dp) .

La representación unitaria U(a,Λ) se de�ne, análogamente a (4.9) actuando sobre los

vectores de H independientemente de los índices de la carga. Por lo que la consistencia

con los axiomas de covariancia es clara. La veri�cación de los otros axiomas es clara de

la teoría del campo escalar neutro por extensión.
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Capítulo 6

Campo de Dirac cargado y masivo

libre en (1+1)

El campo espinorial cargado en (1+3) aparece debido a que el grupo de Poincaré

tiene representaciones proyectivas no verdaderas asociadas a partículas o campos. Con-

cretamente estas representaciones usualmente están conectadas con la representación

irreducible de masa m y espín 1
2
(aunque son posibles otros valores de masa y espín).

En (1+1), como hemos visto en la sección 2.3.1, no aparecen representaciones proyecti-

vas no verdaderas conectadas con partículas. No hay manera de hablar de espinores en

(1+1), al menos en el mismo sentido que en (1+3) [es decir, a través de representaciones

que no son verdaderas del grupo de Poincaré].

En este capítulo queremos estudiar lo que sería el �análogo� al bajar la dimensión

del espacio-tiempo del campo espinorial (de verdad) en (1+3). Hemos adoptado la

convención de llamarlo campo de Dirac [a veces llamado campo espinorial en (1+1)]

ya que, como hemos dicho, no existen espinores, esto es, objetos que se transforman

como una representación proyectiva no verdadera, del grupo de Poincaré en (1+1). Para

estudiar el campo de Dirac adoptaremos, en este capítulo, que la métrica es la negativa

que la métrica que hemos usado hasta ahora. Esto es, de ahora en adelante g00 = 1

y g11 = −1. Se puede hacer todo en nuestra métrica inicial, pero lo hacemos en esta

otra métrica para tener las propiedades usuales de las matrices γ y así no tener que

hacer cálculos que están en la literatura en la métrica que usaremos ahora.

La teoría clásica del campo de Dirac en (1+1) sería entonces de�nida por la ecuación
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de Dirac: (
iγµ

∂

∂xµ
−m

)
ϑ(x) = 0 , (6.1)

donde µ = 0, 1 y γµ son matrices 2 × 2 que satisfacen [γµ, γν ]+ = 2gµν y la relación

de hermiticidad γµ∗ = gµµγµ con µ, ν = 0, 1 para garantizar la hermiticidad de los

observables.

El campo ϑ(x) se transforma frente a una representación bidimensional del grupo

de Lorentz. Esta representación es la generada por las matrices del álgebra de Lie:

sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ) ,

con µ, ν = 0, 1, que solo dan un término independiente (como debe ser, ya que el grupo

de Lorentz es unidimensional). Así que si escribimos Vjk(Λ(w)) = (exp(−iws01))jk el

campo transformado será:

ϑ̃j(x) =
2∑

k=1

V −1
jk (Λ)ϑk(Λx+ a) , (6.2)

bajo una transformación de Poincaré (a,Λ).

Un campo Dirac cuántico libre de masa m es una distribución a valor operador

φ(x) = φα(x) con α = 0, 1 la cual obedece la ecuación del campo de Dirac:(
iγµ

∂

∂xµ
−m

)
φ(x) = 0 , (6.3)

y la siguiente relación de anticonmutación a igual tiempo :

[φα(t, x
1), φβ(t, y

1)]+ =
[
φ∗α(t, x

1), φ∗β(t, y
1)
]
+

= 0 ,[
φα(t, x

1), φ∗β(t, y
1)
]
+

= δαβ(x
1 − y1) ,

(6.4)

donde α, β = 0, 1.

La ecuación de Dirac (6.1) en el espacio de los momenta p tiene la forma:

(�p−m)u(p) = 0 ,

ũ(p) (�p−m) = 0 ,
(6.5)

donde ũ es el campo conjugado de Dirac, de�nido como ũ ≡ (γ0u)∗ = ūγ0, y �p ≡ pµγµ

es un operador lineal en el espacio complejo bidimensional (asociado al vector p del
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espacio de Minkowski) el cual satisface:

(���p+ q) = �p+ �q ,

(��αp) = α�p ,

�p�q + �q�p = 2(p0q0 − p1· q1) .

Ahora bien, (6.5) es considerada como un problema de autovalores para la energía p0,

cuyos valores posibles están determinados por la condición det(�p−m) ≡ (p2−m2) = 0.

Esta ecuación tiene dos raíces p0 = ±
√

(p1)2 +m2, por ende podemos denotar a las

soluciones de (6.5) por u(±)(p1), donde (±) corresponde al signo de la energía.

En vez de normalizar estas soluciones a uno, como es usual, por conveniencia las

normalizaremos de manera tal que cumplan:

ūu = 2ω o equivalentemente ũu = 2mε(p0) , (6.6)

donde ū es el complejo conjugado de u, p0 = ±ω = ±
√

(p1)2 +m2 y ε(p0) representa a

la función signo de la energía.

Al multiplicar la primera ecuación de (6.5) por γ0, obtenemos que u(±)(p1) son

autovectores del operador hermítico H = mγ0 + p1 · γ0γ1, el Hamiltoniano, cuyos au-

tovalores son la energía p0. Como tienen autovalores diferentes, ±w, entonces ellos son
ortogonales:

ū(±)(p1)u(∓)(p1) = 0 . (6.7)

Además las soluciones de (6.5) satisfacen las relaciones de completitud:

u
(+)
α (p1)ū

(+)
β (p1) + u

(−)
α (p1)ū

(−)
β (p1) = 2ωδαβ ,

u
(+)
α (p1)ũ

(+)
β (p1)− u

(−)
α (−p1)ũ

(−)
β (−p1) = 2mδαβ ,

(6.8)

así como la condición de suma:

u(+)
α (p1)ũ

(+)
β (p1) + u(−)

α (−p1)ũ
(−)
β (−p1) = 2�pαβ . (6.9)

Análogo al caso del campo escalar, el espacio de Hilbert se construye como una

suma directa de espacios de Hilbert (ver (4.6)), donde identi�camos al espacio H1 con

el espacio Hm. Este consiste de todas las funciones Ψ = Ψα de�nidas sobre la hipérbola

V +
m para las cuales la integral invariante converge:

〈Ψ|Ψ〉 =
1

2

∫
V +

m

Ψ̃
1

m �pΨ(dp) . (6.10)
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Esta relación de�ne un producto escalar, ya que para p ∈ V +
m la matriz γ0

�p es de�nida

positiva.

La representación del grupo Π↑
+ actúa en Hm de acuerdo a:

[U(a,Λ)Ψ](p) = ei<p|a>V (Λ)Ψ(Λ−1p) , (6.11)

donde V (Λ) es la representación �nito dimensional de L↑+(1+1) dada por (6.2). Es fácil

ver que (6.11) es unitaria, ya que:

V ∗(Λ)γ0 = γ0V −1(Λ) .

La representación (6.11) en el espacio Hm es reducible. Esto se demuestra de la

identidad:

U−1(a,Λ)℘U(a,Λ) = ℘ ,

donde ℘Ψ(p) = �pΨ(p), es decir tenemos un operador hermítico que conmuta con todos

los elementos de la representación que no es múltiplo de la identidad.

El operador ℘ tiene dos autovalores in�nitamente degenerados in Hm: +m y -m.

Entonces el espacio de Hilbert Hm se puede descomponer en una suma directa de dos

subespacios ortogonales :

Hm = H+
m ⊕H−

m ,

y son invariantes bajo la representación U(a,Λ). Las proyecciones Υ±
m sobre H± vienen

dadas por:

Υ±
m =

m± �p

2m
.

y así:
si Ψ(p) ∈ H+

m −→ ℘Ψ(p) = mΨ(p) ,

si Ψ(p) ∈ H−
m −→ ℘Ψ(p) = −mΨ(p) .

Los espacios H±
m no contienen ningún subespacio invariante no trivial con respecto

a Π↑
+(1, 1), esto es, en cada uno de ellos la representación (6.11) es irreducible.

El producto escalar (6.10) en estos espacios H±
m toma la forma:

〈Φ|Ψ〉 = ±1

2

∫
V +

m

Φ̃Ψ(dp) Φ,Ψ ∈ H±
m .

En toda esta discusión precedente, p ∈ V +
m , esto es p0 > 0, todas las partículas tienen

energía positiva. Puesto que H±
m son invariantes y de energía positiva, no hay partículas
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de energía negativa de acuerdo con el sentido común y el axioma III. El operador ℘
m

es autoadjunto y así es una involución unitaria, sus autovalores los interpretaremos

como el signo de la carga. Entonces, por de�nición, los vectores correspondientes a H+
m

describen estados de partículas con carga positiva (partícula), mientras que los vectores

pertenecientes a H−
m describen estados de partículas con carga negativa (antipartícula).

A diferencia del campo escalar, el espacio Hn (n partículas) se de�ne como una

potencia antisimétrica de H1 = Hm:

Hn = ant H⊗n
m . (6.12)

Por las reglas de superselección de la carga, el espacio Hn se descompone en una

suma de (n+1) subespacios coherentes ortogonales:

Hn = H(−n)
n ⊕H(−n+2)

n ⊕ . . .⊕H(n−2)
n ⊕H(n)

n , (6.13)

donde H(k)
n (para n−k

2
entero) es el subespacio de estados de n-partículas de carga total

k. El espacio H será una suma directa de estos Hn. Por lo tanto, el producto escalar en

H es el usual en estos casos (ver, por ejemplo, [21]).

Usando la base Ψ(e)(p) ∈ Hm, donde el operador
℘
m
es diagonal, podemos representar

los elementos de Hn en la forma:

Ψn(p1e1; . . . ; pnen) ej = ±e , (6.14)

donde e la asociamos a la carga de la partícula y −e a la carga de la antipartícula.

Por (6.12), los elementos de Hn (6.14), son antisimétricas bajo la permutación de dos

dupletes (piei):

Ψn(p1e1; . . . ; piei; . . . ; pjej; . . . ; pnen) = −Ψn(p1e1; . . . ; pjej; . . . ; piei; . . . ; pnen) . (6.15)

La representación unitaria del grupo de Poincaré restringido U(a,Λ), viene dada por

productos tensoriales de la representación (6.11) y sobre un vector de estado Ψ ∈ H:

Ψ = (Ψ0,Ψ1(p1e1), . . . ,Ψn(p1e1; p2e2; . . . ; pnen), . . .) ,

viene especi�cada por:

U(a,Λ)Ψ =

{Ψ0, . . . , e
i<(p1+...+pn)|a>Ṽ (Λ)Ψn(Λ

−1p1e1; . . . ; Λ
−1pnen), . . .} , (6.16)
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donde Ṽ (Λ) la explicamos a continuación. Ṽ (Λ) es una representación de 2n dimensiones

que actúa sobre C2n
= C2 ⊗ C2 ⊗ . . . ⊗ C2 de acuerdo con el producto tensorial de

representaciones:

Ṽ (Λ) = V (Λ)⊗ V (Λ)⊗ . . .⊗ V (Λ)︸ ︷︷ ︸
n

, (6.17)

donde V (Λ) viene dado por (6.2) y el signi�cado de (6.17), es usual [21], lo recordaremos

a continuación.

Si ξ ∈ C2n
y ξ = ξ1 ⊗ ξ2 ⊗ . . .⊗ ξn entonces:

Ṽ (Λ)ξ = V (Λ)ξ1 ⊗ V (Λ)ξ2 ⊗ . . .⊗ V (Λ)ξn . (6.18)

La transformación Ṽ (Λ) sobre vectores generales de C2n
se obtiene por linealidad de�-

niendo así un operador único para cada Λ que lleva a una representación de 2n dimen-

siones del grupo de Lorentz. Finalmente, recordemos que todo esto (V (Λ) en particular)

debe ser expresado, de acuerdo con (6.14), en la base donde ℘
m
es diagonal.

Una forma explícita del producto escalar en el espacio H, en términos de (6.15), se

obtiene si introducimos concretamente la base v(e)(p1) ∈ Hm, la cual de�nimos por:

v(e)(p1) ≡ u(e)(ep1) .

Los elementos de esta base satisfacen �pv
(e)(p1) = emv(e)(p1), es decir, son autofun-

ciones del operador hermítico ℘ con diferente autovalor, entonces son ortogonales:

ṽ(e)(p1)v(e′)(p1) = 2meδee′ . (6.19)

[donde hemos supuesto la normalización (6.6)].

Las relaciones (6.8), (6.7) y (6.9) para la base v(e)(p1) serán:

v̄(±)(p1)v(∓)(−p1) = 0 ,

v
(±)
α (p1)ṽ

(±)
β (p1) = �pαβ ±mδαβ .

Entonces podemos de�nir Ψα(p) ∈ H en esta base como:

Ψα(p) =
∑
e

v(e)
α (p1)Ψ(p, e) , (6.20)
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y así, con (6.10) y (6.20) podemos expresar el producto escalar en términos de (6.15),

como:

〈Ψ|Φ〉 = Ψ0Φ0

+
∞∑
n=1

1

2nn!

∑
ej

∫
. . .

∫
V +

m

Ψn(p1, e1; . . . ; pn, en)Φn(p1, e1; . . . ; pn, en)(dp1) . . . (dpn) .

Volviendo a los campos cuánticos simbólicos φ(x), la solución general de (6.1) re-

presentada como una integral de Fourier viene dada por:

φ(x) = 1
2
√

2π

∫ [
b(+)(p1)v(+)(p1)e−i<p|x> + b∗(−)(p1)v(−)(p1)ei<p|x>

]
(dp) ,

φ̃(x) = 1
2
√

2π

∫ [
b∗(+)(p1)ṽ(+)(p1)ei<p|x> + b(−)(p1)ṽ(−)(p1)e−i<p|x>

]
(dp) .

(6.21)

Y obedecen las siguientes relaciones de anticonmutación:

[φα(x), φβ(y)]+ =
[
φ̃α(x), φ̃β(y)

]
+

= 0 ,[
φα(x), φ̃β(y)

]
+

= −iSαβ(x− y) ,
(6.22)

donde :

S(x) = (i��∂ +m)D(x) = i
4π

∫
V +

m
(dp)

[
e−i<p|x>(�p+m) + ei<p|x>(�p−m)

]
= i

2π

∫
d2pε(p0)δ(p2 −m2)(�p+m)e−i<p|x> ,

con D(x) el conmutador de Pauli-Jordan (4.3) y ε(p0) es el signo de la energía.

Mediante (6.19) y (6.21) podemos de�nir las reglas de conmutación de los operadores

b± y b∗±: [
b(±)(p1), b(±)(q1)

]
+

=
[
b(∓)(p1), b(±)(q1)

]
+

= 0 ,[
b∗(±)(p1), b∗(±)(q1)

]
+

=
[
b∗(±)(p1), b(∓)(q1)

]
+

= 0 ,[
b∗(±)(p1), b(±)(q1)

]
+

= 2p0δ(p1 − q1) .

(6.23)

Estos operadores son de�nidos de manera análoga a los operadores a±(p1) del campo

escalar cargado, permitiéndonos interpretar a b∗(+)(p1) y b(+)(p1) como operadores de

creación y aniquilación de partículas, respectivamente; y a b∗(−)(p1) y b(−)(p1) como

operadores de creación y aniquilación de antipartículas.

De�nimos el operador promediado (ver (3.1)) como:

b(e)(f) =
1

2

∫
b(e)(p1)f(p1)(dp) , (6.24)
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donde e es la carga de la partícula( el �electrón � , con e=-1 ), y −e de la antipartícula

( el �positrón�).

Los operadores (6.24) y sus adjuntos actúan sobre los vectores de estado (6.14) de

la siguiente manera:[
b(e)(f)Ψ

]
n
(p1e1; . . . ; pnen) =

1

2

∫
V +

m

f(p1)Ψn+1(pe; p1e1; . . . ; pnen)(dp) ,[
b∗(e)(f)Ψ

]
n
(p1e1; . . . ; pnen) =

n∑
j=1

(−1)j+1Ψn−1(p1e1; . . . ; p̂jej . . . ; pnen)f(pj)δeej
,

y obedecen las relaciones de conmutación, las cuales se siguen de (6.23) y (6.24):[
b(e)(f), b(e

′)(g)
]
+

=
[
b∗(e)(f), b∗(e

′)(g)
]
+

= 0 ,[
b(e)(f), b∗(e

′)(ḡ)
]
+

=
1

2
δee′

∫
V +

m

ḡ(p)f(p)(dp) .
(6.25)

Entonces construimos el campo cuántico a partir de (6.21), mediante la relación:

φ(~g) =
√

2πm
(
b(+)(f+) + b∗(−)(f−)

)
, (6.26)

donde f±(p1) = v
(±)
α (p1)gα(∓p).

En analogía a (4.17), se observa que el operador de densidad de número de partículas

vendrá dado por:

[
b∗(e)(p1)b(e)(p1)Ψ

]
n
(p1e1; . . . ; pnen) = Ψn(p1e1; . . . ; pnen)2p

0

n∑
j=1

δeej
δ(p1 − p1

j) .

Por ende podemos de�nir el operador de número de partículas como:

N =
1

2

∑
e=±

∫
b∗(e)(p1)b(e)(p1)(dp) , (6.27)

y las demás variables dinámicas, como el operador de carga eléctrica Q,y el de momen-

tum lineal P µ:

Q =
1

2

∑
e=±

e

∫
b∗(e)(p1)b(e)(p1)(dp) ,

P µ =
1

2

∑
e=±

e

∫
pµb∗(e)(p1)b(e)(p1)(dp) .

(6.28)

Finalmente, quisiéramos señalar que al construir el campo de Dirac tenemos un

campo que satisface reglas de anticonmutación. Ahora, puesto que el grupo de Poincaré
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es completamente reducible (esto es, toda representación unitaria puede descomponerse

en integral directa de sus irreducibles) [23], la representación (8.16) será descompuesta

en representaciones de partículas sin espín. Por lo tanto, tenemos una teoría sin espín

con campos que anticonmutan. Esto no es una contradicción ya que el teorema de espín-

estadística está demostrado en (1+3). Más aún, esto está de acuerdo con los teoremas

de bosonización en (1+1) [24].
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Capítulo 7

Discusión y conclusiones

En este trabajo hemos considerado ciertos aspectos de la mecánica cuántica rela-

tivista en (1+2) y (1+1). Hemos veri�cado que SL(2,R), contrariamente a lo dicho

por ejemplo, en las referencia [2] y [4], no es simplemente conexo. Se ha construido los

espacios de Hilbert correspondientes y se ha mostrado la existencia de las representa-

ciones proyectivas y unitarias que realizan el grupo de Poincaré en (1+1) para varias

teorías de campos libres. Estas teorías satisfacen reglas de anticonmutación (campo de

Dirac) o reglas de conmutación (campos escalares cargados y no cargados). Además

[consistentemente con que el grupo de Poincaré en (1+1) es un grupo completamente

reducible] se obtiene que las partículas descritas por estos campos, por construcción,

no tienen espín y por lo tanto no hay conexión entre espín y estadística. Esto está de

acuerdo con la conocida bosonización en (1+1).

Uno de los objetivos de este trabajo fue presentar la formulación de Wightman de

la teoría cuántica de campos, debido a que ella presenta una versión matemáticamente

rigurosa de esta teoría. El considerarla en (1+1) nos permite trabajar, matemáticamen-

te, de manera más simple los campos. Sin embargo, algunas precisiones matemáticas

fueron dejadas de lado. Por ejemplo, todo lo relacionado con el dominio de los operado-

res de campo (la densidad del dominio común y la ciclicidad del vacío). Aunque como

hemos dicho esto no presentaría mayor di�cultad, nuestra presentación es útil ya que

ayuda a ver lo que se debe hacer en la formulación de Wightman (aparte de mostrar,

por defecto, las �lagunas� de la formulación lagrangiana).

El reconocimiento a la formulación de Wightman ha llegado inclusive a ser consi-
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derada como parte fundamental en la demostración de uno de los famosos problemas

del milenio (1 millón de dólares de premio aparte de la fama) que consiste en probar la

existencia (rigurosa) de una teoría de Yang-Mills con brecha en la masa [25], [26]. La

axiomática de Wightman es un contexto que reune varias teorías cuánticas de campo

y no una teoría en particular. Los axiomas de esta teoría no deberían verse como algo

rígido sino como hipótesis de lo que debería ser una teoría cuántica de campos. Si los

axiomas llevasen irreversiblemente a situaciones no físicas deberían ser cambiados. Esta

es una de las bondades del método axiomático, donde las hipótesis estan claramente

establecidas, ya que se pueden ver los culpables de un mal resultado.

El ejemplo dado en la subsección 2.4, de una representación del álgebra de Lie del

grupo de Heisenberg ( R3 con un producto no conmutativo ), plantea claramente que la

covariancia de una teoría cuántica relativista no se puede discutir a nivel del álgebra de

Lie en general. Como vimos allí, una representación del álgebra de Lie no necesariamente

viene de una representación del grupo de Lie. Por esta razón, la manera usual de explicar

la covariancia Poincaré en la formulación lagrangiana, vía una representación del álgebra

de Lie del grupo de Poincaré, no garantiza el cumplimiento del teorema de Wigner.

Finalmente, de los resultados en la referencia [18] donde se prueba que el espinor

no tiene lugar en (1+1) [recordemos que entendemos el espinor a través de ciertas

representaciones que no son verdaderas, como en (1+3), y de los resultados de [18] solo

tenemos representaciones verdaderas que describen partículas libres], las complicaciones

con el grupo de recubrimiento universal en (1+2) y la no satisfacción del teorema de

espín-estadística en (1+1), nos muestran que la esperanza de tener un �sabor� de lo que

pasa en (1+3) al conocer lo que pasa en (1+1) es bastante lejana. Sin embargo, como

modelo para entrenarse en ciertos conceptos puede ser muy útil.
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