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Resumen

Se estudia el problema del colapso de una esfera considerando el efecto gravita-
cional y difusivo. Para modelar mas adecuadamente el efecto difusivo en el proble-
ma se hace la suposicién més general en cuanto al coeficiente de difusion, es decir,
éste depende de la densidad y temperatura. Por otra parte, se emplea un grupo de
transformaciones autosimilares para lograr transformar un problema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, a un problema en ecuaciones diferenciales en
derivadas ordinarias. Ademds, dada la complejidad del problema, encontrar una
solucién analitica es sumamente complejo por lo tanto nos valdremos de méto-
dos numéricos para resolver el problema para lo cual implementaremos una rutina

Runge-Kutta de cuarto orden a fin de encontrar las funciones involucradas.

En otro orden de ideas, se estudian algunas propiedades termodindmicas basi-
cas con el objeto de entender qué sucede con la entropia del sistema y cudl es el
efecto del término no lineal de la ecuacién de la conservaciéon de la energia en la

acelaracion radial de la esfera.

Finalmente estudiaremos el espacio de solucién del grupo de transformaciones
de escala que es vélida para nuestro problema concreto, es decir, el colapso gravita-
cional. Con este estudio se logra generalizar las soluciones para los problemas de
colapso gravitacional considerados hasta ahora, dado que no se parte de un esta-
do termodindmico particular; ademads se logra ver, mediante el nimero de Péclet
y la tasa de fuerza debida a la presion respecto de la gravedad, que el sistema se

“enfria” a causa de las pérdidas radiativas.
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CAPITULO

1

INTRODUCCION

En la Fisica hay muchas corrientes de trabajo sumamente interesantes, proble-
mas abiertos desde hace décadas -incluso siglos-, que han cautivado a cientificos y
tilésofos de la ciencia (como fueron llamados los fisicos tiempo atrds). Dentro de la
fisica, la astrofisica es particularmente interesante; el estudio de la Fisica del Uni-
verso lleva tiempo siendo foco de mucha investigaciéon pues, como es conocido,
durante muchos afios se estudiaron diversos temas que iniciaron con la consid-
eracion de la existencia de planetas, analizando qué tipo de movimiento describen

y finalmente reflexionando acerca de si el Universo es o no finito, entre otras cosas.

Aristoteles, por ejemplo, era del pensar que existia un Universo finito (donde
no existe el vacio) formado por una serie de esferas concéntricas. Ademéds, la Tierra
era también considerada una esfera, no de gran dimensién y se encontraba en el
centro del Universo, en reposo. Por otra parte, Eratdstenes calcul6 el radio de la
Tierra midiendo la inclinacién de los rayos solares y la sombra producida por ellos

el mismo dia y a la misma hora en dos ciudades distintas, Alejandria y Siena.
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Como ellos, grandes astrénomos, fisicos e incluso fil6sofos del pasado invirtie-
ron gran parte de su vida intentando entender los misterios que alberga el Uni-
verso: muchos de ellos sentaron las bases para construir una teoria mas sélida del
Universo y de los procesos que en él ocurren, y otros, por su parte, fortalecieron y

mejoraron las contribuciones de sus predecesores cientificos.

Ahora bien, se ha dicho que los planetas y el Universo (en general) han si-
do considerablemente investigados; sin embargo, uno de los muchos problemas
que aun resta por resolver el referente a los procesos evolutivos previos a la for-
macién de una estrella que, a pesar de ser investigados también, sigue siendo un
tema abierto, pues es bastante complicado determinar toda la gama de propiedades
necesarias para la correcta interpretacion y andlisis del problema. En las tltimas dé-
cadas, digamos desde los 70 y hasta los 90 del siglo XX, algunos fisicos abordaron
el estudio del colapso de una nube molecular debido a la influencia de la gravedad
([Larson, 1969], [Penston, 1969]], [Shu, 1977] y [Hunter, 1977] por ejemplo). Tales
trabajos fueron pioneros en el desarrollo y entendimiento del problema ya que
han dado pie a investigaciones sobre el colapso de nubes moleculares, tomando en
cuenta mas interacciones, por ejemplo la interaccién magnética ([Galli and Shu, 1993]))
y la difusiva ([Murakami et al., 2004]]). Un trabajo precursor en el estudio del colap-
so gravitacional es el de Larson [Larson, 1969], en él se hace un estudio del pro-
blema obteniendo soluciones numéricas, ademads de introducir en un apéndice un

tratamiento autosimilar a las ecuaciones dindmicas de los gases en cuestion.

Con el fin de acercarse un poco a la solucién del problema del colapso de nubes
moleculares, muchos autores se han valido del método de soluciones autosimilares
para convertir las ecuaciones que intentan resolver, en un sistema de ecuaciones or-
dinarias y, por lo tanto, han tenido el cuidado de elegir adecuadamente la transfor-
macién a usar a fin de eliminar una de las variables independientes del problema,
por ejemplo el tiempo. Es claro que las soluciones autosimilares son de vital impor-

tancia en los fenémenos hidrodindmicos en astrofisica, por ejemplo [Penston, 1969]
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y [Larson, 1969], hicieron los trabajos que facilitaron el estudio del problema del co-
lapso gravitacional para una esfera de gas cuyo estado era isotérmico, dando ciertas

explicaciones cualitativas de las primeras etapas de la formacion estelar.

Por otra parte, [Shu, 1977] y [Hunter, 1977] llegaron, separadamente, a nuevas
soluciones autosimilares extendiendo los resultados obtenidos por [Larson, 1969]
y [Penston, 1969]. Hunter ([Hunter, 1977]) supuso una transformacién autosimilar
algo diferente a lo estandar, aunque seguia siendo relativamente sencilla, y apro-

xim6 una solucién del perfil de velocidad adimensional.

En contraste con la suposicién de comportamiento isotérmico, [[Yahil, 1983]] en-
contré otra solucién autosimilar para el problema de la implosiéon de una nube
molecular haciendo uso de una ecuacién de estado politrépica de la forma p = kp7
donde k es una constante de dimensiones adecuadas. Siguiendo la misma tenden-
cia, o mejor dicho, mejorando la contribucién antes mencionada, [Suto and Silk, 1988]]
introdujeron una solucién diferente sobre el problema del colapso de una nube
molecular, en este caso p = kp?, donde k = k(t). Esta solucién autosimilar obtenida
bajo consideraciones diferentes aument6 nuestro entendimiento de la formacién es-
telar pues, como es evidente, un modelo que describa adecuadamente la formacién
estelar requiere que en los casos extremos presente un comportamiento isotérmico
y adiabédtico dependiendo del limite estudiado. Una de las constribuciones, desde el
punto de vista fisico, del trabajo mencionado anteriormente fue tomar que k = k(t)
por cuanto es el primer paso para obtener una ecuacién de estado que tome en

cuenta el hecho de que la energfa interna € varia en el tiempo (tengamos en mente

que p/p x€).

Por otra parte, con este trabajo se persigue estudiar el proceso de colapso de
una nube molecular sin considerar ningtn estado termodindmico particular del
sistema, o dicho de otra manera, queremos estudiar el problema sin suponer que

el sistema es isotérmico (por ejemplo). Debemos recalcar que el estudio sobre la
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implosién de nubes moleculares ha sido poco explorado, incluso desde el enfoque
autosimilar, lo cual es comprensible por la complejidad del problema. Ademas, si
consideramos la ecuacién de la energia para describir el fendmeno de manera més
general, encontramos que el comportamiendo altamente no lineal del coeficiente de
difusion dificulta considerablemente la resolucién del problema, aunque es posible
facilitar tal resolucién (en primera instancia), haciendo algunas simplificaciones ra-

zonables.

En este trabajo nos valdremos de métodos numéricos simples para obtener la
solucién de nuestro problema (el colapso gravitacional de nubes moleculares en-
friadas por radiacién). La necesidad de implementar métodos numéricos surge da-
do que el estudio de la evolucion estelar es un problema complicado (porque nu-
merosos procesos complejos toman lugar), y también porque aparecen dificultades
matemadticas cuando se intentan solucionar las ecuaciones diferenciales no lineales
parciales del problema estudiado. Tales dificultades son parcialmente subsanadas
con el uso de las soluciones autosimilares, y con ayuda de cédigos hidrodindmi-
cos sofisticados, o haciendo simplificaciones para usar un método numérico mu-
cho méas simple, pero igualmente potente. Sin embargo, a pesar de que es posi-
ble obtener la solucién del problema, la relacién entre los fenémenos fisicos y sus
propiedades es no trivial, esto se debe a que, cuando realizamos las transforma-

ciones autosimilares, se opaca la interpretacion fisica a priori del problema.

Con el fin de tener una visién més clara de las propiedades fisicas involucradas,
hemos de simplificar un tanto el problema considerando solamente los procesos e
interacciones mds relevantes. Ademds mostraremos algunas propiedades termo-
dindmicas aplicadas a nuestro problema particular a fin de analizar la contribucién

de nuestro modelo en el problema planteado.

En el capitulo 2l mencionaremos brevemente la teoria basica asociada a nues-

tro problema, en el capitulo[3|mostraremos las ecuaciones bésicas necesarias para la
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correcta descripcion del fenémeno estudiado, en eld]diremos como solucionaremos
el problema, en el capitulo5|se veran los perfiles evolutivos de las variables involu-
cradas (velocidad, densidad y temperatura), habiendo verificado previamente nue-
stro c6digo con los resultados conocidos de otro autor [Shu, 1977]. Ademads, en el
capitulof6|analizaremos las soluciones obtenidas y estudiaremos algunas propiedades
termodindmicas de interés en nuestro problema particular. En [7] resumiremos las
conclusiones del presente trabajo. Finalmente en los apéndices [A] y [D] presen-

tamos algunos desarrollos de interés en nuestro trabajo.



CAPITULO

2

MARCO TEORICO

La Formacion estelar se debe a la fragmentacion y condensacion de gigantescas
nubes moleculares de gran masa (alrededor de 10° M, ver [Hartmann, 2009]) y den-
sidad (entre 1072° y 1017¢ /cm? ). Tales nubes contienen polvo interestelar y gas y
en ellas es donde se da el proceso de gestacion de las estrellas. En la siguiente sec-
ciéon se dara la informacion tedrica bésica para el estudio del problema que nos
compete que no es otro que estudiar el colapso de una nube molecular consideran-

do la interaccion asociada a la gravedad y a la difusion.

2.1. Formacion estelar

2.1.1. Medio interestelar

El medio interestelar (ISM) no es més que el polvo y gas entre las estrellas. Este
medio es visto como las franjas de polvo oscuro en la Via Lactea (o en otras gala-

xias), o por sus efectos en las estrellas: el enrojecimiento y la extincién. También se
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observa de forma mads directa como nebulosas de emisién o reflexién. Aproximada-
mente el 20 % de la masa de la galaxia es ISM. E1 ISM absorbe la luz visible, pero al
mismo tiempo emite ondas de radio o radiacién infrarroja. Asi, si bien no podemos
hacer un mapa exacto de la galaxia a distancia en luz visible, si podemos ver zonas
distantes de polvo interestelar y gas con bastante facilidad. Ahora bien, el 99 % del
ISM es gas, y s6lo el 1% de la masa es polvo. Incluso en las nebulosas, las cuales
tienen una densidad bastante alta (ver tabla 2.1), la densidad es menor que en el

mejor de los vacios que podamos lograr en un laboratorio.

2.1.2. Nubes moleculares gigantes

Mucha de la masa en el medio interestelar estd agrupada en camulos llamados
nubes moleculares gigantes o simplemente nubes moleculares (para tamafios mas
reducidos). Estos camulos son mas densos que el medio circundante y suficiente-
mente frio que pueden contener hidrégeno molecular (y rastros de otras moléculas).
Una nube molecular tipica es alrededor de 1pc y contiene alrededor de 1 x 10°
masas solares. Hay cientos de nubes moleculares gigantes en la Via lactea. La més
cercana es la Nebulosa de Orién que se muestra en la figura La nebulosa de

Orién estd a 450 pc de distancia.

2.1.3. Gas interestelar

El gas interestelar constituyente del ISM estd compuesto, en su mayor parte,
por hidrégeno. Un 90 % de los 4tomos (que abarca un 70 % de la masa total) son de
este elemento. Del otro 10 % précticamente todos son dtomos de helio. El resto de
los elementos pueden considerarse practicamente despreciables, a pesar de su ev-
idente importancia para nuestra vida cotidiana. Este hidrégeno interestelar puede
encontrarse en tres estados: atdémico neutro, molecular y atémico ionizado. El dlti-

mo implica que el medio interestelar cuenta con un campo de radiacién que procede
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Figura 2.1: Nebulosa de Orion

de las estrellas, fundamentalmente de aquellas cuya radiacién es capaz de excitar
o ionizar los &tomos constitutivos del gas; es decir, a las estrellas de altas temperat-

uras.

2.1.3.1. Regiones HII

Estas son usualmente partes de nubes moleculares gigantes: especificamente
las partes circundantes calientes de estrellas jévenes, tales como O 6 B (refiérase al
diagrama HR). Las estrellas O y B emiten luz ultravioleta, la cual ioniza el hidrégeno
en la nebulosa. Cuando los electrones se recombinan con los protones para formar
hidrégeno, ellos emiten fotones a longitudes de onda caracteristicas del espectro
de hidrégeno. El color rojo de las regiones HII es debido a 656 nm de la linea es-
pectral de hidrégeno. Las regiones HII pueden ser enormes, particularmente si hay
maés de una estrella O produciendo radiacién ultravioleta en la vecindad. Las estre-
llas del tipo O son masivas, pero tienen un corto tiempo de vida. En consecuencia,

las regiones HII tinicamente existen por alrededor de 10 millones de afios. Cuando
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una estrella tipo O gaste su combustible, la regién HII ya no tendrd una fuente de

fotones ionizantes y se desvanecera.

2.1.3.2. Gas interestelar difuso

El gas interestelar difuso ocupa las regiones entre la nebulosa. Es extremada-
mente poco denso (por eso se le llama “difuso”). El gas interestelar difuso fue des-
cubierto por la observacion del espectro de un sistema binario de estrellas. El as-
trénomo J. Hartmann observé que no habia realmente dos lineas espectrales de las
binarias (una de cada estrella). Es importante mencionar que muchos dtomos se han
concontrado en el gas interestelar , desde el calcio, pasando por el hidrégeno neutral
(que se identific6 observando la linea de 21 c¢m, la cual resulta de una transicién de
spin del electrén en el atomo de hidrégeno) hasta llegar a la deteccién de moléculas
tales como CH, CN, y CN™ continuando con H,O y NHj. Actualmente hay mas
de 80 moléculas conocidas en el gas interestelar difuso, que componen un 0,002 %
del gas interestelar. Han sido encontrados incluso aminodacidos [Stacey, 2002]. Por
otra parte, las moléculas son facilmente perturbadas, y aun maés, destruidas por la
radiacién ultravioleta. Finalmente, hemos de destacar que, en su mayor parte, las
moléculas sobreviven dentro de las nubes donde son pretegidas por las particulas

de polvo.

2.1.4. Polvo interestelar

El polvo interestelar estd compuesto de pequefifsimos granos de materia s6lida
(alrededor de 100um) que habitan en nubes moleculares y contribuyen a absorber

la luz. Justamente es en este oscurecimiento donde estd su importancia ﬂ ya que

ltambién acttia como catalizador en la formacién de moléculas de hidrégeno, absorbiendo &to-
mos en su superficie
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dada esa condicion acttia como un escudo protector contra las radiaciones, preser-
vando y favoreciendo con ello a las reacciones quimicas que se deben producir en
las zonas oscuras para que se formen las moléculas complejas. Ahora bien, hay
tres maneras de detectar el polvo interestelar: radiacion infrarroja de las particulas

calientes, extincion de la luz visible y nebulosas de reflexién.

1. El polvo es calentado por radiaciéon ultravioleta, y por lo tanto emite un es-
pectro de cuerpo negro que llega al maximo en el infrarrojo. El polvo emite en
el infrarrojo pero bloquea la luz visible. Por lo tanto, la imagen infrarroja es

brillante mientras que la imagen Optica es oscura y viceversa.

2. Nebulosa oscura: es la mancha oscura en la Via Lactea y las nubes oscuras ob-
servadas en otros lugares. Estas nebulosas oscuras son frecuentemente lla-
madas “nubes de polvo”, sin embargo, ellas estdn formadas principalmente
de gas. El rango en tamafio de estas nubes va de menos de 1 pc a un poco més
de 10 pc. Muchas nebulosas absorben cerca del 75 % de la luz de las estrellas,

algunas absorben incluso hasta 95 % en algunos casos.

3. Nebulosas de reflexion: éstas brillan por la luz dispersada, en gran parte de la
misma manera que el cielo azul brilla por la luz solar dispersa. Estas nebulosas
son siempre de color azulado, y son facilmente distinguibles de las regiones
HII dado que éstas siempre son de color rojizo. Las lineas espectrales de estas

nebulosas se asemejan mas al espectro de las estrellas cuya luz dispersan.

2.1.4.1. Polvo interestelar difuso

De manera 4dnéloga al gas interestelar difuso, también existe el polvo intereste-
lar difuso. Este polvo es dificilmente detectado, y tinicamente puede ser encontrado
observando “clusters” a grandes distancias y comparandolas con “clusters” cer-

canos. Estos grupos de estrellas distantes aparecerdn maés rojas y débiles de lo que

10
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deberian para esa distancia. Este es el resultado de dos fenémenos causados por el

polvo interestelar difuso: extincién y enrojecimiento.

e Extincion: el polvo interestelar difuso oscurece las estrellas: la mayoria de la
luz estelar de las estrellas lejanas se ha extinguido antes de llegar a la Tie-
rra. Tal extincion es causada tanto por la dispersion como por la absorcion.
Determinar qué efecto es mds importante es imposible sin un conocimiento
detallado de la composicién y el tamafio de las particulas de polvo. Como la
mayoria del polvo interestelar esta en el plano de la Via Lactea, s6lo podemos

ver las galaxias que estdn por encima o por debajo de ésta.

o Enrojecimiento: El polvo dispersa la luz azul con mayor eficacia que la luz roja.
Como resultado aparecen las estrellas més rojas de lo que serian si no hubiera
polvo en la linea de visiéon. Desde una distancia de 3,000pc a través del disco,
solo el 2,5 % de la luz azul nos va a alcanzar, mientras que el 6 % de la luz roja
llega a nosotros. La eficiencia de dispersién disminuye con el decrecimento
de la frecuencia de la luz. Esto significa que podemos ver profundamente en
la Via Lactea mediante ondas de radio o radiacién infrarroja, pero no en la

radiacion ultravioleta.

2.2. Evolucion estelar

Los camulos en las nubes moleculares gigantes frecuentemente son fuentes de
radiacién infrarroja, producto del polvo que se ha calentado. Si la nube esté colap-
sando el polvo se calienta porque como éste cae hacia el centro, la energia potencial
es liberada en forma de calor. La idea de que se calienta cuando la nube esté colap-
sando es el punto central en la teoria de formacién estelar. Ahora bien, los meca-
nismos que desencadenan el colapso de los cimulos no se entienden muy bien y la

mayoria de los autores proponen dos mecanismos para el colapso: el primero dice

11
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que la nube simplemente comienza siendo turbulenta y luego debido al efecto grav-
itacional ella empieza a colapsar y por ende aumenta la formacién de cimulos. El
segundo mecanismo es que debido a la explosién de una supernova en la vecindad
el frente de onda “barre” el polvo y el gas, causando la formacién de regiones mas
densas. De nuevo, la gravedad hace la mayor parte del trabajo para que colapse en
camulos. Ahora bien, para que un ciimulo colapse debe ser suficientemente grande
y denso de tal manera que la velocidad media de las particulas sea mayor que la ve-
locidad de escape. Bajo la influencia iinicamente de la gravedad, los cimulos deben
tomar aproximadamente 100,000 afios para el colapso. Pero se sabe que las estrellas
tardan mucho mds para su formacién, de lo contrario, habrian muchas més de ellas.
El campo magnético galdctico, el cual atraviesa la nube, retrasa el colapso. Particu-
las cargadas como protones, tienen mucha dificultad para atravesar las lineas de
campo magnético. Cuando una particula cargada interacttia con una linea de cam-
po magnético, ésta empieza a orbitar esa linea y puede incluso viajar a lo largo de
la linea, pero no cruzarla. Particulas neutras (neutrones) no tienen este problema,
y pueden cruzar las lineas de campo a fin de agruparse en el centro del cimulo.
Luego de algunos millones de afios la fuerza gravitacional generada en las particu-
las neutras en el centro vence la resistencia al colapso debido al campo magnético y
rdpidamente se acumula masa en el nticleo. Ya en este punto de la formacioén estelar

han transcurrido alrededor de 100,000 afios.

En el mismo orden de ideas, una protoestrella es un cimulo de una nube mole-
cular gigante que estd colapsando rapidamente, pero no lo suficiente para formar
una estrella; podemos ver en [Stahler and Palla, 2004] caracteristicas y discusiones
sobre lo que es una protoestrella. Ademds, recordemos que una protoestrella es una

etapa previa a la formacién de la estrella.

El estado protoestrella es aquel en el cual la gravedad del cimulo apenas su-
pera al campo magnético y también cuando empieza a encenderse. Consecuente-

mente, varios procesos ocurren en la etapa de protoestrella, estos son:

12
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Lineas de campo magneético

A H/ \l\ A

El gas neutral
puede cruzar
las lineas de
campo

/
—

a Nucleo - | . J =
\)T ‘)____,, .
A P -

!

El gas ionizado La friccion retrasa
no puedecruzar el gas neutro
las lineas de campo

Figura 2.2: Particulas cargadas que no pueden cruzar fdacilmente la lineas de campo mag-
nético ([|Stacey, 2002])

e Material que cae dentro de la protoestrella: como el material que se dirige
hacia la protoestrella, ésta empieza a aumentar su densidad y por lo tanto au-
menta su opacidad. Como este objeto llega a ser mds denso y mds opaco, los
fotones requieren de mayor tiempo para escapar. Como resultado la temper-

atura de la protoestrella empieza a aumentar rdpidamente.

e Formacién de un disco: la rotacién causa que la nube se aplane con el colapso.
Esto se debe, ademas, a la conservacién del momento angular. La rapidez de
rotacion del disco se incrementa mientras el material cae en espirales hacia el

centro. Estos discos pueden desaparecer eventualmente dado que:

1. La evaporacion a causa de objetos cercanos: si hay una estrella muy brillante

cerca, su calor puede hacer evaporar el material del disco, y dispersarlo

13
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de nuevo al medio interestelar.

2. Ladispersion del viento: una vez que el viento de la estrella central se inicie,
este puede transferir momentum a las particulas del disco y disipar el

material de nuevo al medio interestelar.

3. Formacion planetaria: los planetas se pueden formar de tales discos.

e Incremento en la temperatura y presion: una vez que la protoestrella llega a
ser opaca, ésta puede radiar una gran cantidad de energia producida por la
caida del material en el centro. Esta energia es atrapada en el interior de la
protoestrella y causa que la temperaura aumente. Como las particulas caen
hacia el centro, la densidad se incrementa. De la ley de los gases ideales se
tiene como resultado que se incrementa la presién. Tal presién desacelera un

poco, aunque no detiene el colapso gravitacional.

e Surgimiento de vientos: los astrénomos no estdn completamente seguros por
qué, pero en este estado de la evolucion la protoestrella empieza a desplazar
la masa que se encuentra a su alrededor, esto retrasa la “caida” de mds masa
hacia el centro del nticleo. Los vientos producidos son masivos, alrededor de
10~7 M, por afio, y no sélo llevan con ellos energia y masa, sino que, ademas,
disipan momento angular. Si el Sol estuviera perdiendo masa rapidamente, é1
podria perder toda su masa tinicamente en 10 millones de afios, un periodo

astronémicamente corto.

e Fuerte incremento de la presion y la temperatura: la presion y la temperatura
contintian aumentando en la regién central de la protoestrella. Eventualmente
la fusién del hidrégeno comienza y la protoestrella se mueve hacia la secuen-

cia principal y finalmente termina en una estrella.

Finalmente, una vez que hemos introducido algunos conceptos necesarios para este
trabajo, veremos una breve -pero importante- introduccion teérica de lo que es la

autosimilaridad y algunos conceptos referentes a esta.
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2.3. Autosimilaridad

La teoria de dimensionalidad y similaridad es muy importante para modelar
varios fendmenos. Modelar es la sustitucion en la investigacién de un fenémeno
natural particular por el estudio de otro andlogo, en el modelo, a una pequefia o

gran escala, usualmente bajo condiciones de laboratorio definidas.

El principal propésito de modelar es obtener las respuestas requeridas, es de-
cir, las caracteristicas y efectos de varias cantidades relacionadas con el evento es-
tudiado bajo condiciones naturales, en base a experimentos que den la “misma”
respuesta que daria en el caso real . En muchos casos, modelar estd basado en el

andlisis de fendmenos fisicos similares.

Podemos exponer, sin pérdida de generalidad, la siguiente cita: Dos objetos son
similares si por las caracteristicas dadas del fendmeno, es posible obtener las caracteristicas
del otro por simple conversion, la cual es andloga a la conversion de un sistema de unidades

a otro .

El factor de escala debe ser conocido si se quiere realizar la conversion. Propie-
dades numéricas de dos diferentes, pero similares fendmenos, pueden ser tratados
como si fueran el mismo fenémeno, expresado en términos de dos diferentes sis-
temas de unidades. Ahora bien, para una serie de éstos, todas las caracteristicas
adimensionales (combinaciones adimensinales de cantidades dimensionales) tienen

el mismo valor numérico.

Asimismo, podemos decir que el criterio de similaridad ([Sedov, 1993]) establece
que la condicién necesaria y suficiente para que dos fenémenos sean similares es
que los valores de los coeficientes que forman la base del sistema sean constantes.
Si las condiciones de similaridad son satisfechas, entonces para el célculo de los

pardmetros reales basados en el modelo, es necesario tener el factor de escala.

15
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Entonces, la ecuacién a partir de la cual podemos verificar si dos eventos son
similares es llamada férmula dimensional (ver [Sedov, 1993]) y se puede considerar

una definicién corta y caracteristica que nos permite obtener cantidades derivadas.

Es posible mencionar una dimensién tinicamente cuando su aplicacion es referi-
da a un sistema de unidades. En el apéndice |A| se muestra que la forma de la for-
mula dimensional es determinada por la siguiente condicién fisica: la tasa de dos
valores de alguna cantidad derivada no deberia depender de la eleccion de las escalas para

las unidades de medida.

Entonces, la férmula de dimensional (en el caso més simple) seria:
¢ = Ca. (2.1)

Ahora bien, dado que ya se conoce la férmula dimensional, es necesario decir que
para que un fenémeno presente autosimilaridad, es necesario que todas las ecua-
ciones dependan tnicamente de la variable autosimilar. Es comtn encontrar for-
mas diferentes de ésta, pero en general los autores concuerdan (ver por ejemplo

[Zel'dovich, 1968]) en que la variable autosimilar es de la forma:

F= #) 2.2)
con R(t) = A(kt)* donde el valor explicito de a depende del problema parti-
cular. Por otra parte, hay varios tipos de similaridad, y varias clases (refiérase a
[Landau, 1999], [Zel'dovich, 1968] y [Sachdev, 2009] ). Nosotros mencionaremos las
que nos parecen relevantes: similaridad de tipo 1 y 2. La primera cubre todos los
casos en los que las ecuaciones permiten obtener de manera directa el exponente a
(y los demas exponentes involucrados) a partir de las leyes de conservacion. El se-
gundo tipo de movimiento -el importante para nuestro caso- es aquel que necesita
de la solucién del problema para elegir adecuadamente los valores de «; o dicho de

otra manera, la autosimilaridad de tipo 2 es aquella donde no es posible encontrar

los exponentes de los factores de escala mediante las leyes de conservacion.
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En otro orden de ideas, una vez que hemos introducido la variable autosimilar
y la teoria indispensable sobre ella (y sus trasformaciones), debemos hablar acerca
de qué método numérico implementaremos a fin de solucionar nuestro problema.
Es claro que a pesar de usar las transformaciones autosimilares para simplificar el
problema, sigue siendo complejo encontrar una solucién analitica por cuanto sélo
nos queda recurrir a técnicas numéricas. Enunciaremos la teorfa asociada a tales

técnicas en la siguiente seccion.

2.4. Meétodos numéricos

En la rama del andlisis numérico hay diversos métodos que son ttiles para re-
solver ecuaciones diferenciales, dentro de los cuales podemos nombrar: el método
de aproximaciones sucesivas, el método de Taylor, el método de Runge Kutta (cua-
lesquiera de sus versiones) etc... Hemos hecho uso del método de Runge Kutta y

por ende, hablaremos ciertas cosas sobre éste de manera introductoria.

Los métodos de Runge-Kutta (RK) estdn basados en la férmula de expansiéon
de Taylor, pero en general da mejores algoritmos para la solucién de una ecuacién
diferencial ordinaria (ODE). La filosofia bédsica es que proporciona un paso interme-

dio en el célculo de y,, 1. Veamos esto, consideremos primero las siguientes defini-

ciones:
dy _
L=, @3
y tenemos ademas:
yt) = [ fE7)E, 4

y adicionalmente:

(2.5)
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Para demostrar la filosofia detras de los métodos de RK, vamos a considerar el
método RK de segundo orden (RK2). La primera aproximacién consiste en expandir
f(t,y) alrededor del centro del intervalo de integracion [t,, t,41], es decir, en t, +
h/2, donde h es el paso. Usando la férmula del punto medio para la integral, y

definiendo a y(t, + h/2) = yyi1/2 Y tn +h/2 = t,11,2, Obtenemos:

tn-&-l _ _
[ PP Rt 2,yni12) + OF) 26

Esto significa a su vez que tenemos:

Y1 = Yn +hf(tu1/2 Yng1/2) + O(h3)- (2.7)

Sin embargo, no conocemos el valor de y,,.1/2. Aqui haremos una nueva apro-
ximacién, es decir, haremos uso del método de Euler para aproximar el valor de
Yn+1/2- Entonces tenemos:

B 1. dy 1
Yn+1 = Yn + Eha = y(tn) + zhf(tnrl/n)- (2.8)

Eso significa que nosotros podemos definir el siguiente algoritmo para el método

de Runge-Kutta de segundo orden (RK2):

ki =hf(tn,yn), (2.9)
ko = 1f (ts1 /2, Yn + K1/2), (2.10)

con el valor final:
Yur1 = Yn + ko + 0(H5). (2.11)

La diferencia entre el método previo de un sélo paso es que ahora se necesita un
paso intermedio para la evaluacion, es decir t,, +h/2 = t, .1, donde evaluamos la
derivada f. Esto involucra més operaciones, pero la ganancia es una mejor estabili-

dad en la solucién.

Por otra parte, recordemos concretamente la férmula del método de Euler, esta

es:

Yni1 = Yn +0f (Xn,Yn), (2.12)
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con un incremento de x, a x,,+1 = x,, + h. Ademds, observemos que el error de esta
ecuacion es de segundo orden. Por otra parte, notemos que hay varias razones para

no implementar este método:

e El método no es muy preciso en comparaciéon con otros respecto al mismo

paso.

e No es un método muy estable, por lo tanto requiere que / sea pequefio (ver
por ejemplo discusion sobre el ”’stiff” de la integraciéon de ecuaciones diferen-

ciales en [William H. Press and Flannery, 2007]).

Consideremos, sin embargo, usar un paso de prueba del punto medio del interva-
lo. Entonces, usemos los valores del punto medio tanto para x como para y para

calcular el verdadero paso en todo el intervalo. Esto no es mas que:

kl - hf(xi’l/ yn)/ (213)

1 1
ko = f (s Shyn + 5K ), (2.14)
Yni1 = Yn + ko +O(13). (2.15)

y() .-

2
b
Q-

Figura 2.3: Método de Euler. El mds simple método de integracién de una EDO, la derivada
en el punto inicial de cada intervalo, es extrapolada para encontrar el valor de la funcién
siguiente.

Ahora bien, dependiendo de cuan exacto requiera el estudio, necesitaremos

disminuir el error obtenido. Con esto claro, es posible obtener relaciones maés pre-

cisas del método de Runge Kutta donde el error disminuye considerablemente. Uno
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de los métodos de Runge Kutta mds usado es el de cuarto orden, cuyas relaciones

son:
ki = hf(xu, yn), (2.16)
k» = hf <xn + %h,yn + %kl), (2.17)
ks = hf (2, + %h Yn + %k2>, (2.18)
ke = hf(xp+ I, yn +k3), (2.19)
Yni1 = Yn + % <k1 + 2ky + 2ks + k4> o). (2.20)

El método de Runge Kutta de cuarto orden requiere cuatro evaluaciones de la parte
derecha de la ecuacién anterior por paso h. Este método serd superior al método
del punto medio si al menos es posible doblar el paso y obtener la misma pre-
cisiéon. Destaquemos el hecho que lo anterior es posible casi siempre pero no siem-
pre; ademads, el método citado trata a cada paso en una secuencia de paso de la
misma manera. Ahora bien, antes de concluir esta seccién debemos mencionar que
para la elaboraciéon del método de RK es necesario usar el método de cuadratura
de Gauss (rara vez mencionado en las demostraciones de las diferentes formulas de
Runge-Kutta) que se basa en “cambiar” la integral por una suma finita (el detalle de
este procedimiento y de un panorama mucho més rico sobre los métodos explicitos

e implicitos de RK se pueden ver en [Iserles, 1996]).

Podria surgir la duda de por qué hacer uso de férmulas de cuarto orden y no
de orden superior. Bien, los métodos de orden superior tienen un error de trun-
camiento mejor, pero también requieren mas cdlculo, esto es, mds evaluaciones de
f(y,t). Hay dos opciones: hacer mds pasos con un h pequefio usando un método
de orden inferior o hacer pocos pasos con un & mds grande usando un método de
orden superior. Ya que los métodos de Runge-Kutta de 6rdenes superiores son muy
complicados, el esquema de cuarto orden dado anteriormente es muy conveniente.

Entre paréntesis, el error de truncamiento local para Runge-Kutta de cuarto orden

es O(I°).
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Figura 2.4: Método de Runge Kutta de segundo orden o método del punto medio. Se obtiene
una precision de segundo orden usando la derivada inicial en cada paso y encontrando el
punto intermedio en el intervalo, y la derivada del punto medio para el final del intervalo.
Los puntos vacios corresponden a valores de la funcion que han sido decartados una vez
que hemos calculado y usado las derivadas, mientras que los puntos llenos representan la
funcion final.

Figura 2.5: Método de Runge Kutta de cuarto orden. En cada paso la derivada es evaluada
cuatro veces: una vez en el punto inicial, dos veces en puntos de medios de prueba, y una
vez en el punto final de prueba. De esas derivadas el valor de la funcién final (se muestra
como puntos llenos) es calculada.
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2.4. Métodos numeéricos
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Tabla 2.1: Propiedades de la composicién del medio interestelar. Estos valores son aproxi-

mados. Para mayor referencia consulte [Stacey, 2002]
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CAPITULO

3

ECUACIONES BASICAS

Las ecuaciones que describen el colapso de una nube molecular y su evoluciéon
hasta llegar a su fase de protoestrella y finalmente a estrella son las ecuaciones de
dindmica de gases. Considerando el efecto gravitacional y difusivo, entonces hemos
de considerar sélo 4 ecuaciones: la conservacion de la masa, la del momento, la
ecuacion de Poisson y la ecuacion de la energia. Por otra parte, es necesario una
relacién que vincule las variables termodiddmicas (una ecuacién de estado) y tomar
una forma funcional del valor del coeficiente de difusién a fin de introducir de

manera explicita su cardcter no lineal.

3.1. Ecuaciones hidrodinamicas

Es de conocimiento comtin que el estado de un fluido queda completamente
determinado por el flujo de velocidades y dos variables termodindmicas, pues cua-

lesquiera de las variables que se requieran es posible calcularlas haciendo uso de la
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ecuacion de estado. Ademas, es necesario a fin de modelar el cardcter no lineal del

coeficiente difusivo introducir su forma funcional.

3.1.1. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad o la llamada ecuacién de conservacién de la masa
es:

LE0+ 9 (o0 0) =0, (3.1)

donde debemos destacar que p(7,t) = py ii(7,t) = i, donde i representa el flujo de
velocidad y p representa la densidad del fluido. Escribiendo nuevamente la relacion
en forma abreviada:

9 0y
g + v ‘ (pu) — Yy (3'2)

3.1.2. Ecuacion de conservacion del momento

La ecuacién de movimiento o segunda ley de Newton se expresa de la siguiente
manera:
— D — = — — —
o7, 1) 5 1il(F,t) = p(F, ) (= Vo(F, 1)) = Vp(F1). (33)

Donde % es lo que se conoce como derivada lagrangiana. % no debe interpretarse

como la taza de cambio de la velocidad de un fluido en un punto fijo del espacio,
pues ésta varia en el espacio. Segtun [Landau, 1999], el cambio dii en la velocidad
de una particula de fluido dada durante el tiempo dt estd compuesta de dos partes:
el cambio durante dt en la velocidad en un punto fijo en el espacio, y la diferencia
entre las velocidades (en el mismo instante de tiempo) de dos puntos distintos d7
separadas, donde d7 es la distancia recorrida por la particula de fluido durante el

tiempo dt. Por otra parte, la derivada lagrangiana no es més que:

D o9
E—E—FH-V. (34)
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3.1. Ecuaciones hidrodindmicas Capitulo 3: Ecuaciones bdsicas

Sabiendo esto, y escribiendo sin colocar la dependencia de las funciones, tenemos:

p i =p(=Ve) - Vp. (3.5)

3.1.3. Ecuacion de Poisson

Sea ¢ el potencial newtoniano gravitacional del campo debido al fluido, éste

debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial:
V2 (7, 1) = 4nGp(7, t), (3.6)

donde G es la constante newtoniana de gravitacién (ver por ejemplo [Landau, 1999])

3.1.4. Ecuacién de la conservaciéon de la energia

La ecuacion de la energia puede verse en [Landau, 1999], aunque nosotros
hemos tomado otra via para obtenerla (un poco mds simplificada) partiendo de

la conocida relacion termodindmica:

de = 6Q + oW, (3.7)

Esto se traduce de la manera usual, es decir, el cambio de la energfa por unidad
de masa € entre dos estados de equilibrio es la suma del incremento en la energia
caldrica por unidad de masa y el trabajo hecho por unidad de masa sobre el sistema.
Al desarrollar la expresion anterior y trabajarla un poco (ver apéndice [C) llegamos
a:

D 1

_ Vil Ly 1o
D€ = 5 (PO iV (v(T,p)VT)—l—pU], (3.8)

donde v es el coeficiente de difusién, T es la temperatura , ¢ es la conductividad
eléctrica, j es la densidad de corriente y las demds variables tienen el significado

usual. Aunque en la ecuacién de la energia estd presente un término asociado a
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3.2. Ecuacion de estado Capitulo 3: Ecuaciones bdsicas

la interaccién eléctrica, lo hemos ignorado en nuestro modelo. Por otra, podemos
ver un tratamiento detallado de la ecuacién de la conservacién de la energia en

[Boyd and Sanderson, 2003]

3.2. Ecuacién de estado

Para vincular las variables termodindmicas del problema nos valdremos de la

ecuacion de estado del gas ideal:
PV = nRT, (3.9)

donde 1 es el nimero de moles, R es la constante de los gases (8,314472] /mol - K) y
las demés variables tienen el significado usual, esto es: P es la presién, V es el volu-
men y T la temperatura. Para fines practicos, reescribiremos la ecuacién anterior

convenientemente para su uso directo en el futuro, en efecto, al reescribir tenemos:

10 = 20D e n), (3.10)

(7,t)

escribiendo sin las dependencias tenemos:

!

(Z + 1)kg
Iz

=

-

(Z+Vks P _ (4 3.11
" o (v —1De, (3.11)

donde kg es la constante de Boltzmann, u es la masa atémica media, 7y es la tasa de

calor especifico y Z es el estado de ionizacion.

3.3. Eleccién de la dependencia funcional de v

Primero, recordemos qué es la conductividad térmica. Esta es una magnitud
escalar si el medio es isotrépico (en cuyo caso 7 es colineal a VT) o tensorial si el
medio es anisétropo (ya no estardn alineados 5y VT). Es conocido que la forma ex-

plicita de v no se sabe con certeza y pocos autores han hecho concretamente trabajos
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3.3. Eleccion de la dependencia funcional de v Capitulo 3: Ecuaciones bdsicas

déndole la importancia que merece su caracter altamente no lineal. Libros basicos
como [Dina, 2000] o [Clarke and Carswell, 2007]] hablan brevemente sobre esto. En
nuestro caso particular, se tomé un vinculo donde relacionamos el coeficiente de di-

fusién con la densidad y la temperatura, y tal vinculo lo escribimos de la siguiente

forma:
T(7,t)"
,T) = vo—5——, 3.12
V(p ) Vo p(r, t)m ( )
escribiéndolo de una manera mds breve tenemos:
TV[
V=1 W, (3.13)

donde n > 0y m > 0 son valores fisicos normales, pues es usual que el coeficiente

de difusién aumente con la temperatura y disminuya a mayor densidad.

Ahora, con todo lo anterior dicho, puede verse que para resolver completa-
mente el problema es necesario resolver un sistema de 5 ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales, acopladas y no lineales (es decir y[3.10). Por
lo tanto, analiticamente es sumamente complicado, lo cual nos lleva a resolver este
problema de manera numérica. Por tanto, si bien es cierto que podemos solucionar
el problema, aun haciendo uso de herramientas numéricas, sigue siendo dificil tal
resolucién, por cuanto son ecuaciones en derivadas parciales y altamente no lin-
eales, es por eso que en el siguiente capitulo haremos uso de un método a fin de

simplificar considerablemente el problema: las trasformaciones autosimilares.
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CAPITULO

4

METODOLOGIA

4.1. Grupo de transformaciones de escala

Es necesario elegir un grupo de transformaciones de las variables usadas para
encontrar soluciones autosimilares. Tomamos una transformacién general de la for-
ma A — AT A para cada variable, por lo tanto el grupo de transformaciones estaria

dado de la siguiente manera:

r=A°%,
t = A%,
u= A, (4.1)
T = AT,
o =A%,
¢ = A,

donde las cantidades fisicas con ”“sombrero” son las funciones adimensionales trans-

formadas de las variables iniciales. Las relaciones entre las constantes a,b,c,d y e se
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4.1. Grupo de transformaciones de escala Capitulo 4: Metodologia

pueden determinar al introducir los cambios anteriores en las ecuaciones a resolver
y teniendo en cuenta el hecho de que las mencionadas transformaciones deben
mantener las ecuaciones invariantes. Ahora bien, escogemos “arbitrariamente” el
valor de s = 1y, aunque no quede del todo claro, por ahora, es una consideracién

hecha sélo por simplicidad la cual serd explicada en detalle més adelante.

Por otra parte, recordemos que los exponentes m, n estan vinculados al coefi-
ciente de difusion (refiérase a [3.13) y éstos pueden variar dependiendo del proble-
ma particular, ademads, en nuestro caso los hemos tomado comom =2y n = 13/2

lo que representa un plasma de hidrégeno completamente ionizado.

Algunos detalles sobre cémo obtener los vinculos entre los exponentes de las
transformaciones son incluidos en el apéndice [B| al ver la relacién Al hacer
uso del grupo de trasformaciones anteriores podemos ver que las ecuaciones se

mantienen invariantes si se cumplen ciertas relaciones, estas son:

1—a=b, (4.2)
b= %c, (4.3)
e=2+4d, (4.4)

d—a=nc—md-2, (4.5)

o lo que es lo mismo:

1+2m

342m—2n (4.6)

1 1
1—a—b—§C—1+§d—

Dado que hemos tomado para un caso de referencia los valores m = 2y n = 13/2
y sustituyendo en la relacion 4.6, obtenemos : a = 11/6, b = —5/6,c = e = —3/5
y d = —11/3. Como se menciond recientemente la constante s es elegida “arbitra-

riamente”, lo cual es justificable ya que la variable autosimilar es de la forma:

I 4.7)

g (D)’
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4.2. Seleccion de cambios autosimilares Capitulo 4: Metodologia

donde la forma explicita de la funcién R(t) no es del todo claro (al menos menos
su interpretacion a priori). Mas adelante se mostrard coémo se ha de elegir la funcién

mencionada.

Por otra parte, y siendo un poco mds especificos respecto de la eleccion del

valor de "'s”

, se debe notar que hemos tomado el caso més sencillo diferente de
cero, lo cual no supone pérdida de generalidad, pues en el caso hipotético en que
s # 1, la tinica diferencia serfa que habria que reescribir los parametros a,b, ¢, d, e, m

y 1, pues es necesario que s6lo uno de estos exponentes varie lo cual se puede ver

de la relacién En efecto:

= AT 4.8
de donde se obtendria que para que las ecuaciones se preserven invariantes, a debe

ser:

N = (4.9)

s
e
Veamos que el resultado anterior sustituiria el valor de a# usado en nuestro caso,
pero seria necesario decir que s, por ejemplo, tiene algtin valor concreto o decir
que « es una de los exponentes del problema, lo cual no seria un gran problema,

pero como no obtenemos ninguna ganancia al permitir que s sea arbitraria, es més

apropiado restringuir su valor para fines précticos.

4.2. Seleccion de cambios autosimilares

Tomando las ecuaciones antes mencionadas (la ecuacién de Poisson del
momentum de conservacion de la masa y de conservacion de la energia
y los cambios que mostraremos a continuacion, es posible eliminar la depen-
dencia temporal de las ecuaciones basicas. En la siguiente seccién implementare-

mos los cambios autosimilares al problema concreto, pero previamente debemos
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4.3. Obtencion de las transformaciones autosimilares Capitulo 4: Metodologia

introducir las transformaciones de una manera general a fin de tener un panora-
ma mads claro de lo que hemos hecho. Definamos la variable autosimilar ”¢” de la
siguiente manera:
’
S 4.10
donde R(t) es, por ahora, desconocida, pero mas adelante la explicaremos con may-

or detalle. Ahora bien, definamos i, T, p, 9,¢ y p en términos de nuevas funciones

con prefactores que ajustan la dimensionalidad de las ecuaciones:

o(r,t) = po(t)g(¢), (4.11)
u(r,t) = R(t)v(¢), (4.12)
p(r,t) = po()R(t)*g(8)T(E), (4.13)
T(rt) = R()21(2), (4.14)
Z—f(r,t) _ GR(t)pO(t)%. (4.15)

Ademds, hay que recordar que la cantidad (&) estd vinculada con la densidad de

la siguiente manera:

S -
Q) =4n [ Pg(@)ae. (4.16)

Debemos destacar que las cantidades g(¢), v(¢), (&) y Q(¢) son funciones que
no tienen dimensiones. Notemos que R(t) es la escala de longitud, R(t) puede ser
interpretada como la escala de velocidad y po(t) es la escala de densidad. Por otra
parte, destaquemos que hemos elegido a R(f) y a po(t) como escalas bésicas, por
esa razon es que las variables i, T, p, 0,¢, p y € estan escritas en términos de estas

funciones.

4.3. Obtencion de las transformaciones autosimilares

Para simplificar el problema planteado, hemos decidido emplear el método de
soluciones autosimilares y para aplicarlo, es necesario conocer cémo definir ade-

cuadamente las transformaciones que simplifiquen el problema. Ademas, hay que

31



4.3. Obtencion de las transformaciones autosimilares Capitulo 4: Metodologia

destacar que vamos a trabajar en simetria radial esférica por lo que la parte angular
de las ecuaciones no es considerada o dicho de otra manera, es “como si” estu-
vieramos trabajando en una sola dimensién (que vendria siendo la radial), y recal-
camos como si pues es claro que esta consideracion es consecuencia de la eleccién
de la simetria tratada. En efecto, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales no lineales de coeficiones variables, y las variables involucradas

son:

e El vector 7.

e El tiempo t.

e El flujo de velocidad (7, t).

e La temperatura T (7, 1).

e Ladensidad p(7,t).

e La presion p(7, t).

e El potencial gravitacional ¢(7, t).
Ahora bien, al introducir la relacion 4.7 vemos que R(#) no tiene una interpretacion
clara, pero basta con saber que una correcta eleccién de tal funcién es necesaria para
que el problema pueda ser simplificado al maximo. Respecto del punto de cémo

elegir una cierta funcién R(t) hay que explicar algunas cosas: la relacién trivial

(ver [B.15) no es una buena eleccién pues es demasiado restrictiva. Esto se puede

observar claramente al aplicar las transformaciones |4,2] y las relaciones
4.13|4.14] y .15 a las ecuaciones de nuestro modelo y al obtener la solucién nos

damos cuenta de que la constante de separacién entre las variables espaciales y
temporales es obligatoriamente la unidad. Hecho acerca del cual varios autores han
alzado la voz, dentro de los cuales destaca Stanyukovich (ver [Zel’dovich, 1968]). De

lo anterior, es obvio que una dependencia funcional de R(f) de forma exponencial
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4.3. Obtencion de las transformaciones autosimilares Capitulo 4: Metodologia

no es la més adecuada, sin embargo, es posible tomar una forma de ley de potencia,

por ejemplo:
R(t) = A(kt)". (4.17)

Para nuestro caso particular tendriamos que serfa:

D=

R(t) = A(kt)i. (4.18)

Una vez seleccionado el valor de R(t), queda elegido también p,(f) como se puede
ver detalladamente en el apéndice B| en la relaciéon Entonces, haciendo uso
de 4.11} 4.12} 4.13} [4.14} 4.15| y de las funciones temporales, podemos elegir unas

transformaciones concretas que eliminen la dependecia temporal en las ecuaciones,

en efecto, ellas son:

w(r ) = %(kt)gv(g), (4.19)
A 2
T(r,t) = (E) (kt)aT(£), (4.20)
o(r,t) = B(kt) ?g(), (4.21)
o, _ <1 Q(C)
5(7’, t) = ABG(kt) a 62 , (422)
S o
QE) =4r [ Pg(8)de, (4.23)

donde A y B son constantes positivas que definen las escalas del radio y la densi-
dad, respectivamente. Por otra parte, usamos la relacion d/a = —2. Al implementar
las relaciones anteriores en las ecuaciones que queremos resolver (es decir, Ec con-

servacion de la masa, del momentum, de Poisson y de la energia) obtenemos:

—(g—v(g))d—g +(4+ d—”+2@)g(g) 0 (424)

T\t
o) — (¢~ 0(0)) o + gy g (SOT@) K TE =0, @2s)
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2 s@@dz ¢ g@md

(CT(C) - (e~ v(é))é’—é)
do  v(S) K, 2 T(6)" dt
+ (d_g T) 7(¢) = [5 —]
(4.26)

Ahora, adviértase que se debe ser cuidadoso con los signos en las ecuaciones ante-
riores: el valor de k es 41 si es una expansién o —1 si es un colapso, y por la tanto,

las ecuaciones anteriores darfan, al considerar el signo de k, lo siguiente:

—(:l:g—v(é‘))dg <id+;l—€+2%>g(§):0 (4.27)

b0(0) - (2~ 0(0)) 57 + 77 2 (@@t T =0 @4.28)
(e (se-0)fe) o (B0 )e- St o]

(4.29)

Nuevamente, temiendo ser demasiado obvio, el signo & significa que + es para
t >0y — parat < 0. Ademas, la ecuacién de Poisson no arroja ningtn vinculo
adicional, por lo tanto no aparece en las ecuaciones. Se puede ver que y

presenta dos constantes positivas adimensionales, definidas de la siguiente manera:

2n—2
Vo A
Ky = a*GB, y Ko= oy <;> , (4.30)

es de notar que son introducidas por simplicidad. En otro orden de ideas, las rela-

ciones [4.27] 4.28] y 4.29| forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden para g(¢), v(¢) y T(¢) donde se tienen las condiciones de borde:

. ol sor@)| o

(4.31)

=0
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4.4. Resolucion numérica

Una vez que hemos transformado las variables de nuestro problema particular,
debemos utilizar algtiin método numérico para resolverlo, el cual serd explicado en
secciones posteriores en detalle, pero para efectos practicos diremos que serd un

Runge-Kutta de cuarto orden.

Para implementar métodos de cuarto orden en nuestro problema de colapso
gravitacional, usaremos la funcién F. Esta funcién toma como datos: el estado ac-
tual del sistema, X(¢); el paso de tiempo para ser usado, h; el parametro espacial,
¢; la variable de conteo, iy la funciéon F(¥(),&; A, i); donde A es una lista de para-
metros usada por F. La salida es el nuevo estado del sistema, X(& + &), calculado
por el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Veamos un pseudo cédigo que ilus-

tra el proceso basico de la busqueda de las soluciones:

Entrada: X(§), ¢, h, F(X(E), &A1), iy A

Salida: (¢ + h).

Evaluacion de ky, kp, k3 y k4 en virtud de2.16} 2.17} 2.18| y [2.19]

Calculo de ¥(¢ + h) usando Runge-Kutta de cuarto orden (2.20).

35



CAPITULO

5
RESULTADOS

Una vez que hemos hecho uso de las transformaciones autosimilares a fin de
simplificar el problema, es necesario la implementacién de alguna rutina computa-
cional para poder llegar a la solucién. Con esto en mente, hemos elegido usar el
método de Runge-Kutta de cuarto orden escribiendo tal rutina en lenguaje C. Di-
cho esto, es necesario corroborar que nuestro cédigo funciona adecuadamente, por
lo que lo pondremos a prueba frente a un trabajo parecido a este en la siguiente

seccion.

5.1. Verificacion del método numérico

Para resolver las ecuaciones de nuestro problema hemos implementado el méto-
do de Runge Kutta de cuarto orden, tal como mencionamos recientemente. Ini-
ciemos la verificaciéon de nuestro cédigo poniéndolo a prueba bajo una situaciéon

fisica conocida: estudiemos el oscilador armonico.
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5.1. Verificacion del método numérico Capitulo 5: Resultados

Recordemos la conocida ecuacién del oscilador arménico simple:

d?Y
o lo que es lo mismo:
d*Y k
donde es usual definir lo siguiente:
k

Ademads, recordemos que una posible solucién a esta ecuacién diferencial ordinaria

seria:
Y(t') = Ysin(wt' + ¢), (5.4)

donde Y es una constante de dimensiones adecuadas y ¢ = 0 por simplicidad.
Asimismo se toma a w = % para preservar la adimensionalidad de la ecuacién.

Entonces se tendria una funcién de la forma:
Y(t') = Ysin(t'/F). (5.5)

Definamos las siguientes cantidades adimensionales y escribamos 5.5/ en términos

de éstas ultimas:

Y(t")
t) = —=—, 5.6
y() =— (5.6)
t/
t=~, (5.7)
t
por tanto, se tiene finalmente:
y(t) = sin(t). (5.8)

Entonces, de es claro que se espera una solucién sinusoidal, con méximo en 7t /2
minimo en 377/2y ceros en 0, 71 y 277 en un intervalo de [0, 27]. La figura[5.1]jmues-
tra la solucién obtenida implementando la rutina Runge-Kutta con las condiciones

iniciales yjgo = 0y vg = 1:
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y(D

1 L L L L
0 0785 157 2356 314 3925 471 5495 6.28

t

Figura 5.1: Evolucion de la posicion adimensional respecto del tiempo adimensional.

Se puede ver que la gréfica obtenida se ajusta perfectamente a la solucién es-

perada, lo cual comprueba que nuestra “rutina” funciona adecuadamente.

Ahora bien, a continuacién pondremos a prueba nuestra rutina RK4 con un
problema de mayor envergadura, esto es, mostraremos la solucién numérica de
un problema “parecido” al que nos enfrentamos. A manera de referencia, diremos
que resolveremos numéricamente el problema de “colapso autosimilar de esferas
isotérmicas”. Muchos autores han trabajado en esto pero hemos centrado nuestra
atencién en el articulo de Frank H. Shu [Shu, 1977]]. En él se muestran las transfor-
maciones usadas para dejar las ecuaciones adimensionales y, ademads, eliminar una
de las variables, que podria ser el espacio o el tiempo. En el caso de este articulo,
se ha eliminado el tiempo de las ecuaciones por lo que queda un sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias acopladas . En el mencionado articulo hacen uso de
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5.1. Verificacion del método numérico Capitulo 5: Resultados

la ecuacion de la masa y conservacién de momentum, la primera seria:

oM | oM _

? +u or 0, (59)
2—? = 4711, (5.10)

donde M(r,t) es la masa total (nticleo més envoltura) dentro de un radio 7 a un

tiempo ¢t. Las relaciones 5.9y son equivaentes a la ecuacién de continuidad:
r*pu) = 0. (5.11)

Para un flujo isotérmico ideal, la ecuacién de conservaciéon del momentum es:

ou ou a’9p GM
§+u§ = —;g—r—z, (512)

donde G es la constante de gravitacién universal, a es la rapidez del sonido isotér-
mica, r es el radio local y t es el tiempo instantdneo. Teniendo en mente las rela-

ciones anteriores y basados en un andlisis dimensional podemos obtener las si-

guientes soluciones autosimilares:

o(r,t) = %, (5.13)
a3t

M(r,t) = Em(x), (5.14)

u(r,t) = av(x), (5.15)

Con la variable autosimilar elegida de la siguiente manera:

=L 1
x=_ (5.16)

donde t = 0 define el instante cuando la masa del ntcleo M(0,t) = 0, ademads,
el instante t = 0 corresponde al momento en el cual se formé el ntcleo para el
problema del colapso. Asimismo, la distribucién de densidad serd de buen com-
portamiento cuando t — 0, lo cual implica que a(x) — 0 al menos tan rdpido como

-2

x~* cuando |x| es muy grande. Ahora, sustituyendo los cambios autosimilares en
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5.1. Verificacion del método numérico Capitulo 5: Resultados

y se obtiene:

dm dm
m(x) — X + U(x)E =0, (5.17)
(;ll—rj = x%a(x), (5.18)
al vincular las ecuaciones anteriores tenemos:
m = x*u(x) (x - v(x)). (5.19)

En consecuencia, de la relacién anterior y de y podemos obtener un
sistema de EDOA (ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas) que las presenta-

mos a continuacién:

[(x - v(x)>2 - 1] i a(x) (x - v(x)> — = (x — v(x)), (5.20)

[(x - v(x))2 - 1] ﬁ% = |a(x) — %(x - v(x)) <x - v(x)). (5.21)

Ahora, para resolver estas ecuaciones necesitamos ciertos valores iniciales, entonces,

al hacer un desarrollo en serie tenemos:

U(x):_A;Z_(1—A/§2(A—2)+m, 523

para cuando x > 0. Mostramos a continuacién la grafica obtenida para cinco va-
lores de Ay x > 0 que la vemos en la figura Ahora, para verificar que nuestro
resultado es similar al obtenido por [Shu, 1977] en la figura 5.3t Mostramos las solu-
ciones obtenidas por él, hemos de notar que la discrepancia entre ambas soluciones
radica -entre otras cosas- en que no hemos tomado las mismas condiciones iniciales
ya que en [Shu, 1977] no quedan muy claros estos detalles; sin embargo, se eviden-
cia que la tendencia de las soluciones es la misma. Todas las funciones decrecen al
aumentar x. Por otro lado, vemos que ambas soluciones cumplen que la velocidad

debia ser negativa.

Ya con esta comprobacién podemos estar seguros de que el c6digo es correcto.
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24 .
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Figura 5.2: Evolucién del perfil de velocidad para x > 0 y para cinco valores diferentes de A

5.2. Problema particular estudiado

Una vez que hemos verificado nuestro c6digo estamos listos para analizar el
problema que motiva este trabajo. En efecto, hemos hecho una extensién del pro-

grama usado anteriormente para adaptarlo a nuestros requerimientos. Veamos que

para usar el método de RK4 necesitamos escribir las relaciones [4.27| 4.28|y 4.29| de

manera que:
f1(8) = "1 (B)x, (5.24)

en donde hay que interpretar que ¢ es la variable independiente y x es una funcién
que involucra, en principio, todas las variables del problema. Una vez que ten-

gamos las ecuaciones de la forma necesitamos hacer una reduccién de orden a
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Figura 5.3: Evolucién del perfil de velocidad para x > 0y para 6 valores diferentes de
A. En esta grifica solo las lineas sélidas son soluciones vilidas del problema del colapso
[IShu, 1977]

tin de aplicar el método. En nuestro caso particular tendriamos:

F(v(8),V(€),8(8),G(£),7(6),6(8), ¢, Ko, Ko, m,m,c,b,d, 7y,i),  (5.25)

donde las primeras seis variables son dependientes, ¢ es la variable independiente,
y el resto son constantes, destacando que i es la variable de conteo. Ahora bien,

para aplicar el método de Rk4 necesitamos escribir las ecuaciones [4.27] [4.28| y [4.29

adecuadamente, es decir, escribir una ecuacioén tal que sea de la forma de y ha-
cer los cambios necesarios hasta que tengamos ecuaciones de primer orden. Ahora,
hemos de notar antes de continuar que Q2 = (¢) y depende de manera integral
de g(&), por lo que una de las ecuaciones de nuestro modelo es integro-diferencial.
Lo anterior, desde el punto de vista ntimerico, no supone demasiada complicacién,
este obstaculo podria ser subsanado modelando () con “kernels” conocidos. Este
método podria ser una buena solucién aunque supone una restriccién en la forma

de g(¢) y hemos tratado de evitar en la medida de lo posible la aplicacién de su-
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posiciones adicionales. Dicho esto, a fin de solventar la dificultad antes menciona-
da, hemos tomado el camino mds simple posible: aumentar en un orden la derivada
de las funciones v(¢) y g(&). De esta manera es posible escribir las ecuaciones de
la forma y con esto solucionar el problema de manera més simple. Sin mds

preambulo, al derivar y hacer una manipulacién obtenemos lo siguiente:

‘fé " { ~ (G+0(2)) [(d_ 127 - )% +28<¢g§<¢>]
+2bg@% +g(¢)jl_g<b 1 %) n T(g)% [dLn((igg(C)) B dLngg(g)) B %]
- @% +47TK1g(€)>g(€) - i(f;)(gj] <_CT(§) i(ffv(g))g% (5.26)
+ (22 4279)) (c>> - (ﬁ)fl—g[mﬂ”fg@) - pT0) —%”
= e || e @){_CT@?(E o
(5 +z@)r<§>} - (e =0 [mdL”;§(¢>> ) %]
+ (”22—2 +2%) —d)r(é)%gf” " (cw(@)){%@
(1= ) F - FE O <%T(C) +g(¢)j—g> 527)
_ %gg(é)) (% ) T(g)dLnglgé(é))> _4nKlg(€)H'
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Por otra parte, escribimos de manera explicita la segunda derivada del perfil de
temperatura de las ecuaciones originales (véase 4.29):
dt

2t g(&)mtl [—CT(g) + (6 +0(8))gz n (dv U(§)>T(§)]

02~ K@) v 1 @i

dt (mdLn<g<c>> dLn(g(§)) 2>.

(5.28)

Ta\" e T a ©

Una vez hecho esto, hemos evadido la dificultad antes mencionada (sobre la ecua-
cién integro-diferencial) y ahora podemos aplicar de manera natural el algoritmo de
Runge Kutta de cuarto orden, teniendo presente que hay que hacer una reduccién

de orden hacemos los cambios siguientes:

dv
=V (5.29)
g _
4z =@, (5.30)
dt
i c(&). (5.31)

Las definiciones[5.29,[5.30]y[5.31]1as sustituiremos en las ecuaciones[5.26,[5.27y[5.28]

para obtener un sistema de primer orden. Ahora bien, como hemos aumentado en
un orden v(§) y (&), es necesario tener condiciones para las derivadas de estas
funciones. Hemos realizado un desarrollo asintético para { < 0 que seria el lugar
donde iniciaria la rutina del programa. Tal desarrollo se muestra en el apéndice [D}

El desarrollo asintético mencionado no es otro que:

(&) =1—goc?%, (5.32)
T(§) =1 - wg?, (5.33)
() = —vod. (5.34)

De la construccion anterior, y recordando que los valores de m, n son los exponentes

del coeficiente de difusién introducidos en la ecuaciéon tenemos que los valores
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de las constantes introducidas en el desarrollo son:

2 (n—-1)

00:§(n_m_3/2), (5.35)
_ (y=Yn-m-—vy+1/2
0= 30 1) (n—m—3/2)K;’ (5.36)
2
g0 = 37K — 0 — v3/4, (5.37)

donde hemos tomado s6lo un término del desarrollo por simplicidad. Por otra
parte, mostramos el desarrollo asintético para ¢ > 1 de las funciones g(¢), T(&)
y v(¢) por cuanto pronto serdn necesarias para andlisis posteriores. En efecto, un

desarrollo que satisface nuestro problema es:

g =g T@ =l 0(8) = —vad, (5.38)
donde las constantes asociadas al desarrollo serian:
Rl —1:11_—13/2’ (5:39)
« = mn—i—;ll/Z (5.40)
B= n(an(rml )+_1 ;’;1) —2 (5.41)
W@+ - 502

gintl KoB(a—1)(a+p—3)

Ahora bien, el problema -en principio- ya podria ser resuelto numéricamente;
sin embargo, debemos mencionar que sélo ciertos valores de K; y K; arrojan un
resultado aceptable al problema, esto era de esperarse pues sélo al darle una mirada
a las relaciones y notamos que en ellas estdn presentes tales constantes, y
como es conocido, los problemas no lineales son muy suceptibles a las condiciones
iniciales, por lo que no es de extrafiar que s6lo algunos valores especificos de K;
y K resuelvan el problema de manera adecuada, lo cual se discutird en secciones
posteriores. Finalmente, se realiza la integracién numérica del problema con un
incremento infinitesimal de AZ = 10~* y considerando un barrido de 0 a 1 de K; y

K.
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5.3. Propiedades termodindmicas en los limites asintéticos

Haciendo uso de los desarrollos asintéticos obtenidos, podemos encontrar for-
mas explicitas de algunas cantidades importantes para nuestro trabajo, comence-

mos con el flujo de calor, que no es més que:
q=—-vVT(71), (5.43)

ahora, como estamos interesados en analizar las propiedades de las variables trasfor-

madas, diremos de manera mas simple lo siguiente:

_ at
7o T8 ") g7 (5.44)
Al introducir 5.33} |5.32| y |5.34| en [5.44}, obtenemos (para ¢ < 1) que:
g {(1+T1(Z)), (5.45)

donde T1(¢) es un polinomio de orden superior que ha sido despreciado. Por otra
parte, al repetir el procedimiento anterior, pero tomando el comportamiento de

obtenemos de manera directa (sin despreciar términos) lo siguiente:

72n2—n—6m—4
gocg memih) (5.46)
g &1, (5.47)

lo cual es un comportamiento aceptable pues va a cero radpidamente.

Por otra parte, podemos obtener una cantidad que es comtn en los trabajos
como el nuestro, la taza de cambio de presién con respecto de la gravedad que
surge de analizar la ecuacién de conservacién del momentum 3.3] Recordemos que
esta cantidad (que en adelante llamaremos Y) es de suma relevancia por cuanto nos

dice si estamos en presencia de un colapso gravitacional o una explosion.
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Definamos la mencionada cantidad con la letra ¥ de la siguiente manera:

| Fuerza debido a la presién
*= Fuerza debido a la gravedad |’ (5.48)
1
v
Y=15s 5.49
V¢ (5.49)

Entonces, fisicamente ¥ debe ser menor que 1 para que se establezca el colapso
gravitacional, dado que la atraccién gravitacional debe vencer la fuerza asociada a
la presion, es decir:
1
12Vl
Vol

<1 (5.50)

Entonces, basta con introducir las ecuaciones de los desarrollos asintéticos en

la relacion tenemos que:

Yec1 = Yo, (5.51)

2(n—1)(2+3m—n)

Yes1 =Yool @m0, (5.52)

donde tenemos que tales constantes son:

_ (n—1)
Yo=1- o3k (5.53)
Too
0o — 47_[g—001<1(3 - Dé) (06 + ﬁ), (554)

donde ¥ es del orden de la unidad.

Finalmente, hablemos del nimero de Péclet pues éste es de vital importancia
para obtener informacién de la entropia del sistema. Ahora bien, el niimero de Pé-
clet es una cantidad adimensional que relaciona la velocidad de adveccién de un

flujo con la de difusion de él ﬂ

IRecordemos brevemente que gracias a este ntimero podemos interpretar en qué régimen ter-
modindmico estamos, he ahf su importancia. Vemos que si Pe — 0 estamos en un régimen isotér-
mico, lo cual implica una transferencia de calor médxima, es decir V - § — oco. Por otra parte, en el
régimen adiabatico tendrfamos que la transferencia de calor seria nula, por lo que Pe — oo, lo cual
es fisicamente consistente por cuanto V - § — 0.
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El mismo, esta definido como:

_|pV-u
Pe = . .
‘=Ivg (5.55)
Tal niimero se traduce en nuestras ecuaciones de la siguiente manera:
1 d - dt
be= d o(@)\ dé [ng m(‘:)fm(ﬁ)d—] : (5.56)
2g(&)v(@) (4 +2%¢)

Dado que hemos mostrado la forma de Pe para nuestro caso particular, y se ha
explicado la relevancia de éste, mostraremos cémo es su forma funcional para los
casos asintoéticos, pues -como se ha dicho previamente- una solucién analitica del
problema es muy complicada. Ademds, podemos precisar mucho mds los valores
que deben tener las funciones involucradas en nuestro problema en los limites asin-

téticos que en la region transitoria entre tales limites.

Recordando nuevamente que m,n son los exponentes del coeficiente de di-
fusiéon que hemos usado en nuestro problema particular, tenemos que para el caso

donde ¢ > 1 se tiene que el valor de Pe es una constante, esta es:

1

_ m+2/3°
1 n(y—1)

Peoo = (5.57)

Asimismo, encontramos el valor de Pe haciendo uso de y del comportamiento
asintotico correspondiente. Al hacer esto resulta:

(n—1)
(4n—6m—7)

Peg = 4 (5.58)

Con las relaciones anteriores, podemos analizar lo que sucede con la entropfia, lo
cual se hard, ademads, con ayuda de la expresién del indice politropico y se explicara

en la seccién (6l
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5.4. Eleccién de K; y K;

Al observar las relaciones .27, [4.28)y .29y las condiciones de borde #.3T]pode-

mos pensar que el problema es mateméticamente cerrado. Sin embargo, la resolu-
cién numérica de las ecuaciones bajo la eleccion arbitraria de las constantes K; y Kp
arroja resultados inaceptables, por lo tanto es necesario analizar detenidamente qué
valores de K son ttiles. Lo primero que debemos hacer es reflexionar respecto del
vinculo que existe entre ambas constantes. En efecto, al manipular las ecuaciones

notamos que K, = K;(Kj). Més concretamente, esto no es mds que:

2n—2
Vo A
Ga3Bm+2\ 4

donde es claro que para encontrar una solucién aceptable, la eleccion de estas "no

K, = Ky, (5.59)

puede ser arbitraria”. Son necesarias condiciones fisicas a fin de encontrar los va-
lores de K aceptables. En efecto, un requerimiento seria que el perfil de densidad
y temperatura converjan a cero, esta condicién es no trivial, pero razonable y se
puede interpretar desde el punto de vista de la entropia y el flujo de calor, pues
como ambos disminuyen cuando aumenta ¢, es razonable pensar que en el infini-
to, los perfiles de densidad y temperatura deben ser cero. Otra condicién que nos
da las bases para poder encontrar los valores de K es que tanto la densidad como
la temperatura deben cambiar suavemente cerca del centro, por lo tanto es posible
hallar los valores de K. Hemos hecho un barrido de las posibles K en un interva-
lo donde K, € (0,1) donde Ky, es el espacio de las K. Partiendo de un valor de
K; = 0,6, hemos resuelto las ecuaciones para diferentes valores de K, donde el va-
lor més aceptable hallado fue para el par (K, Kz) = (0,62319751;0,96139351) y en
el cual se muestra que el comportamiento de las soluciones es el esperado por las
condiciones antes postuladas. En la figura |5.4{ se muestra mejor valor encontrado

en la resolucién numérica del problema.
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0.3
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0.8

0.4 0.6 0.8 1

(©)

Figura 5.4: Perfil de temperatura en funcion del perfil de la densidad. Se muestra que en el
plano g, T las funciones satisfacen los criterios establecidos.

Qg

5.5. Perfil de las soluciones

A continuacion se muestran las graficas correspondientes a la resolucién numé-
rica del problema. La figura [5.5| muestra el perfil adimensional de la densidad, la
tigura5.6\muestra el perfil de temperatura y en la figura5.7|se muestra la velocidad
adimensional. Adicionalmente mostramos la figura 5.8 donde estan las funciones

solucién superpuestas en la misma escala.

Por otra parte, es habitual destacar que el perfil adimensional de la densidad y

la temperatura (&) y 7(¢) son constantes para valores pequefios de x como se ve
en la figuras[5.5y[5.6f Ademads, se muestra el perfil de la velocidad adimensional en

la misma escala.

El comportamiento de (&), 7(¢) y v(&) lo hemos obtenido tomando los va-
lores de pruebam =2y n = 13/2, asimismoa =11/6,b = =5/6,c =e = —5/3y

d = —11/3. De nuevo mencionemos que los exponentes (1, 1) estan asociados a la
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Figura 5.5: Evolucion del perfil de la densidad para un rango de ¢ suficientemente grande.

eleccién del coeficiente de difusién y que corresponden a un plasma de hidrégeno

completamente ionizado.

5.6. Espacio de solucién

Una parte importante de nuestro trabajo es estudiar para cual combinacion
de potencias m, n dan soluciones viables, esto es, encontrar un espacio p(m, n) que
describa adecuadamente el problema planteado. Ahora, es importante recordar que
al introducir las transformaciones de escala hemos dejado abierta la cuestion
acerca de qué valores de m,n describirian adecuadamente el problema dado que
no es posible determinar tales exponentes haciendo uso de las ecuaciones de con-
servacion ([Zel’dovich, 1968]] o [Sedov, 1993]]) . Ademads, hay que hacer la salvedad
-antes de continuar- que el problema tal y como lo hemos planteado resuelve el ca-
so de implosién y explosiéon de una esfera, pero nos hemos enfocado tinicamente
en el caso de la implosiéon dado que ése es nuestro objetivo primordial. Hasta aho-

ra hemos encontrado la solucién numérica del problema para ciertos valores de
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(E)

0.008 0.04 0.2 1

¥ o'y

Figura 5.6: Evolucion del perfil de la temperatura para un rango de ¢ suficientemente grande.

K; y K, donde destaca que esta solucién existe sélo en ciertos lugares del espacio
©(m,n). Una manera de encontrar un criterio aplicable en este caso seria emplean-

do algunas cosas evidentes en este punto:

e La temperatura del centro debe decrecer con el incremento de radio, por lo

tanto 15 > 0,

e El valor de K; debe ser mayor que cero, es decir que K, > 0

Con lo anterior en mente, es posible definir una funcién que diga que valores de

m, n describen el caso de implosién o explosion. En efecto tenemos:

C(y=Dn—m—y+1/2
f(m,n) = P —— >0, (5.60)

donde se debe notar que da la condicén de implosion y si se invierte el signo
da una relacién para los valores de m, n en el caso de explosién. En las figuras 5.9y

se implementan los criterios anteriormente dichos.
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Figura 5.7: Evolucién del perfil de la velocidad para un rango de ¢ suficientemente grande.
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Figura 5.8: Evolucion de los perfiles de la velocidad (linea continua), densidad (linea seg-
mentada) y temperatura (cruces) para un rango de § suficientemente grande.
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m

Figura 5.9: Espacio p(m,n) donde se obtiene una implosién. EI par de valores (m,n)
tomados de referencia estd en la zona superior derecha.

n

Figura 5.10: Espacio @(m,n) donde se obtiene una explosion. El par de valores (m,n)
tomados de referencia estd en la zona superior derecha.
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CAPITULO

6
DISCUSIONES

Primeramente destaquemos que fuimos capaces de modelar la implosién de
una esfera tomando en cuenta dos efectos: el gravitacional y el radiativo. Esto fue
posible mediante la técnica de soluciones autosimilares con la cual logramos des-
acoplar las ecuaciones a resolver, simplificando considerablemente el problema.
Asimismo, el modelo que hemos planteado nos ofrece una ventaja respecto a tra-
bajos previos en este género, pues hace uso de la ecuacion de la energia donde, en
nuestro caso, surge una problematica respecto del caracter altamente no lineal del
coeficiente de difusion, debido al hecho de no ser elegido constante como lo es en
la mayoria de los casos en los que se incluye este término. En tal sentido, se solu-
cion6 el problema de manera numérica y luego se analiz6 para que valores de m, n
(los cuales son exponentes asociados al coeficiente de difusion[3.13) era posible una

implosion, basdndonos en las suposiciones razonables antes mencionadas.

De la misma forma, notemos el hecho que este modelo que nos hemos plantea-
do en mas general que los casos habituales, pues no parte de ninguna suposicién

del estado termodindmico de la esfera tratada (esto es, no suponemos que esta en
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un estado adiabético ni isotérmico, ni cualquiera otro) por lo que las soluciones son
mas generales que las obtenidas por otros autores. Una manera alternativa de es-
tudiar este modelo, es analizando el nimero de Péclet, ya que dependiendo de él,
es posible saber si estamos en presencia de un colapso isotérmico o adiabatico sin
suponerlo a priori (por ejemplo), asi como analizar la entropia de nuestro sistema.
En tal sentido, el hecho de que el niimero de Péclet sea constante quiere decir que
el indice politrépico I Epuede ser escrito como:

_d(Ln(p(@ 1)
U= (o2, 1)) 6.1)

lo cual, al reescribirlo de una manera més familiar quedaria de la siguiente manera:

p(&t) = Ap"(E,1). (6.2)

Ahora bien, podemos escribir el indice politrépico en funcién del namero de Péclet

y de la taza de calor especifico, esto vendria siendo:

1
I =q— Vpe . 6.3)

Una manera mas clara de entender [6.3 es haciendo uso de la conocida relacion
termodindmica y recordar que el nimero de Péclet no es més que la tasa de
trabajo de enfriamiento pdV que caracteriza la ecuacién de energia, en otras pa-

labras:

de = 6Q + oW, (6.4)
de 4+ pdV = 5Q, (6.5)
5o PaV
.00 = e (6.6)

al hacer uso de la ecuacén de estado y de la definicion del indice politrépico obte-

nemos Con lo anterior en mente, es posible analizar dos casos muy tratados,

INo es llamado con el valor de 7, pues n estd siendo usado como constante en el grupo de
transformaciones
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el caso isotérmico y el adiabatico. Notemos que si queremos describir un régimen

adiabético, es necesario que:

Ilim T = 1. (6.7)

Pe— o0

Aqui, es claro que 6Q = 0 para que corresponda a un régimen adiabatico.

Por otra parte, si analizamos [6.3| para el caso isotérmico, notamos que se debe
cumplir que:

lim T = 1. (6.8)

Pe—1

Se puede verificar por sustitucién directa que la condicién anterior implica que

de = 0.

Como se ha observado en la seccién de resultados 5, el namero de Péclet es
constante y depende de m, n, por lo que cldramente es una solucién més general

que los casos termodindmicos antes citados.

Otra afirmacion destacable es el hecho que al ser el nimero de péclet (Pe) una
constante, significa que el calor y la entropia son emitidos constantemente de nues-
tro sistema de estudio. Asimismo, hemos de ser cuidadosos en la interpretaciéon
de la afirmacién anterior, ya que el hecho de que el sistema esté perdiendo calor
no quiere decir que lo irradie todo (aunque pudiera ser), por lo que la solucién en
cuestion trata un caso diferente a los usuales (isotérmico y adiabatico) tal como lo

hemos dicho anteriormente.

Entre tanto, es importante discutir el término asociado a la tasa de presion de
gas respecto a la gravedad, €l caracteriza la ecuacién de movimiento y tal como se
mostré en la seccion de resultados, ¥ es constante o variable dependiendo de el

valor de ¢ es pequefio o grande respectivamente.

Denotemos a ¥; como la tasa de cambio entre la presién y la gravedad en caida

libre (cl), ¥ys es el resultado que hemos obtenido (ns) y ¥1p que simboliza la tasa
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obtenida en los trabajos de Larson-Penston (LP) ([Penston, 1969] y [Larson, 1969])
Pl En efecto:

Y, :¥Yp:¥Ys=0:060:0,71. (6.9)

Esto puede ser interpretado de la siguiente manera, el sistema presenta una re-
sistencia fuerte al colapso gravitacional, lo cual era algo de esperarse por cuanto al
radiar, se establece una presion que contrarresta el efecto gravitacional desaceleran-
do la implosién de la esfera. Es claro que la aceleracién que sienten las capas de la
protoestrella es menor que en el caso ideal de caida libre, lo cual se acerca més a
obtener una solucién que modele adecuadamente el proceso de implosicién de una

protoestrella.

En otro orden de ideas, no podemos evitar discutir el efecto del término no
lineal en la ecuacién de la energia, tal como vimos en la seccién de resultados
El flujo de calor se ve altamente alterado por nuestra eleccion del coeficiente de
conductividad térmico que, como dice claramente [Landau, 1999] en su capitulo
de thermal conduction in fluids, el valor de v mds general es aquel que dependa ex-
plicitamente de la temperatura y la presion. Vimos ademds su forma funcional para
los casos asintéticos y podriamos comparar este resultado con el supuesto caso de

elegir un v que sea constante, en efecto, veamos brevemente que:
at

= —V—. 6.10
1=V (6:10)
Tomando los mismos valores asint6ticos vemos que:
Qe %G, (6.11)
2m(2n—3)+3n—4
Jes1 G @l (6.12)

Ahora bien, vemos que para el comportamiento cercano a cero, ambos casos (supo-
niendo v contante y suponiendo una forma que dependa de la presién y la tempe-

ratura) se comportan de la misma manera, mientras que para el caso que tiende al

2Se trae esta referencia pues el autor es uno de los pioneros en trabajos acerca de autosimilar en
colapsos de esferas
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infinito no es asi: se aprecia que en el caso obtenido en este trabajo la funcién es
ges1 o« &Y, mientras que en el caso hipotético donde v = ctte, la funcién serfa
es1 o &7, las cuales a pesar de ser diferentes son soluciones aceptadas, s6lo que

la mostrada aqui es més general

Por otra parte, hablemos de las regiones de implosién y explosion. Es claro
que dado el caradcter de nuestra solucién, no todos los valores (aunque admisibles)
eran solucién a nuestro problema (en este caso hablamos de el par (m,n) € p),
pues s6lo hemos estado interesados en buscar la solucion asociada al problema
del colapso ﬁ y por lo tanto nuestro espacio de soluciones se muestra en la figura
Notemos ademds que hemos seleccionado valores de m, n positivos pues son
valores fisicos normales. Por otra parte, hay que mencionar que no toda la region
del espacio p(m, n) es estable y a pesar de que el tratamiento de este punto no era un
objetivo de nuestro trabajo, lo mencionaremos (al menos de manera introductoria)
a fin de sentar bases de andlisis futuros basados en modelos similares a éste. El
analisis se basa en el criterio de inestabilidad de Schwarzschild generalizado que
vendpria siendo:

Jd(p
ar |\ or <0, (6.13)

donde la principal diferencia con el criterio de Schwarzschild es que se reemplaza
el valor de <y por el de I' y, aunque no se dé su demostracion, es de vital importancia
para saber cuando hay o no inestabilidad convectiva. Al manipular la relacion[6.13]
combindndola con las variables transformadas de nuestro sistema (es decir, el perfil

adimensional de densidad y temperatura) y recordando que este criterio debe ser

3Es claro que si el valor de v es constante, entonces las relaciones con (11, 1) no serian necesarias,
pues el problema podria resolverse analizando las ecuaciones de conservacién del momentum y de
conservacion de la masa, a pesar de esto, hemos hecho esta presentacién s6lo como referencia.

4Sin embargo, las ecuaciones que obtuvimos son completamente generales, para el caso de la
explosién bastaria con tomar el signo positivo en nuestras ecuaciones
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independiente de ¢ obtenemos que:
T
S er—1. (6.14)
80

Con esta condicién podemos encontrar tales regiones de inestabilidad convectiva y

superponerlas en nuestra solucién.

En otro orden de ideas, nos vemos en la obligacién de mencionar que la “pseu-
dolinealidad” de la velocidad es una consecuencia de resolver el problema con el
requerimiento que sea autosimilar en el espacio. Es razonable que el valor de |v({)|
decrezca, pero nuestro planteamiento inicial no conduce a tal resultado, incluso, si
supusiéramos que |v| disminuye cuando ¢ aumenta, el perfil autosimilar no puede
ser sostenido, esto es por la falta de compresién debido al trabajo mecanico (pdV) y

la trasferencia de calor.

Constatemos que nuestros resultados y andlisis son consistentes con otros tra-
bajos, sin embargo nuestra soluciéon da una visiéon més general acerca del pro-
blema del colapso gravitacional que las soluciones planteadas por otros autores.
[Shu, 1977] y [Blottiau et al., 1988] resolvieron el problema desde dos puntos de
vista diferentes. El primero lo enfoca como un colapso isotérmico donde la variable
autosimilar esa s6lo la espacial, mientras que en el segundo trabajo considera un es-
tado termodindmico adiabético y hace uso de una transformacién autosimilar tanto
en espacio como en tiempo. De estas dos referencias podemos verificar que se ob-
tienen resultados consistentes con el nuestro lo cual se puede ver ”a priori” pues el

perfil de densidad presenta la misma tendencia.

Es importante resaltar que debido a la carencia de autores que tomen en con-
sideracion el cardcter no lineal de la ecuacién de la conservacion de la energia, es
dificil realizar una comparacién de las soluciones con otros autores. Uno de los
pocos que podemos mencionar es [Murakami et al., 2004], el cual trabaja el mismo
problema que aqui hemos resuelto, pero desde una perspectiva diferente, primero

implementa el método del algebra de Lie para encontrar las trasformaciones de las
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variables involucradas y hace un estudio introductorio de la naturaleza de los pun-
tos singulares del problema (un estudio mds profundo se puede ver en el articulo
de [Whitworth and Summers, 1985]]). Ahora, podemos verificar que nuestra solu-
cién coincide con la de [Murakami et al., 2004] a pesar de haber tomado caminos

diferentes, lo cual es un resultado importante.

En cuanto a los fundamentos fisicos, hay que mencionar que el perfil del densi-
dad y de temperatura son perfectamente consistentes con otros trabajos, tal y como
se menciond con anterioridad. Era de esperarse que los perfiles de densidad y tem-
peratura decrecieran mientras mas alejados del centro se encontraran. Un punto
que fue inesperado es sobre el hecho que el perfil de la velocidad es negativa, pero
esto no es mds que una consecuencia de la eleccién de la transformacién autosimilar

tomada.
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CAPITULO

7
CONCLUSIONES

Se logr6é modelar adecuadamente el colapso gravitacional de una esfera con-
siderando el efecto radiativo mediante el uso de soluciones autosimilares lo
cual es poco tratado por otros autores dado la complejidad que supone tomar

en cuenta el término no lineal de la ecuacién de la conservacién de la energfa.

La consideraciéon que el coeficiente de difusién es una funcién que depende de
la temperatura y la densidad nos da un panorama mads general que el usado
por los autores en los casos comunes por cuanto no supone ningtn estado

termodindmico inicial del sistema.

El namero de Péclet permanece constante lo cual indica que la entropia es
“emitida” del sistema dado que la radiacién generada se atravieza las capaz

de la esfera y por lo tanto se enfria.

La tasa de cambio de la fuerza debido a la presion del gas respecto a la fuerza
de gravedad al compararla con otros modelos nos dice que hay una desacele-

racién en nuestro problema (comparado con el caso isotérmico [Larson, 1969]),
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que se atribuye al flujo de entropia emitido desde el sistema.

e Se encontraron los valores solucién del espacio p(m, n), que describen el pro-
blema de implosién basados en las suposiciones de los valores de K; y 1
lo cual nos permite elegir otro posible escenario de solucién con sélo tomar
otros valores de los pardmetros m, n. En nuestro caso particular hemos tomado

m = 2y n = 13/2 para un plasma completamente ionizado.
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APENDICE

A

DERIVACION DETALLADA DE LA
FORMULA DIMENSIONAL

Consideremos una cierta cantidad derivada y. Por simplicidad, estamos asu-
miendo que y es una cantidad geométrica, y por lo tanto, depende tinicamente de

la longitud. En consecuencia:

y = f(x1,x2,...,%n); (A.1)

donde x1, xy, ..., x, son ciertas distancias. Denotemos por v’ el valor de y que co-
rresponde a los valores de los argumentos x’l, xé, ..., x,,. Elvalor de y y el valor de
y" dependen de la unidad de medida para las distancias x1, x, . .., X,. Denotemos
la unidad o escala de longitud por un factor «. Entonces, para ser consistentes con

la condicién formulada antes, debemos tener que:

/ /

vy _ flayxg,.ox)  flage v, xe) (A2)

v f(xy,x,...,x0) f(xia,x0a,...,x5a)
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/
donde larazén y? debe ser idéntica al valor « de la escala de longitud. De la ecuacion
anterior obtenemos:

flxie, xou, ..., xpn)  f(Xja, x50, ..., x30)

_ , A3
fxq,x2,...,%,) f(xy,xh, ..., x)) (A3)

0, reescrito por comodidad:

ICO R A CO N (A4)

De ello se deduce que la razén de los valores numéricos de la cantidad geométri-
ca derivada, medida en diferentes escalas de longitud, depende tinicamente de la

razén de las escalas de longitud.

De la ecuacion anterior, es facil encontrar la forma de la funcién ¢(a). En efecto,

se tiene que:

yly) _ o y(w)
1) o(aq); ) - ¢(ar). (A.5)
Por lo tanto se sigue que:
plar) _ [
plaz) ¢<a_z>' (A.6)

Como para todo x| = x1ap, X = X4y, ..., X;, = X,ap Diferenciando la ecuacién

anterior con respecto a &1 y asumiendo que a; = &y = «, obtenemos:

1 de 1/de(a)\ m
o(a)da (x( do >_ o (A7)
Finalmente al integrar se obtiene que:
¢ = Ca. (A.8)

Esta conclusion puede ser generalizada aumentando el niimero de factores de es-

cala en la funcién.
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APENDICE

B

CALCULO "DETALLADOQ” DE LAS
ECUACIONES AUTOSIMILARES

En este trabajo nos hemos valido de cuatro ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales: la ecuacién de Conservacion de la masa la ecuacién de con-
servacion del momento la ecuacién de Poisson y la ecuaciéon de conser-
vacion de la energia ademads, hemos hecho uso de una ecuacién de estado
de gases ideales y ademads, hemos supuesto una cierta forma del coeficiente de di-
fusion. Ahora bien, teniendo esto en mente, a continuacién mostraremos cOmo re-
ducir las ecuaciones del problema original, a las ecuaciones diferenciales ordinarias

de nuestro problema.

Lo primero que hay que hacer es elegir una forma explicita de R(t), tal como
se ha venido diciendo. Una vez hecho esto, hay que elegir otra funcién que carac-
terice el sistema, en nuestro caso tomamos la funcién py(t), estas son las funciones
que caracterizardn los cambios de las funciones originales, a las funciones adimen-

cionales. Ahora, debemos notar que hay que elegir qué funciones vamos a tomar
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como caracteristicas del sistema (ahora espacialmente): hay que decidir si tomar
por ejemplo una funcién P(¢) que pudiéramos llamarla “perfil de presién adimen-
sional”, o quiza U(¢) que, andlogamente seria la “energia interna adimensional”.
En nuestro caso, hemos elegido las funciones v(¢), (&) y t(¢) como los perfiles
de velocidad, densidad y temperatura respectivamente. Finalmente, hay que notar
que para lograr que las ecuaciones sean adimensionales, debemos tomar algunas
constantes de manera conveniente, en este trabajo, hemos hecho la construccién de
las soluciones usando la constante de gravitaciéon universal G y el coeficiente de

difusion vy.

Las transformaciones triviales que se realizaron fueron sugeridas de un analisis

dimensional y se presentan a continuacion:

u(r,t) = R(H)o(g), (B.1)
p(r,t) = po(t)g(S), (B.2)
T(r,t) = R(t)*T(&). (B.3)

E = —. (B.4)

Ahora, apliquemos estos cambios a las ecuaciones que queremos reducir, ini-

ciemos con la ecuaciéon de conservacion de la masa:

do 19d,, |
EVERE r—zg(r pu) = 0. (B.5)

Claramente, tomando y recordando que ¢ depende implicitamente

del tiempo, llegamos a:
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dg  (po(t) R(t) dov o(G)
o G -+ —+ = +2—= =0. B.6
(6-0@) g+ Coinrn Tz T2 ¢ )@ (B.6)
De la ecuacién anterior podemos encontrar una relaciéon importante, pues se

muestra de manera clara:

t
(t

para que la ecuacion se pueda desacoplar. Continuando con el estudio de las ecua-

°
o
—~
~
N—
=
—~
N—r

; = x = ctte, (B.7)

=)
—
~—
=-
~—

0

ciones, apliquemos los cambios a la ecuacién de conservacién del momentum:

ou ou  lop o¢
T por or’ (B8)

Recalquemos lo siguiente: en la relacién anterior vemos que aparece explicitamente
la presion p(r, t) y la derivada del potencial gravitacional 9,¢(r, t), y hay que expre-
sar tales cantidades en términos de las funciones que caracterizan el sistema, esto
es, en funcion de R(t) y po(t), y de (&), ¢(&) o T(&). De la ecuaciéon de estado es

inmediato tomar el perfil de presién adimensional de la siguiente manera:

p(r,t) = po(H)R(£)*g(5)T(3)- (B.9)
Por otra parte, si tenemos en mente que F, = —d,¢ también es clara la construcciéon
dr¢, en efecto tenemos:

0 (@)

9 r,1) = GR()puo(t) g(f) (B.10)

Al tener las relaciones B.9)y y haciendo uso del perfil de velocidad y presién

adimensional, la ecuacién queda de la siguiente forma:

v 2
@) + (00) = 8) 2+ g (@)@ +eR I S o

R(H)R
R(t)

(B.11)
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De la ecuacion anterior podemos notar que para que las variables sean separables,

es necesario que:

R(HR(t) _ _R(t)*po(t)
R = ® R(t)02 ) (B.12)

donde @ = ctte. Ahora, antes de continuar, podemos encontrar una relaciéon entre
la escala de longitud caracteristica R(t) y el perfil de densidad py(t), en efecto, al

simplificar la relacion llegamos a lo siguiente:

R(t
po(t) = B—Rgti- (B.13)
Si recordamos B.7]y nos damos cuenta que al vincularlas obtenemos:
RORE) _ (B.14)
R(£)R(¢)

donde = ctte. De aqui es posible “elegir” una forma de R(t), una prueba pre-
liminar nos dice que la eleccién trivial no es buena, pues es demasiado restrictiva

respecto de la constante 7. La solucién a la cual hacemos referencia es

R(t) = Ae™, (B.15)

e implica que la constante de separacién # = 1, lo cual corresponde a un caso
sumamente particular. Una solucién aceptable (y es del tipo standar) seria elegir la

funcion de la forma:
R(t) = A(kt)*%, (B.16)

donde A es una cantidad dimensional, x = ctte sin dimensiones y k es 1 o —1
dependiendo del caso (sit > 0 ot < 0 respectivamente). Ahora bien, dadas las
transformaciones que hemos tomado, el valor de & queda determinado de manera
Unica, siempre que tomemos s = 1, esto es claro si se tiene en mente que las transfor-
maciones tomadas deben cumplir con la condicién que las ecuaciones permanezcan

invariantes. Veamos:

F=— . (B.17)
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Al aplicar las trasformaciones de escala tenemos que:,

>

_ y1-aa
§= AT Gk (B.18)

de donde es claro:
(B.19)

Una vez hecho esto, podemos continuar con la implementacién de las transforma-
ciones en las ecuaciones a resolver: es el turno de la ecuacién de Poisson:

19209y

De la ecuaci6n anterior, basta con multiplicar por 72 e integrar respecto a r, haciendo

2

uso del teorema fundamental del cdlculo y dividiendo por 7~ se obtiene la funcién

d,¢ y al hacer uso de B4y B.2 y al definir un perfil de masa adimensional Q(¢)

tenemos:

aa—f(r, ) = GR(H)po(t) Qéff) (B.21)

Entonces, hemos definido a Q)(¢) de la siguiente manera:

S -
Q) =4n [ Pg(@)ae. (B.22)

Si no es claro cémo se obtuvo d,¢ en la ecuaciéon de conservacién del momentum,
en es evidente. Finalmente -y no por eso menos importante- queda la ecuacién

de conservacion de la energia que no es otra:

o€ o€ po,,. 1of,dT
p<8t +u8r> +r—2§(r u) = 23, (r Vﬁ)' (B.23)

Ahora, para obtener la combinacion de funciones que describen a € hacemos uso de

la ecuacion de estado de los gases ideales:

% = (7 —1)e. (B.24)
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Por lo tanto, € seria:

e—_L P (B.25)
v—1p
Por otra parte, debemos elegir la ley de potencia del coeficiente de difusién v, en

nuestro caso la hemos tomado de la siguiente forma:

TTl
V=1 (W (B.26)

Con las dos relaciones anteriores y las ecuaciones(B.4}B.1} B.2 y [B.9] podemos trans-

formar y simplificar la ecuacion, en efecto, al aplicar los cambios, hacer una mani-

pulacion algebraica breve y escribiendo de manera mds abreviada tenemos:

1 RR dt dv v RV 1 4|, . dt
m(ZET—<€—0>d—§)+<d—§+ZE>T:V0pgTR@d—§[€g Td_g]

(B.27)
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APENDICE

C

DESARROLLO DE LA ECUACION DE
CONSERVACION DE ENERGIA

De la primera ley de la termodindmica tenemos que:
de = 6Q + oW, (C.1)

esto se traduce en que el cambio de energia interna por unidad de masa ¢(7,t) = €
entre dos estados de equilibrio es la suma del incremento en la energia calérica por
unidad de masa y el trabajo hecho por unidad de masa sobre el sistema. En nuestro
caso el elemento de fluido no esta en equilibrio, tiene una velocidad ii. Debemos ser
cuidadosos, por lo tanto resolveremos por separado. Se sabe que la segunda ley de

Newton se puede escribir como:

of#, t)%ﬁ’(?, b = p(F, EF ) + V- ®(F 1), (C2)

donde F(7,t) es la fuerza por unidad de masa, y ®(7,t) es el tensor de presion.

Escribiendo en notacién indicial y obviando las dependecias funcionales tenemos:

P (C3)

D
ppti = phi+
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Ahora bien, si el fluido es neutral, el tensor de presion es isotrépico (es decir, no hay

una direccién preferecial) y se obtiene:
cDij = —pél’]’. (C4)

Multiplicamos escalarmente i/ y la ecuacién (C.2|y tenemos:

D 1

ﬁ-ﬁ*:ﬁ-ﬁ+5ﬁ-(v-¢), (C.5)
entonces, tenemos:
2<ﬁ—2>:ﬁ-f+1ﬁ-(v-¢), (C.6)
Dt\ 2 [y
o reescrito en notacion indicial tenemos que el cambio de energia cinética por unidad
de masa es:
% (g) = uw;F + %uia;ff. (C7)

Ahora, el trabajo total hecho por el elemento del fluido debido a la fuerza del cuerpo

es:
pil - Fdr, (C.8)
oT

y ademas

/55 (ﬁ-d))-ﬁdS:/éTV-(ﬁ-q))dT, (C.9)

debido a las fuerzas en la superficie. Aqui la tasa de cambio por unidad de masa es:

10 1 0%; 1 du;
Fa- () =y Zp, 2t
uiki + 0 Or; <u1q>”> pu’ arj p " or;

Comparando la tasa de trabajo total por unidad de masa con la tasa de cambio

(C.10)

de la energifa cinética por unidad de masa podemos ver que la tasa de traba-
jo empleada en la energia interna por unidad de masa es el Gltimo término de la
relacion por lo tanto tenemos:

Dw_lq).(v.ﬁ)zlcp ou;

Br =7 5 iz, (C.11)
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Ahora bien, la energia calorica surge de dos maneras, debido al “calor de Joule”

]'2
/5 g, (C.12)

T
donde f es la densidad de corriente y o es la conductividad eléctrica. La otra manera
que surga energia caldrica se debe a la conduccién de calor a través de la superficie
del elemento de fluido dado por:

kVT.ﬁdS:/

v (kw) dr, (C.13)
T

6S
donde k = k(p, T) es asumido generalmente como una constante por simplicidad,
pero en general, depende de la densidad y la temperatura. Asi, la tasa de cambio

de calor por unidad de masa no es otra que:

DQ _ 1, 1o
D =l 5V (kVT). (C.14)

Finalmente al agrupar los resultados tenemos que:

De 1 1, 1
Df = p® (Ve + 40V (kw). (C.15)
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APENDICE

D

CALCULOS DE LOS DESARROLLOS
ASINTOTICOS

D.1. Desarrollo parad < 1

A fin de modelar el compotamiento cerca del origen, introducimos las solu-
ciones por medio de un desarrollo en serie tomando sélo hasta el segundo término
del desarrollo (en el caso de la velocidad sélo hasta el primero) teniendo presente
que debe satisfacer, ademds las condiciones triviales por lo tanto, un desarrollo

aceptable es:

g(5) =1-gog?, (D.1)
(&) =1 - 187, (D.2)
v(¢) = —vod. (D.3)

Asimismo, al introducir[D.2]y[D.3|en4.27(naturalmente tomando el signo negativo)

es posible encontrar el valor de vy, recordando que hemos despreciado los términos
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D.2. Desarrollo para ¢ > 1 Apéndice D: Célculos de los desarrollos asintéticos

cuadraticos. En efecto, al hacer lo mencionado antes obtenemos:

d:—300, (D4)
o2 (n=1)
0= 3(n—m—3/2)

(D.5)

Siguiendo con la obtencién de las constantes asociadas a este desarrollo, a contin-

uacion hallaremos el valor de gp. Al hacer uso de y en virtud de

tenemos:

2 1, 1 1

8o = §7TK1 — Tp + EUO + <Eb — E) ’ (D6)
2 1

g0 = 57’(1(1 T ZU%' (D.7)

Para determinar gy busquemos 1 haciendo uso de 429, de [D.1} [D.2} [D.3]y recor-

dando lo siguiente:
(1—-x)"=1—-nx (D.8)

se obtiene (luego de simplificar un poco y despreciar los términos de orden superi-

or):

Cc— 300 — 6TOK2 = O, (D9)

1 2—
= — (300 += 37’0). (D.10)

Al hacer uso de 4.6|y trabajar un poco la expresion llegamos finalmente a:

v—1

(y—Dn—m—y+1/2
3(y—1)(n—m—3/2)Ky’

T = (D.11)

D.2. Desarrollo para¢ > 1

Para modelar el comportamiento de las funciones involucradas en nuestro pro-

blema, hay que recordar que una condicion fisica de éstas es que en el infinito ellas
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se anulan, este es un requerimiento usual, es decir:

lim o(¢) =0, (D.12)
lim g(2) =0, (D.13)
lim 7(¢) = 0. (D.14)

Ahora bien, la velocidad -sin embargo- no puede satisfacer este requerimiento (ver
seccion de discusiones|[f) por lo que es necesario que v(&) sea una funcién ”lineal”
en el espacio. Por otra parte, el perfil adimensional de la densidad y la temperatura

si pueden satisfacer y por lo tanto, un desarrollo adecuado podria ser el

siguiente:

8(0) =8l " T =Tl P, v(l) = —vel. (D.15)

Entonces, al sustituir las relaciones en podemos obtener dos soluciones

para v, (teniendo presente que a y  son ambos mayores que cero), en efecto:

Voo = 0, (D.16)
n—1

voo:n—m—3/2'

(D.17)

donde la solucién aceptable seria pues, como se dijo anterioremente, en este
caso no es admisible que v« = 0. Por otra parte, al sustituir en es posible

obtener una expresion para la constante «, esto no es mds que:

d + 30
== D.1
n—1

Finalmente, de la ecuaciénf.29 podemos encontrar los valores de f, Teo ¥ §oo- NOtese
que Too ¥ oo SOlo pueden obtenerse de manera implicita y que al ser constantes no
deben depender de ¢, con esto es mente, se puede obtener que el valor de 8 es
simplemente:

n(m+1)—3m—2
n(m+1/2)

B= (D.20)
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Luego de un una reescritura no tan despreciable se obtiene que la relacién entre T
Y Qoo €S:

W _ (24P (r—1)" ~3a
gt KpB(a—1)(a+ B —3) (D.21)
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