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En el presente trabajo se obtienen los niveles de energia ro-
tacionales para una molécula tetraédrica rigida, considerando-
se localizados en los vértices del tetraedro, atomos con spin
nuclear 1/2 tal como sucede en moléculas como el CH, o en
NH;. La rotacién es estudiada bajo la influencia de un poten-
cial de interaccion molécula-sitio debido a la presencia de un
campo cristalino de simetria C,.

Aunque el problema de las rotaciones bajo interaccion mo-
lécula-sitio, ya ha sido atacado por diversos autores a partir de
un método de expansion de dicho potencial desarrollado por
King y Hornig,! éste no ha sido extendido de una manera sa-
tisfactoria para incluir el spin nuclear. En este trabajo se da
una metodologia, dentro del marco de teoria de grupos, que
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RESUMEN

- En este trabajo se desarrolla un procedimiento coherente para la de-
terminacion de los estados de rotacion de una molécula en presencia
de un potencial de interaccion molécula-sitio tomando en cuenta, des-
de un comienzo, la simetria del problema en cuanto al intercambio de
los nucleos componentes. Se calculan los niveles de energia para mo-
léculas tetraédricas con spin nuclear 1/2 en presencia de un campo
cristalino trigonal, variando la magnitud de la interaccidon hasta

( A

h2

40 | — |
-2

ROTATION ENERGY LEVELS OF TETRAHEDRIC
MOLECULES IN A TRIGON AL CRYSTAL FIELD

ABSTRACT

We develop a coherent procedure to evaluate the rotational molecu-
lar states in the presence of a molecule-site interaction potential, ta-
king 1into account at the beginning the exchange symmetry of identical
nuclei in the molecule. Calculations are made of the rotational energy

levels of tetrahedric molecules with nuclear spin 1/2 in the presence of

a crystal trigonal field for values of the interactio parameter up to
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permite solucionar este punto y asi determinar los autoestados
de rotacion apropiadamente. Tal conocimiento puede ser usa-
do en el calculo de la forma de la linea de absorcidén en Reso-
nancia Magnetica Nuclear? para esas moléculas.

II. LAS FUNCIONES DE ONDA DE ROTACION-SPIN
NUCLEAR f

Por medio del aparato formal de teoria de grupos se cons-
truyen funciones de onda de rotacion-spin nuclear totalmente
antisimeétricas frente al intercamio de los nucleos de hidrogeno -
presentes partiendo de funciones de la forma:

> =|V> [JKM>|il, r> :
(IL1)

donde la configuracién |V > denota las diferentes formas de
numerar los protones en la molécula salvo aquéllas que se ob-
tienen por una rotacion propia a partir de las otras, [JKM >
representa funciones trompo simétrico de momento angu_lar
total J definidas por:

< olJKM > =(-M ((2J+l)) V2 D’ (o)
- 82 -M-S((D

(11.2)

y son autofunciones del operador momento angular para un
cuerpo rigido, cuya orientacion viene especificada por los an-
gulos de Euler o (a,B,y), M y K representan, como es usual,
las proyecciones del momento angular a lo largo del eje Z del
espacio y a lo largo del eje Z de la molécula, respectivamente.
Este ultimo eje aparece indicado en la Figura 1. Por ultimo
il r> representa la parte de spin nuclear en la funcién de
onda total y estdn dadas por combinaciones lineales de esta-
dos de spin con componente 1, total, obtenidas al aplicar los
proyectores® correspondientes a cada una de las representa-
ciones irreductbles del grupo S,, es decir, indica las compaiie-
ras en la representacion irreducible pertinente. Para tomar
como punto de partida a (I1.1) se supone, ademas de la cono-
cida aproximacion de Born-Oppenheimer, que: a) Tanto el es-
tado fundamental de vibraciones, como el electrénico de la
molecula son simétricos frente al intercambio de los nucleos.
Esto es siempre cierto para el estado fundamental de vibra-
cion ya que depende cuadraticamente de las coordenadas nor-
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Figura 1. Orientacion de la molécula con respectos de los ejes f1j0s a ella. Los
ntcleos 1 y 2 se encuentran en el plano XZ con el nucleo 1 en la direccion Z.

males y por lo tanto no es afectado por la inversion acompa-
flada de una rotacion que supone el intercambio de dos nu-
cleos. Para el estado electronico la situacion es diferente, ya
que el Hamiltoniano dentro de la aproximacion de Born-
Oppenheimer es invariante frente a intercambio de nucleos
idénticos, por lo tanto es posible tener las dos simetrias para
el estado electronico. En caso tal de que nuestra suposicion no
pueda ser aplicada en algun caso especifico se puede seguir la
metodologia aqui sugerida, cambiando el proyector (11.3) por
el correspondiente al de la representacion totalmente simetri-
ca de S,, y b) nuestro interés estd en describir la dinamica de
la molécula a bajas temperaturas, por lo que la forma especi-
fica del estado electronico-vibracional no e€s importante.

Aprovechando el isomorfismo entre los grupos S,y T, gru-
po de operaciones de cobertura de un tetraedro regular® y me-
diante la aplicacion del proyector:
| 19

1 (

el = 2 x(P)P
PeS,

41
(11.3)

donde x(14) (P) es el caracter de la representacion totalmente
antisimétrica de S, para la permutacion P, se obtienen los si-
guientes resultados:

| o> totalmente antisimétrica
\ siempre que [V >|JKM >
1DV > JIKM > i I,r > — Y cargue la representacion
asoclada aI'=n S,.

0 s1 no

\

ya que como es sabido el producto de representaciones irredu-
cibles asociadas contiene una y sélo una vez a la representa-
cion totalmente antisimétrica.* Aqui se hace evidente la nece-
sidad de incluir a |[V> en el estado (IL.1), va que al aplicar
(I1.3), que contiene permutaciones impares 1somorfas a rota-
clones impropias en Td; se pasa de una configuracion a otra, y
se efectua la rotacion correspondiente sobre los estados
JKM >, estos por su parte transforman bajo rotaciones en la
misma forma que lo hacen los armonicos esféricos.!

eIV S|IKM > ILT > =

R(@,8,) [TKM > = 3 Die e (8.1 TK'M >
K’ (11.4)

R(B,7) KM > = 3, Dy g0 1(a,8,7) PKM® >
M (IL5)

donde R supone rotaciones en torno a ejes f1jos a la molecula
y R rotaciones en torno a ¢jes fijos al espacio. Al aplicar (I1.3)
a (I1.1) se hace uso del isomorfismo entre S, y T, interpretan-
do cada permutacidon P como una operacion de T, al actuar
sobre V> |[JKM > vy propiamente como una permutacién al
actuar sobre |il r>, esto permite obtener funciones de la for-
ma:

> heY V >|JK'M > [il,T >

i,K,V Iz K’K

: (I1.6)

donde los coeficientes C estan expresados en términos de las
matrices de rotacion de Wigner correspondientes a las opera-
ciones de cobertura de un tetraedro regular y son calculados
por computadora mediante el uso de una relacion de recu-
rrencia similar a la dada por Altmann y Bradley,® la cual fue
modificada para expresar las DJ segin la convencion de Tink-
ham? utilizada en este trabajo. Las funciones (I11.6) asi obteni-
das fueron ortonormalizadas por un proceso modificado de
Gram-Schmidt. Los estados ortogonalizados se denominan
[JNMIZI‘> , donde N denota a cada estado obtenido en el pro-
ceso de ortogonalizacion.

Cabe mencionar que para la aplicacion del proyector (I1.3)
se debe escoger alguna orientacion de la molécula con respec-
to de los ejes f1j0s a ella. La convencion utilizada por nosotros
no es la usual,!"® como se puede ver en la Figura 1 y fue esco-
gida por simplicidad para la determinacion de los angulos
para las operaciones de cobertura del tetraedro.

[II. EL HAMILTONIANO DE ROTACIONES
CON INTERACCION MOLECULA-SITIO

El operador Hamiltoniano es

H= & + B V(w)

21

(I11.1)

donde P es ¢l operador momento angular total, I es el mo-
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— B es un parametro adimensional
que determina la magnitud del potencial. El potencial
V(w) esta dado como una expansion en funciones ivariantes
bajo el grupo producto de los grupos de simetria de la molécu-
la y del sitio de acuerdo a un procedimiento desarrollado por
King y Hornig.! De acuerdo a estos autores, el término mas
simple posible dentro de las simetrias involucradas vy de
mayor contribucion a la energia de interaccidon, corresponde
al término de J mas pequeilo, lo que en el caso de simetria tri-
gonal equivale a J=3 y es de la forma:

mento de 1nercia, B es
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do|lo > { a} b, <®|300 > +

A L

V() = (812)"”

—y

+bi(<®|3-30 > - < ®|330 >)

—(@)*| b, <0]30-3> +by(<®|3-3-3> - <w|33-3>)

+a3| by < ®]303> +b; (<®|3-33> - <m]333>) | <o]

(I11.2)
donde <®|JKM > viene dado de acuerdo a (I1.2) y
(ap) *=ag
(IH.3)
(a)2+2|a3|2=1
(I11.4)
[.os valores de B, v b; son calculados y son:
b,=0,7453559925
b, =0,4714045208
(I11.5)

Es de hacer notar que (I1I1.2) depende de la escogencia del sis-
tema de ejes fijos a la molécula y no coincide con las referen-

cias citadas.

IV. LA MATRIZ HAMILTONIANA

Los elementos de matriz de H en la base de estados antisi-
metrizados tienen la forma

<jnmlI” |H|[INMLT > = (IV.1)

g

2

<jnmlI” [INMLT > +

21

+ <jnmEI”| BBV(w) INMLT > | 5.

-—

y esta matriz se puede reducir en blogues caracterizados cada
uno de ellos por I, y I' con:

2

<jnml I'| [INMLT > =BJ(J+1) 8, 8,8 8w~ (IV.2)
- 2]
<jinmLT | V(w) [ INMLI > =
| [ T.g v 1*  (rg v
% g:( g-klz C-nkj I CNK‘J
< jkm | V()| JKM > (1V.3)
donde

< jkm | V(U))‘ JKM > = (7)112(2j+] )1K2(2J+] )lfz

v(J,-M, j,m)v(J,-K j.k) (1V.4)
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Figura 2. Niveles de energia rotacionales en unidades de B en funcion de la
magnitud [J del potencial de interaccion molécula-sitio obtenidos al diagonali-
zar la matriz Hamiltoniana en la base de los estados |JNM I, 2 > con

[,=0, = 1, = 2.
con
. ’ 3 Jj
VI-Mgm)=CIM | 2 T,
- 0 -M m

3J; ’ ' )
+ (a3)* ) —a3 >0

3 -M m . -3 M - -

(1V.5)

VO,-K,j.K)=(=D)¢ by | o Ik «|+Dbs

3 J ] 3 J j
3 K -bs |3 k& (1V.6)

En la evaluacion de los coeficientes 3J en los elementos de
matriz del potencial se utilizdo un procedimiento desarrollado
por Schulten y Gordon.’

Cada bloque de la matriz Hamiltoniana fue generado y dia-
gonalizado por computadora para valores de f§ entre 1 y 40,
usando funciones hasta J=6 para un potencial donde aj=
l

3
figuras 2, 3, 4 y 5. El maximo valor de f fuc escogido dc for-
ma tal que los elementos fuera de la diagonal fuesen al menos
un orden de magnitud por debajo de los clementos diagonalcs,

3
d3

. Los resultados de este calculo aparecen en las
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Figura 3. Niveles de energia rotacionales en unidades de B en funcion de la

magnitud 8 del potencial de interaccién molécula-sitio obtenidos al diagonali-

zar la matriz Hamiltoniana en la base de los estados [JNM I, | > con
[,=0, = l.
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Figura 4. Niveles de energia rotacionales en unidades de B en funcién de la
magnitud B del potencial de interaccion molécula-sitio obtenidos al diagonali-
zar la matriz Hamiltoniana en la base de los estados |JNM oo > con I, =0.
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Figura 5. Niveles de energia rotacionales en unidades de B en funcion de la

magnitud § del potencial de interaccidon molécula-sitio. Se muestran los niveles

de energia mds bajas, su degeneracion y la representacion irreducible de S, a la
cual pertenece la parte de spin correspondiente.

lo que permitié trabajar con matrices de dimension finita.
Para controlar lo adecuado del corte en la dimension de la
matriz se hizo un estudio de los estados obtenidos en ¢l proce-
so de diagonalizacion para las energias de rotacion mas eleva-
das, comprobandose en efecto que estos no diferian en mucho
de estados de rotor libre, para valores de B < 20.

Para B muy elevado se hace necesario trabajar con funcio-
nes de J muy elevado, lo que trae como consecuencia que el
modelo de rotor rigido utilizado ya no sea conveniente, de-
biéndose incluir estados de vibracidon de la molécula. Sin em-
bargo, en este caso es posible seguir con un procedimiento
analogo al descrito en este trabajo, pero usando como funcio-
nes base, funciones de ondas localizadas del tipo de las utiliza-
das por Hiiller y Kroll8, en lugar de funciones de rotor libre.

El rango de valores de B utilizado es representativo de los
potenciales experimentales para moléculas de CH, ¢ iones

NHj en sales de amonio.

V. CONCLUSION

El método aqui propuesto permite incluir, de una manera
rigurosa, conservando la simetria de los nucleos constituyen-
tes frente a intercambio, al spin nuclear en las funciones de
onda de rotacion. Adicionalmente, permite clasificar a los di-
ferentes especies de spin nuclear total que puede presentar esa
molécula (orto, para, meta, etc). Esto permite el contaje
correcto de]l numero de estados de rotacion del cual se hace
caso omiso frecuentemente en la literatura, especialmente en
el cdlculo de calores especificos o en el cdlculo de la linea de
absorcion en Resonancia Magneética Nuclear. Es nuestra
creencia que la simetria de los estados de la molécula frente a
intercambio de los nucleos constituyentes idénticos debe ser
preservada en todo momento y en cualquier calculo.
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