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Resumen

En este documento se muestra un modo no canónico y canónico de la transformada rápida de Fourier, más conocida por
su acrónimo FFT, el cual viene de su significado en inglésfast Fourier transform. Es importante aclarar que el primer ejemplo
mostrado presenta una manera de aplicar la transformada discreta de Fourier mediante la FFT a una secuencia deN = 23 datos,
y el segundo ejemplo corresponde a la manera canónica de la FFT a una secuencia de datosN = r1r2, donder i ∈N+ para todo
i ∈ {1,2}.Adicionalmente se presenta un enfoque matricial de la transformada discreta de Fourier.
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1. Definición de la transformada discreta de Fourier

Definición 1 (Transformada discreta de Fourier) Sea una secuencia finita de datos, la cual define entonces quef [n] :Z→R
contentiva deN muestras de una señal,

f [n] =
N−1

∑
m=0

fmδ[n−m], ∀n∈ Z, (1.1)

donde

δ[n−m] =
{

1, ∀n = m;
0, en otros casos.

(1.2)

y la función f [n] corresponde a la toma de muestras a intervalos regularesh, definido en el dominio continuo del tiempo de
una señalf (t). Entonces, la transformada discreta de Fourier (TDF) de la secuenciaf [n] está dada por

F [k] =
N−1

∑
q=0

Fq δ[k−Ωq], ∀k∈ {κ|κ = Ωq, ∀q = 0, . . . ,N−1}, (1.3)
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dondeΩq = q2π
N representa la frecuencia discreta, y

Fq = TDF( fm) =
N−1

∑
m=0

fme− j2πmq/N, ∀q∈ {q̂∈ Z|0≤ q̂≤ N−1}. (1.4)

2. El problema de la TDF por FFT

Seaf [n] un secuencia contentiva deN muestras, tal que

f [n] =
N−1

∑
m=0

fmδ[n−m], ∀n = 0,1, . . . ,N−1, (2.1)

donde en nuestro caso,
fm = { f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7}. (2.2)

La secuencia mostrada por (2.1), tiene como transformada discreta de Fourier

F [k] = TDF{ f [n]}=
N−1

∑
q=0

Fqδ[k−q], ∀k = 0,1, . . . ,N−1, (2.3)

Ahora, la descomposición defm en secuencias de posición par e impar, es para el caso bajo estudio

fm = { f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7}. (2.4a)

gm = { f0, f2, f4, f6}, hm = { f1, f3, f5, f7}. (2.4b)

am = { f0, f4}, bm = { f2, f6}, cm = { f1, f5}, dm = { f3, f7}. (2.4c)

Este hecho, obliga a denotar que
Fq = TDF{ f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7}. (2.5a)

Gq = TDF{ f0, f2, f4, f6}, hq = TDF{ f1, f3, f5, f7}. (2.5b)

Aq = TDF{ f0, f4}, Bq = TDF{ f2, f6}, Cq = TDF{ f1, f5}, Dq = TDF{ f3, f7}. (2.5c)

3. Formulación de la transformada rápida de Fourier

A los efectos de simplificar la notación,Cooley y Tukey(1965) propusieron en su artículo denotar el términoe− j2π/N como
W. No obstante, se definirá como

WN = e− j2π/N, (3.1)

donde obviamenteN(> 0) ∈ N es el número de datos contenido en la secuencia de muestras de la señal en tiempo.
De la Ecuación (1.4) se tiene que

Fq =
N−1

∑
n=0

fne− j2πnq/N, ∀q∈ {q̂∈ Z|0≤ q̂≤ N−1}. (3.2)

Al denotarWN = e− j2π/N y sustituyendo en la Ecuación (3.2), se obtiene que

Fq =
N−1

∑
n=0

fnW
nq
N , ∀q∈ {q̂∈ Z|0≤ q̂≤ N−1}. (3.3)
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Al expresar la Ecuación (3.3) en dos sumas, una para los términos de índice par y otra para los términos de índice impar,
que para esto se reemplazan por 2n en la primera sumatoria, yn por 2n+ 1 en la segunda sumatoria se consigue que las
ecuaciones de la transformada rápida de Fourier, son

Fq =

N
2−1

∑
n=0

f2nWnq
N/2 +Wq

N

N
2−1

∑
n=0

f2n+1Wnq
N/2, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.4a)

Si se emplazaq porq+ N
2 en la Ecuación (3.4a), se obtiene

Fq+ N
2

=

N
2−1

∑
n=0

f2nWnq
N/2−Wq

N

N
2−1

∑
n=0

f2n+1Wnq
N/2, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.4b)

De acuerdo a (2.4b), (3.4a) y (3.4b) se pueden expresar que

Gq =

N
2−1

∑
n=0

f2nWnq
N/2, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.5a)

Hq =

N
2−1

∑
n=0

f2n+1Wnq
N/2, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.5b)

Empleando (3.5a) y (3.5b) en (3.4a) y (3.4b), se consigue que

Fq = Gq +Wq
NHq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.6a)

Fq+ N
2

= Gq−Wq
NHq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/2)−1. (3.6b)

Aplicando recursivamente (3.6a) y (3.6b), se tiene que

Gq = Aq +Wq
N/2Bq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/4)−1. (3.7a)

Gq+ N
4

= Aq−Wq
N/2Bq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/4)−1. (3.7b)

Hq = Cq +Wq
N/2Dq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/4)−1. (3.7c)

Hq+ N
4

= Cq−Wq
N/2Dq, ∀q = 0,1, . . . ,(N/4)−1. (3.7d)

Al aplicar (3.4a) y (3.4b) en la determinación deAq, Bq, Cq y Dq, se consigue que debido al hecho de que cada una de las
secuenciasam, bm, cm y dm contiene únicamente dos muestras, es decir,N = 2,

A0 = f0 + f4.

A1 = f0− f4.
(3.8a)

B0 = f2 + f6.

B1 = f2− f6.
(3.8b)

C0 = f1 + f5.

C1 = f1− f5.
(3.8c)

D0 = f3 + f7.

D1 = f3− f7.
(3.8d)
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f0 = f000 →

f4 = f100 →

f2 = f010 →

f6 = f110 →

f1 = f001 →

f5 = f101 →

f3 = f011 →

f7 = f111 →

A0

A1

B0

B1

C0

C1

D0

D1

G0

G1

G2

G3

H0

H1

H2

H3

→ F000 = F0

→ F001 = F1

→ F010 = F2

→ F011 = F3

→ F100 = F4

→ F101 = F5

→ F110 = F6

→ F111 = F7

Figura 3.1.Transformada rápida de Fourier paraN = 23

Es importante destacar, que la transformada discreta de Fourier de un datof es el mismo dato, es decir,

TDF{ fi}= fi ,∀i = 0, . . . ,N−1. (3.9)

Lo expresado en (3.9) puede ser fácilmente verificado por el lector.
Esto arroja que la transformada rápida de Fourier puede ser representada a través del conocido diagrama de mariposa, el

cual es mostrado en la Figura3.1de la página4. Por otra parte, en la Figura3.1no son mostrados los factoresWM, para los
casosM ∈ {2,4,8}. No obstante, son mostradas las dependencias entre las relaciones desarrolladas para el caso deN = 8.
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4. Transformada rápida de Fourier para N = r1r2

De la Definición1, se tiene que la Ecuación (1.4) puede ser reexpresada como

Fq = TDF( fm) =
N−1

∑
m=0

fmWmq
N , ∀q∈ {q̂∈ Z|0≤ q̂≤ N−1}, (4.1)

dondeWN = e− j2π/N.
Note que tanton comoq pertenecen ambos al conjunto{i ∈ N|0≤ i ≤ N−1}.
En este apartado se estudiará la FFT para un número de datosN = r1r2, donde obviamenter1 y r1 son dos número entero

positivos. En este caso se estudiará el algoritmo de FFT baser1 + r2.
En esta caso,

q = q1r1 +q0, q0 = 0,1, . . . , r1−1, q1 = 0,1, . . . , r2−1. (4.2a)

m= m1r2 +m0, m0 = 0,1, . . . , r2−1, m1 = 0,1, . . . , r1−1. (4.2b)

Empleando la Ecuación (4.2a) en la Ecuación (4.1), se consigue que

F(q1,q0) =
r2−1

∑
m0=0

r1−1

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)

Wq(m1r2+m0)
N , ∀q0 = 0,1, . . . , r1−1, q1 = 0,1, . . . , r2−1, (4.3)

la cual puede ser reescrita como

F(q1,q0) =
r2−1

∑
m0=0

[
r1−1

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)W

qm1r2
N

]
Wqm0

N , ∀q0 = 0,1, . . . , r1−1, q1 = 0,1, . . . , r2−1, (4.4)

Al estudiar el factorWmr2q1
N , se obtiene que

Wqm1r2
N =W(q1r1+q0)m1r2

N

=Wr1r2q1m1
N Wq0m1r2

N

=Wq0m1r2
N

debido al hecho de queWr1r2
N = WN

N = 1.
Aplicando estas relaciones a la Ecuación (4.4), se obtiene que

f [1]
(q0,m0) =

r1−1

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)W

q0m1r2
N , ∀q0 = 0,1, . . . , r1−1, m0 = 0,1, . . . , r2−1. (4.5a)

f [2]
(q0,q1) =

r2−1

∑
m0=0

F [1]
(m0,q0)W

(q1r1+q0)m0
N , ∀q0 = 0,1, . . . , r1−1, q1 = 0,1, . . . , r2−1, (4.5b)

dondeF [1]
(m0,q0) = f [1]

(q0,m0)
para todoq0 = 0,1, . . . , r1−1 y m0 = 0,1, . . . , r2−1.

Obteniéndose, como resultado final que

F(q1,q0) = f [2]
(q0,q1)

(4.6)
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Ejemplo 1 Exprese las ecuaciones necesarias para determinar la FFT de una secuencia deN = 12 datos, empleando para
eso una base 3+4.

Solución

Debido al número de datos deN = 12conr1 = 3 y r2 = 4, para este particular caso, las Ecuaciones(4.2), quedan como

q = q13+q0, q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3.

m= m14+m0, m0 = 0,1,2,3, m1 = 0,1,2.

Sustituyendomen la Ecuación(4.1), se tiene que

F(q1,q0) =
3

∑
m0=0

2

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)W

q(m14+m0)
12 , ∀q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3, (4.7)

quedando como

F(q1,q0) =
3

∑
m0=0

[
2

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)W

4qm1
12

]
Wqm0

12 , ∀q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3, (4.8)

donde el núcleoW4qm1
12 es

W4qm1
12 =W4(3q1+q0)m1

12

=W3·4q1m1
12 W4q0m1

12

=W4q0m1
12

debido al hecho de queW3·4
12 = W12

12 = 1.
Entonces, la Ecuación(4.8) es reescrita como

F(q1,q0) =
3

∑
m0=0

[
2

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)

W4q0m1
12

]
Wqm0

12 , ∀q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3. (4.9)

Aplicando estas relaciones a la Ecuación(4.9), se obtiene que

f [1]
(q0,m0) =

2

∑
m1=0

f [0]
(m1,m0)

W4q0m1
12 , ∀q0 = 0,1,2, m0 = 0,1,2,3. (4.10a)

f [2]
(q0,q1)

=
3

∑
m0=0

F [1]
(m0,q0)

W(3q1+q0)m0
12 , ∀q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3. (4.10b)

Las Ecuaciones(4.10) permiten calcular la FFT con base 3+4, arrojando finalmente que

Fq = F(q1,q0) = f [2]
(q0,q1), ∀q0 = 0,1,2, q1 = 0,1,2,3, (4.11)

teniendo en cuenta queq = 3q1 +q0.
La Figura 4.1 muestra la dependencia de las variables a través de un grafo, el cual por su simetría es conocido como

diagrama de mariposa del algoritmo FFT para el caso deN = 12 conr1 = 3 y r2 = 4. Note que en el gráfico no se muestran
los factoresW12 que multiplican las variables.
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f0 → f
[0]

(0,0)

f1 → f
[0]

(0,1)

f2 → f
[0]

(0,2)

f3 → f
[0]

(0,3)

f4 → f
[0]

(1,0)

f5 → f
[0]

(1,1)

f6 → f
[0]

(1,2)

f7 → f
[0]

(1,3)

f8 → f
[0]

(2,0)

f9 → f
[0]

(2,1)

f10 → f
[0]

(2,2)

f11 → f
[0]

(2,3)

f
[1]

(0,0)

f
[1]

(0,1)

f
[1]

(0,2)

f
[1]

(0,3)

f
[1]

(1,0)

f
[1]

(1,1)

f
[1]

(1,2)

f
[1]

(1,3)

f
[1]

(2,0)

f
[1]

(2,1)

f
[1]

(2,2)

f
[1]

(2,3)

f
[2]

(0,0)

f
[2]

(0,1)

f
[2]

(0,2)

f
[2]

(0,3)

f
[2]

(1,0)

f
[2]

(1,1)

f
[2]

(1,2)

f
[2]

(1,3)

f
[2]

(2,0)

f
[2]

(2,1)

f
[2]

(2,2)

f
[2]

(2,3)

→ F(0,0) → F0

→ F(1,0) → F3

→ F(2,0) → F6

→ F(3,0) → F9

→ F(0,1) → F1

→ F(1,1) → F4

→ F(2,1) → F7

→ F(3,1) → F10

→ F(0,2) → F2

→ F(1,2) → F5

→ F(2,2) → F8

→ F(3,2) → F11

Figura 4.1.Transformada rápida de Fourier, base 3+4.

5. Definición de la transformada inversa discreta de Fourier

Definición 2 (Transformada inversa discreta de Fourier) Sea una función definida en el dominio discreto tal queF [k] :Z→
C contieneN datos correspondientes a la transformada discreta de Fourier de una funciónf [n],

F [k] =
N−1

∑
q=0

Fqδ[k−Ωq], ∀k∈ {κ|κ = Ωq, ∀q = 0, . . . ,N−1}, (5.1)

dondeΩq = q2π
N representa la frecuencia discreta. Entonces, la TIDF de la funciónF [k] viene definida por

f [n] =
N−1

∑
m=0

fmδ[n−m], ∀n∈ Z, (5.2)

donde

fm = TIDF(Fk) =
1
N

N−1

∑
q=0

Fqej2πmq/N, ∀m∈ {m̂∈ N|0≤ m̂≤ N−1}, (5.3)
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6. Forma matricial de la transformada discreta de Fourier

Una forma alterna de expresar la TDF es en su forma matricial, para lo cual se tiene la siguiente proposición, y cuyo enfoque
es mostrado porBrigham(1988).

Proposición 1 Sea fm un secuencia de datos adquiridos a intervalos regulares de una señalf (t). Entonces, la TDF de la
secuencia puede ser definida mediante su representación matricial como

F = WN f, (6.1)

donde en generalF ∈CN×1 es el vector contentivo de la TDF;WN ∈CN×N es la matriz de núcleos[Wmq
N ]N×N; y f ∈CN×1 es

el vector de datos provenientes del muestreo de la señalf (t).

Demostración.
Aplicando lo denotado por la Ecuación (3.1) en la Ecuación (1.4), se obtiene que

Fq = TDF( fm) =
N−1

∑
m=0

fmWmq
N , ∀q∈ {q̂∈ Z|0≤ q̂≤ N−1}. (6.2)

Ahora, al evaluar la Ecuación (6.2), paraq = 0,1, . . . ,N−2,N−1, se obtiene

F0 = f0W0
N + f1W0

N + f2W0
N + · · ·+ fN−2W0

N + fN−1W0
N. (6.3a)

F1 = f0W0
N + f1W1

N + f2W2
N + · · ·+ fN−2WN−2

N + fN−1WN−1
N . (6.3b)

F2 = f0W0
N + f1W2

N + f2W4
N + · · ·+ fN−2W2(N−2)

N + fN−1W2(N−1)
N . (6.3c)

FN−2 = f0W0
N + f1W(N−2)

N + f2W2(N−2)
N + · · ·+ fN−2W(N−2)(N−2)

N + fN−1W(N−2)(N−1)
N . (6.3d)

FN−1 = f0W0
N + f2W(N−1)

N + f2W2(N−1)
N + · · ·+ fN−2W(N−1)(N−2)

N + fN−1W(N−1)(N−1)
N . (6.3e)

Las Ecuaciones (6.3) pueden ser reescritas como




F0

F1

F2

...

FN−2

FN−1




=




W0
N W0

N W0
N · · · W0

N W0
N

W0
N W1

N W2
N · · · WN−2

N WN−1
N

W0
N W2

N W4
N · · · W2(N−1)

N W2(N−1)
N

...
...

...
.. .

...
...

W0
N WN−2

N W2(N−2)
N

... W(N−2)(N−2)
N W(N−2)(N−1)

N

W0
N WN−1

N W2(N−1)
N

... W(N−2)(N−1)
N W(N−1)(N−1)

N







f0

f1

f2

...

fN−2

fN−1




(6.4)

La Ecuación (6.4) puede ser expresada en su forma matricial como

F = WN f, (6.5)

Observación 1 Cada uno de los elementoswmq de la matrizWN ubicado en lam-ésina fila yq-ésina columna viene dado por

wmq = W(m−1)(q−1)
N = e− j2π(m−1)(q−1)/N, (6.6)

quedando entonces definida la matrizWN como

WN =
[
W(m−1)(q−1)

N

]
N×N

. (6.7)
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Ejemplo 2 Considerefm para todom= 0,1,2,3 una secuencia de 4 datos adquiridos de una señalf (t). Exprese en su forma
matricial la TDF.

Solución

Según la definición deWN,
W4 = ej2π/4 = e− jπ/2 =− j. (6.8)

Aplicando la Ecuación(6.4), se obtiene que



F0

F1

F2

F3




=




W0
4 W0

4 W0
4 W0

4

W0
4 W1

4 W2
4 W3

4

W0
4 W2

4 W4
4 W6

4

W0
4 W3

4 W6
4 W9

4







f0

f1

f2

f3




(6.9)

Al sustituirW4 por j en la Ecuación(6.9), se tiene que



F0

F1

F2

F3




=




1 1 1 1

1 − j −1 j

1 −1 1 −1

1 j −1 − j







f0

f1

f2

f3




(6.10)

Observación 2 La definición de TIDF puede ser expresada también en su forma matricial, quedando entonces

f =
1
N

WN F, (6.11)

donde
WN =

[
ej2π(m−1)(q−1)/N

]
N×N

∈ CN×N, (6.12)

es decir,WN es la matriz formada por los elementosW
mq
N , donde

WN = ej2π/N. (6.13)

Además, de la Ecuación(6.1) de la página8, se puede afirmar que

f = W−1
N F, (6.14)

dondeW−1
N denota la matriz inversa deWN, lo que al comparar las Ecuaciones(6.11) y (6.14), se puede afirmar que

W−1
N =

1
N

WN. (6.15)

Ejemplo 3 SeaFq para todoq = 0,1,2,3 una secuencia de 4 datos proveniente de la TDF def [n]. Exprese en su forma
matricial la TIDF de la funciónF [k].

Solución

De lo Observación2, se tiene que

f =
1
4

W4F, (6.16)

lo que arroja que 


f0

f1

f2

f3




=
1
4




1 1 1 1

1 j −1 − j

1 −1 1 −1

1 − j −1 j







F0

F1

F2

F3




, (6.17)

debido a queW4 = ej2π/4 = j.
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