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Capitulo 1

Sucesos y Probabilidad

1.1. Introduccion

La teoria de la probabilidad constituye el basamento tedrico de mayor
importancia para la Estadistica. Su origen se remonta a la segunda mitad del
siglo XVII en un campo completamente desvinculado de ella: los juegos de
azar. Debido a la tolerancia y al prestigio del que disfrutaban varias formas
de juego para recreacion de la nobleza de Inglaterra y Francia, durante ese
periodo se suscité un interés intenso por los juegos de azar, lo que en forma
accidental llevé al desarrollo de la teoria de la probabilidad.

El estudio de las probabilidades se inicia con un célebre intercambio de
correspondencia entre los matemaéticos franceses Blaise Pascal (1623-1662) y
Pierre de Fermat (1601-1665), que comenz6 en 1654 a raiz de algunas consul-
tas relacionadas con el azar, que les hiciera un personaje de la época llamado
Chevalier De Mere, quien gozaba fama de jugador empedernido. Es asi como
Pascal y Fermat se decidieron a elaborar los principios fundamentales de la
teoria de la probabilidad.

El primer trabajo importante sobre esta teoria fue publicado en 1657
por Christian Huyghens (1629-1665) y se llamé De Ratiociniis in ludo aleae.
Mas tarde se publicaron dos obras claves para su posterior desarrollo: Ars
Conjectandi del matemético suizo Jacobo Bernoulli (1655-1705) y Theorie
Analytique des Probabilites del matemaético francés Pierre Simon de Laplace
(1749-1827).
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1.2. Naturaleza de la teoria de la probabili-
dad

En general ocurre que todos los fenémenos estan relacionados, méas o
menos estrechamente, con un conjunto numeroso de otros hechos. Las cien-
cias estudian un nimero limitado de relaciones, ya que en principio es impo-
sible llegar a conocer toda la diversidad de relaciones existente en cualquier
fenémeno dado. De este modo, en cada etapa del desarrollo del conocimiento
quedan sin estudiar una multitud de relaciones propias a ciertos fenémenos.
En algunos casos se conoce lo suficientemente bien el fenémeno investigado
como para justificar predicciones exactas sobre el resultado de una observa-
cién individual; sin embargo, en la mayoria de los casos nuestro conocimiento
carece de la precision necesaria para realizar predicciones exactas sobre las
observaciones individuales.

Podemos distinguir asi entre fenémenos deterministicos (causales o re-
gulares), en los cuales las condiciones o causas determinan perfectamente los
resultados o efectos, y fenémenos aleatorios (casuales o accidentales), en los
cuales las mismas condiciones o causas pueden dar lugar a diferentes resul-
tados o efectos. Ahora bien, la aleatoriedad no es unicamente de caracter
tedrico, también puede presentarse aleatoriedad de caracter practico, mani-
festada en la imposibilidad real de controlar todas las relaciones que influyen
en un determinado fenémeno.

La teoria de la probabilidad se ocupa de elaborar modelos mateméticos
para el estudio de los fenémenos aleatorios, y debido a que estos fenémenos
implican un estado de incertidumbre que no permite predicciones exactas de
cada observacion, un ingrediente béasico para el modelo debe ser un indicador
o medida de tal incertidumbre, que se denomina probabilidad.

En los tltimos anos los métodos probabilisticos han penetrado con gran
amplitud en los distintos campos de la ciencia y la técnica, contribuyendo
ampliamente a su desarrollo.



Capitulo 1 ~ Sucesos y Probabilidad 3

1.3. Concepciones de la probabilidad

La formulacién del concepto de probabilidad se debe a la necesidad de
distinguir entre los posibles resultados del fenémeno, de acuerdo con su grado
de incertidumbre. En esta seccion presentaremos brevemente los diferentes
criterios existentes en cuanto a la interpretacién del concepto de probabilidad.

Concepcién Clasica

La concepcién clasica propuesta por Laplace es la mas antigua y tiene
su origen en el primer campo de aplicacién de las probabilidades, que como
se menciono antes fue los juegos de azar. Como en los fenémenos aleato-
rios relacionados con juegos de azar existen ciertas condiciones de simetria,
parece natural suponer que todos los posibles resultados tienen la misma
probabilidad de aparecer. Esta concepcién supone entonces que el ntimero
de posibles resultados de un fenémeno aleatorio es finito, que estos no pue-
den ocurrir simultaneamente y que ademas son igualmente probables. Con
estas condiciones se llega a una definiciéon bastante obvia de la probabilidad,
estableciendo que la probabilidad de un suceso es el cociente entre el niimero
de casos favorables y el total de casos posibles. Es de sealarse que el supuesto
de equiprobabilidad depende de un analisis a priori, de manera que en aque-
llos casos en los cuales no pueda asegurarse la uniformidad de probabilidades,
este enfoque no seria aplicable.

Es evidente pues, la limitacién que introduce esta interpretacién en la
clase de situaciones aleatorias que podrian estudiarse. Sin embargo, es un
enfoque muy 1util siempre que se utilice apropiadamente.

Concepcién Frecuentista

Mientras las probabilidades continuaron aplicandose al estudio de pro-
blemas relacionados con los juegos de azar, la definicién Laplaciana no fue
sometida a critica alguna. A principios del siglo XX, Richard Von Mises
(1883-1953) y otros matemédticos contempordneos revisaron los fundamen-
tos tedricos y propusieron la concepcion frecuentista. Para esta concepcion,
la probabilidad es una abstraccién de la frecuencia relativa. Si un fenémeno
aleatorio puede repetirse en iguales condiciones todas las veces que deseemos,
la probabilidad de cualquier suceso serd el limite al cual tiende su frecuencia
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relativa. Como es obvio, no podemos repetir infinitas veces un experimento,
asi que en la practica debemos contentarnos con una estimacién cercana de

la probabilidad.
A continuacién mencionaremos algunas limitaciones de este enfoque:

En primer lugar, no resulta de gran utilidad tener que esperar por las
observaciones empiricas de un suceso en el mundo real, para definir el concep-
to abstracto de probabilidad de un suceso. Esto significa confundir el aspecto
tedrico del modelo con su identificacion e interpretacion en el mundo real,
cosa que debe evitarse siempre en un modelo matematico. Es decir, no debe
confundirse el problema Qué es la probabilidad? con el problema Cémo se
calcula la probabilidad?. De tal manera que las observaciones reales no de-
ben utilizarse para definir un concepto abstracto, aunque ellas nos sugieran
la conveniencia de una definicion.

Un problema mas serio de esta definicion, es el hecho de que la pro-
babilidad seria entonces un limite matemético cuya existencia no puede de-
mostrarse ni siquiera en el sencillo caso del lanzamiento de una moneda. Por
otro lado, Cudl debe ser el nimero de repeticiones?, cien?, mil?, un millén?.
Por estas razones, no es conveniente adoptar la concepcion frecuentista co-
mo definicion de probabilidad. Sin embargo, las interesantes y convenientes
propiedades de la frecuencia relativa pueden utilizarse para sugerir una defini-
cién formal de la probabilidad. De hecho, éste sera el camino que seguiremos
aqui para construir la teoria.

Concepcién Subjetiva

Es evidente que la concepcién frecuentista resulta insuficiente cuando
se trata de fenomenos no repetibles. Esta limitacion, junto a la restriccion
que significa la equiprobabilidad de la concepcion clasica, ha impulsado el na-
cimiento de la visién subjetiva. Entre los precursores de esta interpretacién
puede citarse a Bruno De Finetti (1906-1985), pero su principal abanderado
fue Leonard J. Savage (1917-1971) con su obra The Foundations of Statistics
publicada en 1954.

Este enfoque sostiene que toda proposicion tiene una probabilidad numéri-
camente medible basada en el grado de confianza personal que acerca de ella
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tiene un individuo. Se admite entonces que diferentes personas razonables
pueden diferir en sus apreciaciones, aun cuando se les ofrezca la misma evi-
dencia.

Los subjetivistas afirman que pueden aplicar las probabilidades a to-
dos los problemas que un clasicista o un objetivista estudia, y a muchos mas.
Cuando exista la condicion de simetria, el subjetivista reconocera un razo-
namiento a priori y coincidira con el clasicista, y cuando el fenémeno pueda
repetirse un gran numero de veces obtendra las mismas respuestas que el
objetivista.

Las probabilidades subjetivas son probabilidades condicionales, en el
sentido de que estdn afectadas por la experiencia e informacion de cada per-
sona. El proceso de ordenar todas las posibles alternativas en una escala de
imposibilidad-seguridad estd basado en el conocimiento y evaluacién de la
situacion por parte de cada persona en particular.

Concepcion Légica

Este enfoque es sugerido y motivado por los principios de la légica ma-
tematica, en la cual una proposicion A implica o niega otra proposicién B.
En el contexto probabilistico se dice que entre las proposiciones A y B existe
un cierto grado de implicacién. Dada entonces la informacién proposicional
A, se entiende por probabilidad de B, el grado de implicacién proporcionado
por A. La diferencia de esta interpretacion y la anterior es que tal medida,
convencionalmente representada en la escala (0,1), es unica. Se supone en-
tonces que existe un tnico grado de implicacién entre A y B logicamente
determinado.

Puede decirse que la probabilidad légica es la intensidad racional de
conviccion de una cierta proposicion, implicada por la informacién dada. Si
una persona no concuerda con ella, es porque esta equivocada. Nuevamente
se trata de probabilidades condicionales, condicionadas por la informacion
disponible.

Al igual que en la concepcién frecuentista, se concibe la probabilidad
como objetiva, es decir, independiente de las experiencias y sentimientos in-
dividuales. Al igual que en la concepcion subjetiva, se trata de grados de
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creencia sobre una proposicion en particular; sin embargo, en la subjetiva
esta apreciacion es personal, mientras que en la légica es racional e inducida
l6gicamente. En este sentido puede decirse que la probabilidad logica es inter-
media entre la subjetiva y la frecuentista. Como promotores de esta corriente
cabe mencionar a Francis Edgeworth (1845-1926), John Keynes (1883-1946),
Harold Jeffreys (1891-1989) y Rudolph Carnap (1891-1970).

A pesar de que existen varias concepciones diferentes acerca de la in-
terpretacién de la probabilidad, practicamente no hay desacuerdo en relacion
con los fundamentos matematicos de la teoria. Cada enfoque tiene sus venta-
jas y desventajas, y debera aplicarse uno u otro dependiendo de la situacién
planteada. En la elaboracién de la teoria no nos preocuparemos demasiado
por la interpretacion, y sélo utilizaremos la concepcién frecuentista para mo-
tivar el desarrollo matematico.

1.4. La teoria de la probabilidad como teoria
axiomatica

Cuando un fenémeno aleatorio se observa una sola vez resulta impo-
sible predecir su resultado. Sin embargo, si el fenémeno se observa un gran
numero de veces manteniendo constante las condiciones pertinentes, aparece
un fenémeno extraordinariamente importante: a pesar del comportamiento
irregular de los resultados individuales, comienza a observarse una cierta es-
tabilidad en el comportamiento de los resultados globales. Esta regularidad,
denominada regularidad estadistica, constituye la base empirica de la teoria
de la probabilidad segtn el enfoque frecuentista, siendo de suma importancia
su manifestacién experimental: a medida que aumentamos el nimero de veces
que se observa el fenémeno, la frecuencia relativa de un suceso en particular
(cociente entre el nimero de veces que el suceso ocurre y el niimero de obser-
vaciones del fendmeno) muestra una marcada tendencia a permanecer mas o
menos constante. Esto sugiere que de continuar indefinidamente la serie de
observaciones, la frecuencia relativa alcanzaria un cierto valor ideal o limite
que nos daria una idea de cun probable es que ocurra tal suceso.
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Con base en estas consideraciones, podemos decir que la teoria de las
probabilidades se ocupa de la construccién de modelos mateméticos (pro-
babilisticos) que permiten estudiar los fenmenos que presentan regularidad
estadistica.

Modelos Matematicos

Un modelo matematico es una representacion abstracta y simplificada
de un cierto tipo de fenomenos reales. En un modelo matematico podemos
distinguir dos aspectos:

i Una estructura tedrica sugerida por ideas intuitivas y formalizada en un
proceso de conceptualizacion, constituida por conceptos primitivos, axio-
mas, definiciones y teoremas. Es lo que se conoce como teoria matematica
del modelo.

ii Una estructura aplicada que consiste en la traduccién de los resultados
de la estructura tedrica a la realidad concreta de partida en un proceso
de desconceptualizacion. Se establece asi una analogia entre los aspectos
bésicos del fenémeno y los elementos basicos de la estructura tedrica.

’ Realidad ‘ Concepmalizamn, ’ Axiomatica ‘

| l

Teoria Matematica \

’ Aplicaciones ‘ -
Desconceptualizacion

Un modelo mateméatico no es correcto o incorrecto, verdadero o falso;
lo que interesa saber es si un determinado modelo matemaético es adecuado
o no para un determinado fenémeno. La existencia de una correspondencia
valida entre los aspectos tedricos y los empiricos, y una correspondencia entre
las conclusiones tedricas y los resultados practicos, conforman los criterios de
adecuacion o validez de dicho modelo. Tal determinacion puede convertirse
en una materia bastante delicada y pertenece a la estructura aplicada del
modelo. En otras palabras, cualquier proposicion en la estructura tedrica es
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verdadera en el sentido matematico de la palabra si ha sido correctamente
deducida a partir de los axiomas, pero no demuestra nada sobre los fenéme-
nos reales. Estas proposiciones pueden ser contrastadas con los resultados
emplricos, lo que requiere cierto grado de familiaridad con el area del pro-
blema en estudio, asi como experiencia en la aplicacién de modelos bajo
circunstancias similares.

La estructura tedrica adecuada para la construccion de modelos ma-
tematicos que permitan estudiar los fenémenos aleatorios que presentan re-
gularidad estadistica, la constituye la teoria de la probabilidad. La estructura
aplicada de dichos modelos la constituye la Estadistica.

La teoria de la probabilidad, como teoria matemaética, es un contenido
l6gico-formal constituido por conceptos primitivos, axiomas, definiciones y
teoremas.

Conceptos Primitivos

En todo método axiomatico existen ciertos conceptos de partida no sus-
ceptibles de definicién formal, que se introducen en la teoria para evitar el
argumento circular en el cual se define un concepto a partir de otro que no
se ha definido. Estos conceptos iniciales se denominan conceptos primitivos
o primarios. Por ejemplo, en la Geometria Euclidiana los conceptos primi-
tivos son punto y recta, en la Teoria de Conjuntos lo son elementoy conjunto.

Axiomas

Se entiende por axiomas, aquellas proposiciones elementales en las que se
postulan relaciones entre los conceptos intuitivos sugeridos por los hechos
experimentales. Un conjunto axioméatico debe reunir las siguientes condicio-
nes:

i Consistencia: Al operar con los conceptos y definiciones no se debe llegar
a contradicciones.

ii Completitud: No debe requerirse nuevos axiomas para demostrar algin
teorema o propiedad.

iii Independencia: Ningtin axioma debe ser consecuencia légica de los otros.
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Definiciones
Son conceptos formales que se introducen en funcion de los conceptos primi-
tivos contenidos en los axiomas y de otras definiciones previas.

Teoremas
Son proposiciones que se derivan directamente a partir de los axiomas y defi-
niciones, o indirectamente basandose en teoremas previamente demostrados.

1.5. Experimento aleatorio, espacio muestral
y suceso

En esta seccién comenzaremos el proceso de construcciéon de la teoria,
estableciendo en primer lugar los conceptos intuitivos sugeridos por la reali-
dad empirica.

Experimento aleatorio

En general, un experimento es la acciéon de observar o producir los resultados
de un fenémeno con el objeto de estudiar la relacion que existe entre ellos.
Experimentos aleatorios son aquéllos que retinen las siguientes caracteristicas:

i Pueden repetirse un ntimero ilimitado de veces sin cambiar esencialmente
sus condiciones.

ii No es posible predecir un resultado particular del experimento, pero si se
puede describir el conjunto de todos los resultados posibles.

iii A medida que el experimento se repite, los resultados individuales ocurren
en forma irregular, pero en los resultados comienza a aparecer un modelo
definido de comportamiento. Esta regularidad, denominada regularidad
estadistica, hace posible la construccion de un modelo matematico preciso
con el cual analizaremos el experimento.

Es importante senalar que la idea de experimento aleatorio es una abstrac-
cién tedrica que se hace de las caracteristicas basicas de los fendmenos reales
que deseamos estudiar.
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Espacio muestral

Dado un cierto experimento aleatorio e (epsilon), denominaremos espacio
muestral al conjunto no vacio 2 (omega) de todos los resultados diferentes,
posibles y razonables del experimento. A los elementos del espacio muestral
los llamaremos puntos muestrales.

Un espacio muestral debe ser tal que:

i Todo elemento del espacio corresponde al menos a un posible resultado.

ii Todo resultado del experimento corresponde a uno y solo un elemento del
espacio. Es decir, cada posible resultado del experimento queda comple-
tamente descrito por uno y solo un punto muestral.

En general ocurre que el espacio muestral no es tinico, sino que pueden existir
diferentes espacios muestrales asociados con el mismo experimento. En tales
casos la adopcién de uno u otro depende del objetivo del modelo. Por ejemplo,
en el sencillo caso del lanzamiento de un dado, un espacio muestral podria
referirse a cada una de los seis posibles resultados: €; = {1,2,3,4,5,6} o bien a
la condicién de paridad del resultado: Q5 = {resultado par, resultado impar}.

El espacio muestral constituye la base matematica fundamental de la
teoria, ya que permite la incorporacién de la teoria de conjuntos como len-
guaje apropiado para plantear y resolver los problemas de probabilidades.

Suceso

Denominaremos suceso a cualquier caracteristica del resultado de un ex-
perimento aleatorio. Un suceso queda determinado por su ocurrencia o no
ocurrencia, es decir, tiene sentido hablar de un cierto suceso si para cada
resultado del experimento el suceso ocurre o no ocurre.

Si consideramos al espacio muestral como conjunto universal, los diferentes
sucesos podran expresarse como subconjuntos de 2.

Es conveniente distinguir entre sucesos elementales y sucesos compuestos: los
sucesos elementales son aquellos subconjuntos de €2 constituidos por un solo
punto muestral y los sucesos compuestos son agregados de puntos muestra-
les.

Diremos que ha ocurrido un suceso A cuando el resultado de una prueba
particular, digamos w, pertenece al conjunto que representa al suceso A, que
también denotaremos por A. En otras palabras, la relaciéon “ocurrencia del
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suceso A”del lenguaje de sucesos, se transforma en la relacién “pertenencia
del elemento w al conjunto A”del lenguaje conjuntista:

| Aocwrre o weA |

Esta correspondencia puede establecerse de un modo formal a través
del Teorema de Stone, que afirma que Para toda algebra de sucesos se puede
encontrar un algebra de conjuntos isomorfa a ella. Como consecuencia de esta
correspondencia existe una equivalencia de definiciones entre la Teoria de la
Probabilidad y la Teoria de Conjuntos a la cual conviene acostumbrarse:

Probabilidad Conjuntos

Suceso imposible Conjunto vacio (¢)

Suceso seguro Conjunto universo (€2)

Suceso (A o B) Conjunto unién (A U B)

Suceso (A y B) Conjunto interseccién (A N B)
Suceso (no A) Complemento de A (A )

Suceso (0 A o B) Conjunto suma booleana (A & B)
Sucesos excluyentes Conjuntos disjuntos

Implicacién de sucesos Inclusién de conjuntos

Por lo dicho anteriormente es conveniente hacer una revision general
sobre conjuntos y la derivaciéon de una serie de propiedades de interés que
utilizaremos mas adelante. Antes de presentar tal revisién, vamos a formular
una serie de preguntas que serviran para repasar y afianzar lo discutido hasta
este momento.

Preguntas de Repaso
1. ;Qué es la teoria de la probabilidad?
sEn qué campo tiene su origen?

¢ Qué matemdticos franceses iniciaron su estudio formal?

e

¢ Cudl es la diferencia entre fenomenos deterministicos y fendmenos aleato-
ri08?

5. Describa brevemente las cuatro concepciones existentes sobre la probabilidad?

6. ;Qué se entiende por regularidad estadistica?
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7. s Qué es un modelo matemdtico?
8. ¢Cudles son sus elementos integrantes?
9. ;Qué entiende usted por experimento aleatorio, espacio muestral y suceso?

10. £Como se explica la correspondencia entre los conceptos de suceso y conjun-
to?

1.6. Revision general de la teoria de conjun-
tos

En general un conjunto es una coleccion de objetos bien definidos. Ca-
da uno de estos objetos lo denominaremos elemento o punto. Como ya se
dijo, elemento y conjunto constituyen los conceptos primitivos de esta teoria.
El conjunto que incluye todos los elementos en consideracién se denomina
conjunto o espacio universal, lo denotaremos por 2 y sirve como referencia
para la definiciéon de cualquier conjunto. Para denotar conjuntos utilizaremos
letras mayusculas del comienzo del alfabeto: A, B, C,... con o sin subindice.
Para denotar elementos de un conjunto utilizaremos letras minsculas del final
del alfabeto: x, y, z,... Si un punto w pertenece a un conjunto A escribimos
w € A, y si no pertenece escribimos w ¢ A.

Un conjunto A puede representarse por extension, enumerando todos
sus elementos: A = x, y, z,..., 0 bien por comprensién, estableciendo una pro-
piedad que deben cumplir los elementos: A = {x€ Q: x cumple la propiedad

P}.

Definicion 1.6.1 (Subconjunto). Se dice que un conjunto A es subconjunto
de B, y escribimos A C B, si todo elemento de A es también elemento de B.
De modo que:

ACB<+= VWweA=weB) (1.1)

Definicion 1.6.2 (Igualdad de conjuntos). Se dice que los conjuntos A y B
son iguales st A C By B C A, y escribimos A = B. En otras palabras, A y
B son iguales si tienen los mismos elementos. Es decir:

A=B<«<= (ACB) AN (BCA) (1.2)
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Definicion 1.6.3 (Conjunto vacio). Se denomina conjunto vacio, y lo deno-
tamos por 0, al conjunto que no tiene elementos. Se demuestra (por reduccion
al absurdo) que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto, es de-
cir:

PcA VACQ (1.3)

Definicion 1.6.4 (Complemento de un conjunto). El complemento de un
conjunto A con respecto al conjunto €2, es el conjunto de todos los elementos
que pertenecen a §2 y no pertenecen a A, y lo denotamos por A:

A={we:w¢ A} (1.4)

Definicion 1.6.5 (Unién de conjuntos). La union de los conjuntos A y B es
el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o a B, y lo denotamos
por AUB:

AUB={we:we AV we B} (1.5)

Definicion 1.6.6 (Interseccién de conjuntos). La interseccion de los conjun-
tos A y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y a B, y
lo denotamos por ANDB:

ANB={weN:we AANwe B} (1.6)

Definicion 1.6.7 (Diferencia de conjuntos). La diferencia de los conjuntos A
y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y no pertenecen
a B, y lo denotamos por A— B:

A-B=AnB={weQ:weAANw¢B} (1.7)

Definicion 1.6.8 (Suma booleana de conjuntos). La suma booleana de los
conjuntos A y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o
a B, pero no a ambos, y lo denotamos por A®B:

A®B=(ANB)U(BNA)=(B-A)U(A-B) (1.8)

Definicion 1.6.9 (Conjuntos disjuntos). Se dice que los conjuntos A y B
son disjuntos si no tienen elementos comunes, es decir, si A N B = ).

Las operaciones conjuntistas union, interseccién y complementacién sa-
tisfacen una serie de propiedades que seran presentadas como teoremas, cuyas
demostraciones se dejan como ejercicio.



Capitulo 1 ~ Sucesos y Probabilidad 14

Teorema 1.6.1 (Conmutatividad).

AuB=BUA (1.9)
ANB=BNA (1.10)

Teorema 1.6.2 (Asociatividad).

AU(BUC)=(AuB)uUC (1.11)
An(BNC)=(AnB)NnC (1.12)

Teorema 1.6.3 (Distributividad).

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (1.13)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (1.14)

Teorema 1.6.4 (Complemento del complemento).

(A)=A (1.15)

Teorema 1.6.5.
AUuQ=0Q AUb=A 1.16)
ANQ=A AND=10 1.17)

Teorema 1.6.6.
AUA=A AUA=Q 1.18)
ANA=A ANA=10 1.19)

Teorema 1.6.7.
VAABCQ:AC(AUB)AN (ANB)CA (1.20)

Teorema 1.6.8.
A®B=(AUB)—-(ANB) (1.21)

Teorema 1.6.9.
A=(ANB)U(ANB) 1.22)
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Teorema 1.6.10.

Si A C B entonces AUB =B (1.24)
ANB=A (1.25)

Teorema 1.6.11 (Leyes de De Morgan).

(AUB) = (AN B) (1.26)

(ANB) = (AU B) (1.27)

Para visualizar todas estas propiedades es conveniente el uso de los
Diagramas de Venn con los cuales se representa graficamente cualquier con-
junto con referencia al conjunto universal (). Es aconsejable ademas, conocer
bien las demostraciones de los teoremas, ya que ello facilita el dominio de los
conceptos y propiedades.

Las definiciones y teoremas anteriores pueden generalizarse para un
nimero arbitrario de conjuntos. En ese caso se acostumbra denotar los con-
juntos utilizando subindices. A un conjunto cuyos elementos son conjuntos
lo denominamos clase, y lo representamos con letras caligraficas A, B.

Escribiremos A = {4; : i € I}, donde I se denomina conjunto indice.

Por lo general el conjunto I es un conjunto finito o infinito de niimeros na-
turales:

./4 = {Az 1= ]_,2, n} = {Al,AQ, An}
B = {Bz t= 1,2, } = {Bl,Bg, }

Las uniones e intersecciones de tales conjuntos vienen denotadas por:

las cuales quedarian definidas en forma analoga al caso de dos conjuntos.

Por ejemplo:
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iC:

Ai={weQ:we A paraalgunie {1,2..n}}

.

A ={w e Q:we A paratodoie {1,2..n}}

1D

ademads, en forma andloga al teorema 1.6.7, se tendréd que:
(A, c UA)AN(NAi C Aj) paratodoj € {1,2..n}
i=1 i=1

y en forma andloga al teorema 1.6.11:

3

ra
3.

( A) = U 4

1 i=1

A;) = 'él /L‘ Yy (

i=1

)

Antes de pasar a considerar las sucesiones de conjuntos, vamos a introducir
los conceptos de conjuntos equipotentes, finitos, infinitos y conjunto de las
partes.

Definicion 1.6.10 (Conjuntos equipotentes). Un conjunto A es equipotente
a un conjunto B, lo que se denota por A ~ B, si existe una funcion biyectiva
entre ambos.

Definicion 1.6.11 (Conjunto finito y Conjunto infinito). Un conjunto A es
finito si y solo si es vacio o A ~ 1, 2, ... n para algn n € N. En caso contrario
es infinito

Definicion 1.6.12 (Conjunto infinito numerable y Conjunto infinito no nu-
merable). Un conjunto infinito A es numerable si y sélo si A ~ N, en caso
contrario es no numerable.

En resumen, si A es un conjunto cualquiera, entonces de acuerdo con
su numero de elementos:

Finito

A puede ser ... _ Numerable
Infinito
No numerable

Definicion 1.6.13 (Conjunto Numerable). Un conjunto A es numerable si
es finito o infinito numerable.

Ejemplos:
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a) El conjunto A = {a, b, ¢, d} es un conjunto finito que consta de 4
elementos en virtud de que podemos establecer una funciéon biyectiva
f+A— {1, 2, 3, 4}. Por ejemplo: f(a)=1, f(b)=2, f(c)=3, f(d)=4.
Ademas, por ser finito es numerable.

b) El conjunto de los nimeros pares positivos, P = {2, 4, 6, ...} es un
conjunto infinito numerable ya que podemos establecer una funcién

biyectiva f : P — N, f(x) = (x/2).

¢) Son conjuntos infinitos numerables: el conjunto Z de los ntiimeros ente-
ros, el conjunto Q de los niimeros racionales y el conjunto formado por
cualquier sucesion de ntimeros reales.

d) Son conjuntos infinitos no numerables: el conjunto I de los nimeros
irracionales, el conjunto R de los niimeros reales, los intervalos de la
forma [a,b], (a,b], (a,b), [a,b), [a, +00), (a,+00), (-00,b] y (c0,b).

El siguiente teorema, que solamente enunciaremos, muestra las propie-
dades mas importantes relacionadas con la numerabilidad de los conjuntos.

Teorema 1.6.12. Sobre la numerabilidad de conjuntos, se cumple que:
.- Todo conjunto infinito contiene un conjunto numerable

1.- Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable

11.- La union de conjuntos numerables es un conjunto numerable

Definicion 1.6.14 (Conjunto de las partes). Dado un conjunto A, se define
como conjunto de las partes de A, que representamos por P(A), a la clase
formada por todos los subconjuntos de A. Es decir:

P(A) = {B: B C A} (1.28)
Ejemplos:
a) Si A = {a, b}, entonces P(A) = { 0, {a}, {b}, {a.b} }
b) P(0) = {0}

Para continuar con esta revision, haremos algunas consideraciones sobre
sucesiones de conjuntos. Al igual que en el caso de niimeros reales y funciones,
una sucesion de conjuntos sera una ordenaciéon sistematica de conjuntos.
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Definicion 1.6.15 (Sucesién de conjuntos). Dado el conjunto universal €2,
se define una sucesion de conjuntos en €, como una funcion f : N'— P(Q)
tal que f(n) = A,, al cual denominamos término n-ésimo de la sucesion.
Una sucesion es denotada mediante {A,}.

Notese que si una clase de conjuntos es numerable, sus elementos pueden
ser dispuestos en una sucesion.

Definicion 1.6.16 (Limite de una sucesién de conjuntos). Dada una su-
cesion de conjuntos {A,}, se define como limite superior de la sucesion, al
conjunto:

limsup{A,} = ﬁ G Ay

n—oo n=1k=n

y como limite inferior al conjunto:
liminf{A,} = J [ A

n—00
n=1k=n

Si ambos limites coinciden, se dice que la sucesion tiene limite y escribimos:

lim{A,} =liminf{A,} = limsup{A,}
n—oo

n—o0

Teorema 1.6.13. Si {A,} es una sucesion de conjuntos, entonces se cumple
que:

liminf{A,} C limsup{A4,}
n—oo

n—oo
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Demostracion.

w € liminf{A,} = w € G ﬁ Ay,

n=1k=n

o
= w e m Ar  para algun n
k=n

o0
= w € U A para el mismo n y para cualquier otro
k=n

= w € limsup{A4,}

Definicion 1.6.17. Si {A,} es una sucesion de conjuntos, se dice que:
i.- {A,} es mondtona creciente si A, C Apy1

it.- {A,} es mondtona decreciente si A, O Aniq

iii.- {An} es mondtona si es mondtona creciente o mondtona decreciente.

Teorema 1.6.14. Si {A,} es una sucesidon mondtona de conjuntos, entonces
tiene limite y ademds:
o0
i.- lim{A,} = U A, si la sucesion es creciente
no:ol
ii.- lim{A,} = [ A, st la sucesion es decreciente
n=1
Demostracion. >
o0 o0
i.- Si{A,} es creciente = () Ar = A, = liminf{A4,,} = J A,
k=n o o - n=1
y como ademds limsup{A,} = (| U 4 C U 4.

n=1k=n n=1

entonces lim{A,} = liminf{A4,} = limsup{A4,.} = | 4. O
n=1

La demostracion del apartado ii.- es andloga y se deja como ejercicio.

Teorema 1.6.15. Si {A,,} es una sucesion de conjuntos cualesquiera, en-
tonces existe una sucesion {B,,} de conjuntos tal que:
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.- Son disjuntos

w- B, CA Vi

wi.- UB; = UA;

Demostracion. >

Definamos los conjuntos B; de la siguiente forma:

Blel
BngQ—Alegﬂ/_ll
By = Az — (AU Ay) = AsN (A1 N Ay)

Bi:Ai—(UAh):Aiﬂ<hAh>

h=1

i Asumamos, sin pérdida de generalidad, que i < j:

i—1 Jj—1

B;NB; = [A;N (ﬂ AlN[4;n (ﬂ An)]

=[ANnA N NALN[ANAN--NA--NAL]
(ANA)N(ANAN---NA]
0

asi que los B; son disjuntos.
i
i—1
SeawEBiéweAiﬂ(ﬂflh)
h=1
=weA Nwé¢ A, prah=12. i1
= B, C Az

iii Este apartado se demuestra por induccién y se deja como ejercicio.
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]

Concluiremos nuestra revision con ciertos aspectos relacionados con la
imagen inversa de un conjunto, funcién compuesta e imagen directa de un
conjunto.

Definicion 1.6.18. Sean 2 y Q' dos espacios no vacios, y sea f:  — &
una funcion entre ellos. Para cualquier subconjunto A" de €Y, se define como
imagen inversa de A’ al conjunto:

FHA) ={weQ: f(w) € A}

de modo que:

we fTHA) & flw)e A

Maés generalmente, si A’ es una clase de subconjuntos de €', denotare-
mos por f1(A’) a la clase de imdgenes inversas de los conjuntos de A’:

FHA) ={f1(A) - A e A}

que es una clase de subconjuntos de ).

Es importante observar que esta relacién inversa sera una funcién entre
P(&Y) v P(£2), que no debe confundirse con la funcién inversa de f en el
sentido usual, la cual solamente existe si f es biyectiva. Estamos utilizando
en realidad la notacién f~! con tres significados diferentes: Como la funcién
inversa, cuyo argumento lo constituyen puntos w’ de £’; como imagen inversa
de conjuntos, cuyo argumento lo constituyen subconjuntos A’ de '; y como
imagen inversa de clases, cuyo argumento lo constituyen clases A’ de subcon-
juntos A" de €. Preferimos utilizar la misma notacién en los tres casos y que
sea el contexto el que permita identificar el significado, y no crear notaciones
diferentes que pueden resultar un tanto engorrosas.

Teorema 1.6.16. Sean 2 y Q' dos espacios no vacios, y sea f: Q@ — Q' una
funcion entre ambos conjuntos, entonces:

i Q) =0y f(0) =0
i [ = FA)
iii.- Si Ay, Ay ... son subconjuntos de €)' entonces:
FTHUA) =UfH(A) y fTHNA) =nf(A)
w.- Si A C B entonces f~H(A') C f~HB')
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Demostracion. >

i fY)={we: flw) eV} =Qyaque f(w) €Y YweN
Por otro lado:
YD) = {w € Q : f(w) € 0} = 0 ya que no existe w € § tal que
flw) €0

iwe flA) e flu) e Ao flw) ¢ A e wd fHA) e we FIA).

iii we fHUA) & f(w) € Al para algun i< w € f~1(AL) para algun i
S weUf (A

Las demostraciones del resto de los apartados se dejan como ejercicio.

Definicion 1.6.19 (Funcién compuesta). Sean Q, Q' y Q" tres espacios no
vacios. Sean las funciones f: Q — Q yg: Q' — Q. Se define como funcidn
compuesta de fy g a la funcion:

h=gof:Q—=Q" tal que:
hw) = g(f(w)  Vweo

Teorema 1.6.17. Sean 2, Q' y Q" tres espacios no vacios. Sean las funciones
f: Q= yg:Q = Q' Sea h = go f la funcién compuesta de fy g,
entonces:

hfl(A//) — f—l(g—l(A//)) VA// c Q//

(Es importante observar el orden de la composicién de las funciones en h y
en h™1)

Definicion 1.6.20 (Imagen directa de un conjunto). Sean Q y Q' dos es-
pacios no vacios, y sea f: Q@ — ' una funcion entre ellos. Para cualquier
subconjunto A de §) se define como tmagen directa de A al conjunto:

fA) ={f(w) e :we A}

de modo que: B
w' e f(A)=TFweA: f(w) =u'

Resulta conveniente senalar que esta relacién es una funcién entre P(2) y
P(2), por lo que se le denomina funcién de conjunto, diferencidndola asi de
las funciones puntuales.
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Teorema 1.6.18. Sean Q2 y Q' dos espacios no vacios, y sea f: Q — Q' una
funcion entre ambos conjuntos, entonces:

i.- f_(@) =0y f(Q) co
i-- f(A) C f(A) ) i}
iii.- Si A C B entonces f(A) C f(B)

.- 51 Ay, As ... son subconjuntos de £ entonces:
JUA) =Uf(A) y  f(NA) CNf(A)
v.- AC fUf(A) VACQ

vi.- f(fTYA)) Cc A VA C
Demostracion. >
i Por definicién:

F0) ={f(w) e ¥ :wed}=0yaqueweQ: fw) e
Por otro lado, como f(§2) = {f(w) € ' : w € Q}, entonces:
w € f(Q)=w €, asi que f(2) C
La igualdad se cumple si y solo si f es sobreyectiva.
(Todos los w' € €’ son imagenes de algin w € )

i

La igualdad se cumple solamente si f es biyectiva.

i Siw € f(A)=JweA: flw)=w = we BA f(w)=w=uw € f(B)
Por tanto: f(A) C f(B)
v
w € f(UA) & Fw € (UA) : flw) =
& Jw € A; para algun i: f(w) = w
& w' € f(A;) para algun i
s w € UF(A)

/
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El resto de las demostraciones se dejan como ejercicio. O

Para demostrar estos resultados deben tenerse muy en cuenta las siguientes
implicaciones:

= wE A= flw) € f(A)
s w' € f(A)=TweA: flw)=u

' € A= JweD: f(w) =w solosif es sobreyectiva

(En general, no todos los w’ € €' son imdgenes de algun w € )

» f(w) € f(A) = w € A solo si f es inyectiva

1.7.

1.

(En general, no todos los w' € €’ son imagenes de un tnico w € §2)

Ejercicios 1.1

Demuestre que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier subcon-
junto.

Demuestre que si C1, Cs, ... C), es una coleccién de conjuntos disjuntos
y A es un conjunto cualquiera, entonces ANCY, ANCs . .. ANC, también
es una coleccién de conjuntos disjuntos.

Demuestre que si C1, (s, ... C), es una coleccién de conjuntos disjuntos
n n
y A es un conjunto cualquiera, entonces AN (|J C;) = J(ANC))
i=1 i=1
. Demuestre el teorema 1.6.13, apartado ii.

. Demuestre que si {4, } es una sucesiéon monétona de conjuntos, enton-

ces: lim{Q) — A, } = Q —lim{A,}

. Demuestre que:

i) A—limsup{B,} = liminf{A— B,}
ii) A—liminf{B,} = limsup{A — B,}

Calcule los limites de las siguientes sucesiones de conjuntos:

) A, = {B si n es par

C sin esimpar
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i) A, =

{reR:—n <z <n} sinespar
{reR:0<x<1/n} sinesimpar

i) A, ={xeR:b—1/n<z<0b}
A, ={reR:b<z<b+1/n}

) Ay = {(z,y) e R*: 2® +y* <1/n}
vi) A = {(z,y) € R* : 2% +y* > 1/n}

v

8. Demuestre el teorema 1.6.15, apartados i y iv.

9. Sean €2 y ' dos espacios no vacios, y sea f: Q — ' una funcién

entre ambos conjuntos. Demuestre que si A}, A5, ... son subconjuntos
disjuntos de €, entonces f~1(A}), f~1(A}),... son conjuntos disjuntos
de 2.

10. Demuestre el teorema 1.6.17, apartados i, ii, iii, v y vi.

1.8. Sigma-algebra

Antes de determinar los axiomas que nos permitiran desarrollar nuestra
teoria, debemos precisar la clase de los sucesos posibles asociados al experi-
mento aleatorio, es decir, precisar cudles subconjuntos del espacio muestral
correspondiente consideraremos como sucesos, a los cuales asignaremos un
cierto numero real que indicara su probabilidad de ocurrir. En principio pa-
reciera que todos los posibles subconjuntos del espacio muestral podrian con-
siderarse como sucesos posibles, lo que realmente ocurre si {2 es numerable;
sin embargo, si el espacio muestral es no numerable, no todos sus posibles
subconjuntos podran considerarse como sucesos posibles. De tal manera que
es preciso definir la clase de subconjuntos de €2 que constituira la clase de
todos los sucesos posibles asociados al experimento aleatorio en cuestién.
Esta clase la denominaremos “sigma-dlgebra” (o-algebra) asociada al espacio
muestral €.

En lugar de precisar los conjuntos que constituyen la o-algebra, esta-
bleceremos algunas propiedades que deben ser razonablemente exigidas: Es
natural, por ejemplo, que 2 esté incluido en la o-algebra, ya que se trata del
suceso seguro. Lo mismo vale para el suceso imposible. Por otro lado si A
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es un suceso cualquiera, resulta obvio que también su contrario es un suceso
asociado al experimento aleatorio que ocurre cuando no ocurre A. Similar-
mente, si A y B son dos sucesos cualesquiera, es logico exigir que AU B y
AN B también sean sucesos y por tanto pertenezcan a la o-algebra.

Definicion 1.8.1 (o-algebra). Sea € el espacio muestral asociado a un cierto
experimento aleatorio. Se define como o-dlgebra asociada a €Y, a la clase no
vacia A de subconjuntos de ) que cumple las siguientes propiedades:

i) SiAe A= Aec A
(o]
it) Si Aj,As---e A= (|JA)e A
i=1
Estas dos propiedades son suficientes para asegurar que aquellos conjun-
tos de nuestro interés pertenezcan a A, asi como aquéllos obtenidos mediante
operaciones realizadas con otros sucesos. Esta afirmacion serd demostrada en
los préximos teoremas. Si sustituimos la propiedad ii por otra propiedad que
establece la misma afirmacion, pero sélo para una coleccion finita de sucesos
de A, obtenemos un Algebra de Boole.
A la estructura constituida por el par (2, A) la denominaremos “Es-
pacio Probabilizable” asociado al experimento aleatorio.

Teorema 1.8.1. Sea (2, A) un espacio probabilizable asociado a un cierto
experimento aleatorio, entonces se cumple que 2 € A.

Demostracion. Como A es no vacia, existe un A € A = A€ A= porla
propiedad ii que AUAUAUA---=Qec A ]

Corolario 1.8.1.1. 0 € A

Este Teorema 1.8.1 es algunas veces incluido en la definicién de o-
algebra. Sin embargo, como hemos visto, puede desprenderse logicamente de
las dos propiedades iniciales, siempre que se exija que A sea no vacia.

Teorema 1.8.2. Sea (Q, A) un espacio probabilizable asociado a un cierto
experimento aleatorio, y sea Ay, As ... A, una coleccion finita de sucesos de

A, entonces (|J A;) € A
i=1
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Demostracion. Como Aq, As.. A, € A, entonces la coleccién infinita Ay, As...
donde A; = () Vi > n también pertenece a A por el corolario anterior. Por la
propiedad ii:

]

Este teorema demuestra que toda o-algebra es también un Algebra de
Boole. Lo reciproco, no es necesariamente cierto.

Teorema 1.8.3. Sea (2, A) un espacio probabilizable asociado a un cierto
experimento aleatorio y sea Ay, As ... una coleccion infinita de sucesos de A,

entonces ([ 4;) € A.

=1

Demostracion. Como Ay, Ay--- € A, = A1, Ay € A = (U Ai) c A=
i=1

(

L3

A) = (‘Fj A) e A 0

1

n

Corolario 1.8.3.1. Si A, Ay... A, € A, entonces ([ Ai) € A.
i=1

Corolario 1.8.3.2. Si AyB € A, entonces (A — B) € A.

Sigma-algebra generada por una clase inicial

En el caso particular de un espacio muestral finito, 2 = {wy, wa...w, },
es claro que la clase de todos los posibles subconjuntos de €2, P(£2), es finita
y ademads es un Algebra de Boole. Por otro lado, si consideramos la clase
formada por todos los puntos muestrales, Fy = {{w:},{ws2},..{w,}}, se
desprende que cualquiera de los conjuntos del Algebra de Boole P(£2) puede
ser obtenido mediante un niimero finito de aplicaciones de las propiedades del
algebra. Este procedimiento constituye la forma mas simple de generacion de
un dlgebra a partir de una clase inicial Fy, y se dice que P(£2) puede generarse
a partir de Fy. A continuaciéon presentamos la formalizacion de esta idea.

Definicion 1.8.2 (o-algebra generada por una clase inicial). Sea €2 el espacio
muestral asociado a un cierto experimento aleatorio. Sea Fy una clase no
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vacia de subconjuntos de €. Se define como o-dlgebra generada por la clase
mictal Fo, a la minima o-dlgebra que contiene a Fy:

A(Fo) =) Ai

siendo A; una o-dlgebra sobre ). Ocurre por lo tanto, que cualquier otra
o-dlgebra sobre Q) que contenga a Fy, digamos B, es tal que A(Fy) C B.

Ejemplo 1.8.1. Sea Q) el espacio muestral asociado a un cierto experimento
aleatorio. Sea A un conjunto no vacio de ). Entonces la o-dlgebra generada
por la clase inicial Fy = {A} es:

A(F) = {Q,0, A, A}

Ejemplo 1.8.2. Sea () el espacio muestral asociado a un cierto experimento
aleatorio. Sean A y B subconjuntos no vacios de ). Entonces la o-dlgebra
generada por la clase inicial Fo = {A, B} es:

A(Fo) ={Q,0,A,A,B,B,(AUB),(AUB), (AU B),
(ANB),(AUB),(ANB),(AUB), (AN B),

(A® B),(A® B)}

Sigma-dlgebra de Borel

El ejemplo mas conocido e importante de espacio muestral lo constituye
el conjunto de los nimeros reales (en el capitulo 3 se justificard esta afirma-
cién). Este espacio es infinito no numerable y tiene la particularidad de que
en ¢l existen ciertos subconjuntos que no son de utilidad para la construccion
de modelos probabilisticos, es decir, existen ciertos subconjuntos de R que no
pueden ser considerados como sucesos (la Teorfa de la Medida de Lebesgue
nos permite demostrar que existen conjuntos de nimeros reales que no son
medibles). De hecho ocurre, que los subconjuntos de R de nuestro interés son
los intervalos de cualquier tipo (abiertos, cerrados, semiabiertos, semicerra-
dos, degenerados, finitos, infinitos), y aquellos conjuntos obtenidos al realizar
un conjunto numerable de operaciones conjuntistas (uniones, intersecciones,
complementos,...) con ellos. En otras palabras, la clase de sucesos posibles
definida sobre el espacio muestral {2 = R, es la o-algebra generada por ciertos
intervalos,a la cual llamaremos o-algebra de Borel.
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Definicion 1.8.3 (o-élgebra de Borel). Sea el espacio muestral @ =R. Se
define como o-dlgebra de Borel, a la o-dlgebra generada por la clase inicial:
Fo = {(—o0,z] : © € R} la cual denotaremos por Br. A todo elemento de
esta o-algebra lo denominaremos boreliano.

Obtendremos la misma o-dlgebra si consideramos como clase inicial, la clase
de todos los intervalos del tipo (x, 00), o bien, (z, y), [z, y/, [t y) o (z, y]. De
aqui se desprende que no existe una correspondencia biunivoca entre la clase
inicial Fy y la o-dlgebra generada A(Fy).

Ahora bien, en vista de que Fy es no numerable, es imposible explicitar to-
dos los elementos de Br. Desde el punto de vista conceptual el problema no
es diferente al caso en el cual Fy es finita, lo que cambia es la probabilidad
practica de lograrlo. Es importante sin embargo, estar en capacidad de deci-
dir si un determinado subconjunto de R es un boreliano o no. A tal efecto
presentamos el siguiente teorema:

Teorema 1.8.4. Sea el espacio probabilizable real (R, Br). Los siguientes
conguntos son borelianos:

i) Intervalos del tipo (x,y]
it) Intervalos degenerados {x}
i11) Intervalos abiertos (x,y)
iv) Intervalos semicerrados |x,y)
v) Intervalos cerrados [x,y]
vi) Intervalos infinitos del tipo (z,00)
vii) Intervalos infinitos del tipo [z, 00)
vigi) Intervalos infinitos del tipo (—oo, ]
iz) Conjuntos numerables de nimeros reales

con x,y € R, tales que x < y.

Demostracion
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i) Como (x,y] = (—o00,y|] — (—o0,z] y ademds (—o0,y|, (—oo,z] € Bg,
entonces (x,y] es un boreliano, en virtud del corolario 1.8.5.2

it) Como {z} = ﬁ (x —1/n,z| y ademds (x — 1/n,z] € Bg Vn , entonces
1

T es un boreliago, en virtud del teorema 1.8.3

iwi) Como (x,y) = (x,y] —{y} v ademds (x,y], {y} € Br , entonces (z, y)
es un boreliano, en virtud del corolario 1.8.3.2

Las demostraciones restantes son similares y se dejan como ejercicio

1.9. Funcion de Probabilidad

En nuestro proceso de desarrollo de la Teoria de Probabilidades como
una teoria axiomatica, tenemos que hasta ahora hemos construido un espacio
probabilizable (€2, A) asociado a un experimento aleatorio determinado. Para
completar la construccién del modelo matemético para tal fendmeno aleato-
rio, queda por especificar la medida de ocurrencia o probabilidad que hemos
de asignar a cada uno de los sucesos correspondientes. El espacio probabiliza-
ble es la estructura que nos permitira introducir esta medida de probabilidad.

La definicién axiomatica de la probabilidad, como dijimos anteriormen-
te, serd sugerida por las propiedades bésicas de las frecuencias relativas. Aho-
ra bien, cudles de ellas podemos seleccionar como axiomas?, cuantas seran
suficientes o independientes?. Tal escogencia ameritaria un proceso de ensayo
y error, y el estudio de diferentes esquemas alternativos.

Un conjunto de axiomas que posee gran estabilidad y que ha sido am-
pliamente aceptado es el propuesto por el matematico ruso Andrei Kolmo-
gorov (1903-1987) en 1930 y que presentamos a continuacion.

Definicion 1.9.1 (Funcién de Probabilidad). Sea (X2, A) un espacio proba-
bilizable asociado a un cierto experimento aleatorio. Se define como funcion
de probabilidad sobre ese espacio, a la funcion P : A — R tal que:

Azioma 1: P(A) >0 VAeA

Axioma 2: P(Q2) = 1

Axioma 8: SiAq1, Ay ... es una coleccion infinita de sucesos mutuamente ex-

cluyentes de A, entonces: P(|J Ai) = > P(A;)
i=1 i=1
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Estos tres axiomas son los tnicos necesarios para generar todas las
demaés propiedades que queremos que posea la funcién de probabilidad.

El significado intuitivo de este nimero P(A) es que en una larga serie
de repeticiones del experimento, es practicamente seguro que la frecuencia
relativa del suceso A, f(A), serd aproximadamente igual a P(A). Queda claro
entonces que f(A) y P(A) no son la misma cosa, pero puede decirse que f(A)
es una aproximacin experimental de P(A), o que P(A) es una abstraccién
tedrica de f(A). La relacién matemética exacta entre ambos conceptos cons-
tituye una de las versiones de la denominada “Ley de los Grandes Niimeros”.
Obsérvese ademads, que por tratarse de una definicion matemtica, nada se
dice de cémo se calcula la probabilidad, solo se especifica las propiedades
que cumple.

A la estructura constituida por la terna (€2, A, P) la denominaremos
espacio probabilizado asociado al experimento aleatorio y constituye la es-
tructura basica de los modelos de probabilidad.

A continuacion presentaremos una serie de teoremas, consecuencia logi-
ca de los axiomas, que ademas de constituir resultados mateméaticamente
correctos, son también intuitivamente adecuados. Para todos estos teoremas
supondremos un espacio probabilizado (2, A, P) asociado a un cierto expe-
rimento aleatorio.

Teorema 1.9.1. P(0) = 0.

Demostracion. Consideremos la coleccién infinita de sucesos Ay, A, . .., don-
de A =0 Vi=1,2....

oo
Como los A; son disjuntos, y ademés la unién |J A; = (), entonces por el
i=1

axioma 3, P(0) :P(f:j1 A) = iP(Ai) — lim éP(Ai) — lim i;lp(@).

Como la suma Y, P(A;) debe ser convergente, deberd ocurrir que lim _ P(0)
i=1 i=1

< 00, siendo P(f)) > 0. Ahora bien, si P() = k > 0, entonces lim = lim nk

= 00, lo que es un absurdo, asi que tendra que ocurrir que P()) = 0.

[]
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Este resultado es logico, ya que la probabilidad es una medida de ocurrencia,
y al suceso que nunca ocurre deberia corresponderle el menor valor, el cero.

Teorema 1.9.2. SiA;, Ay... A, es una coleccion finita de sucesos mutua-

mente excluyentes de A, entonces P(|J A;) = > P(4;).
i=1 i=1
Demostracion. Consideremos la coleccion infinita Ay, Ay ... A, ... enla cual

Como los A;, son disjuntos, y ademas la union:
n o n

(Ua)=(Ua)u( U 4)=(U4a)u0=(U4)

= i=n+1 =1
entonces:
P(JA) =P(JA) =) P(A4) =) P(A)+ > P(4)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=n+1

n

- i P(A)+0=) _P(A)

i=1

Teorema 1.9.3. Si A € A entonces P(A) =1— P(A).

Demostracion. Si A € A = A€ Avyaque A es una o-dlgebra. Ademds A y
A son mutuamente excluyentes, y tales que AU A = (). Entonces:

P(AUA) = P(A) + P(A) = P(2) = 1, de donde: P(A) =1 — P(A). O
Corolario 1.9.3.1. SiAe€ A= P(A) <1.

Al suceso imposible le corresponde el cero y al suceso seguro le corresponde
eluno: A =0 = P(A) =0y A=Q = P(A) = 1. Sin embargo, las pro-
posiciones reciprocas: P(A) = 0= A =0y P(A) =1 = A = Q no son
verdaderas.

Tenemos entonces que asignarle una probabilidad a un suceso, es asociarle
un numero entre 0 y 1. Los extremos corresponden al suceso imposible y al
suceso seguro respectivamente. De esta manera, la probabilidad induce un
orden en la g-algebra A, mediante la relacién “ser mas probable que 7.

Teorema 1.9.4. Si Ay B € A entonces P(A— B) = P(A) — P(AN B).
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Demostracion. Por el teorema 1.5.9 tenemos que A = (AN B)U (AN B)
siendo (AN B) y (AN B) mutuamente excluyentes. Entonces P(A) = P(AN
B)+ P(ANB), de donde P(A—B)=P(ANB)=P(A)—P(AnB) O

Corolario 1.9.4.1. Si BC A= P(A— B)= P(A) — P(B).
Corolario 1.9.4.2. Si B C A = P(B) < P(A).

En cuanto a este tltimo corolario podemos decir, que si la ocurrencia del su-
ceso B implica la ocurrencia del suceso A, resulta natural que la probabilidad
de B sea menor que la de A

Teorema 1.9.5. Si Ay B € A entonces P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)

Demostracion. Como AUB = AU(B—A), donde Ay (B— A) son disjuntos,
entonces P(AUB) = P(A)+ P(B—A) = P(A)+ P(B)— P(AUB). O

Teorema 1.9.6. Si A, By C € A entonces PLAUBUC) = P(A)+ P(B) +
P(C)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNCQC)

Este teorema se demuestra escribiendo AU B U C como (AU B)UC, y apli-
cando el teorema anterior.

La forma general de la probabilidad de la unién de conjuntos viene dada por
el siguiente teorema conocido como férmula de Poincaré:

M=

Teorema 1.9.7. SiA;, As... A, € A, entonces: P(|J Ai) =

i=1 i
S PANA)+ > PANANAL) — ..+ (-1)""P(ANAN..N
i#] i#j#k

Il
—

P(A;) —
Ayp)

A continuacién presentaremos el concepto de particién de un espacio
muestral y un teorema relacionado, que serviran de base para la demostracion
del teorema de la probabilidad total que se estudiara en el capitulo 3.

Definicion 1.9.2 (Particién del espacio muestral). Se dice que la coleccion

de sucesos de A: C1,Cs . ..C, constituye una particion del espacio muestral
Q si:

i) Los C; son mutuamente excluyentes: C; N C; = 0 para todo i # j.

i) La probabilidad de cada C; es positiva: P(C;) > 0 para todo 1.
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iii) La union de los C; cubre a Q: | C; = Q

=1

Teorema 1.9.8. 5i C,C5...C, es una particion del espacio muestral €2 y
A€ A, entonces P(A) = >  P(ANC;).
i=1

Demostracion. Como A = ANQ = AN(UC;) = U(ANC;), donde los (ANC;)
son disjuntos, entonces P(A) = > P(ANC;. O

Teorema 1.9.9. Si Ay, As... A, es una coleccion finita de sucesos cuales-

quiera de A, entonces P(|J A;) < > P(A,).
i=1 i=1

Demostracion. Por el teorema 1.5.13. sabemos que dada una sucesién de

conjuntos cualesquiera Aq, As,...A,, existe una sucesion By, Bs, ... B, tal que:
]

Teorema 1.9.10. P(lim{A,}) = lim{P(A,)}
Demostracion.
i) En primer lugar consideraremos que la sucesién { An} es creciente. Por el

teorema 1.5.13. sabemos que existe una sucesion de conjuntos disjuntos

n n
{B,} tal que | B; = U A; = A, por tratarse de una sucesion creciente.
i=1 i=1
Por lo tanto:

PUim{A}) = PUim{{JBY) = PUUBD

— ZP(B,-) — lz‘mZP(Bi)
= limP(OBi) = limP(A,)

=1

ii) En el caso en el cual la sucesién {A,} es decreciente, la sucesién de los
complementos {A,} seré creciente. Aplicando lo demostrado en la parte
i ala sucesién {4, }, y luego de un sencillo manejo algebraico, se obtiene
el resultado deseado.
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]

Es importante aclarar, que la monotonia se interpreta aqui como inclu-
sién de conjuntos, lo que en la terminologia probabilistica indica implicacion
de sucesos.

1.10.

Ejercicios 1.2

1. Asocie a cada uno de los siguientes experimentos aleatorios un espacio
muestral adecuado:

i)

viii)
ix)

x)

Se lanzan 2 monedas y se observan los resultados. Considere 4
casos segun las monedas sean distinguibles o no, y el orden de
lanzamiento.

Se introducen aleatoriamente 2 piezas en 2 cajas diferentes denota-
das por 1 y 2. Suponga que las 2 piezas pueden quedar en la misma
caja. Considere dos casos segun las piezas sean distinguibles o no.

Se lanzan 2 monedas y se observa el niimero de caras.
Se lanza una moneda hasta que aparece cara.
Se observa el tiempo que un bombillo tarda en quemarse.

Se fabrican piezas hasta obtener 10 no defectuosas. Se cuenta el
numero de piezas fabricadas.

Una caja contiene n bombillos de los cuales hay r defectuosos. Se
prueban uno a uno hasta obtener el primer defectuoso.

El mismo experimento anterior, pero se prueban hasta obtener los
r defectuosos.

Se mide con un contador geiger el nimero de partculas emitidas
por una sustancia radioactiva durante un periodo de tiempo (0, t].

Un termégrafo registra diariamente la temperatura ambiente maxi-
ma y la minima. Observar el termografo en el momento t.

2. Demuestre que si el espacio muestral asociado a un experimento alea-
torio tiene n elementos, entonces el niimero de sucesos posibles es 2".
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3. Una persona P es seleccionada aleatoriamente de una poblaciéon dada.
Sean los sucesos:
A = (P es varén)
B = (P tiene menos de 30 anos)
C = (P habla un idioma extranjero)
Describa en notacion de conjuntos los siguientes sucesos:

i) P es varén, menor de 30 anos y no habla ningin idioma extranjero.

ii) P es mujer, mayor de 30 anos y habla un idioma extranjero.

iii) P es mujer o menor de 30 anos, pero no ambas cosas.

1v

)
)
) P es menor de 30 anos y habla un idioma extranjero.

4. Sean A, B y C como en el ejercicio anterior. Describa con palabras los
siguientes sucesos:

i) AN(BUCQ)
i) Au(BNC)
iii) A— (BUCQO)
iv) A—(BnC)

5. Sean A, B y C subconjuntos de €2. Describa los siguientes sucesos con
las operaciones conjuntistas apropiadas:

i) Por lo menos k de los sucesos A y B ocurran (k=0,1,2).

ii) Exactamente k de los sucesos A y B ocurran.

iii) A lo sumo k de los sucesos A y B ocurran.

)
)
)
iv) Por lo menos k de los sucesos A, B y C ocurran (k=0,1,2,3).
)
)

v) Exactamente k de los sucesos A, B y C ocurran.

vi) A lo sumo k de los sucesos A, B y C ocurran.

6. Sea A una o-dlgebra definida sobre €2, y A y B un par de sucesos
cualesquiera. Demuestre que A®B € A.

7. Sea A una o-algebra definida sobre €2, y {4, } una sucesién de sucesos
de A. Demuestre que liminf{A4,} y limsup{A,} son elementos de A.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Discuta la siguiente proposicion: “A es una o-algebra si y solo si A es
un algebra de Boole”

Sean A; y Ay o-édlgebras definidas sobre €). Verifique si las siguientes
clases son también o-dlgebras sobre €2:

i) A=A U A

11) .A == .Al N ./42

Sea A una o-algebra definida sobre 2. Demuestre que la clase A° =

{A: A€ A} es una o-algebra sobre Q.

Sea A una o-algebra definida sobre 2 y B un suceso cualquiera. De-
muestre que la clase A® = {AN B : A € A} es una o-dlgebra sobre
B.

Sea (€2, A) un espacio probabilizable, ' un conjunto no vacio y f: Q —
2 una funcién entre ambos conjuntos. Demuestre que la siguiente clase
es una o-algebra definida sobre €V':

A ={AcCcQ:f1A)e A}

Sea (€, A") un espacio probabilizable, {2 un conjunto no vacio y f:
Q — €Y una funcién entre ambos conjuntos. Demuestre que la siguiente
clase es una o-algebra definida sobre €2:

A={ACQ:A=f L A)VA € A}

Sea el espacio muestral 2 = {a, b, c}. Encuentre la o-dlgebra generada
por la clase inicial F{y en los siguientes casos:

i) Fo = {@}

i) Fo = {{a}}
iii) Fo = {{a,c}}
iv) Fo = {{a}, {c}}

v) Fo = {{a}, {b}, {c}}

Encuentre la o-dlgebra generada por la clase inicial Fy = {{1,3}, {1,2}},
Sl:

B Q=1{1,2 3,4}
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i) Q=1{1,2 3, 4,5}
16. Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = 0.6, P(B) = 0.7y P(ANB) =

0.4. Calcule:
i) P(AUB)
ii) P(ANB)
iii) P(ANB)
iv) P(ANB)
v) P(AUB)
vi) P(AN B)

17. Sean A, B y C tres sucesos tales que P(A) = P(B) = P(C) = 1/4,
P(ANC) =1/8 y P(ANB) = P(BNC) = 0. Calcule:

i) La probabilidad de que al menos uno de los sucesos A, B y C
ocurra.

ii) P(AU(BNC))

18. Sean A, By C sucesos cualesquiera. Exprese en términos de P(A), P(B),
P(C), P(ANB), P(ANC), P(BNC) y P(ANBNC), las probabilidades

de los siguientes sucesos:

i) Por lo menos k de los sucesos A y B ocurran. (k=0,1,2)

ii) Exactamente k de los sucesos A y B ocurran.

iii) A lo sumo k de los sucesos A y B ocurran.

v) Exactamente k de los sucesos A, B y C ocurran.

)
)
)
iv) Por lo menos k de los sucesos A, B y C ocurran. (k=0,1,2,3)
)
vi)

A lo sumo k de los sucesos A, B y C ocurran.

19. Sea (€2, A) un espacio probabilizable, y sean P;, P, ...P, funciones de
probabilidad definidas sobre A. Demuestre que si ay, as, ...a, son nime-
ros reales no negativos tales que > a; = 1, entonces la funcién P*
definida por:

P(A) = Zn:aiP(A) VA e A

es una funcién de probabilidad sobre A.
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20. Demuestre que:

) < P(B)
x) Ay B implican C = P(C) < P(A) + P(B)

i) P(A® B) = P(A)+ P(B) —2P(ANB)
ii) P(A) = P(B) & P(ANB)=P(ANB)
iii) P(A— B)> P(A) — P(B)

iv) P(A® B) > |P(A) — P(B)|
v) P(ANB) > 1~ P(A) - P(B)
vi) P(AUB) > P(A)+ P(B) —1)
vii) P(AN B) <min{P(A), P(B)}
viii) P(AU B) > mazx{P(A), P(B)}
ix)
)
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PERSONAJES DE LA ESTADISTICA

Ronald Aylmer Fisher

R. A. Fisher (1890-1962) nacid el 17 de Febrero de 1890
en Londres. Ingreso a la Universidad de Cambridge en
1909, donde estudio Matemdticas, Astronomia y Biologia. Se
gradud con honores en 1912. Su interés por la teoria de los
errores lo llevo a estudiar los problemas teoricos y aplicados
de la FEstadistica. Fue profesor de wvarias universidades in-
glesas desde 1915 hasta 1919 cuando acepté un ofrecimiento
para trabajar como investigador en la Fstacion Experimental
Agricola de Rothamsted. En este instituto de investigaciones
produjo la mayoria de sus grandes contribuciones a la FEs-
tadistica, principalmente en las dreas de diseno y andalisis de
experimentos y en genética. Publico un niumero importante de
libros y articulos entre los que podemos destacar: Statistical
Methods for Research Workers (1925), The Genetical Theory
of Natural Selection (1930), The Design of Experiments
(1935) y Statistical Tables (1947). En 1933 sustituyé a Karl
Pearson como profesor en el Unwwversity College, lo que no
deja de ser ironico ya que fueron publicas las disputas entre
estos dos extraordinarios personajes. Fue admitido en la
Royal Statistical Society en 1929 y proclamado Caballero
por la Reina de Inglaterra en 1952. En la Universidad de
Adelaide continuo sus investigaciones hasta que fallecio el 29
de julio de 1962 a la edad de 72 anos.

De él se dijo: “. .. era calido y afectuoso con sus amigos, pero
también era poseedor de un temperamento incontrolable . .. un
apasionado por la verdad cientifica ...y enemigo implacable
de aquéllos que criticaban sus trabajos. La profundidad de
su pensamiento era admirable pero sus escritos resultaban
dificiles de comprender para la mayoria de sus estudiantes.”




