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Prefacio

El analisis de los sistemas lineales asi como de las sefiales que interaccionan con los
distintos elementos del sistema y el medio que lo rodea, requiere de un claro conocimiento
del analisis matematico y en especial de lo que se conoce caltuao operacionalpor

cuanto a través del calculo operacional se puede, en algunos casos, facilitar la busqueda a
las soluciones de los problemas de analisis que son planteados en la investigacion de los
sistemas representados por modelos matematicos.

Tanto los modelos matematicos que representan a los sistemas como a las sefiales
pueden ser definidos en funcién de variables continuas o discretas, para lo cual cada uno
de estos puntos de vistas requiere de su correspondiente modelo, y la determinacion de su
solucién al problema planteado estara basada en el dominio sobre el cual es representado el
modelo, bien sea continuo o discreto, asi como de los conceptos empleados en el dominio
espectral.

El autor supone que el lector tiene un claro conocimiento de transformada de Laplace,
de Fourier yZ, las cuales son empleadas como herramientas alternas para el analisis de
los problemas en el dominio donde sean descritos los modelos matematicos.

Por otra parte, en este libro son presentadas breves explicaciones de algunos métodos
de resolucion de ecuaciones diferenciales, las cuales representan las relaciones entre las
variables del sistema dinamico definido en el dominio continuo que se esté estudiando. El
propdsito de introducir las ecuaciones diferenciales es para inducir el método de resolucion
de ecuaciones en diferencias, las cuales son empleadas como modelos matematicos de los
sistemas dindmicos visto desde una perspectiva del dominio discreto.

Es importante destacar que dentro de los alcances de esta obra no esta incluido el analisis
de los sistemas lineales desde la perspectiva estocastica, por cuanto este enfoque requiere
de un claro conocimiento de las probabilidades y de los procesos estocasticos, y en virtud
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XVili PREFACIO

de que este material deberia conformar el libro texto del curso de pregratiaatisis
de Sistemas linealede la Escuela de Ingenieria Eléctrica de la Universidad Central de
Venezuela, y este curso estudia los sistemas desde el punto de vista determinista.

Debe sefialarse que el autor ha empleado, de manera muy cuidadosa, una notacién que
permite discriminar claramente cuando los modelos matematicos son referidos al dominio
continuo o discreto. Mas aun, el autor hace una clara diferencia, en el caso de las sefiales
definidas en el dominio discreto, entre lo que significa una funcién en el dominio discreto
y su correspondiente secuencia de muestras, las cuales ambas son empleadas para la repre-
sentacion de las sefiales en el ambito del dominio discreto.

Ademas, el autor ha tratado hasta donde es posible de referirse al dominio, sin que ello
se limite al dominio en el tiempo continuo o discreto, debido a que en opinién del autor,
los conceptos, métodos y bases tedricas no deben referirse exclusivamente al dominio del
tiempo, sino a cualquier dominio, dejando asi la posibilidad de generalizar la aplicacién de
lo presentado en la obra, aunque en el area de Ingenieria Eléctrica sea muy comuan ver los
modelos y sefiales definidos en el dominio del tiempo y la frecuencia.

Es oportuno establecer que a todo lo largo de la obra, las sefales estudiadas y su empleo
en el analisis de los diversos sistemas, tanto en el dominio continuo como discreto, son
consideradas reales. Es decir, son sefales que representan medidas en el conjunto de los
nameros reales, o0 en términos matematicos son sefales representadas por funciones cuyos
rangos correspondes al conjunto de los nimeros reales. Ademas, debe tenerse en cuenta
gue las sefiales son modeladas mediante funciones definidas en el dominio de los nimeros
reales o enteros, dependiendo si las sefiales representan mediciones en el dominio continuo
o discretos, respectivamente.
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Introduccioén

las conS|deraC|ones necesarias, y basado en el conjunto de supuestos plantear el modelo
matematico que le permitird estudiar el sistema, y de esta forma tener la capacidad de
obtener respuestas a los diferentes problemas que sean planteados.

Estos supuestos exigen al analista un claro entendimiento de los sistemas, su taxonomia
y las leyes fisicas que permitan describir los fendmenos presentes en el sistema bajo
estudio, y de esta forma buscar el modelo matemético méas apropiado al sistema, el cual
una vez modelado podréa estudiarlo. Un aspecto que todo analista debe tener en cuenta en
el desarrollo del modelo matematico es el propésito para el cual ha de ser concebido, asi
como la factibilidad en la obtencién de resultados analiticos ante situaciones que plantee
en el estudio del desemperio del sistema, a través del modelo matematico obtenido.

En esta obra se estudiara tanto los modelos matematicos como las soluciones analiticas
gue pueden proporcionar los mismos, bien sea en el dominio continuo, cuando se trate de
un modelo matematico expresado en términos del dominio de los nameros reales, o en el
dominio discreto, cuando el sistema es considerado en términos de un dominio discreto, los
cuales normalmente corresponden al dominio de los nimeros enteros. Ademas, el estudio
de los sistemas en el dominio de la frecuencia es objeto de estudio en muchos campos de
la ingenieria eléctrica, bien sea: potencia eléctrica, telecomunicaciones y electrénica, los
cuales exigen un claro conocimiento del llam&idculo Operacional

XXV



XXVi INTRODUCCION

En este libro se desarrollan distintos enfoques para el estudio y analisis de los sistemas
lineales, a través de su estudio en el apropiado dominio o incluso en los dominios de las
transformadas de Laplace, Fouriea

Por otra parte, la obra ademés de mostrar soluciones a problemas propuestos por el
autor, muestras, en algunos casos, la obtencién de soluciones mediargeftwarg
gratuito y abierto llamadoScilabf™, el cual el lector puede obtener sin costo alguno de
la paginawww.scilab.org de donde puede conseguirse suficiente informacién para su
instalacién en diversos sistemas operativos y manuales de uso.

Ademas, el autor ha incluido, en la resolucién de algunos problemas planteados, el
empleo de comandos Scil@bpara la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, raices
de polinomios, operaciones sobre matrices, entre otros calculos elementales, requeridos
en la determinaciéon de respuestas a preguntas formuladas en el estudio de los sistemas
lineales.

Este libro estd compuesto de dos partes, las cuales contienen quince capitulos. Ade-
mas, el autor ha incluido un apéndice sobre una breve introduccién al Scdandice
alfabético.

La Primera Parte denominadaalisis de Sistemantiene: en el Capitult, el estudio
de los modelos matematicos empleados para la descripcion de sefiales definidas en el do-
minio continuo y discreto. Ademas el capitulo presenta un conjunto de definiciones para la
clasificacién de los sistemas, asi como definiciones empleadas para el modelo matematico
de sefiales en el dominio continuo y discreto; en el Cap#we introducen los modelos
matematicos que permiten definir los sistemas lineales, dinamicos, causales, invariantes en
el dominio y deterministas (LDCID) y el método de resolucion de estos modelos, los cuales
estan representados por medio de ecuaciones diferenciales. Por otra parte, se estudian
los métodos de discretizacion de modelos matematicos de sistemas dindmicos definidos
por ecuaciones diferenciales. Ademas, se estudia la respuesta impulsiva y escalén de los
sistemas LDCID; en el Capitul8 se presenta un andlisis semejante al mostrado en el
Capitulc2, pero en el ambito del dominio discreto, y en el cual se introduce el concepto de
ecuacion en diferencias como modelo dinamico que permite representar la dinamica de un
sistema lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID) definido
en el dominio discreto; en el Capitilse muestra el método basado en la convolucién para
la determinacion de la respuesta de un sistema ante una sefial de excitacion. Este estudio
se desarrolla en el capitulo tanto para sistemas definidos en el dominio continuo como
discreto; en el Capituld se presenta como herramienta para el andlisis de los sistemas
LDCID definidos en el dominio continuo, la transformada de Laplace para el célculo de la
respuesta de los sistemas representados por ecuaciones diferenciales; en el@agpitulo
empleada la transformad& en la resolucion de problemas de sistemas LDCID definidos
en el dominio discreto.

La Segunda Parte del libro y que ha sido intitulad®lisis en Frecuenci@resenta
lo siguiente: en el Capituld@ se introduce el concepto de analisis de sistemas desde la
perspectiva de la frecuencia, tanto para sistemas LDCID definidos en el dominio continuo
como discreto; en el Capitul® se estudia el ampliamente conocido diagrama de Bode
tanto en magnitud como en fase, asi como su utilizacion en la determinacion de la respuesta
permanentes de los sistemas LDCID definidos en el dominio continuo, cuando éstos son
sometidos a sefiales sinusoidales; en el Cap@ge presenta un estudio de la respuesta
en frecuencia de los sistemas LDCID definidos en el dominio discreto, ademas de su

1scila™ INRIA es un software libre (gratuito) y abierto, y sus condiciones de uso estan disponibles en
www.scilab.org/products/scilab/license
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aplicacién para el estudio de la respuesta LDCID definidos en el dominio discreto ante
sefiales discretas sinusoidales; en el CapftQlee estudia las sefiales periddicas definidas
en el dominio continuo desde la 6ptica de la frecuencia, y para esto se ha definido la
conocida serie de Fourier. Ademas en el capitulo se introduce un criterio adicional para la
clasificacion de las sefiales basandose en los conceptos de contenido de energia y potencia
normalizada de las sefiales; en el Capifilcse estudian los sistemas desde el punto de
vista de la frecuencia, tanto en el ambito del dominio continuo como discreto; en el Capi-
tulo/12 se presenta una breve introduccion a los sistemas no lineales, estaticos, causales,
invariantes en el dominio y deterministas tanto en el dominio continuo como discreto; en
el Capituld13 se muestra algunas aplicaciones que tiene el analisis de los sistemas y sus
sefiales cuando son estudiados en el domino de la frecuencia; en el Chb#albace un
breve estudio a los filtros digitales en virtud de su importancia en el tratamiento de sefiales;
y finalmente, en el Capituld5 se estudia la transformada discreta de Fourier, asi como el
algoritmo de transformada rapida de Fourier mas conocido por su acrénimo erfasglés
Fourier transform(FFT).

Ademas, al final del libro se presentan las soluciones a los problemas planteados en
cada capitulo.

Referencias bibliogréaficas y un breve glosario de términos son también incluidos en el
libro.
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CAPITULO 1

SENALES Y SISTEMAS

Las luces de las estrellas que vemos hoy en el firmamento, es la coleccidn de infinitas sefiales
luminicas, que fueron todas originadas en distintos momentos pasados, ofreciendo en cada instante
una celebracion del pasado en el presente.

—Ebert Brea

El estudio cuidadoso de las sefiales y los sistemas constituye el predmbulo que todo
analista debe considerar antes de pretender expresar el modelo matematico que desea
desarrollar. Es por esta razon que se ha incluido este primer capitulo, el cual proporcionara
los puntos de vistas requeridos para el desarrollo del modelo matematico asociado al
sistema bajo estudio.

Un punto de vista muy empleado en la ingenieria es el concerniente a las sefiales, las
cuales son tratadas matematicamente mediante funciones, es decir, las sefiales constituyen
la medicion de alguna cantidad presente en un sistemay que ellas son modeladas a través de
expresiones matematicas que conforman funciones. Es por tal motivo que en la ingenieria
es comun el empleo del término sefiales, en lugar de funciones, las cuales, estas Ultimas
estan més asociadas a conceptos abstractos.

Es oportuno sefalar que el término cantidad de un sistema se refiere a una forma
abstracta y genérica de denominar las variables o parametros que son empleados para
modelar matematicamente los sistemas y las sefiales que interaccionan con el sistema y
sus elementos.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Sé#tab 3
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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En este capitulo se introduciran algunas definiciones asociadas al concepto de sefales 'y
sistemas, asi como algunas definiciones que son empleadas para el estudio taxonémico de
las sefiales y los sistemas.

El capitulo estd estructurado como sigue: en la Sectidrse presenta lo que sera
un sistema desde el punto de vista de la ingenieria eléctrica, asi como las cantidades
que podrian definirlo; en la Seccidn? se definen y clasifican las sefiales de acuerdo a
diversos criterios, los cuales estan basados en un conjunto de definiciones presentadas en
la obra; en la Seccidh.3se establecen conceptos de algunas sefiales basicas definidas en el
dominio continuo, es decir, los nimeros reales, mediante sus correspondientes funciones
matematicas; en la Seccidd se presenta un método que permite modelar las sefiales
definidas en el dominio discreto, a partir del modelo matematico de las sefiales definidas
en el dominio continuo; en la SeccidnS se establece el significado de los modelos
matematicos de los sistemas asi como su taxonomia. Finalmente, problemas y ejercicios
propuestos para que el lector mida sus conocimientos adquiridos.

1.1 SISTEMAS

El estudio de los sistemas de modo abstracto ha sido tema de discusiéon de vieja data,
en donde los matematicos, fisicos, quimicos, ingenieros y profesionales de las ciencias
sociales ha tratado de definir lo que entienden por sistema.

Al respecto, son incontables los intentos en la busqueda de una definicion abstracta que
se ajuste a las necesidades de todas las discipKiiag198() muestra diversos enfoques
para definir lo que podria entenderse por sistemas. No obstante, mas alla de pretender
enunciar una definicidon que satisfaga todas las necesidades, se presentard una definicién
gue de alguna manera ha permitido contextualizarla en el ambito de la ingenieria.

Definicion 1.1 (Sistema)Un sistema puede ser definido como un conjunto de elementos,
gue al interaccionar entre ellos son capaces de producir una respuesta ante cambios
provenientes del ambiente, buscando satisfacer el objetivo para la cual fue concebido.

De la Definicionl.1 se deberia inferir que la respuesta del sistema debe obedecer a
algun objetivo, al menos asi son los sistemas disefiados en el campo de las ciencias de la
ingenieria. Los sistemas en ingenieria buscan un propésito especifico que puede ser visto
Como un obijetivo.

Por otra parte, se debe tener claro el concepto de ambiente y fronteras del sistema para
asi poder construir una definicion en el contexto de la ingenieria.

Definicién 1.2 (Ambiente) El ambiente o entorno de un sistema puede decirse que es todo
el conjunto de elementos que lo rodean, y que pudiera influir o no en sus respuestas.

Definicion 1.3 (Frontera) La frontera de un sistema puede ser definida como la hipersu-
perficie que limita al sistema del ambiente.

Con las Definicioned.1, 1.2 y [1.3 se podria ofrecer una definicion de sistema en el
contexto de la ingenieria, la cual es:

Definicién 1.4 (Sistema ingenieril)Un sistema ingenieril puede decirse que es un con-
junto de elementos que al estar conectados de acuerdo a unas reglas que persigan un
objetivo, ofrece respuestas esperadas ante estimulos provenientes de su ambiente y los
mismos traspasan su frontera.
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Es oportuno aclarar que pudieran existir ejemplos de sistemas que no satisfagan com-
pletamente la definicién presentada en esta obra. No obstante, lo importante es tener un
concepto que permita definir lo que se entiende por sistema. Al respecto, véase el siguiente
ejemplo:

B EJEMPLO 1.1

(a) Elementos (b) Sistema

Figura 1.1. Ejemplo def{a)una coleccion de elementos eléctrico
y|(b) un sistema eléctrico

La Figural.l muestra tres elementos eléctricos de un sistema. A decir, una resis-
tencia, un inductor y un capacitor. Note que los elementos representados en la Figura
1.1(a)no constituyen un sistema debido al hecho de que estos no estan interactuando
entre si y no muestran algun propdsito desde el punto de vista de la ingenieria
eléctrica, mientras la Figu/h1(b) si representa un sistema eléctrico debido a que
los elementos estan conectados y ellos tienen un proposito en cuanto al tratamiento
gue deben hacerle a la sefial o entrada indicada por la fuente de tension etégfrica
si ésta no es considerada parte del sistema, y cuya respuesta es medida por mediode
la deferencia de potencial o caida de tensidn eléctrica sobre la resistencia R, la cual
es simbolizada por la variabjgt).

1.1.1 Taxonomia de las cantidades de un sistema

Ahora bien, los sistemas poseen cantidades, que por lo general son medibles, bien sea
de modo directo o indirecto, y que son clasificadas en primera instancia como variables
0 parametros. Este aspecto es de gran importancia al momento de construir un modelo
matematico que represente al sistema bajo estudio.

El concepto de variable o parametro no tiene relaciéon alguna con la variacion de su
medida con respecto al tiempo, el espacio o cualquier otro dominio. Es decir, existen tanto
variables como parametros que pueden o no verse alterados en su medida en funcién de la
variable independiente que define su dominio, sea ésta tiempo o posicién, por citar algunas
variables independientes.

Para dar una explicacién en el contexto de la ingenieria eléctrica, imaginese un sistema
integrado por tan so6lo una resistenciay cuyo modelo matematico estd dado por la
ampliamente conocida Ley de Ohm,

v=ir, (1.2)
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dondev representa la caida de tensién en la resistencia de valor 6hnyi@sa cantidad,

la tensidn, esta determinada por el producto de la corriemie atraviesa la resistencaia

y su valor resistivo. Es apropiado destacar que el sistema bajo estudio es considerado de
parametros concentrado, es decir, el valor resistivo del elemento esta concentrado en un
punto del sistema.

Al analizar la Ecuacionl(.]) se tiene que de acuerdo al modelo matematico resulta
realmente dificil precisar las variables y los parametros del modelo matematico, que repre-
senta este elemental sistema. No obstante, antes de continuar con la discusion, se definira
lo que puede entenderse por modelo matemético.

Definicion 1.5 (Modelo matematico)Un modelo matematico puede decirse que es una
representacién soportada de simbolos, que cumple con leyes légicas matematicas para
poder describirlo, y el mismo debe estar definido en un dominio.

De acuerdo a la Definiciéh.E, se tiene que el modelo matematico representado por la
Ecuacién(.]), esta dado por los simbolesi y r, los cuales de acuerdo a las operaciones
matematicas indica que la cantidaguede ser determinada mediante la multiplicacion de
las cantidadesy r. Ahora, si bien es cierto que son cantidades, se debe determinar cuales
son variables y cuales son parametros.

Para esto, es reexpresada nuevamente la Ecudcityngero haciendo ver al lector el
punto de vista del modelador.

v(i)=ir VieR (1.2a)
v(r)=ir Vre{xeR|x>0} (1.2b)
v(i,r)=ir  Y(,r) e {(xy) e R} —oco < X< co,y >0} (1.2¢c)

El modelo matematico definido por la Ecuacidn2g, establece que las variables son
v eiy su parametro es Mientras, el modelo matematico dado por la Ecuaciogt] las
variables sow y r, y su parametro eis Sin embargo, el modelo matemético representado
por la Ecuacion1.29, ademas de ser representado por una funéiéay) : R?2 — R,
s6lo esta definido por tres variables, de las cuales dos de ellas son independientes. En
consecuencia, el modelador, debe en todo momento definir lo que él considera como
dominio para asi poder establecer de manera apropiada el modelo matematico del sistema.
Por otra parte, las variables pueden ser clasificadas en variables externas o internas, y
su naturaleza va a depender si son cantidades que traspasan la frontera, en el caso de las
variables externas, o no traspasan la frontera, que en cuyo caso son consideradas variables
internas.

Observacion 1.1 (Dominio) Para que un modelo matematico esté completamente defi-
nido, debe indicarse el dominio de validez del modelo.

A objeto de aclarar algunas de las definiciones presentadas anteriormente, se analizara
el siguiente sistema compuesto por un par de resisteR¢ia$y.

La Figurall.2 muestra un sistema en donde las cantidadBse y(t) son variables
externas, mientras la cantidgt) es una variable interna del sistema.

Por otra parte, tant®; como R, son cantidades, las cuales constituyen parametros
internos del sistema. Note ademas que si, por ejemplo, la variéthle Asen (uot) para
todot € R, entonces las cantidadésy w, representan parametros externos del sistema,
mientras la cantidatles una variable independiente.
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Figura 1.2. Sistema compuesto por dos
resistencias

A objeto de acordar una convencion que ayude a diferenciar si una cantidad de un
sistema deterministaes una variable o un parametro, se establecera que las variables seran
denotadas en minUsculas, mientras los parametros se denotaran en mayusculas. Es decir,
cuando, por ejemplo, se requiera hacer referencia al parametro resistencia, éste debera
denotarse comB. Sin embargo, al referirse como variable deber& escribirse coEsia
convencion eventualmente no sera tomada en cuenta en los casos en que la definicion de
los modelos matematicos establezcan claramente el dominio de definicion.

Observacion 1.2 Los parametros de un sistema pueden estar sometidos a variaciones o
alteraciones como consecuencia de su envejecimiento o debido a dependencias de alguna
cantidad del sistema.

1.2 SENALES

El término sefial es atribuido a cada una de las variables, internas o externas de un sis-
tema, en donde son representadas a través de expresiones matematicas, que comunmente
son llamadas funciones. Sin embargo, en areas de conocimientos como las que se esta
abordando, el término funcién tiene un significado diferente al que se le da en el analisis
de sistemas.

La definicién de funcién en el dominio continuo y en el dominio discreto son presentadas
por Bree (2006 Capitulo 2). Estas definiciones pueden ser apropiadas para el caso de
sefiales, siempre y cuando se tenga en cuenta la definicion de sefial.

Definicion 1.6 (Sefial) Se dice que una sefial es un conjunto de observaciones que de
manera cuantitativa conforman un conjunto de mediciones, el cual normalmente dispone
de un modelo matematico que lo represente.

Ahora bien, el sentido de la Definicidh€ obedece mas al sentido fisico que al ma-
tematico, debido a que las sefiales son manifestaciones de las variables de los sistemas y
su ambiente o entorno, las cuales son representadas matematicamente por funciones. No
obstante, el analisis de los sistemas exige, en buena medida, de expresiones matematicas
gue representen las sefiales, las cuales se denominan en el contexto matemético como
funciones.

2Sistemas cuyos parametros estan dados por variables deterministas.
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1.2.1 Taxonomia de las sefiales

Las sefales, dependiendo de su naturaleza, pueden ser clasificadas en continuas o discretas,
y éstas a su vez pueden ser aleatorias 0 deterministas. Ademas, las sefiales pueden ser
clasificadas segun su interaccion con el medio, es decir, en sefiales internas o externas.
Estas Ultimas puedes ser consideradas sefiales de excitacion o de entrada, y sefiales de
respuesta o de salida.

Definicién 1.7 (Sefal determinista)Se dice que una sefial es determinista si ésta puede
ser cuantificada para cada valor de su dominio de manera exacta.

Definicion 1.8 (Sefial estocasticalJna sefial es considerada estocéstica cuando su medida
no puede ser determinada de manera exacta, para cada elemento de su dominio. A lo sumo
podra estimarse a través de métodos basado en la estadistica o en las probabilidades.

Definicién 1.9 (Sefal continua)Se dice que una sefial es continua, si ella esta repre-
sentada en el dominio de alguna variable independiente continua, tal como el tiempo,
la distancia, la temperatura, entre otras. La sefiales continuas son también denominadas
sefiales analogicas.

Definicion 1.10 (Sefial discreta)Se dice que una sefial es discreta, si ésta es representada
en el dominio de alguna variable independiente discreta, tal como el instante regular
definido por cada minuto, la medida representada por cada nimero entero de distancia,
entre otros. Es oportuno indicar que las sefiales discretas son llamadas sefales digitales
cuando su rango est4 definido en el conjunto contable de nimeros, como por ejemplo los
ndmeros enteros.

Observacion 1.3 El término continuo no debe confundirse con el concepto de continuidad
estudiado en el calculo matemético. Este término es atribuido al hecho de que el dominio
gue define la funcién que representa la sefial corresponde a los nimeros reales.

Definicién 1.11 (Sefal interna) Una sefial se dice ser interna si ella no interacciona con

el medio, es decir, si ella s6lo existe dentro del sistema y no se ve afectada directamente por
el ambiente o ella no altera de modo directo el medio como consecuencia de una respuesta
0 cambio.

Definicion 1.12 (Sefial externa)Se dice que una sefial es externa si ella atraviesa la
frontera para modificar el desempefio del sistema o para alterar el ambiente.

Definicién 1.13 (Sefial de excitacionBe dice que una sefial es de excitacion si ella es
una sefial externa y proviene del medio.

Definicién 1.14 (Sefial de respuestayna sefial se dice ser de respuesta si ésta es externa
y es consecuencia de su tratamiento por parte del sistema, produciendo eventualmente una
alteracién al medio

La Figural.2 muestra un posible esquema taxonémico de las sefiales que pueden ser
consideradas en un sistema de acuerdo a las definiciones presentadas en este apartado. Es
oportuno indicar que las sefiales que seran estudiadas en este libro, son las correspondientes
a las sefiales deterministas.

Como ejemplo de aplicacién para el caso mostrado en la Flg@ide la pagin&, las
cantidade(t) e y(t) son sefiales: deterministas, continuas, externas, y de excitacion y de
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Interna
Continu Excitacion
Extern
Respuesta
Determinista
Interna
Discret Excitacion
Extern
Respuesta
Sefiak
Interna
Continu Excitacion
Extern
Respuesta
Estocastica
Interna
Discret Excitacion
Extern
Respuesta

Figura 1.3. Esquema taxonémico de sefales

respuesta, respectivamente. Mientras la caniifads una sefial: determinista, continua e
interna.

No obstante, una clasificacion parecida, exceptuando su caracteristica discreta, se habria
concluido del ejemplo ilustrado en la Figité, si las sefiales fuesen consideradas en el
dominio discreto y habrian sido representadas cgmp y[n] y i[n] parée todon € Z.

1.3 MODELOS MATEMATICOS DE SENALES EN EL DOMINIO CONTINUO

En esta seccion se estableceran algunas sefiales a través de funciones matematicas definidas
en el dominio continuo, en virtud de su importancia en el empleo de las mismas en el
estudio de los sistemas.

Definicion 1.15 (Funcién impulso en el dominio continuo)Sead(t) la funcién impulso
o también conocida como la funcion delta de Dirac, la cual es una funcion tal que para un
valor positivodeseRye — 0

st)=0, [t|>e, (1.3)

Ademas, debe satisfacer §ue

I s(t)dt= Isilrgﬁsd(t)dtz 1. (1.4)

(o)

3Note que la variable independiente en las sefiales definidas en el dominio continuo son indicadas entre paréntesis,
por ejemplox(t), mientras que para el caso del dominio discreto, la variable independiente es denotada entre
corchetes, como por ejempipn].
4Observe que la notacidiw(-) significalin&( ).

&, £

&>0
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Definicién 1.16 (Funcién escaldn en el dominio continuoPenote au(t) como la fun-
cion escalon definida en algn dominio continuo, tal que

0, Vt<O;
1, Vvt>O0.

Definicién 1.17 (Funcién pulso rectangular en el dominio continuo)Denote apa(t) a
una funcién definida en algin dominio continuo, tal que

1, Vitl<a
Pa(t) = (1.6)
0, Vit|>a

dondea € R, representa el semiancho del pulso rectangular.

Pa(t)
2<>

=
o

—t

fo) Mpup—

Figura 1.4. Sefial pulso rectangulag(t) definida en el dominio
continuo

La Figural.4ilustra un ejemplo de una sefial definida en el dominio continuo y cuyo
modelo matemético corresponde a la funcion pulso rectangular con semaad)b.

Definicion 1.18 (Funcién pulso triangular en el dominio continuo) Denote aja(t) la fun-
cion pulso triangular definida en algin dominio continuo, la cual viene dada por

t
1- U, Vit < &

Ga(t) = a 1.7
0, Vit > a,

dondea € R, significa el semiancho del pulso triangular.

La Figural.5 muestra una sefial definida en el dominio continuo con expresion mate-
matica dada por la funcién pulso triangular de semiarechd, 5.

Definicion 1.19 (Funciénseng(t)) Denote aseng(t) la funcidon senc definida en algun
dominio continuo, tal que cumple con
1, Yt=0;

seng(t) = sent) 0 (1.8)
at 9 9

dondeaeR,.
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da(?)
2<>
-3 —2—-a-1 0 1 a 2 3t

Figura 1.5. Sefial pulso triangulagiy(t) definida en el dominio
continuo

Figura 1.6. Sefalseneg,(t) definida en el dominio continuo

La Figural.€ presenta un ejemplo de la funciéene,(t). Note que a consecuencia de
que el parametra = 2r, se produce valores de rango iguales a cero en@atadondek
toma los valores de=+1,+2,...

1.4 MODELOS MATEMATICOS DE SENALES DISCRETAS

Los modelos matematicos empleados para la representacion de una sefial estan basados en
expresiones matematicas de funciones, los cuales deberan tomar en cuenta la naturaleza de
las sefiales a modelar.

Estos modelos matematicos pueden representar tanto sefiales peridédicas como aperiédi-
cas, ademas de las consideraciones taxondmicas estudiadas en la/S&ccion

En el caso de sefales definidas en el dominio continuo, éstas son representadas a través
de expresiones matematicas cuyo dominio esta definido en el campo de los nimeros reales,
mientras las sefales deterministas definidas en el dominio discreto, su dominio suele ser
definido en el campo de los nimeros enteros.

En esta apartado se estudiara, a los efectos de mostrar un enfoque, la forma como
seran representadas la sefiales deterministas definidas en el dominio discreto, bien sea
tiempo, espacio, o cualquier otro dominio que permite representar variables de un sistema
en términos de un dominio discret®réa 2006 Capitulo 2).

Para esto, se veran algunas definiciones empleadas en el ambito del analisis de sefiales.

Definicién 1.20 (Funcién impulso discreto desplazadofead[n—d] una funcion defi-
nida en términos de la variable discreta independientZ, y cuya definicion viene dada
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por
1, Vn=d;

6[n—d]:{ o vnzd (1.9)

donded € Z es el parametro que indica el desplazamiento.

o[n — 4]

o
o

o
N
oo
o232
—
=
—
)
—
<3
—
=9
—
oo
™)
So
)
NG
3

—10 -8 —6 —4 -2 0

Figura 1.7. Funcién impulso discreto desplazado, cba 4

La Figural.7 muestra un ejemplo de la funcién impulso discreto desplazada, para el
caso erd = 4.

Definicién 1.21 (Funcién escalon discreto desplazadd)a funcién escalén discreto des-
plazado denotada par[n—d], es una funcion definida en términos de la variable discreta
independienta € Z, y cuya definicién viene dada por

0, Vn<d;
u[n—d]:{ 1 vn>d (1.10)

donded € Z es el parametro que indica el desplazamiento de la funcién con respecto al
origen de coordenadas.

La Figural.g@ muestra un ejemplo de la funcién escalon definido en el dominio discreto
para el caso de un desplazamientalde4.

u[n — 4]

o
N

—10 =8 —6 —4 -2 0 8 10 12 14 16 18 20 22 7n

Figura 1.8. Funcion escalén discreto con desplazamiehtod
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Por otra parte, la FigufhCilustrala secuencia de muestras correspondiente a la funcién
escaloru[n — 4] definido en el dominio discreto.

fr

1+ © 000O0CO0OOOOODOOOOOGO OGO O

—10 -8 =6 -4 —20] 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 22 k

Figura 1.9. Secuencias de muestras de la funcion escalon
discreto con desplazamierdac= 4

Es importante diferencial el significado de una funcion en el dominio discreto, la cual
se denota comd[n] y la secuencias de muestras de la funcion denotada dpnimque
constituye la expresién matematica:

f[n] = i fo[n-k, Vnez, (1.11)

k=—oc0

donde, para el caso de la funcion escalfm-d], fx esta dado por

0, Vk<d;
fic = (1.12)
1, Vk>d.

De acuerdo a la Definiciod.2( la funcion escalén discreto desplazada puede ser
representada por

ufn—d] =i6[n—i], vnez. (1.13)
i=d

Teorema 1.1 Seaf(t) : R — R una sefial en el dominio continuo. Si se toman muestras de
la sefial f(t) a intervalos regulared € {x € R : x> 0}. Entonces, la sefial en el dominio
discreto, proveniente de las muestras extraidas de la Sefjghuede ser representada por

f[n] = i f(kh)s[n—kh] = i f(kh)sIn-K Vnez, (1.14)

k=—oc0 k=—00

dondef (kh) es el rango de la funciéffi(t) en cada instant&h, yk € Z es el contador de la
muestra.

Demostracion.La discretizacion de una sefial definida en el dominio continuo debe inter-
pretarse como la coleccién ordenada de muestras de la sefial, la cual su valor es el rango
de la sefial continua en cada instante, y que esta separada una muestra de la siguiente en
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Este hecho, permite ver el muestreo como el producto de la sefial continua por lo que se
conoce como tren de impulsos unitarios, es decir,

f(t) = (1) i S(t—kh), VteR, (1.15)

k=—0c0

dondes(-) denota la funcion delta de DiraBieg 2006 Baumeret al., 2004 Gel'fand y
Shilov, 1964).
Ahora, de la Ecuaciéril(15), se tiene que

f(t) = i f()o(t—kh), VteR. (1.16)

k=—0c0

Por otra parte, se sabe quef ) es una funcion continua para totde R, entonces
f(1)6(t—to) = f(to)o(t—to), (1.17)

dondet, € R representa el desplazamiento con respette @
Empleando la Ecuaciéii(17) en la Ecuacioni.1€), se tiene que

f(t) = i f(khs(t—kh), VteR, (1.18)

k=—o0

la cual al ser representada en el dominio discreto, se obtiene

f[n] = i f(kh)s[n—k, VnezZ (1.19)

k=—o00

debido al reemplazo depor n, y sabiendo que la separacién real entre una muestra y su
vecinaed. m

Observacion 1.4 Note ques(x) denota la funcién delta de Dirac definida en el dominio
continuox € R. Mientrass[n] representa la funcion impulso discreto definida en el dominio
de los nimeros enteross Z.

Observacion 1.5Los valores de rangos que adquiere la funciifkh) para cada valor
entero dek seran denotado$y. En consecuencia la sefial discretfn] es representada
por

f[n] = Z foln-K, VYnez, (1.20)
k=—oo

Observacion 1.6 (Definicion deu(t - To)li—, para su discretizacion) Aun cuando la fun-
cién escalon unitario, desplazada dg € R, definida en el dominio € R, denotada en
general comau(t — Ty), no esta definida eh= Ty, su valor de rango emn = T, podria
definirse a los efectos de su discretizacién con un valor de rango igual a uno. No obstante,
existen muchos otros criterios como por ejemplft— To)li—t, = 0, u(t—To)l=, = 1/2,
entre otros.

Basado en estas definiciones se desarrollardn un conjuntos de ejemplos que permitiran
inducir el método de discretizacion de sefiales, los cuales podran ser empleados para su
generalizacion.
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B EJEMPLO 1.2

Suponga que se cuenta con la siguiente informacion definida en algiin dominio
discreto, a través de la siguiente tabla:

Tabla 1.1 Valores medidos

k -1 0 1 2 3
ftk 5 4 3 2 -5

Obtenga una expresion matematica que permita representar los valores mostrados
en la Tablel. 1.

Solucion

Los datos de la Tabld.1 pueden ser representado mediante el empleo de la
funcion impulso discreto.

Es decir,

f[n] =56[n+1]+46[n] + 36[n—1]+25[n—-2]-56[n—-3], VYneA, (1.21)

dondeA={geZ:-1<q<-5}.

El lector podra interpretar rapidamente el significado de los desplazamientos de
la funcién impulso discreto definida por la Ecuaci@®() a través de la Definicion
1.20 y los valores mostrados en la Tafld.

Por ejemplo,f[1] esta dado por

f[1] = 56[1 + 1]+ 46[1] + 36[1 — 1]+ 26[1 — 2] - 55[1 - 3] = 3, (1.22)

al evaluar la Ecuacio(22) paran= 1.

El Ejemplol.2 muestra la interpretacion y uso de la funcion impulso discreto.

Por otra parte, si los datos mostrados en la Tadaon interpretados como parte de la
informacion, en donde

f[n]=0, VYn¢{qeZ:-1<qg<-5}, (1.23)
modelo matematico debe ser entonces,

f[n] =56[n+1]+46[n] +35[n—1]+26[n—2]-56[n—-3], VneZ. (1.24)

B EJEMPLO 1.3
Sea una sefial continddt) : R — R, la cual esta definida como
f(t) = et Tyt -Ty), VteR. (1.25)

Determine la correspondiente expresion matematica de la sefial en el dominio
discreto, si ésta es discretizada a intervalos regularés=de,, donde se denota a
R, ={xeR: x>0}
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Solucién
Para esto, primero se debe evaluar la expresion matematica definida por la Ecua-
cién (1.25) para el cast = kha los fines de aplicar el Teorerfd, quedando

f(kh) = e*®Tolykh—T,), VYkeZ. (1.26)
Reordenando los términos en la Ecuacibi2€), se tiene que
f(kh) = e B y[h(k— ), vkez. (1.27)
De la Ecuacion1.27), se tiene que
f[n] = i ek sin_K], Vnez, (1.28)
k=11
donde el operaddr-1 aproxima al préximo entero superior.

A objeto de hacer una representacion grafica, suponga gue2, To=0,3 sy
h=0,1s lo cual al sustituir en la Ecuaciéi.f€), se obtiene

f[n] = Z e 20U52)5in-K|, Vnez (1.29)

resultando .
fln] = Z e02-3)s5[n-K], Vnez, (1.30)

k=3

la cual, al denotar a= e %2 se obtiene que

fn] =irk—35[n—k], vnez. (1.31)
k=3

La expresion mostrada por la Ecuacidn3]) es lo que se denomina como expo-
nencial discreta, 0 mas apropiada decir, exponencial en el dominio discreto.

La Figurall.10 de la paginal? representa la funcién exponencial desplazada
definida en el dominio discreto, para un desplazamiento con respecto al origen
de coordenadas db= 3y un intervalo de discretizaciéon de=0,1 s

Por su parte, la Figurh11de lal7ilustra la secuencia de muestfagorrespon-
diente a la funcién exponencial discreta estudiada en el ejemplo.

Note que la secuencia discreta esta definida por

(1.32)

0, Yk < 3;
fi =

rk=3 vk>3,

donde el subindick € Z representa la posicion de la secuencia.

El lector debe tomar en cuenta que se ha considerado que el rango de la funcién escalén
se ha representado con un valor de uno, justo en su discontinuidad (véase Obsér@acion
de la pagind4).
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Figura 1.10. Funcién exponencial desplazada definida en el
dominio discreto, cod =3y h=0,1s
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Figura 1.11 Secuencia de muestras de la funcién exponencial
desplazada definida en el dominio discreto, den3y h=0,1s

W EJEMPLO 1.4
Sea una sefial continxét) : R — R, la cual es definida como
f(t) = sengt)u(t), VYteR. (1.33)

Determine la expresion mateméatica de la correspondiente sefial definida en el
dominio discreto, si la sefial es discretizada a intervalos reguiarésl s

Solucion
Aplicando nuevamente el Teoreihd, se tiene que

f(kh) = senfkh)u(kh), VYkeZ. (1.34)
Empleando la Ecuaci6ii(34), se obtiene que

0, Yn<O0;

f[n] = senghnu[n] ={ « (1.35)
k;o senghk)é[n-k], vn=>D0.
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sen(mhn)u[n]

12 14 16 18
F—6—0—6—0—
—6 —4 —20 ] > K n

Figura 1.12 Funcién seno definida en el dominio discreto, con
h=0,1s

La Figural.1l2muestra una representacion grafica de la sefial seno definida en el
dominio discreto, cuando el paso de discretizaciohe9,1 s la cual es expresada
por la Ecuacioni.35).

A partir de la Ecuacion(.35) se tiene que la secuencia de muestras correspon-
diente esta definida por

0, Yk <0;

fx = (1.36)
senfrthk), Vk=>0.

fr
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Figura 1.13 Secuencia seno definida en el dominio discreto, con
h=0,1s

Por otra parte, la Figufh 13presenta la secuencia de muesfiaorrespondiente
a la funcion definida en el ejemplo.
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Através de los ejemplos presentados, el lector debe poder entonces apreciar la diferencia
gue existe entre una funcién definida en el dominio discreto y su correspondiente secuencia
de muestras.

1.5 MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS

Uno de los aspectos que deben considerarse en todo modelo matematico de una sistema, es
explicar a través de él, las diversas cantidades que definen el sistema, es decir, sus sefiales y
parametros. En el caso de las sefales, los modelos deben poder mostrar de manera explicita
cuales son las sefales de excitacion y cuales son las sefiales de respuesta.

Para poder lograr determinar cual o cuales son las sefiales de respuesta, el modelo
matematico debe ser expresado de modo explicito, en virtud de que al estar en modo
implicito no se podra especificar la naturaleza de las variables desde el punto de vista
de su causa y efecto. Como ejemplo, considere el modelos dado por

y(t) = m(t) X(t) + bt). (1.37)

De acuerdo a la Ecuaciof.87), lo Unico conocido es qugt) es una cantidad (para-
metro o sefal) que es respuestardd, x(t) y b(t). Sin embargo, al reexpresarla como

y(t) — m(t) x(t) - bt) = 0. (1.38)

La Ecuacién1.3€) no suministra suficiente informacion de la naturaleza de las cantidades
desde el punto de vista de su causa y efecto. Es por tal motivo que al momento de expresar
un modelo matemético de un sistema debe indicarse la naturaleza de cada una de las
cantidades expresadas en el modelo matematico.

Un ejemplo de esto es:

Modelo 1.1 Seanx(t) ey(t) las sefiales de excitacién y respuesta, respectivamente. Enton-
ces, el modelo matematico del sistema representado por

y(t) = mt) x(t) + b(t), Vx(t)€R, (1.39)

dondem(t) y b(t) constituyen parametros del sistema, y muestra la relaciéon entre las
sefiales antes descritas.

Por otra parte, dado que en este material no seran tratado las cantidades estocasticas, los
parametros pueden diferenciarse de las sefiales mediante el empleo de mayusculas, para
asi poder distinguirlos facilmente en el modelo matematico. En consecuencia el Modelo
1.1 puede ser definido por:

y(t) = M) X(t) + Bt), VX(t) €R, (1.40)

donde claramente queda establecido g(if e y(t) son respectivamente las sefiales de
excitacion y respuesta,M(t) y B(t) representan los parametros del sistema.

Sin embargo, los parametros pueden ser representado con letras mindsculas siempre y
cuando se le indique al lector que ellos son parametros.

Es oportuno sefalar que la mayor parte de los sistemas que son estudiados en la in-
genieria eléctrica corresponden a sistemas que describen las relaciones dindmicas de su
excitacion y respuesta. Estos sistemas tienen asociado normalmente un modelo mateméatico
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que corresponde a una ecuacion diferencial, la cual puede ser de parametros constantes
o variables. Ademas, los modelos matematicos que son empleados en el estudio de los
sistemas pudieran obedecer a modelos definidos por ecuaciones diferenciales de primer
grado. Ciertamente existe una gran variedad de tipos de sistemas los cuales deben ser
analizados desde la 6ptica que ocupe en un esquema taxonémico, y es por tal motivo que
deben clasificarse los sistemas segun el modelo matematico que haya adoptado el analista
del sistema.

1.5.1 Taxonomia de los sistemas de acuerdo a su modelo matematico

A través de los modelos matematicos de los sistemas, estos pueden ser clasificado en
concordancia con un conjunto de definiciones las cuales seran estudiadas en este apartado.
Para poder establecer una estructura taxonémica, se veran en primera instancias un
conjunto de definiciones que permitiran clasificar los sistemas en términos de los siguientes
enfoques, los cuales algunos de ellos son presentad@ppenheinet al, (1999.
Con el proposito de establecer las definiciones se empleard la siguiente notégion:
x[n] representan la sefial de excitacion en el dominio continuo o discreto, respectivamente,
gue por lo general se establecera que sera el tiey(ipo;y[n] representan respectivamente
la sefial de respuesta en el dominio continuo o discreto; y el sinfbdagnificara el
operador que causa la transformacién de la sefial de excitacion. Es decir, al expresar

y(t) = 7[x(V)], (1.41)

ésta representa en términos generales el modelos matematico del sistema.

Es importante puntualizar que el desarrollo de esta seccién se denotara como dominio
la variablet. Sin embargo, las conclusiones aportadas podran ser extrapoladas facilmente
al dominion, el cual se ha reservado para denotar el dominio discreto espaciado uniforme-
mente.

1.5.1.1 Sistema lineal o no lineal Para estudiar esta caracteristica considerada en
algunos sistema se enunciard y estudiara la definicion de sistema lineal.

Definicién 1.22 (Sistema lineal)Un sistema se dice ser lineal si satisface las propiedades
de:

a) Homogeneidad o también denominado proporcionalidad.
b) Superposicion.

Propiedad 1.1 (Homogeneidad)Se establece que un sistema, con modelo matematico
dado pory(t) = 7[x(t)], cuenta con la propiedad de homogeneidad, si al alterar la exci-
tacion enk veces, es decir, si su nueva excitaciorkeg), dondek es una constante sin
restriccion de signo, entonces la respuesta del sistema debeké(ser

Propiedad 1.2 (Superposicidon)Sea un sistema con modelo matematico definidg(pps
TIx(t)], y ademas sew(t) la respuesta individual ante cada una de las excitacion@}
paratodoi = 1,...,n, es decir,

Vi) =7[x@®)], Vi=1,...n
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Entonces, la respuesta del sistema ante una excitacion definida por la suma ponderada
de la excitaciones;(t) para todoi = 1,...,n, es decir,

n
() = ) ax(®),
i=1
dondea, € R es cada una de las constantes sin restriccion de signo, viene dada por
n
§(O) = TIXO1 = Y ayi(t).
i=1

Observacion 1.7 El sistema definido poy(t) = 7[x(t)] = Ax(t) + B, dondeA y B son
constantes reales distintas de cero, aun cuando su modelo matematico es lineal, no satisface
la propiedad de homogeneidad.

Para comprobar la aseveracién enunciada en la Obser&agj@uponga que el sistema
definido pory(t) = 7[x(t)] = AX(t) + B es excitado por la sefia(t), la cual obviamente
produce la respuestdt) = Ax(t) + B. Ahora, si el sistema fuese excitado nuevamente por
una sefiak x(t), entonces, de ser lineal, el sistema debera satisfacer la Propiddpaduya
respuesta deberaia 3€t) = K[AX(t) + B]. No obstante, la respuesta del sistema realmente
esy(t) = kAxt) +B.

Propiedad 1.3 (Sistema linealmente incrementalSea un sistema definido por la expre-
sién matematicg(t) = 7[x(t)]. Se dice que el sistema es linealmente incremental si para
las excitaciones(t) y xo(t), el sistema produce respectivamente las respugg(@s=

T [x1(t)] yy2(t) = T [x2(t)]. Entonces, la diferencia de las respuestgs) —y.(t), conforma

un sistema lineal en el sentido de la Definicib@z.

B EJEMPLO 1.5

Sea un sistema definido por

y(t) = T[] = AXt) + B,

dondeAy B son constantes reales distintas de cero.
Si el sistema es excitado por las sefi&ig$) y Xo(t), el sistema produce respecti-
vamente las respuestas,

ya(t) = 7 [xa(t)] = Axu(t) + B. (1.42a)

y2(t) = T [xa(t)] = Ax(t) + B. (1.42b)

Ahora, el sistema definido por la diferencias de las respugtp— y»(t), las
cuales son definidas respectivamente por la Ecuaciamné®y y (1.421), se obtiene

y1(t) —y2(t) = [Ax(t) + Bl - [Ax(t) + B] = A[xa(t) - x2(1)]
la cual satisface las Propiedadety|1.2.

1.5.1.2 Sistema estatico o dinamico Una caracteristica importante en los sistemas
es en relacién a la memoria que los mismos contengan, lo cual permitira definir si son o no
dinamicos.



22 SENALES Y SISTEMAS

Definicién 1.23 (Sistema estaticolUn sistema se dice ser estatico o también sin memoria,

Si su respuesta es consecuencia exclusiva del valor presente de su excitacién. Es decir, su
respuesta en el instantees sdlo debido al valor de la excitacion en ese mismo instante

y esto se cumple para cada instahteR.

Definicion 1.24 (Sistema dindmico)Un sistema se considera dinamico o llamado tam-

bién con memoria, si su respuesta puede deberse, ademas del valor presente en su entrada,
a los valores de su excitacion en el pasado o incluso de valores futuros que pueda tomar
la sefial de excitacion.

B EJEMPLO 1.6
Sean los sistemas definidos por
y(t) = TIx()] = AX(t) + B. (1.43a)

y(t) = TIX()] = A[x() — x(t— At)] + B (1.43b)

dondeA, By At son constantes reales distintas de cero.

El modelo dado por la Ecuaci6i.d3g es considerado estatico por cuanto su
respuesta depende Gnicamente del valor presente de la excikégiddientras, el
modelo matematico definido por la Ecuacidm3h), ademas de depender del valor
presente de la excitacion, depende del valor adquirido por la excitAtibempo
atras, en el caso de considerdr> 0, o del valor que pueda tener la excitacién al
cabo deAt unidades de tiempo, para el caso en dofide 0.

1.5.1.3 Sistema causal o no causal

Definicién 1.25 (Sistema causalBe dice que un sistema es causal si el mismo podria
producir cambios en su respuesta, Unicamente después de cambios presente en la excita-
cion.

Matematicamente, se puede decir que para un sistema definidgtper7 [x(t)], si

() Yt < T,
X0 = { XO+AM) Vt> To.

Entonces,

(0 = { y(b) vt < To,
YO +TIAWD)] Vt>To,

dondey(t) podria ser o ng/(t), dependiendo si el sistema es o no lineal.

Definicion 1.26 (Sistema No causal)n sistema es considerado no causal o también co-
nocido como anticipatorios, si él puede producir cambios en su respuesta, antes de que se
produzcan eventuales cambios en su excitacion.

1.5.1.4 Sistema invariante en el dominio o variante en el dominio Un aspecto
relevante en el estudio de los sistemas es suponer que ellos son invariante en tiempo, lo cual
simplifica considerablemente los métodos empleados en la determinacién de su respuesta
ante una sefial de excitacion.
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Definicién 1.27 (Sistema invariante en el dominio)Sea un sistema definido por su mo-
deloy(t) = 7[x(t)]. Se dice que el sistema es invariante en el dominio, si su respuesta ante
una excitaciérn(t —ty), corresponde Unicamente a la respuegta pero trasladada e,

es decir, su respuesta estara dada g(rto).

Definicién 1.28 (Sistema variante en el dominio)Jn sistema cuyo modelo corresponde
ay(t) = 7[x(t)] es variante en el dominio, si su respuesta ante una excitagtért,), no
corresponde a la respuesyét —t,).

B EJEMPLO 1.7

Sea un sistema, el cual ante una excitackf) = u(t) para todot € R produce
la respuestg(t) = e"'u(t) para todot € R. Si el sistema es invariante en tiempo,
entonces, puede afirmarse que ante una excitacion definiddtperu(t —t,) para
todot € R, su respuesta deberé §¢) = e {(-lly(t —t,) para todd € R.

1.5.1.5 Sistemaen eldominio continuo o en el dominio discreto Este enfoque
taxondmico es so6lo una abstraccion que obedece a las consideraciones que hace el mode-
lador del sistema o el analista, debido al hecho de que tanto el tiempo como el espacio son
continuos. Sin embargo, el tratamiento de la continuidad del dominio puede o no conllevar

a simplificaciones deseables en la representacidn del modelo matematico del sistema.

Definicién 1.29 (Sistema en el dominio continuo)JJn modelo matematico de un sistema
se dice estar representado en el dominio continuo, si sus variable independiente estan
definidas como continua o para cada ndmero real perteneciente al dominio.

Definicién 1.30 (Sistema en el dominio discretolJn modelo matematico de un sistema

se dice estar representado en el dominio discreto, si sus variable independiente esta re-
presentada por cantidades discretas, las cuales suelen ser distribuidas uniformemente, es
decir, a intervalos regulares.

B EJEMPLO 1.8

Considera un red eléctrica compuesta por un conjuntdl divisores de tensién
resistivos conectados en escalera, y cuyas resistencias eléctricas son todas iguales y
de valorR.

AAA - AA AAA, o AAA
vy vy Vv Wy ‘V‘VAV

a 0 R I R Vn R . R ) R
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Figura 1.14. Red eléctrica d&\ divisores de tension resistivos

La Figurgl.14muestra la red eléctrica descrita anteriormente, en donde se denota
por v, la tensidén con respecto al neutro de la fuente panagsimo nudo.

El modelo matematico asociado a los valores de tensiones eléctricas, con respecto
a terminal negativo de una fuentt) voltios, corresponde a un modelo discreto
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de dominio definido por la enumeracién de los nudos, los cuales son facilmente
obtenidos al calcular las sumas de las corrientes em-é&ssmos nudos (nodos) .

Al igualar la suma de corrientes que entran en el nodd con la suma de
corrientes que sale de ese mismo nudo, facilmente se obtiene

Vn-2=Vn-1 _Vn-1  Vn-1—Vn

= 1.44
R R ' R (1.44)

Al despejar el términe, de la Ecuacioni.44), se tiene
Vn = 3Vn_]_ _Vn_z. (145)

Reexpresando la Ecuaci¢h.45) de acuerdo a la convencion empleada en este
texto, se obtiene que

v[n] =3v[n-1]-v[n-2], ¥2<n<N. (1.46)

Es importante agregar que el modelo representado por la Ecudcifih €s un
modelo matematico cuyo dominio viene a significar la posicién del nudo, es decir, el
modelo arroja la tensién eléctrica ae€simo nudo, con respecto al terminal negativo
de la fuente o excitacion.

1.5.1.6 Sistema determinista o estocastico Un punto de vista importante en

la clasificacion de los sistemas es en relacién a su naturaleza determinista o aleatoria.

Desde esta dptica se tiene que estas consideraciones dependen significativamente del nivel
de resolucion adoptado por el observados del sistema. Es decir, el hecho de considerar
un sistema determinista o estocastico depende de la resolucién con que se midan las
cantidades del sistema, lo cual al considerar sus alteraciones aleatorias o0 no, es lo que
determinara si el sistema bajo estudio es considerado determinista o estocastico.

Definicién 1.31 (Sistema determinista)Se dice que un sistema es determinista, si sus
cantidades internas son determinista, es decir, tanto sus variables internas como parame-
tros son deterministas.

Definicidn 1.32 (Sistema estocasticoYn sistema es considerado estocéstico si al menos
una de sus cantidades internas esta asociada a una variable aleatoria.

La Figural.15de la paginé25 muestra un esquema de clasificacion de los sistemas
desde la Optica presentada en esta obra. Como puede apreciarse de la figura, de acuerdo
con punto de vista expuesto anteriormente, existen 24 diferentes tipos de sistemas, todos
ellos dependiendo de las cinco parejas de definiciones enunciadas.
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. . Deterministas
Invariante en el dominio L.
Estocasticos
Causales . .. Deterministas
Variante en el dominio .
Estocéasticos
Dindmicos . L. Deterministas
Invariante en el dominio . .
Estocasticos
Lineales No causales ..
. .. Deterministas
Variante en el dominio ) . .
Estocasticos
. .. Deterministas
Invariante en el dominio .
Estocasticos
Estédticos< Causales ..
. .. Deterministas
Variante en el dominio . .
Estocéasticos
Sistemas . .. Deterministas
Invariante en el dominio ) .
Estocasticos
Causales . .. Deterministas
Variante en el dominio ..
Estocasticos
HHamicos . . Deterministas
Invariante en el dominio .
Estocasticos
No lineales No causales ..
. .. Deterministas
Variante en el dominio . .
Estocasticos
. . Deterministas
Invariante en el dominio L.
Estocasticos
Estaticos< Causales ..
. .. Deterministas
Variante en el dominio (s
Estocdsticos
Figura 1.15. Esquema taxonomico de sistemas
PROBLEMAS
1.1 Seauna sefiat) definida por
x(t) =eu(t), VteR. (1.47)

Si a la sefial dada por la Ecuacidn4?) se le toman muestras a intervalos reguléres
%) s. Determine el modelo matematico de la sefial disctgthque represente la secuencia
de las muestras extraidas a la sefgl

1.2 Determine los correspondientes modelos matematicos en el dominio discreto, que
representen las secuencias de muestras extraidas de las siguientes sefiales definidas me-
diante los modelos mateméticos continuos, si las muestras son tomadas a intervalos regu-
lares de valoh =1 s

a) x(t) = sen(u(), VteR.

b) x(t) =etsen(2u(t), VteR.

C) X(t) =pa(t—4), VteR.
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d) x(t) = gt +4), VteR.

1.3 Sean los modelos matematicos definidos en el dominio continuo, en d¢hae
y(t) representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema objeto
de estudio, y las cuales ambas sefiales dependen de la variable independiente continua
t € R. Entonces, a qué tipo de sistema corresponde cada modelo matematico definido a
continuacion:

a) y(t) = X3(t), Vx(t)eR.

b) y(t) = sen(2) x(t), Vx(t) eR.

c) y(t) = max(x(t),0), Vx(t)eR.

d) yt) =x(t+1), VYx() eR.

1.4 Sean los modelos matematicos definidos en el dominio discreto, en amjde
y[n] representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema objeto
de estudio, y las cuales ambas sefales dependen de la variable independiente discreta
n € Z. Entonces, a qué tipo de sistema corresponde cada modelo matematico definido a
continuacion:

a) y[n] =a"x[n-2], vx[n] €R.

b) y[n] = x[n+1]-x[n], Vx[n]eR.

c) y[n] =x[n] x[n-2], Vx[n] eR.

d) yinl=1+xn-1], VvX[n] eR.

1.5 Sea un sistema definido en el dominio continuo, y cuyo modelo matematico viene
dado por

dPy(t) . d?y(t) | dnt)
20 8
e U de o dt
dondex(t) e y(t) representan respectivamente las sefiales de excitacién y respuesta del
sistema, yu(t) es la sefial escaldn unitario.

16 +y() = x() +u(t), Vt>0, (1.48)

Entonces, la forma mas completa de clasificar el sistema definido por la Eclladign (
€S COmo un sistema:

A) lineal, dinamico, causal, variante en tiempo y determinista;

B) lineal, dindmico, causal, invariante en tiempo y determinista;

C) nolineal, dinamico, causal, invariante en tiempo y determinista;

D) incrementalmente lineal, dinamico, causal, variante en tiempo y determinista.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.6 Grafique las siguientes sefiales descritas a continuacion.
a) x(t) = max(Q sen(2)u(t), VteR.
b) x(t) = min(0, sen(@))u(t), VYteR.
c) X(t) =u(sen(D)u(t), VteR.
d) x(t)=1-q,(t), VteR.

1.7 Determine los correspondientes modelos matematicos en el dominio discreto, que
representen las secuencias de muestras extraidas de las siguientes sefiales definidas me-
diante los modelos matematicos descritos a continuacion, si las muestras son tomadas a
intervalos regulares de valbr= 2—10 S
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a) x(t) = max(Q sen(2))u(t), VYteR.

b) x(t) = min(0, sen(2))u(t), VYteR.

c) x(t) =u(sen(@)u(t), VteR.

d) x(t)=1-q,(t), VteR.
1.8 Sean los modelos matematicos definidos en el dominio continuo, en d¢hae
y(t) representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema objeto
de estudio, y las cuales ambas sefiales dependen de la variable independiente continua
t € R. Entonces, a qué tipo de sistema corresponde cada modelo matematico definido a

continuacion:

ay _ dy(t)\?
— =X(t) + 1. _
c) at X(t) + d) ( o ) = X(t).

1.9 Sean los modelos matematicos definidos en el dominio discreto, en dfmjde

y[n] representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema objeto
de estudio, y las cuales ambas sefiales dependen de la variable independientediZcreta
Entonces, a qué tipo de sistema corresponde cada modelo matemético del sistema definido
a continuacion:

a) yn] = x[n] - x{n—1]. b) y[n] -y[n—1] = xn].
¢) yInl -y[n-1] = x[n+1]. d) y[n] -y[n—1] =nxn].






CAPITULO 2

ANALISIS DE SISTEMAS EN EL DOMINIO
CONTINUO

Los modelos matematicos son aproximaciones de nuestro bello universo. ¢Y es qué todo este
universo maravilloso ha sido creado mediante modelos o es realmente un modelo?
—Ebert Brea

El estudio de la respuesta de los sistemas lineales, dindmicos, causales, invariantes en
el dominio y deterministas (LDCID) en el dominio continuo, ademas de mostrar algunos
elementos metodoldgicos que seran abordados, servird de base para el entendimiento de
la respuesta de sistemas LDCID en el dominio discreto, los cuales seran ampliamente
mostrados en el siguiente capitulo de este libro.

Este capitulo estd estructurado de acuerdo a las siguientes secciones: en la Seccion
2.1 se presenta brevemente las principales caracteristicas de los sistemas LDCID, a fin
de identificar los principales elementos que deben ser considerados en la definicién de un
modelo matematico, ademas de como puede influir los puntos de vista en el modelaje de
los sistemas; en la Secci@r son estudiados los métodos de resolucion de ecuaciones di-
ferenciales tanto para sistemas de primer orden como de orden superior, cuando el sistema
es considerado lineal, dindmico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID).
Un concepto muy importante en el campo de la ingenieria eléctrica y que tiene amplias
aplicaciones en el estudio de los sistemas de control es el concepto de respuesta impulsiva,
el cual es tratado en la Secc@iR para el caso de sistemas LDCID, asi como su respuesta a
un escaldn unitario, la cual es estudiada en la Se@riFinalmente, el lector dispondra

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 29
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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de una seccion de problemas y ejercicios propuestos a fin de reforzar los conocimientos
adquiridos en el capitulo mediante la resolucién de problemas y ejercicios.

2.1 SISTEMAS LINEALES, DINAMICOS, CAUSALES, INVARIANTES EN
TIEMPO Y DETERMINISTAS

Los sistemas lineales, dinamicos, causales, invariantes en el dominio y deterministas (LDCID)
definidos en el dominio del tiempo continuo constituyen parte importante en el estudio de
los sistemas eléctricos, debido al hecho de sus innumerables aplicaciones dentro de la
ingenieria eléctrica.

En general podria decirse que los sistemas lineales son el resultado de aproximaciones
en el modelaje de sistemas. No obstante, aun cuando los sistemas eléctricos forman parte
de los llamados sistemas no lineales, su tratamiento como sistemas lineales permiten dar
respuestas acertadas a las preguntas que pudiera requerir los profesionales del area. Es por
esta razon que el estudio de los sistemas lineales ha abarcado una parte importante en la
bibliografia especializada.

Por otra parte, los modelos mateméticos de sistemas dinamicos definidos en el domi-
nio continuo presentan términos asociados a operaciones de derivadas de las cantidades
externas con respecto a la variable independiente, que por lo general sera el tiempo. Estos
modelos matematicos se denominan ecuaciones diferenciales, y sus respectivas respuestas
son totalmente definidas por las condiciones de cada sistema representado por el modelo
matematico.

Un aspecto que debe ser considerado en el modelaje de los sistemas es el propoésito
del modelo matemadtico, el cual debe reunir tanto su simplicidad como la exactitud de las
respuestas que ofrezca a las preguntas que puede plantear el analista del sistema.

Al respecto, véase el siguiente ejemplo, el cual permite mostrar al menos dos puntos de
vista que conducen a dos modelos matematicos absolutamente diferentes.

B EJEMPLO 2.1

Sea el sistema mostrado en la Fig@rg, el cual corresponde a un sistema lineal,
dinamico, causal y determinista (LDCD), dond#8 representa la sefial de excitacién

del sistema y la sefial de respuesta corresponde a la diferencia de potencial eléctrico
sobre el condensador, denotada cojftp

R
Wy

z(t) @ i(t) C == y(t)

Figura 2.1. Diagrama esquematico de un sistema LDCID con-
formado por una resistencia y un condensador
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Para el sistema descrito, determine su modelo matematico.

Solucién
De acuerdo a las leyes fisicas, se conoce que

X = VR(®) +Y(1), VteR, (2.1)

dondex(t) es representa la sefial de excitacigift) es la caida de la tension eléctrica
sobre la resistencia de valBry la sefial de respuesta del sistema es denotada como
y(t), la cual mide la caida de tension eléctrica en el capacitor de@alor
Ahora se sabe que la cantidad de carga elédfiygue almacena el condensador
viene dada por
qt) = c(t)y(t), VteR, (2.2)

dondec(t) denota la capacidad del condensador como funcion del tiempo.
Al derivar la Ecuacion.2) en funcion del tiempo, se obtiene

dqo dwo ddﬂ

=i(t) = () 22 +y()—2, VieR. (2.3)

De acuerdo con la ley de Ohm, la caida de la tensidn eléctrica sobre la resistencia
es
vr(t) = Ri(t), VteR. (2.4)

Sustituyendo la Ecuacié2.Q) en la Ecuaciénd.4), se consigue

VR(t) = RAt)—— y() Ry(t)dc( ), YteR. (2.5)
Al sustituir la EcuaciénZ.5) en la Ecuaciond.]), se obtiene
y(t)+Rat)—=— y(t) Ry(t)dc(t) =x(), VYteR. (2.6)

Reordenando los términos y suponiendo que t&td comoc(t) > 0 para todo
te R, se tiene que

dyy | L+RG
at tRay YO

x(t), VteR. 2.7
R 27
Ahora, si se considera que la capacidad del condensador es constante, es decir,
c(t) = C para todad € R, la Ecuacion2.7) se simplifica a
dy(®) .
— +—=V(t —Xt VteR. 2.8
M 4 2y = ) (2.8)
Note que el modelo matematico definido por la Ecuac® es sustancialmente
mas simple que el modelo matemético dado por la Ecua@dh @ebido al hecho
de haber supuesto que la capacitancia del condensador es constante.
Es claro que ambos modelos matematicos son validos dentro del nivel de re-
solucién con que son vistos. Sin embargo, la validez de los modelos matematicos
dependera de las necesidades del analista del sistema.
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Es oportuno mencionar que el modelo matematico definido por la EcuZin (
corresponde a un modelo matematico de un sistema variante en tiempo, debido a que
posee parametros variables en el tiempo, mientras el modelo matematico expresado
por la Ecuacion2.8) es invariante en tiempo, por contener parametros constantes.

El lector podria estudiar el sistema de la Fid2ibajo el supuesto de que la resistencia
R contiene una inductancia parasita en serie de Valef capacitoC posee una resistencia
en paralelo de valar, la cual representa las pérdidas de carga eléctrica en el condensador,
y este valor es medido en corriente directa (DC). Ademas, suponga que la capacitancia del
condensador es variante en tiempo. La pregunta seria: ¢ Cémo seria el modelo mateméatico
del sistema?

R 2
_I\M_rvvv\

x(t) @ C == T¢ § y(t)

Figura 2.2. Diagrama esquematico del sistema conformado por
la resistencia y el condensador de la Fig@r# considerando
elementos intrinsecos a la resistencia y el capacitor

La Figure2.2muestra el sistema RC de la Fig 24, bajo la éptica de que la resistencia
contiene una inductancia parasita de vdloen serie a la resistencia de valRry una
resistencia parasite. en paralelo al condensador de vafor Esta resistencia parasita
produce una corriente de fuga en el condensador, y por tal motivo éste se descarga al
estar incluso desconectado del sistema.

2.2 REPRESENTACION MATEMATICA DE LOS SISTEMAS LDCID

Los sistemas LDCID representados en el dominio continuo constituyen los mas frecuentes
sistemas con memoria, y es por eso que su representacién matematica esta dada por las
ampliamente conocidas ecuaciones diferenciales. Ciertamente, los modelos mateméaticos
asociados a los sistemas dinamicos deben obedecer las leyes fisicas o0 en general las leyes
de la naturaleza, las cuales han sido estudiadas en diversos campos de las ciencias.

En esta seccion se estudian los modelos matematicos asi como la resolucién de ellos.

2.2.1 El modelo matematico y sus términos

Un aspecto importante a estudiar en la representacion de un sistema a través de su modelo
matematico es la identificacion de los términos que son expresados en el modelo matema-
tico de un sistema LDCID, el cual es representado por una ecuacion diferencial ordinaria de
ordenm-ésimo en relacion a la sefal de excitacift), y de ordem-ésimo con respecto a

su sefial de respuesfd), es decir, en general un modelo matematico asociado a un sistema
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LDCID viene dado por

n
d"ky(t) d™kx(t)
kZ‘)an gk Z kg VTR, (2.9)

dondey(t) representa la sefial de respuesta también denominada sefial dex@lidpre-

senta la sefial de excitacion o de entrada, y los coeficiep@s 1,...,a9 Y bm,bm-1,...,bo
representan los parametros del sistema, que alteran respectivamente la sefial de excitacion
y la sefal de respuesta, asi como sus derivadas ordinarias, y la variable independiente
t, en este caso puede significar el tiempo, con el propdsito de contextualizar el dominio
en el cual esta definido el modelo matematico. No obstante, la variable independiente
puede representar cualquier otra variable continua, tal como el desplazamiento lineal, el
desplazamiento angular cuando se refiere a la posicion sobre un eje de giro, entre otras
variables.

Por convencion, la variable asociada a la sefal de respuesta en esta obra es denotada
por y(t), y es expresada al lado izquierdo de la ecuacion diferencial, mientras la sefial
de excitacion es representada pt), y es representada al lado derecho de la ecuacion
diferencial ordinaria.

2.2.2 Modelo matematico de primer orden

Un sistema LDCID en el dominio continuo de primer orden es representado mediante una
ecuacion diferencial dada por

dy(t) dx(t)

+apy(t) = +box(t), VteR. (2.10)

Note que el modelo debe ser de primer orden en lo que respecta a los ope%%ﬁores
es decir, en mayor orden de derivadas de la sefal de resg(i@siabe sen = 1. Sin
embargo, podria ser de cualquier orden con relacién a los operadores de la ex%%cién
paran > O, debido al hecho de que las operaciones de derivadas sobre la sefial de excitacion
no son consideradas parte del sistema. Por otra parte, los modelos mateméticos estudiados
en esta obra seran de primer grado con relacion a la sefial de respuesta del sistema, debido
al hecho de que se trata de sistemas LDCID.

Note que las operaciones definidas sobre la sefial de excitacién no forman parte del
sistema, por cuanto las operaciones mateméticas definidas sobre la excitaciéon constituyen
el modelo matematico de la sefial de excitacion.

2.2.2.1 Solucién de los modelos mateméticos de primer orden Como con-
secuencia de conocer la sefal de excitagity las operaciones definidas al lado derecho
de la Ecuaciond.10), siempre podra ser determinada, proporcionando una nueva sefial de
excitacion representada por

- 20

+bpx(t), VteR, (2.11)
dondeX(t) vendria a representar la nueva excitacion.

Ademas, otra forma de ver el problema es aplicando la propiedad de superposicion
(véase Propiedatl.2 en pagina20), en virtud de que la respuesta del sistema puede ser
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estudia ante una excitacion dada géﬁ luego ante una excitacidmx(t), para finalmente
sumar la contribucién de ambas respuestas como respuesta ante la exg{ta.cion

Sin embargo, por razones de simplificacién en la nomenclatura y méas teniendo en
cuenta el recurso empleado a través de la Ecua@dd)(o mediante la propiedad de
superposicion, se estudiara la solucién de la ecuacion diferencial

% +agy(t) = x(t), VteR. (2.12)

Note que para obtener la solucidon del sistema debe conocerse al menos una condicion
de la respuesta del sistema, la cual usualmente es especificada a través de su condicién
inicial, y(0).

Para obtener la solucion de la ecuacion diferencial dada por la Ecuaif), e
multiplicard ambos lados de la Ecuaci@l(z) por una funcionf (t), obteniéndose

dy(t)

f(t)d—tt +aof@y@) = FOX(®), V(t>0)eR. (2.13)
Por otra parte, Se conoce que
f(t)% +y(t)¥ - dﬂt[f(t)y(t)], VieR. (2.14)

Al comparar los lados izquierdos de las Ecuacioi®e$d y (2.14), se tiene que soélo
podréa afirmarse su equivalencia si se cumple que

y(t)% =apf(t)y(t), V({t=0)eR, (2.15)

cuya solucion es obtenida por integracion entre 0de la Ecuaciond.15), quedando

entonces ate) t
.
=aof dr,
o f(@) 0

la cual claramente tiene como solucién

|n[f(T)]'t0= In[f(t)] - In[f(0)] = apt. (2.16)
Al despejar el términd (t) de la Ecuaciond.1€), se tiene
f(t) = f(0)e!, (2.17)

dondef(0) puede tomar cualquier valor real.
Por otra parte, al comparar los lados derechos de las Ecuacibb@sy((2.14), se tiene

dgt[ FOYO] = FOX) (2.18)

Al aplicar la integral entre 0 ya la EcuacionZ.18), se consigue

t t
f df()y(r)] = f f()x(r)dr, Vt>0,
0 0
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cuya solucién esta dada por

f(T)y(-r)t = tf(-z-)X(T)dT, Vt>0, (2.19)
o= J;

dondef (r) = f(0)e%" es determinada por la Ecuacidh17).
Reexpresando la Ecuacida 19, se concluye que la solucion a la ecuacién diferencial
representada por la Ecuaci@12) viene dada por

1 1
y(t) = f(O)y(O)W+ ) fo f(r)x(r)dr, Vt>0, (2.20)
en donde al aplicar qui(t) = f(0)e™!, se tiene
y(t) = y(0)e 2" + g 2! f t o7 x(r)dr, Vt=0. (2.21)
0

Es oportuno establecer una discusion del resultado mostrado por la Eciza2iyre(
cuanto a sus principales componentes, y las cuales seran denotadas como:

a) respuesta transitoria
yn(t) = y(0)e ! vt >0, (2.22a)

b) respuesta permanente
t
ys(t) = et f eoTx(t)dr Vt>O0. (2.22b)
0

Note que la respuesta transitoria 0 denominada también respuesta natural esta influenciada
por la condicién inicial en la cual se encuentra el sistema, es g€@)r,y ademas no
depende de la sefial de excitacid); mientras la respuesta permanente o llamada en
ocasiones respuesta forzada no es afectada por la condicién inicial y depende de la sefal
de excitacion.

Otra forma de expresar la Ecuaci@h?]) es:

t
y(t) = y(0)e %" + f e 2=Ix(r)dr, Vt>0, (2.23)
0

la cual tendra un especial significado desde el punto de vista de la respuesta impulsiva de
un sistema. Tema que sera ampliamente tratado en la S&8&ion

B EJEMPLO 2.2

La Figura2.3 de la paginé&86 muestra un sistema compuesto por una resistencia y
un capacitor, y cuyos valores son representados respectivameiRg gorAdemas,

la figura muestra que el sistema eléctrico es excitado por unadgralu(t) y su
respuesta es medida a través de la tension sobre el capacitoruggmdpresenta la
funcién escalén unitario.
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R
M\

2(t) () i) C == y(t)

Figura 2.3. Sistema eléctrico RC

Para el sistema descrito, determine la respuesta del sistema representado por la
figura.

Solucion

El modelo matemético asociado al sistema representado por la 2@ paede
obtenerse empleando elementales ecuacion de redes eléctricas. Es decir, al igualar
la corrientei(t) que atraviesa la resistencia de vaibcon la misma corriente que
atraviesa el capacitor de magnitQd

(0="0 A0 _ B0

Reordenando los términos de la Ecuac@r2), se puede establecer que el mo-
delo matematico asociado al sistema esta dado por

RC% +y(t) = x(t), Vt=0,

vt > 0. (2.24)

el cual al ser dividido por el factdRC, se tiene

ay() , 1

1
gt T reY® = geX®. vt=0. (2.25)

Entonces, al comparar el modelo matematico definido por la Ecudzit®) ¢on
el modelo obtenido, se tiene que el coeficiemfe- Rlc y la sefial de excitacion es

(1) = Z=X(0).
Al aplicar la solucion expresada por medio de la Ecua@d?l, se puede afirmar
que

t
y(t) = y(0)e /RC+ L e t/RC f e/RCu(r)dr, Vtx0. (2.26)
0
Al operar la Ecuaciérid.2€) se tiene que la respuesta del sistema es dada por

y(t) = y(0)e VRC+ (1-eROu(t) vt>o0. (2.27)

Note que
¥(0) =limy() = ¥(0), (2.28)
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por cuanto el elemento de memoria representado por el capacitor no permite cambios
bruscos y por tal motivg(0~) = y(0) = y(0"). Ademas, para buscar una respuesta a
la pregunta debe tomarse en cuenta que la excitacién tiene un valor de cero y ella
ha permanecido en cero desde mucho tiempo atras, es decir, desde menos infinito,
obviamentey(0) = 0.

Por otra parte, al determinar el limite g@) cuandot tiende a infinito se puede
afirmar que

limy(t) = lim [y(0)e R+ (1-eROu@)] = 1.

EJEMPLO 2.3

Para el sistema representado por la FigBa suponga que el sistema es excitado
por una sefial escalon unitario desplazadg emidades de tiempo, es deci(f) =
ut—to).

Solucién

A objeto de encontrar la solucién al problema planteado, debe analizarse la Ecua-
cion (2.18 de la pagini4, la cual al ser integrada entre @,y considerando que la
sefial de excitacion egt) = Ricx(t), se tienen dos posibles casos.

Caso l:it<t,

t t
f dif(n)y(7)] = f f(7)X(r)dr, (2.29)
0 0

dondef (t) = f(0)e!.
De la EcuaciénZ.29 se tiene

t
FY(D) = F(O)(0)+ fo H(O)%(x)d,

la cual su solucién se obtiene facilmente debido al hecho de(tue 0 para0<t <
to, ¥ €n consecuencia
y(t) = y(0)e ™, (2.30)

dondeag = Ric, y si el condensador esta descargado como consecuencia de estar la
sefialX(t) en cero desde menos infinito, entong@$= 0 para0 <t < t,.

Caso 2:t>t,
De la EcuacionZ.15), se obtiene que al integrarla entgey t
tdf(t) ft
—= = dt. 231
P TGRS (231
t
In[f @], = IN[FO] -In[f(t5)] = 2ot - t5)- (2.32)

Al despejarf (t) de la Ecuaciond.32)

f(t) = f(t}) el (2.33)
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Por otra parte, de la Ecuaci¢®.80) se puede asegurar que

y(tg) = y(0) e, (2.34)

Aplicando la Ecuaciorid,18) y considerando qug(t) = X(t), se obtiene que para
el caso bajo estudio

t
fRy() = ft5)y(ts) + f f(D)X(r)dr, (2.35)
)
Aplicando las Ecuacione233) y (2.3 en la Ecuacién2.35) se consigue que
t
y(t) = y(0)e 20" + e~20(t1) f o) g(7)dx, (2.36)
)
dondeX(r) = 1/RCen virtud que se esta analizando en interyaid.
Como resultado de los casos analizados se tiene que
y(0)e"t/RC YO <t<to,
y(t)={ y(0)e/RC Vt=to, (2.37)
Y(0)e RC 4 L e (FB)/RC [ el K)/RCr vt >
Quedando finalmente de la Ecuaci@i3({i) que
y(0)e V/RC Vo<t <to,
y(t) =1 y(0)eo/RC vt = to, (2.38)
y(0)e/RC 4 (1— e t-L)/RCy  yt > ¢,
Note que la Ecuacior2(3€) puede ser reexpresada como

y(t) = y(0)e VRC 4+ [1 - e LI/RCy(t—t,), Vt>O. (2.39)

B EJEMPLO 2.4

Para el sistema representado por la Fidugasuponga nuevamente que el sistema es
excitado por una sefial escalon unitario desplazadga-=€8 s es decirx(t) = ut-5),
y suponga ademas un valor Re- 1 MQ, y un valor deC = 4,7 uF.

Para esto emplee el Scildbcon el propdsito de representar graficamente la
respuesta del sistem@ampbellet al, 200€¢).

Solucion

La solucién a través del Scil&h se obtiene mediante los siguientes comandos
editados sobre la consola del Scifdb

La Figura2.4de la pagin®9 muestra los comandos en Scifdlempleados para
obtener las representaciones gréficas de la respuesta del sistema ante una excitacién
u(t —to). Note que al asignar &0 los valores de 0 y 5, se obtienen las respuestas
respectivamente antgt) y u(t—5). Ademas, observe que la funcion escalon unitario



REPRESENTACION MATEMATICA DE LOS SISTEMAS LDCID 39

-->a=1/(1le6*4.7e-6);

-->t0=5;

-->tf=t0+25;

-->function ydot=£f(t,y),
-->ydot=-1*a*y+a*0.5%(1l+sign(t-t0)),
-->endfunction
-->y0=0;ti=t0;t=t0:0.1:tf;
-->y=ode(y0,ti,t,f);

-->plot(t,y);
-->a=get("current_axes");

-->a.x_label.text="t";

-->a.y_label.text="y(t)";

Figura 2.4. Comandos Scildly para para la solucion
del Ejempld2.4

se model6é mediante,

1
u) = 5(1+sgng). VtekR, (2.40)
donde
1, vt>0;
sgn¢) = (2.41)
-1, Vt<O.
(a) Respuesta antt) (b) Respuesta antgt—5)

Figura 2.5. Respuesta del sistema a@u(t) y/(b) u(t —5)

La Figura2.5 muestra ambas respuestas, las cuales corroboran que el sistema
es invariante en tiempo. Ademas, la respuesta mostrada por la Ecuagén e
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cual fue obtenida por medios analiticos, verifica la correcta solucién reportada por el
Scilab™,

Nétese que la forma de la sefial de respuesta correspondiente a la producida como
consecuencia de la excitacid—5) mostrada en la Figua5(b) es la misma forma
a la respuesta generada por la excitaciijy y cuya respuesta es representada por
la Figura2.5(a) con la excepcién del desplazamiento de una respuesta con relacion
a la otra. Este hecho es debido a que el sistema es invariante en tiempo, en el sentido
de la Definicionl.27de la pagin®2.

2.2.3 Modelo matematico de orden superior

En este apartado se introducira el operaploel cual serd empleado para representar el
orden de la derivada que esté operando en cada término de la ecuacion diferencial ordinaria
bajo estudio.

Definicion 2.1 (Operadorp) Se define el operad@” al operador diferencial que repre-
senta la derivada n-ésima con respecto a la variable del dominio continuo. Es decir,

n

p" = %, VYneN. (2.42)

Por otra parte, se debe introducir dos definiciones que conforman la solucién completa

de una ecuacion diferencial ordinaria.

Definicién 2.2 (Respuesta transitoria)La respuesta transitoria o, también denominada
natural o solucion homogénea, es la solucidn de toda ecuacion diferencial ordinaria cuando

Su

sefial de excitacion viene definida por la funcién nula, es decir, la funcién cuyo valor de

rango es cero para todo su dominio, la cual al denotarla com@), ésta viene definida
por

N({t)=0, VteR. (2.43)

Definicién 2.3 (Respuesta permanentel.a respuesta permanente o, también denominada
forzada o solucién particular, es la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria ante una
sefial de excitacion que actlia sobre el sistema.

Observacion 2.1 La respuesta transitoria, natural u homogénea es intrinseca del sistema
y no de la excitacion, a diferencia de que la respuesta permanente, forzada o particular,
gue ademas de depender del sistema, depende de la excitacion.

Un aspecto semantico que es oportuno mencionar son los calificativos de transitoria,

natural u homogéneay, permanente, forzada o particular, los cuales forman parte del Iéxico
empleado en la ingenieria, la fisica y las matematicas, respectivamente. En esta obra seran
empleados los diferentes términos con el propdésito de emplear las diversas denominaciones
empleadas en las ciencias, incluyendo a la ingenieria en ella.

Definicién 2.4 (Respuesta completa o solucién completds la conformada por la suma
de la respuesta transitoria y la respuesta permanente.

El problema es planteado en los siguientes términos:



REPRESENTACION MATEMATICA DE LOS SISTEMAS LDCID 41

Problema 2.1 Sea un sistema LDCID, el cual cuenta con un modelo matematico definido
por la ecuacién diferencial ordinaria

n —
d™y(®) d™kx(t)
;)an—k Sk Z g VIR, (2.44)

dondey(t) representa la sefial de respuesta del sistema o también llamada sefial de salida;
x(t) significa la sefial de excitacion o denominada alternativamente sefial de entrada;
los coeficientes; para todoi = 1,...,n—1 conforman los parametros del sistema y los
coeficiented; para todoi = 1,...,m- 1 representan los parametros asociados a la sefial
de excitacion. Es importante indicar que usualmente el coeficagras igual a uno.

Ademas, se conogecondiciones del sistema, bien sean condiciones iniciales a través
del valor de la respuestg(t) parat =0y sus primerasi—1 derivadas para =0, on
valores conocidos de la respuesta compigtaenn distintos instantes dg o combinacion
de lo anterior.

Para emplear los métodos que seran descritos a continuacion, se debe aplicar el operador
p introducido en la Definici62.1, en donde al ser aplicado a la Ecuaci@rté), se tiene
que

n m
> YO = ) brnip™ XD, VEeR, (2.48)
k=0 k=0
donde el coeficiente o también denominado paranagteol.

D(p) = > antp™™ (2.462)
N(p) = > b xp™™* (2.46b)
k=0

Aplicando las Ecuacione®4¢€), se puede escribir el modelo matematico definido por
la Ecuacién2.45) como:

D(p)y(t) = N(p)x(1), (2.47)
dondeD(p) es el ampliamente conocido polinomio caracteristico del sistema.

2.2.3.1 Respuesta transitoria  Existen diversos métodos para determinar la res-
puesta de un modelo matemético asociado a un sistema LDCID en el dominio continuo,
el cual es representado por una ecuacion diferencial ordingaiar{a Malumbres1996).

El estudio de la solucion al Problergal sera introducido a través del siguiente método,
donde su fundamento es ampliamente estudiado en la literatura asociada a las ecuaciones
diferenciales ordinaria¥homa$1976 Capitulo 20).

Método 2.1 (Determinacion de la Respuesta TransitoriaDada la ecuacion diferencial
ordinaria definida por la Ecuacio(2.44), ejecute:

Paso 1. Asegurese de que el térmiag de la ecuacién diferencial sea igual a uno. Si no
es asi, divida toda la ecuacion diferencial erdre

Paso 2. Aplique el operador p” a la ecuacion diferencial.
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Paso 3. Determine las raices que anulen el polinomid(p) y denote las raices reales
comor; paracada = 1,...,n;, y las raices complejas conjugada®»moz = «; + B;
para cadai = n; +1,...,n, donde0 < n; < n, tomando en cuenta la multiplicidad
de cada una de las raices denotada camo

Paso 4. Para cada raiz obtenida, construya la solucién homogénea del problema de acuerdo
a la siguiente regla:

a) para cada i-ésima raiz real simplg, asocie una solucion de la formgt) =
git;

b) para cada i-ésima raiz reat; de multiplicidadm, asocie un conjunto de
soluciones dada pofi m, (t) = t™ X ¢it para todok; = 1,...,m;

c) para cada i-ésimo par de raices complejas conjugadas sinpleg; + i,
asocie un par de solucion@&] (t) = e*itcosit) y)_/iEC (t) = etitsenfit);

d) para cada i-ésimo par de raices complejas conjugagiasa; + jB; de multi-
plicidad m;, asocie un conjunto de parejas de soluciones definidas por
i%(t) = tM-Ketitcosit) y I‘ﬂl (t) = tM-kgritsen Bit) para todok; = 1,...,m.

Paso 5. Exprese la suma ponderada de las soluciones obtenidas en eflPasalecir,

Yh(t) = Z Gyi() + Z GYim() +

icarg (i) iearg(ri[mi])

>, o + Y o
icarg @) icarg @)

%, w30+ % wfio
iearg(z.-[m) ieargdmi])

dondei € arg(-) representa los subindices que estan asociados a las raices: reales
simpleg(r;), reales de multiplicidaainy (ri[m‘]), complejas conjugadas simplés)
y complejas conjugadas de multiplicidasgl (zl.[”‘]).

B EJEMPLO 2.5 Respuesta transitoria de un sistema de quinto orden

Suponga el modelo matematico de un sistema LDCID en tiempo continuo definido
por

doy() | d() | o dy(D) d?y(t) dy(t) _
2 s +20 s +78 e +152 a2 +156T+72y(t)_x(t), (2.48)

dondey(t) es la sefial de respuesta del sistema(tyrepresenta la sefial de excita-
cion. Para el modelo matematico definido mediante la Ecua2idg)( determine la
solucién homogénea del sistema aplicando el Métadio

5El simboloj representa la unidad imaginaria.
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Solucién
Debido a que el términas # 1, se debe dividir toda la ecuacion diferencial entre
as, para luego aplicar el operadpyobteniéndose

D(p) = p° + 10p* + 39p° + 76p° + 78p + 36.

Al calcular las cinco raices que anulB(p), se tiene que sus raices son= -2,
r[22] = -3y zz3 = -1+ j. Entonces, se puede afirmar que las soluciones asociadas a
cada raiz viene dada por

24 ce 4 cate ™ + a7t cost) + cse Tt sen ).

Yn(t) = c1e”
Observe que empleando el Scitdlse puede corroborar las raices del polinomio
N(p) a través de los comandos mostrados en la Figif;dos cuales son indicados
por la sefial de espera de comando.

-->D=poly([36 78 76 39 10 1],’p’,’c’)
D =

2 3 4 5
36 + 78p + 76p + 39p + 10p + p

-->z=roots(D)
Z =

1. +1
1. -1
- 2.
3. + 9.483D-081
3. - 9.483D-08i1

Figura 2.6. Comandos Scildh! para el calculo de las
raices para un polinomio de quinto grado

Note que en la Figura.6 se muestra un reporte Scifahen el cual las raices com-
plejas-3. + 9.483D-08iy -3. - 9.483D-08i, pueden ser consideradas como
- 3.y-3., por cuanto el resultado Scil&h9.483D-08 represent®, 483x 1078 lo
gue puede ser interpretado como 0, si se compara con la parte real de la raiz. Por otra
parte, al hacer la consideracion anterior, se tiene entonces una raiz real doble.

2.2.3.2 Respuestapermanente  Considere nuevamente el Problefnfide la pagina
40, cuya representacion mediante el opergules mostrado por la Ecuacié.47) de la
pagine4l.

Al despejary(t) de la Ecuaciénd.47) se tiene que

y(t) = % () (2.49)

donde la fracciérw representa el operador del sistebfq).

A fin de estudiar el caso mas general de las sefales de excitaciones mas cominmente
presente en los sistemas eléctricos, se analizara cuando la sefial de excitacion es considerada
una exponencial definida por

x(t)=Be", VteR, (2.50)
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donde en generale C es un parametro o coeficiente complejo, y cuyo val@es + jo,
y B € R es un pardmetro constante de la sefial de excitacion.

Por otra parte, los casos en los cuales pueden ser aplicado el método que sera descrito
en este punto, corresponden a aquellos en dbdez 0.

La Ecuacion2.50) permite representar diversas situaciones para la sefial de excitacion
x(t) cuandoD(s) # 0, y cuyos casos son mostrados a continuacion mediante la/Zdbla
de la pagina4.

Tabla 2.1 Operaciones a ejecutar solirs)Be™

Valores desy operacion

Caso dex(t) o w yi(t)
etu(t) - 0 L(p)Be™|p=su(t)
cost)u(t) 0 - Re[L(p)Be|p=s|u(®
sen@t)u(t) 0 - Im|L(p)BeP!p=s|uft)

[ |
etcoswtu(t) Re|L(p)BeM|p=s|u(t)
[ |

¢tsen @t)u(t)

Im L(p)Bept|p:5 u(t)

Es importante hacer notar que la operadi()p)Bept| < Se ejecuta mediante la operacion
limite, es decir,
L(p)Be”|, = limL(p)Be™.

En el caso en quB(s) = 0, la respuesta permanente se basara en el mismo principio
definido por la Tabl2.1, con la particularidad de qui(p)Be® debe evaluarse a través de

(m-1)
L(pBe™| _ = lim 1 d

i T gD [(p-9™L(p)Be™]. (2.51)

dondem es el grado de multiplicidad de la raf para luego extraer la parte real o
imaginaria, o su valor en si, dependiendo de los casos definido por el tipo de sefal de
excitaciéon. No obstante, este caso serd ampliamente explicado en el estudio de respuesta
de sistema por transformada de Laplace, en el cual se emplea el método de residuos para
la determinacién de la transformada inversa de Laplace.

Observacion 2.2 (Respuesta particular ante un escalén unitariolen el caso que la ex-
citacion sea considerada la sefial escalén unitario, la respuesta permanente puede ser
obtenida aplicando una sefial de excitacién dada yy = €”tu(t), y luego determinar el

limite de la respuesta permanente cuadtiende a cero, dado que

Iing)e(’tu(t) = u(t).

No obstante, la respuesta permanente ante una sefial escalén unitaria puede ser calculada
mediante la obtencién de la respuesta particular o permanente de la ecuacion diferencial
cuando la excitaciéix(t) = 1, para todot > 0.



REPRESENTACION MATEMATICA DE LOS SISTEMAS LDCID 45

B EJEMPLO 2.6

Considere un sistema LDCID con modelo matematico definido por
3 2
Y1) , B oY)
de dt? dt

Para el sistema representado por la Ecua@dt), determine la respuesta permanente
del sistema si la sefial de excitaci() = 4e°tu(t).

+12y(t) = x(t), VYteR. (2.52)

Solucion
Dado que el coeficientas es igual a uno, se puede aplicar el operadar la
Ecuacion2.52) obteniéndose

[p3+8p%+19p+12]y(t) = 4e>u(t), VteR.

Aplicando el caso cuando la sefial de excitaciore®@a(t) de la Tabls2.1, se
obtiene

1

4e7%u(t), VteR.
Prep+10prig| ¢ uO. e

yi(t) =

yi(t) = %34e‘5tu(t) = —%e‘au(t), VteR. (2.53)

2.2.3.3 Respuesta completa La respuesta completa del sistema se consigue su-
mando la respuesta transitoria u homogénea con la respuesta permanente o solucién parti-
cular, es decir

y(t) =ya(®) +yi(t), VteR, (2.54)

donde los coeficientes para toda = 1,...,n se obtiene d& condiciones conocidas, en
concordancia con el grado de la ecuacion caracteritipy es decir, los coeficientes
paratodd = 1,...,n son determinados por el conocimiento de

dy()

e V¥i=0,...,(n-1), (2.55)

dondet; es usualmente cero por la dere¢bd) paratodd =1,...,n.
No obstante, los coeficientes para todoi = 1,...,n también pueden determinarse a
través del conocimiento de la sefial de respuestadiierentes valores de Es decir,

y(t2), Y(t2), .-, ¥(tn), (2.56)

dondety £tp #--- #tn.

De las condiciones dadas por la Ecuacidbf) o la Ecuacion2.5€), puede formularse
un sistema d& ecuaciones lineales simultaneas, cuya solucion aporta los coefiaentes
paratodd =1,...,n.

B EJEMPLO 2.7

Considere nuevamente el Ejemglé&y cuyo modelo matemético del sistema LDCID
viene definido por la Ecuaciéi2.62). El problema ahora es hallar la respuesta com-
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2
pleta del sistema, bajo las condiciony($)|0 =0, % - Oy % 0" 1

Solucion

Claramente se tiene que el térmiaw= 1, hecho que permite aplicar el operado
p directamente a la Ecuaciof.bZ), arrojando el polinomio caracteristi€(p) =
p3+8p?+19p+ 12, y cuyas raices que lo anulan sar= -1, r, = -3y r3 = —4.

Este célculo puede ser también realizado mediante el $¢jlglouyos comandos
son presentados en la Figiz4.

-->D1=poly([12 19 8 1],’p’,’c’)
D1 =
2 3
12 + 19p + 8p + p

-->z=roots(D1)
z

D w Rl

Figura 2.7. Comandos Scilaly para el calculo de las
raices para un polinomio de tercer grado

Como consecuencia del andlisis hecho, se tiene que la solucién homogénea esta

dada por

3t

yh(t) = cret+ e+ e, VieR. (2.57)

De las Ecuacione2(53 y (2.57) se puede afirmar que la solucién completa es

1
y(t) = [cle‘t 10 p g - Ee‘ﬂ ut), YteR. (2.58)

Ahora, al calculay(t)|0, %L} y d?t’gt) |0 através de la Ecuacid@.69), e igualando

cada expresion de acuerdo a las condiciones dadas se tiene

Y(t)|0=Cl+C2+CS_% =0. (2.59a)
dyt)| 5
ar . =-C1—3c2—4c3+ 5= 0. (2.59b)
d2y(t) 25
= l6cz— — =1 2.
ae . €1+ 9c + 16¢3 5 (2.59c)

De la Ecuacione®2(59 se puede expresar el sistema de ecuaciones lineales en su

forma implicita
1 1 1Yo -1/2 0
-1 -3 -4 || & |+ 5/2 [=| 0 |. (2.60)
1 9 16)\ c3 -27/2 0
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Al resolver el sistema de ecuaciones lineales definido por la Ecu#Ziof) e
obtiene que; =1/3, ¢, = -3/2y c3 =5/3, los cuales al ser sustituido en la Ecuacion
(2.59 se llega a

1 3 2 5 a4 1 _ 5
=|Zegt-= —e " - YteR. 2.61
y(t) [se 2e +3e 2e u), Vvte (2.61)
Note que la Ecuacioi®(6]) satisfacen las condiciones establecidas en el ejemplo,

es decir, los valores cy{t)|0, %'0 y %

Es importante destacar que el Scitdefine el sistema de ecuaciones lineales de
manera implicita, es decir,
Ac+b=0, (2.62)

dondeA es la matriz cuadrada del sistema de ecuaciones; el vector solucion
gue debe satisfacer el sistema de ecuaciomaspresenta el vector de términos
independientes; § es el vector nulo.

De acuerdo a esto, entonces el sistema de ecuaciones dado por la ECu&€jon (
es introducido en el Scild¥ segun lo mostrado en la Figu2et.

__>A:[111!1;_1!_3)_4;1!9!16];
-->b=[-1/2;5/2;-27/2];

-->[c,kerA]l=linsolve(A,b)
kerA =

(1
0.3333333

- 1.5
1.6666667

Figura 2.8. Comandos Scildl para la resolucion del
sistemas de ecuaciones lineales

2.3 RESPUESTA IMPULSIVA DE SISTEMAS LDCID

Una de las caracteristicas mas relevante de los sistemas LDCID definidos en el dominio
continuo es su denominada respuesta impulsiva, la cual representa la respuesta de un
sistema ante una excitacion definida por un impulso unfiaritambién conocida fun-

cion delta de DiracBreg 2006 Capitulo 1), bajo el supuesto de que el sistema esté en
condiciones iniciales de cero justo antes de aplicar el impulso unitario. En esta seccion se
estudiara la respuesta impulsiva para sistemas LDCID definidos en el dominio continuo de
primer orden y de orden superior.

6Un impulso en el dominio continuo se dice ser unitario o de magnitud unitaria si su area es igual a uno, es decir,
.0
si - o(t)dt=1.
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No obstante, antes de introducir el tema, se enunciara una definicion formal de lo que
significa respuesta impulsiva de un sistema LDCID en el dominio continuo.

Definicién 2.5 (Respuesta impulsiva)Sea un sistema LDCID definido en el dominio con-
tinuo y de ordem descrito por

kz(;an e ky(t) box(t), VteR, (2.63)

dondex(t) e y(t) representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del
sistema.

Se denomina respuesta impulsiva del sistema LDCID en el dominio continuo de orden
n, la cual se denotara comb(t), a la respuesta del sistema ante una sefal excitacion
X(t) dada por un impulso unitario y bajo el supuesto de que las condiciones iniciales del
sistema justo antes de aplicar el impul§®), es decir, et = 0~ son todas iguales a cero.

En términos matematicos, cuando las condmmﬁrgéﬁ‘ = QO paratodok=1,.

2.3.1 Respuesta impulsiva de sistemas LDCID de primer orden

Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo de primer orden, el cual cuenta el
modelo matematico
dy(t)

+agy(t) = box(t), VteR, (2.64)

dondex(t) e y(t) son respectwamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema.
Suponga que para los efectos del estudio de la respuesta impulsiva, las condiciones del
sistema erd~, es decir, para el instante justo anteg d€0, es conocida y sera denotada
por
- =y(07) =limy(-¢) = lim
Yo- =Y(07) gwy( €) STOy(s)

A objeto de estudiar la respuesta impulsiva del sistema debe determinarse las condicio-
nes del sistema en el instante justo después de cero, es decir, la respuesta del sistema ante
un impulso unitario para= 0*, y con esta condicion determinar la respuesta del sistema
parat > 0, en cuyo caso la excitacion es igual a cero y su respuesta seria dada por la
respuesta natural, transitoria u homogénea del sistema.

Caso 1:0” <t<O"
En virtud de que se considera que el sistema es excitado por un impulso unitario, se

tiene que
dy(t) +agy(t) = bps(t), VteR, (2.65)
dondes(t) es la funcién impulso unitario o funcion delta de Dirac de magnitud tal que su

area es uno.
Al multiplicar la Ecuacion'2.65) pordt e integrarla entr@® y 0", se tiene

0" 0" 0"
d[y(t)]+ao y(®)dt = bg f oyt (2.66)
(B) O(C)

Al estudiar los términos denotadas como (A), (B) y (C) de la Ecua@d@ty, se tiene
que el término (A) arroja como resultagi(0*™) — y(0), el termino (B) converge a cero,
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aun cuando la sefg(t) pueda presentar discontinuidadyea O por cuanto el sistema es
fisicamente realizable y su respuesta no debe contener términos impulsivos, y finalmente

el término (C) converge by debido al hecho de quﬁ? 6(t)dt =1 (Breg 2006 Capitulo
1).
En consecuencia,
y(0%) = y(0) +bo. (2.67)

Ahora, como el sistema se supone que esta en condiciones iniciales de cero en el instante
t=0", se tiene que de la Ecuaci@®67)

y(0%) = by. (2.68)

Caso2:t>0
Para este caso, el modelo matematico asociado es

dy() +agy(t) =0, VteR,

el cual obviamente la solucion se obtiene al multiplicar la ecuaciérdfontegrandola
entre0" y t, y reemplazando la variable nutpor .

Cayel [
fo+ y@ o )

In[y(t)] - In[y(0")] = —act, (2.69)
y al despejay(t) de la Ecuaciénd.69), y al emplear la Ecuacioi2(6€) se tiene que

la cual arroja

h(t) = y(t) = bpe tu(t), VYteR, (2.70)

dondeh(t) denote la respuesta impulsiva del sistema.

2.3.2 Respuesta impulsiva de sistemas LDCID de orden superior

Considere el sistema LDCID definido en el dominio continuo de orden superior definido
por la Ecuacion2.63), es decir,

k;an s ky(t) box(t), VteR, (2.71)

dondex(t) e y(t) representan respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del
sistema, y el coeficient®, = 1, sin que este Ultimo hecho no haga perder la generalidad de
lo que se estudiara.
De acuerdo con la Definicié®.3.], las condiciones iniciales del sistema, a los efectos
de obtener su respuesta impulsiva, en el instante justo antes de cero, son todas iguales a

cero, esto es‘?m—tk’,ﬂﬂ| =yI"(0-) =0 paratodk=0,...,n—1.
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Caso 1:0” <t<O*
Al multiplicar la Ecuacioni2.71) por dt, sustituir la excitaciénx(t) por la funcion delta
de Diracs(t) y al integrarla entr@~ y 0", se obtiene

[d” Iy

n

" dmKy(n)] o
Zan_k fo gk dt=ho f ] 6(t)dt (2.72)

n-1
dt =
(B)

Del estudio de los términos se tiene que el término (A) convey§ea(0*) —y"-1(0-);
cada una de las integrales que conforman el término (B) converge a cero, por cuanto se
supone que el sistema representado es fisicamente realizable y en consecuencia no deben
existir términos impulsivos y derivadas de impulsos en las derivadas dermrdeasimo,
desdek = 1 hastak = n; y el término (C) obviamente convergebg Como resultado del
andlisis se puede afirmar que debido a las condiciones iniciales del sistema en el instante
justo antes de cero,

: 0, Vi=0,...,n-2;
yl(0%) = (2.73)
bp, Vi=n-1.
Observacion 2.3 Debido a que para el cado= n del término (B), es decir,
O d"My(®)] o
—=—"=dt = t)dt=0,
by et = [0

se puede afirmar qug0*) = y(07) y en consecuencia la sengs(t) es continua ern =0,
lo cual obliga a pensar que la funcién definida pgB(t) = d [y para cada casd =
1,...,n—2 es también continua, y por tal razgH (0+) = yl1(07) para cadai=1,...,n-2.

Caso 2:it>0

Debido al hecho de que la sefial impulso unitario es nula parattedy se tiene que
la respuesta del sistema esté definida por la respuesta natural u homogénea del sistema, la
cual debera tomarse en cuenta las condicionés=-éit dada por la Ecuacioi2(73).

En consecuencia, la respuesta impulsiva del sistema viene dada por

h(t) = yn(t).

bajo condiciones en = 0* dadas ponf1(0*) = 0 para todoi = 0,...,n—2 y ademas

Y 1(0") = bo,
B EJEMPLO 2.8

Sea el sistema del Ejemp®og€ de la pagin&5, dondeby = 1. Determine la respuesta
impulsiva del sistema.

Solucion
Del analisis de la solucion obtenida en el Ejeml@ de la pagin&5s, se tiene
gue la repuesta homogénea del sistema segun la Ecu2ckahdsta dada por

h(t) = yn(t) = cret + et +cze™, vVt >0, (2.74)

dondey(0*) = 0, yi1(0") = 0y y?1(0*) = 1.
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i dy(t) 5 d2y() - - :
Al determlnary(t)|0, =2\ 'y ademas—3+ o S€ tiene el siguiente sistema de

dt |o dt?
ecuaciones lineales:

1 1 1) o 0
[ -1 -3 -4 ][ C2 ]=[ 0 ] (2.75)
1 9 16 c3 1

De la solucién del sistema de ecuaciones lineales simultaneas mostrado por la
Ecuacion 2.75), se tiene ques; = 1/6, ¢, = -1/2 y c3 = 1/3, los cuales al ser
sustituidos en la Ecuaci6f.(/4) se obtiene que la respuesta impulsiva es

N S
h(t)—[ee 2e +3e uft), YteR. (2.76)

Note que la Ecuaci6i2(7€) claramente satisface las condiciohé®) = 0, hi1(0*) =
Oy hi2(0*) =1.

La solucion del sistema de ecuaciones lineales dada por la Ecu2ciah {ue
calculada a través del Scilgh Para esto se emplearon los comandos Séllaios-
trado en la Figur®.CS.

-->A=[1,1,1;-1,-3,-4;1,9,16];
-->b=[0;0;-1];

-->[c,kerA]l=linsolve(A,b)

Figura 2.9. Comandos Scila® para el calculo de los
coeficienteg; del Ejemplc2.8

2.4 RESPUESTA ESCALON DE SISTEMAS LDCID

Antes de estudiar los métodos para determinar la respuesta de un sistema cuando éste es
excitado por un escaldn unitario, debe definirse su significado.

Definicion 2.6 (Respuesta EscalonBe denomina respuesta escajd(t), a la respuesta
gue ofrece un sistema ante un escalon unitario y éste esta en condiciones inictatd¥en
iguales a cero.

Note que la Definici6i2.6 no restringe el tipo de sistema. Sin embargo, en el contexto
de esta obra se haré referencia a los sistemas LDCID.

En funcién de esta contextualizacion se tiene que si el sistema es LDCID y en tiempo
continuo, se puede determinar la respuesta escaldn a través de cualquiera de los siguientes
métodos:
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Método 2.2 (Solucién del sistema anta(t)) En este método debe aplicarse los métodos
de resolucion de ecuaciones diferenciales cuando las condiciones inicialeemnguales
a cero. Obviamente, la excitacion del sistema ptare0 es igual a uno.

Método 2.3 (Solucion del sistema ante”tu(t)) Este método, ademas de tomar en cuenta
la condiciones iniciales cero para= 0", se debe determinar la solucién completa o
respuesta del sistema del sistema ante una excitaqir= €”tu(t), para luego aplicar

el limite a la respuesta cuandotiende a cero por la derecha, es det¢im, o y(t).

Método 2.4 (Integracion de la respuesta impulsivél(t)) El método por integracion de
la respuesta impulsiva se fundamenta en el hecho deRree, 2006 Capitulo 1)

ut) = i t s(r)dr, VteR. 2.77)

o0

En consecuencia, debido a que el sistema es LDCID y en tiempo continuo,

Yi(b) = I t h(r)dr, VteR. (2.78)

La demostracion de la Ecuaciq2.7§) esta basada en el estudio de la respuesta de
sistemas LDCID y en el dominio continuo, por integral de convolucion, la cual sera tratada
en otro capitulo de este material.

Bl EJEMPLO 2.9

Para el sistema definido en el Ejem@g @ de la pagina&5. Determine la respuesta
escalon.

Solucién

A los efectos de ilustrar un método alterno al de la determinacion de la respuesta
por solucién homogénea y particular, se empleara la respuesta impulsiva del Ejemplo
2.8 para luego integrarla, tal como se propone en el Mé&do

De la solucion obtenida del Ejemfifog, se tiene que la respuesta impulsiva es

h(t) =

1+ 1 5 1 4
e -z = . 2.7
6e 2e + 3e ut), YteR (2.79)

Aplicando la Ecuacién2.78) del Métodc2.4, se tiene que

0, vt <0;
yi(t) = (2.80)

fot [%e‘T —fe¥y %e“"] dr, VYt>0.
Al resolver la Ecuaciérid.80), se llega a

0, vt <O0;
yi(t) = (2.81)

1 1t 1,3t 1 -4t
l—z—ée +€e —l—ze . Yt> 0.
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Ahora, aplicando el Métod2.2 a fin de corroborar los métodos, se tiene que de
acuerdo al modelo matematico del sistema y aplicando el opepador

(p3+8p? +19p+ 12)y(t) = X(t) (2.82)

Se conoce que las raices que anulan el polinomio caracteristico1Ser:1,
ro = -3y rsz = -4, lo cual implica que la respuesta transitoria o solucién homogénea
es
_ et -3t ~4t
Vh(t) =cre + e + 3™, Vi>0. (2.83)

Por otra parte, la solucién forzada o solucién particular ante un escalén unitario
esta dada por
1 —
p3+8p2+19p+12|,, 12’
Aplicando las Ecuacione283 y (2.84), se tiene que la soluciébn completa esta
dada por

yp(t) = vt> 0. (2.84)

1
V() =cre +oe o =, V>0, (2.85)

Al aplicar el concepto de respuesta escalon, la cual establece que las condiciones
iniciales ent = 0~ son todas iguales a cero, y estas condiciones se mantienen para

t = 0%, se tiene
1 1 1) o = 0
-1 -3 -4 || c |+] 0 |=] 0] (2.86)
1 9 16/ c3 0 0

Aplicando los comandos Scil&b para el célculo de los coeficientgepara todo
i =1,2,3, mostrados en la Figua1Q

-->A=[1,1,1;-1,-3,-4;1,9,16];
--—>b=[1/12;0;0];

-->[c,kerA]l=linsolve(A,b)
kerA =

(]

0.1666667
0.1666667
0.0833333

Figura 2.10. Comandos Scila® para el calculo del
sistema de ecuaciones lineales del Ejeri&o8

De los resultados mostrados en la FigrH) se concluye que; = —%, Co= % y
C3 = —132, en consecuencia la soluciéon completa es
1 1 1 1
W)= —-Zet+Zed- —e¥ vt>0. (2.87)

12 6 6 12
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Por otra parte, debido a que para0 el sistema es excitado por la sefial nula, es
decir, x(t) = 0, y el sistema esta en reposti(t) = 0, lo cual permite asegurar que

0, vt<O0;
Yi() = L L a (2.88)
_ ~ — 4
l—z—éet+6 t_l_Ze t, Vt> 0.
Al compara el resultado mostrado por la Ecuaci®81) y la Ecuacién[2.88), se
puede observar que ambos métodos condujeron al mismo resultado.

B EJEMPLO 2.10

Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo con modelo matematico

ngt) + 5% +6y(t) = x(t), VYteR, (2.89)

dondex(t) es la sefial de excitacionyé) es la sefial de respuesta del sistema.
Si la sefial de excitacién del sistema esta definida por

X(t) = ut) +6(t—1), VteR, (2.90)

y el sistema se encuentra inicialmente en reposo, es c?%@ih,_o =0ey(t)lo=0.
Determine entonces la respuesta del sistema para to6o

Solucién

Existen diversas maneras de determinar la solucién al problema. Sin embargo,
sera empleado un enfoque muy conceptual a objeto de repasar los conceptos impartidos
en el capitulo.

Si se aplica el operadgra la Ecuacién2.89) se obtiene que

(p? +5p+6)y(t) = x(t). (2.91)

Al determinar las raices que anulan al polinomio caracterigifce5p + 6, se
tiene quep = -2y p = -3, lo que permite asegurar que la solucion homogénea es

ya(t) = cre? + e, VteR. (2.92)

En cuanto a la solucién particular se tiene que

) 1
yp(t) = m)m etut) = tu(t), Vi<l (2.93)

Al sumar las soluciones definidas por las EcuacioBe¥) y (2.92), se tiene que
la solucion completa es

yt) =cie?+ce®+ 1, vo<t<l (2.94)
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Tomando en cuenta las condiciones patd, se obtiene que debido a que tanto
y(t) como su primera derivao%i) son ambas continuas &g 0O, se tiene que

CL+C+3=0; (2.95a)

~2c1 -3¢, = 0. (2.95b)

Al solucionar el sistema de ecuaciones definida por las Ecuaci@i@), (se
obtiene que; = -3y ¢ = 3.
Al sustituir por los coeficientes, se tiene que

yt)=-1e?+1e*+ 1, vo<t<l (2.96)

Note que la Ecuaci6i2(96) proporciona Unicamente la respuesta del sistema en el
intervaloO <t < 1, por cuanto justo eh= 1, actda el impulsa(t— 1), lo que produce
una alteracion en la respuesta del sistema, la cual debe determinarse mediante la
resolucion de la ecuacion diferencial para el intervalo desde hasta = 1*, a los
fines de hallar las condiciones del sistema en el instante .

Considere nuevamente el modelo matematico, tomando en cuenta que la excita-
cion del sistema esta definida por el impudéb- 1), teniendo entonces que

1+ 1+ 1+ 1"
f d(%) 5[ dyw+e [ ymd= f 5t - 1)dt (2.97)
=1~ \ dt t=1- t=1- t=1-

Debido al hecho de que el sistema representado por el modelo matematico es
fisicamente realizable, se tiene g es una funcién continua y ademas no presenta
términos asociados a funciones impulsivas, en consecuencia se puede asegurar bajo
el supuesto de que el sistema es fisicamente realizable que

' dy(t) = 0 (2.98a)

y(t)dt=0 (2.98b)

Note que la Ecuaciér2(98g es valida por cuanto para que exista derivada de
segundo orden, debe existir derivada de primer orden, y este hecho sélo puede darse
si la funciony(t) es continua.

Por otra parte, debido a que se tiene que el sistema es fisicamente realizable, en-
tonces se puede asegurar que la respuesta del sistema no contiene términos impulsivos
y en consecuencia la Ecuaci@h48l) es cierta.

Esto quiere decir que al emplear las Ecuacio2e3g en la Ecuaciond.97), se
obtiene que

dy(®) [ dy(t) dy(t)
At le-~ dt b dt b (2.99)
Finalmente, entonces las condiciones del sistema para el instatiteson:
YOliz1r = YOlier- - (2.100a)
dy®| _,, dnb)
at e ™ M e (2.100b)
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De la Ecuacion2.96), se puede asegurar que

yit)=-3e?+1e®+1, vo<t<l (2.101a)

% —e?_e3 vOo<t<l. (2.101b)

Al evaluar las Ecuacione2(10J) ent = 17, sustituir sus resultados en la Ecua-
ciones2.100), se consigue que

YOheyr = —36 2+ 3673+ ¢, (2.102a)
MY el (2.102b)
dt t=1+

Ahora, la respuesta del sistema paral se obtiene tomando en cuenta que la
respuesta del sistema esta definidayfr cuya expresion esta dada por la Ecuacion
(2.99), en donde sus coeficiente deberan satisfacer las condiciones mostradas por las
Ecuacionesd.102).

Es decir,
cel+cedtli=-le?+ie3+]; (2.103a)
—2ce%-3ce%=1+e%-¢73 (2.103b)

Al resolver el sistema de ecuaciones dado por las Ecuaci@riEy), se obtiene
quec; = € — % yC= % - €3, las cuales al ser sustituidas en la EcuaciBd), se
consigue que

yit) =[-3|e?+[}-|e¥+ vi>1 (2.104)

Figura 2.11 Respuestay(t) del sistema ante la excitacion
X(t) = u(t) +6(t— 1) del Ejemplc2.10

La Figura2.11 ilustra la respuesta del sistema ante la excitaci@) la cual
esta definida pou(t) +6(t—1). En la grafica se puede observar la continuidad de
la sefialy(t). Sin embargo, también puede observarse el cambio abrupto que sufre la
pendiente de la sefig(t) justo ent = 1, lo que representa una discontinuidao‘%@
parat = 1.
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PROBLEMAS

2.1 Sea el sistema descrito por la Figil#dZ formado por los elementos: resistencia,
inductancia y capacitancia.

x(t) @ C== R SE y(t)

Figura 2.12 Sistema eléctrico RCL.

Si el sistema es excitado por una sefial de tension eléa(ficy su respuestg(t) es
medida a través de la caida de tensidn sobre la resistencia. Entonces, su modelo matematico
en el dominio del tiempo continuo, y en términos de sus variables externas esta dado por
A) LCd 0+ £ DO 4y = x(1)
B) ° ey = x(0
o L¢ 3 ) =0
D) "f;é“ + e A2+ Y0 = X0

2.2 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, y cuyo modelo materfiatico

viene dado por 5 ,
dy(t) . dv(t)  dyb)
dtd +20 dt2 8 dt
dondey(t) y x(t) representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de excitacién
del sistema.

Si el sistema es excitado por una sef{# = e2u(t), dondeu(t) representa la funcion
escalén unitaria, entonces, la expresion matematica correspondiente a la respuesta del
sistema para todb> 0, es deciry(t) viene dada por

A) ¥t = 73 e_4t

B) W(t)=Ae 4+ Agte 2+ Age /2 - B2t
C) y(t)=Ae4+Aet2- e

D) y(t)=Ae 4+ Agte 2+ Age2 - e 2t

2.3 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, y cuyo modelo matematico
corresponde a

16 +y(t) = 32¢(t), (2.105)

2
d dﬁt) + dz(tt) = d(’;(tt) + (), (2.106)

dondey(t) y x(t) representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de excitacion
del sistema. Si el sistema es excitado por una sdfia: e tu(t), dondeu(t) representa la
funcién escaldn unitaria, entonces, paraAinz 0y un A # 0 la expresién matematica
correspondiente a la respuesta del sistema para te@pes deciry(t) viene dada por

"Note quel6a® + 20a? +8a+1=16(@+ 1)@ +a+ 1).



58 ANALISIS DE SISTEMAS EN EL DOMINIO CONTINUO

A) yt)=A;+et

B) y(t)=Ae"

C) y(t)=Ar+Aet

D) No puede ser determinada

2.4 Seaun sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo, y cuyo modelo
matematico viene dado por

dy(t) d?y(t) . dyt)  dx(t)
de +2 de? +2 dt =4 dt ’

dondey(t) y x(t) representan respectivamente las sefiales de respuesta y de excitacién del
sistema.

Si el sistema es excitado por una sef{# = e2u(t), dondeu(t) representa la funcion
escalén unitaria. Entonces, la expresion matematica correspondiente a la respuesta del
sistema ante la sefig(t) para todd > 0, es deciry(t) viene dada por

A) y(t) = Aetsenf) + Aetcosf) +2e 2, Vi>O0.

B) y(t) = A1+ Axetsen()+Agetcost)+2e %, Vt>O0.

C) y(t) = A+ Ase Y2sen(+ 3) + Age VZtcost + &) + 272, V>0,
D) y(t)=2e2%, Vt>0.

2.5 Seaun sistema LDCID en el dominio continuo, el cual esta definido por

% + 5% +6y(t) = 6x(t), YteR. (2.108)

Vt>0, (2.107)

Si la sefial de excitaciox(t) esta dada p&r
X(t) =sgnf), VteR,

y ademay(t) o™ -1, % o™ 0. Entonces, la respuesta del sistema par@ es

A) -9 2i+6ed+2
B) -Je2+3e%+1
C) -21e?+14e%+6
D) -6e2+4e3+1

EJERCICIOS PROPUESTOS

2.6 Sea el sistema descrito por la FigiZd3formado por resistencias y capacitancias.
Si el sistema es excitado por una sefial de tensién eléciticy su respuestg(t) es
medida a través de la caida de tension sobre la capacitandiantonces, determine;
a) modelo matematico en el dominio del tiempo continuo, y en términos de sus
variables externas definidas;
b) respuesta del sistema si éste es excitado por un séfial u(t) y el sistema se
encuentra en condiciones iniciales de cero;

1, Vt>0;
8Note quesgnt):{ -1, Vt<o.
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Ry Ry
AAA AAA
vy vy

(t) @

L O,

y(t) == C»

Figura 2.13. Sistema eléctrico doble RC.

c) respuesta del sistema si es excitado por una %edigl= po(t — 4). Para esto
suponga qu&; = R, =1kQ y C; = C, = 470uF y el sistema se encuentra en
condiciones inicialeg(07) =1y %hw =0.

2.7 Seaun sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo, y cuyo modelo
matematico viene dado por

dByt)  d?y(t dy(t
d):g) +0 dﬁ)”l ﬁ(t)
dondey(t) y x(t) representan respectivamente las sefiales de respuesta y de excitacién del
sistema. Entonces, determine:
a) respuesta impulsiva del sistema,;
b) respuesta escaldn del sistema empleando el M&dlo
c) respuesta escaldn del sistema empleando el M&dg;jio
d) respuesta escalon del sistema empleando el M&dlio
e) compare los resultados obtenidos de acuerdo a cada método.

+6=x(), Yt>0, (2.109)

9Considere que los parametros 2 y 4 que definen la sefial estan expresados en sejundos, (






CAPITULO 3

ANALISIS DE SISTEMAS EN EL DOMINIO
DISCRETO

Al observar la naturaleza, me percato que ella es la mas sabia maestra de la vida. Nunca pierdas
sus lecciones a través de la observacion, porque siempre tendras algo que aprender de sus catedras.
—Ebert Brea

Un punto de vista que en diversas oportunidades puede adoptarse para el analisis de los
sistemas, es el analisis de ellos desde una Optica discreta. Este enfoque exige por parte del
analista del sistema, una concepcion de la relaciones de la cantidades del sistema desde
la perspectiva del dominio discreto, para asi obtener un modelo matematico desde esa
perspectiva. Para lograr formular un modelo matematico definido en el dominio discreto,
el analista del sistema puede hacerlo a través de la relacion existente de la respuesta del
sistema y su excitacion desde su concepcion discreta, o0 mediante la discretizacién del
modelo matemético obtenido en el dominio continuo.

En este capitulo se estudiara tanto el desarrollo de modelos discretos, los cuales usual-
mente seran expresados en el tiempo discreto, como la resolucién de ellos en ese dominio.

Es oportuno indicar que los modelos matematicos de sistemas en el dominio discreto
estudiados en esta obra, son los representados en intervalos regulares del dominio y no
los llamados sistemas de eventos discretos, los cuales corresponden a los ampliamente
conocidos sistemas con cambios de estados del sistema a intervalos aleatorios.

Este capitulo esta estructurado de acuerdo a las siguientes secciones: en l&3#&ccion
se introducen los modelos matematicos de sistemas dindmicos definidos en el dominio
discreto, para lo cual se plantean modelos que obedecen a relaciones de las variables del

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 61
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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sistema y su eventuales desplazamientos, los cuales conforman la llamada ecuaciones en
diferencias; en la Secci@®2 se presentan algunos métodos que son empleados para la
obtencién de la ecuacion en diferencias a partir del correspondiente modelo matematico
en el dominio continuo, en especificos, modelos matematicos correspondientes a sistemas
lineales, dindmicos, causales, invariantes en el dominio y deterministas (LDCID). Un mé-
todo alterno al desarrollado en la Secc®Bes el método basado en variables de estado, el
cual es brevemente introducido en la Sec8d@debido a sus bondades en la resolucion de
problemas de modelos matematicos de orden superior. En la S8c:Emformulara y se
estudiara la solucién de sistemas LDCID de primer orden definido en el dominio discreto,
mediante un método basado en la ecuacién recurrente del sistema, para asi comparar
su solucién con la solucién obtenida de los sistemas LDCID de primer orden definido
en el dominio continuo. De forma semejante al tratado en la resolucion de ecuaciones
diferenciales, es estudiado en la Secc®E la solucion de los modelos mateméticos

de sistemas LDCID definido en el dominio discreto. Tanto la respuesta ante un impulso
unitario como la respuesta de los sistemas LDCID ante un escal6n unitario, cuando en
ambos casos el sistema se encuentran inicialmente en reposo son ampliamente estudiados
respectivamente en las Seccioi®€ y [3.7. Finalmente, un conjunto de problemas son
planteados, los cuales sus soluciones son presentadas al final del libro, asi como problemas
propuesto para que el lector pueda revisar los conocimientos adquiridos en el capitulo.

3.1 SISTEMAS LDCID

Un ejemplo de este tipo de sistemas fue mostrado en el Ejetabhte la paginé3, en

donde, la variable a medir como respuesta viene dada por la tensién eléctrica de cada nudo.
Note, que el modelo matematico desarrollado en el ejemplo esta definido en un dominio
discreto regular y éste representa la posicién del nudo.

Debido a la naturaleza que suelen presentarse en el campo de la ingenieria eléctrica, los
sistemas comUnmente son representados a través de modelos mateméaticos en el dominio
continuo, y con mayor frecuencia en el dominio del tiempo continuo. Sin embargo, como
ejemplo se tiene que el estudio de la maquina eléctrica rotativa exige la formulacion de un
modelo matematico definido en el dominio de la variable independiente angulo de giro,
para asi representar el campo magnético rotante en los elementos que la integran. Este
hecho obliga al analista del sistema realizar la correspondiente discretizacion del modelo a
objeto de estudiarlo en el &mbito del dominio discreto. No obstante, hoy en dia existen
incontables sistemas que por su naturaleza son representados directamente a través de
modelos matematicos definidos en el dominio discreto.

3.1.1 Modelos matematicos de sistemas en el dominio discreto

En ocasiones la representacion de los sistemas induce a una representacion en el dominio
discreto, dada su naturaleza. Un ejemplo de estos sistemas cuya representacion matemética
es por su naturaleza discreta es el modelo matematico de un instrumento financiero, el cual
los intereses son abonados en el instrumento financiero a intervalos regulares, bien sea
diario, mensual, trimestral, por nombrar algunos lapsos.

A tal efecto, considere el siguiente ejemplo basado en un instrumento financiero.



SISTEMAS LDCID 63

B EJEMPLO 3.1

Sea un instrumento financiero, el cual tiene una tasa pasiva dideiaalor fijo o
variable, es decir, el interés que otorga la institucion financiera al cliente, y en cuyo
caso sera denotada piqr dondek representa cadeésimo dia. Suponga que una
persona cuenta con un capi@ y desea invertirlo en el instrumento financiero, y la
persona no realizara ni depositos ni retiros durante el periodo de inversion. Entonces,
¢ Cudl es el modelo matematico que le permita calcular la cantidad de dinero en
deposito al final de cada dia, por concepto de interés?

Solucién
Se conoce que la cantidad de dinero disponible en depdsito, denotatigopoa
todok=0,1,..., esta dada por

do = Co
dl = Co(1+i1)
d2 = Co(1+i1)(1+i2) (3.1)

dy = Coll+ig)(L+ip) - (1+in)

De la Ecuaciond.l) se tiene que

n
dh =c0]_[(1+ik), VneN, (3.2)
k=0
dondeCy es el capital inicial yix representa la tasa de interés para dag¢aimo
dia en que la persona hace la inversion, y se defige=@, lo cual conduce a que
M o(1+i) =1
Ahora, siix =i, es decir, es constante para c&dal,?2,...,n, entonces al hacer
ik =i para todo lok > O, se obtiene de la Ecuaci¢.p)

din] = Co(1+D)"u[n], ¥YneN (3.3)

lo que puede ser modelado por

oo
d[n] =COZ(1+i)k6[n—k], VneN. (3.4)
k=0
Note que tanto la Ecuaciol3.) como la Ecuacién3.4) describen la cantidad

de dinero en el instrumento financiero para cada final de dia, la cual es facilmente

verificable a través de la Ecuaci@l). Al mismo tiempo, ambas ecuaciones repre-

sentan el modelo matemético en tiempo discreto del instrumento financiero.

Ahora bien, en este apartado se estudiar4 como transformar los modelos matematicos de
sistemas lineales, dinamicos, causales, invariantes en el dominio y deterministas (LDCID)
definidos en el dominio continuo al dominio discreto a intervalos regulares.

Normalmente, los sistemas que son estudiados son sistemas definidos en el dominio
discreto del tiempo. No obstante, los métodos, técnicas y herramientas a emplear pueden
ser aplicados a sistemas en dominios no necesariamente temporales.

Por otra parte, los modelos discretos provenientes de la discretizacion de los modelos
matematicos de sistemas lineales, dinamicos, causales, invariantes en el dominio y deter-
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ministas (LDCID) definidos en el dominio continuo conforman lo que se denominan ecua-
ciones en diferencias, las cuales explican la manera como estan relacionadas las muestras
de las variables del sistema en funcion de su relacion de desplazamiento.

3.2 DISCRETIZACION DE MODELOS MATEMATICOS DEFINIDOS EN EL
DOMINIO CONTINUO

En este punto se estudiaran dos enfoques que son empleados para la discretizacién de
modelos matematicos de sistemas LDCID en el dominio continuo. Los enfoques estan
basados en el método numérico de integracion a emplear, los cuales al reemplazar las
operaciones de derivada de ordegsimo en la ecuacion diferencial que representa la
dinamica del sistema, arrojan como resultado lo que se denominan el modelo matematico
definido por su correspondiente ecuacion en diferencias.

3.2.1 Discretizacién por integracion rectangular

3.2.1.1 Sistema de primer orden Para introducir el tema, suponga que el modelo
matematico esta dado por una ecuacion diferencial de primer orden, la cual cuenta con la
expresion

dy(t)

—gp HaoyY() =box(), VteR. (3.5)

Al multiplicar la Ecuacién/8.5) por dt e integrando entrg y to + h, dondeh > 0 es el
paso de integracion, se obtiene que

to+h to+h to+h
f dy)+a [ y(t)dt=bo f x(dt, VteR. (3.6)

to to to
Ahora, si se establece de modo general que la integral gnire + h de una funcion
f(t), puede ser aproximada por el valor de la fundii por su lado izquierdo del intervalo
de integracién multiplicado por el ancho de integradigse tiene que

o+h
f t f(t)dt ~ f(to)h. (3.7)
to

Sin embargo, también puede ser aproximada por el valor de la fufitidpor su lado
derecho del intervalo de integracion, obteniendo

o+h
f t f(t)dt ~ f(to+h)h. (3.8)

fo
Al aplicar la Ecuacién3.7) a la Ecuacion3.€), se obtiene

y(to + h) — y(to) + ag y(to)h = b X(to)h.

Al reordenar los términos de esta anterior ecuacion y denotgfgle h) = y[n + 1],
y(to) = y[n] ¥ X(tg) = X[n], se alcanza el modelo en el dominio discreto,

y[n+ 1]+ (agh—1)y[n] = bohXn], neZ. (3.9)
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la cual puede ser expresada en su forma recurrente, como
y[n+1] = (1-aph)y[n] + (boh) x[n], neZ. (3.10)

La Ecuacién8.10 pertenece a la familia de ecuaciones recurrentes, y es denominada
asi, debido al hecho de que es posible, a través de ella misma, calcular cada uno de los
valores como consecuencia de lo calculado anteriormente.

Note que a través de la Ecuaci@1(), se puede proporcionar de forma recurrente la
secuencia de muestra yleparak € Z. Para eso es necesario conocer una condicion inicial,
es deciry[0] = y(0) = yp y las muestras de la sefial de excitacion discxpth

W EJEMPLO 3.2
Suponga que

x[n] = u[n] = ié[n— K], (3.11)
k=0

y la condicién inicial del sistema en= 0, es deciryg =0, ag =bp = 1, y el paso de
integraciorh = 0,01. Determine por simulacion la respuesta del sistema ante la sefial
de excitacién dada.

Solucién
De acuerdo a la EcuacidB.(10), se tiene:

0, Yo = 0

1, y1=0,99y+0,01x=0,01

2, y2=0,99y; +0,01x; =0,0199

3, y3=0,99y,+0,01x, =0,029701

Los resultados dg mostrado arriba, proveen la solucién mediante calculo para
cada uno de los instantes de mueska® cual exige del una gran esfuerzo com-
putacional si se desea obtener el valorydg@ara cada instante discreto o para un
valor determinado dé& muy alto, debido al hecho de que se debe calcular cada
k-ésima muestra. Esta solucién es comunmente denominada solucién por simulacion
o solucion porecurrencia

La Figure3.1de la pagin®6ilustra la secuencig correspondiente a la respuesta
del sistema ante una excitacion definida por una sefial escalén unitaria en el dominio
discreto, y cuya célculo se basé en el empleo de la EcueRibi) para cada k-ésima
muestra.

5 5 5 5
Il

3.2.1.2 Sistema de segundo orden Para este caso, considere el modelo matema-
tico definido por
d?y() | dy(t)
iz +a at +apy(t) = box(t), VteR. (3.12)
Si se multiplica la Ecuacion3(12) por dt, y se integra entréy y to + h, dondeh es
nuevamente el paso de integracion, se tiene

to+h dy(t)
(s

t0+h t0+h t0+h
+ay f d[y(®)] + a0 y(t)dt = bo t x(t)dt. (3.13)
0

fo to
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Figura 3.1. Representacion grafica gig para el caso de=0.01s

Aplicando la aproximacion de la integral numérica por la izquierda, tal como es propuesta
por la Ecuacion3.7), a la Ecuacién3.13), se puede expresar que

), a [Y(to + h) — y(to)] + a0 y(to)h = bo X(to)h. (3.14)
dt len  dt g

0

Aplicando la definicién de derivada lateral derecha se tiene que

dy(t)| _ y(to+h)—y(to)
3t~ g (3.15a)
dy(t)| _ y(to+2h)—y(to+h)
0 b . (3.15b)

Al emplear las Ecuacione8.(5) en la Ecuacion3.14), arroja como resultado

o2 =yllo ) YoxW=HO) o, [yt by -t + doyttolh = bo x(th. (3.16)

Al reordenar los términos de la Ecuaci@X€), se obtiene
y(to + 2h) + [ath — 2] y(to + h) + [1 — agh + agh?] y(to) = boh? X(to) (3.17)
Considerando que los términos de la Ecuaci®i) pueden ser representados por:
y(to) = y[n], y(to + h) = y[n+ 1], y(to + 2h) = y[n+ 2)] ¥ X(to) = X[n], se tiene que la forma
discreta de la Ecuaci6i3(17) viene dada por

y[n+ 2]+ [ath-2]y[n+1] +[1 - ath+apgh?]y[n] = boh®X[n], V¥neZ. (3.18)

Si se despeja el término de mayor desplazamiento de la Ecu8cié@) e tiene que la
ecuacion recurrente para este caso es

y[n+2] = [2—-ash]y[n+1] - [1 —ath+ah?]y[n] + bgh? X[n], VYneZ. (3.19)
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Con relacién a las condiciones iniciales, o dicho de otro modo condiciones del sistema,
en virtud de que lo que se requiere es conaceondiciones no necesariamente iniciales
en el caso de ser un sistemardésimo orden, debe emplearse los conceptos asociados al
operador de derivada.

Para el caso de un modelo matematico de segundo orden correspondiente a un sistema
LDCID, suponga que son conocidas la respuesta del sistema y su primera derivada en el
instante 0, y se requiere conocer las correspondientes condiciones en el dominio discreto.

Como ejemplo, suponga que

dy(t .
YWho=Yo 0| =y, (3:20)
t=0
Conociendo entonces que la respuesta del sistema y su primera derivatia pase
puede obtener con muy buena aproximacién que

Y(®l=0 = Yo
| yh)-y0) _; (3.21)
at oo~ n Yo
Al expresar las muestras pa@g h, se obtiene de la Ecuaci¢®.2]) que
y{0] = Yo,
Vo0l (3.22)
R Yo
De la Ecuacién3.22), se tiene que
y[0] = Yo,
(3.23)

y[1] = hyo +Yo.

B EJEMPLO 3.3

Sea un sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo, y cuyo modelo
matematico viene dado por

d?y(t) .dy(t)  .dx(t)
de? +6 dt =6 dt ’

5 vt >0, (3.24)
dondey(t) y x(t) representan respectivamente las sefiales de respuesta y de excitacion
del sistema.

Si el sistema es excitado por una sefifl = u(t), dondeu(t) representa la funcién
escaldn unitaria. Entonces, determine el modelo matematico en tiempo discreto con
unh=0,01; y formule la ecuacion recurrente que permita simular la respuesta del
sistema

Solucién

A los efectos de mostrar algunos resultados de la simulacién, suponga gue
ag=bp=1,h=0,01y x[n] = u[n], es decirx[n] = 32 ,6[n—K] para todn e R, y
la cual es conocida como la funcién escalén unitario discreto.
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Por otra parte, suponga qu@®) =0y % =1
Al reemplazar los parametros en la Ecuaci®i), la ecuacion recurrente queda

Yn<O;

0,
yln+2] = { 1.99y[n+ 1] - 0,9899y[n] + 0,0001; ¥ n> O, (3.25)

Ahora, de las condiciones iniciales y sabiendo que la derivada lateral derecha para
t = 0 esta dada por

| _ Worh)-y) (3.26)
dt =0 h t=0
se tiente al despejgtty + h) de la Ecuaciéon3.2€) que contg =0

y1=y(h) = h+y(0)=0,01
Empleando las Ecuacione3.25) y (3.27),

0, y2=1,99y; —0,9899y, + 0,0001
1, y3=1,99y,-0,9899s1 +0,0001
=2, Ya=199y3-0,9899:,+0,0001
3, ¥5=1,99y,-0,9899: + 0,0001

3.2.2 Discretizacién por integracion trapezoidal

La discretizacion trapezoidal no sera desarrollada como se hizo en el caso rectangular,
debido al hecho de su semejanza con la discretizacidn rectangular, exceptuando que la
operacion de integracién debe aproximarse de acuerdo a

t0+h
f F(t)dt ~ Wn
t

No obstante, note que al aplicar este concepto al problema planteado por la Ecuacion
(3.5) de la pagin#®4, la Ecuacién/8.6) queda expresada como

(3.28)

0

y(to) +y(to + ) h=bo X(to) + X(to + h) h.

y(to +h) — y(to) + a0 > > (3.29)
Al agrupar los términos de la Ecuacid@® 29, se tiene
[1+ 20/ 21y + ) +[20/2- Ty(o) = 23 X(t)+ T xto + 1), (3:30)
la cual al ser expresada en el dominio del tiempo discreto, se tiene
[1+ap/2]y(n+1)+[ap/2-1]y[Nn] = % x[n] + % x[n+1], VneZ, (3.31)

y al despeja el término de mayor desplazamiento se puede afirmar que

1-a9/2 boh

N+ =12 2 2 a2 X

[n] x[n+1], VneZ,

. boh
2(1+ap/2)
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la cual puede ser reexpresada como

C2-a boh boh
y[n+l] = my[n]‘f‘ 2+aOX[n]+ 2+a0

x[n+1], VneZ. (3.32)

3.3 ESPACIO DE ESTADO

El concepto de espacio de estado es ampliamente empleado en el campo de la ingenie-
ria y las ciencias. En esta seccion se introducira este concepto a fin de emplearlo en la
blusqueda de soluciones de sistemas de orden superior por simulacién. No obstante, antes
de aplicarlo es importante su estudio para disponer de los conceptos de espacio de estado
en la discretizacion de sistemas a partir de su representacion en ecuaciones diferenciales.
Este enfoque presenta mejor precision en la solucion computacional que el método de
discretizacion de los operadores de derivad@sima, en virtud de que solo es empleada
una aproximacion de derivada de primer orden. La base del método es el concepto de
espacio de estado. Este transforma una ecuacion diferencial deneédeno y de primer
grado, debido al hecho de que se esta tratando sistemas LDCID, en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden y de primer grado, para luego discretizar los
n operadores derivadas de primer orden.
Con el propésito de introducir el concepto de espacio de estado, suponga que se cuenta
con un sistema LDCID de ordem y éste cuenta con su respectivo modelo matematico de
acuerdo a

n n—k
Zan—kd—yl((t) = box(t), VteR, (3.33)
£45 -

donde sera consideradg = 1 sin que esto no pierda su generalidad.
Sean las variables de estagl(i) paratodd =0,1,...,n—1, las cuales corresponden a:

eo(t) = y(t),

e(t) = %,

: o (3.34)
en-2(t) = dtn)_/gt),

d™y(t)

din-1 -

Ahora, de la EcuaciorB(34), se tiene que al derivar cada una de las variables de estado
g(t) paratodd =0,1,...,n— 1y al establecer sus equivalencias, se obtiene que

den(f) _ dy(t) _

en-1(t) =

a9t ? =e(t),
da) _ 0 _ o

dt  d
: (3.35)

deno(t)  d™y(t)
dt  — dt-?
den_1(t) _ d"y(t)
dt ~ dn

= en_1(t),
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Del modelo definido por la EcuacidB.B3), se tiene entonces que

d dan n gn-k n
?;t(t) - d):f(f) ==, —kWﬂ(f) +boxX(t) = = )" anken k() +box(t).  (3.36)

k=1 k=1

De las Ecuacione3(34), (3.35 y (3.36), se obtiene

eo(t) o 1 0 - 0 0 eo(t)
e(t) 0 0 1 .- 0 0 e (t)
d : : : : : e(t)
l : - : . "
dt| e,_s(t) o 0 0 - 1 0 :
en—2(t) 0 0 o - 0 1 en—2(t)
en-1(t) -89 —a -a -+ —an2 —an1 J\ en1(t)
, (3.37)
0
0
X(t), VteR,
0
bo

donde la respuesta del sistema, en este caso particular, esta definifthpes(t).

La Ecuacion(8.37) representa lo que se conoce por ecuacion de estado, la cual esta en
términos de las variables de estagip) paratoda =0,1,...,n- 1.

Es importante sefialar que debido al tratamiento con que son analizados los sistemas
en cuanto a su numero de excitaciones y respuestas, es decir, sistemas de una sola entrada
o sefial de excitacion y una sola salida o respuesta, y esta Ultima Unicamente depende de
una variable de estado, la respuesta del sistema es definida Ginicamente por una variable de
estado.

Dicho esto, entonces los sistemas representados mediante sus variables de estado pueden
ser definidos de la forma

dgte(t) = Ae(t) +bx(t), VteR, (3.38)

dondee(t) representa el vector de estado definidoR&h!, A la matriz de coeficientes

o parametros del sistema &", b e R™! define los parametros de la excitaciénd%y
corresponde al operador primera derivada, que al actuar sobre un vector su resultado es un
nuevo vector cuyas componentes estan definidas por la primera derivada de cada elemento
del vector, en esta caso, del vector de es&tjoEs decir,

(3.39)

d oo (deo@® de()  deva())
dte(t)"e(t)"( dt ° dt > dt ’
donde el superindict denota el vector transpuesto.
Al aplicar lo definido por la Ecuacioi8(39 en la Ecuacion3.3€), se puede expresar
que
&(t) = Ae(t) + bx(t), VteR. (3.40)
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Observacion 3.1 La representacion de una ecuacion diferencial de omdgnde primer
grado requiere Unicamente devariables de estado para ser representada completamente.

B EJEMPLO 3.4

Sea el siguiente ejemplo correspondiente a un sistema LDCID de tercer orden, y
cuyo modelo matematico es

3 2
T T o D oy =boxy, vtew. (3.41)

Representa el sistema en el espacio de estado.

Solucién
Empleando la definicion de variables de estado, se tiene

eo(t) = y(t),
dy(t

ei(t) = % (3.42)
d?y(t)

el)=—z"

De la Ecuaciond.42), se obtiene

dey d

dt(t) Zji(tt) ex(t),

de d? 1
dt(t) d}tlgt) eZ(t) ’ (3 . 3)

3
90 = A = —agen(t) — awea(t) - apex(t) + box(t).

De la Ecuacion3.43), se tiene

eo(t) 0 1 0 eo(t)
T et) |= 0 0 1 e(t) [+
ex(t) —ap —ar -a2 )\ ex(t)
(3.44)
0
0 ]x(t), VteR.
bo

Se tiene entonces que la respuesta del sistema, segun la EciBgadié)ngsta
definida mediantg(t) = ep(t).

3.3.1 Discretizacion de sistemas por espacio de estado

En este apartado se aplicaran los conceptos de discretizacion del operador derivada, a los
fines de proponer un sistema de ecuaciones en diferencias, que permita obtener una solu-
cion numérica cuando el sistema LDCID de orden n-ésimo bajo estudio esta representado
a través de una ecuacion diferencial.

Es oportuno indicar que la discretizacion de los sistemas LDCID mediante su represen-
tacién en espacio de estado, conduce a un mejor aproximacion que el método de discretiza-
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cion mostrado en la Secci@i?2, cuando el sistema es de segundo o mayor orden, debido al
hecho de que Unicamente se establecen aproximaciones numéricas sobpelasiones
de derivadas de primer orden. Mientras el método de discretizacion establece recurrentes
aproximaciones en el operador derivad@simo.

Para esto se debe entonces disponer de la representacion del sistema LDCID mediante
variables de estado, tal como es mostrado en la Ecua®i8¥).(No obstante, se empleara
en primera instancia la notacion matricial definida por la Ecua@@t) de la pagin&C.

Ahora, al reemplazar

da(t) _ elk+1]-alK]
dt h ’

Vi=0,1,....n—-1, (3.45)

en la Ecuacién3.3§), dondeh es el paso entre muestras, se obtiene que una representacion
matricial aproximada puede ser definida por

w = Ae[K] +bx[K], VteR, (3.46)

la cual al reordenar los términos se tiene que
eglk+1] = (I +hA)gK] + hbx[k], YteR, (3.47)

dondel € R™" denota la matriz identidad, k en este caso representa el contador de
muestras discretas.

Otro modo de expresar lo representado por la Ecua@a@y)(es a través de las Ecua-
ciones[B.45 y (3.37), donde nuevamentesignifica el contador de muestras discretas, con
lo cual se obtiene

eolk+1] o 1 0 - 0 0 eolK]
ei[k+1] O 0 1 - 0 0 ei[K]

: : : : . : : (K]

: - hl : : : . : : ' +
en_alk+1] O 0 0 - 1 0 :
en_o[k+1] 0 0 0o - 0 1 en-2[K]
en-1[k+1] -8 -a; -a& -+ —ah2 -1 )\ enafK

(3.48)

0 eo[K]

0 e1[K]

0 .

h| . |+ ¢ | vk=o,

: en-3[K]

0 en-2[K]

bo en-1[K]

dondeh significa el paso de discretizaciorky Z representa en contador de secuencia de
muestras.
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B EJEMPLO 3.5

Sea el sistema LDCID de segundo orden propuesto en el Ej&jacuyo modelo

matematico es it vt d .

5 dfg)w Z(t)_ :I(t), Vt> 0, (3.49)
dondex(t) es la sefial de excitacion del sistemay(® corresponde a la sefial de
respuesta del sistema.

Para el modelo matematico definido por la Ecuac®4ad), represente el modelo
en el espacio de estado y definalo también en el dominio discreto.

Solucion
A objeto de contar con un modelo mas general en el espacio de estado, se puede

reexesar la Ecuaci63 49 como

d?y(t) _ dy(t)

qe Tagr tay)=bi—g~

dondea; = &,80=0,b; = & y by = 0.
Ahora, al definir las variables de estado, se tiene

dX()

+box(t), Vt>0, (3.50)

eo(t) = y(1).
er(t) = dy(t)’ (3.51)
De la Ecuaci6i8.5], se obtiene que
% i % R 3.52
9900 0 — o0~ 2 0, 20 s ), o

Sustituyendo la Ecuaciéi861) en la Ecuacion3.52) y expresandola en forma
matricial se consigue

il oo )~ (& - )l0)

(bl)d;‘l(tt)( )(t) vt 0.

Al aplicar el operador derivada lateral derecha en la Ecua@&d)( se obtiene
(eo[n+1]): ( 0 h (eo[n] )+ eoln] |,
e[n+1] —aoh —ah )\ e[n] eyn]

( 0 0 )( x[n+1] ) Vns 0,

(3.53)

(3.54)

b1 boh-Dby x[n]
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donde la respuesta del sistema/fg = e[ n] para todan > 0, la cual también puede
ser expresada como

(St ) (L ) S,

0 0 X[n+1]
(bl boh— by )( X[ ) vnz0,

(3.55)

Ahora, al sustituir por los coeficientas= g, a=0,by = &,bp=0yh=0,1en
la EcuaciorB.54 se obtiene

eo[n+1] \ _ 1 01 eo[N]
( el[n+1] )‘ ( 0 088 )( e[n] )*

(3.56)
( o )( A ) =0
De los obtenido en la EcuaciéB.b€), se tiene en forma explicita que
e[n+1]=¢ey[n]+0,1e1[n], VYn=>0, (3.57a)
ei[n+1] =0,88e[n] + 1,2x[n+1] - 1,2x[n], V¥n=>O0. (3.57b)

El sistema de ecuaciones mostradas por las Ecuaci®i&@sgon conocidas como
el sistemas de ecuaciones en diferencias, las cuales ambas conforman un sistema de
ecuaciones recurrentes.

No obstante, al expres&i[n], en términos dexp[n] y e[n+ 1] a partir de la
Ecuacion/8.579, se obtiene que

eo[n+1]-eo[n]

> .
o1 , v¥n>0, (3.58)

e[n] =

y en consecuencia

e[n+2]-e[n+1]
0,1 ’

el[n+1] = v¥n>0, (3.59)

las cuales al sustituir estas dos Ultimas expresiones en la EcUa&at) Ee consigue
el modelo matematico discretizado del sistema, el cual viene dado por

eoln+2]-e[n+1]  ooeoln+1]-eo[n]
0,1 ’ 0,1

=1,2x[n+1]-1,2x[n], ¥n>0. (3.60)
Al agrupar los términos de la Ecuaci@6() se obtiene

10ep[n+ 2] - 9,8ep[n+ 1]+ 8,8ep[n] = 1,2x{n+1]-1,2x[n], ¥n> 0. (3.61)
Ahora, comogg[n] = y[n], finalmente se puede escribir que

y[n+2]-0,98y[n+1]+0,88y[n] =0,12x[n+ 1] -0,12x[n], V¥n=>0. (3.62)
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B EJEMPLO 3.6

Sea el sistema LDCID de tercer orden mostrado en el EjeBdlde la pagin&/ 1.
Para el sistema descrito mediante su ecuacion diferencial, determine su representa-
cion en espacio de estado definido en el dominio discreto.

Solucién
Partiendo de la solucion del Ejem{8al mostrada en la Ecuaci¢8.44) y aplicando
las Ecuaciones3(45) y (3.47), se consigue que para tode 0

eo[n+1] 1 h 0 eo[n] 0
ei[n+1] :[ 0 1 h ei[n] +[ 0 ]x[n], (3.63)
e[n+1] -ah —-aih 1-ah e[n] boh

dondeh es el paso de discretizaciomy= 0,1,... representa en este caso el contador
de muestras.

Por otra parte, de acuerdo a las variables de estado definidas en el E3efnialo
respuesta en el dominio discreto del sistema viene dada por

y[n] = ep[n], ¥nx0. (3.64)

3.3.2 Discretizacién de sistemas por integracion de las variables de estado

Otro enfoque para obtener la representacioén de un sistema LDCID definido en el dominio
discreto, mediante sus variables de espacio de estado, es a través de la integracién de su
modelo matematico en espacio de estado definido en el dominio continuo, cuya represen-
tacion ha sido dada por la Ecuacid40 de la paginaZ0. Para esto, al multiplicar la
Ecuacién|8.40) pordt, se obtiene que

de(t) = Ae(t)dt+bx(t)dt, VteR, (3.65)
e integrando entr y to + h, se consigue que
to+h t0+h t0+h
f de(t) = Af e(t)dt+ bf x(t)dt, VteR, (3.66)
to to to

dondeh > 0 es el intervalo de integracion.
Ahora, aplicando a la EcuaciéB.6€) uno de los métodos de integracion, por ejemplo,
integracion rectangular por la izquierda, se tiene que

e(to + h) — e(tg) = hAe(tp) + hbx(tp), VYigeR, (3.67)
con lo cual, al definitg comok, y to + hcomok+ 1, se tiene que

elk+1] = (I + hA)e[K] + hbx[n], VkeZ. (3.68)
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Por el contrario, al aplicar el método de integracién rectangular por la derecha a la
Ecuacién|8.66), se tiene que
e(to +h) — e(to) = hAe(to + h) + hbx(to +h), Vitg R, (3.69)
lo que arroja, al definitp comon, y to + h comon+ 1
elk+ 1] — efk] = hAe[k+ 1]+ hbx[k+ 1], VYkeZ. (3.70)
Por otra parte, al aplicar la integracién trapezoidal a la Ecua8i®g)( se consigue que
e(to +h) — e(to) = JA (e(to) + e(to + h)) + Jb(X(to) + X(to + 1)), Vig e R. (3.71)
Nuevamente, al defintyg comon, y to+h comon+ 1 en la Ecuacion3.7]), se tiene
elk+1] - e[kl = DA (e[K] + e[k +1]) + b (x[K] + X[k +1]), VkeZ. (3.72)

Como puede verse, la discretizacion de los sistemas LDCID de orden superior definidos
en el dominio continuo, cuando éstos son representados en el espacio de estado, a través
del enfoque de integracion permiten llegar a una representacion en términos del espacio
de estado definido en el dominio discreto, con lo cual mediante un sencillo procedimiento
puede obtenerse la solucidbn numérica asociada a cada sistema.

Note que la respuesta del sistema esta representagikperey[k] para todm € Z.

3.3.3 Aplicacion de la discretizacion por variables de estado

Una de las aplicaciones que tiene el concepto de espacio de estado es su empleo en la
discretizacion de modelos matematicos de sistemas LDCID de orden superior definidos en
el dominio continuo.

Esta aplicacion se estudiara a través del siguiente ejemplo.

B EJEMPLO 3.7

Sea un sistema LDCID de segundo orden definido en el dominio continuo, y cuyo
modelo matematico viene dado por

2
ddﬁt) * a1% +aoy(t) = box(t), VteR, (3.73)

y con condiciones iniciales dadas pt)|i-o = Yo, % =Y

Para el sistema descrito mediante el modelo matematico definido por le Ecuacién
(3.79, determine su correspondiente modelo matematico definido en el dominio
discreto.

Solucién

A objeto de hallar una solucidhal problema, se definen las variables de estado:

10se dice que es una solucién, debido al hecho de que existen diversas soluciones de acuerdo al método de
integracion que se emplee.
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eo(t) = y(t).

(3.74)
elt) = ¥~

Al determinar las derivadas de las variables de estado definidas por la Ecuacion
(3.79), se obtiene que

de(®) _ dnt) _

el ) G719
at - ae —apep(t) — arei(t) + boXx(t),
debido a las variables de estado definidas por la Ecuei@d)
Multiplicando pordt la Ecuacion/8.75), se tiene que
dey(t) = ey (t)dt,
&(t) = ew(t) (3.76)
dey (t) = —apep(t) dt— aze; (t) dt+ box(t) dt.
Al integral la Ecuaciénd.76) entretg y to + h, se tiene
to+h to+h
J e = 7 eatydt,
(3.77)

to+h to+h to+h to+h
fto‘“ de(t) = —ag ft0°+ eo(t)dt—ag fto‘” ex(t)dt+bo [ x(t)dt

0

Al aplicar, por ejemplo, integracién rectangular por la izquierda a la Ecuacion
(3.77), se obtiene

eo(to + h) —eo(to) = hey(to),

(3.78)
e(to + h) —ex(to) = —aohey(to) — arher(to) + bohX(to)-
Al representato = ny to+h=n+1, se obtienen
eg[n+1]-ep[Nn] = hey[n], (3.79a)
ei[n+ 1] - e[n] = —hapeo[n] — hayex[n] + hbpx[n]. (3.79b)

Despejand@[n] de la Ecuacion3.799 y sustituyendola en la Ecuaci¢®.79}),
se consigue que

eo[n+ 2]+ (a1h—2)ep[n+ 1] + (1 + aph? —arh)ep[n] = hbpx[n], YneZ, (3.80)
lo que al sustituirg[n+ q] pory[n+ g] para todog € Z en la Ecuacion3.80), se

obtiene

y[n+ 2]+ (ath—2)y[n+ 1] + (L + agh® — ash)y[n] = hbpx[n], VYneZ. (3.81)
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La Ecuacion/8.8]) representa el modelo matematico equivalente definido en el
dominio discreto, cuando se empleé el método de integracion rectangular por la
izquierda.

En cuanto a las condiciones iniciales, se tiene que

Y(t)li=0 = Y[0] = Yo. (3.82)

Por otra parte, la segunda condicion inicial se obtiene a partir de la informacién
de la derivada dg(t) con respecto g ent = 0, es decir, parg = 0 se tiene

ayity| .
T o =Yo. (383)
Al multiplicar la Ecuacion/8.83 por dt, e integrarla entré y to + h, se obtiene
que
to+h to+h
f dy(t) = Yo f dt, (3.84)
to to

dondetg = 0.

Empleando la integracion rectangular por la izquierda, se tiene que
Y(to+h) - y(to) = Yoh, (3.85)
lo que implica al hacetp = 0, y representay(0) = y[0] = yo, ey(h) = y[1], se obtiene
y[1] = Yo+ Yoh. (3.86)
Quedando definidas las condiciones iniciales como

y[0] = v
y[1] = yg +Yoh (3.87)

El lector deberia repetir el procedimiento, empleando los métodos de integracién
rectangular por la derechay trapezoidal, el cual este Ultimo presenta una particularidad
que deberia ser revisada por el lector.



ESPACIO DE ESTADO 79

3.3.4 Simulacion de sistemas por espacio de estado

Una vez obtenido el modelo del sistema a simular, definido en el dominio discreto y
en el espacio de estado, resulta realmente sencillo conseguir las muestras que permitan
representar graficamente el resultado de la simulacién del sistema.

A los efectos de mostrar el empleo del modelo discreto de estado, se presenta el si-
guiente algoritmo, el cual permite simular el sistema definido por el Eje@glo

Algoritmo 3.1: Algoritmo de simulacién del sistema del Ejem3®
Entrada:
&[0] = e, Vi=0,1,2: condiciones iniciales;
h: paso de discretizacion;
Xk, Vk e N.:secuencia de la sefial de excitacién en el dominio discreto;
Salida gk Yi=0,1,2y k>0.
inicio
Dado:
g;: los coeficientes del sistema para0,1,2;
bo: el coeficiente de la sefial de excitacion;
h: paso de discretizacion;
N: nimero de muestras a calcular en la simulacion;

parak=0aN-1haga
Asigne a ey k+1) < €ok + her;
Asigne a e (k+1) < erk+hey;
Asigne a e3 k1) « —aoheyk —aiher k + (L—azh)er k + bohx;
fin para
fin

Note que la notaciofk) representa el contador de muestras para kadma muestra,
ademas observe que segln la Ecuac®®4, la respuestg[n] para toda > 0 viene dada
por las muestras registradasesfn].

Yk

i

—40 0 10 80 120 160 200 240 280 320 k

Figura 3.2. Muestras dey del sistema del Ejempl8.6, con
ap=la=a=2

La Figura3.2 muestra la secuencia de muestras de la respuesta del sigterae
0 < k < 320ante una sefial de excitacidn escalén unitario en tiempo discretoaparg
a =2parai=1,2,ybg=1,y conh=0,05.
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0,6+ /\N
0,41

—40 0 40 80 120 160 200 240 280 320 k

Figura 3.3. Muestras dey del sistema del Ejempl8.6, con
a =2parai=123

Mientras que la Figur8.3ilustra la secuencia de muestras de la respuesta del sistema
yk para0 < k < 320ante una sefial de excitacion escaldn unitario en tiempo discreto, para
valores deg; = 2 parai =1,2,3, y bp = 1. Para la simulacion se consideré una valor de
h=0,05.

3.4 MODELO MATEMATICO DE PRIMER ORDEN

Antes de estudiar los modelos matematicos de manera general, se estudiara la soluciéon de
un sistema de primer orden LDCID definido en el dominio discreto. Para esto, considere
el sistema definido por

y[n+1]+agy[n] = x[n], VYneZ, (3.88)
dondex[n] representa la sefial de excitacion del sistema en el dominio disciétg e
representa la sefal de respuesta del sistema en el dominio discreto. Ademas, se conoce que
y[0] = Yo.

3.4.1 Solucion del modelo matematico de primer orden

Para resolver el modelo, se empleara el enfoque de modelo recurrente, el cual en término
de las secuencias que pueden ser extraida de la Ecudday §e tiene

Vnil+30Yn = X, VYNEZ (3.89)

Al expresar el término de mayor desplazamiento definido por la Ecuz8iBf),(se
obtiene
Yn+1 = —a0Yn+Xn, VYNEZ (3.90)

Basado en la Ecuacié.Q() se tiene que

Yn+2 = —@0Yn+1+ Xnt1, VYNEZ, (3.91)

lo que permite expresar, 2 al sustituiryn,1 de la Ecuacion3.90) en la Ecuacion3.9J),
consiguiéndose

Ve = (—80)%Yn + (—30)Xn + Xns1, YNEZ. (3.92)
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Aplicando el mismo procedimiento, se tiene que

Yne3 = (—80)°Yn + (—80)°Xn + (—80)Xns1 + Xnir2, VNEZ. (3.93)

De las Ecuacione3(90), (3.92) y (3.99 se obtiene al generalizar que

k-1
Yook = (~20)Yn+ ) (-a0)* D Ixyq, VneZ, (3.94)
g=0
lo que arroja al hacer= 0 que
k-1
Y= (—a0)yo+ Y (-a) g, Vkel, (3.95)
q=0

lo que representa la secuencia en términds gida expresién en el dominio discreto puede
ser dada por

y[n] = iyké[n—k], YneN (3.96)
k=0

Note que el primer término de la Ecuaci#dE) depende, ademas del parametgode
la condicidn inicial y no asi de la sefial de excitacion, es decir, depende de las caracteristicas
intrinsecas del sistema. Mientras el segundo término de la Ecu&c#B) depende de: la
sefial de excitacion y del paramegipdel sistema. Esta solucién, al igual que el resultado
obtenido en la Secci@?2 en relacion a la solucién obtenida en el sistema de primer orden
para cuando el sistema es LDCID definido en el dominio continuo, sera objeto de estudio
también en un préximo capitulo.

Observe las semejanzas entre la Ecua@d?y de la pagind5, y la Ecuacion'8.95),
la cual es reescrita en este apartado.

t
y(t) = y(0)e " + f e 0Ey(r)dr, Vt>0, (3.97)
0

3.5 FORMA GENERAL DE MODELOS MATEMATICOS EN EL DOMINIO
DISCRETO

En esta seccidn se estudiara la soluciébn matematica de los modelos matematicos definidos
en el dominio discreto, por cuanto si bien es cierto que las soluciones numéricas son hoy
en dia faciles de implementar, ellas estan sujeta a errores numeéricos que pueden conllevar
a una significativa acumulacién de errores, mas cuando son empleado los modelos mate-
maticos recurrentes.

Basado en este enfoque, se debe estudiar la solucién matematica obtenida por medios
analiticos. Sin embargo, a fin de abordar el tema es importante formular en el modelo
matematico que serd estudiado en esta seccién, y cuya formulacién es presentada en el
siguiente problema:
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Problema 3.1 Sea un sistema LDCID de orden k-ésimo definido en el dominio discreto
neZ,y cuyo modelo genérico es

k r
Zay[n+i]=2bix[n+i], Vnez, (3.98)
i=0 i=0

dondex[n+i] para cadai = 0,1,...,r son las muestras de la sefial discreta de excitacion;
y[n+i] para cadai = 0,1,...,k son las muestras de la sefial discreta de respuegta;
para cadai = 0,1,...,k son los parametros del sistemaby  para cadai = 0,1,...,r son

los coeficientes que alteran las muestras de la sefial de excitacion discreta.

El modelo matematico dado por la Ecuaci8Bg) es un claro ejemplo de las llanadas
ecuaciones en diferencias.

Definicion 3.1 Se define al operadar al operador desplazamiento de una muestra con
respecto a una muestra referencidh], es decir,

qf[n] = f[n+i], VneZ (3.99)

Si se aplica el operadat dado por la Definici6/.1, al modelo matematico del sistema
definido por la EcuaciérB8(9¢), éste arroja como resultado

k r
>adyln = > bigxnl. Vnez (3.100)
i=0 i=0

donde se considerara sin que esto comprometa la generalizacion de lo tratado que el
coeficientesy = 1.

Sean )
D@ = ) ad. (3.1012)
i=0
y r
N(@) = Y bid, (3.101b)
i=0

los polinomios que multiplican respectivamentga y x[n].

De manera semejante a como fue tratado el caso en el dominio contiri(g) €s el
ampliamente conocido polinomio caracteristico del sistema.

En consecuencia, el modelo matematico del sistema puede ser expresado como

D(g)y[n] = N(g)x[n], VneZ. (3.102)

3.5.1 Respuesta transitoria

Buscando hacer una analogia con los sistemas LDCID definidos en el dominio continuo,
se presenta el siguiente método a objeto de determinar la respuesta transitoria al Problema
3.1

Método 3.1 (Determinacion de la Respuesta TransitoriaDada la ecuacién en diferen-
cias definida por la Ecuacio(B.98), ejecute:



FORMA GENERAL DE MODELOS MATEMATICOS EN EL DOMINIO DISCRETO 83

Paso 1. Asegurese de que el térmiagde la ecuacion en diferencias es igual a uno. Si no
es asi, divida toda la ecuacion en diferencias eaje

Paso 2. Aplique el operadoq a la ecuacion en diferencias.

Paso 3. Determine las raices que anulen el polinomid(qg) y denote las raices reales
ri para cadai = 1,...,n;, y las raices complejas conjugadas= ¢; + j8; = riet1%
paracadai =n,+1,...,n,donde0<n, <n.

Paso 4. Para cada raiz obtenida, construya la respuesta transitoria o la solucién homogé-
nea del problema de acuerdo a la siguiente regla:

a) para cada i-ésima raiz real simplg, asocie una solucion de la formgn] =
ri.
1
b) Para cada i-ésima raiz reat; de multiplicidadm, asocie un conjunto de
soluciones dada pof; m[N] = nmi"‘irin para todok = 1,...,m.
c) para cada i-ésimo par de raices complejas conjugadas sinzptes; + jB; =
rie*1%, asocie un par de soluciongf§![n] = r"cosé;) y /¥ [n] = rMsen 64).

d) para cada i-ésimo par de raices complejas conjugaziasa; + jB; = rie*l‘
de multiplicidadm;, asocie un conjunto de parejas de soluciowﬁ%[n] =

n™-krNcosfe;) y{/f%[n] =nM-KrNsen () para todok = 1,...,m.

Paso 5. Exprese la suma ponderada de las soluciones obtenidas en effPasalecir,

Ya[n] = Z cyiln]  + Z Gyim[n] +

icarg (i) iearg(ri[mi])
Doy o+ > ey o+
iearg(g) icarg(z)

Doy o+ > ey nl,

icarg (zi["‘]) icarg (Z,-[mi])

dondei € arg(-) representa los subindices que estan asociados a las raices: reales
simples(r;), reales de multiplicidadn (r'™), complejas conjugadas simples)
y complejas conjugadas de multiplicidasl (zi[mi]).

3.5.2 Respuesta permanente

Considere nuevamente el Problethi de la pagind1, el cual después de haber aplicado
el operadon, se tiene que al despejgn|

y[n] = wx[n], Ynez, (3.103)

- D(9)

donde, al igual que en los modelos en el dominio continuo, la frac%%res el conocido
operador del sistema discrdtq).
Ahora, suponga que el sistema del Probl@1izes excitado por la sefial en el dominio
discreto definida por
X[n] =Be"=B(e°)", VneZ, (3.104)
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en donde al considerar qge: o + jw, la Ecuacion/8.104 puede ser reescrita como

X[n] = B(e"1*)" = B(e”)"(el“)" = Br"e"“, VneZ, (3.105)

donde obviamente=¢”.

Por medio de la EcuaciéiB(105, se puede ofrecer la respuesta particular o forzada
ante diversas sefiales de excitaciones, las cuales seran modeladas a través de la siguiente
Tabla3.1.

Tabla 3.1 Operaciones a ejecutar solrig)Be"s

Valores desy operacion

Caso dex[n] o w y¢[n]
ruln] Inr 0 L(q)lesBE™ulnN]
cosfw)uln] 0 - Re[L(q)lesBe™|uln]
sen (w)u[n] 0 - Im[L(q)lesBe™]uln]
r"cosfw)uln] Inr - Re[L(q)lesBE"]uln]
r"sen w)uln] Inr - Im[L(Q)lesBES]uln]

Observacion 3.2 (Respuesta particular ante un escalén unitarioNote que la determi-
nacion de la respuesta forzada ante una sefial escalén unitaria en el dominio discreto,
puede ser obtenida a partir de la respuesta forzada ante una excitacion definidaufry

luego a través del calculo del limite cuandtiende a uno, en virtud de que

Iirqr”u[n] =u[n], VneZ (3.106)
r—

Sin embargo, la respuesta forzada o particular puede ser también obtenida a través de la
ecuacion en diferencias del sistema, cuando su excitaifn= 1 para todon € N tal que
n>0.

3.5.3 Respuesta completa

De manera anéloga a lo estudiado en los sistemas LDCID definidos en el dominio continuo,
la respuesta del sistema es la suma de la solucion homogénea o transitoria y la solucion
particular o forzada, es decir,

y[nl = ya[n] +y¢[n], ¥YneZ, (3.107)

donde los coeficientg correspondientes a la solucién homogénea son determinados por
evaluacion de la solucion completa para cada muastedinida en las condiciones iniciales.

B EJEMPLO 3.8

Sea un sistema LDCID en tiempo discreto, definido por la siguiente modelo mate-
matico

y[n+3]-0,8y[n+2] +0,3%[n+1] - 0,05[n] = 1,5(0,95)'u[n], VneZ,  (3.108)
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dondey[0] =0, y[1] =0y y[2] = 0.
Para el sistema dado por la Ecuaci8ril0g). Determine su solucién completa.

Solucion
Para esto se debe determinar la respuesta transitoria y la respuesta forzada.
Para determinar la respuesta transitoria, se aplicara el opegadko por la
Definicion3.1.
Aplicando el operadog a la Ecuacion3.108, se tiene

(o° - 0,80 +0,37q—0,05)y[n] = x[n], YneZ, (3.109)

dondex[n] = 1,5(0,95)"u[n].

Del calculo de las raices mediante el Scitalse tiene que de lo reportado en
la Figura3.4, las raices que anulan el polinomio caracteristico spg:0,2; z; =
0,3+j0,4=0,5¢"1y 7 =0,3-j0,4=0,5¢ %, dondey; = tg~1(4/3)

-->D=poly([-0.05 0.37 -0.8 1],’q’,’c’);

-->z=roots(D)

Figura 3.4. Comandos Scildh para el calculo de las
raices del polinomio caracteristico para el Ejemplo
3.8

De aqui se tiene que la respuesta homogénea parantadbtiene la siguiente
expresion:

00

ynn] = Z (c1(0.2) +c2(0,5) cosksn) + c3(0,5) sen ko)) o[n-Kl,  ¥neZ. (3.110)
k=0

Sabiendo que el operador del sistema esta definido por

1

L(g) = ,
@ 98- 0,892 +0,37q— 0,05

se tiene que la solucion particular esta dada por

1
nl = 1,5E"@9®)y[n], vnez 3.111
Yln] q3-0,892+0,379- 0,05 g=en(095) ( yulnl © ( )
[n] = 1 1,5(0,95)'u[n], VYneZ (3.112)
ypll = q3_0’ 8q2+0,37q—0,05 4095 > I\ ) . .

yp[n] = 3,4334764(095)"u[n], VneZ. (3.113)
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Tomando los resultados dados por las Ecuacid®dd.() y (3.117), se afirma que
paratodan >0

y[n] :Zykd[n—k], VYnez, (3.114)
k=0
donde
yk= 0,2)X+cx(0,5)¢cosfv)+
(3.115)
c3(0,5)¢sen (1) + 3,4334764 (095), Yk > 0.

Al evaluar la Ecuacior3, 114 paran=0,1,2; se tiene:

C1+C = -3,4334764
¢1(0,2) + c2(0,5) cosf1) + ¢c3(0,5) sen@1) —-3,4334764(095) (3.116)
¢1(0,2) + ¢2(0,5)% cos(Py) + ¢3(0,5)? sen (@) —3,4334764 (095

De la Ecuacionl3.11€ se puede expresar el siguiente sistema de ecuaciones
lineales, la cual viene dada por

1 1 0 o1 -3.4334764
0,2 0,5cosf1) 0,5sen{) [ C ]: -3.2618026 |,
0,04 Q25cos(®;) 0,25sen(2;) Cs —-3.0987124

donde debe recordarse guie= tg~(4/3).
Debe tomarse en cuenta que el Scitabmplea la forma implicita para el calculo

de la solucién del sistema de ecuaciones lineales, es decir, el sistema de ecuaciones
debe ser introducido de acuerdo a

Ac+b=0, (3.117)

dondeA € R™", ce R™, b e R™! 0e R™! es el vector nulo, y1 representa el
ndmero de coeficientess a calcular.

Empleando el Scild® a través de los siguientes comandos, se obtiene

Los datos de la matri& y el vectorb pueden ser verificados con los siguientes
comandos Scilaly mostrado en la Figuid.€ de la pagina@7.

De la Ecuacionl3.114 y de lo reportado en la Figuia5 de la paginé87, se
obtiene entonces que para tatn 0

yin] = —11,764706 (02)"+
8,3312295 (05)" c0s(Q9272952) - (3.118)
-8,5205756 (05)" sen (092729521) + 3, 4334764 (095)".

Por otra parte, a objeto de comparar la solucién numérica que puede obtenerse de
la ecuacion recurrente asociada al modelo matematico definido mediante la Ecuacién
(3.109), y la solucion conseguida por métodos matematicos, se ha despejando la
variable de respuesta de mayor anticipacion, es decir, en este caso el gmip
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-->theta=atan(4/3);

-->function [Lq]l=f(q,n)
-->Lg=(1.5%(0.95)"n)/(q"3-0.8*q"2+0.37%q-0.05)
-->endfunction

-->A=[1,1,0;
-->0.2,0.5*cos(theta),0.5*sin(theta);
-->0.04,0.25%cos(2*theta),0.25*sin(2*theta)];
-->b=[£(0.95,0);£(0.95,1);£(0.95,2)];
->[c,kerA]=1insolve(A,b)

kerA =
e
- 11.764706
8.3312295
- 8.5205756

Figura 3.5. Comandos Scilaty para el calculo de los
coeficienteg; parai = 1,2,3 del Ejemplc3.8

-->A
A =
1. 1. 0.
0.2 0.3 0.4
0.04 - 0.07 0.24
-->b
b =
3.4334764
3.2618026
3.0987124

Figura 3.6. Comandos Scildy para la verificacién
de los datos del Ejempl®.8

de la Ecuacién3.109), resultando
y[n+3] = 0,8y[n+ 2] -0,37y[n+ 1] +0,05y[n] + 1,5(0,95)"u[n], (3.119)

dondey[0] =0, y[1] =0y y[2] = 0.
En términos de las muestras como funciérkgdee tiene que

Vie3 = 0,8y 2 — 0,3%n.1 + 0,05y, +1,5(0,95),  Vk> 0, (3.120)

dondeyp=0,y1 =0y y, =0.

La Figura3.7(a)de la pagin@8 representa las muestras provenientes de la ecua-
cion recurrente descrita por la Ecuaci@al(l9, mientras las muestras representadas
en la Figure8.7(b)corresponden a las obtenidas de la solucion analitica de la ecua-
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Yk Yk
3,04+ . 3,0+ .
2,5+ 2,5
2,04 ", 2,0+
1,04 1,04 .-"-__
0,51 \ 0,5+ K
0 5 0 75 100 1% k 0 %5 50 75 100 15k
(a) Ecuacion recurrente (b) Solucién matematica

Figura 3.7. Gréficas de la solucion del Ejempl®.8 mediante la
ecuacion recurrente y la obtenida por métodos matematicos

cion en diferencias y cuya expresion es dada por la Ecua8idd§j. Ademas, el
lector puede notar que no existe diferencias significativas entre ambas graficas.

3.6 RESPUESTA IMPULSIVA DE SISTEMAS LDCID

Con el proposito de introducir el tema de respuesta impulsiva de un sistema en el dominio
discreto, se debe establecer la siguiente definicion:

Definicién 3.2 (Respuesta impulsiva)Se entenderd por respuesta impulsiva de un sis-
tema lineal, dindmico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID) en el
dominio discreto, a la respuesta que ofrece el sistema ante un impulso unitario discreto,
si el sistema se encuentra inicialmente en reposo o en condiciones iniciales de cero, en
otras palabras cuando la respuesta del sistema, en cada instante discreto antes de aplicar
el impulso unitario en el dominio discreto, es cero.

Sea un sistema LDCID de ord&ncuyo modelo matematico viene dado por

k
> ayin-i] =boxn], Vk>0. (3.122)
i=0

Basado en la Definici¢8.2, se tiene que $i[n] denota la respuesta impulsiva, entonces
h[n] = 0 para todmn < 0.

Empleando la forma recurrente se puede determinar las condiciones iniciales que per-
mitiran calcular la respuesta impulsiva. Es decir, al despejar el téyfrihde la Ecuacién
(3.12)), se tiene

k
yln] = %lbo x[n] - ;a y[n- i]} (3.122)

Si se hace quB[n] = y[n] en la Ecuacion3.122), y se tiene que&(n] = [n], la condi-
ciones iniciales de la respuesta impuldiya] son entonces:
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1 k .
h[n] = g[box[n]—;ai h[n—|]], vn=0,...,(k-1),

la cual para cada caso particularrie 0, ..., (k— 1), puede expresarse como:

h[O]—i bo—Zk: i h[—1] —ib
"% _ a; - % 0,

Kk
1] = 2| -ahi0] - Y h[l—i]] - 2 (-aunio).
i=2

(3.123)

k
2] = | -ahl1] - 2h0] - ) ahi2 - i]] - 2 (-auhf1] - 2:h{o)).
i=3

k-1
hk—-1] = %[box[k— 11-3a h[k—l—i]],
i=1

debido al hecho de qug-i] =0paratodd =1,...,k.

Basado en las condiciones iniciales determinadas a través de la Ecl&di2y, (la
respuesta impulsiva se puede determinar mediante la respuesta homogénea del sistema
bajo la condiciones iniciales calculadas.

B EJEMPLO 3.9
Sea un sistema LDCID cuyo modelo matematico esté definido por
y[n] —2y[n—1]+1,3ly[n—-2]-0,28y[n—-3]=X[n], VYneZ. (3.124)

Para el sistema descrito determine la respuesta impulsiva del sisEnt (
1997, Capitulo 2).

Solucién
Debido al hecho de que puede ser afirmado que la respuesta impulsive<p@es
cero, es decir,

h[n]=0, Vn<QO, (3.125)

se tiene que al despejar el térmija] de la Ecuacion3.124) y al denotary comoh,
h[n] = x[n] + 2h[n— 1] -1,31h[n-2] +0,28n[n- 3], (3.126)

dondex[n] = §[n].
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Al evaluar la Ecuaciér3, 126 enn=0,1,2 se obtiene
h[0] = 1+2h[-1] - 1,31h[-2]+0,28n[-3] = 1
h[1] = 2h[0] — 1,31h[-1]+0,28n[-2] = 2 (3.127)
h[2] = 2h[1] — 1,31h[0] + 0, 28n[-1] = 2(2)—1,31(1)= 2,69

Aplicando el operadog al modelo matematico dado por la EcuaciBrilp4, se

tiene
(1-2071+1,31072-0,283)y[n] = x[n], VYneZ. (3.128)

Al multiplicar la Ecuacion/8.128 por ¢, se obtiene
(®-2097+1,319-0,28y[n] =g°x{n], VYneZ, (3.129)

donde las raices que anulan al polinomio caracterigcp, el cual viene dado por
D(g) = q®-20°+1,319—0,28s0n:r; =0,5;r, =0,7y r3=0,8.

Ahora, debido a las raicesparai = 1,2,3; se tiene que la respuesta homogénea
esta dada por

yh[N] = ¢1(0,5)" +c2(0,7)" +c3(0,8)", V¥n>O0. (3.130)

Aplicando la Ecuacién3.130) y la condiciones definida por la Ecuacid&127),
se tiene entonces el siguiente sistema de ecuaciones lineales descrito por

1 1 1 C1 1
{ 05 07 08 ]{ C2 ]:[ 2 ] (3.131)
0,25 049 064 )\ c3 2,69
el cual al resolverlo se tiene quai= 2, c; = -Pycg= &
Este resultado puede ser obtenido también a través del Btilabuyos coman-
dos se presentan en la FiglB&

-->A=[1,1,1;0.5,0.7,0.8;0.25,0.49,0.64];
-->b=[-1;-2;-2.69];

-->[c,kerA]=linsolve(A,b)
kerA =
[1

4.1666667
- 24.5
21.333333

C

Figura 3.8. Comandos Scila® para el calculo del
sistema de ecuaciones lineales del Ejeri@®

Entonces, la respuesta impulsiva esta definida por

(o)

h[n] = Z (%(0.5)- 2(0.7)+ %(0.8))s[n-K|. Vn>0. (3.132)
k=0
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Note que la EcuaciorB(132 cumple con las condiciones dadas en la Ecuacién
(3.127%), es decir,

h[0]=%5—4—29+%1:1
h[1] = 2(0,5)- 4(0,7)+ 8(0,8) = 2

h[2] = 2(0,5)2 - £(0,7)?+ §(0,8)? = 2,69

B EJEMPLO 3.10

Sea un sistema LDCID en el dominio discreto cuyo modelo matematico esta definido
por
yin - Byin- 1]+ 2yin-2]- Zyin-3]=x[n], VneZ. (3.133)

Para el sistema definido, determine su respuesta impulsiva.

Solucién
En virtud que es conocido que la respuesta impulsivaiparé es cero, es decir,

h[n]=0, Vn<QO, (3.134)
al despejar el térming[n] de la Ecuacion3.133 y al denotar[n] comoh[n],
hin] = X[n] + Bh[n-1]- 3h[n-2]+ Lh[n-3], Vnez, (3.135)

dondex[n] = ¢[n].
Al evaluar la Ecuacior3d. 135 enn=0,1,2 se obtiene

h[0] = 1+ 3h[-1] - Sh[-2] + Lh[-3] = 1
h[1] = Bh[0] - 3h[-1]+ Hh[-2] = 1 (3.136)
h[2] = Bh[1] - 3h[0] + Hh[-1] = BB -3 =11
Aplicando el operadog a la Ecuacion3.136), se tiene
1-Bgt+3g2-Lag3yinl =xn], VneZ. (3.137)
Al multiplicar la Ecuacién/8.137) por ¢, se obtiene

(@° - 30+ §a- 2V = °X[n], VneZ (3.138)

‘ ; ; W) — o3 2,.34_ 41
Como las raices que anulan el polinomio caracteri€di@) = 9° - 29~ + 59— 3

son:iry = % ro= % yrz= %, se puede afirmar entonces que la respuesta homogénea

esta dada por

o0

yulnl = > (cl(%)k rer () C3(;11)k)6[n— K, vn>o0. (3.139)
k=0

Aplicando la Ecuacién3.139 y la condiciones definida por la Ecuacid@136),
se tiene entonces el siguiente sistema de ecuaciones lineales descrito por
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1 1 1 C1 1

101 1 13

5 3 i C2 = 12 . (3 140)
1 1 1 115

75 1/\® 144

donde la solucién del sistema de ecuacionexgs: 6, c; = -8y ¢3 = 3, la cual
puede ser obtenida también mediante el SEilap cuyos comandos se muestran en
la Figura3.Q.

-->A=[1,1,1;1/2,1/3,1/4;1/4,1/9,1/16];
-->b=[-1;-13/12;-115/144];

-->[c,kerA]=linsolve(A,b)
kerA =

Figura 3.9. Comandos Scild®! para el céalculo de
sistema de ecuaciones lineales del Ejerigold)

En consecuencia, la respuesta impulsiva esta definida por

- 1 1 1
LUEY (% 8+ 33)5[n— K. vnez, (3.141)

debido al hecho de qugn] = 0 paratodane {geZ:q<0}
Observe que la EcuacidB.(4]) cumple con la condiciones dadas en la Ecuacién
(3.139, es decir,
h[0]=6-8+3=1
1 13

1 .1
h[l] —65—8§+32 = 1—2

1 1 1 115

h[2] ZGZ—8§+31—6= m

3.7 RESPUESTA DE SISTEMAS LDCID ANTE UN ESCALON UNITARIO

Antes de exponer este punto, debe tenerse claro el significado de un escalén unitario en el
dominio discreto, el cual viene dado por

0, ¥Yn<Q0;
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Otra forma de definirlo es empleando el concepto de impulso disdégtoquedando
entonces,

u[n] = i&[n—k], ¥n>0.
k=0

Observacion 3.3 La sucesién de funcionefn] = r"u[n] tiende a la funcion escalén unitaria
en el dominio discreto cuandaiende a uno.

Basado en la Observaci@i3 es facilimente inducible el método para la determinacion
de la respuesta del sistema ante un escalén, el cual se fundamente en hallar la respuesta del
sistema ante una excitaci&m] = r"u[n], para luego hallar el limite de la respuesta cuando
r tiende a uno, es decir,
yin] = jirqy[x[”” (] (3.143)

dondeyt[n] denota la respuesta del sistema ante un escalén discreto unitg¥dll jn]
representa la respuesta del sistema ante una excitdcipa r"u[n].

Otro enfoque es a través de la determinacion de la respuesta del sistema aplicando
directamente el hecho de que el escal6n discreto unitario toma valores de uno para todo
n>0.

PROBLEMAS

3.1 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, con modelo matemético
dy(t)
dt
dondey(t) y x(t) representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de excitacién
del sistema.
Entonces, el modelo en tiempo discreto cuando es discretizado por integracién rectangular

por la izquierda y con un paso de discretizacioddH ses
A) y[n+1]-0,9y[n] =0,01x[n]

B) 1,1y[n+1]-y[n] =0,01x[n+1]
C) y[n+1]1+9y[n] = X[n]
D) 1ly[n+1]-y[n] = x[n+1]
3.2 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo, con modelo matematico
d2y(t) _dy(t)

ae + T + 2y(t) = X(t), VteR, (3145)

+10y(t) = X(t), VteR, (3.144)

dondey(t) y x(t) representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de excitacion

del sistema. Suponga ademas §(® = yo, y 2 ,=Yo.

a) Determine el modelo matemético definido en el dominio discreto empleando el
método de integracion rectangular por la izquierda de acuerdo a lo presentado en
la SecciorB.2.

b) Determine el modelo matematico definido en el dominio discreto empleando el
método de espacio de estado mostrado en la Se8d@uando es empleando el
método de integracion rectangular por la izquierda.

¢) Compare los modelos matematicos obtenidos en los Prob/grdas/ 3.2.ha
través de la simulacién de los mismos, con un paso de discretizaciin=de
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0,01 s Para esto suponga que la sefial de excitacion corresponde a una sefial
escalon unitario y que el sistema se encuentra en condiciones iniciales de cero,
es decir, en reposo.

3.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, y cuyo modelo matematico
viene definido por

- :—éy[n—4] + éy[n— 3]+y[n-2]=x[n-2], VYneZ, (3.146)

dondey[n-K] y x[n—K] representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de
excitacion del sistema, para cada uno de los casés de

Entonces, para el sistema descrito, la respuesta del sistanta la sefiak[n] = 5[n—
1]+ 26[n- 2] cuando el sistema se encuentra inicialmente en reposo, es/fidcir0 para
todon<0, es

3.4 Seaun sistema LDCID en el dominio discreto, el cual esta definido por
3 1
y[n] + Zy[n— 1]+ éy[n— 2]=x[n], VneZ. (3.147)

Si el sistema es excitado por la sefifi] definida en el dominio discreto, y la misma
esta dada por

X[n] = z—ln umn], vynez,

y se conoce qug[0] = 1; y[1] = 1/2. Entonces, la respuesta impulsiva del sistema para
n>0es

A) Z‘;’zl(4(‘71)k—3(‘71)k)6[n—k]
B) 3 (2(2) () )oln-u
C) zgl(s(%)k—z(%l)k)a[n—k]
D) 3 (~()+2(3) otn-

3.5 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, y cuyo modelo matemético
viene definido por

yin+2]-3yin+ 1]+ iyinl = x[nl, Vnez, (3.148)

dondey[n-K] y x[n—K] representan respectivamente la sefial de respuesta y la sefial de
excitacion del sistema, para cada uno de los cas&skgtonces, para el sistema descrito,
la respuesta del sistema ante la sefjal = 6[n— 1] + 26[n — 3] cuando el sistema se

11sugerencia: tome en cuenta que para3 la sefial de excitacion es nula, es dexin] = 0 paran > 3.
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encuentra inicialmente en reposo, es dgfnj = 0 paratodn <0, es
A) yn] =o[n—3]+ k§ [144(%)k - 2112(%1)“] S[n—K, Vnez
=4
o k k
B) y[n] = kgz[le(%)k - 64(;11)k] s[n-K, VYneZ
— 1\ _ 1 _
C) vin = k§3[16(2) 64(1) ]6[n K, YneZ

D) ninguna de las anteriores.

EJERCICIOS PROPUESTOS

3.6 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, y cuyo modelo matematico
es dado por

d?y(t) | du®)

ie + ST +4y(t) = x(t), VYteR. (3.149)
Si las condiciones iniciales del sistema son:
dy(t
_Z(t) “0,  YOlo=1 (3.150)
t=0

y la sefial de excitacion del sistema es
X(t) = coswot)u(t), VteR, (3.151)

dondewg = 20 rad’s.
Determine:
a) respuesta impulsiva del sistema,;
b) respuesta escaldn del sistema;

c) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la Ecu&si), emple-
ando el método de resolucidn de ecuaciones en diferencias.

3.7 Sea el sistema definido en el Ejercidd. Determine el modelo matematico en el
dominio discreto, con un paso de discretizadién 0,01 s empleando para eso su repre-
sentacion en variables de estado y el método de integracién rectangular por la izquierda.

3.8 Para el modelo matemético obtenido en el Ejerc&ip determine:
a) respuesta impulsiva del sistema;
b) respuesta escalon del sistema;
¢) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la correspondiente represen-
tacion discreta de la EcuacidB.15]), empleando el método de resolucién de
ecuacion en diferencias.

3.9 Compare los resultados obtenidos del Ejerc&i®con los hallados en el Ejercicio
3.8

3.10 Seaun sistema LDCID definido en el dominio discreto, y cuyo modelo matematico
es dado por

y[n] - i—iy[n—l]+%y[n—2] =x[n], VneZ (3.152)
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Si la condicion inicial del sistema &f0] = 1, y[1] = 1/2, y la excitacion del sistema es

0o

UWEDY 2—1k5[n— K, ¥YneZ. (3.153)
k=1

Determine:
a) respuesta impulsiva del sistema;
b) respuesta escalon del sistema;
c) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la Ecu&itst) a través
de la ecuacion recurrente del sistema;
d) respuesta del sistema ante la excitacién definida por la Ecu&st) emple-
ando el método de resolucién de ecuacién en diferencias.



CAPITULO 4

RESPUESTA DE SISTEMAS POR
CONVOLUCION

La vida siempre nos ofrece muchos caminos. Visualizalos antes de decidirte por uno de ellos,
porque asi tendras mayor oportunidad de apreciar esta maravillosa vida.
—Ebert Brea

Son innumerables las aplicaciones que tiene la convolucién, tanto en el dominio con-
tinuo como discreto. En este capitulo se estudiara un enfoque para la determinacion de la
respuesta de un sistema lineal, dindmico, causal, invariante en el dominio y determinista
(LDCID) ante una excitacion mediante el concepto de convolucion. En principio, el con-
cepto se aborda desde la perspectiva del andlisis de los sistemas en el dominio discreto,
para luego, mediante un proceso de aproximacion, cuando el intervalo de discretizacion
tiende a cero, se llega al concepto de respuesta de sistemas LDCID en el dominio continuo,
mediante la convolucion.

El capitulo esta estructurado con solo dos secciones. En la S&ctise desarrollara
la base tedrica del método, basado en convolucién para la determinacion de la respuesta de
un sistema definido en el dominio discreto, tomando en cuenta los atributos que debe tener
el sistema para poder emplear el método. En la Se@k®se desarrollaran los aspectos
tedricos que estan definidos en el método de convolucion, a partir de lo estudiado en la
Secciorid. 1.

Al final del capitulo, el lector podra verificar lo aprendido a través de problemas y
ejercicios propuestos por el autor.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 97
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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4.1 SISTEMA EN EL DOMINIO DISCRETO

El concepto asociado a los métodos para la determinacion de la respuesta de sistemas
mediante convolucion suele ser mucho mas didactico estudiarlo en el dominio discreto,
gue en el dominio continuo. Por tal motivo se abordara primero su enfoque en el dominio
discreto para luego estudiarlo en el dominio continuo.

La convolucién de funciones es ampliamente estudiada en numerosos textos de ingenie-
ria. Por ejemplaBrea (2006 muestra una detallada explicacion de la convolucién, tanto
en el dominio continuo como discreto, la cual sera también desarrollada en este texto a
través de ejemplos desarrollados.

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, del cual se conoce su respuesta
impulsivah[n] para todm € Z.

Ahora, se sabe que toda sefial definida en el dominio discreto puede ser representada
por

= > xdln-K, vnez, (4.1)
k=—oo

dondex, representa ed-ésimo valor que tiene la sefial en el dominio discreto

De acuerdo a la DefiniciéB.2 de la paginé88, la respuesta impulsiva de un sistema
LDCID definido en el dominio discreto proporciona la respuesta del sistema ante un im-
pulso unitario, cuando el sistema se encuentra en condiciones iniciales de cero, justo antes
de excitarlo con el impulso unitarign].

Debido al hecho de que el sistema es lineal e invariante en tiempo, se puede afirmar
gue la respuesta del sistema ante una excitacién dada por la Ecl@dpreg la suma
de las respuestas individuales producida por cada impulso ponde@de- k], y cada
respuesta individual puede ser obtenida a partir de la respuesta impulsiva, en virtud de que
el sistema es invariante en el dominio, siempre y cuando el sistema haya estado en reposo,
lo cual implica que sus condiciones iniciales justo antes de haber sido excitado son nulas.
Es decir, la respuesta ante un impuffo- k] estara determinada por la respuesta impulsiva
h[n] pero trasladada al punko En consecuencia, se tiene el siguiente lema.

Lema 4.1 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto cuya respuesta impulsiva
esta dada pom[n]. Entonces, si el sistema es excitado por un impuggn — K], la
respuesta del sistema ggh[n—kK].

Demostracion.Por tratarse de ser un sistema invariante con relacion a su dominio, se tiene
gue si el sistema tiene una respuegtd = T[x[n]] ante una excitacidor[n], entonces,
la respuesta del sistema ante una excitag[én- k], dondek es cualquier nimero entero
perteneciented, esy[n—Kk]. Por otra parte, siin] = T[x[n]], entoncepy[n] es la respuesta
del sistema LDCID definido en el dominio discreto, ante una excitagin], como
consecuencia de que se trata de un sistema lineal.

Aplicando el hecho expresado, se tiene quéries la respuesta a un impulso unitario,
es decir, anté[n], entonces, la respuesta del sistema ante la excitasidm- k], sin duda
alguna ep h[n—K], debido a que el sistema es invariante en el domimio.

Teorema 4.1 Sea un sistema LDCID definido en tiempo discreto y bajo condiciones iniciales
de cero, es deciy[n] = 0 para todon € {me Z|m< ko}, dondekg s un entero sin restricciones

de signo, el cual es excitado con una sefial discxgth= Zﬁ":ko Xkd[n—K] para todon € Z.
Entonces, la respuesta del sistema ante la excitagidghesta definida por

y[n] = (K] =h[n], VYneZ, 4.2)
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Demostracion.Se tiene que debido a que el sistema es excitado por una sefial en el dominio
discreto,x[n] = Zﬁ":ko xkd[n—K] para todon € Z, entonces, por ser un sistema LDCID
definido en el dominio discreto, su respuesta corresponde a la suma de las respuestas
individuales de cada términqs[n—Kk] (véase Lemd.1). Este hecho permite afirmar que

(o)

vinl = ) xqhin-dl = ) X[alhin-c] = K] «h[n], VneZ, (4.3)
a=ko a=ko

dondexq representa los pesos de cagésimo impulso ubicado efin— (], lo que repre-
senta la secuencia gén]. m

Observacion 4.1 En general

00

yinl= > woln-K, vnez (4.4)
g=—00
donde .
Y= Y Xghcq VKeZ. (4.5)
g=—o0

Teorema 4.2 Seanx[n] : Z —» R y Zn] : Z — R dos funciones definidas en el dominio

discreto. Entonces,
x[n]=Zn] =Zn]«x[n], VYneZ. (4.6)

En otras palabras, la convolucién en el dominio discreto es conmutativa.

Demostracion.De acuerdo a la definicion de convolucion, se tiene que

(9]

x[n] = Z[n] = Z xqlZn-q], VYneZ. (4.7)

g=—00

Si se hace un cambio de variable a la Ecuacibr)(dondek = n— g, se obtiene

—00

x[n] +Z[n] = Z xn-K 4K, YneZ. (4.8)

k=co

Como sumar términos destte= co hastak = —oo, resulta equivalente a sumar desde
k = —o0 hastak = o0, se puede afirmar

o0

x[n] +2[n] = Z 4K X[n-K =Zn]=x[n], VneZ. (4.9)

k=—o0
|
B EJEMPLO 4.1

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, cuya respuesta impulsiva
esta dada por

7
il = 3 (3) “eln-K. vnez. (4.10)
k=2
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Si el sistema es excitado por una sefial

7
Xn = >"-16[n-K, vnez (4.11)
k=2

y el mismo se encontraba en condiciones iniciales de cero para totioDetermine
la respuesta del sistema ante la excitacién descrita anteriormente.

Solucion
Debido al hecho de que el sistema se encuentra inicialmente en reposo, se puede

afirmar que la respuesta del sisteyfi viene dada por

o)

y[n] = X[n] «h[n] = Z x[glh[n—-q], VYneZ. (4.12)

g=—c0

Més aun, se puede expresar la respuesta del sistema como

yin = > weln-K, Vnez (4.13)
k=—c0
donde -
Vi = Z Xqhk_q» YK€ Z. (4.14)
g=—0o0

La Figura4.1 muestra en su parte superior la sefal disckfthy en su parte
inferior la respuesta impulsiva del sistema, la cual es denotada lojano

x[n]

—0—0—0—0—6¢—00¢—0-
-8 —6 —4 -2 0

—0—0—0—0600—0
-8 —6 —4 —20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 ™

Figura 4.1. Sefial de excitacién[n] y respuesta impulsiva del
sistemah[n]
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Para ejecutar la convolucién en el dominio discreto, debe definirse laxgfigl
la funciénh[n—g] con relacién al dominio de la sefial de respugpth
Al desarrollar la Ecuaciond(12), se tiene que para el caso particulande—1,

(o8]

yI-11= > Xdlh[-1-d]. (4.15)

g=—o0

Ahora, en general la funciérg] se representa con la misma funcixfm]. Sin
embargo, la sefial discreta es definida en términos de la variable indepemgliente
mientras que la funcidh[n—q] se define como

7

h[n]ln—q = Z(%)ké[n— K| . vnez. (4.16)
k=2 n-q
Quedando
7
h{n—q] = Z(%)k_zd[n—q—k], Vnez qez. (4.17)
k=2

La Figura4.2 muestra un caso particular cuande- 0. Note que el origen de
coordenadas de la respuesta impuldifa—qd]|,.—o Se encuentra ubicado sobre la
coordenada = 0 de la abscisa de los ejes de coordenadas de la resplrsta

z[q)

4—0—0—0—0—00—0<
-8 —6 —4 =20

3060900000004
n—14 n—10 n—=6 n—2 n+2 n+6 n+ 10 q
y[n]

& > &
< o <

8 -6 -4 -20] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 n

Figura 4.2. Proceso de convolucion para el cass 0
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Para el caso mostrado en la Figdrg, la respuesta del sistergfn], paran=0, se

obtiene evaluando la Ecuaciah12) enn =0, la cual arroja entonces como resultado
que

ylo] = >’ xdh{-q] =0. (4.18)
J=—00

Por otra parte, la Figu4.3ilustra el caso cuando= 2, y cuyo valor de respuesta
se consigue haciendo= 2 en la Ecuacion4.12), resultando

o)

yi2l= > x[dhi2-q] =0, (4.19)

g=—c0

Note en la Figur&.3 como la funcionh[n-q]|,.-, se ha desplazado con respecto
al sistema de coordenadas de la funcjfm. Hecho que se evidencia al observar
que el origen de coordenadas de la fundipm— q]|,,-, esté localizado en=2 de la

sefialy[n].

z[q]

,,,,,

8 -6 —4 —20 8 10 12 14 16 18 20 ¢

8 -6 -4 —20| 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 n

—10+

Figura 4.3. Proceso de convolucion para el case 2



(o)

4] = Z x[q]h[4 -] = X[qlh[4 —d]lq = X[2][2] = -1.

g=—00
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En el caso den = 4, la Figura4.4 muestra la funciérh[n—q]|,4, €n virtud de
gue su centro de coordenadas esta ubicado sobre el punto de coordér@cde
sistema de coordenadas de la funcifn].

Para este caso,

(4.20)

ol

z[q]
606 0 6 0o 2 4 B e 060600
8 —6 —4 -2 0 8 10 12 14 16 18 20 ¢
—14+
h[n (I”n:4
1<>
n—14 n—-10 n-6 n-2 | n+2 n+6 n+l0 4
y[n]
O—0—O O—0—O O0—O- 4 1 1 1 1 1 1 1 1
-8 =6 -4 —20 2 6 & 10 12 14 16 18 20 n
—14+

Figura 4.4. Proceso de convolucion para el case 4
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La Figura4.5 muestra el casao=5. Observe que en este caso el origen de co-
ordenadas se ha desplazado sobre el p(H)) del sistema de coordenadas de la
funciony[n].

El valor dey[5] se obtiene evaluando la Ecuaci@nlz) enn = 5, resultando

0o

yi5] = Z X[dlh[5 —d] = X[a]h[5 - d]lq= + X[aA]N[5 — A]l¢=3- (4.21)
q:—oo
y[5] = X[2]h[3] + x[3]h[2] = -1, 75. (4.22)
z[q]
o oo o6 0o 2 A 6 e e e 600060
—8 -6 -4 —20 8 10 12 14 16 18 20 ¢

hin = qll,—5

©—0—0—0—0—0—-0—0<
-8 —6 —4 -20

Figura 4.5. Proceso de convolucion para el case 5

Repitiendo este procedimiento para cada aasee obtienen los valores de la
respuesta del sistenyfn].
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Sin embargo, con la ayuda del Scitdse tiene que

-->r=3/4;

-->a=-1;
-->h=[0,0,r"0,r"1,r"2,r"3,r"4,r"5,0,0];
-->x=[0,0,a,a,a,a,a,a,n,0];
-->y=convol(x,h);

-->y ’
ans =

.639D-16
.327D-17

.110D-16

.75
.3125
.734375
.0507812
.2880859
.2880859
.5380859
.9755859
.5537109
.2373047
.388D-16
.802D-16
.388D-16
.220D-16

|
NRNR@RRrNWWNNREF RSO0

Figura 4.6. Comandos SciLaty para el célculo de la
convolucion del Ejempld.1

Los resultados reportados en la Figdré permiten comprobar los valores ob-
tenidos dey[n]. No obstante, debe tomarse en cuenta que los resultados reportados
por en Scilab con 6rdenes de magnitudes menoré§d® deben ser interpretados
como ceros. Este error en el Scif¥les debido a que el programa emplea la transfor-
mada rapida de Fourier, mas conocida por su acronimo en inglésfesirféurier
transform (FFT), para el calculo de la convolucién, tema que es abordado en el
Capituldl5 de esta obra.
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B EJEMPLO 4.2

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, cuya respuesta impulsiva

esta dada por
5

1
hn] = Z FoIn-K. Vnez (4.23)
k=0
Si el sistema es excitado por una sefial

4
xn] =Z<5[n—k], Vnez, (4.24)
k=1

y el mismo se encontraba en condiciones iniciales de cero para todoEntonces,
determine la respuesta del sistema ante la excitacion descrita.

Solucién

De acuerdo al Teoren¥al, la respuesta del sistema bajo condiciones iniciales nulas

0 cuando el sistema se encuentra inicialmente en reposo, puede ser determinada
mediante la convolucién de la sefial de excitacion y la respuesta impulsiva, es decir,

y[n] = X[n] = h[n] (4.25)
En este caso,
yinl = > X{q] hin-q] (4.26)
q=0

Al expandir la Ecuaciérd4.2€) se tiene que
y[n] = X[0O] h[n] + X[1] h[n—1] + X[2] h[n— 2] + X[3] h[n—3] +---, VN € Z. (4.27)

La Ecuacion4.27) permite obtener cada muestra mediante su evaluacion para
cada valor de, la cual al ser avaluada se obtiene

X[0]1 h[0] + X[1] h[—1] + x[2] h[-2] +--- + X[q] h[-q], VYn=0;
X[0]h[1] + X[1]1 h[O] + X[2] h[-1]+---+ x[a] h[L—q], Vn=1;
y[n] ={ X[O01h[2] + x[1] h[1] + X[2] h[O] +--- + X[gq] h[2—-q], Vn=2; (4.28)
X[O]h[3] + X[1] h[2] + X[2] h[1] +---+ X[g] h[3—q], Vn=3;
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Al dejar expresados explicitamente los sumandos distintos de cero, se obtiene que

Yk =

0,

X1 ho,

X1 hy + Xz ho,

x1 h2 + X2 g + X3 ho,

X1 hg + X2 ho + X3y + X4 ho,
X1 hg + X2 hz + X3ha + X4 hy,
X1 hs + X2 hg + Xahg + Xg hy,
X2 hs + X3 hg + X4 hs,
X3hs + X4 ha,

X4 hs,

V{k<Oyu{k > 10};
vk =1,
Yk =2;
Yk =3;
vk =4,
Yk =b5;
Yk = 6;
vk=7;
Yk =8;
vk=09.

, (4.29)

dondexq y hk—q representan respectivamente los valores de las muestras de la sefial
de excitacion y de la respuesta impulsiva.
Ahora, debido al hecho de qug = 1 paraq=1,2,3,4, la Ecuacioni4.29) puede

ser agrupada en

Yk =

0,

ho=ch):02—1k,
h1+ho=2ﬁ202—lk,
ho+h1+ho = X% %,
hs+hp+hi+ho= X3 %
ha+hg+ha+hy = T2 %,
hs+hg+hz+h2 = X0, %,
hs+hs+h3 = X0 5 %,
h5+h4=Z§:42—1k,

5 1
h5 = Zk:5 ?9

Vik<0lu{k > 10},
Yk=1;
Yk =2;
Yk =3;
Yk =4,
Vk=75;
Yk =6;
Yk=17;
Yk =8;
VYk=9.

(4.30)

Al evaluar cada caskde la Ecuacién4.30) se tiene que

yln] =

26[n-8]+ 350[n-9],

o[n-1]+36[n-2]+ Z6[n- 3]+ Lo[n—4]+

Bs[n- 5]+ 25[n— 6] + Lo[n— 7]+

(4.31)
YneZ.
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Al expresar los coeficientes de la EcuacbBlen decimales, se tiene
y[nl = &[n-1]+1,56[n-2]+1,755[n— 3] +1,8755[n—4]
0,937%[n-5]+0,4687%[n—6]+0,2187%[n— 7]+ (4.32)
0,0937%[n-8]+0,0312%[n-9], VYneZ.

Por otra parte, al aplicar los comandos Scitamostrados en la Figu 7 para
el calculo de la respuesta del sistema por convolucion en el dominio discreto se tiene

-->x=[0,1,1,1,1];
-->h=[1,1/2,1/2"2,1/2"3,1/274,1/2"5];
-->y=convol (x,h);

__>y’

.388D-16

.5

.75
.875
.9375
.46875
.21875
.09375
.03125

1
1.
1
1
1
0
0
0
0
0

Figura 4.7. Comandos Scila® para el célculo de la
convolucion del Ejempld.2

El lector puede verificar la respuesta mostrada en la Fiireon la obtenida en
la Ecuacion'4.32). Por otra parte, aun cuando el Scidtha reportado como valor
y[0] el nimero1l.388D-16, el cual puede ser considerado como cero por cuanto
significal,388x 10716 y en consecuencia debe ser interpretada cOnfesolucion
ofrecida por el Scila® resulta muy apropiada.

4.2 SISTEMA EN EL DOMINIO CONTINUO

El concepto de la respuesta de un sistema, cuando éste es modelado en el dominio continuo,
es analogo al concepto empleado en el dominio discreto. En este caso se supondra que la
sefial de excitacién puede ser modelada mediante el muestreo instantaneo empleando una
sucesioén de funcidén que converge a la funcion delta de DiBeezg(2006).

En otra palabras, toda sefial en el dominio continuo puede ser representada por

x(t) = lgmk;m x(ke)d,(t — ke)e, (4.33)
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dondes > 0 es un parametro redt,c Z es el indice de la muestragy(t — ke) viene dada

por
1 £ £
v (k—l)é <t<(k+ 1)5,

Se(t—ke)={ ¢ . . (4.34)
0 Vt<(k-1)zvt>(k+1)=.
2 2
De la Ecuacién4.39), se obtiene que
X(t) = f X(7)6(t—7)dr (4.35)

Teorema 4.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo. Si se conoce la
respuesta impulsiva del sisterh@) y el sistema esta en condiciones iniciales de cero para
el instantety-. Entonces, la respuesta del sistema ante una sefal de excitgtjgruede

ser determinada por

y(t) = () = h(t),
dondex(t) = 0 para todot < tg-.

Demostracion.En el estudio propuesto se tiene que si el sistema es LDCID y por tanto es
lineal e invariante en el tiempo, la respuesta del sistema ante la excitdkigé. (t — ke)
debera sex(ks)h,(t — ke), dondex(ke) representa l&-ésima muestra de intervalesy
h.(t —ke) representa la respuesta ante la sucesion de la fufigibnake).

En consecuencia, debido a que la sefial de excitacidn es representada mediante la Ecua-
cion (4.33), entonces,

Yo = lim k;m x(ke)h,(t — ke)e. (4.36)
Al aplicar el limite a la Ecuacior(36), se llega a que

y(t) = f " X(O)h(t=1)dr = x(t) = h(t). (4.37)
| |

Teorema 4.4 Seanx(t) : R - R y Z(t) : R - R dos funciones definidas en el dominio
continuo. Entonces,
X(t) * Z(t) = Z(t) = x(t), VteR. (4.38)

En otras palabras, la convolucién en el dominio continuo es conmutativa.

Demostracién.Se conoce
X(t) = 2(t) = xX(r)zZ(t-7)dr, VYteR. (4.39)
T=—00
Al aplicar un cambio en la variable de integracion hacieidet —r, se tiene que
dr = —da4, lo cual transforma la integral definida por la Ecuaciér8¢) en

X(t) + 2(t) = — L Xt Z)de, VEeR, (4.40)

=00
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de donde claramente se obtiene

00

X(t) # Z(t) = L ) X(t— )da = Z(t) « x(t), VteR. (4.41)

=—00

Teorema 4.5 Seax(t) : R — R una funcién definida en el dominio continuo. Entonces,
X(t) #6(t—To) = x(t—To). (4.42)

Demostracién.Se tiene que

X(t) = 6(t—To) = " X(r)6(t—7—To)dr. (4.43)

T=—00

Haciendo el cambio variable=t—7—Tp, se tiene que

X(t) x6(t—To) = Oox(t—z—To)(S(z)(—dz)z " X(t-z-To)6(2dz (4.44)

Z=00 Z=—00

De acuerdo a la teoria de Distribuci@rég 2006 Capitulo 1), sip(t) esta definida en
t = 0. Entonces,

| estrdt= 00010 = 60). (4.45)
Aplicando la Ecuaciérd.45) en la Ecuacion4.44), se tiene que
f X(t—z-Tp)6(29dz= X(t—z—To)l,—q = X(t—To), (4.46)
Z=—00

lo que permite afirmar que(t) = 5(t— Tp) = X(t—To) m
B EJEMPLO 4.3
Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo, con respuesta impulsiva
h(t) = 26Tyt -Ty), VteR, (4.47)

dondeil=1/2y Top=1.
Si el sistema esta en reposo, es decir, inicialmente en reposo para el iistante
éste es excitado por una sefié) con expresion

X(t) = —-p1(t—-2), VteR, (4.48)

dondep, (t — T,) denota la llamada funcion pulso rectangular, la cual esta definida

como
0, V{t—Tol>a;

W (t—To) = 4.49
Pa(t=To) {1, Yit=Tol < a. (4.49)

Para el sistema descrito, determine la respuesta del sistema.
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Solucién
De acuerdo al Teoremd.2 de la paginal0S, la respuesta del sistema puede ser
determinada mediante la convolucionx{8 conh(t).

z(t)

-5 -4 -3 —“2 -“10] 1 2 3 4 5t

Figura 4.8. Gréficas de la excitacién y respuesta impulsiva del
sistema del Ejempld.3

La Figura4.€ muestra tanto la sefial de excitaciit) en su parte superior, como
la respuesta impulsiva del sistema en la parte inferior de la figura.

Ahora, deben definirse las funciong@) y h(t—7), las cuales se obtienen sus-
tituyendo respectivamentepor 7, y t port—7 en las Ecuacione®{48) y (4.47).
Obteniéndose entonces:

X(t)=-p1(r-2), VreR, (4.50)

h(t—7) = 267t Toyt—7-Tp), VteR,teR, (4.51)

coni=1/2yTp=1.
Por otra parte, se tiene que

00

y(t) = x(t) = h(t) = f x(r)h(t—7)dr, VteR. (4.52)
T=—00
Debido a que las funciones que intervienen en la convolucién en el dominio
continuo son ambas funciones son seccionalmente continuas, deben analizarse los
distintos casos.
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Caso:t< 2

En este caso, el producto dér)h(t— 1) es nulo para todb< 2, en consecuencia
y(t) =0.

La Figura4.S muestra el caso particular cuantle 1,5. Note que el origen de

coordenadas de la funcidift — 7) esta localizado justo sobre el purigj2,0) del eje
de las abscisa de la funcidft).

()

14

t—5 t—3  t—1¢t] t+1 ks

wo
ot
.t
o
ot
.
ot
ot
-

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

—a21

—44

Figura 4.9. Imagen para el instante= 1,5 durante la convolu-
cion del Ejemplid.2

Caso:2<t<4

Cuandad € [2,4), la integral de convolucién es

t—1
y(t) = f —2e73"Dgr, v2<t<4, (4.53)
=1
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debido a que(r)h(t—7) # 0 paral < 7 < t— 1, arrojando como resultado
y(t) = 42D 1) v2<t<a4. (4.54)

La Figura4.10ilustra el caso en referencia para el instante particitaB, el
cual es indicado por el origen de coordenadas de la furiénr) que esta ubicado
sobre el punto de coordenad@s0) del sistema de coordenadas de la fungitih
La Figura4.10muestra ademas el resultado de la convolug{frpara todad < 3.

z(7)
3<>

t—7  t—5  t—3  t—11¢t] t+1 K

Figura 4.10. Imagen para el instante- 3 durante la convolucion
del Ejemplc4.3

Caso:t>4

Para este Ultimo caso, la respuesta del sistema viene definida por

3
y(t) = f 263Dy, v2<t<4, (4.55)
=1
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debido al hecho de que el intervalotldonde el producto de(r)h(t — 7) es distinto
de cero ed < 7 < 3, dando como resultado, luego de algunas operaciones algebraicas,
que

y(t) = 420D g 3t-9) >4 (4.56)

En las Figurag.11,4.12y/4.13se muestran los instantes particulares €d, t =
6yt =8, respectivamente, los cuales cumplen este caso. Note la ubicacién del origen
de coordenada de la funcién que se desplaza con respecto los ejes de coordenadas de
la respuests(t).

t—9 t—7 t—5 t—3  t—1¢t| t4+1 T

v
ot
-+
oo+
o+
-~

Figura4.11 Imagen para el instante- 4 durante la convolucion
del Ejemplc4.3
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z(7)
3<>
2<>
1<>

-5 -4 -3 -2 —-10] 1 2 3 4 5T
—14
9ol

h(t_T)ltZG

3<>

2<>

1<>

t—11  t-9 = t—-7  t—-5 = t—-3 = t—1¢t| t4+1 g

y(t)
1<>

-5 —4 -3 -2 -1 0 1

—ol

—3l

Figura 4.12 Imagen para el instante- 6 durante la convolucion
del Ejemplc4.3
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(1)

t—13 ' t—11  t-9  t—-7 = t—5 | t—3 = t—1¢t] t+4+1 s

Figura 4.13 Imagen para el instante- 8 durante la convolucion
del Ejemplc4.3

Finalmente, se puede afirmar que
0, Vi< 2;
yt)={ 422 -1), VA<t<4; (4.57)
4e 2D g3 vi> 4
La Figura4.14muestra la respuesyt) del sistema, y cuya expresién matematica
viene dada por la Ecuaciéa.b7).

El lector puede verificar el significado matematico de la convolucion, el cual
podria decirse que es el area del producto@® y h(t—7) para cada instante

B EJEMPLO 4.4
Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo, con respuesta impulsiva

h(t) = e tu(t), (4.58)
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Figura 4.14. Respuestg(t) del sistema del Ejemplb.3obtenida
por convolucidn

donded > 0 es una parametro real.
Si el sistema esta en condiciones iniciales de cero para el infrarbetermine
la respuesta del sistema ante un escalén unitario.

Solucién

Segun el Teoremd.2 de la paginal0S la respuesta del sistema para cuando las
condiciones iniciales del sistema son cero, puede ser determinada mediante la con-
volucion de la sefial de excitacion y la respuesta impulsiva, es decir,

y(t) = x(t) = h(t) = f «; X(t)h(t-7)dr, Vt>O0. (4.59)

Para el caso particular, se tiene entonces que

0, Vt<O0;
y(t) = (4.60)
frt=0 edr, Vt>O0.

Al integrar la Ecuacion4.60), se tiene que

y(t) = %(1— e Yu(), VteR.

PROBLEMAS

4.1 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto con modelo matematico
definido por
y[n+1]-agy[n] = boxX[n], VYneZ, (4.61)

dondex[n] es la sefal de excitacioy[n] representa la sefial de respuesta del sistermg, y
y bg son parametros del sistema.
Si el sistema esta inicialmente en reposo, es dgcir= 0, determine:
a) Respuesta impulsiva del sistema.
b) Respuesta escalén del sistema mediante los métodos de resolucion de ecuaciones
en diferencias.
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c) Respuesta escaldn del sistema a través del método de convolucion.
d) Respuesta impulsiva del sistema considerando que

x[n] =6[n] =u[n] —u[n-1], VneZ. (4.62)

4.2 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo y cuyo modelo matematico
esta definido por

dy(t)

TS +apy(t) = bpx(t), VteR, (4.63)
dondex(t) es la sefial de excitacioy(t) representa la sefial de respuesta del sisterag, y
y bg son parametros del sistema.

Si el sistema esta inicialmente en reposo, es decir, con condiciones iniciales de cero,

determine:

a) Respuesta impulsiva del sistema.

b) Respuesta escalon del sistema a través de los métodos de resolucion de ecuacio-
nes diferenciales.

c) Respuesta escaldn del sistema empleando el método de convolucion y compare
el resultado con el Problerda2.h
d) Relacién entre los resultados obtenidos de los Probldmasy [4.2.¢

4.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo y cuyo modelo matematico

esta definido por
dy(t) dx(t)
dt dt
dondex(t) es la sefial de excitacidy(t) representa la sefial de respuesta del sisterag, y
y bg son pardametros del sistema.
a) Respuesta escaldn del sistema a través de los métodos de resolucion de ecuacio-
nes diferenciales.
b) Relacion entre la respuesta escalon del Proble®ay las soluciones obtenidas
en el Problemd.2.a

+apy(t) = by VteR, (4.64)

EJERCICIOS PROPUESTOS

4.4 Sea un sistema LDCID definido en el dominio del tiempo discreto con funcién de
transferencia

8
h(n) = Z r's(n-kK), Ynez, (4.65)
k=0
donder € R es un parametros tal q@e<r < 1.

Determine a través del concepto de convolucién, la respuesta del sistema ante las si-
guientes sefialegn) de excitacion definidas a continuacion y verifique su resultado em-
pleando el Scila®" haciendo que = 0,5.

a) x[n] =4[n-5], para todan € Z.

b) x[n] =6[n—5]+6[n-10, para todm € Z.
¢) X[n] =u[n-5], para todm € Z.

d) x[n] =¥ ,6[n-K], para todm € Z.

e) x[n] = -2X8_,6[n-K], para todm € Z.

f) x[n] = 22_,(2-K)s[n—K], para todm € Z.
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4.5 Considere el sistema LDCID definido en el Ejercicio Propuésiopero con condi-
cion inicialy[0] = 1. Determine la respuesta del sistema ante una excitafpipe: u[n—4].

4.6 Considere un sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo y cuya
respuesta impulsiva corresponde a

ht) = ke tu(t), VteR, (4.66)

dondek € R es un parametro sin restriccion de signd 'R es un parametro positivo.
Determine la respuestgt) empleando el concepto de convolucion, si el sistema es

excitado por una sefix(t), la cual corresponde a las siguientes sefales definidas en el
dominio del tiempo continuo.

a) Xx(t) = p2(t-5), para todad € R.

b) X(t) = p2(t—5)+ p2(t— 7), para todd € R.

€) X(t) = u(t) — pa(t—8), para todd € R.

d) x(t) = qui(t-2), paratodd € R.

e) X(t) = 4(t—4), para todd € R.

f) x(t) =6(t—4)+46(t—8), para todd € R.

4.7 Sea el sistema LDCID definido en el Ejercicio Propu@sfy con condicién inicial
y(0) = 1. Determine la respuesta del sistema ante una excitafmpe:= u(t — 4).






CAPITULO 5

ANALISIS DE SISTEMAS
EN EL PLANO S

Curiosidad e imaginacion, es todo lo que necesitas para disfrutar del conocimiento.
—Ebert Brea

Un enfoque alterno para el analisis de sistemas lineales, dinamicos, causales, invariantes
en el dominio y deterministas (LDCID) es a través de la transformada de Laplace (TL),
la cual constituye una herramienta muy empleada en la ingenieria eléBneeg2006)
presenta un estudio teérico de la transformada de Laplace debido a su tratamiento desde el
punto de vista del campo de los nimeros complejos.

En este capitulo se estableceran algunas aplicaciones de la transformada de Laplace para
el analisis de sistemas LDCID, asi como el empleo de un nuevo concepto, el cual permite
estudiar los sistemas desde la perspectiva del plano de la transformada de Laplace y éste
suele denominarse plar® Es importante puntualizar que el autor supone que el lector
conoce todo lo concerniente a la transformada de Laplace, asi como la determinacion de la
transformada inversa de Laplace (TIL). No obstante, el lector puede consultar, por ejemplo:
Oppenheirret al. (199¢); Papoulig1980); [Ziemeret all(1993; Schit (1999; Bre& (2006
con el propoésito de revisar los conceptos de transformada de Laplace.

El capitulo es estructurado como sigue: en la Secgifise emplea la transformada de
Laplace para la determinacién de la respuesta de un sistema LDCID tomando en cuenta
la condiciones iniciales del sistema; en la Sec&dhse define y aplica el concepto de
funcion de transferencia de un sistema LDCID con el objeto de estudiar la respuesta de los
sistemas LDCID mediante la funcién de transferencia; en la Sebci®e introducen los

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 121
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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teoremas de valor inicial y valor final, los cuales son empleados para determinar la condi-
cion inicial y final de una sefial definida en el dominio continuo, a partir de su transformada
de Laplace; en la Secci@4 se enuncian algunos criterios para establecer si un sistema es
estable 0 no; en la Secci&ns se desarrolla un método para hallar el modelo mateméatico
gue define su dindmica, es decir, su correspondiente ecuacion diferencial basadose en
el concepto de funcion de transferencia. Por dltimo, se incluyen algunos problemas y
ejercicios propuestos que permitiran al lector reforzar los conocimientos adquiridos.

5.1 DETERMINACION DE LA RESPUESTA POR TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Considere nuevamente el Probled de la pagineéd0, en donde se tiene un sistema
LDCID en el dominio continuo, el cual cuenta con un modelo matematico definido por
la ecuacion diferencial ordinaria

Zan,kdn_ky(t) Z - deX() VteR, (5.1)

-k Tgimk
LK g dtm™

dondey(t) representa la sefial de respuesta del sistema o también llamada sefial de salida,
y X(t) significa la sefial de excitacién o denominada alternativamente sefial de entrada.

El método de determinacion de la respuesta mediante transformada de Laplace se sus-
tenta en la propiedad de la transformada de Laplace unilateral derecha de la derivada
n-ésima de una funcion definida en el dominio continuo, la cual es:

Propiedad 5.1 (Derivadan-ésima ent) SeaF(s) = .Z[f(t)] la transformada de Laplace
(TL) de f(t), y cuya regién de convergencia (RDC) esta definida para Rdfg] > «,
donde ademas(t) es de orden exponencial, denotado caife™) para todot > T (Breg,
2006 Pagina 21); [Churchill,[ 1971, Capitulo 1), yf(t) = 0 para todot < 0. Entonces,

O] O kgt
f[ dtn ]— SnF(S) ;lsn f (0 ), VRe[S] >, (52)
dondef¥(07) = dtO] i 3O
TS o - t70  dtk

Observacion 5.1 En virtud de lo afirmado en la Propiedd&l1 en cuanto a qué (t) =
para todot < 0, debe tomarse en cuenta que la definicién de transformada de Laplace esta
dada por

ZIfM)] =F(s) = foo f()eS'dt, VRel[s] > a. (5.3)
o
Para los casos particulares de derivadas ordinarias, se tiene que
df(r)| _
X[T_ = SF(S)— f(O )
g[dzd‘;f) | = 2Fr(9 st 80 (5.4)
Ds,ﬂ[dzgt)— = S°F(s) - f(07) - sflH(07) - & (07)
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Método 5.1 (Determinacion de la respuesta por transformada de Laplace}pea la ecua-
cion diferencial ordinaria definida por la Ecuacid(s.1), y conocida la excitacion(t)
ejecute:

Paso 1. Aplique la transformada de Laplace de acuerdo a la Propiesldd
Paso 2. DespejeY(s).
Paso 3. Determine la transformada inversa de laplace.

Observacion 5.2 Note que el céalculo de residuo de una funciéfs) en una i-ésima
singularidades aisladap;, de multiplicidadm;, puede ser determinado por

1 d"la(s

(m-1)! dgn-1 b ’

ResF(3)ly, = (5.5)

donded(s) = (s— pi)™ F(s) es analitica y no nula ep;.

B EJEMPLOS5.1

Considere nuevamente el sistema LDCID en el dominio del tiempo continuo, del
Ejemplo2.7 de la pagina5 con modelo matematico definido por

Py LAY, In) 5t
8 19 12y(t) = 4eu(t), VteR 5.6
i, 8 a, tloqr Tl =4u, VieR, (5.6)
con condiciones inicialesf(t)|o, =0, % o= Oy % o = 1, y cuya solucion esta

dada por la Ecuacioi2(61) de la pagin& /.
Para el sistema descrito, determine la respuesta del sistema a través de la transfor-
mada de Laplace.

Solucién
De acuerdo al Métod®.], se tiene entonces que al aplicar la transformada de Laplace
ala Ecuacion§.6)

[S*Y(9) - Yo = Yo~ — Yo | +8[S*Y(9) — sy — Vo | +
4 (5.7)
19[sY(s) - Yo+ | + 12Y(s) prev=
. 2 .
dondejio- = Y| =1L yo- = 2| =00 =y, =0.
Sustituyendo las condiciones definidas en el problema en la Ecu&cii)nde
obtiene

4
1 12)Y(s)-1= ——. .
($°+857+19s+12) Y(9) = (5.8)
Ahora, al calcular las raices que anulan al polinomio
D(s) = s°+85%+19s+ 12, (5.9)

mediante los comandos Scifalse obtiene a través del Scifabque
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-->D=poly([12 19 8 1],’s’,’c’)
D =
2 3
12 + 19s + 8s + s

-->z=roots(D)
z

AWl

Figura 5.1. Comandos Scildh! para el calculo de las
raices del Ejempl5.1

Despejandd(s) de la Ecuaciond.€) y aplicando lo reportado por la Figugal,
se obtiene que

_ s+9
"~ (s+1)(s+3)(s+4)(s+5)

Aplicando el Teorema 3.9 (Brea (2006 Pagina 36)Brown y Churchill(2004),
se tiene que

Y(9) VRe[s] > -1.

4
y(t) = > Res|Y(9)e"] 1p_ u(t), (5.10)
i=1 '
dondep1=-1, p2=-3, p3=-4Yy ps=-5.
st]| _ . st _
Res[Y(s)e ”pi = SlLrEi(S-'- phY(9e>, Vk=1,234. (5.11)
En este caso se tiene:
st _ s+9 st_ 1
Res[Y(s)e ] '—1 a sl—lml (s+1)(s+3)(s+4)(s+ 5)(S+ L™= 3e
st _ i s+9 st_ 3
Res|Y(9e*]| , = M, e D)+ 3)sr A)r5) ST =38 5.12)
st]|  _ s S+9 st_ D 4 .
Res[Y(g)e™]| , = Iim, s+ D)Er3)sr a5 St =38
st _ S+9 st_ 1 g
Res[Y(9e%]| = M e D)) A5 S =38
En consecuencia, empleando la Ecuackd), se tiene que para> O,
yt) = et -3e ¥ 2 - 1e™, (5.13)

la cual al compararla con la solucién obtenida en el Ejer@plcse comprueba la
solucion encontrada.

No obstante, la solucion mostrada por la Ecuactohd) debe satisfacer tanto las
condiciones iniciales como la ecuacion diferencial definida por la Ecue&ifin (
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5.2 FUNCION DE TRANSFERENCIA

Un concepto importante en el campo de la ingenieria es el concepto de funcién de trans-
ferencia, debido a sus amplias aplicaciones en el estudio de la respuesta permanente y
respuesta de los sistemas LDCID en el dominio de la frecuencia. El concepto de funcién de
transferencia es también aplicado en el estudio y disefio de sistemas de control, los cuales
estos ultimos son sistemas empleados para el control de operacién de sistemas, como por
ejemplo, el sistema de control de: una planta termoeléctrica, un sistema de transporte de
materiales, un sistema regulador de velocidad, entre d@ms ¥ Bishop 2008).

Definicién 5.1 (Funcién de transferencia)Se dice que la funcidn de transferencia de un
sistema LDCID definido en el dominio continuo, y denotadaHd(), como el cociente de
la respuesta del sistema en el dominio de la transformada de Laplace y su excitacién en
ese mismo dominio, cuando todas las condiciones son cero en el instadtees decir,
Y(s)
H(s) = —. 5.14
=36 (5.14)
Observacion 5.3 La funcion de transferencia de un sistema LDCID definido en el dominio
continuo es:
H(s) = Z[h(1)], (5.15)

dondeh(t) es la respuesta impulsiva del sistema.

Debido a que la funcion de transferencia puede ser determinada a través de la respuesta
impulsiva del sistema, y de acuerdo a la Definicibf de la paginad8, las condiciones
iniciales del sistema para el instarite 0~ deben ser consideradas nulas, mas no en el
instantet = 0*.

Observacion 5.4 Aun cuando las condiciones iniciales del sistema LDCID no sean nulas,
se deben obligar a serlo a los efectos de determinar la funcién de transferencia del sistema.

B EJEMPLO5.2

Considere una vez més el sistema LDCID definido en el Ejefaglcel cual tiene
como modelo matematico:

diy(t)  Ld?y(t) . dyb)
de +8 de +19 dt

Para el sistema definido, determine su funcién de transferencia.

+12y(t) = X(t), VteR. (5.16)

Solucién

Segun la Definiciorb.], la funcién de transferencia se obtiene obligando que
todas las condiciones iniciales, es decir, en el instaat@™, sean cero.
Al aplicar la transformada de Laplace a la Ecuac®i€), se tiene que

1
$3+8s2+19s+12

H(s) = (5.17)
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A los fines de verificar la Observaci®ng, se tiene que

3
h(t) = ZRes [H(9e] ‘ u(t) = Z m (s+ pH(9eMu(), (5.18)

k=1

dondep; =-1, pp=-3y p3 = —4.
Evaluando los residuos, se tiene

1 1
sl _ g st_ 1 ¢
Res[H(s)e ”—1 a S_}Iwz(s+ 1)s3+852+195+ 12° T8°
1 1
st _n st _ _ — -3t
Res|H(s)e ]|_3_ lim(s+3) 5o Tosr 3% = 3¢ (5.19)
1 st_ 1 a

St 1 _
Res[H(s)e ]|_4 =M S+ g sg 15 12° ~ 3

Entonces, la respuesta impulsiva para tbd® viene dada por

I T TN
h(t)_6e 2e +3e , (5.20)

la cual es exacta a la solucion encontrada en el Eje/®@loy cuyo resultado es
mostrado en la Ecuaciog.(/€) de la pagindl.

B EJEMPLO5.3

Sea un sistema LDCID en el dominio continuo del tiempo con modelo matematico
definido por

d*y(t) diy(t) d?y(t) dy(t)
s +10 e +34 e +48 at

Para el sistema descrito, determine su respuesta impulsiva empleando los métodos
de resolucion por transformada de Laplace.

+32y(t) = X(t), VteR. (5.21)

Solucién

Para determinar la respuesta impulsiva mediante la transformada de Laplace, se
debe determinar primero la funcién de transferencia del sistema, esH&iry
luego la transformada inversa de LaplacéeHie).

Como la funcién de transferencia del sistema se obtiene bajo la consideracion de
gue las condiciones iniciales del sistema son cero=€0r, se tiene que al aplicar la
transformada de Laplace a la Ecuacibr2(),

(s*+10s® + 345> + 485+ 32)Y(s) = X(s), VseC, (5.22)

y en consecuencia

Y(s) 1
X(s)  s*+10s3+34s? + 485+ 32

H(s) = Vse{zeC:D(2) #0}. (5.23)

dondeD(2) = Z* + 1023 + 347° + 482+ 32 es el polinomio caracteristico del sistema.
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A objeto de determinar la respuesta impulsiva del sistema se debe conocer las
singularidades aisladas de la funcién de transfereH¢®), la cual se determina
por medio del célculo de las raices que anulan el denominadbi{gley que se
denomina polinomio caracteristico del sistema.

D(s) = s*+10s> + 345 + 485+ 32, VseC. (5.24)

Ahora, con la ayuda del Scil& se tiene que de lo reportado en la FigbrZ,
se puede afirmas que el polinomio caracteristico mostrado por la Ecuach (
tiene una raiz doble y rea} = —4, y un par de raices complejas conjugadas simple
s, =-1+]jy s3=-1-j, conregion de convergendre[s] > —1 por considerar que
el sistema es causal, de acuerdo a lo enunciado en el problema.

-->D=poly([32 48 34 10 1],’s’,’c’);

-->z=roots(D)
Z =

1.
- 1. -1
- 3.9999999
- 4.0000001

Figura 5.2. Comandos Scilahy para el calculo de las
raices del polinomio caracteristico del EjembI&

Aplicando el Teorema 3.9 (rea (2006 Pagina 36), se tiene que

3
ht) = > Res[H(s)e"] ]p_ u), (5.25)
i=1 '

dondepz, = -2de orden m2,y p, = -1+ j,y p3 = —1- j ambas singularidades son
simples o de orden #1.

Evaluando los residuos, se tiene

Cd (s+4)yet
Res|H(setl| = 1im —
es[ (s)e ]_4 sl ds| S+ 1053 + 3457 + 485+ 32’
} ) (s+1-j)et
_ 5.26
ReS[H(S)e ”—m oo j| #4109+ 3452 1 485+ 32’ (520
1+j)es
Res|H(s)e™ = b '
es[ (s)e H_l_,- sﬁ'_nf_j s*+ 1083 + 3452 + 48s+ 32

A objeto de facilitar los célculos de los residuos, se expresara el polinomio carac-
teristico, definido por la Ecuaciéb.24), de acuerdo a sus factores, es decir,

D(S) = (s+4)2(S° + 25+ 2) = (5+4)*(s+1— j)(s+ 1+ ). (5.27)



128 ANALISIS DE SISTEMAS EN EL PLANO S

Sustituyendo la EcuaciéB27) en la Ecuacioni.2€), se obtiene

Res[H(9e¥|| = lim di_ &
-4 so-4ds|s2+2s+2]
o i eSt
Red M9 Ly = I | e | 629
o eSt
Res|H(s)e = lim |————|,
[ © H—lfj s—>l—1—j (s+4Y%(s+1-])
lo que implica
1 6
st - L4, O at
Res|H(s)e ”_4_ ote e -
a1+t
St _
Res|H(s)e ”—1+J - o (5.29)
o1t
St _
Res|H(s)e ”-1-1' = T

Sustituyendo la Ecuacio® 29 en la Ecuacioni.25), y luego de unas operacio-
nes algebraicas se obtiene

h(t) = [1—10te‘4t + 356 % - 3e'cosf) + Ze'sen ()] u), VYteR. (5.30)

Ahora, se verificard el resultado obtenido a través de la resolucién de la ecuacion
diferencial empleando el método estudiado en el Cap2ulo

De acuerdo a los reportado por la Figbrg, se puede asegurar que la respuesta a
un impulso unitario viene dada por

h(t) = cite™® + coe™® + czetcosf) + cuetsen(), Vi 0. (5.31)

Por otra parte, al integral la ecuacion diferencial mostrada por la Ecu&cEi) (
en el intervalg0~,0"), y sustituyendo &(t) por§(t), se obtiene

0* dsh(t) ~ 0"
fo ] d( — )_ fo ot (5.32)

debido al hecho de que

0t 4k
f d h(t)dtzo, Yke{0,1,2,3}.
0

- dtk
En consecuencia, la Ecuacid32) arroja como resultado que

d3h(t)

_ d*he)
dt3

—| =1 (5.33)
o d

o
Ahora, como todas las condiciones iniciale)erson iguales a cero, se tiene

d3h(t)
dt3

=1 (5.34)
0+
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Ademas,

d“h(t) d“nh(t)
= =0, Vke{0,1,2}, 5.35
3 |, " at |, (0.1,2) (5.35)
por tratarse de ser un sistema fisicamente realizable y en consecuencia su respuesta
impulsiva carece términos impulsivos, lo que permite asegurar la Ecusc8E (
Empleando la Ecuaciones.81), (5.39 y (5.35), se tiene

hi%(0*) = ¢, +c3 = 0;

h[1] (0+) =C1—4c—C3+C4=0;

(5.36)
hi21(0%) = —8c1 + 16¢, — 2¢4 = 0;
hi¥l(0%) = 48c1 — 64c, + 2c3 + 2¢4 = 1,
k
dondeh®(0*) = %,Ei) . Paratodde (0,1,2.3}.
Escribiendo la Ecuacioib(3€) en forma matricial se obtiene
0 1 1 0y 0 0
1 -4 -1 1} ¢ 0]l |0
8 16 0 -2|lc || 0o|7|o0 (5.37)
48 64 2 2/ -1 0
Empleando los comandos Scildtmostrados en la Figua3, se tiene que
-->A=[0,1,1,0;1,-4,-1,1;-8,16,0,-2;48,-64,2,2];
-->b=[0;0;0;-1];
-->[c,kerA]=linsolve(A,b)
Figura 5.3. Comandos Scila® para el calculo de los
coeficienteg; del Ejemplc5.3
De lo reportado en la Figu& 3, los valores de los coeficientes son
c1=0,1=1/10;
c; = 0,06 = 3/50;
(5.38)

3 = 0,06 = —3/50;

¢4 =0,08=2/3,
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lo que implica que al sustituir en la Ecuaci@3]) los resultados arrojados por el
Scilab™, los cuales son mostrados por la Ecuac®8), se tiene que la respuesta
impulsiva es

h(t) = Ste™* + Se % - 3e'cosf) + Ze'senf), Vt>0, (5.39)

lo que verifica lo obtenido por el método de transformada de Laplace, y cuyo resul-
tado es mostrado en la Ecuaci@n3().

Observacion 5.5 Al hallar la respuesta de un sistema LDCID en el dominio continuo a
través de la funcién de transferencia, la solucién obtenida es la correspondiente a como
si el sistema estuviera en condiciones iniciales de cero o en repdse @n Esto implica

gue si se desea determinar la respuesta de un sistema LDCID en el dominio continuo a
través de la funcion de transferencia, y el mismo no esta en condiciones iniciales de cero,
la solucién encontrada no corresponde a la determinada por la solucién de su ecuacion
diferencial.

B EJEMPLO 5.4

Suponga un sistema de primer orden definido por

dy(t) +agy(t) = x(t), VteR. (5.40)

Si el sistema es excitado por la sefié) = 4e%u(t), cuando su condicion inicial
y(t)|0_ = Yo-. Entonces, determine la respuesta del sistema empleando la funcién de
transferencia.

Solucién

Debido al hecho de que el sistema es fisicamente realizable y a que es un sistema
de primer orden, se puede afirmar que la respugbtas continua, o que permite
asegurar qug(0~) = y(0").

Por otra parte, al aplicar la transformada de Laplace a la Ecugbidf) (se
obtiene que

sY(9)-y(07) +aY(S) = X(9) (5.41)
Al hacer la condicion iniciay(0~) = O, se tiene que la funcion de transferencia es
IR (C N
H(s) = X9 " srag (5.42)

Ahora, al agrupar los términos de la Ecuaciéril), y al despejaiY(s) se tiene
que

Y(s)—ixo iy(O) H(9X(9) +Y(OIH() (5.43)

Note la gran diferencia entre las Ecuaciorng4? y (5.43), la cual esta ultima
incluye el término que contiene la condicién inicial del sistema.
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5.3 TEOREMA DE VALOR INICIAL Y VALOR FINAL

Antes de estudiar al Teorema de valor final, debe demostrarse el siguiente lema, para asi
poder demostrar el Teorema de valor final.

Lema 5.1 SeaF(s) = Z[f(t)] para todostal queRe[s] > @ > 0. Si la funcionf(t) es de
orden exponencial, es decii(t) esO(e™), y f(t) es seccionalmente continua para todo
t > &. Entonces, para ua >0

A g
s"lllfg —g € Sdt=0 (5.44)

Demostracion.El hecho de afirmar que la funcidit) es seccionalmente continua, implica
entonces que su derivada puede ser representada mediante

f N
% = Z[ f(te)— f(t)lo(t—t)+9(t), VY(t>0)eR, VneN, (5.45)

k=1
dondef f () - f(t,)] = Af« representa ed-ésimo salto finito de discontinuidad &debido
a que la funciérf (t) es seccionalmente continua y con un nimero confdlie disconti-
nuidades, y ademas la funcig(t) es de orden exponencial y seccionalmente continua, y
es definida por

N-1
o(t) = go() + D Gk +an(D), V(t>O0)eR, (5.46)
k=1
donde: dt()
%o(t) = { ar 0 To<t<t (5.47a)
0, Yi>tq,
—df(t) Vi <t <tksr;
) =< “dt * ¥ kel (5.47Db)
0, Vit <t Ut > tiga),
0, VO<t<tyn;
1) = 5.47c
on() d(fj(tt)’ Vi> . ( )

Al sustituir la Ecuacién§.45) en la Ecuaciéng.44), se tiene que

00
Iimf
S—oo P

donde se ha denotadd &t}) - f(t, )] comoAfx para cad&-é€simo salto finito de discon-
tinuidad enty.

Debido a que se supone convergencia de la integral y la sumatoria, la Ecliadig)n (
puede ser reescrita como

N
Z Afd(t—ty) + g(t)] eStdt, (5.48)
k=1

N ) o
’ _ —st < —St
lim k§:1Afk f 5(t-te *dt+ lim f g(t)eStdt, (5.49)
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lo que implica al emplear los conceptos integrales de la funcién delta de Biea;2006
Capitulo 3), y al emplear la Ecuacid.4€) en la Ecuaciéng.49 se tiene que

N o N-1
lim > Afi e Sk lim fg [go(t) + kZI gk(t) + gn (t) [e7Stdt. (5.50)

Como consecuencia directa de qRe[s] > a > 0, se tiene entonces que

N N
i Sk — H —St —
sl,'_[?o k_lAfke = kZ_; SIl_)rpmAfke =0, (5.51)

debido al hecho de que= o + jw.
Por otra parte, se tiene que como

- N-1
f {go(t) + Z gk(t) + gN(t)} et
€ k=1

lim
S—oo

<lim f " |laye | dt, (5.52)

entonces

. “ _st “ * —(@+0) 4t —
leToU; g(t)e dt<;mf£ Me dt=0, (5.53)

debido a quéeSY = e, y al hecho de quig(t)] < Me~® por ser de orden exponencial.
|

Teorema 5.1 (Valor inicial) SeaF(s) = Z[f(t)] para todos tal que Rels] > a. Si la
funcion f(t) es de orden exponencial, es dedift) esO(e™), y f(t) es seccionalmente
continua para todd > 0y pudiendo presentar una discontinuidad de salto finitd €.
Entonces

f(0") = SIi_)r?osF(s)

Demostracion.De la propiedad de derivacion de la transformada de Laplace se tiene

< [dgtf(t)}z fom ?eﬂtdt:SF(S)—f(O‘), VRe[s] > . (5.54)

La Ecuacion'$.54) puede ser expresada como

0+ 00
j;_ %e‘“dﬁfm % ~Sldt= sF(s)- f(07), VRelg] > a. (5.55)

Al integral entre0~ y 0* por el método de integracién por parte, se tiene que

ot + ol
f A1) sty - f(he ]y +s f f(t)e~s'dt. (5.56)
o dt 0 o

Ahora, se tiene que

< , (5.57)

0+
s f MeSidt
o

O+
sf f(t)e Stdt
o

dondeM = sup[f (t)] es una constante.
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De la desigualdadb(57), se puede asegurar que

0+
s f M e Stdt
o

En consecuencia, el valor de la integral

<mesd -0 (5.58)

0+
f 410 e-stgr - 107y - £(0). (5-59)
o dt

aun cuando puede existir una discontinuidad finita de la funfffjrent = 0.
Por otra parte, cuand®— oo, se tiene

T s
SIl_(ggfy at e >dt=0, (5.60)

debido al Lem&.1de la pagind 31.
Aplicando estos hechos en la Ecuacibrbé), se obtiene que

f(0")-f(07) = SI}i_)rLlsF(s) - f(0), (5.61)
lo cual implica que
f(0*) = SIi_)rgsF(s)
]

Teorema 5.2 (Valor final) SeaF(s) =.Z[ f(t)] paratodostal queRe[s] > a. Sila funcion
f(t) es seccionalmente continua para tdde 0. Entonces

f(o0) = s,ll%lSF(S)

Demostracién.Empleando la propiedad de derivacion de la transformada de Laplace se

tiene

T g _
TI|m Te dt=sF(g)-f(07), VRels >a. (5.62)
—00 o

Al hacer tendes a cero en la Ecuacioh(62), se obtiene

T T
Iim f me‘Stdt: Iimf mdt. (5.63)
TS—>0 o- dt Tooo Jo- dt
De la Ecuaciong.63), se puede afirmar que
limsF(s)— f(07) = Iim[f(T)- f(07)], (5.64)
s—0 T—ooo
lo que implica que
TIim f(T)= Iirr(;sF(s) (5.65)
—00 S—
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B EJEMPLOS5.5
Suponga una sefia{t) = 4e"®u(t). Comprueba el teorema de valor inicial.

Solucién
Del Teoremb.], se tiene que

Itilrgn f(t)= SILTO sF(s) (5.66)

Ahora,.# [4e™Stu(t)| = <.

Aplicando los limites de la Ecuaciob.6€), se obtiene que

i —5t _
It|lrg)14e ut)=4 (5.67)
, 4

Las Ecuacionesb(67) y (5.67), permiten afirmar la comprobacién del Teorema
5.1

5.4 ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS

Existen diversas enfoques que permiten establecer cuando un sistema es estable o no, los
cuales un conjunto de ellos son tratados en esta seccion. Sin embargo, antes de presentar
los criterios que permiten establecer si un sistema es estable o no, primero se introducira
la definicibn de sistema estable. Para esto, debe definirse lo que significara estado de
equilibrio de un sistema.

Definicién 5.2 (Sistema en equilibrio) Se dice que un sistema permanece en equilibrio,
si éste ante la ausencia de cualquier sefial de perturbacion agregada a la sefal de excita-
cion, su respuesta permanece inalterable.

Definicién 5.3 (estabilidad absoluta)Un sistema se dice ser estable, si luego de haber
sido perturbado mediante alguna sefial de excitacion de duracion finita, el sistema retorna
a su estado de equilibrio.

La Figural5.4'“ de la paginal35 muestra el dia en que el original puente colgante
Tacoma Narrowsolapsd, constituyendo un claro ejemplo de un sistema inestable. Una
hip6tesis que explica la destruccion del puéieoma Narrowes que este hecho se debid
a rafagas oscilatorias de vientos que causaron un fenémeno de resonancia, lo que produjo
el colapso del puente (fotografias obtenidas a travéd/idgediz (1940). No obstante,

Yusuf Bilah y Scaniar{1991) presentan un punto de vista diferente a lo que tipicamente

es expuesto en los textos de fisica e ingenieria de aquel entonces, los cuales atribuyen el
colapso del puente a la respuesta forzada ante vientos oscilatorios causando una resonancia
en la estructura del puente.

12Ambas fotografias fueron obtenidas hi#ps/commons.wikimedia.oyg
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(a) Inicio del fenémeno oscilatorio (b) Momento del colapso del puente

Figura 5.4. Original puente colgant@&acoma Narrowsle 1810 mde longitud,

el cual estuvo ubicado en el Estado de Washington, Estados Unidos de América
cuando fue derribado por rafagas oscilantes de vientos que alcanzaron una
velocidad de57 knmyh, hecho acaecido el 7 de noviembre de 1940. La Grafica
(a) ilustra el inicio del fenémeno de resonancia a las 10:00 a.m., mientras la
Gréfica(b) muestra el momento en que colapsoé el puente a las 11:10 a.m. del
7 de noviembre de 1940.

Basado en la Definicidb.2 se cuenta con un conjunto de criterios que permiten esta-
blecer si un sistema es absolutamente estable (estable) o no, lo cuales son enunciados a
continuacion:

Criterio 5.1 (Integrabilidad de la respuesta impulsiva) Un sistema lineal definido en el
dominio continuo es considerado estable si su respuesta impulsiva es absolutamente inte-

grable. Es decir, si
f [h(t)|dt < .
t=0

Criterio 5.2 (Convergencia de la respuesta impulsiva)un sistema lineal definido en el
dominio continuo es considerado estable si su respuesta impulsiva se aproxima a cero en
la medida de que t de aproxima a infinito. Es decir, si

limh(t) =o.

Criterio 5.3 (Localizacién de los polos)Se dice que un sistema lineal definido en el do-
minio continuo es considerado estable si los pglpde la funcién de transferencia estan
localizados en el semiplano izquierdo del pldBcEs decir, Si

i (s—-z)

=k
O = A smmy

y Re[pi] < 0 para todoi = 1,...,n. Entonces el sistema es estable.

Criterio 5.4 (Polinomio caracteristico) Se dice que un sistema lineal definido en el do-
minio continuo es estable si las raices que anulan su polinomio caracteristico, es decir, si
todos las raices; € R 0 z € C que hacen qu®(r;) = 0 o D(z) = 0 tienen su parte real
negativa. En otras palabras, el sistema lineal es establg,<si0 y Re[z] < 0 para cada

una de las raices que anulan el polinomio caracteristico.
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5.5 MODELO DINAMICO A PARTIR DE SU FUNCION DE TRANSFERENCIA

SeaH(s) la funcién de transferencia de un sistema LDCID definido en el tiempo continuo
y den-ésimo orden. A través de la funcion de transferencia del sistema, puede obtenerse el
modelo matematico del sistema empleando la siguiente regla:

Debido a que la funcién de transferencia es obtenida a partir del supuesto de las condi-
ciones iniciales de cero, se tiene que

d¥f (t) _dif (1)
§‘F(s)=,$[ " } i 10_=o, vk=0,...,(n-1). (5.69)
Entonces, de la Ecuacidb.69), se puede afirmar que
_ d®f (t) dkf(t)
1 _ —
2 F(9)= e Oltk| -0, Vk=0,...,(n-1). (5.70)

Tomando en cuenta la Ecuaci@{(), se tiene que si

H(s) = = ) 5.71
D% ™ Tpams &7
Entonces de la Ecuaciob.1), se puede afirmar que
n m
> an kS™EY(9) = > o kSEX(9). (5.72)
k=0 k=0

Aplicando la Ecuacion.70) a la Ecuacion.72), se obtiene que

Z”: L d"ky(t) Z Wkdm‘kx(t).

din- Tqm-k m-k
= dt dt

B EJEMPLO 5.6

Sea el sistema propuesto en el Ejenm@de la pagind 25en donde se conoce que
su funcién de transferencia es

1

H(s) =
© $3+82+19s+12°

V¥se{zeC:D(2 +0}, (5.73)

dondeD(2) = 22+ 8722 + 192+ 12 es el llamado polinomio caracteristico del sistema.
Para el sistema definido mediante su funcién de transferencia, determine su co-
rrespondiente modelo matematico, es decir, su ecuacion diferencial.

Solucién

Se conoce de la Ecuacié®.73 que la funcion de transferencia del sistema es

Y(s) 1

H(s) = 2 _ .
=% " FieZi 105 12

(5.74)
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Como la funcién de transferencia se determina bajo la condiciones iniciales son
cero, se tiene que de la Ecuaci®nad)

(S°+85% + 195+ 12)Y(s) = X(9). (5.75)
Al determinar la transformada inversa de Laplace de la EcueBi@E)(se obtiene

(D) , g 1
dt2 dt2

+19 +12y(t) = x(t), VYteR. (5.76)

PROBLEMAS

5.1 Seaun sistema eléctrico, el cual de acuerdo a pruebas ejecutadas en un laboratorio, el
sistema es LDCID y tiene una respuesta ante un escalon unitario de expresion matematica

yi)! =k(1-eMu), VteR. (5.77)

La Figura5.5E muestra la respuesta del sistema ante el escaldn unitario.

y()
3 ——— o ————rm———m————p———

0

Figura 5.5. Respuesta del sistema del Problednhante
un escaldn unitario

Por otra parte, segun registros realizados durante las pruebas de laboratorio, la respuesta
del sistema ante el escal6n unitario viene dada por la TRbla

Tabla 5.1 Registros realizados a la respuesta escalén del sistema
del Problemi.1
t [s] 0 1 2 3 4 5 6

y(t) [V] 0,0000 06594 1,1013 1,3976 1,5962 1,7293 1,8186

Para el sistema descrito determine:
a) respuesta impulsiva del sistema;
b) modelo matematico del sistema.

5.2 Sea un sistema fisicamente realizable, el cual es definido segin el modelo matema-

tico,
d?y(t) 420
dt?

+3y(t) = X(t), VteR. (5.78)
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dondex(t) e y(t) son respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema. Si
la transformada de Laplace de la sefial de excitacion esta definida por

X(s) = sle ¥ Rel[s] > -2, (5.79)

y las condiciones iniciales del sistema sgft)|;- =0y dy(t) o= 1. Entonces, la respuesta
del sistema pare> 0 es

A) 3et-2e%_g?
B) 2etl-gd_g2
7 o 3t

C) fet-Sed+le?

D) etl-e?
5.3 Sea un sistema fisicamente realizable, el cual es definido segin el modelo matema-
tico®?,

d®y(®) N d?y(t) L O
dt3 dt2 dt

dondex(t) e y(t) son respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema. Si
la transformada de Laplace de la sefial de excitacion esta definida por

+4y(t) = x(t), (5.80)

X(s) = é YRels] >0, (5.81)

y las condiciones iniciales del sistema sgt)lo- = 0; 2 , =0y dd{@ , =0

Entonces, la respuesta del sistema par@ es

A y(t)=1- eige—“t zcosf) - senf), Vt>0.
B) w(t)=7-ge*-icost)- & senf), Vt>0.
C) y(t)=3-&e*-Zcosf)-Lsen(), vt>0.

D) ninguna de las anteriores.

EJERCICIOS PROPUESTOS
5.4 Seaun sistema LDCID definido por

y(t) () |, dyn)
4 +4y(t
ae Tae tTar 0=
dondex(t) e y(t) son respectivamente las sefiales de excitacion y respuesta del sistema. Se
. .. Lo . 2yt dy(t) _
conoce ademas que las condiciones iniciales del S|stema—§¥é?1|.of =0, 'of =0y
y(®)lo- = 1.
a) Hallar la funcion de transferencia del sistema.

:;(t) +4x(t), VteR. (5.82)

B0observe qued +4a% +a+4 = (a% + 1)(a+ 4).



EJERCICIOS PROPUESTOS 139

b) Sies sistema es excitado por una sefial definida por
X(t) = p2(t-5), VteR. (5.83)

Determine la respuesta del sistema mediante el método de transformada de La-
place.

c) Determine la respuesta del sistema aplicando los conceptos de funcion de trans-
ferencia, es decir, calculando primer¢s) = H(s)X(s), para luego determinar la
transformada inversa de Laplace.

d) Compare los resultados obtenidos en los Ejercibidsiy 5.4.¢y explique los
resultados obtenidos en cuanto a cudl es correcto y las razones para afirmarlo.

5.5 Repita el Ejercici®.4, pero en este caso con la condiciones iniciales:
2
% o = 0} % o = 0y y(t)lg- =0, a los efectos de establecer una comparacion entre

ambos ejercicios.






CAPITULO 6

ANALISIS DE SISTEMAS
EN EL PLANO Z

La vida te ofrece muchos puentes para entenderla.
—Ebert Brea

El andlisis de sistemas en el plano de la transformZd@rZ) permite visualizar los
sistemas en el dominio discreto desde una Optica diferente, la cual podria facilitar las
respuestas que deben ofrecerse ante distintas situaciones.

Este punto de vista requiere de un conocimiento previo de la transforfiaglauyas
definiciones, propiedades y teoremas son exhaustivamente estudidies 2006 Ca-
pitulo 5).

Se puede afirmar que la transformada de Laplace es una herramienta para la resolu-
cion de los modelos matematicos dindmicos en el dominio continuo, lo que representa la
transformada?” en la bisqueda de soluciones de modelos matematicos dinamicos en el
dominio discreto.

La transformad&” ha tenido muchas aplicaciones en el campo de la ingenieria, entre
las cuales se puede citar sus aplicaciones en el disefio de filtros diditaleet al., 2006
2007

Este capitulo esta estructurado como sigue: en la Se6diée presenta un breve repaso
de la transformada unilateral dereci#a debido a que los sistemas que son estudiados
en este capitulo son los denominados sistemas causales; los fundamentos matematicos
empleados para la determinacion de la transformada inv&rsa presentan en la Seccién
6.2 en la Secci6i®.3 se emplean los conceptos de transform&tipara la determinacién

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 141
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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de larespuesta de sistemas LDCID definidos en el dominio discreto; un punto de vista de lo
que significa la funcién de transferencias en el dominio discreto se introduce en la Seccion
6.4; en la Seccid16.5 se demuestran y aplican los teoremas de valor inicial y valor final
para sistemas LDCID definidos en el dominio discreto; una breve revision de los criterios
empleados para determinar si un sistema LDCID es estable o no lo es, se muestran en la
Secciorb.€; y finalmente, en la Seccid7 se presenta un método para expresar el modelo
matematico de un sistema LDCID a partir de su funcion de transferencia.

Adicionalmente, al final del capitulo son presentados problemas y ejercicios propuestos
relativos a lo tratado en este capitulo.

6.1 LA TRANSFORMADA UNILATERAL DERECHA 2%

El estudio de la transformada unilateral derectiadebe partir de la definicion, para asi

poder establecer los teoremas que soportan sus propiedades. Es por tal motivo que en esta
seccidn se estableceran algunas definiciones basicas, a objeto de familiarizar al lector con
el concepto de transformadd, y la notacion que sera empleada en el texto en relacion a

la transformada?.

6.1.1 Definicion

Definicién 6.1 Seaf[n] una funcion definida en el dominio discreto tal gije] = 0, para
todon < 0 discreto. Entonces,

[

Fi-(2 = Z[f[n]] = Z flnz", VzeD, (6.1)
n=0

donde f[n] = 32, fkd[n—K], y D; es la region de convergencia (RDC) en donde se
garantiza analiticidad de la funciok,+(2), la cual en esta obra sera simplificada en su
notacién comd-, (2) o simplement&(2).

Note quefy representa el peso que tiene cada impulso discreto, y su significado es el
mismo al presentado en el Capitdlo
Reemplazando la definicion dén] en la Ecuaciong.l), se tiene

Fi(@=2]f[n]]= i i fm[n—k]}z‘”, ¥ze D, (6.2)

n=0Lk=0

Ahora bien, basado en que ambas sumas convergen, pueden ser permutados los opera-
dores sumatorias de la Ecuaci@Z), obteniéndose

Fo(2) = i fk[i s[n- k]z‘“} = i fzX, VzeD, (6.3)
k=0 n: k=0

=0

B EJEMPLO 6.1 Secuencia de duracion finita
Sea la funcién definida en el dominio discreto

f[n] =56[n] +46[n-1]+6[n—-2]-6[n—4], VYneZ. (6.4)
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Determine la transformad#” de la funcién o sefal[n].
Solucién

Un modo de determinar la transformadaes aplicando la Definicidf.1, para
lo cual debe sustituirs&[n] en la Ecuaciéng.l), resultando

F.(2 = Z[f[n] = i [56[n] +4d[n—1]+o[n-2]-d[n- 4] ™. (6.5)
n=0

Ahora, debido al hecho de queggin] esta definido park e Z(> 0), entonces

> oln-1gln] = ¢[K], (6.6)
n=0
y en consecuencia
Za[n— Kz" =27k (6.7)
n=0

siempre y cuanda ¥ esté definido, lo cual esto se garantiza $i0, para los casos
dek % 0.
Basado en la EcuacidB.(f), se obtiene que de la Ecuacidhs)

F.(2=5+4z1+z?%-74% vz=#0. (6.8)

Otra forma como puede ser hallada la solucion es aplicando la Ecu#&cgn (
directamente, para esto debe determinarse los pesos de la fiifidglefinida en el
dominio discreto.

De la Ecuaciong.4) se puede afirmar que los pesos de la fundidh estdn dados
por

5 Vk=0;
4, Vk=1;

fk = 1, Vk=2; (6.9)
-1, Vk=4;

0, enotro caso.

Al sustituir la Ecuaciéon.S) en la Ecuacion@.3), se obtiene
Fi(@=5+4z1+72-7% vzzO0. (6.10)

En el Ejemplo6.1 se puede apreciar dos formas de encontrar la solucién al problema.
El primer modo es realmente conceptual, a diferencia del segundo modo que Unicamente
requiere la sustitucion de los datos en la Ecuadog) (

B EJEMPLO 6.2

Sea la sefal discrefdn] = 32 rks[n—Kk]. Determine la transformad# de la sefial
f[n].
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Solucién
Para determinar la transformadase empleara el resultado expuesto en la Ecuacion
(6.3, es decir,

o (T \K r
Fi@= Y rzk= Z(-) , v'- <1 (6.11)
k=0 k0 2 z
Se conoce que
N n N+1
av-a
Za":—, Va+ 1l (6.12)
1-a
k=ng

Al hacerng = 0y N tender a infinito, se tiene que la Ecuaci@lf) se puede
reescribir como

- 1
Zakzl—, Va<1. (6.13)
Aplicando la Ecuacionf, 13 a la Ecuacion.1]), se tiene

@)= — =2 vz>r, (6.14)

AN

lo cual significa qué-,(2) es analitica en cada punto de la regi@r |r|. Note que
la funciénF ., (2) tiene un punto singular en= —r

6.1.2 Propiedades relevantes

En este apartado se destacaran las propiedades mas importantes que suelen ser emplea-
das en la resolucion de ecuaciones en diferencias. Sin em@raEn(2006 Capitulo 5)

muestra un conjunto de propiedades de la transformada bil&tegale facilmente pueden

ser particularizadas al caso de transformada unilateral def&cha

6.1.2.1 Linealidad

Teorema 6.1 (Linealidad) SeaFy(2) = Z {fk(n)} para todok = 1,...,m. SiFy(2) converge
para todoz € Dy, entonces

ff{zm: fk(n)} = i Fc@, vZﬁ Dx. (6.15)
k=1 k=1 k=1

Demostracién Apliquese el método mostrado @rde, 2006 Pagina 61).m

6.1.2.2 Traslacion retardada en el dominio de la funcién

Teorema 6.2 SeaF(2) la transformada unilateral derech& de una funciorf[n] tal que

f[n] =0, para todon < 0, y con regién de convergencia (RDZg D,. Entonces,
Z{f[n-ng]} =Z™F(2), VYzeD, (6.16)

Demostracion.De la Definicion6.1, se tiene que la transformada de una fundipm-no],
la cual es cero para todo< np,

(o)

Qf{f[n—no]}zz:f[n—no]z’”, Vze Dy, (6.17)
n=0
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dondef[n-ng] = 0 para todm < ng.
Quedando entonces la Ecuaci®ml(i)

(o) (o)

Z{f[n-no]} = Z fln—nolz" = z‘”OZ fimz™, VzeD, (6.18)

n=ngp n=0
como consecuencia de haoee n—ng, lo cual asegura que

Z{f[n-ng]} =2 ™F(2), VzeD,.

6.1.2.3 Traslacion adelantada en el dominio de la funcion

Teorema 6.3 SeaF(2) la transformada unilateral derech& de una sefiaf[n] tal que
f[n] = 0 para todon < 0, y con RDCz € D,. Entonces,

np—1
Q”{f[n+no]}=z“0F(z)—Zz”o‘kf[k], VzeD,. (6.19)
k=0

Demostracion.Para demostrar el teorema se empleara el método de induccién completa.
Casong=1

fln+1]) = an+1]z‘”=sz[m]z‘m, Vze Dy, (6.20)
n=0

al permitir quem=n+1.
Al sumar y restar el términé[0] a la Ecuacion.20), se tiene

Z{f[n+1]}=z if[m]z‘m+f[0]—f[0] :if[m]z M_zf[0], VzeD,
m=1 m=0

la cual permite afirmar que

Z{f[n+1]} =zF(2) - zf[0], Vze Dy, (6.21)
Casong =2
Z{f[n+2]} = Z fln+2]z" = ZZZ fimz™ VzeD, (6.22)
n=0 m=2

al hacer quen=n+2.
Ahora, al sumar y resta?[ f[0] + f[1]z] a la Ecuacion8.22), se obtiene

Z{f[n+2]} = 2|-f[0] - f[1]z1+ f[0] + f[1]Z +Z [mz- VzeD, (6.23)
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la cual al agrupar sus términos
Z{f[n+2])=2|-f[0] - f[1]z1 + Z f[mlz™|, VzeD,. (6.24)
m=0

Entonces, de la Ecuaciéf.24), se asegura
Z{f[n+2]) = 2F(2 - 2f[0] - zf[1], VYzeD, (6.25)

Ahora bien, conociendo el resultado, se determinara empleando la ecuacién demostrada
para el casog = 1, a los fines de comprobarla.

Obviamente, se sabe qfign+2] = f[(n+ 1)+ 1], es decir, que empleando la Ecuacion
(6.27) de forma recurrente se puede obtener

Z{f[n+2]} = Z{f[(n+ 1)+ 1]} = zZ {f[n+ 1]} -zf[n+ 1] o YzeD,
gquedando entonces que
Z{f[n+2]) =22 {f[n+1]}-zf[1], VzeD,. (6.26)
Aplicando nuevamente la Ecuacii®21) a la Ecuacion.26)
Z(f[n+2]} = 2(zF(2) - zf[0]) - 2 f[1] = 2F (2 -2 f[0] - zf[1], VzeD, (6.27)
Casong =3

Debido al hecho de que el empleo recurrente de la Ecuaéi@i)(conduce a un
resultado apropiado, se demostrara este caso aplicando la ecuacion pard pl e&jc-
f[(n+2)+1].

Z{fn+3)} = Z{f[(n+2)+1]} = zf{f[n+2]}—zf[n+2]|n:0, Vze D,
Ahora, dada la Ecuacié(27) se tiene entonces,
Z{f[n+3]) = 2(ZF (2 - 21[0] - zf[1]) - z[2], VzeD,,
la cual arroja como resultado
Z{f[n+3]} = £°F(2) - 2f[0] - 2f[1] - zf[2], VYzeD,. (6.28)
Casong — 1 (Hipotesis de induccion)

Como hipétesis de induccién, se tiene que

no—2
Z(f[n+(o- D]} =2°F @D - Y 2K, VzeD,. (6.29)
k=0

Casong (Tesis de induccién)
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Para demostrar la tesis de induccion, se reexpresara
Z{f[n+ng]} como Z{f[(n+ngp—1)+1]}, (6.30)
la cual al aplicar la Ecuaciéi®(30) en la Ecuaciong.21), se tiene que
Z{f[(N+ng—=1)+ 1]} =zZ {f[(n+ng— )]} -z f[(N+ng—1)] e Yze D,
lo cual implica
Z{f[n+no]} =zZ {f[(n+ng—-1)}} -zf[ng—-1], VzeD,. (6.31)

De este modo al emplear nuevamente la Ecua@d) a la Ecuacion@.31), se tiene

no—2
Z{f[n+no]} = Z[Z”OF(Z) - Z fo‘l‘kf[k]} —zf[np-1], VzeD. (6.32)
k=0

Agrupando los términos, se tiene

np—2
Z{f[n+ng)} = Z2°"1F(9) - Zz”o‘kf[k]]—zf[no—l], Yze Dy,
k=0

en donde el ultimo término puede ser incluido bajo la operacion de sumatoria, resultando
no—1

Z{f[n+ngl} = 20 F@) - > 20 Kf[K], VzeD,. (6.33)
k=0

Claramente, esta Ultima ecuacién satisface todos los casos particalares.

6.1.2.4 Multiplicaciéon por n™

Teorema 6.4 SeaF(2) la transformada unilateral derech& de una funciérf[n] tal que
f[n] = 0 para todon < 0, y con RDCz € D,. Entonces,

d"F(2)

2] = (2"

VzeD;. (6.34)

Demostracién.Para demostrar el teorema se demostrara primero el caso auandloes
decir, Z[nf[n]].
De acuerdo a la definicién de transformatfa

ZInf[n]] = Z nflnz" = Z nflnz"zzt, VzeD,. (6.35)
n=0 n=0
Agrupando los términos de la Ecuaci&3g), se tiene

Z[nf[n]] = zi f[nNinz"™*, VvzeD, (6.36)
n=0
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Por otra parte, se tiene que

dz" _
dz

-nz"™, vz£0,n>0. (6.37)

Aplicando la Ecuaciénrd.37) en la Ecuacién@.36) se obtiene

[ee) n [ee]
Z[nf[n]] = ZZ f[n](-l)ddi = -zdi Z f[n]z‘”}, Vze Dy, (6.38)
n=0 z z n=0
guedando entonces que
ZInfln] = —szZF(z), Yze D, (6.39)

Ahora, al estudiar el casn= 2, se tiene que
Z[n?f[n]] = Z[n(nf[n))], VYzeD,. (6.40)

Al aplicar la Ecuacion.39 en la Ecuacion@.40), se puede afirmar
Z[n2f[n]] = —zd%f[nf[n]], Vze D, (6.41)

la cual al emplear nuevamente la Ecuacié$), se consigue

2

Z[Pf[n]] = —zdiZ (—zdiZ F(z)) = (—z)ZS—ZzF(z), Vze Dy (6.42)

Si este procedimiento se aplica recurrentemente se llega entonces que

Z[n™f[n]] = (—z)m%F(z), ¥Yze D, (6.43)

6.2 TRANSFORMADA INVERSA &

En esta seccion se mostrara un método de transformada in¥erslecual esté basado de
conceptos definidos en el estudio de variable compleja. No obstante, a pesar de lo exigente
que pudiera ser la aplicacion de los conceptos de variable compleja, el método resulta muy
conveniente y expedito en la determinacion de la transformada inérsa

Para esto se enunciara algunos teoremas que son la base para el desarrollo del método
de transformada invers¥.

Teorema 6.5 (Serie de Laurent)Seaf(2) : C — C una funcion analitica en el dominio
no vacio anular (multiplemente conexd) = {z€ C: ry < |Z—2Zg| < rp}, dondery,r e R

y ademas; < rp. Sea tambiére cualquier contorno simple cerrado en torno a un punto
Zp orientado en sentido positivo y contenido totalmentBglEntonces, para cada punto
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ze Dy, f(2) puede ser representado como

1@ =) alz-20)+ ) b(z-2)" vzeDs (6.44)
k=0 k=1
donde 1 @)
Z
=——P——37dz Vvk=0,12..; 6.45
RPN AR ot (649
y

1 f(2)

b= = P
“T2n X (z-20) T

dz vk=123,.... (6.46)

Demostracién.VéaseBrown y Churchill(2004 Capitulo 5).m

Corolario 6.1 Al definir la regidon con centro en el origen, es dezgir= 0, se tiene entonces
que la transformad&” de una funcién definida en el dominio discreto puede ser modelada
como una serie de Laurent, es decir,

-1 00
F@=2Z(FIn) = > az*+> ¥ vzeD, (6.47)
k=—co k=0
donde 1
ay=— 9§F(z)zk-1dz, vk=1,2,...; (6.48)
j2r Je
Y 1
b = — 9§F(z)zk—1dz, vk=0,1,2,.... (6.49)
j2r Je

Demostracion.Al hacerzy = 0y al reemplazak por-ken},” ja(z— 20)¥ en la Ecuacién
(6.49), se demuestra el corolaria

Observacion 6.1 Los coeficienteby para todok > 0 representan las muestrdg de las
secuencias de dominio entero no negativo. Mientras, los coeficiapte@nstituyen las
muestrasfy correspondientes al dominio negativo.

Teorema 6.6 (Transformada unilateral derecha inversaZ?’) Seaf[n]: Z — R una fun-

cién definida por una secuencia de muestras uniformemente espaciadas en su dominio
Z tal que f[n] = 0 para todon < 0. Sea ademak . (2 = F(2) : C — C la transformada
unilateral derecha?’, es decirF(2) = Z[f[n]] con region de convergencla; = {ze C:

|z| > r} donder es el radio mas pequefio que garantiza la analiticidad de la transformada
Z,F(@enD; yc={zeC:|z]=r+¢&} cone > 0es una curva cerrada simple orientada

en sentido positivo con respecto a las singularidades que pudiera EggerEntonces,

1
fu= — 9§F(z)zk-1dz, vk=0,1,2,...., (6.50)
j2r Je
yen consecuencia
f[n] =Z fo[n-K, YnezZ. (6.51)
k=0

Demostracion.De acuerdo al Teorenf5, se tiene que debido al hecho de diie] =0
para toda < 0, la transformada? de la secuencid puede ser expresada en términos de
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su expansion de serie de Laurent, es decir,

F@=a+ ) bz* vzeD, (6.52)
k=1
donde 1
ap = .—ggF 2z ldz, 6.53
j2m Je @ ( )
g 1
b = — 9§F(z)zk—1dz, Vk=1,23,.... (6.54)
27 Je

Por otra parte, de acuerdo a la Definici®d, la transformada? de f[n] viene dada
por

(o8]

F@ =) flnz* vzeD, (6.55)
k=0
Al comparar las Ecuacione6.62) y (6.55) se obtiene que
a, Yk=0;
fk = (6.56)
bk, Vk>1
En consecuencia,
1
fu= — %F(z)zk‘ldz vk=0,1,2,.... (6.57)
12m Je
y [e]
f[n] =Z fd[n-K, YnezZ. (6.58)
k=0

Corolario 6.2 SeaF.(2) = F(2) : C — C la transformada unilateral derech&’, es decir,
F(2 = Z[f[n]] con RDCD; ={ze C:|Z] > r} donder es el radio mas pequefio que
garantiza la analiticidad de la transformad&’, F(z) en D,. Ademas, se&(2) analitica
para todoZ € D, y en todo punt®, = {z€ C : |Z| < r} excepto posiblemente en un nimero
finito de singularidades aisladgs para todoi = 1,2,...,N. Entonces,

N
fo = .; Res[F(z)zk‘l]‘p_ , Vn=0,12,..., (6.59)

dondeRes|[] es el residuo.

Demostracién.Aplicando el teorema de los residu@ ¢wn y Churchill 2004 Capitulo
6) a la Ecuaciong.50) para cada singularidad aislada o polo aislgggara todoi =
1,2,...,N, se demuestra el corolaria

Observacion 6.2 SiF(z) posee Unicamente singularidades o polos aislados y cada uno de
ellos es de ordemy, el Res[F(z)zk‘lﬂp_ para cadai = 1,2,...,N puede determinarse a
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través de

Res|F@2Y]| = 1 d" V()| (6.60)
' Pi

T m-1)! dZzm-D

donde
o) = (z- PF(DZL, (6.61)

es analitica en cada puntp y ¢(2)|,, # 0 para cadai = 1,2,...,N, (Brown y Churchil
2004 Capitulo 6).

Método 6.1 (Método de los Residuospada la transformada?’, F(z), de una funcién
f[n] causal definida en el dominio discratpes decir,f[n] = 0 para todon < 0, entonces,
ejecute:

Paso 1. Verifiqgue que funciéiir(z) contiene Unicamente singularidades o polos aislados
y denételos com@; para todoi = 1,2,...,N, y determine el ordem; de cada
i-ésima singularidad.

Paso 2. Determine el residuo que arroja cada singularidad mediante la Ecua(@a@t),
es decir,
1 d™Die(2)]

Res[F(Z)zk—ali = oD D .

donde
0(2) = (z- p)F@ZL,

es analitica en cada punta y ¢(2)|, # 0 para cadai = 1,2,...,N.

Paso 3. Sume los residuos obtenidos en el Fases decir, determine

N
= Res[F(z)zk’l]‘p . vk=0,12,..., (6.62)
i=1 '

para expresar

f[n] = Z fo[n-K, Ynez,
k=0

dondefy viene definida por la Ecuacit®.62).
6.3 DETERMINACION DE LA RESPUESTA POR TRANSFORMADA %
Considere nuevamente el Problegn#ide la pagind1, en la cual se representa un sistema

lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID), y cuyo modelo
matematico viene definido por:

k r
Zay[n+i] =Zbi x[n+i, (6.63)
i=0 i=0

donde, como fue definido anteriormentp)+i] para cada=0,1,...,r son las muestras de
la sefial discreta de excitaci®yin+i] para cada=0,1,...,k son las muestras de la sefial
discreta de respuesta; para cada = 0,1,...,k son los parametros del sistemal;ypara
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cadai = 0,1,...,r son los coeficientes que alteran las muestras de la sefial de excitacién
discreta.

Ahora bien, para estudiar la respuesta de un sistema LDCID debe emplearse la propiedad
de traslacion de la transformad4, la cual en sus dos versiones fueron enunciadas por los
Teorema$.2yl6.3

Método 6.2 (Determinacion de la Respuesta por Transformad#&’) Dada la ecuacion
en diferencias definida por la Ecuaci¢6.63), y conocida la excitaciom[n] ejecute:

Paso 1. Aplique la transformad& a la ecuacion en diferencias, de acuerdo a los Teore-
mas6.2y6.3 segun sea el caso.

Paso 2. Sustituya en la expresién de la transforma#fade la ecuacién en diferencias, la
secuencia de condiciones iniciales y la transformafale la sefial de excitacion
x[n].

Paso 3. DespejeY(2).

Paso 4. Determine la transformada invers# de Y(2).

B EJEMPLO 6.3
Sea un sistema LDCID definido por
y[n+ 2]+ 6y[n+ 1]+ 8y[n] = 10x[n], (6.64)
donde la sefial de excitacian] = Zﬁ‘;o(%)ké[n— K.
Determine la respuesta del sistema definido en el dominio discreto teniendo en

cuenta que[0] = 1; y[1] = 1/2.

Solucién
Al aplicar el Métodd6.2 de la pagind5Z, se tiene

2Y(2) - 2y[0] - 2y{1] + 6(zY(2) - 2){0]) + 8Y(2) = 10X(2). (6.65)

Agrupando los términos y despejand() de la Ecuaciéng.65), se tiene

Z(z+6) z
Y(2) = —X(@+y[0] 5———=+V[1] 5———. 6.66
@ 2 +6z+8 @+l ]zz+62+8+y[ ]zz+62+8 (6.66)
Al reemplazar las condiciones en la Ecuaciéré€), se llega a
z2(z+6) 1 z
Y2 = ———=X = . 6.67
@ 22+62+8 (Z)+22+62+8+222+62+8 (6.67)

Agrupando los términos, factorizando el polinomio caracteristico y sustituyendo
X(2) por su transformad& la cual viene dada por

z 1
X@=—=, V24> >
Z_

NI
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se tiene 2,13
10z + ?Z
Y(2) = + . Y7 > 4,
@ Z+DE+2)(z-3) (Z+4)z+2) &
la cual al agrupar sus términos se obtiene
£+62+%z
Y(2) Y|z > 4. (6.68)

T 2+ A)z+2)(-1)

Quedando Unicamente por determinar la transformada in&rsala Ecuacion
(6.69), la cual se puede obtener aplicando los mostrado en la S&&€ion

No obstante, se aplicaran adicionalmente dos métodos alternos que permitirdn
hallar la transformada invers#.

Método de los residuogMétodo6.1 de la pagind51)

Este método se fundamente en la aplicacion del Teofde la paginal4s el
cual de acuerdo a su CorolaBd se tiene que

3
Vi = .; Fees[\((z)zk-l]|pi : (6.69)

dondep; = -4, p2 = -2, p3 = 1/2 son todos polos aislados simplesy@) viene
dado por la Ecuaciort(68).

Polop1=-4,m=1

2+62+2z
(z+4)(z+2)(z-3)

Al simplificar la Ecuacion®.70)

0(2) = (z+4) X1 viz>a (6.70)

22 +6z+ 2
(2 = mzk, Yl4 > 4.
2 +6z+ 2L 5
Res|Y@Z Y| = — & = Z(-4)1 (6.71)
[ ”pl (z+2)z-3 a9
Polopp=-2,mp=1
2+62+5z |
O ey ©72
la cual al agrupar los términos se tiene
2 +6z+ 2
=4 X :
©(2) v viz >4
2+6z+2 1
=1 Z ot o1
Res|Y(2Z ]|pl e 1 5(-2) (6.73)
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Polopz=1/2,mz=1

1, Z2+62+%z zk‘l

, VYlZ>4. 6.74
@ = ) e 21> (6.74)
Simplificando la Ecuaciérb(74), se obtlene
22+ 62+ 247
2+6z+ 2 4 1
-1 _ 4 -
Res|Y(22 ”pl T @ e |, 921 (6.75)

Empleando las Ecuacioné&.1]), (6.79 y (6.75), se tiene que
N[5 ker L ower 41\
Y & AL

la cual es equivalente a escribir

Y2 = Z(——( ) (2)"+§%)z‘k, Viz > 4. (6.76)

En consecuencia, de la Ecuaci@n/€) finalmente se obtiene que

00

y[n]:kz_(;(——( —4)<+ -( 2)k+§§) s[n-K, VneZ (6.77)

Método de divisiéon

Para la ejecucion de este método debe realizarse el cociente de la EdGa&Sme(
cual se obtiene que

Y@ -1 14 2,53 ~-871-3972-2878 Vid> 4 6.78)
)=1+-7"-Z°+77°+ , > 4. .
2 B+UR2+52-4

En consecuencia, se puede afirmar que

yin] = o[n] + 3 6[n—1] - 6[n— 2]+ 76[n—3] + -+ (6.79)

Note que la aplicacién de este método no suministra una respuesta de la transfor-
mada invers& en su forma cerrada, lo cual muestra tantos términos de la secuencia
como pasos de division sean realizados.

Método de expansion en fracciones parciales
Para aplicar el método de expansién en fracciones parciales, se debe proponer

cuales seran las fracciones parciales que al ser operadas arrojan como resultado la
Ecuacionl6.68).
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En consecuencia, se tiene que para ti@s 4, la Ecuacién6.68) puede ser
expresada como:

Y Z+6z+2
Ya_ -2, 2 (6.80)
Z  (z+4)z+2)(z-3) Z+4 z+2 (z-3)
La Ecuacion/$.80) se satisface si
2 +62+ 4 = c1(z+2)(2— 3) + Co(z+ 4)(z— 2) + ca(z+ 4) 2+ 2). (6.81)

Al evaluar la Ecuaciérid.8]) paraz=-4,z=-2y z= % se obtiene respectiva-
mentec; = -2, ¢ = 3 y ¢3 = 3; arrojando entonces que

Y(2 5 1 11 8 1
—t = += + = ,
z 36z+4 4z+2 9(z- %)

viz > 4. (6.82)

Ahora, debido al hecho de qig> 4, se tiene que

@2_51[ L J+11{ 1 ] 81( 1 J ViZ > 4, (6.83)

—_— —_— —_— —_— +__
4 2 1
Z 36z 1+3% 47z 1+% 9z 1-5

lo que implica que

5 1 1 8 1
Y(Z)__3_6(1+4]+Z[1+%]+§[1_212]’ ¥lZ > 4, (6.84)
Por otra parte,
am =
o= Z ", Vel <1 (6.85)
n=nq

Aplicando la Ecuaciér@,85) en la Ecuaciong.84), se tiene que
5N pkok, 1N ook, B0 L
Y(2) = 36;:;)( 4z +4k;( 2)z +9k;2kz ., ViZ>4,  (6.86)

lo que permite asegurar que

7) = § ——(-4 Ky Z(=2 42— |7k v 4 4
Y()_ko( ( )+ ( 2)+ k)Z s |Z > 4. (6.8 )
En consecuencia,
= § ey R/ \\ S G )N, Pt — '
y[n] = ( ( 4) + ( 2) + k)é[” k], nez. (6.88)

k=0

Note que el evaluar la Ecuacidf.8) para los casok = 0,1,2 se obtiene los
coeficientes de la Ecuaci¢f.79).
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B EJEMPLO 6.4
Sea un sistema LDCID definido por
[n+2]+ 2 [n+1] 1 [n] = x[n] (6.89)
Y 157 et =20 '
donde la sefial de excitaciéfn] = u[n] = > ;6[n—K].
Determine la respuesta del sistema definido en el dominio discreto teniendo en
cuenta que[0] = 0; y[1] = 1/5.

Solucién

Al expresar la transformad#” a la Ecuacion.89), se consigue

fwaqﬁm—mu+éywaqmm—%wa=ma (6.90)
donde -
X@) = Z[uln]] = k;z—k - szl vz > 1. (6.91)

Sustituyendo la secuencia de condiciones iniciales, es decir, haciengfdfae
0; y[1] = 1/5, y la transformada? de la excitacién definida por la Ecuacid4)
en la Ecuaciong.90), se obtiene

2 1 1 z
(22+1—52— 1—5)Y(z)—§Z= T LES! (6.92)

Despejandd/'(2) de la Ecuaciéng.92), se obtiene
12,4
322+ SZ

B (z-1)(2+ &z- %)

Y@

iz > 1. (6.93)

Ahora, a objeto de obtengn] se aplicara el método de de expansién en fracciones
parciales, para lo cual se propone, a partir de la Ecua6i®3)(que

Y(z
Q ! + C2 + Cs , YlZ>1, (6.94)
z z-1 z+%1 z-%

bajo la condicion que L 4
i :ci(z+ %)(z— %)+

c2(z—1) (z_ l)+ (6.95)

Al evaluar la Ecuaciord,95) paraz=1, z= -1/3y z= 1/5 se obtiene respectiva-
mente los coeficientes = 15/16, ¢, = 33/32y c3 = —63/32, los cuales al sustituirlos
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en la Ecuaciéng.94), se obtiene

Y@ _15 1 33 1 631
z 16z-1 3224_% 322_%’

Viz > 1. (6.96)

Como la regién de convergencia |@s> 1, se tiene que la EcuacioB.9€) debe
ser expresada por

Y@ 151 1 331 1 631 1

Al aplicar la Ecuacién®.85) de la pagind.55en la Ecuaciong.97), se consigue

Y(2) =i(15 3—3L-6—31)z—k. (6.98)
k=0

En consecuencia, se puede expresar la respuesta mediante

y[n]=§:(15 3—3i—6—3i)(5[n—k], YneZ. (6.99)
k=0

El lector podra comparar el resultado mostrado en la Ecuaé®$)(y el que
pueda obtener a través del método de divisiébn. Note que de la Ecuéca§hqe
satisface qug[0] =0ey[1] = 1/5.

6.4 FUNCION DE TRANSFERENCIA EN EL PLANO Z

El concepto de funcién de transferencia en sistema LDCID definido en el dominio discreto
es analogo al empleado en el dominio continuo.

Definicion 6.2 (Funcion de Transferencia)Sea un sistema LDCID definido en el domi-
nio discreto, el cual esta definido por el modelo matematico de la Ecué@i6§. Enton-
ces, se dice que la funcién de transferencia en el plano de la transfor#fada el cociente
entreY(2) y X(2), los cuales representan respectivamente sendas transforniidseslas
sefiales en el dominio discreto de respuesta y excitacion, cuando todas sus condiciones
iniciales son cero. En términos matematicos,

Y@@

H(? = X@' (6.100)

dondeH(2) denota la funcidén de transferencia.

B EJEMPLO 6.5

Sea el sistema LDCID definido en el Ejem@@ de la pagindl52. Entonces, para
el sistema descrito determine su funcion de transferencia del sistema.

Solucién
De la Ecuacion.65) se tiene que dado que las condiciones iniciales son obligadas
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a ser cero, es decir, que la secuencia de condiciones iniciales p&raon cero. No
obstante, se debe verificar si son nulas las muegitge y[1]. Esta verificacion se
puede realizar a través de la ecuacion recurrente del sistema, la cual es

y[n+2] =10x[n] —6y[n+1]-8y[n], VneZ, (6.101)

dondex[n] = &[n].
Al evaluar la Ecuaciénrg,10]) paran € {-2,-1,0}, se obtiene que
n=-2, y[0] = 10x[-2] - 6y[-1] -8y[-2] = O;
n=-1, y[1] =10x[-1]-6y[0] —8y[-1] =0; (6.102)
n=0, y[2]=10x0] - 6y[1] - 8y[0] = 10,
lo cual corrobora que la secuencia de condiciones iniciales son nulas.

En consecuencia,
2Y(2) +62Y(2) + 8Y(2) = 10X(2),

la cual arroja como resultado

Y@ 10
" X(@@ Z2+6z+8

H(2

donde el polinomio caracteristico esta dadop@) = 22 + 62+ 8.

Observacion 6.3La respuesta de todo sistema lineal obtenida a través de su funcién
de transferencia s6lo corresponde a la respuesta del sistema, si éste se encuentra en
condiciones iniciales de cero.

Observacion 6.4 La funcion de transferencia es la transformadade la respuesta im-
pulsivah[n] del sistema LDCID.

B EJEMPLO 6.6

Sea el sistema LDCID del Ejemp&10 de la paginéd1 definido en el dominio
discreto, y cuyo modelo matematico viene dado por

yinl - Byin- 1]+ 2yin-2]- Zyin-3]=x[n], VneZ (6.103)

Para el sistema descrito, determine su funcion de transferetfgjaasi como
también su respuesta impulsivfn], a partir de la funcién de transferencia, a objeto
de comparar el resultado obtenido con la respuesta del Ej&riflo

Solucién

De acuerdo a la Definicié®.2, la funcidn de transferencia se obtiene haciendo la
secuencia de condiciones iniciales todas iguales a cero, y expresando el modelo en
el dominio de la transformad#’.

Por otra parte, debido a que el modelo matematico definido por la Ecuacion
(6.103 esta expresado en términos de retardo, se debe emplear la propiedad,

Z[f[n-ng]] =Z™F(2), (6.104)
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dondeF(2) = Z[f[n]] paratodaze D,, y ng > 0.
En consecuencia, se tiene

18 1.3 2 13 -
(1 1—22 +§z 2—42 Y(2) = X(2. (6.105)

De la Ecuacién.10 se tiene entonces que
Y@ _ 1

- T q_13,1,3,2_ 1,3
X@ 1-Bzril+dz2-Lz

H(2

(6.106)

Por otra parte, se tiene que las raices del polinomio caracteristico soé,

1 1
2=3yrs=jz.
A los efectos de obtener la respuesta impulsiva del sistema a partir de la funcién
de transferenciél(2) se tiene que

h[n] = Z Y [H(2)]. (6.107)
Ahora, al expresar la funcion de transferencia en factores se tiene

1
H@) = - a2 G (6.108)

(-2)(-2)0-2) (-2) (0-3) -2

bajo la condicion de que

l=c(1-%)(1- %) +c2(1-2)(1- %) +cs(1-2)(1-2). (6.109)

Al evaluar la Ecuacior§,109 enz= 3, z= 1 y z=  se obtiene respectivamente
quec; =6,co=-8yc3=3.
Al sustituir los coeficientes obtenidos en la Ecuac®i 0§ se puede afirmar que

H)=6— g+ 43 1 V|z|>; (6.110)

(1-%) (-3 (-%)

Al emplear la Ecuaciorf85) de la pagind55en la Ecuaciéng.110), se consigue

(.1 1 _1\_ 1
"=, 0(6?8?*33)2 RS (6.111)
lo cual implica que
o 1 1 1
h[n]= E (6§—8§ +347)6[n—k], YneZ. (6112)

k=0

Note que el resultado mostrado en la Ecuac®a1?) es idéntico a la solucion
del Ejemplo3.10de la paginé1, la cual corresponde a la Ecuaci@4]) de la
paginz92.
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6.5 TEOREMAS VALOR INICIAL Y VALOR FINAL

De modo semejante al caso de transformada de Laplace, la transfa#fitad#ién cuenta
con teoremas de valor inicial y valor final, los cuales seran enunciado y demostrados a
continuacion.

Teorema 6.7 (Valor inicial) SeaF(2) la transformada unilateral derech&” de una fun-
cién f[n]. Entonces,
f[0] = ZIim F(2

Demostracién.Se tiene qué-(2) es definida como

e

F2) = Z f[n]2" = f[0] +i fln)z" (6.113)
n=1

n=0

Al aplicar el limite cuanda@? se aproxima a infinito a la Ecuaciéé.113, se obtiene

ZILrpo F(2 = ZIlrpo{f[O] +n§; f[n]z‘”}. (6.114)
Ahora, como la Ecuacioré(114), puede ser reexpresada como
lim F(2) = f[0] +§; ficlim 7,
donde obviamentin; zK=0paratodd > 1, y en consecuencia,
f[0] = ZILTO F(2, (6.115)
lo cual demuestra el teoremm.

B EJEMPLO 6.7

Sea el sistema LDCID del Ejemp&4 de la paginal5€ definido en el dominio
discreto.

Verifique la condicién inicial del sistema, es degjf)] = 0 empleando el teorema
de valor inicial.

Solucién

De acuerdo al Teoren@&7,
y[0] = ZI’|m Y(2 (6.116)

Por otra parte, de la solucion del Ejempld, se tiene que
4

—22+ 32

2

1
Y(2) = . :
(z- l)(z2 + Az %5)

viZ > 1. (6.117)
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Al sustituir la Ecuacién@.117) en la Ecuaciong.11€¢) se desprende que

12442
y[0] = lim S

-0, (6.118)
= (z-1)(2+ z- 5)

El resultado obtenido en la Ecuaci@ 11§ corrobora el teorema.

Teorema 6.8 (Valor final) SeaF(2) la transformada unilateral derech&” de una funcién
f[n]. Entonces,

nIim f[n] = Iirq(z— DF(2

—00 ]

Demostracion.
Para este caso, considere la transformada unilateral def8dela diferencid f[n+
1]- f[n]], de ahi se tiene que

2 {f[n+1]- f[n]} = zF(2) - 2f[0] - F(2) = (z- 1)F () - 2 [0] (6.119)

La Ecuacion§.119 puede ser escrita como

(z-1F(9-zf[0] = nLLrQOZm: {fln+1]- f[n)}Z ", (6.120)
n=0

la cual al aplicar el limite cuandotiende a 1, se obtiene que
m
Izl_rH(z— 1F(2 = f[0] + rTI1|_r)rc]0;){f[n+ 1]-f[n])} = rL'LEl, fm+1],
y como resultado de esto, se asegurankiuef [n] = Iirrll(z— 1)F(2), debido al hecho de que
— 00 -
ano flm+1] = nIl_)ng0 f[n].
]

B EJEMPLO 6.8

Considere nuevamente el sistema LDCID del Ejer@ofide la pagind 5€ definido
en el dominio discreto.

Para el sistema descrito, verifique el teorema de valor final a la respuesta obtenida
del sistema ante la excitacion dada en el ejemplo.

Solucién
De acuerdo a la solucién encontrada en el Ejenéplcse tiene que la respuesta

del sistema ante un escal6n unitario discreto son mostradas por las Ecuégigges (
y (6.99. Es decir, la respuesta del sistema ante la excitacion viene definida por

(15 11 1 63 1
y[n]_;)(ﬁ—s—zm—ﬁg)é[n—l—k], vn>1, (6.121)
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y su correspondiente transformagaes

12447
Y2 = > g —. Vi2>1 (6.122)
(2-1)(Z+ fez-15)
Segun el Teorem@.8&
r!Lngo y[n] = Izirri(z— 1Y (2 (6.123)

Ahora, de la Ecuaciérb(12]) se tiene que las muestra de la sefial de respuesta

viene dada por

15 11 1 631
S T~ vk>1 6.124
=167 32(C3k 1605 (6-124)

Segun la Ecuaciors(123) y empleando la Ecuaciob (124

I|m y[n] = I|m NYk= 7o 15 (6.125)

16’

Por otra parte, de acuerdo a la Ecuac®i?j y la transformada&? de la sefial
de respuestg[n], la cual esta definida por la Ecuaci@122)

lim(z- 1)Y(@) = lim(z— 1) 82+ 52 (6.126)
12,4, 15

lim(z— 1Y(2) = lim| 82 "8% |_15 6.127

fmte- ¥ = iy =¥ %J = (6127)

Note que las Ecuacione8.025 y (6.127) verifican el teorema de valor final para
este caso particular.

6.6 ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS

Existen diversos criterios que permiten determinar la estabilidad del sistema bajo estudio,
los cuales seran presentados a continuacion.

Es oportuno destacar que la definicion de estabilidad introducida en la DefiBi€ion
de la pagind 34 es también aplicable a los sistemas definidos en el dominio discreto, por
cuanto la definicion no hace distincion al campo numérico que define el dominio de la
variable independiente.

Criterio 6.1 (Ubicacién de sus polos)Se dice que un sistema definido en el dominio dis-
creto es estable siy solo si todos los polos de la funcion de transferencia estan estrictamente
dentro del circulo unitaridZ < 1.

Criterio 6.2 (Respuesta impulsiva) Se dice que un sistema definido en el dominio dis-
creto es estable siy sélo si la magnitud de la respuesta impulsiva se aproxima a cero en la
medida quen se acerca a infinito, es decir,

Iim [h{ri| =0, (6.128)
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Criterio 6.3 (Suma absoluta) Se dice que un sistema definido en el dominio discreto es
estable siy sélo si

DUhnP <o, Vp21 (6.129)
n=0

Criterio 6.4 (Raices del polinomio caracteristico)Se dice que un sistema definido en el
dominio discreto es estable si y sélo si la magnitud de cada una de las raices que anulan
el polinomio caracteristico es menor a uno.

6.7 FUNCION DE TRANSFERENCIA Y MODELO MATEMATICO

En esta seccién se estudiara la relacion entre la funciéon de transferencia y su modelo
matemadtico, tanto en el domin® como en el dominiaZ. Ademéas se desarrollara el
método para convertir una funcién de transferencia en el dominio continuo al dominio
discreto y viceversa.

Por otra parteBreaet al! (1999 propone un método basado en los conceptos de sintesis
de redes eléctricas definidas en el dominio del tiempo discreto a través de los conceptos de
transformada?’, que al aplicar su correspondiente impedancias definidas en el dominio de
la transformada?’, puede obtenerse la funcién de transferencia en el plano de la variable
No obstante, este método requiere conocer los principios y conceptos de sintesis de redes
eléctricas, asi como conceptos empleados en el calculo de redes eléctricas.

6.7.1 Determinacion de H(z) a partir de H(s) y viceversa

De la definicion de funcién de transferencia de un sistema LDCID en el dominio discreto,
Definiciénl6.2 de la pagindl57, se tiene que la funcién de transferencia viene dada bajo
condiciones iniciales de cero, y se determina a través de

_Y@ _N@
H(2) = X@ ~ D@’

dondeY(2) y X(2) son respectivamente las transformadésie la respuesta y excitacion
del sistema. Note que la funcidn de transferencia esta siendo representada por un cociente
de polinomios%, dondeD(2) es el bien conocido polinomio caracteristico del sistema.
Ahora bien, existen diversos enfoques que permiten determinar la funcién de transfe-
rencia de un modelo en el dominio continuo a partir de la funcién de transferencia de un
modelo en el dominio discreto.
Obviamente, con ambas funciones de transferencia puede ser determinado el modelo
mateméatico asociado a cada dominio, lo cual se obtendria mediante

D(2) Y(2) = N@X(). (6.130)

No obstante, existe relacién entre las funciones de transferencias definidas en el dominio
de la transformada de LaplaceZy, para lo cual debe estudiarse los diversos enfoque.

6.7.1.1 Transformacion por los ndcleos de las transformadas El concepto

de transformada discreta de Laplace (TDL) no ha sido un concepto muy explotado en la
literatura especializada en célculo operacional. No obstErisnovet al/ (1983 desarro-

llan el tema en su obra, la cual al ver su definicidn, se tiene que la transformada discreta de
Laplace de una funciéf[n], la cual es cero para todo< 0, puede ser definida como
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TDL{f[n]} = Z f[nje s (6.131)
n=0
dondes= o+ jw Yy h es el paso de discretizacion.
Por otra parte, la transformada Z de la funcign], esta dada por

e

Z{f[n]} = Z f[nz™, (6.132)

n=0

dondes= x+ jy.
Al comparar las Ecuacione6.03]) y (6.132), se tiene que la relacion de sus respectivos
nudcleos es
z=¢'s (6.133)

Al representar el resultado obtenido en la Ecuadibh3?) mediante su serie de Taylor,
se tiene que

o (h9 h? h3
z=kz_;)%=l+hs+552+€sg+--- (6.134)

La Ecuacionl§.134 proporciona una relacion polinomica aproximada, la cual permite
a través de la sustitucién de la varialzlen la funcion de transferenckd(z) obtener la
correspondiente funcién de transferencia aproxintd¢s). Lo que implica que una vez
obtenida la funcién de transferendif(s) puede obtenerse su correspondiente modelo
matemdtico en el dominio continuo.

No obstante, este enfoque no resulta apropiado para la conversién de la funcion de
transferencidd(s) a H(2), debido a la representacion en serie de Taylor de la furoifn
la cual no resulta adecuada para la representacion de la reia@iﬁhn Z

Bl EJEMPLO 6.9

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto con funcién de transferencia
definida por

1
H(Z) = ZTa, Yz +#a, (6135)

dondeH(2) = %; Y(2) es la transformad& de la sefal de respuesta del sistema
x[n], y X(2) es la transformad& de la sefial de excitaciotin] del sistema.

Para el sistema descrito por su funcion de transferencia, determine su correspon-
diente modelo matematico definido en el dominio continuo, es decir, sus ecuacion

diferencial.
Solucién

De acuerdo a la Ecuacio6.0349), y tomando Unicamente hasta el término cua-
dratico para ser sustituido en la Ecuaciéril@¥, se tiene que

H(s) = 1 _Y(9

_ N (6.136)
1+hs+h7232—a X(s)
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Al reescribir la Ecuaciénd,136, se tiene que
h2
(1-a)+hs+— $|Y(9) = X(9) (6.137)

De la Ecuacion@.137) se puede afirmar que

R d2y(t) . dy(t)

2 dt? * dt

+(1-a)y(t) = x(),
la cual al ser normalizada arroja

d2y(1) L2000 | 2(1-9)
diz  h dt h2

y(t) = éx(t).

Note que si se hubiera considerado sélo dos términos de la aproximacion, es decir,
z=1+hs el resultado habria sido
dyt) 1-

a 1
Ta TR YOERO

6.7.1.2 Transformacion por integracion rectangular Este enfoque se basa en la
aproximacion del operador derivada y su representacion en los dominios transformados.
En tal sentido considere la aproximacion de derivada lateral derecha

df()) _ f(to+h) —f(to)

dt lto h ’ (6.138)
dondeh es el periodo de discretizacion.
Si se denotd (tg + h) como f[n+1] y f(tg) como f[n], se obtiene que
df(t) _ f[n+1]-f[n]
Gt hoenn ™ h , (6.139)

donde, en esta obra,significa que ambos lados son anélogos.
Ahora, de acuerdo a la definiciones de los operadpresy, se tiene que al aplicar
sendos operadores a la Ecuaci6riB9, se puede afirmar que
.q-1
CERSIE
la cual al representar los operadores en sus respectivos planos transformados se obtiene
que
S z-1
h

1

(6.140)

La Ecuaciénl6.140) permita determinar la funcién de transferenidi@) a partir de la
funcion de transferencid(s), y viceversa.
Ahora, considere el concepto de derivada lateral izquierda. En este caso, se tiene

df(t); _ f(to—h)— f(to)
dt to: h ’

(6.141)

dondeh es nuevamente el periodo de discretizacion.



166 ANALISIS DE SISTEMAS EN EL PLANO Z

Si se representaf{ty —h) como f[n—1] y f(tg) comof[n], se obtiene que

df®);  _ fln-11- f[n]

dt lto=nh ™~ h (6.142)

Aplicando el mismo procedimiento con relacién a los operadprgg a la Ecuacion
(6.142), se obtiene que

,1_1
pi() = 1 f[n]
la cual arroja la relacion
qt-1
P=—" (6.143)

Si se representan los operadores de la Ecua@idad en sus respectivos planos de
transformadas se tiene
z1-1
o
Otra forma de establecer la relacion es empleando la definicion de derivada lateral
derecha, pero en este caso entre las mues{tgsy f(to —h), la cual seria

df(t); _ f(to)—f(to—h)
dt to: h ’

>~

(6.144)

dondeh es una vez més el periodo de discretizacion.

Al denotarf(to —h) como f[n—1] y f(tg) comof[n], se tiene que
df(t) , f[n]-f[n-1]
at lgenn ™ h : (6.145)

Si se aplica respectivamente transformada de Laplace y transfortaaldos lados
izquierdos y derecho de la Ecuacidi45, se obtiene que

1-71
sK(s) = h F(2. (6.146)
De la Ecuacién.14€6), se tiene que
1-71
5= = (6.147)

Finalmente para el caso de derivada lateral izquierda, con las mug&glas f (to—h),

se tendria
df(t); _ f(to—h)—f(to)
dt Ity h ’
dondeh es una vez més el periodo de discretizacion.
Al considerar nuevamente quéto —h) como f[n—1] y f(tg) como f[n], se tiene que
de la Ecuaciong.14§ que

(6.148)

dft); . fln-11- f[n]

at ho=nn ™ h (6.149)
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Al aplicar las transformada de LaplaceZy a la Ecuacion.149, se tiene
1

h

sF(s) = F(2),
lo que implica que
ri-1
o
Note que este enfoque tiene variantes lo cual podria conllevar a diferentes resultados,
los cuales dependen de la variante empleada.

>~

(6.150)

6.7.1.3 Transformacion bilineal A fin de estudiar este enfoque se supondra que un
sistema LDCID en el dominio continuo cuenta con la siguiente funcién de transferencia

Y(s 1
H() = o= =-, 6.151
(9=%9 " s (6.151)
Obviamente de la Ecuacidfi.(5]), se tiene que el modelo matemético correspondiente

a la funcion de transferencia es dy(t)

— =X(t

dt ( )’

la cual al multiplicar la ecuacién diferencial paire integrando trapezoidalmente entfe
y (n+1)h, se obtiene que

yin+1]-y[n] = g(x[n] +x[n+1]) (6.152)

Al aplicar la transformad&” a la aproximada Ecuacidf.A52) bajo condiciones iniciales
de cero, se obtiene que

(z-1)Y(D) = g(1+ 2X(2, Vz#1l,

y cuya funcion de transferencia esta dada por

Y@ _hl+z
H(Z)— %2 éﬂ, Yz 1. (6153)

Al comparar las Ecuacione6.057) y (6.153), se tiene que

gz—l

S P
hz+1

IR

Vz# 1. (6.154)

La Ecuacionl6.159 permite transformar una funcion de transferencia en el dominio
continuo a su correspondiente aproximacion en el dominio discreto, y viceversa.

Es importante destacar que las relaciones encontradas entre las variables independiente
Sy z, constituyen una conjetura, la cual requiere de una demostracién en el caso que se
presente como un teorema.

B EJEMPLO 6.10

Considere nuevamente el sistema descrito en el Eje@n®te la pagind.64a objeto
de obtener su correspondiente modelo matematico definido en el dominio continuo
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empleando la transformacién bilineal.
Solucién

Se tiene que la funcién de transferencia del sistema es definida por la Ecuacion
(6.13%, la cual corresponde a

1
H(z) = — 6.155
@=-— (6.155)
Por otra parte, se tiene que
2z-1
Spp——— / 1 A
S h el z+ 1, (6.156)

dondeh > 0 es el paso de discretizacion.
Despejanda de la Ecuacién@.15€ se consigue que

2
72— N yszZ. (6.157)
s—¢ h

Sustituyendo la Ecuaciéit(157) en la Ecuacionf.15%), se puede decir que

_2
h

H(9) Va1 (6.158)

) (1-a)s+Z(1+a)

Al aplicar la definicion de funcién de transferencia en la Ecuac&®h5g) se
puede decir que

2
S_ =
MO b vazl, (6.159)
X(9)  (1-a)s+Z(1+a)
la cual arroja como resultado
(L-a)sY(9) + £(L+a)Y(s) = sX(s) - EX(s), Va#1l. (6.160)

Por otro lado, teniendo en cuenta que bajo condiciones iniciales de cefpf @)] =
F(s), entonces?[sF(g)] = %, lo cual al aplicar este hecho en la Ecuacién
(6.160) se obtiene que

dyt) 21+a

1 dx)
dt +El—a

l1-a dt h(l-a)

y(t) = x(t), Va=#l (6.161)
PROBLEMAS

6.1 Considere un sistema LDCID definido en el dominio discreto del tiempo, y cuyo
modelo matematico es

yin+2]-yln+1]+ 3yl =xn], VneZ (6.162)

Si el sistema es excitado por una sefial escalén unitaria definida en el dominio del tiempo
discreto, es decix[n] = u[n], y en sistema se encuentra inicialmente en reposo, lo que
significa quey[n] = 0 para todm < 0. Determine:
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a) respuesta del sistema empleando los conceptos de transfoffiada

b) funcién de transferencia del sistema;

c) respuesta impulsiva del sistema a partir de su funcion de transferencia;

d) respuesta del sistema ante el escalén unitario a partir de su respuesta impulsiva,
considerando que la secuencia de condiciones iniciales del sistema son cero;

e) la estabilidad del sistema a partir de los criterios establecidos;

f) sison satisfechos los teoremas de valor inicial y valor final gaja

6.2 Sea un sistema LDCID definido en el dominio del tiempo discreto con modelo
matematico

yin+2]+ 2yin] = x[n], VYnez, (6.163)
dondey[n] es la sefial de respuesta del sisterfny es la sefial de excitacion del sistema.
Si es sistema se encuentra inicialmente en reposo, esyjetit 0 para todm entero
no positivo, y el sistema es excitado por una sefial escaléon de amplitud uno. Determine:
a) funcion de transferencia del sistema,;
b) respuesta del sistema ante la sefial escalén unitario;
c¢) valor final de la respuesta del sistema verificando el teorema de valor final.

EJERCICIOS PROPUESTOS

6.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio del tiempo discreto con modelo
matematico

yin+2]+ 2y[n+1]+ % = 2x[n], VYn>0O. (6.164)

Considere ademas que el sistema es excitado por una sefial en tiempo discreto dada por
6
x[n] = Z(S[n—k], Vnez. (6.165)
k=2

Si en su respuesta el sistema inicialmente tiene un valgiOjle- 1. Determine:
a) funcion de transferencia del sistema,;
b) respuesta impulsiva del sistema;

c) respuesta del sistema ante la excitacifn] empleando los conceptos de trans-
formada?’;

d) siel sistema es estable y justifique su respuesta;
e) respuesta del sistema en su estado inicial a través del teorema de valor inicial;

f) respuesta del sistema en su estado permanente, es decir, valor final de la respuesta
del sistema empleando el teorema de valor final.

6.4 Considere nuevamente el sistema definido en el Ejercicio Propéiésto
Si el sistema es excitado por una sefial en tiempo discreto definida por

4
x(n] = Z %6[n— K, VneZz, (6.166)
k=2

y el sistema se encuentra inicialmente en reposo, es getit 0 para toda < 0. Enton-
ces, determine:
a) respuesta del sistema ante la excitacifim] empleando los conceptos de trans-
formada?;
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b) respuesta del sistema ante la excitacifm empleando la ecuacion recurrente
del sistema par@<n< 10
c¢) la diferencia entre la respuesta de los Ejercicios Propuéstcsy 6.4.5
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CAPITULO 7

RESPUESTA EN FRECUENCIA

Busca siempre ver el mundo con mas de un punto de vista, porque solo asi podras apreciarlo
mejor.
—Ebert Brea

Un perspectiva alterna empleada en el andlisis de los sistemas y sus sefiales asociadas
a ellos, es el andlisis en frecuencia, debido al hecho de sus amplias aplicaciones en el
estudio de la respuesta de los sistemas LDCID en su régimen permanente, cuando éstos son
sometidos a sefiales periddicas. Ademas, el analisis de sistemas disefiados con el proposito
de adecuar sefiales a un conjunto de criterios, entre los cuales pueden ser la eliminacion
de un conjunto de componentes espectrales, es otro asunto que eventualmente puede ser
requerido en el tratamiento de sefales desde la éptica de la frecuencia, para lo cual se
requiere de un concienzudo andlisis, visto desde el dominio de la frecuencia, tanto del
sistema como de las sefiales que éste debe procesar.

En este capitulo se estudiara el significado de respuesta en frecuencia que ofrece un
sistema LDCID cuando es excitado por una sefial sinusoidal y ésta ha permanecido el
suficiente tiempo como para que los efectos transitorios sean despreciables.

Es importante sefialar, que una condicién que debe satisfacer el sistema LDCID al cual
se le calcule su respuesta en frecuencia, es que éste debe ser estable, en el sentido de la
Definicién/5.2 de la pagindl34, por cuanto esta respuesta esta asociada a la respuesta del
sistema después de haber transcurrido un muy largo periodo de tiempo, y por tal motivo el
sistema requiere ser estable.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 173
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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No obstante, antes de iniciar el tema principal a tratar en este capitulo se revisaran
algunas definiciones sobre la composicion de sistema LDCID a partir de subsistemas que
estan conectados y se requiere conocer su funcién de transferencia.

En lo que resta del capitulo se estudiara: en la SecCifirel concepto abstracto de
funcidn de transferencias, asi como la composicion de subsistemas LDCID interconectados
en serie, paralelo y realimentados. Todos esto con el propésito de hallar la funcion de
transferencia de sistemas compuestos; en la SeE¢@&e presenta el concepto y método
de calculo de la respuesta en frecuencia de sistemas LDCID definidos en el dominio con-
tinuo; en la Seccidii.3 se estudiard los conceptos y métodos para la determinacién de la
respuesta en frecuencia de sistemas LDCID definidos en el dominio discreto. Finalmente,
son incluidos algunos problemas y ejercicios propuestos.

7.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE SUBSISTEMAS
INTERCONECTADOS

Un concepto muy empleado en la ingenieria eléctrica es el referente al estudio de los
sistemas cuando estan definidos por la conexién de dos o mas subsistemas, bien sea en
conexion serie, paralelo o realimentada.

Para lograr desarrollar estos conceptos en su forma mas general, primero se expresaran
algunas definiciones en un dominio abstracto de la variable independierif® y en
el dominio abstracto transformado, para luego estudiar su significado matematico y
representacion grafica.

Definicion 7.1 (Transformada7’) Seax(¢) una sefal definida por una funcién repre-
sentada exclusivamente en el dominio continuo o dominio discreto, segun sea el caso.
Entonces, se dice que la transformada lineak{ en el dominioA viene dada por

X() =T[xE), VYaeD, (7.1)

dondeD C A es la llamada region de convergencia o region de analiticidad de la transfor-
madaX(2), y X(12) es una funcién definida deenA.

Observacion 7.1 El operador transformada lineal en el dominio continuo puede ser defi-

nida como )

TN = X0 = [ MONGE D, VaeD, (72
a
dondeN(£,2) : Ex A — A es el nicleo de la transformada integral linealk ¥ Z C R es
la variable independiente continua.
Mientras que para el caso de la transformada lineal de una sefial definida en el dominio
discreto, puede ser definida como

TIXEO] = X(1) = D XN, VAeD, (7.3)

b
=a

dondeN(£,1) : Ex A — A es el nucleo de la transformada de suma lineal,ey= C Z es
la variable independiente discreta.

Brea(2006) desarrolla una breve teoria de la transformada integral lineal, la cual puede
ser extendida para el caso de la transformada de suma lineal.
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Definicién 7.2 (Sumador) Seax;(£) unai-ésima sefial definida exclusivamente en el do-
minio continuo o dominio discreto, segin sea el caso. Si la transformada finesd
aplicada a una suma de sefiabg§s) para cadai = 1,2,...,N, es decir,

Xi(D)=T[x()], VYaeD;, i=12,...,N, (7.4)

dondeD; es cada-ésima region de convergencia de la transformagia).

Entonces,
N
D axi(e)
i=1

dondea; € C para todoi =1,2,...,N.

T

:ZN:aiXi(/l), Yae ﬁDi, (7.5)
i=1 i=1

Definicién 7.3 (Funcién de transferencia)Sea un sistema LDCID definido exclusivamente
en el dominio continuo o dominio discreto, segun sea el caso. Si el sistema cuenta con un
modelo matematico que relaciones las sefiales extex@s y(£) correspondiente res-
pectivamente a la sefial de excitacidn y respuesta, y ambas sefiales cuenta con transforma
7, es decir,

X() =T[x(€)], VYAeDy, (7.6)

Y() =Ty, VaeDy, (7.7)

dondeDy c A y Dy C A son respectivamente las regiones de convergencia de las transfor-
madasX(1) e Y(1).

Entonces, al considerar que el sistema esté inicialmente en reposo, su funcion de trans-

ferencia en el plana\ se define como
H(QQ) = % VA€ DyNDy. (7.8)

En funcion de estas definiciones abstractas basicas, se pueden establecer los siguien-
tes teoremas que permitirdn determinar la funcién de transferencia de la composicion de
subsistemas.

La Figura7.1 muestra un conjunto de subsistemas conectados en cascada o también
denominado en conexion serie, para lo cual se esta interesado en determinar la funcion de
transferencia del conjunto.

X(N) Y(A)
Hi(A) Ha(A) Hy(\) |—=—

Figura 7.1. Conexién en cascada

Teorema 7.1 (Subsistemas en cascad&ea un conjunto d&l subsistemas LDCID de-
finidos exclusivamente en el dominio continuo o discreto, segin sea el caso. Si cada
i-ésimo subsistema cuenta con su respectiva funcion de transfetéiig)econ region de
convergencidy, paratodoi =1,2,...,N, y todos estan conectados en cascada (conexion
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serie). Entonces, la funcién de transferencia del sistema completo es

N N
HW) = [ [HiD), Ve[ D, (7.9)
i=1 i=1

dondeDy, es la region de convergencia de caidésima funcién de transferencia de cada
subsistema.

Demostracién.Sin que represente una pérdida en la generalidad de la demostracion, con-
sidere que los subsistemas estan conectados en la secuencia como son denotados, es decir,
el subsistema con funcién de transferentiét) estd conectado justo antes del subsistema
con funcidn de transferencidp() y éste esta conectado antes del subsistema con funcién
de transferencibl3(1), y asi sucesivamente.

Por otra parte, denote a las sefiales intexr(@sey; (¢) correspondiente respectivamente
a la sefial de excitacién y respuesta de caélsimo subsistema, las cuales cada sefial
cuenta con su respectiva transformaday region de convergenciBy, y Dy, para todo
i=12,...,N.

Empleando la Definiciéii.3, se puede afirmar que

Yi(2) = Hi()%i(1), YAeDyNDyNDy,Vi=12,...,N. (7.10)

Ademas, debido a la conexion se tiene que cofi) = X1(1); Y(2) = Yn(A) v Yi(2) =
Xi+1(2) paratodd = 1,2,...,N -1, se tiene que

Y(2) = [H1(A)H2(2)--- HN (D] X(), Ve (N] Dh. (7.11)
Entonces, _
;8; ]_[ Hi(1), VYie ﬂ D, (7.12)
n
0y - oY
Hz(0)

Hn(A) J

Figura 7.2. Conexién en paralelo

Otra tipica conexion de subsistema es la paralela, la cual es mostrada en |¥Egura
cuyo teorema asociado es:
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Teorema 7.2 (Subsistemas en paralelo$ea un conjunto ddl subsistemas LDCID de-
finidos exclusivamente en el dominio continuo o discreto, segin sea el caso. Si cada
i-ésimo subsistema cuenta con su respectiva funcion de transfetéiig)econ region de
convergencidy, para todoi =1,2,...,N, y todos estan conectados en paralelo. Entonces,

la funcién de transferencia del sistema completo es

N N
H() = > Hi(), Yae( D, (7.13)
i=1 i=1

dondeDy, es la region de convergencia de caidésima funcion de transferencia de cada
subsistema.

Demostracion. Se tiene que la conexion de subsistemas en paralelo cuenta con las
siguientes condiciones{(1) = Xj(1) para todoi = 1,2,...,N, y Y(1) = Y1(2) + Y2(2) +
---+ Yn(4), dondex; (&) ey (&) correspondiente respectivamente a la sefial de excitacion y
respuesta de cada subsistema.

Basado en este hecho, se puede asegurar que

N N N
Y(Q) = Z Hi()Xi () = Z Hi()X(1), Ve ﬂ D, (7.14)
i=1 i=1 i=1
lo que implica que
H() = Y =ZN:Hi(/1) v/leﬁDh.. (7.15)
X0 g i

|

Una conexién de subsistemas muy frecuentemente empleada la constituye la conexion
realimentada debido a su amplio uso en el control de sistemas.

La Figura7.3 muestra una conexién basica realimentada, la cual es ampliamente estu-
diada en la teoria de sistemas de conBwirf y Bishop [2008).

X(\) Y(A)
Hi(A)

Ha(A)

Figura 7.3. Conexién en realimentacion

Teorema 7.3 (Sistemas realimentadoBea un sistema LDCID definido exclusivamente
en el dominio continuo o discreto, segln sea el caso, el cual estd conformado por dos
subsistemas con funciones de transferetti@l) y Ho(2). Si el subsistema con funcion

de transferencigH1(1) esté conectado de forma tal que a su entrada, él es excitado por
la sefial extern& (1) mas o menoét) su sefial de respuesta realimenta a través del otro
subsistema con funcién de transferenidig 1) (véase Figura/.). Entonces,

H1(2)

O W

VYA € Dy, N Dp, (7.16)
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dondeDy, es la region de convergencia de send&sima funciones de transferencia.
Demostracion.De acuerdo a las condiciones enunciadas se tiene que
Y(A) = H1(2) [X(A) F Y(A)H2(A)], VYA€ Dy, NDp,. (7.17)
Despejando el cociem%—; de la Ecuaciéni.17), se obtiene que

YW _ Hi(4)

H(Y = X(A) ~ 1+ Hi()Ha(2)

VYA € Dy N Dp,. (7.18)

| |
El Teoremé/.3 es realmente Util en el estudio de los sistemas de control, los cuales han

sido tema de estudio en el campo de la ingenieria.

Observacion 7.2 Las definiciones y teoremas presentados en esta seccion pueden ser
particularizados en el dominio de cualquier transformada lineal. Por ejemplo: el dominio
de la transformada de Laplace, de Fourier, discreta de Fourie® pentre otras.

B EJEMPLO 7.1

Sea el sistema LDCID definido en el dominio de la variable continua o digteeta
segun sea el caso particular, el cual es mostrado en la Figdjrg cuyos bloques
H;i(2) parai = 1,2,3 cuenta con sus respectivas funciones de transferencias dada por

1
Hi(/l):rai, V/lrﬁai,/leDhi, (719)

dondeDy, es la region de convergencia de cadgsima funcion de transferencia
Hi(2).

Hi(A)
X(A) Y(A)
2 Ha(A) —\sz
Hs(A)

Figura 7.4. Sistema con estructura realimentada y paralela

Para el sistema mostrado en la figura. Determine la funcidn de transferencia del
sistema en términos dey los parametros; parai = 1,2,3.
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Solucién

A los efectos de facilitar el desarrollo de la solucién se definirdn dos variables
internas del sistema, las cuales s&i2) que representa la salida del sumador de
sefiale€1; e Y2(1) que denota la respuesta del subsistema con funcion de transfe-
renciaHz(1).

Entonces, para todo

3
de ﬂDhi, (7.20)
i=1

se tiene que
E(2) = X(2) - Ha(4)Y2(1), (7.21)
y por otra parte, se cuenta con que
Y2(2) = Ha(A)[X(4) — Hz(4) Y2(2)]. (7.22)
Empleando las Ecuacionés.2]) y (7.22) se tiene que
Y(2) = [Ha(2) + Ho()][X(2) — H3(2) Y2()]. (7.23)
Despejanddr>(2) de la Ecuacionid.22), se obtiene que

Ha2(1)

Vo) =7 Ho()Hs(2)

X(1). (7.24)

Al sustituir la Ecuacion1.24) en la Ecuaciénd.23), y al despejar el cociente
Y(12)/X(2) = H(1) se consigue que

YD) Hi() + Ha(2) 2
H() = XC) = T+ HalDHa()" VﬁeQDhi. (7.25)

Sustituyendo la Ecuaciéi@ (19 en la Ecuaciond.25), y luego de algunos proce-
dimientos algebraicos se obtiene que

(21—-a;—ap)(1—ag)

N = e+ (- a)(i-aa)]

(7.26)

7.2 RESPUESTA EN FRECUENCIA EN EL DOMINIO CONTINUO

En esta seccion se establecera el significado de la respuesta en frecuencia de sistemas
LDCID definidos en el dominio continuo.

Es importante sefalar que el concepto de respuesta en frecuencia tiene sentido desde el
punto de vista de la ingenieria, cuando es aplicado a sistemas estables, es decir, en el caso
de sistemas LDCID definidos en el dominio continuo, éstos deben tener sus polos ubicados
en el semiplano cuya parte real sea negativa.

A objeto de inducir el concepto de respuesta en frecuencia se presentard un caso parti-
cular, el cual permitird conceptualizar el significado de respuesta en frecuencia.
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Suponga que se cuenta con un sistema LDCID, el cual es excitado por una sefial
X(t) = Asenfuot)u(t), VteR, (7.27)

dondeA es la amplitud de la sefial de excitacidmwy es un pardmetro, el cual define la
frecuencia de oscilacion de la sefial de excitacion medidadzs y éste puede ser ajustado
a cualquiera de los valores dg definido en el interval® < wg < o0. Debe destacarse que
si wp tomara el valor de cero, entonces, las sefiales definidas por funciones seno o coseno
no oscilarian.

Si el sistema descrito es excitado por la sefial expresada por la Eclia@ény ade-
mas el sistema es estable. Entonces, es evidente que la respuesta transitoria se desvanecera
después de un muy largo tiempo debido al hecho de que el sistema es estable, quedando
Unicamente la respuesta asociada a la respuesta forzada o solucion particular, la cual co-
rresponde a una sefial sinusoidal pero alterada tanto en amplitud como en su traslacion en
tiempo, con respecto a la sefial de excitacion.

En consecuencia, a los efectos de determinar la respuesta en frecuencia en el régimen
permanente, se puede considerar que luego de un largo periodo de tiempo, la excitacién
del sistema puede ser considerada como

X(t) = Asenot), VteR. (7.28)

Por otra parte, debido al hecho de que se cuenta con la funcién de transferencia del
sistema, se puede asegurar que

Y(s) =H(9)X(s), VYseDnNDy, (7.29)
dondes= o+ jw, Dy es la region de convergencia HEs), y Dy es la region de conver-
gencia dex(s).

Si el eje imaginariojw esta contenido en la regién de convergerdja Entonces, la
variables puede tomar valores cen= 0, lo que implica ques = jwg, Y €n consecuencia
Y(jwo) = H(jwo) X(jwo), Y0 < |wo| < o, (7.30)

donde de acuerdo a los conceptos de transformada de Fineey2006 Capitulo 4),

Y(jwo) = [Y(jwo)l €/ ®¥liwo); (7.31)
H(jwo) = IH(jwo)| €*nliwo); (7.32)
X(jwo) = IX(jwo)| ePxtiwo), (7.33)

siendo respectivamend®,(jwo), Pn(jwo) Y Px(jwo) los argumentos d¥(jwo), H(jwo) ¥
X(jwo) en el sentido establecido eBree 2006 Definicion 4.1).
Ahora bien, debido al hecho de que

IY(jwo)l = [H(jwo)l IX(jwo)] (7.34a)

Oy (jwo) = Pn(jwo) + Px(jwo), (7.34b)
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se puede afirmar que
Y(jwo) = H(jwo)| IX(jwp)] e (Prlieor+®xlicol, (7.35)
lo que implica que la respuesta estable y en régimen permanente viene dada por
y(t) = A|H(jwo)| sen(wot + Op(jwo)), VYteR. (7.36)
Un resultado semejante se obtiene en el caso que la excitacion del sistema sea
X(t) = Acosot)u(t), VteR, (7.37)
gue en este caso la respuesta del sistema en su régimen permanente vendria siendo
y(t) = AlH(jwo)l cos(wot + @n(jwo)), VteR. (7.38)

Como resultado del analisis realizado se tiene que un aspecto a analizar es la magni-
tud y fase que introduce el sistema para cada valor de frecuepcid cual podria ser
representado graficamente.

Con el propésito de estudiar la respuesta en frecuencia de los sistemas LDCID, se
analizara un caso particular, el cual permitira realizar un ejercicio de induccién y asi
poder establecer los principios para el andlisis en frecuencia de los sistemas LDCID y
su significado.

(5= P)ls=jws

(5= P)ls=ja.

Figura 7.5. Respuesta en frecuencia de un sistema con funcion
de transferenci&(s) = [(s— p)(s—- p)]*

La Figura7.5ilustra la respuesta para un valor de frecuengiade una funcion de
transferencia

H(s) VRe[s] > Re[p]. (7.39)

3 1
(s-p(s-p)’
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Al evaluar la Ecuaciéna.39 paras = jwo, se obtiene que

1
(jwo—p)(jwo—p)’

H(jwo) = (7.40)

de donde se asegura que

IH(jwo)l = ‘(jwol— p)‘ ’(J’wol— 5)"

@h(jwo) = —arg (jwo— p) —arg (jwo — p).

Note que cuanto mayor es el valor @dg el sistema ofrece una mayor atenuacién asi
como un desfase cercane-a. Mientras que a frecuencias cercanasa: 0 la atenuacion
es minima y su desfase es cercano a cero.

No obstante, antes de continuar con estos conceptos se presentaran algunas definiciones
de transformada de FourieBrieg 2006); (Papoulis1962), y un teorema que permitira
explicar formalmente la respuesta en frecuencia de sistemas LDCID definidos en el domi-
nio continuo.

Definicion 7.4 (Transformada de Fourier) Seaf(t) : R — R una funcidén definida en el
dominio continuo. Entonces, la transformada de Fourier de la fundifih la cual se
representara como#| f(t)] y que es denotada conkdw) es definida por

F(w) = Z[f(t)] = I " feitdt (7.42)

Observacion 7.3 La convergencia de la integral de la Ecuaci(ih42) esta garantizada
suficientemente si la integral de la Ecuacid42) es absolutamente integrable, es decir,

si se satisface que
' f f(t)el“tdt

= f " (Didt < oo. (7.43)

Observacion 7.4 En generalF(w) es una funcién compleja con parte real e imaginaria,
es decir,

F(w) = Rw) + jX(w) = I " f ) cosfwt)dt— | f_ " ft)sen wh)dt (7.44)

Observacion 7.5 En generalF (w) puede ser representada de forma exponencial a través
de
F(w) = IF(w)el®1@), (7.45)

IF(w)| = + \/R2(w) + X2(w), (7.46)

donde
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~Z 4 asgn ), VR(w) = 0, X(w) > 0;

5 +msgn), YR(w) =0, X(w) < 0;

Dt (w) = (7.47)

g7 [RY]|-2ru(-w),  VRw)>0;
tg_l[%]ﬂsgn@), YR(w) < 0.

Observacion 7.6 Tome en cuenta que una forma general de expresar la transformada de
Fourier es .
F(w) = |F(w)| e/Pr@)+2kd (7.48)

dondek € Z.

Observacion 7.7 Cuandow = 0, R(w)|,=0 = f_°; f(t)dty X(w)l,=0 =0, es decirF(w) =
R(w) paraw = 0.

Observacion 7.8 En el caso que sea igual a cero, la fase de la transformada de Fourier

es definida como
0 YF(0) > 0,
®¢(0) =
A VYF)<O.

No obstante, los valores limites para el cds®) < 0 estan dados por

lIm®(w+e€) =, lIM®(w-e€) = —n.
i (w+e)=my i (w—€)=-n

Observacion 7.9 La definicion de transformada de Fourier (TF) puede ademas ser esta-
blecida de manera general para funcioni$) complejas. Sin embargo, en esta obra sera
supuesto que las funciones son reales.

A los efectos de proponer un método de calculo de la respuesta de sistemas LDCID en
régimen permanente se enunciara el siguiente teorema.

Teorema 7.4 Sea un sistema LDCID el cual es excitado por una sefial definida en el
campo de los nimeros complejos con expresion

x(t) = A, VteR, (7.49)

dondeA € R es una constante positiva.
Entonces, la respuesta del sistema en régimen permanente es

y(t) = AH(w)e*!, VteR, (7.50)

dondeH(w) es la funcion de transferencia del sistema en el domjaip o también la
transformada de Fourier de la respuesta impulsiva del sistema.
Mas aun, al expresald(w) en su forma exponencial se tiene que

y(t) = AH(w)| el @] vte R, (7.51)

Demostracion.El hecho de que el sistema sea LDCID permite asegurar que éste cuenta
con su correspondiente respuesta impulk{a con lo cual se puede decir que de acuerdo
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al Teoremat.2de la pagind 0S,
y(t) = h(t) = x(t), VteR. (7.52)

Al sustituir x(t) y h(t) en la Ecuacionid.52), se obtiene que
y(t) = f ) h(r)Aet-dr = A f ) h(r)e 1“7drel“t, VvteR. (7.53)
Segun la DefiniciofY .4, se tiene entonces que
H(w) = f B h(t)e “ldt, VYweR, (7.54)

lo que implica que la Ecuaciof 63 puede ser expresada como
y(t) = AH(w) &', VteR, (7.55)

dondeH(w) es la funcién de transferencia del sistema definida en el domminifw.
Al expresaH(w) en su forma exponencial se tiene que

y(t) = AH(w)| el P@] - vte R, (7.56)

|
Note quew representa un parametro en la EcuacitBi), asi como en las ecuaciones
anteriores.

Corolario 7.1 Sea un sistema LDCID el cual es excitado por una sefial definida en el
dominio continuo con expresion

X(t) = Acost), VteR, (7.57)

dondeA > 0 es una constante real.
Entonces,
y(t) = AH(w)| coswt + Op(w)], VieR, (7.58)

donde/H(w)| y ®h(w) son respectivamente la magnitud y fase de la funcién de transferen-
cia del sistema.

Demostracién.Suponga que el sistema es excitado por una sefal
%(t) = Ad“! = Acost) + jAsen(ut), VteR, (7.59)

dondeA > 0 es una constante real.
De acuerdo al Teoren¥a4, la respuesta del sistema, para tbd®, es ante la excitacidén
exponencial es

§(t) = AIH(w)| cos wt + Op(w)] + jAIH(w)| sen pt + Op(w)] . (7.60)

Como el sistema es lineal, se puede afirmar que la respuesta del sistema ante la exci-
tacion x(t) = Acosgt) definida para todd € R corresponde a la parte real glé(t), es
decir,
y(t) = Re[J(t)] = AH(w)| coswt + ®p(w)], VYteR. (7.61)
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Corolario 7.2 Sea un sistema LDCID el cual es excitado por una sefal definida en el
dominio continuo con expresion

X(t) = Asent), VteR, (7.62)

dondeA > 0 es una constante real.
Entonces,
y(t) = AH(w)| sen pt+ ®p(w)], VYteR, (7.63)

donde/H(w)| y ®h(w) son respectivamente la magnitud y fase de la funcién de transferen-
cia del sistema.

Demostracién. Al aplicar el mismo método de demostracién del Corolatit) pero en
este caso extrayendo la parte imaginari§(@edada por la Ecuaciéi¥(60), se demuestra
el corolario. m

Con el propdsito de ilustrar los conceptos expuestos, considere el siguiente ejemplo.

B EJEMPLO 7.2

Sea un sistema LDCID con funcién de transferencia
1
H(s)=——, VR -4, 7.64
9=z 7Rel> (7.64)
Si el sistema es excitado por una sefial
X(t) =10sen(®u(t), VYteR. (7.65)

Determine la respuesta del sistema en régimen permanente, es decir, su respuesta
después de un muy largo lapso.

Para esto, determine la respuesta por: método analiticos, método gréaficos, y me-
diante la correspondiente ecuacion diferencial asociada al sistema.

Solucién
a) Solucion analitica

De acuerdo a lo presentado en esta seccion, al considerar que el sistema ha per-
manecido un muy largo periodo de tiempo con la sefial de excitacidon en su entrada,
se puede suponer que la sefial de excitacion es

X(t) =10sen(6), VteR, (7.66)

lo que implica que el sistema esta sometido a una sefial sinusoidal de frecuencia
angular des rad/s.

En consecuencia,

. 1
H(j6) = st4 o (7.67)

De la Ecuacién?.67) se obtiene entonces que
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1 1
H(j6) = —.'=—zo,13868 7.68a
IH(j6) 7556 ” Ve ( )
®n(j6) = —tg *(§) = -0,98279 rad (7.68b)

Finalmente, aplicando la Ecuaciéné3 se tiene que

y(t) = %sen(Gt— tg*(3)) = 1.3868sen (6- 0,98279) (7.69)
b) Solucién gréfica
La Figura7.€ muestra los vectores4; (s+4)lje; Y j6 en el plano complej®,

y cuyos ejes de coordenadas son denominadygsjw. Ademas la figura muestra
mediante el simbol& el Gnico polop del sistema, el cual esta ubicado-eh

Figura 7.6. Representacion grafica vectorial €é; (s+4)lj6; ¥
j6 en el plano complej&

Al calcular la magnitud y angulo del vect¢s+4)j6, Se tiene que

|(s+4)j6| = 14+ 6] = VB2 (7.70a)
a=Arg[(s+4)]j] = tg*(§) = 0,98279 rad (7.70b)

Como la funcién de transferencia esta definida(ser4)~1. Entonces, aplicando
las Ecuaciones/(70 y se obtiene que

IH(j6)| = ~0,13868 (7.71a)

1
\52
g (

®n(j6) = — = —tg *(§) = -0,98279 rad (7.71b)
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En definitiva, al emplear nuevamente la Ecuacié®d) se asegura que la res-
puesta del sistema en régimen permanente es

y(t) = 22 sen(6t - tg™(3)) = 1.3868sen (- 0,98279) (7.72)
¢) Solucién mediante ecuacion diferencial

Se tiene que debido a que es conocida la funcién de transferencia del sistema, se

puede afirmar que
MG} = i YRe[s] > -4, (7.73)

H(s) = X(s) s+4

lo que conlleva a
(s+4)Y(s) = X(s). (7.74)

Ahora, debido al supuesto de que el sistema se encuentra inicialmente en reposo,
y a que entonceg[%] = sY(s), se tiene que la ecuacion diferencial asociada al
sistema es y( )

+4y(t) = x(t). (7.75)

Empleando el método de resoluuon mostrado en el apet@dase tiene que al
. n ., .
aplicar el operadop" = % a la Ecuacion{.75) se obtiene que

(p+4)y(t) = x(t). (7.76)

La Unica raiz del polinomio caracteristibgp) = p+4 esp = —4, el cual conduce
a decir que la solucién homogénea esta dada por

() = cre™®, vt>o. (7.77)

Por otra parte, de acuerdo a la TaBld de la paginat4, la solucién particular o
respuesta permanente viene definida por

yo(t) = Im [p—14 J_610e16t], Vt> 0. (7.78)

Al evaluar la Ecuaciorid. 7€), se obtiene que

|0 _gs ()
yp(t) =Im \/5—29“9‘1(%)(9 Im[ﬁe , Yt>0, (7.79)
lo que implica que
yp(t) = sen(Gt—tg ()) vt> 0. (7.80)

Al sumar la solucion homogénea o transitoria, y la solucion particular o forzada
mostradas respectivamente por la Ecuacioidesi(y (7.80) se obtiene que la res-
puesta total del sistema ante la excitackt) = 10sen (§)u(t) para todd e R es

y(t) = e+ %sen(& -tg(3)). vt>o (7.81)
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donde el coeficiente; puede ser determinado a través de la condicién inicial del
sistema. No obstante, a los efectos del estudio del sistema en su régimen permanente
no se requiere determingy.

Finalmente, tomando el limite cuandi@e aproxima a infinito, se tiene que la
respuesta del sistema después de un muy largo periodo de tiempo es

limy(t) = %sen(st— tg*(3)). (7.82)

Observe que todos los métodos de solucion empleados en el Ejérgptmndujeron
exactamente al mismo resultado, los cuales son mostrados por las Ecuati®o®)el(72)
y (7.82). La diferencia entre los métodos esta en lo expedito que pueda resultar en el estudio
de la respuesta de los sistemas en régimen permanente.

7.3 RESPUESTA EN FRECUENCIA EN EL DOMINIO DISCRETO

En esta seccion se estudiard el significado de la respuesta en frecuencia de sistemas LDCID
definidos en el dominio discreto. Al igual que en los sistemas LDCID definidos en el
dominio continuo, el estudio de la respuesta en frecuencia supone que ellos deben ser
estables. En otras palabras, los polos del sistema deben estar dentro de la circunferencia
unitaria.

Se conoce que la transformacion de rectas verticales en el plano de la transformada de
Laplace al plano de la transformad4, esta representada por circunferencias concéntricas
con centro en el origen del plazg debido al hecho de que la relacion que existe entre la
variablese Sy la variablez € Z esta definida por

z=¢€%T, VseC, (7.83)

dondeT es el paso de discretizacion.

Plano S Plano Z

I1

Figura 7.7. Transformacion del plan® al planoZ a
través dez=e5T.

La Figura?7.7muestra un conjunto de rectas verticales definidas en el fidas cuales
son transformadas en circunferencias concéntricas con centro en el origen de coordenadas
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del planoZ. Note que la funciérz = €37 representa la relacion entre los nicleos de las
transformadas de Laplace%/.

Note ademas que el eje imaginare definido en el pland&s se transforma en la
circunferencia unitaria definida en el plado M&s aun, los puntos definidos sobre el
eje imaginario con valojw para todo—o < w < o0, son transformados en el conjunto
de puntos correspondiente a la circunferencia de radio uno y cuya expresion analitica se
define porz = el®T,

Por otra parte, observe que catiade desplazamiento vertical sobre una recta paralela
al eje jw produce una vuelta sobre la correspondiente circunferencia. Este hecho permite
asegurar que al evaluar los puntos eftre2r proporciona suficiente informacion de la
respuesta en frecuencia del sistema, debido a la simetria y periodicidad de la funcion que
representa la respuesta en frecuencia.

Es decir, lo que representa los puntos definidospojw en la obtencién de la respuesta
en frecuencia en los sistemas LDCID en el dominio continuo, constituyen ser los puntos
z=elT en la respuesta en frecuencia de los sistemas LDCID en el dominio discreto.

JY

c
et —p

£i2

It —p

Figura 7.8. Respuesta en frecuencia de dos polos simples
complejos conjugados

La Figura7.8 muestra un ejemplo de la respuesta en frecuencia para un sistema LDCID
en el dominio discreto, conformado Unicamente por dos pplps, y cuya funcién de
transferencia viene dada por

k _
H@ = ——-——=. VYz¢{p.pl (7.84)
@-P@-p

dondek es una constante real.

Notese que para obtener la respuesta en frecuencia del sistema, se debe evaluar la
funcion de transferencibi(z) en z = /2, donde para obtendd puntos de la respuesta
en frecuencia ubicados en el dominio no negativo de la frecuéneidrn/N con0 < n<
N-1.

Ademés, en la Figurd.€ se representan los vectoré&s- p)l,_cio ¥ (Z— p)l,_cia. 10S
cuales al calcular sus magnitudes y angulos proporcionan los datos suficientes para deter-
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minar la respuesta del sistema para la frecuef)cia través de las operaciones definidas
por la funcién de transferencia mostrada en la Ecuaid@¥.

De modo semejante, se puede establecer el teorema que soporta lo tratado en el dominio
discreto, para lo cual se tiene:

Teorema 7.5 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, el cual es excitado
por una sefial definida en el campo de los nimeros complejos con expresiéon

x[n] = A Z ek s[n—K, VneZ Q>0 (7.85)
k=—c0
dondeA € R es una constante positiv& = ZW” 0 en general) € R es una constante

positiva, yN es el nimero de muestras.
Entonces, la respuesta del sistema en régimen permanente es

yin] = i AHE) e n-K, Vnez, (7.86)

k=—c0

dondeH(e/?) es la funcién de transferencia del sistema en el dominio discreie % es
una constante positiva.
Méas aun, al expresalfl (/) en su forma exponencial se tiene que

yln] = i AH(E®) el ™ sin_iy, vnez. (7.87)

k=—oc0

Demostracion. De acuerdo al Teorend 1 de la paginé08, la respuesta de un sistema
LDCID definido en el dominio discreto viene dada por

(o8]

y[n] = h[n] = x[n] = Z h[g]x[n-q], VYneZ. (7.88)

g=—00

Por otra parte, se tiene que la sefial de excitacion definida en el dominio discreto es

X[n] = A i ek?s[n-kK], Vnez, (7.89)

k=—c0

dondeA € R es una constante positiva.
A objeto de facilitar la demostracion, se reexpresara la Ecue€i8g) como

yinl= > yln-K, vnez (7.90)
k=—co
dondeyy esta dado por
Vi = thxk_q, VkeZ, k>0, (7.91)
g=0

y de acuerdo a la Ecuacidn.89)

x=Aek?  vkeZ k>0. (7.92)
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Al sustituir la Ecuacién{.92) en la Ecuaciénd.91), se tiene que

Vi = AZ heed® 92, vkeZ k>0. (7.93)
g=0

Reescribiendo la Ecuacidid.03), se obtiene que

vk =A Z hg(e)9e?,  vkez k>0, (7.94)

g=—c0

donde al considerara= el?, se consigue que

Vi =A Z hez 9  e*?, vkez k=0 (7.95)

g=—00 z=elQ

Por otra parte, se tiene que segun la definicion de transforgfa@@ase Ecuaciors(d)
de la pagind42),

H(2 = Z hz®, VzeD,, (7.96)
k=0

donde debe recordarse gDges la region de convergencia (RDC)ldé).
Empleando la Ecuaci6i¥(9€) en la Ecuaciond.94), se obtiene entonces que

v = AHE?) e ?, vkez k>0. (7.97)

Sustituyendo la Ecuaciéi Q7) en la Ecuaciond.90), se asegura que

y[n] = i AH@E®) e ?5[n-K, VYneZ. (7.98)

K=o
Debido al hecho de que '
H(el®) = [H(elY)el ®E), (7.99)
donde®n(e/?) = Arg[H(e/})], se puede afirmar que

yln] = i AH () el @ 51, vnez. (7.100)

k=—o00

Observacion 7.10Al permitir que0 < Q < 2r se tiene la respuesta en frecuencia para

cualquier valor d&, en virtud a la caracteristica periédica que presenta la transformacion

z=¢el®

De acuerdo a la Observaci@rlL( la respuesta en frecuencia de un sistema LDCID defi-

nido en el dominio discreto, para cualquier valbe Qg donde0 < Qg < 27, es equivalente
aQ = Qo+ 2gr, dondeq € Z.



192 RESPUESTA EN FRECUENCIA

Corolario 7.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, el cual es excitado
por una sefial definida en el campo de los niimeros enteros con expresién

x[n] = i AcosQk)é[n—-k], VneZ, (7.101)

k=—o00

dondeA > 0 es una constante real,§y > 0.
Entonces,

yin] = i AH(?)] cod@n+ dn(e?)]s[n-K|, Vnez (7.102)

k=—c0

dondelH(e1?)] y ®n(el?) son respectivamente la magnitud y fase de la funcién de transfe-
rencia del sistema.

Demostracion.Considere que el sistema es excitado por una sefial

K[n] = i A¥s[n-K], ¥YneZzZ, (7.103)

k=—c0

dondeA > 0 es una constante real.
Al reescribir la Ecuaciérid.103 se tiene que

X[n] = i AcosQK)s[n—K] + | i AsenQKk)s[n—-K], VneZ, (7.104)

k=—oc0 k=—c0

De acuerdo al Teoremas, la respuesta del sistema, para todoZ, es ante la excita-
cién exponencial en el dominio discreto es

¥[n] = i AH(e?)] cog| Qk+ @n(e?)] [n— K] +

k=—o00

(7.105)
j Z AH(eY)| sen[Qk + @n(e!?)|s[n—K], VneZ.

k=—o0
Como el sistema es lineal, se puede afirmar que la respuesta del sistema ante la excita-
cion -
x[n] = Z AcosQK)S[n-K], VneZ, (7.106)

k=—o00
corresponde a la parte real §@], es decir,

y[n] = i AH(e'?)] cos Qk + Dn(e)|s[n-K], VneZ. (7.107)

k=—o00
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Corolario 7.4 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto, el cual es excitado
por una sefial definida en el campo de los niimeros enteros con expresién

x[n] = i AsenQk)é[n—-k], VneZ, (7.108)

k=—o00

dondeA > 0 es una constante real,§y > 0.
Entonces,

y[n] = i AH(e'?)| sen|Qk+®n(e?)|oln-K], Vnez, (7.109)

k=—o00

dondelH(e1?)] y ®n(el?) son respectivamente la magnitud y fase de la funcién de transfe-
rencia del sistema.

Demostracion.Aplicando el método de demostracion del Corol&ti§ pero en este caso
calculando la parte imaginariajgn] definida por la Ecuacion7(10%, se demuestra el
corolario. m

Observacion 7.11Por razones de simplificacion de nomenclatura, la funcidhgei®)|
y ®n(e/?), seran eventualmente denotadas collH(Q)| y ®n(Q), respectivamente. No
obstante, debe recordarse el significado matematicQ.de

B EJEMPLO 7.3

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto y cuya funcién de transferen-
ciaes

1
H@Q—————, VYz#ixji (7.110)
1, 1° 4=12
Z-357+3
Determine la respuesta en frecuencia del sistema tanto en su magnitud como en
su fase.

Solucién

Para obtener la solucion de este ejemplo, se debe evaluar la magnitud y fase de la
funcién de transferencia considerando a

z=el"e (7.111)

donden es el nUmero de la muestra que en esta caso se hara variad giiNire 10,
y AQ es el incremento de fase en la variahlpara lo cuahQ = /N.

Definido entonces la variable puede emplearse el Scifah el cual a través de
las siguientes instrucciones se obtienen los resultados mostrados en la7/iSgiea
la paginal94

La Figura7.9 muestra en su primera parte los comandos Seilglara el calculo
de la magnitud y fase de la funcién de transferett{@)|,_.na.

En la segunda parte de la Figufeg, se presenta en una tabla, las respectivas
columnasnAQ, |H(2)| y Arg[H(2)]. Es decir, por ejemplo, para la frecuenois) =
0,6283 ubicada en la tercera fila, la magnitud de la funcién de transferencia es
[H(2)| = 1,5202y su fase o argumento principal Asg[H(2)] = —-1,5259 rad
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-->else

-->end

-->end

.0000
.3142
.6283
.9425
.2566
.5708
.8850
.1991
.5133
.8274
.1416

(=]

I

| 0
| ©
| 0
| 1
| 1
[ 1
| 2
| 2
| 2
| 3

(= R R~ I I R R R

-->for n=0:10;

-->DOmega=%pi/10;
-->z=exp (%i*n*DOmega) ;
-->H=(z"2-(1/2)*z+1/8)"-1;
-->0mega=n*DOmega; Mag=abs(H);

.6000
.5852
.5202
.3774
.1820
.9923
.8418
.7353
.6662
.6277
.6154

-->Resp=[0mega,Mag, fase] ;
-->if fase<® then
-->mprintf(’ | %5.4f | %5.4f

-->mprintf(’ | %5.4f | %5.4f

.0000
.7571
.5259
.2893
.0085
.6224
.0328
.4899
.9780
.4847
.0000

-->fase=atan(imag(H) ,real (H));

| %5.4f |\n’,Resp);

| %5.4f |\n’,Resp);

Figura 7.9. Comandos Scilat para el célculo de la
respuesta en frecuencia del Ejempl&

Es importante destacar, que el comando S&flalran(y,x) esta definido de acuerdo

a

dondez = x+ jy.

Oy, x) =

Vx> 0;

T+ tg‘l(;{), VX< 0;

¥x=0,y>0; (7.112)
¥x=0,y<0;
¥x=0,y=0.

No obstante, de acuerdo a la teoria de variable complefg§@&D) no esta definido
(Brown y Churchil|2004); (Markushevich1970).
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PROBLEMAS

7.1 El estudio y andlisis de las series de tiempo ha constituido ser uno de los campos
de conocimientos que hoy por hoy ha tenido una gran importancia, debido al hecho de
las necesidades que el mundo actual requiere del pronostico de variables ambientales,
econdmicas, sociales, entre otras.

Uno de los mas basicos modelos matematicos empleados en el prondéstico es el conocido
modelo de promedios mévileBdéx et al.,/1994), y cuyo modelo matematico es:

1 N-1
yin+1]= Z xn-k, Vnez, (7.113)

k=—c0

donde el parametrdl representa el nUmero de datos presente y pasados a emplear para
poder brindar un prondstico del proximo periogo— k] para todd < k < N-1 representa
los datos presentes y pasados de la variable registrgffe+ @] es la respuesta del modelo
gue constituye el prondéstico de la variable en el proximo periodo.
El modelo matematico mostrado por la Ecuaci@rilly es lo que se conoce como
un sistema LDCID definido en el domino discreto, el cual puede ser analizado desde la
perspectiva de los sistemas lineales.
Para el sistema mostrado, determine:
a) funcion de transferencia del sistema;
b) respuesta en frecuencia del sistema, considerahtorgar;
) respuesta en frecuencia del sistema y su representacion grafica, para el caso
particularN = 5;

7.2 Sea el sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo mostrado en la
Figural7.1Q Si considera a la constarites R y positiva. Entonces, para el sistema de la
figura determine:

X(s) Y(s)

Figura 7.10. Sistema con realimentacién negativa

a) funcion de transferencia del sistema,;

b) rango de valores deque garanticen la estabilidad del sistema;

c) respuesta en frecuencia del sistema para los valorkedelonde el sistema es
estable.

7.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto y fisicamente realizable, es
decir, con respuesta impulsitn] de rango real, es dechfn] : Z — R, y con funcion de
transferencidd(2) conocida. Demuestre que la magnitud de la respuesta en frecuencia de
es una funcién par de la variable independigdte la fase de la respuesta en frecuencia
es una funcion impar de.



196 RESPUESTA EN FRECUENCIA

EJERCICIOS PROPUESTOS

7.4 Empleando el método grafico, determine la respuesta en frecuencia, en magnitud y
en fase, de la funcion
g(s)=1-s VseC. (7.114)

Para esto y a modo de sugerencia, represente su magnitud y fase para los valores de
frecuencia®,01 rad's; 0,1 rad's; 1 rad's, 10 rad'sy 100 rads.

Explique sus resultados detalladamente, y comparelos con la respuesta obtenida me-
diante la evaluacion de la funcion para las frecuencias sugeridas.

7.5 Seaun sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo. Si la funcién de
transferencia del sistema en el pleédes

S s+1

H(s) = (s+4)+ 2 +2s+5’

VRel[s] > -1 (7.115)

Entonces, determine:

a) respuesta en frecuencia del sistema para 4 rad/s por métodos analiticos;

b) respuesta en frecuencia del sistema paya 4 rad/s por métodos grafico;

c) respuesta en frecuencia del sistema en el dominio discreto, si el sistema es discre-
tizado mediante integracién trapezoidal o también denominada transformacién
bilineal, con un periodo de discretizacidn= 103 s. Para esto implemente el
cédigo ScilabM a fin de determinar la respuesta en frecuencia del sistema.

7.6 Sea el sistema LDCID definido en el dominio discreto mostrado en la figura

X(2) Y(2)

Figura 7.11 Sistema realimentado negativamente definido en el
planoZ

Para el sistema de la Figurall, determine:
a) funcion de transferencia del sistema;
b) rango de valores deque garantice la estabilidad del sistema;
) respuesta en frecuencia del sistema Patd) < 2r;
d) respuesta en frecuencia del sistema para valor€s=d2rn/20,
paratodmn=1,2,...,20, empleando el ScildM.



CAPITULO 8

DIAGRAMA DE BODE

El mundo que nos rodea no es suficiente para hacer de la vida una experiencia agradable, se
requiere ademas de espiritualidad y voluntad.
—Ebert Brea

Hendrik Wade Bode

Una de las representaciones de respuesta en frecuencia mas empleada en la ingenieria,
es la ampliamente conocida representacio®mgrama de BodeSin embargo, el con-
cepto de respuesta en frecuencia estudiado en el CaBipdonite al analista apreciar su
concepto, mas alla de su definicion.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 197
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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Como fue claramente presentado en el Capifula respuesta en frecuencia, en mag-
nitud y en fase, proporciona la informacién suficiente para determinar la respuesta en
régimen permanente del sistema LDCID bajo estudio, cuando éste es excitado por una
sefial sinusoidal, a través de los mismos principios estudiados en la Sé&iteh Capi-
tulo[7.

En este capitulo se desarrollaran los conceptos que permitiran al lector construir e
interpretar uno de los diagramas mas empleados en el analisis de los sistemas desde la
perspectiva de la frecuencia.

Es oportuno destacar que Hendrik Wade Bédae quien desarroll6 en diagrama que
lleva su nombre. Bode fue un ingeniero, investigador, invertor, autor y cientifico de origen
Americano y ascendencia alemana. Ademas se le atribuye ser el pionero de la teoria de
control moderna, con lo cual revolucion6 el campo de la electrénica y las telecomunica-
ciones con sus patentes.

En lo que resta del capitulo se introducira las siguientes secciones: en la $décion
se estableceran algunas definiciones necesarias que deben ser enunciadas a fin de poder
construir los diagramas de Bode; en la Sec@dhse estudiaran los factores lineal y
cuadratico a los efectos de poder establecer los criterios de construccién del diagrama
de Bode en magnitud, ademas se mostrara un método de construccion del diagrama en
magnitud de Bode; en la Secci@?3 se presentaran las expresiones empleadas para la
determinacion de la fase de los factores lineal y cuadrético, asi como un método para la
construccion del diagrama en fase de Bode; en la Se@dise aplicaran los diagramas de
Bode para el calculo de la respuesta permanente de un sistema LDCID ante excitaciones
sinusoidales. Finalmente, son presentados algunos ejercicios y problemas propuestos a ser
resueltos por el lector.

8.1 DEFINICIONES PRELIMINARES

Existen un conjunto de definiciones que son relevantes para la construccion de los diagra-
mas de Bode, la cuales seran mostradas en esta seccion.

Definicién 8.1 (Octava) Sea una frecuencia cualquiekag. Se dice que otro valor de
frecuenciaw; esta a una octava por encima dg, si w1 = 2wg. Esto implica que para de-
terminar las octavas en la cual estan separadas dos frecuengigg,, debe establecerse
en cuanto duplica una de la otra, es decir,

Ao =log, @2 oct, (8.1)
w1
dondeA, denota las octava®€t) entrew; Yy wo.

Observacion 8.1 Si A, = log, Z)Ti > 0, entonces, se dice qu& esta por encima de1 en

Ao. Por el contrario, siA, = Iogz‘ﬁ < 0, entonces, se puede asegurar gueesta por
debajo dawi enA,.

Definicién 8.2 (Década)Sea una frecuencia cualquietag. Se dice que otro valor de
frecuenciaw; esta a una década por encima dg, si w; = 10wp. Mas aln, las décadas

14Hendrik Wade Bode, naci6é en Madison, Wisconsin, EE.UU., el 24 de diciembre de 1905, y fallecié el 21 de
junio de 1982. EL retrato fue obtenido beps://commons.wikimedia.org/
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entre dos frecuencias; y w, se determinan a través de
Ag =100, @2 déec (8.2)
w1
dondeAq denota las décadasléc) entrew; y wo.

Observacion 8.2SiAq = Ioglo‘ﬁ > 0, entonces, se dice que esta por encima de1 en

Ag4. Mientras que si\g = |0910%f < 0, se puede afirmar entonces qug esta por debajo
dewi enAg.

Observacion 8.3 Las Definicione8.1y/8.2 requieren que los valores de frecuencia sean
estrictamente positivo, lo cual se ajusta al dominio de definicién del diagrama de Bode, es
decir, en para todaw € R, dondeR; = {xe R : x> 0}.

Definicién 8.3 (decibel) SeaM la magnitud de una variable. Se dice que la magnitud de
M expresada en decibel, la cual es representadadires

Mgg = 10log;o(M?) = 20log;o(M). (8.3)

MdB‘
60dB

111

40 dB

1111

20dB

1111

0dB

1111

-20dB

T T TTTTIT T T TTTTT T T TTTTT T T TTTTT T T rrrmm

|
L 1 10 100 100 10t 0

Figura 8.1. Ejemplo de un sistema de coordenadas
semilogaritmico para la representacion de la magnitud

La Figura8.1 muestra un sistema de coordenadas semilogaritmico, los cuales seran
ampliamente empleados en la representacion del diagrama de Bode, en donde el eje hori-
zontal cuantifica el logaritmo decimal de la frecuenciagafis, mientras que el eje vertical
representa la magnitud medidad de la funcion de transferencia bajo estudio.

Es oportuno sefalar que para el estudio del diagrama de Bode, se empleara la forma
canonica de los factores lineal y cuadratico, en virtud de que todo polirfegide grado
g+ n puede ser expresado en el producto de sus factores lineales y cuadraticos. Es decir,

g+n-1

PO= D anis" = qunﬁ(u as)
i=0 i=0

dondeK € R es la constante que surge de haber expresado el polire(s)igus factores
canonicos;s” representa un factor de gradoen el origen;m representa el numero de
factores lineal en su forma candnieag R coeficientes que definen los factores lineales;

(n-m)/2

s &
1+2§i—+—], V¥seC, (8.4)
H[ b " b7
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y b € R coeficientes que definen los factores cuadraticos. Note que en la Ecu@adjon (
(n—m) es un ndmero par.

Observacion 8.4 Un factor cuadratico se identifica por poseer raices complejas conjuga-
das, debido a que en el caso de ser reales, entonces serian dos factores lineales, es decir,

2
S
8.2 DIAGRAMA EN MAGNITUD

En esta seccion se estudiara el método de contribuciéon de cada factor de la funcion de
transferencia definida para una sistema LDCID en el dominio continuo.
Es oportuno sefialar que la funcitog(x) denotara al logaritmo decimal o base 10, es
decir,
log(x) =l0g;9(X), VYxeR,. (8.5)

8.2.1 Factor lineal
Sea la funciors(s) : C — C dada por
G(s)=1+§, VseC, (8.6)

dondea € R es la denominada frecuencia de corte o frecuencia de esquina.
Al hacers = jw en la Ecuaciong.), se tiene que

G(jw) = 1+j§, VweR,.

SeaM la magnitud deé5(jw), es decir,

2
M(w) = IG(jw)| = +\/1+%, VweR,.

la cual al ser expresada dB se tiene

2

w
Mdg(w) = 20log;oM(w) = 10log| 1 + 2

, YweR,. (8.7)

8.2.1.1 Anadlisis asintético Un punto de vista en el andlisis de la respuesta en fre-
cuencia es el andlisis asintotico, en donde se debe determinar el comportamiento del factor,
para los casos extremos de frecuencias.

Caso0<w<xa

En el caso cuandd < w < a, por ejemplow esta a frecuencia menores de una década
dea, se tiene que

“T& Mge(w) = 10log(1) dB=0dB, VYweR;.

SR, = {xeR: x> 0}.
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Casow =a
Si el caso es que = a, se tiene que

Mgs(a) = 10log(2) dB=3dB, VYweR,.
Casow>a

En este caso, se considera que una frecuencia es mucho mayosigsta al menos a
una década. o
Mgg(w) = 20Iog(5), Vo €R,. (8.8)

La Ecuacion|8.8) muestra que variaciones de décadas entre una frecuencia y otra,
implica que los cambios en la magnitud son de aproximadamente ig0al& es decir, la
asintota viene dada por una recta de pendienBddt/déc= 6 dB/oct, si es representado
en un sistema de coordenadas semilogaritmico.

Este hecho puede ser verificado al evaluar el cambio de magnituduant#tré Oa y
w2 =100y, los cuales corresponden a

AMea(w) = 20Iog(%)—20|og(%). (8.9)
Al sustituir w1 Y wy, en la Ecuaciéng.9), se obtiene que
AMgp(w) = 20Iog(%h)dB—ZOIog(%a) dB=20dB (8.10)

La Ecuacion/8.10) significa que a lo largo de la asint6tica se produce un cambio en la
magnitud de20 dB/déc.

MdB ((.0)

60dB

40dB

20dB

logw

—20dB T T
ES 1 10 100 10° 10* 10°

t

e

Figura 8.2. Diagrama de Bode en magnitud real y asintético de
un factor lineal



202 DIAGRAMA DE BODE

La Figure8.Zilustra un ejemplo del diagrama de Bode asint6tico en magnitud del factor
lineal, el cual es mostrado mediante la linea poligonal. Ademas, en la figura se muestra el
diagrama de Bode real en magnitud ese mismo factor lineal, el cual corresponde a la curva
suave, y cuya expresion matemdtica corresponde a

S
G(S) =1+ ﬁ)’ VYseC. (811)

Adicionalmente, en la Figur8.2 se muestra la frecuencia de corte o frecuencia de
esquina, la cual es indicada cop = 100 rads.

Es importante hacer notar que en el caso de que el factor lineal no contenga término
independiente, éste tiene su frecuencia de corte e rad's, y esta frecuencia de corte
no puede ser representada en la escala logaritmica.

Al determinar la magnitud en decibelios, de un factor definido por

G(s)=s VseC,
se tiene que ésta viene dada por
Mge(w) = 20logw), YweR,.

Note que a la frecuencia de= 1 rad's, la magnitud del facto®(s) = s en decibelios
es deMgg(w)|,=1 = 0 dB.

Ademas, es importante destacar que la magnitu@(de) en decibelios, determinada
por la Ecuacionlg.2.1.]), tiene una pendient80 dB/déc = 6 dB/oct en el sistema de
coordenadas semilogaritmico.

8.2.2 Factor cuadratico

Sea la funciors(s) : C — C, la cual esta definida por
&
G(9=1+2%—+—, VseC, (8.12)
Wn Wy

dondeO < £ < 1 es el llamado factor de amortiguamientavy es la llamada frecuencia
natural.
Al sustituir spor jw en la Ecuaciong.12) se tiene

2
G(jw)=1- % +j26>2, VYweR,. (8.13)
wp Wn
SeaM la magnitud de la funcié6(jw), la cual a partir de la EcuacioB.(l3) arroja

1/2

2 2
M(w)=|G(jw)|=[(1_‘”—z) +(zgﬂ)] . VweR,,
W wn

n

gue al expresarla eifB se obtiene

w?\? w
Mgs(w) = 10|0g[(1— —2) +(2§—) }, Yw eR,. (8.14)
w



DIAGRAMA EN MAGNITUD 203

8.2.2.1 Analisis asintotico Empleando el método de analisis como en el factor
lineal, se puede destacar tres casos:

Caso0 < w <« wn
De modo semejante al caso del factor lineal, cuando wn,

Iai)?g Mgs(w) = 10log(1)dB=0dB, YweR,.
Casow = wn

Para este caso, al haceE wy, en la Ecuaciong.14) se tiene
Mgg(wn) = 10log(2£)? dB = 20log(2¢) dB, Yw eR,. (8.15)

Note que de acuerdo a la Ecuacidhlf), si 0 < ¢ < 1/2, entoncesMgg(wn) < 0.
Mientras que s1/2 < ¢ < 1, entonceMgg(wn) > 0. En el caso en que=1/2, Mgg(wn) = 0.

Casow > wp
Por ultimo, para el caso cuandas> wy, la Ecuacion8.14) se puede expresar como

2\2
Mg (w) = 10|og(“’—2) - 40|og(2), VweR,. (8.16)
[ Wn

La Ecuacion[8.16) muestra que variaciones de décadas entre una frecuencia y otra,
implica que los cambios en la magnitud son de aproximadamente ig@adlB es decir,
la asintota esta definida por una recta de pendient® dd3/déc que equivale aproxima-
damentel2 dB/octcuando es representado en el sistema de coordenadas semilogaritmico.

La Figura8.3 de la pagin&204 muestra el diagrama de Bode asintético en magnitud,
denotaddVigs(w) y representado mediante la linea poligonal, y dos casos del diagrama de
Bode en magnitud real, denotatiys(w) y mostrado en colores azul y verde, correspon-
dientes & € {0,25;0,75}, para una frecuencia natuka} = 100 rad's. Note que la asintota
ubicada para > wy, presenta una pendiente 4@ dB/déc

8.2.3 Factor cuadratico con raices imaginarias puras

El caso de un factor cuadratico con raices imaginarias puras corresponden £aafido
Sin embargo, debido a su particularidad sera estudiado detalladamente.
Sea la funciors(s) : C — C, la cual esta dada por

G(s)=1+ iz
Wn

V¥seC, (8.17)

dondewy, es la llamada frecuencia natural.
Al evaluar la Ecuacién8.17) paras= jw se obtiene que

2

. w
G(jw)=1-—,
Wn

VweR,. (8.18)
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Figura 8.3. Diagrama de Bode en magnitud real y asintético de
un factor cuadratico

Note que la expresién matematica dada por la Ecua8id@)(es real, y en consecuencia
la magnitud de5(jw) debe ser obtenida a través de su valor absoluto, es decir,

2
M(w)=IG(jw)I=‘1—w—2, VweRy, (8.19)
wn
resultando 5
1-(3), VO <w< wn
Wn
M(w) = X (8.20)
(ﬂ) -1 VYow>wn.
wn

Al expresar la magnitud edB, se tiene

2
20|og[1—(ﬁ) } VO<w< wn;

wn

Mgp(w) = ) (8.21)
20Iog[(§) -1

8.2.3.1 Andlisis asintético En relacién al andlisis asintético, se cuenta con dos
casos, los cuales se estudiara a partir de la Ecuez@iaf) (

, Yw> wn.
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Caso0 < w <« wp

2
En este caso, el térmirb< (ﬂ) < 1, lo que implica que
wWn

2
[imMgg(w) = IimZOlogll— (i) } =20log(1) dB=0dB. (8.22)
w|0 wl0 w

n

Casow > wp

2

. w .

Siw> wn, entonce:{—) > 1, Yy en consecuencia
wn

2 2
Mas(w) = 20l0g (a%) - 1} = 20|og(ﬂ) = 40|og(wﬂn), (8.23)

Wn

lo que implica que siv se separa por encima dg en una década, entonces se produce
un cambio en la amplitud dé0 dB, teniendo entonces una pendiente4dedB/déc =
12 dB/oct.

Casow = wy
Note que cuandw = wy, de acuerdo a la EcuacidB.L9 la magnitud es cero, y su

Mgs(w) no esta definido. No obstante, ésta se aproximacaen la medida en que se
acerca avy, tanto por la izquierda como por la derechaugie

Md5<(.o)

40dB +

20dB

0dB

logw

—20dB e e e —
ES 1 10 100 108 104 10°

f

wn

Figura 8.4. Diagrama de Bode en magnitud real y asintético de
un factor cuadrético con raices imaginarias puras
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La Figura8.4 de la paginé205 muestra el diagrama de Bode asintético en magnitud
a través de la linea poligonal, y el diagrama de Bode real en magnitud mediante la curva
suave. Note la discontinuidad que se presenta en la curva real para la frecuencia natural
wn =100 rads.

Al comparar la Figur&.3 con la FiguréB.4, se puede inducir que en la medida de que
el factor de amortiguamientvse aproxima a cero, el diagrama de Bode en magnitud se
aproxima a la curva mostrada en la Fig8rd.

8.2.4 Factor G(s) = &"
Sea entonces la funcid®(s) : C — C dada por
G(s)=¢", V¥seC,neN,. (8.24)
Al sustituir en la Ecuaciorg(24) a s por jw se tiene que
G(jw) = (jw)", YweR\{0},neN,, (8.25)

yen Consecuencia,
Mw) =", YweR,,neN,. (8.26)

Al expresar la magnitud edB se tiene que
Mge(w) = 20nlog(w), YweR,,neN,. (8.27)

Note que siv, esta separada en una década de una cualquier frecugnéatonces,
se produce un cambio en magnitud igu@0adB. Es decir, una pendiente en la magnitud
de20ndB/déc

Por otra parte, observe que

Mas(1)=0dB, VneN,. (8.28)

La Figura8.5 de la paginé&07 representa los casos cuanie 1y n = 2 de un factor
con raiz en el origen. Observe que ambas curvas se interceptan en gllpOptpademas
para el cas@(s) = s se produce una pendiente 2@ dB/dég mientras que para el caso
G(s) = & se tiene una pendiente d6 dB/dec

8.2.5 Factor G(s) = s¥/"
Considere la funcié(s) : C — C definida por
G(s)=s", VseC,neN,. (8.29)

Al sustituir en la Ecuaciorig.29 spor jw para luego determinar su magnitud, se tiene
que
M(w) = 0", YweR,,neN,. (8.30)

Al expresar la magnitud edB, se tiene que

Mgg(w) = 2—nolog(a)), YweR,,neN,. (8.31)
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Mg (00)

G(s)=s

20dB

0dB

—200dB -

4008 E e 1000
& * 1 10 100 10° 10*

Figura 8.5. Diagrama de Bode en magnitud real para los casos
G(s)=syG(s) = &

Ejecutando un analisis similar a como el realizado en el Apai@al¢, se tiene que la
pendiente de este factor es% paran entero positivo.

Mg (00)

40dB

G(s) =s'/2

20dB

] / G(s) =13
0B - /

—20dB

S O e
% & 1 10 100 10° 10*

Figura 8.6. Diagrama de Bode en magnitud real para los casos
G(s) = sy G(s) = s/3

Note que en la Figur&.6, la curva en color rojo, correspondiente al fad®gs) = sV/?,
su pendiente es di® dB/déec Mientras la curva correspondiente al fadggs) = s'/3 tiene
una pendiente d& 48

Por otra parte, observe que toda la familia de fact@es} = s/" se intercepta en el
punto(1,0).
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8.2.6 Método para construccién de diagrama de Bode en magnitud

Conocida la funcién de transferendif(s) de un sistema LDCID definido en el dominio
continuo, ejecute el siguiente método para asi construir su diagrama de Bode en magnitud
o también denominado amplitud.

Método 8.1 (Construccién del diagrama de Bode en magnitudBea la funcién de trans-
ferenciaH(s), ejecute:

Paso 1. Exprese la funcion de transferencia en factores lineales y cuadraticos, si aplica.

Paso 2. Para cada factor que contenga su término independiente, normalice cada uno
de los términos independientes de cada factor, a fin de expresarlo en su forma
canonica.

Paso 3. Sustituyas por jw enH(s).
Paso 4. Calcule la magnitud dé(w) = |H(jw)!.
Paso 5. Calcule Mgg(w) = 2010g;g M (w).

Paso 6. Dibuje las asintotas de cada factor de acuerdo a lo estudiado en los apartados
anteriores.

Paso 7. Sume las asintotas de los factores y dibuje la curva real de magnitud.

B EJEMPLO 8.1

Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo, y con funcion de transfe-

rencia 10
S+
H(S) = 10@, YRe [S] > -100 (832)

Para el sistema definido, determine su diagrama de Bode en magnitud real y
asintotico.

Solucion

Al aplicar el Métodc8.1 de la pagin€08, se tiene que debido a que la funcién
de transferencia esta expresada en factores, se procede a expresarla en su forma
canénica, quedando

1+ %
H(9 = —22, vRefg >-100 (8.33)
1+1—00
yen consecuencia
. W
1+ ]E
1+j—
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De la Ecuaciong.34), se tiene que

2
1+(—)
M(w) = —102, VweR,, (8.35)

1+(

S

S

100

y entonces se arroja que

M 10l0g| 1+ (2’| - 1010g] 1+ (-2 )’ 0 8.36
de(w) = 10log +(E)}— og +(m)} Yo > 0. (8.36)
Mg ()
400B
] (1+V
ZOdB_ /
0dB
2008 1 \
(A+1%0)
_aods L i T TN T T togeo
= 1 10 100 10° 10* 10°

Figura 8.7. Diagrama de Bode en magnitud real y asintético
para el Ejempl@.1

La Figura8.7 muestra los diagramas asintéticos en magnitud de cada factor. Note
gue la contribucién del cerd + s/10) se muestra en color rojo, el cual muestra una
frecuencia de corte; = 10 rad's. Mientras la contribucion del pol(l + s/100) se
presenta en la figura en color azul, y cuya frecuencia de coré® es100 rads.
Ademas, la figura muestra tanto la curva asintétiag(w), proveniente de sumar
las curvas asintoticas del cero y el polo, en color verde, como la curva real en
magnitud,Mgg(w), la cual es dibujada en negro.

Es importante sefialar que el Scildlse basa en la construccion del diagrama
de Bode en funcion de la frecuencia medidaHn No obstante, empleando un
escalamiento a través de la asignacién computacional

S:=s/2nx, (8.37)

es posible alterar el eje logaritmico horizontal de forma tal que el diagrama de Bode
obtenido mediante en Scil&bse ajuste aad/s en lugar deHz.

La Figura8.8 muestra los comandos Scifabque permiten construir el diagrama
real de Bode de amplitud.
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-->s=poly(0,’s’);

-->s=s/(2*%pi);
-->H=syslin(’c’,10%(s+10)/(s+100));
-->gainplot(H,0.01,10000);

-->xtitle(’’,"Frecuencia (rad/s)","Magnitud (dB)")

Figura 8.8. Comandos Scilah para construir el
diagrama real de Bode en magnitud del Ejenthib

Por otra parte, la Figui@&.Srepresenta el diagrama real de Bode en amplitud, que
se obtiene al aplicar los comandos Scitamostrados en la Figui&g.

207
18]
16
14—
12

107

Magni tud (dB)

T T T T —rTTrTm
-2 -1 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10

Frecuencia (rad/s)

Figura 8.9. Diagrama de Bode en magnitud obtenido mediante
los comandos mostrados en la Fig8ré

B EJEMPLO 8.2

Sea un sistema un sistema LDCID definido en el dominio continuo y funcion de
transferencia definida por

s+20

H(s) = 10° (5+80)(& + 6005+ 90000}

YRe[s] > —-80. (8.38)
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Para el sistema definido, determine su diagrama de Bode en magnitud real y
asintotico.

Solucién

Lo primero que debe hacerse es determinar las raices del {&éte600s +
90000) las cuales, luego de algunas operaciones, se concluye que corresponden a
una raiz doble de valor -300. En consecuencia, la funcion de transferencia del sistema
puede ser expresada como

s+ 20

H(s) = 10° (5+80)(5+ 300"

VRe[s] > -80. (8.39)

Al escribir los factores en su forma candnica, se tiene que

s
1 1+ 2—0
H(s) = — , YRel[s] > -80. (8.40)
3 (24 55)(2+ i)2
80 300

De la Ecuacion/8.40) se puede concluir que la funcién de transferencia posee
un cero simple con frecuencia de corte ubicadavgr- 20 rad's, un polo simple
con frecuencia de corte; = 80 rad's, y un polo doble con frecuencia de codig =
300 rads.

Evaluando la Ecuacioi8(4() ens= jw y calculando su magnitud se tiene

M(w) = = , VweR,. (8.41)
R )

Expresando la magnitud elB se obtiene que

w

Mgs(w) = 10 Iog(1+ ( ; 0)2) —20l0g(36)

_10|og(1+ (3)2) - 20Iog(1+ (i)z) Yoo (8.42)

80 300

La Figura8.10 de la pagina212 muestra la contribuciéon de cada factor defi-
nido por la expresién en magnitud €B dado por la Ecuacion8(42). Note que
la contribucion del cero simplél + 5) presentado en color rojo, tiene como fre-
cuencia de esquina; = 20rads y posee una asintota de pendie@tedB/déc
En la misma figura también se muestra la contribucion del polo sifipleg;) en
color azul, con frecuencia de esquina= 80 radsy con una pendiente inclinada
de —20 dB/déc ademas del polo dobld + 3—30)2 en color azul, con frecuencia de
cortew, = 300 rad'sy con una pendiente inclinada €40 dB/déc. Observe ademas
gue en la Figurd@.10 se muestra la constante del denominador de la funcién de
transferencia igual a 36 y cuya magnitud es-@81log(36) dB

La Figura8.11 de la paginé213 presenta la curva real en negidgg(w), v la
curva asintética en color verdklys(w), del diagrama de Bode en magnitud.
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Mg (w)

60 dB

40dB

(1+2)

20dB -

—-20dB

—2010g(36)dB |

—40dB
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Figura 8.10. Diagrama de Bode asintético correspondiente a
cada factor definido en la funcion de transferencia del Ejemplo

8.2

Observe que en la Figui®11 se han denotado sobre el diagrama asintético
en magnitud de Bode los puntos A, B y C, los cuales su primera componente de
coordenadas esta expresadaalis, y su segunda componente esta definidd&n

Punto A
Es claro determinar que=A(20,—-2010g(36))

Punto B
La primera componente de punto A corresponde a la frecuencia dewgotte
80rad’s, y como segunda componente de acuerdo al diagrama asintético es

dB 80\ .,
Mgg(80) = —201log(36) dB+ 20@: Iog(%) déec (8.43)
la cual luego de algunos procedimientos algebraicos se tiene que

Mgs(80) = —20log(9) dB= —19,0849 dB (8.44)

En consecuenciaB(80,-2010g(9))
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Punto C
Claramente el punto£(300,-201log(9))

Mg (w)

40dB

20dB ]
- /|

0dB /

—20dB

W
(@)

dB
205

—20l0g(36)dB |

—40dB
i dB
1 4:&\\
—60dB \\ N\
—80dB e et 10900
10° 10 1

1
Y 1 10 100 0’

Figura 8.11 Diagrama de Bode asintotico y real de la suma de
los factores de acuerdo a la funcion de transferencia definida en
el Ejempla8.2

La Figura8.12 presenta los comandos Scildlempleados para generar el dia-
grama de Bode real de amplitud, y cuyo resultado se muestra en la Bi&Gde la
pagine214.

-->s=poly(0,’s’);

-->s=s5/(2%%pi);
-->H=syslin(’c’,1074%*(s+20)/((s+80)*(s+300) "2));
-->gainplot(H,0.01,10000);

-—>xtitle(’’,"Frecuencia (rad/s)","Magnitud (dB)")

Figura 8.12 Comandos Scildt para construir el
diagrama real de Bode en magnitud del Ejengkb
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Figura 8.13 Diagrama de Bode en magnitud obtenido mediante
los comandos mostrados en la Fig8raZ

B EJEMPLO 8.3

Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo y con funcién de transferen-

cia
20s

& +20s+ 200’

Para el sistema definido, determine su diagrama de bode en magnitud real y
asintotico.

H(s) = YRels] > -10. (8.45)

Solucién

Como preliminar del estudio, debe determinarse si las raices del polinomio cua-
dratico son complejas.

Al determinar las raices del polinom# + 20s+ 200, se tiene que éstas ser:
—10+ j10, lo cual corrobora que el factor es un factor cuadrético, y en consecuencia
la funcion de transferencia expresada en su forma candnica esta dada por

S

H(s) = YRels] > -10, (8.46)

10(1+2%( \,;—m)*( \/;_oo) )

de donde se puede identificar que el factor cuadratico tiene como parangetros:

% ~0,7071y wy = V200 rads= 14,1421 rads.
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Al evaluar la Ecuacié8.46ens= jw, se obtiene que

jw

H(jw) = > 1 , , (8.47)
w w
10{1-| — +j2—(—))
[ ( «/200) v2\ V200
y como resultado de esto, se tiene que la magnitud es
M (w) = ol , VweR. (8.48)

o\ ) 2l

Al expresar la magnitud etB para todav € R, se tiene que

2\2 2
Mag(w) = 20log@) — 20— 10Iog[(1—(\/%00) ) +2(\/%00) } (8.49)

La Figura8.14 de la paginé21€ expone los factores definidos por la funcién
de transferencia, y cuya expresion matematica esta definida por la Ecladig)n (
Observe de la figura que el cero esta representado en color rojo, mientras que la
contribucidn de los polos complejos conjugados esta mostrado en color azul. Ademas
se muestra en color verde la contribucién de la constante.

La Figural8.15 de la pagin®17 muestra la curva asintéticdlgs(w), en color
verde, y la real del diagrama de Bode en magnitgg(w), en negro. Note que en
la figura también se denotan los puntos A, By C; y cuyas coordenadas son:

Punto A
A=(1/10,-40)

Punto B
El punto B, tiene como frecuencig200 rad's, y su segunda componente medida
estableciendo como referencia el punto A viene dado por

Mgg(ws) = —40 dB+ 20 % |og(—“0220) déc= 10log(2) dB= 3,0103 dB

y como resultado de lo anterior el punte: Bv200 10log(2))

Punto C
El punto C tiene como segunda componente 0. Esto significa que se debe deter-
minar el nimero de décadas del punto C con relaci&f2@0 rad's.

_1dec
20 dB
Aplicando la Ecuaciéng.2) de la pagind 99, se tiene que

[-40-10log(2)]dB= (2+log(2"/?))dec

Awq =

|og(ﬂ) = Awg, (8.50)
wB
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Figura 8.14. Diagrama de Bode asintético correspondiente a
cada factor definido en la funcién de transferencia del Ejemplo
8.3

lo que arroja al despejaic que
we = wpl0™d = v2001G+1°9") rag/s = 2000rads (8.51)

Por otra parte, empleando el Scifdbse tiene que al aplicar los comandos pre-
sentados en la Figul@ 16 de la paginé217, el Scilab™ arroja como resultado lo
mostrado en la Figuid.17de la pagin21&

8.3 DIAGRAMA EN FASE

Siguiendo el mismo modo de estudio que el empleado en el diagrama en magnitud, se
analizaran los factores lineal, cuadréatisby s'/" desde el punto de vista de sus fases.

Debe tomarse en cuenta que debido al hecho de que la representacion del diagrama de
Bode se realiza como funcién de valores positivos de la frecuencia, la fase se medira con
respecto al semieje real positivo y en sentido antihorario.

La Figural8.1& de la paginé&21€ muestra un ejemplo de un sistema de coordenadas
semilogaritmica empleado para representar la respuesta de la fase medidiederun
sistema en funcion del logaritmo de la frecuencia angular medidadés
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Figura 8.15. Diagrama de Bode asintotico y real de la suma de
los factores de acuerdo a la funcién de transferencia del Ejemplo
8.3

-->s=poly(®,’s’);

-->s=5/(2%%pi);
-—>H=syslin(’c’,20%s/(s"2+20*s+200));
-->gainplot(H,0.01,10000);

-->xtitle(’’,"Frecuencia (rad/s)","Magnitud (dB)")

Figura 8.16. Comandos Scild para construir el
diagrama real de Bode en magnitud del Ejent®

8.3.1 Factor lineal

Sea la funcior(s) : C — C definida por

[
G(s)=1+-—
(9 + =

217
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Figura 8.17. Diagrama de Bode en magnitud obtenido mediante
los comandos mostrados en la FigBraé
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Figura 8.18 Ejemplo de un sistema de coordenadas
semilogaritmico para la representacion en fase

dondea es la conocida frecuencia de corte.
Como la parte real d&(jw) es positiva, la fase d8(jw) se determina a través de

Arg[G(jw)] = D(w) = tg’l(g), V>0, (8.52)



DIAGRAMA EN FASE 219

8.3.1.1 Andlisis asintotico Ahora, al hacer el andlisis asintético de la Ecuacién
(8.52) se tienen los siguientes casos:

Caso0<w<x a

Para valores tendientes a cero, la fase se aproxima a cero. Esto implica que una asintota
esta definida por un rango de cero.

Siw= 1—;’ rad/s, es decir, esta a una década por debaja, tkefased(w) ~ 0.

Casow=a

En este caso, evidentemedit) = /4.

Casow > a

Cuandow > a, es decir, al menos una década por encima, die fase®(w) ~ 7/2. En
consecuencia, la curva en fase tiene otra asintota en un valor en fase de

[NE]

ESE]

logw

i 1 10 100 10° 10* 10°

t

e

Figura 8.19. Diagrama de Bode en fase real y asint6tico de un
factor lineal

La Figure8.19presenta la curva real, denotada cab{), y asintética, denotada como
®(w), del diagrama de Bode en fase de un factor lineal. Observe ademas que la pendiente
de la curva asintética, la cual es representada por una curva poligonallem&gs y
10° rad/ses def 29,
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8.3.2 Factor cuadratico

Considere nuevamente la funci@fs) : C — C definida por

s &
G(g) =1+26—+ —, (8.53)
Wn  wp
donde recuerde qug< ¢ < 1 es el llamado factor de amortiguamientay es la llamada
frecuencia natural.
Al sustituir una vez mas apor jw en la Ecuaciéng.53 se tiene

. w2 . w
Gjw)=1-— +j2&—, (8.54)
wp Wn

lo que implica que la fase de la Ecuaci@54) es

tg_1 —2572 ], Yw < wp;
-2
n — .
Dlw) =1 2 Yo = on; (8.55)

8.3.2.1 Andlisis asintético Del analisis asintético se tiene entonces los siguientes
casos:

Caso0 < w <« wn

Obviamente, para el caso en q& w < wp, Se tiene quewﬂn ~ 0, lo cual permite
asegurar qué(w) ~ 0 en su asintota inferior.

Casow = wp

En este caso, la funcion
G(jw)| =2

lo cual asegura qu@(w) e /2, debido al hecho de que> 0.
Casow > wp

Siw > wp, la parte real d&(jw) es negativa, lo cual implica que

D(w) = 7+ tg—l[lz'f—‘”_“]. (8.56)
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De la Ecuaciénl8.56), se tiene que cuando > wp, la fracciénwﬁn > 1, lo cual se
asegura que
D(w) ~ - tg‘l(g].

wn

El limite cuando‘uﬂn tiene a infinito, es decir,

lim ®(w) = lim [n- tg—l(@)] =
Ww— 0 W— 0 w

P(w)
3
P
TT —_
I
2
] £=0,75 1
ort | £€=0,25
_n logw
5 1 10 100 10° 10* 10°
t
wn

Figura 8.20. Diagrama de Bode en fase real y asint6tico de un
factor cuadrético

La Figura8.20 presenta la curva reai(w), y asintéticad(w), del diagrama de Bode
en fase del factor cuadréatico estudiado. Observe ademés que la pendiente de la curva
asintética, la cual es representada por una curva poligonal, Ehtesfs y 10°rad/s es

x rad
de 3 gec:

8.3.3 Factor cuadrético con raices imaginarias puras

Como fue descrito anteriormente, un factor cuadratico como raices conjugadas imaginarias
esté definido por la EcuacidB.(7) de la pagin203

Por otra parte, la expresién matematica cuaB(k) es evaluada p&s= j w, viene dada
por ,

G(jw)=1-25, VweR,. (8.57)
Wn
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Debido a que el rango de la funci@{jw) es real, el estudio de su fase esta asociado al
signo deG(jw), en consecuencia,

0, VO<w<uwn;
D(w) = (8.58)
T, W > wnp.

Note que para el caso = wp, la fase no esta definida debido al hecho de que su
magnitud es cero.

8.3.4 Factor G(s) = &"

Sea nuevamente la funci@(s) : C — C definida por
G(s)=9", VseC,neZ. (8.59)
Ahora, al sustituir en la EcuacioB.69 s por jw se obtiene que
G(jw) = (jw)" = jw"el (FmuCar2kn) v, R nez, (8.60)

dondeu(-) denota la funcién escalén unitariane Z.
En consecuencia, el argumento principalG{gw) es

n
D(w) = 7” Yo eR,,neN. (8.61)

De la Ecuacioi8.61se puede concluir que

0, Vn=(4q;
3, VYn=4q+1;
D(w) = (8.62)
n, Yn=4q+2;
I, Vn=4q+3,
dondeq e N.
8.3.5 Factor G(s) = s¥/"
Sea la funciors(s) : C — C dada por
G(s)=s", VseC,neN,. (8.63)

Al sustituir en la Ecuaciér8(63) s por jw para luego determinar su fase (argumento
principal), se tiene que

D(w) = % VweR,,neN,. (8.64)

8.3.6 Método para construccion de diagrama de Bode en fase

Conocida la funcidn de transferendif(s) de un sistema LDCID definido en el dominio
continuo, ejecute el siguiente método para asi construir su diagrama de Bode en fase.
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Método 8.2 (Construccion del Diagrama de Bode en fase$ea la funcién de transferen-
cia H(s), ejecute:

Paso 1. Exprese la funcion de transferencia en factores lineales y cuadraticos, si aplica.

Paso 2. Para cada factor que contenga su término independiente, normalice cada uno
de los términos independientes de cada factor, a fin de expresarlo en su forma
canonica.

Paso 3. Sustituirs por jw enH(s).
Paso 4. Calcule la fase déd(jw).

Paso 5. Dibuje las asintotas de cada factor de acuerdo a lo estudiado en los apartes
anteriores.

Paso 6. Sume las asintotas de cada factor y dibuje la curva real.

B EJEMPLO 8.4

Considere nuevamente el sistema descrito en el Eje&bltie la pagin208§ el cual
tiene como funcidn de transferencia

s+10
H(S) = 1OS+—100, YRe [S] > -100 (865)

Para el sistema definido, determine su diagrama de Bode en fase real y asintético.

Solucion
De acuerdo al Métod8.2 se tiene que la forma candnica de la funcion de trans-

ferencia es
1+s/10

1+s/100°
Al sustituir spor jw en la Ecuaciéng.66), se consigue que

H(s) = VRel[g > —100. (8.66)

_ 1+jw/10
H(w)_1+ja)/100’ Yow e R. (8.67)

Quedando entonces la fase como

®(w) = tg L (%) - tg—l(%)), Vo eR,. (8.68)

La Figural8.21 de la pagina224 muestra las contribuciones en fase del cero
(1+s/10) en color rojo, y del polo1+s/100 en color azul. Ademas de figura
presenta el diagrama asintético en fasgy), en color verde, y en negro es mostrado
el diagrama real en fasg(w).

Por otra parte, en la Figu/&21 se denotan los puntos A, B, C y D, y cuyas
coordenadas son:-A(1,0); B= (10,7/4); C= (10Qr/4) y D= (100Q0), donde la
primera componente es medidaran/sy la segunda componente ead

Mediante el ScilaB puede obtenerse el diagrama de Bode, ademas del diagrama
de Bode en amplitud.
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Figura 8.21 Diagrama de Bode en fase real y asintotico del
Ejemplo8.4

Para realizar las adaptaciones del diagrama de Bode con el objeto de que sus
ejes sean escrito de acuerdo a las necesidades del idioma, ademas de que ambos
dominios estén erad/s, se debe ejecutar previamente el massdew. sci, el cual
se describe su procedimiento de implementacién y procedimiento para su ejecucion
en la Secci6.5 del ApéndiceA.

Una vez ejecutado el macbodew. sci dentro del ambiente del Scil&h a través
de los comandos mostrados en la Figdu2f se obtiene el diagrama real de Bode en
magnitud y en fase del sistema.

-->s=poly(0,’s’);
-->s=5/(2%%pi);
-->H=syslin(’c’,10%(s+10)/(s+100));

-->bodew(H,0.01,10000);

Figura 8.22 Comandos Scild¥ para construir el
diagrama de Bode real en magnitud y fase del
Ejemplo8.4

La Figura8.23de la pagin®25representa en su parte superior el diagrama de de
Bode en magnitud, y en su parte inferior el diagrama de Bode en fase para el sistema
bajo estudio. Note ademas que en la representacion en fase, ésta es medida en grados.
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Magni tud (dB)
B R R R RN
O N B OO®ONH»O®®O

.
ST

10 10 10 10 10 10
Frecuencia (rad/s)

60

Fase (grado)

10 10 10 10 10 10 10
Frecuencia (rad/s)

Figura 8.23 Diagrama de Bode en magnitud y fase obtenidos
mediante los comandos mostrados en la Fig.2&

Es decir, en el caso de la FigiB&23 el eje vertical correspondiente al diagrama de
Bode en fase, mostrado en la parte inferior de la figura, esta definidd2mpt&o°.

B EJEMPLO 8.5

Sea el sistema descrito en el EjemBl@ de la pagin®1Q Determine su diagrama
de Bode real y asintético en fase.

Solucién

De acuerdo al Métod®.2 se debe expresar la funcién de transferencia en su forma
candnica, para luego expresar su fase. Es decir,

S
1 1+ 2—0
H(s) = — , YRels] > -80, (8.69)
36 (1+ i)(1+ i)z
80 300

la cual al sustituir en la EcuacioB.69) a s por jw se obtiene que

H(w)= =— 20 yRe[g>-80 (8.70)
P 1) (14 Jo)
80/\" " 300
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En consecuencia, la fase de la funcién de transferencia es

d(w) = tg‘l(%)— tg‘l(%)—Ztg‘l(%)), VweR,. (8.71)

(1+%)

INEY
'

INE]

1+ )
_r |
2
~3n
1 2
] \ (1+5%)
—nd
1 logw
1 L 1 10 100 103 10* 10° 108

100 10

Figura 8.24. Representacion de los factores en fase asintético
del Ejemplc8.5

La Figura8.24muestra la contribucion en fase en el diagrama asintético de Bode
de cada uno de los factores, de acuerdo a la Ecua8i@i).( El cero(1+ %) es

representado en la figura en color rojo, mientras la contribucién de Ios(palcg%)

y (1+ 3—5‘0)2 son mostrados en color azul.

Por otra parte, la Figui&25de la pagin@22&son exhibidos tanto el diagrama de
Bode en fase asintotico en color verde como el real en negro.

Ademas en la Figui&.25son denotados los puntos de cambios de pendiente en el
diagrama asintético, y cuyas coordenadas expresadaslepara la primera com-
ponente yadpara la segunda componente. Para el célculo de las coordenadas de los
puntos, la componente de la fase que esta sobre el diagrama asintético corresponde
a los valores dé)(cu) paraw € {2,8,30,200,800 300¢ enrad/s.
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Note, que de acuerdo a la curva asintética la pendienté(de medida engz—ﬂ
esta dada por

0, Yw<2;
I V2<w<8;
) 0, V8<w < 30;
APW) _ | x y30<w <200, (8.72)
Alogw
~% y200< w < 800;
2, V800< w < 3000;
0, Vw>800

Entonces{(w) toma los siguiente valores:

®(2) = Orad;
®(8) = 2 1jog(8/2) dec= % log(2) rad;

®(30) = Zlog(2)rad;
(8.73)

®(200)= % log(2) rad- % 210g(200/30) cec= % log(3/10) rad;

(i)(800)= 5log(3/10) rad- 3T”[,%‘élog(SOQ’ZOO) cec= 7log(30/80)rad,
®(3000)= % log(30/80) rad- ’—z’g%élog(SOOQBOO) ec=—rrad

En consecuencia, de acuerdo a la Ecuad®nd las coordenadas de los puntos
son:
A=(2,0); B=(8. 3l0g(2)); C=(30, 3log(2));

D= (200 log(3/10)); E= (800 3log(30/80));  F=(300Q —7).

La Figura8.26.de la pagini22€ presenta los comandos Scildtrequeridos para
obtener el diagrama de Bode real en magnitud y en fase. Note ademés que el dia-
grama es construido mediante el comahddew, el cual no es un comando original
del ScilaBM y debe ser implementado segun lo mostrado en la SeZigrdel
ApéndiceA. No obstante, si se emplea el comahdde (H,0.01,10000) en lugar
del comandd®odew(H,0.01, 10000) se obtiene el diagrama de Bode con los rétulos
en los ejes generados por el Sciélen su forma original, aun cuando las gréaficas
de magnitud y fase son las mismas a la mostrada en la F8Rifae la pagin229
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Figura 8.25. Diagrama de Bode en fase real y asintotico del
Ejemplo8.5

-->s=poly(0,’s’);
-->s=s5/(2%%pi);
-->H=syslin(’c’,1074%*(s+20)/((s+80)*(s+300) "2));

-->bodew(H,0.01,10000);

Figura 8.26. Comandos Scild para construir el
diagrama de Bode real en magnitud y fase del
Ejemplo8.5

B EJEMPLO 8.6

Sea el sistema descrito en el EjemBI& de la pagin®14. Determine su diagrama
de Bode real y asintético en fase.
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Figura 8.27. Diagrama de Bode en magnitud y fase obtenidos
mediante los comandos mostrados en la Fig.2é

Solucién

De la funcidn de transferencia del sistema del Ejeri@atpse tiene que

S

H(s)

10(1+ 2

S

al

YRels] > -10,

(8.74)

de donde se puede identificar claramente que el parémetl%.
Al evaluar la Ecuaciér8,74) por jw, se obtiene

H(jw) =

jw

10(1

bl

(o), jz%(ﬁ@))

Yw eR.

(8.75)

Al calcular la fase, se tiene que al aplicar Ecuaci®b%) en la Ecuaciong.75),

se tiene que

Dd(w) =

1| Zan
n - > wi .
5—19 1—‘“—% s Yw < wp;
of
0, Yw = wnp;
w
_1_ g1 Zin
5—1g 1_m], Yw > wn.
“f

(8.76)
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Figura 8.28 Diagrama de Bode en fase real y asintético del
Ejemplo8.€

-->s=poly(0,’s’);
-->s=s/(2*%pi);
-->H=syslin(’c’,20%s/(s"2+20%s+200));

-->bodew(H,0.01, 10000) ;

Figura 8.29. Comandos Scildt para construir el
diagrama de Bode real en magnitud y fase del
Ejemplo8.6

La Figura8.2&presenta la curva correspondiente al dajan color rojo, la cual
es una constante de valgry la curva correspondiente a la contribucion del factor

2
At 1 s s 4 ;
cuadratlco(l+2ﬁ(m)+( \W)) ) en color azul. Ademas, la figura muestra el

diagrama de Bode en fase, tanto la curva asint6tica en color verde como la real en
negro.

Por otra parte, la Figur&8.29 muestra el conjunto de comandos Scitalgue
permite obtener tanto el diagrama de Bode real en magnitud como su correspondiente
diagrama de Bode real en fase, los cuales ambos diagramas son presentados en la
Figura8.30de la pagin@31



RESPUESTA PERMANENTE DE UN SISTEMA LDCID ANTE UNA EXCITACION SINUSOIDAL 231

Magni tud (dB)

Frecuencia (rad/s)

Fase (grado)

Frecuencia (rad/s)

Figura 8.30. Diagrama de Bode en magnitud y fase obtenidos
mediante los comandos mostrados en la Fi§.28

8.4 RESPUESTA PERMANENTE DE UN SISTEMA LDCID ANTE UNA
EXCITACION SINUSOIDAL

El concepto de respuesta en frecuencia y su significado ya ha sido estudiado previamente
en el Capituldr.

En esta seccion se aplicaran las definiciones introducidas en el Capiddiante un
ejemplo, el cual a través del diagrama de Bode en magnitud y en fase permitiran determinar
la respuesta permanente del sistema LDCID ante entradas sinusoidales.

B EJEMPLO 8.7

Considere una vez mas el sistema LDCID del Ejen&l) el cual es excitado por
una sefiak(t) y su respuesta es denotada py. Ademas, se conoce que funcién de
transferencia del sistema esta dada por

H(s) = 1OSs+ 10

TOO, YRe [S] > -100 (877)

Para el sistema descrito, determine la respuesta permanente del sistema emple-
ando los diagramas de Bodes asint6ticos y el procedimiento analitico, si su sefial de
excitacion es

X(t) =20sen(116), VteR. (8.78)
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Solucién
Para determinar la solucién analitica, sélo se debe evaluar la Ecu@di@npara
s=110rads, lo que implica que

_ s+10 10+ j110 122 i
H(j110)= 10— — =10———— =104/ —— elltly (111 (1.1)] 8.79
(U110)= 10760l 110~ 20700+ 20~ 0V 221° - (®79)

lo cual implica que .
H(j110)= 7,4299l 064716 (8.80)

Aplicando el Corolaric/.2 de la pagind 85, se obtiene que
y(t) = 148 598sen(110+0,64716) VteR. (8.81)

Ahora, basado los diagramas de Bode construidos en los Eje@ilgs8.4 se
tiene que:

Célculo basado en los diagramas asintéticos

Segun el diagrama de Bode asintético en magnitud mostrado en la Bigua
la p4gina20g,

Mgs(110)= 20dB (8.82)
Ahora, debido a que
Mgg(w) = 20 logM(w), (8.83)
se tiene que
M(w) = 10Mas(«)/20, (8.84)

Reemplazando el valor leido mostrado en la Ecuac®8Z en la Ecuacion
(8.84), se obtiene que A
M(110)= 10?920 = 10, (8.85)

Con relacion a la fase, de la FiguBa21 de la pagin€24 se tiene que segun el
diagrama de Bode asint6tico en fase,

d(w) = %rad (8.86)

Aplicando nuevamente el CorolafioZ con los datos arrojados por las Ecuaciones
(8.85 vy (8.86), se obtiene que

y(t) = 200sen(110+0,785), VteR. (8.87)

Célculo basado en los diagramas reales

De acuerdo al diagrama de Bode real en magnitud mostrado en la Biguta
la pagina20S, .
Mgg(110)= 18 dB (8.88)

lo que implica al aplicar la EcuacioB.84) que

M(110)= 10*¥?0~ 7,943 (8.89)
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Por otra parte, del diagrama de Bode en fase real, se tiene que
Dd(w) = % rad= 0,707 (8.90)

En definitiva, empleando el Corolai®?2 con los resultados de magnitud y fase
de las Ecuacione8(89) y (8.90), se obtiene que

y(t) = 158 866sen (110+0,707), VteR. (8.91)

La Figura8.31 presente la sefial de excitacigft) en color verde, y la sefial de
respuestg(t) en color azul, esta tltima de acuerdo a la Ecuad@oBj.
Note que la sefigl(t) esta adelantada 6 div con relacion a la sefia{t) para un
periodo de la sefial que correspondg & div. Es decir,
~ 0,6div
®O(w) = 2rrad=—— ~ 0,673rad 8.92
@) 5.7div ( )
En relacién a la amplitud, la curva de color azul muestra que la géfiiEne un
valor pico de3div con un ajuste de sensibilidad vertical 5i&V/div, lo que implica
gue la amplitud o valor pico de la seiyé) es

Vy( = 3 div 50 V/div = 150 V. (8.93)

Note que el adelanto medido gé) con respecto &(t), y el valor picoVy) se
aproxima en buena medida al obtenido en la Ecua@d@il).

timeDiv : Channel A : Channel B : XY
10ms/div 10 V/div 50 V/div
y(t)

ANEEEDS

\_/ 1§ /

OffsetA OffsetB OffsetC
0 0 0

Figura 8.31 Visualizacion en un osciloscopio de las sefiales de
excitacion y respuesta del sistema del Ejen&lo
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PROBLEMAS

8.1 Sea un sistema LDCID en el dominio continuo, con respuesta en frecuencia dada
por su correspondiente diagrama de Bode. Si para las frecuencia3 rad's y w; =

10 rad'slas correspondientes magnitudesddhestan definidas en el diagrama asintotico

de magnitud de Bode a través de una recta de pendl@ni®/oct, y la magnitud de la
funcion de transferencia pata es de20 dB. Entonces, la magnitud del diagrama de Bode
paraw» es

A) 18log,(L2)dB B) 20+18%)]d8
2
C) [20+18log,(¥)]dB D) [20+18log(%)|dB

8.2 Sea un sistema LDCID en el dominio continuo, el cual esta definido por su funcién

de transferencia
s—-1

H(s)= ————

© (s+1)(s?+400)

Entonces, de acuerdo a su diagrama asintoético de Bode en magnitud y diagrama asinto-
tico de Bode en fase, sus respectivos valores de magnitud y fase pak@0 rad's son

(8.94)

A) -80dB; 0 B) -40log,o(5)dB; -7

C) -80dB; -« D) ninguna de las anteriores.

8.3 Sea un sistema LDCID en el dominio continuo, el cual esta definido por su funcion
de transferencia

s-1
(s+1)(10¢ +50s+ s?)

Sila frecuenciav; esta ubicada justo@5 decpor encima deyp = 100 rad's. Entonces,
de acuerdo al diagrama asintético de Bode en magnitud y diagrama asintético de Bode en
fase, sus respectivos valores de magnitud y faseqpasan

H(s) = (8.95)

A) -100dB;-7x/4 B) -20dB;-3r/4

C) -100dB;-3r/4 D) ninguna de las anteriores.
8.4 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, con funcion de transferencia

H(s) = 10:—11(?0, VRe[q] > -100 (8.96)
Para el sistema descrito, determine:
a) diagrama de Bode del sistema empleando el S@itab
b) respuesta del sistema en régimen permanente basandose en el diagrama de Bode
arrojado por el Scilah, si el sistema es excitado con una sefiglcon expresion
matematica o modelo matematico

x(t) = cog(10Q), VteR. (8.97)
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EJERCICIOS PROPUESTOS
8.5 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, con funcién de transferencia

s+40
H(s) = 10————
© s+800°
Para el sistema descrito, determine:
a) diagrama de Bode asintético en magnitud y fase;
b) diagrama de Bode real en magnitud y fase;

c) respuesta del sistema en régimen permanente ante una excitacion dada por

VRelg > —800. (8.98)

x(t) = 2cos(400), VieR. (8.99)
8.6 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, con funcién de transferencia

H(s) = VYRels] > 0. (8.100)

1
% +90000

Para el sistema descrito, determine:
a) diagrama de Bode asintético en magnitud y fase;
b) diagrama de Bode real en magnitud y fase;
) respuesta del sistema en régimen permanente ante una excitacion dada por

X(t) = 2cos(400), VteR. (8.101)

8.7 Seaun sistema LDCID definido en el dominio continuo, con funcion de transferencia

S
% +90000

Para el sistema descrito, determine:
a) diagrama de Bode asintético en magnitud y fase;
b) diagrama de Bode real en magnitud y fase;
) respuesta del sistema en régimen permanente ante una excitacion dada por

H(s) = YRels] > 0. (8.102)

X(t) = 2cos(400), VteR. (8.103)






CAPITULO 9

RESPUESTA EN FRECUENCIA EN EL
DOMINIO DISCRETO

No sélo es importante alcanzar la meta, sino también como se llega a ella.
—Ebert Brea

El andlisis de los sistemas en el regimen permanente desde la éptica de la frecuencia
y sumado al enfoque discreto conlleva a tomar en cuenta el concepto de respuesta en
frecuencia presentado en el CapitifloEn el capitulo se estable que la representacion
de la respuesta en frecuencia en el dominio discreto es consecuencia de la transformacién
del eje imaginarigw del planos= o + jw a través de la funcién= el“T, dondeT es el
paso de discretizacion.

En este capitulo se estudia la respuesta en frecuencia de los sistemas representados
desde la perspectiva del dominio discreto, ademas de mostrar su significado en ese domi-
nio.

EL resto del capitulo esta estructurado de acuerdo a lo siguiente: en la Sedcsén
introduce el concepto de la transformada de Fourier de sefiales definidas en el dominio
discreto, la cual es tratada en la seccion a través de su relacion con la transféfirexa
la Secciér.2 se expondra el método de representacion grafica en magnitud y en fase de la
respuesta en frecuencia de sistemas lineales, dindmicos, causales, invariantes en el dominio
y deterministas (LDCID) definidos en el dominio discreto; en la Se@i&son empleados
las representaciones graficas en magnitud y en fase de la respuesta en frecuencia a objeto
de calcular la respuesta permanente del sistema bajo estudio, cuando éste es excitado por

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 237
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una sefial sinusoidal. Por Ultimo, son presentados ejemplos y ejercicios propuestos para
que a través de ellos el lector pueda medir su aprendizaje en los tépicos abordados.

9.1 TRANSFORMADA DE FOURIER EN EL DOMINIO DISCRETO

Seaf[n] una sefal real definida en el dominio discreto, la cual viene dada por

f[n] = i fs[n—K, VneZz. (9.1)

k=—o0

Entonces, la transformada de Fourier en el dominio discreto (TFDD) esta definida por

(o)

Folf[n]} = F(Q) = Z flne ™ voeRr. (9.2)

n=—co

Bajo ciertas condiciones, la TFDD esta relacionada con la transforma bilateral
debido al hecho de que la transforma bilate¥aks definida por

00

2} =F@ = Z flnjz", VvzeC, (9.3)

n=—co

donde el dominio de convergencia de la transforma bilatétalsta definidai; < |7 <r».

Observe que si la circunferencia unitaria esta contenida en la region de convergencia
de la transformada bilaterak’, la expresién de transformada de Fourier en el dominio
discreto, dada por la Ecuacic®.?), de una funcion definida en el dominio discreto puede
ser obtenida a partir de la transforma bilate?ahacienda = e, es decir, sustituyendo
por el en la Ecuaciond.).

Este hecho es el fundamento de lo tratado en este capitulo, y que sera tratado aplicandolo
al concepto de respuesta en frecuencia de sistemas definidos en el dominio discreto.

Una propiedad importante que puede ser explicada a través de un ejemplo, es en cuanto
a la periodicidad de la transformada de Fourier en el dominio discreto (TFDD), la cual es
de2r.

Por otra parte, un estudio similar puede ser desarrollado para el caso de sefiales causales
definidas en el dominio discreto, es decir, sefiales en el dominio discreto con rango igual a
cero para todo en dominio discreto negativo. En este caso, debe emplearse la definicion de
transformada unilateral derecka

Considere el siguiente ejemplo, en el cual se mostrard a través de una representa-
cion grafica vectorial, el significado de la transformada de Fourier en el dominio discreto
(TFDD).

B EJEMPLO 9.1

Sea una funcidri[n] definida en el dominio discreto con transforma#fa

z+1 3
F@=——5. Vld> (9.4)
-7
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Represente en el plazda transformada” y represente graficamente el significado
de la TFDD de la funciorf[n].

Solucién
A objeto de hacer una representacion grafica del significado de la TFDD, se

expresara la Ecuacioi®.d) de una forma genérica, para asi poder interpretar la
Foi{x[n]}, guedando entonces como

AR/
F@= . VIZd > Ipol, (9.5)
Z— o
dondez, = -1y po = 3.
2| = 1.50 7
w(z) = 0.79
Z — Po
1 T
|F(Q) = 2.10 2.32
o(F(Q)) = —0.81 = 048
1.11

1.29

i i6 Afi 3 gin/4
Figura 9.1. Representacion grafica para el caso3; e’

La Figura9.1 muestra el caso cuando= %ej”/“, lo que al evaluar le Ecuacion
(9.5) para ese valor de se tiene

Selmhil

2- "~ ~210e 081 (9.6)
34 3 >
seirt-3

F(2 3 gie =

En cambio, en la Figur@.2 de la pagina24C se representan los vectores que
conforman la funciorF () cuandaz = el™/4,

el"/4+1

F(2 ein/4 = ein/4 _ %

=2 61e 1124 (9.7)
Note que el valor indicado en la Ecuacidh) puede ser también obtenida al
calcular las magnitudes y angulos de los vectareg, y z— po, l0s cuales estan
representados respectivamente en color azul y rojo, para asi determinar la magnitud
de F(el"”4) mediante el cociente de la magnitudziez, dividida entre la magnitud
dez— po, y el angulo deF(el”/4) se obtiene haciendo la diferencia del angulo de
Z—Z, menos el &ngulo de— po.
En general, y para cualquier valor de frecuencia, la TFDD puede ser determinada
en este ejemplo a través de
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Jy

|z| = 1.00
p(z) = 0.79

[F(Q)] = 2.61 Zz— 20| = 1.85
p(F(Q)) = —1.24 ©(z—z0) = 0.39
[z —pol = 0.71

p(z —po) = 1.63

Figura 9.2. Representacion gréfica para el casoel™4

jQ
F=2"1 vaer 9.8)
elo -2
Observe ademas la periodicidad &e que presenta la funcioR(Q2), debido
al hecho de que cada giro completo 2e el puntoz = e/ esta ubicado en el
mismo punto, y en consecuencia el valorkig2) es el mismo. Este hecho puede
ser expresado matematicamente como

F(Q) =F(e?)=F(e/@), vkez. (9.9)

9.2 REPRESENTACION DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA

Sea un sistema lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID)
definido en el dominio discreto, el cual se conoce o puede determinarse su funciéon de
transferencia en el dominio de la transformatia

A tal efecto, para determinar la respuesta en frecuencia de un sistema LDCID definido
en el dominio discreto, debe seguirse el siguiente método.

Método 9.1 (Determinacion de respuesta en frecuencig§ea la funciéon de transferen-
cia H(2), ejecute:

Paso 1. Sustituya la variablez = e™/N en |a funcién de transferencia, dondié es el
namero de puntos a evaluar.

Paso 2.Para cadan=0,...,N -1, calcule la magnitud y fase de(z)|zzejm,N.

Paso 3. Dibuje cada figura correspondiente a la respuesta en magnitud y fase.
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B EJEMPLO 9.2

Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto con funcién de transferencia

z+1 21

H? =% —. 9.1
@ 5z > (9.10)

26

Representa graficamente la respuesta en frecuencia del sistema.
Solucion

A objeto de obtener la respuesta en frecuencia, debe evaluarse la funcion de
transferenciaH(2) para todoz = €7, dondex € R esta definido en el intervalo
O<x<m.

Es decir, _

e 41
H(Z)|Z:ej>(ﬂ = m, VOS X< . (9.11)

De la Ecuaciong.11) se puede obtener la magnitud y fase para luego realizar las
correspondientes representaciones gréficas.

En consecuencia, la expresion de la magnitud de la Ecuégibt) €s

2 2
M(x) = V(L+ cosgn))? + (sen &) . Vo<x<r. (9.12)
V(~8.4+ 10,4 cosfr))? + (10,4 sen k)2
Por su parte, para el célculo de la fase se tiene
O(x) = Arg (€™ + 1)— Arg(10,4e>" —8,4), YO<x<n. (9.13)

Observe que en las Ecuacion8slf) y (9.13) viene a ser
x:%, vn=0,1,...,N-1, (9.14)

dondeN es el nimero total de datos.

No obstante, para lograr obtener una representacion grafica en magnitud de la
respuesta en frecuencia, se emplearon los siguientes comandogVseitadtrados
en la Figuréd.3.

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")
-—>deff("[M]=£f(x)","M=abs((z(x)+1)/(10.4*z(x)-8.4))")
-—>x=[0:0.025:10]%%pi/10;

-->fplot2d(x,f);

non

-->xtitle(’’,"Omega","Magnitud")

Figura 9.3. Comandos Scildh! para obtener dia-
grama en magnitud de la respuesta en frecuencia del
Ejemplo9.2
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Orega

Figura 9.4. Diagrama en magnitud de la respuesta en frecuencia

La Figural9.4 muestra una representacion grafica en magnitud de la respuesta
en frecuencia del sistema definido por la funcién de transferencia expresada en la
Ecuacion9.10. Note que el eje horizontal esta definido en cantidades teque
es corroborado al observar la magnitud de O para un valor de 1 en la escala horizontal,
es decirM = 0 paral .

Por otra parte, para disponer del diagrama en fase de la respuesta en frecuencia
del sistema se requiere ejecutar los siguientes comandos™Sqil@sentados en la
Figura9.5.

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")
-—>deff("[R]=r(x)","R=real ((z(x)+1)/(10.4*z(x)-8.4))")
-—>deff("[I]=1(x)","I=imag((z(x)+1)/(10.4%z(x)-8.4))")
-—>deff("[A]l=a(x)","A=atan(i(x),r(x))")
-->x=[0:0.025:10]*%pi/10;

-->fplot2d(x,a);

-->xtitle(’’,"Omega","Fase (rad)")

Figura 9.5. Comandos Scild®y para obtener el dia-
grama en fase de la respuesta en frecuencia del
Ejemplo9.2

La Figura9.6 muestra el resultado reportado por el Scitakel diagrama en
fase del sistema. Note que el eje vertical esta medid@eyn no en grados como
normalmente lo presentaria el Scildb
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Fase (rad)

Orega

Figura 9.6. Diagrama en fase de la respuesta en frecuencia del
sistema

9.3 RESPUESTA DE SISTEMA MEDIANTE LA RESPUESTA EN
FRECUENCIA DE SISTEMAS

El problema a estudiar esta centrado en el hecho de que si un sistema LDCID definido en
el dominio discreto es excitado por una sefial sinusoidal definida en el dominio discreto,
el cual después de un largo tiempo la sefial, de tratarse de ser un sistema estable, debe
estabilizarse. Este concepto fue estudiado a través del teorema y corolarios presentados en
la Secciorir.2 del Capitula?.

En esta seccién se emplearan los conceptos presentados en el (Fap#&lnpleo de
la representacion grafica de la respuesta en frecuencia introducida en la 8eZ.cién

Para determinar tal respuesta, considere la sefial en el dominio discreto,

x[n] = Asenfn)u(n), ¥YneZz (9.15)

Siun sistema LDCID definido en el dominio discreto es excitado por la sefial sinusoidal
dada por la Ecuacio®(15), y la funcion de transferencld(z) del sistema es conocida, se
tiene que la respuesta del sistema después de un largo periodo es

yIn] = AIH (@) -cis SENPN+ D(D)|,-cis), YNEZ, (9.16)
donde la funcién de transferencia del sistef{d), esta dada por

H@ = H(@)e/*? (9.17)
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B EJEMPLO 9.3

Sea el sistema LDCID definido en el Ejem@8@. Si el sistema es excitado por una
sefial definida en el dominio discreto de expresion

x[n] = i 4cos(15k)6[n-kK], VneZ, (9.18)

k=—o00

Determine la respuesta del sistema en régimen permanente.

Solucién
Empleando el Corolari@.3de la pagind 91 se tiene que

y[n] = i 4H(e*®)] cod 1,5n+ dp(el5)|o[n-K], VneZ (9.19)

k=—oo
donde, de las Figur&4y[9.€ se tiene que

M(1,5) = [H(e!*®)|= 0,1
, (9.20)
®(1,5) = Op(elld) = 1,4 rad

Sustituyendo los valores mostrados en la Ecua@o2() en la Ecuaciénd.19
se obtiene que

y[n] = Z 0,4 cos(15n+1,4)5[n-kK], VneZ, (9.21)
k=—oo
PROBLEMAS
9.1 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto con funcion de transferencia
hz+1
H(Z) = Eﬂ’ Y|Z > 1, (922)

donde el periodo de discretizaciéa®l s
Si el sistema es excitado con un sefial de expresion

x[n] = i sen(05k)s[n—k], VYneZ. (9.23)

k=—o00

Determine:
a) respuesta en frecuencia del sistema empleando el B¢jlab
b) respuesta del sistema en régimen permanente ante la excithgion

9.2 Sea un sistema LDCID definido en el dominio discreto con funcién de transferencia

9,4(z-1) 21

vid > =, (9.24)

D =T02:-84

con un paso de discretizaciér= 103 s,
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Si el sistema es excitado con un sefial de expresion

x[n] = i cos(Q5k)s[n—-k], VYneZ. (9.25)

k=—c0

Determine:
a) respuesta en frecuencia del sistema empleando el B¢jlab
b) respuesta del sistema en régimen permanente ante la excifgion

EJERCICIOS PROPUESTOS
9.3 Considere el sistema LDCID definido en el dominio discreto y cuya funcion de
transferencia es

H=——, VIZd>=. (9.26)

Si el sistema es excitado con un sefial de expresion

x[n] = Z co2(0,5K)[n-K], YneZ. (9.27)
k=—oo
Determine:
a) representacion grafica de la respuesta en frecuencia del sistema;
b) respuesta en frecuencia del sistema empleando el 8¢ilab

c) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la sefial de la Ecuacion
(9.27).

9.4 Seaunsistema LDCID definido en el dominio discreto y con funcion de transferencia

H@Q=——=, ViZ>3. (9.28)

Si el sistema es excitado por la sefial

X[n] = i [cos(Q5K) + sen(Q5K)] 6[n—K], VneZ. (9.29)

k=—o00

Determine:
a) representacién grafica de la respuesta en frecuencia del sistema;
b) respuesta en frecuencia del sistema empleando el 8¢ilab
¢) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la sefial de la Ecuacion
(9.29.

9.5 Seaunsistema LDCID definido en el dominio discreto y con funcién de transferencia

H@ = —2, Vz>-=. (9.30)
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Si el sistema es excitado por la sefal

x[n] = i sen(025k)6[n—k], VYneZ. (9.31)
k=—oo

Determine:
a) representacion grafica de la respuesta en frecuencia del sistema;

b) respuesta en frecuencia del sistema empleando el 8¢&ilab
c) respuesta del sistema ante la excitacion definida por la sefial de la Ecuacion

(9.3)).
9.6 Considere el sistema LDCID definido en el dominio del tiempo continuo mostrado
en la Figured.7

Ry L
_M_’"'

x(t) @ ¢ == Ry Z y(t)

A

Figura 9.7. Red eléctrica conformada por elementos pasivos

Si considera que los valores de los parametros asociados a los elementos eléctricos del
sistema sorR; = 10 kQ, R, =30 kQ, L =1 mHy C =33 uF, y x(t) representa la excitacion
del sistema, y la respuesta del sistema es denotaddtpor

Por otra parte, se tiene que la excitacion del sistema, medidaes

X(t) =5sen (1000, VteR. (9.32)

Si el sistema de la figura es discretizado por integracion trapezoidal a razén de un
intervalo de discretizacioh= 33 ms
Determine:
a) funcion de transferencia del sistema discretizado;
b) representacion gréafica de la respuesta en frecuencia del sistema discretizado;
¢) respuesta en frecuencia del sistema empleando el 8¢ilab
d) respuesta del sistema ante la excitacion definida por discretizacion de la sefial de

la Ecuacion9.32).



CAPITULO 10

ANALISIS DE SENALES EN EL DOMINIO
DE LA FRECUENCIA

Detenerse a apreciar la naturaleza y percibirla en la més pura paz, hace que este bello mundo que
nos rodea pueda ser cada dia una nueva experiencia de vida. Haz que estos momentos sean nuevas
experiencias en tu vida, y asi podras encontrarte a ti mismo.

—Ebert Brea

Jean Baptiste Joseph Fourier

Existen dos perspectivas basicas para el andlisis de sefiales: la primera es la relativa al
andlisis en el dominio continuo o discreto del tiempo, y la segunda es la referente al analisis
de las sefales en el dominio de la frecuencia, tanto en su dominio continuo como discreto.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 247
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.
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Una de las teorias mas empleadas en el analisis de sefiales desde la 6ptica de la frecuen-
cia es la transformada de Fourier, llamada asi en honor a Jean Baptiste Josep*Kourier
a su contribucion en la denominada series de Fourier, que ha tenido un importante lugar en
el andlisis de las sefiales tanto en el dominio continuo como en el discreto. Sin embargo, es
importante sefialar que de acuerdo etmdemaret all (1985, uno de los pioneros en el
analisis de fenémenos oscilatorios a través de lo que hoy se conoce como series de Fourier
fue Euler.

Algunos materiales histéricos que el lector puede estar interesado en revisar son los
presentados p#fahang2007) y/Duoandikoetxeé2007), los cuales presentan una sintesis
de algunos hechos que hicieron que la teoria de las series de Fourier haya alcanzado su
importancia en el andlisis de sefiales.

En este capitulo se desarrollara un conjunto de conceptos en lo referente al analisis de
sefiales desde la 6ptica de la transformada de FourierBF€3, 2006 Capitulo 4).

Lo que resta de este capitulo esta estructurado de acuerdo a: en la G€ridide
presenta un breve repaso de la definicion de la TF en el dominio continuo para asi es-
tablecer la notacion que es empleada en el capitulo; en la Seb@iBise introduce un
criterio de clasificacién de sefiales desde la perspectiva de su contenido de energia para
lo cual deben enunciarse algunas definiciones; en la Set6iarse establecen algunos
modelos matematicos que permiten representar matematicamente sefiales periddicas defi-
nidas en el dominio continuo; en la Seccitih4 se estudia detenidamente la simetria de
sefiales periédicas con el propdsito de explicar la presencia de componentes de frecuencias
en las sefiales de acuerdo a su simetria, y empleando estas definiciones de simetria se
podran analizar los resultados obtenidos en el calculo de series de Fourier; en la Seccion
10.5 se desarrollara el concepto de serie exponencial de Fourier a partir del concepto
de transformada de Fourier de sefiales en el dominio continuo; en la S@€ceise
reexpresara las series exponencial de Fourier para que de este modo pueda definirse las
series trigopnométrica de Fourier; en la Secd@ni/ se revisard brevemente el estudio de
convergencia de las series de Fourier asi como el fenédmeno de Gibbs, el cual explica el
comportamiento de las series de Fourier en la vecindad en donde la sefial es discontinua;
en la Seccidil0.8son introducidos los conceptos empleados para el calculo de energia
normalizada y potencia promedio normalizada de una sefial periddica para lo cual se
enuncia y demuestra el teorema de Parseval para el célculo de la energia normalizada
de sefiales reales, y la potencia normalizada de sefiales reales periddicas. Finalmente, el
capitulo incluye una seccién de problemas y ejercicios propuestos, los cuales permitiran
reforzar los conocimientos adquiridos por el lector.

10.1 PRELIMINAR: TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicion 10.1 Seaf una funcion real definida en el dominio continuo, dig&é® defi-
nida en el dominid. Entonces, la transformada de Fourier (TF) se define como

Z[1()] = F(w) = I T Hetdt, Voo << oo (10.1)

16Jean Baptiste Joseph Fourier, naci6 el 21 de marzo de 1768 en Auxerre, Bourgogne, Francia y fallecié el 16 de
mayo de 1830 en Paris. El retrato fue obtenidaitties://commons.wikimedia.org/
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De la definicién anterior puede notarse qué($) es una funcion reak (w) puede ser
definida claramente por

F(w) = Rw) + jX(w) = I " £ty cosgt)dt- | I T fsen@hdt  (10.2)

Adicionalmente, la funciorr (w) es usualmente representada por medio de su espectro
de magnitud o amplitud, denotado p&fw), y su denominado espectro de fase, el cual es
denotado pod(w) en virtud de que usualmente se define como su argumBagmo(lis
1962). De esta forma la funciok(w) es usualmente definida como:

F(w) = Aw)el®@),

A(w) = |F(w)] = + 1| R3(w) + X3(w); (10.3)

y ®(w) es dada por su argumento para teds 0, como

donde:

—/2+7Sgn ), VYR(w) =0, X(w) > 0;
n/2+7mSgn ), YR(w) = 0,X(w) < 0;
O(w)={ 07 [R]-2ru(-w),  VRw)>0,X(w)>0; (10.4)
tg? %] +27u(w), YR(w) > 0, X(w) < 0;
tg~t %] +7SgN W), YR(w) < 0.

Note queu(x) denota la funcién escalén unitario en el domiRio
Sin embargo, la funciék (w) puede estar definida en términos mas generales como:

F(w) — A(w)ej[(D(w)+2k7rSgn @))] ,

dondek=0,+1,+2,...

Observacion 10.1 (Determinacién deb(w)) Puede tomarse como regla general, y al me-
nos es el punto de vista empleado por el autor, a objeto de determinar el argud@sto

el signo dew, en virtud de que cuande > 0 se supondra que la determinacion del angulo

0 argumento de la cantidad compldfgw) debe hacerse en sentido antihorario. Mientras
gue siw < 0 se supondra que la determinacion del argumento de la cantidad compleja
F(w) debe hacerse en sentido horario.

Observacion 10.2Cuandow = 0, R()l,=o = [, f()dty X(w)l,=0 = 0, es decirF(w) =
R(w) paraw = 0.

Observacion 10.3 (Argumento cuandaw = 0) En el caso quev sea igual a cero la fase
de la transformada de Fourier es definida como

(o VYF0)>0;
(D(O)_{}], VF(0) < 0.
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No obstante, los valores limites para el cd5®) < 0 estan dados por

lim ®(w + €)|,,-g = 7, Iim ®(w —€)|,-0 = —n.
i (W+E)ly=o=m Y i (W=€)ly=0=-7

Observacion 10.4La definicion de TF puede ademas ser establecida de manera general
para funciones complejas. Sin embargo, en esta obra sera supuesto que las funciones son
reales.

Definicién 10.2 (Transformada inversa de Fourier) La conocida férmula de inversion
o formula de transformada inversa de Fourier, permite representar cualquier furf¢tpn
por medio de la TF de la funciofi(t), es decir,

f(t) = Z " F(w)] = 2—1ﬂ I " E(w)e“do. (10.5)

En cuanto a las propiedades de la transformada de Fourier, las mismas pueden ser
estudiadas erBfeg 2006); (Oppenheirret al),[199§).

10.2 TAXONOMIA DE SENALES DESDE SU CONTENIDO DE ENERGIA

Uno de los criterios aplicados en la clasificacion de las sefiales esta basado en su contenido
de energia. Al respecto, es necesario establecer algunas definiciones de energia y potencia
promedio normalizada de una sefial.

Definicién 10.3 (Energia normalizada de una sefialpeaf(t) : R — R una sefial deter-
minista y definida en el dominio del tiempo continuo, en donde no necesariamente corres-
ponde a una funcioén continua. Entonces, la energia normaliEade la sefial realf (t) es
determinada por

E= f " f2(t)dt. (10.6)

Definicién 10.4 (Potencia promedio de una sefialpeaf(t) : R — R una sefial determi-

nista y definida en el dominio del tiempo continuo, en donde no necesariamente corres-
ponde a una funcién continua. Entonces, la potencia promedio normalRadda sefial

real f(t) es determinada mediante

1 T/2
P=lim= f f2(t)dt. (10.7)
T T Jg/2
Desde el punto de vista de la ingenieria eléctrica las Definicid@sy 10.4 pueden
ser interpretadas respectivamente como la cantidad de energia y de potencia promedio
disipada en una resistencia €, en virtud de que la potencia instantanea, denotada por
p(t), disipada sobre una resistencias determinada por

o) = rliy? = MO,

(10.8)
dondei(t) representa la sefial de corriente que atraviesa la resistengtqeg en conse-
cuencia la sefial que representa de la diferencia de potencial eléctrico a la cual estd sometida
la resistencia en cada instante de tiempo
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Es importante sefialar que la relacion que se mantiene entre la sefial de tension eléctrica
v(t) € R aplicada sobre una resistencig la corriente eléctricit) € R que atraviesa a la
resistencia, viene definida por la ley de Ohm(t) = ri(t) para toda € R. Ademas note
gue en el caso en que= 1Q, la potencia normalizada instantdnea esté definida por los
valores de rango de la sefal al cuadrado. Es decir,

p(t) = [V = [V()]>, (10.9)

Definicién 10.5 (Sefial de energiaje dice que una sefial es de energia cuando su energia
es finita, es decir, si

E= f " f2(t)dt < oo. (10.10)

Definicién 10.6 (Sefial de potencialJna sefial de potencia es aquella que es capaz de
entregar energia infinita, es decir, cuando

E= f N f2(t)dt — oo. (10.11)

Observacion 10.5Si la sefialf(t) es medida e\ o enV, la energia normalizada debe
ser medida edy la potencia promedio normalizada &.

Maés aun, si por ejemplo una sefigt) es medida emV. Entonces, su energia norma-
lizada es medida epJy su potencia promedio hormalizada giV.

B EJEMPLO 10.1
Sea una sefidl(t) : R — R definida por
f(t) =50u(t-2), VteR, (10.12)

medida ermV.
Determine su energia normalizada y potencia promedio normalizada, y clasifique
la sefial de acuerdo a su contenido de energia.

Solucién

De la Definiciéril0.3de la pagin®50se tiene que

E= f f2(t)dt = f [50p(t — 2)mV]2dt = 2500 f pa(t—2)dt pd. (10.13)
De la EcuacionX0.13 y empleando la definicién de pulso rectangular se tiene

que
6

E=2500| dt10°%J=10mJ=0,014 (10.14)
t=—2

Para el calculo de la potencia promedio normalizada se tiene, que al aplicar la
Definicion/10.4 de la pagind®50, entonces la potencia promedio normalizada de la
sefialf (t) es

1 T/2 )
P=lim —f [50m(t—2)]“dt, (10.15)

T T T/2
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lo que implica que

P=lim 1f4 [50p(t—2)]2dt=0W. (10.16)
-2

T—00 T

En consecuencia, la sefial definida por la Ecuacidnlf) corresponde a una
sefial de energia.

B EJEMPLO 10.2
Sea una sefidl(t) : R — R definida por
f(t)=6(t—2), VteR, (10.17)

medida erV.
Calcule su energia normalizada y su potencia promedio normalizada. Clasifique
ademas el tipo de sefial desde la perspectiva de su contenido de energia.

Solucién

Un forma para determinar la energia normalizada de la sefial es a través de la
definicién de una sucesion de funcidn que permita representar la funcion delta de
Dirac.

Por ejemplo, considere

L vh<s
f(t)=1 26 (10.18)
0,

Yt > e.
Al sustituir la Ecuacién10.18) en la Ecuacion10.17) se tiene que

lim, Vit-2/<e;
f(t)=limf(t-2)={ #l0 (10.19)
el0 0, V[t-2| > e.

En consecuencia, al emplear la Definictii.3 bajo la consideracion de que la
sefialf (t) viene definida por la Ecuacidi@.19, se tiene que

2+ 1
E= f lim-—dt. (10.20)
2-¢ €0 4g2
Como la operacién limite no depende del proceso de integracion, y sumado a que
supone que ambas operaciones convergen, se puede decir que

2+e

1 1
E=lim— dt=Ilim— 10.21
£l0 4e2 Jo_, l0 4e # oo ( )

Por otra parte, a objeto de determinar la potencia promedio normalizada, se em-
pleara el mismo enfoque que el utilizado para determinar la energia normalizada.
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Al aplicar la Definiciéril0.4 se tiene entonces que

2+ 1
P=lim —f lim-—dt. (10.22)
=00 T Jo_o &l0 4g2
Al intercambiar la operacién de integracion y limite, se obtiene que
1, 1 (% 1, 1 1
P=lim -lim— dt=lim =lim— = limlim-— < o (10.23)

o000 T ¢|0 4e 2 ¢ 700 T |0 T g0 T

De acuerdo a lo establecido anteriormente, la sefal es considerada una sefal de
potencia debido al hecho de contener energia normalizada no acotada.

B EJEMPLO 10.3
Sea una sefdl(t) : R — R definida por
f(t)=u(), VteR, (20.24)

medida erV.
Calcule su energia normalizada y su potencia promedio normalizada. Clasifique
ademas el tipo de sefial desde la perspectiva de su contenido de energia.

Solucién

Nuevamente, aplicando la Definicid.3se tiene que

00 T
E= f u’(t)dt = Jim f dt ¢ co. (10.25)
—o0 —0 Jo

En cuanto al calculo de la potencia promedio normalizada se tiene que de la
Definicién10.4

1 7/2 1 7/2
P=lim -f wi(t)dt= lim -f dt=1w. (10.26)
T—00 T —T/2 T T O
Debido a que la sefial tiene una energia normalizada no acotada, se puede afirmar
gue la sefial es una sefial de potencia.

10.3 SENALES PERIODICAS

El estudio y analisis de sefiales periddicas constituye uno de los tantos aspectos que todo
ingeniero y cientifico debe enfrentar, para lograr tener una vision mas exacta de los fené-
menos de las sefiales sobre los sistemas. En esta seccién se estudiaran las sefiales periddicas
desde su definicién y modelacién en tiempo, como su analisis en el dominio espectral.

Definicion 10.7 (Sefal periédica)Seaf(t) : R — R una sefial determinista y definida en
el dominio del tiempo continuo, en donde no necesariamente corresponde a una funcion
continua. Se dice qui(t) es una sefal periédica si

f(t)= f(t-nT), VteR,
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donden € Z representa el nUmero de la extension periddica.

Definicion 10.8 (Extension periddica principal) Seaf (t) : R — R una sefial determinista,
periédica de periodd y definida en el dominio del tiempo continuo, en donde no nece-
sariamente corresponde a una funcion continua. Se dice que la extensién principal de la
sefial periddicaf (t), la cual es denotada padfp(t), esta definida por

f(t), Vio<t<to+T;
fo(t) =

o, en otros casos.
dondetgy € R es un instante cualquiera de referencia.

Definicidén 10.9 (n-ésima extension periodica Beaf(t) : R — R una sefial determinista,
periddica de periodd y definida en el dominio del tiempo continuo, en donde no necesa-
riamente corresponde a una funcién continua. Se dice que la n-ésima extensién periédica
de la sefalf (t), la cual es denotada paix(t), esta definida por

fo(t—nT), Vip+nT <t<to+(n+1)T;
fn(t) =
0, en otros casas

De acuerdo a la Definiciéh0.9 se tiene que una sefial periddica puede ser modelada
empleando la siguiente expresion matematica.

fM= ) fa)= > fot-nT), VteR, (10.27)
N=—oc0 N=-0c0
donden € Z representa el subindice de la n-ésima extension periddica.
Aplicando el modelo mostrado a través de la Ecuaci@nd3), se puede afirmar que el
modelo matematico correspondiente a un tren unitario de impulsos de Dirac, con periocidad
Tes

(e8]

5T(t) = Z s(t-nT), VteR, (10.28)

[

dondest (t) denota el tren de impulsos unitarios de periddo

f(t)
- A
A 0N A4
| | | | | !/
37 9T _T O T 9T 3T t

Figura 10.1 Sefial periddica diente de sierra

Lema 10.1 (Sefial periédica)Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periddica de pe-
riodo T y definida en el dominio del tiempo continuo, en donde no necesariamente corres-
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ponde a una funcién continua. Entoncég) puede ser modelada por
f(t) = fo(t) xo7(t), VteR, (10.29)

dondefy(t) es la extension principal de la sefif(t), y 61 (t) representa el tren unitario de
impulsos de Dirac con expresion matematica definida por la Ecugdior§.

Demostracion.Se sabe que g(t) :R - R
g(t) x5(t—To) = f g(r)é(t—7—To)dr, (10.30)

el cual al hacer el cambio de variabte= t — 7 — Tp, se tiene qualx = —dr y ademas

T=t—-x-To.
Este hecho permite asegurar que la Ecuacd®n3(), puede ser reescrita como

g(t) +6(t—To) = f T glt— x=To)s()dx = gt - To). (10.31)

Tomando en cuenta la Ecuacid@®(3]), se puede afirmar que

fo() *8(t—nT) = fo(t—nT), VteR, (10.32)

donden € Z es un entero cualquiera.
Si la operacién de la Ecuaci¢hd.32), se establece para todos los posibles valores de

y son sumados, se obtiene que

(o) (9]

Z fo(t) *5(t—nT) = Z fo(t—nT) = f(t), VteR. (10.33)
Por otra parte,
i fo(t) * 5(t—nT) = fo(t) = i S(t—nT) = fo(t) xo7(t), VteR. (10.34)

De las Ecuacioned 0.39 y (10.39), se tiene que
f(t) = fo(t) xo7(t), VYteR.

Lema 10.2 (Transformada de Fourier de un tren de impulsos unitarios)Sea una sefial
periddica de periodd definida por un tren de impulsos unitarios. Entonces, su transfor-

mada de Fourier corresponde a

F[67(1)] = wobwe(w) = wo i 6(w—nwp), YweR, (10.35)

N=—o0
dondewp = .

Demostracion.\Véase Papouli$[1962, Pagina 44)m
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Teorema 10.1 Sean dos funcionet) : R —» R y g(t) : R —» R ambas no necesariamente
continuas en todo el dominio. B{w) = .Z[f()] y G(w) = .-#[g(t)], entonces,

Ff)+9(t)] = F(w)G(w), YweR.

Demostracion.A objeto de demostrar el teorema se propondra determinar la transformada
de Fourier de la convolucion dgt) cong(t), quedando

Ff@)=g(t)] = ft: fi f(D)g(t—7)dre @ldt, VweR.

Bajo el supuesto de que ambas integrales convergen, puede intercambiarse el orden de
integracion, obteniendo

00

ZLEO)*gM)] = f i) [ gt-rei“didr, VweR. (10.36)

T=—00 t=—0c0

Si a la integral interna de la Ecuaciéh0(36, se le ejecuta el cambio de variake
t—7, se tiene quét=dxy t = x+ 7, obteniéndose que

FIFO) 0] = f 0 [ gme e dxdr, Vo ek,
T=—00 X=—00
lo cual conduce a
FF() «g(t)] = f f(r)e l“Tdr f g(x)e %dx, YweR. (10.37)
X

T=—00 =—00

Quedando la Ecuacioi.37),
FITt) «9(t)] = F(w)G(w), YweR. (10.38)

]
Ahora, se introducira un teorema que permitira establecer la equivalencia que existe al
ejecutar integrales sobre un periodo.

Teorema 10.2 Seaf(t) : R — R una sefial periddica de periodo> 0. Entonces:

i)
f ’ f(t)dt = f r f(t)dt, (10.39)

a+nT

donde obviamente < 8 y ambos son reales,rytiene el mismo significado al presentado
en la Definiciénl0.7de la pagina253

ii

) y+T/2 +T/2

f f(t)dt = f f(t)dt, (10.40)
y-T/2 -T/2

b

Demostracidon.Parte i) Debido al hecho de quét) es periédica, se puede afirmar que

. T
dondey e {xeR: -7 <Xx<

Nl

f(t)= f(t—nT), VteR, (10.41)

donden € Z representa la posicion de la extensién periodica.
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Si se define la variable= T — nT, entonces al considerar la integral
3 SB+nT
f f(t)dt= f f(r—nT)dr. (10.42)
a a+nT

Debido a la propiedad de periodicidad t{#), se tiene que al aplicar la Ecuacid®(41)
en la Ecuaciéni0.42), la

B B+nT B+NnT
f f(t)dt= f f(r)dr = f f(t)dt, (10.43)
1% a+nT a+nT
por cuantor es una variable muda de integracién y ésta puede ser camitiada a
Parte ii) Para demostrar lo enunciado, se estudiaran dos posibles cas&$ pgmero

considera que% <y <0. Entonces, al subdividir el intervalo de integracion de la integral
del lado izquierdo de la Ecuaciéhd.4() se tiene que

+T/2 -T/2 +T/2
f f(t)dt = f f(t)dt+ f f(t)dt. (10.44)
y-T/2 y-T/2 -T/2

Aplicando la Ecuacion10.43 bajo el caso particular de= 1 en la integral definida
desdey — T/2 hasta-T/2 de la Ecuacionl0.44), ésta arroja que

v+T/2 T/2 v+T/2 T/2
f f(t)dt= f f(t)dt+ f f(t)dt = f f(t)dt. (10.45)
y-T/2 y+T/2 -T/2 -T/2

Para el caso en k< y < % se obtiene que al subdividir el intervalo de integracion de
la integral del lado izquierdo de la Ecuaci®.40

+T/2 T/2 y+T/2
f f(t)dt = f f(t)dt+ f f(t)dt. (10.46)
y-T/2 y-T/2 T/2

Nuevamente, al aplicar la Ecuacidt0(43), pero en este caso caor= —1, y sobre la
integral definida desd&/2 hastay + T/2 de la Ecuaciéon0.4€), se consigue que

y+T/2 T/2 y—T/2 T/2
f f(t)dt= f f(t)dt+f f(t)dt= f f(t)dt. (10.47)

y-T/2 y-T/2 -T/2 -T/2

|
Corolario 10.1 Seaf(t) : R — R una sefial perioddica de periodo> 0. Entonces,
T/2 To+(N+1)T
f f(t)dt:f f(t)dt, VneZz, (10.48)
-T/2 To+nT

dondeTge{xeR:-T <x<0}L

Demostracion. Permitiendo quey = T0+% en la Ecuacién10.4() del Teoremel0.2
cuando-T <Tp <0, se llega a que

T/2 To+T
f f(t)dt= f f(t)dt. (10.49)

T/2 To
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Por otra parte, al aplicar la Ecuacid®(39 del Teoremd0.2a la Ecuacién0.49, se

obtiene que
T/2 To+(n+1)T
f f(t)dt= f f(t)dt. (10.50)
-T/2 To+nT

10.4 SIMETRIA DE SENALES PERIODICAS

El estudio de la simetria en sefiales periddicas permite explicar de un modo riguroso los
resultados obtenidos en el analisis de sefales.

Definicion 10.10 (Componente continua)la componente continua de una sefial repre-
senta una parte de la sefial que no esta sometida a oscilacién alguna. La misma se deter-

mina a través de
7/2

foc(t) = lim f f(t)dt. (10.51)
T—00 T 2

-7/

En el caso de sef(t) : R —» R una sefial determinista, periédica de periodpla
Ecuacion(10.57), se simplifica a

T/2
foc(t) = % f ) f(t)dt. (10.52)

La Ecuacién(10.52) puede ser facilmente estudiada a través del L&théde la pagina
289 el cual es empleado para el caso del calculo de potencia de sefiales periddicas.

10.4.1 Simetria de onda par

Seaf(t) : R — R una sefal determinista, periddica de periddpdefinida en el dominio
del tiempo continuo. Se dice que la sefial periédi@@ posee simetria de onda par si
cumple con

f(t)= f(-t), VteR. (10.53)

F(®)

—3T T T 3T
= T 0 3 T 5 f

Figura 10.2 Sefal periddica par

La Figural0.2muestra un ejemplo de una sefial con simetria par, con la cual el lector
puede verificar la condicion de paridad de la sefial mediante la Ecud€id)(
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10.4.2 Simetria de onda impar

Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periddica de periddpdefinida en el dominio
del tiempo continuo. Se dice que la sefal periodifth posee simetria de onda impar si
cumple con

f(-t)=—f(t), VteR. (10.54)
f(®)
Th
=51 =R =T 0 T a 3T t
4 2 4 4 2 4
+ —h

Figura 10.3 Sefal periddica impar

Mediante el empleo de la Ecuaciéb0(54 puede verificarse facilmente que la sefal
mostrada en la Figui®0.3corresponde a una sefial con simetria impar.

10.4.3 Simetria de media onda

Seaf(t) : R — R una sefial determinista, peridédica de periddpdefinida en el dominio
del tiempo continuo. Se dice que la sefial periédifth posee simetria de media onda si
cumple con

f(ty=—f(t+3), VteR (10.55)

f(®)

S

Figura 10.4. Sefal periddica media onda

La Figura10.4 muestra un ejemplo de una sefial con simetria de media onda. Este
hecho puede verificarlo el lector, si al considerar medio periodo de la sefial, por ejemplo,
el intervalo comprendido entfey T/2, y lo desplaza a la izquierda o a la derechd ¢
y este resultado lo multiplica por menos uno, la porcién desplazada corresponde al medio
periodo restante del periodo.
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10.4.4 Simetria de cuarto de onda par

Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periddica de periddpdefinida en el dominio
del tiempo continuo. Se dice que la sefial periédigaposee simetria de cuarto onda par,
si tiene simetria de media onda y ademas tiene simetria par.

10.4.5 Simetria de cuarto de onda impar

Seaf(t) : R — R una sefal determinista, periddica de periddpdefinida en el dominio
del tiempo continuo. Se dice que la sefial perioédi(a posee simetria de cuarto onda
impar, si cuenta con simetria de media onda y presenta también simetria impar.

10.4.6 Simetria oculta

Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periédica de periddp definida en el dominio
continuo. Se dice que la sefal periédiq®) posee simetria oculta, si al eliminar su com-
ponente continua, también llamada componente corriente directa (DC), ella muestra algin
tipo de simetria.

10.5 SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER

Un enfoque alterno al presentado en muchos textos matematicos, es el llegar al concepto
de la ampliamente conocida serie exponencial de Fourier (SEF), a partir de la serie trigono-
métrica de Fourier (STF), lo que implicaria tener que emplear los conceptos de funciones
ortogonales para definir la STF. No obstante, existe un enfoque alterno, el cual desarrolla la
serie exponencial de Fourier (SEF) a partir de la transformada de Fourier (TF), para luego
definir la serie trigonométrica de Fourier (STF) desde la serie exponencial de Fourier.

En esta seccion se desarrollara el concepto de serie exponencial de Fourier desde la
Optica de la transformada de Fourier. Para esto se debe enunciar y demostrar el siguiente
teorema.

10.5.1 Formulacién

Teorema 10.3 (Transformada de Fourier de sefiales periddicas§eaf(t) : R — R una

sefial determinista, periddica de perioly definida en el dominio del tiempo continuo, en
donde no necesariamente corresponde a una funcion continua. Entonces, la transformada
de Fourier def (t) viene dada por

FfM)]=Flw) =27 i and(w—nwg), YweR, (10.56)

Nn=—co

dondeay, se define como

1 1 ((o+T)” .
on=27100) =7 f ft)eeotdt,  vnez. (10.57)
%) t5
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Demostracion.De acuerdo al Lema0.1de la pagind®54, se tiene qud (t), por ser una
sefial periddica, puede ser representada por

f(t) = fo(t) * 57 (1), (10.58)

dondefp(t) es la extension principal de la seffét).
Por otra parte, segun el Teore@@.1 de la paginé255, si F(w) = Z[f(1)] y G(w) =

Z[g(1)], entonces,
YweR. (10.59)

F (1) 9(t)] = F(w) G(w),
Adicionalmente, del Lem&0.2de la pagin@55,

Flor()] = wo i 6(w—nwg), YweR, (10.60)

N=—o0

dondewg = 2n/T.
Para determinar la transformada de Fourief (& se tiene que de acuerdo a las Ecua-

ciones|0.58, (10.59 y (10.60),
F1O] = Z[fo®) xo1 ()] = F[fo()] F[67(1)],

lo cual asegura que

F(w) = Fo(w) wo i 6(w—nwp), YweR (10.61)

N=—0c0

dondeFo(w) denotaZ|[ fo(t)], y esta dada por

(to+T)~ )
Fo(w) = f f(e “tdt, VYweR.

0

De la Ecuacion10.61), se tiene

F(w) = wo i Fo(w)d(w — nwo) = wo i Fo(nwo)é(w—nwo), YweR. (10.62)

N=—co N=—o0

Reescribiendo la Ecuacidih@.62), se tiene

F(w)=2r i %Fo(nwo)é(w— Nwo), YweR (10.63)

donde se denota®, como

(to+T)™ .
an = w - %y[fo(t)]'nwo = %ft f(t)e "otdt, VneZzZ.

]
Observacion 10.6 (Orden dey,) De acuerdo a la Ecuaci6(il0.57%), los coeficientegy,

son de orde®(1/n), dondek € N*. Este hecho exige por parte del analista considerar en
todo momento las condiciones de convergencia de la integral que permite deteaminar
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para asi estudiar de manera particular los coeficientggjue no pueden ser determinados
por la Ecuacién(10.57%), sino por su caso particular de

Observacion 10.7 (Caracteristica compleja de,) Los coeficientes,, corresponden a
una funcién dex, : Z — C, por tal motivo puede afirmarse que

an = |anlel®n, (10.64)

dondelan| Y ¢n representan respectivamente la magnitud y la fase de los coeficiaptes

las cuales suelen ser representadas graficamente, y tiene como nombre: espectro de linea
en magnituday| y en fasep,, para denominar las representaciones de sendas funciones
definidas em e Z,

Corolario 10.2 Seaf(t) : R — R una sefial periddica de perioda Entonces:
i) lanl : Z — R es una funcién par de la variable entema
i) ¢n:Z — R es una funcién impar de la variable entera

Demostracion.De acuerdo al Teorenf.3

1 ((o+T)” ,
an = Tf f(tye”"oldt, Vnez. (10.65)
fo

Si se denota an, = ry+ jXn. Entonces,

an="Tn+Xn==

(to+T)~ 1 ((+T)”
f f(t) cosfwot)dt — j? f f(t)senwot)dt, VYneZ.

TJg 5
(10.66)
Ahora, considerer_p,
(to+T)~ 1 (t+T)”
@_n=r_pn+jX_n= ?f f (t) cosfwpt)dt+ j?f f(t)senfwet)dt, VneZ.
- _
° ° (10.67)
Al comparar las Ecuacione$d.66 y (10.67) se puede asegurar que
A_n=1In— JXn = Cl_n, Yne Z, (10.68)

donde~ denota el conjugado de una cantidad perteneciente a los nimeros complejos.
Por otra parte, de acuerdo a la Ecuaci®d.64), y al expresatr, y su conjugado en la
Ecuacion10.6§), se obtiene que

la_nle!¥" = |anle” ¥, VYneZ. (10.69)

Al comparar las magnitudes de la Ecuaci®0.69 se demuestra la parte i), y al comparar
las fases de la Ecuacidhd.69) se demuestra la parte ii).

Més aun, de las Ecuacionel)(66 y (10.67) se puede afirmar qug es una funcién
par de la variable entera y x, es una funcién impar de la variable entar&s decir,

r_n = rn, Yne Z,
(10.70)
X.n=—-Xn, VYNEZ.
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Aun cuando esta forma de expresar los coeficientes de la serie exponencial no es usual-
mente empleadam

Ahora, a objeto de formular la serie exponencial de Fourier, se enunciara el siguiente
teorema.

Teorema 10.4 (Serie Exponencial de FourierSeaf(t) : R — R una sefial determinista,
periddica de periodd y definida en el dominio continuo, en donde no necesariamente
corresponde a una funcion continua. Entonces, la serie exponencial de Fouriit)de
viene dada por

f(t) = Z ane@ot  vteR, (10.71)
N=—0c0
dondeay, se define como
1 1 ((o+T)” .
an=—= f[fo(t)]‘ = —f f(t)e "wotdt, VYneZ. (10.72)
T Nwo T ta

Demostracion.A objeto de demostrar el teorema, se recurrird a la definicion de transfor-
mada inversa de Fourier mostrada en la Definidi@ri.de la pagin®50Q

Aplicando la Ecuaciénri0.5) con el fin de determinar la funcidi(t) correspondiente a
la transformada de Fourier de una sefial periddica, se tiene,

N [27r i and(w— na)o)] el“tdw. (10.73)

Nn=—co

Q=7 F@l -5 |

—00

Debido al hecho de que tanto la operacién de integracion como la de sumatoria convergen
y ambas son lineales, se puede permutar el orden de las operaciones de la E&0a&n (
guedando,

ft) = i an [ I i 6(w—nwo)ej‘”tdw]. (10.74)

De la teoria de DistribuciériBresg 2006 Capitulo 1), se tiene que de la Ecuacion
(10.79,

f(t) = Z ane™ot, VteR. (10.75)
Nn=—oc0

Observacion 10.8De acuerdo con la Ecuaciofi0.63 la transformada de Fourier (TF)
de una sefial periédicé(t) esté definida por

F(w)=2r i and(w—hnwp), YweR. (20.76)

N=—oco0

Observacion 10.9El intervalo de integracion en el cual ha sido definido el coeficiente
ha sido generalizado para un intervalo dedgdastaty + T, es decir,

1 to+T .
an = ?f f(t)e "woldt, VYnez, (10.77)
fo
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debido a la periodicidad de la funciénf (t)e"i"“ot, y de acuerdo al Corolarid0.1de la
pagina257.

Por otra parte, el coeficienteg viene a significar la componente de corriente directa
(DC) de la sefalf (t), quedando

1 T0+T 1 T/2
o=+ f fOdt= = f F(t)dt, (10.78)
Th T J1p2

0

como consecuencia del Corolaid®.1.

Definicién 10.11 (-ésima armoénica) Se denomina-ésima armoénica de una sefial pe-
riédica a la componente sinusoidal o cosinusoidal de frecueagia nwp. La primera
componente, es decisy = wg Se conoce con el nombre de componente fundamental.

B EJEMPLO 10.4

Seaf(t) : R — R una sefial peridédica con extension principal

-k, V- % <t<O0;
fo(t) = (10.79)
k, VO<t<Z,

dondek € R es una constante positiva.
Para la sefal definida por la Ecuacid® (/9 determine:

i) serie exponencial de Fourier;
i) representacion gréafica del espectro de linea de sus coeficigntes
iii) representacion gréafica del espectro de la sefial, es decir, grafidajle

Solucién
Parte i)
Segun el Teorem&0.4de la pagin®63
1 0 i inwot % i inwot
an== f —k g Inwo dt+f kg inwotdt], (10.80)
T _% 0
Al determinar la primitiva de sendas integrales, se obtiene que
. . T
k | einwot |0 e-inwot | 2
=—| = - = , YneZ\{0}. 10.81
= 3 oo |1~ Jnao | €Z\{0} ( )

Tomando en cuenta quaT = 2r, y luego de algunas operaciones algebraica se
obtiene que

k -
an = jTﬂ(l—eJ” ) YneZ\ {0} (10.82)

A objeto de obtener el térming, debe particularizarse la definicion dgpara el

cason =0, esto es,
1] (° 2
o= = U —kdt+f kdt] =0. (10.83)
T ,% 0
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Note que el nicle@ "“o| _ =1.
En consecuencia, de las Ecuaciorgs 82 y (10.83, se puede afirmar que

o, VneZ, par,

an = ok . (1084)
o YneZ, impar.

Entonces,

> 2k

f(t) = — ot vteR. 10.85

() Zm o € (10.85)

nimpar

Més aun, de acuerdo al Teorefita3de la pagin260, la transformada de Fourier
de la sefaf(t) esta dada por

o 2k
F(w) = 2r n;o T S(w—nwg), YweR. (10.86)
nimpar

Parte ii)

[otn|

Joa

|o|

|ats|
lo| |ag| o] (%]

1 3 5 7 9 11 13N

Figura 10.5. Espectro de linea en magnitud del Ejembl4

La Figural0.5muestra el espectro de linea en magnitud de los coeficieptds
la sefial periddicd (t) expresados en la Ecuacidt(84, para un caso particular de
k = 1. Ademas, la Figurd0.6de la pagin&26€ exhibe el espectro de linea en fase
de la sefalf(t). Note que ambas graficas estan dibujadas sobre el eje de la variable
discreta o variable enteree Z.

Mas aun, los términos, definidos por la Ecuaciorl0.89) pueden ser represen-
tados mateméticamente a través de la Definiti@@de la pagind 1, quedando

(]

2k
an=a[n] = —d[h—-qg], VneZ. 10.87
n=aln] qzz_quﬂ[ d (10.87)
gimpar

Por otra partelan| y ¢n pueden ser expresadas por

(o]

2k
lan| = q;o mTrd[n_Q]’ Vnez. (10.88)
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Figura 10.6. Espectro de linea en fase del Ejemb®4

0o

3
on= gsgnh)d[n—q], YneZ\{0}. (10.89)
q:—oo
gimpar
Parte iii)
[F(w)]

5,,
4l 2ma5(e— )

2mo3|d(w— 3wp)

—9up — 7w —5wp—3wp —Wo| Wo 3wy 5wy 7wp 9wy 1lwy 130 W

Figura 10.7. Espectro d€ (t) en magnitud del Ejempld0.4

La Figural0.7ilustra el espectro en magnitud de la sefi@ como funcién del
dominio continuaw € R, para el caso particular de= 1. Note que el espectro de la
sefialf (t) mostrado en la FiguiB0.7se diferencia en que cada impua — nwp) es
alterado por un factor d&r, con relacién al espectro de linea en magnitud mostrado
en la Figural0.5

La FiguralO.&de la pagin@67 muestra sobre el eje de la variable independiente
continuaw € R, la fase correspondiente a cada impui$e — nwp). Note ademas
gue para aquellos valores en donde el espectro de magnitud es nulo, la fase para su
correspondiente valor de no esta definida, debido a que la fase del nimero cero no
esta definida.

Como comentarios finales de este ejemplo, puede destacarse que de los graficos
de espectros en magnitud se tiene que para0 la magnitud del espectro es cero,
lo que corrobora que la componente DC es nula. Por otra parte, observe que Uni-
camente existen armoénicas de orden impar, es degir3wo, 5w, ... siendo una



SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER 267
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Figura 10.8 Espectro dd (t) en fase del Ejempl&0.4

sefial de simetria de media onda. Ademas, la sefial también es de simetria impar y
sus términos, son todos imaginarios puros.

Considerando que los comentarios finales del ejemplo no es una conclusion ge-
neral, las observaciones expuestas podrias inducir al lector a la realizacién de un

estudio tedrico de las implicaciones de la simetria de sefiales periodicas y el tipo de
coeficientesyy, estudio realizado por diversos autores del tema.

B EJEMPLO 10.5
Seaf(t) : R — R una sefial periédica con extension principal

T.
k’ v|‘t| < 4

fo(t) = (10.90)
—k VI<lti<Z,

dondek € R es una constante positiva.
Para la sefal definida por la Ecuacid®.0() determine:
i) serie exponencial de Fourier;
ii) representacion gréafica del espectro de linea de sus coeficigntes

Solucién

Parte i)
Aplicando nuevamente el Teoreih@.4de la pagin@63, se tiene que

T T T

~7 : 4 : 2 :
1 f ket f _ kerineotgt fT —ke"”“’otdt}. (10.91)
2 7

an ==

T

2

7

Al determinar sendas primitivas de la Ecuaci@f.0J), se tiene que

. T
k e Inwot 4
an==|-—

"TT| —jnwo

e—jnu)o'( e jnwet

T —jnwo
7

N= A

+ — , YnezZ\{0}. (10.92)
—JNwo

ENEE RN NE
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Tomando en cuenta qu&T = 2, de la Ecuacionl0.92) se arroja que

k T T T

an = _sz e—jnwot[i + e—inwot|_Z% + e—jnwotig , vne Z\ {0}’ (1093)

y en consecuencia

an = n_ljr [2sen frr/2) - sen ()] = i—: senr/2), VYneZ\{0}, (10.94)

debido a quesen fir) = 0 para todm € Z.

El resultado mostrado en la Ecuacidf®(94) puede ser obtenido también a través
de la definicion der, basada en la transformada de Fourier de la extension principal
expresada en la Ecuacidbl.57) del Teoremd 0.2

En virtud de que la Ecuaci6i0.99 no es vdlida para el caso particulas 0,
debe entonces determinarse para ese caso particular, es decir,

T T 1
Z Z

[I —kdt+f_1 kdt+fI —kdt}:O. (10.95)
P Z Z

Note que de la Ecuaciéii0.99) se puede afirmar que los coeficienigs- 0 para
todon par, y ademas de la expresion de la sefial, ésta tiene simetria de media onda.
Otro aspecto a resaltar es el hecho de que la sefial posee simetria par y los coefi-
cientesa, son todos reales.
Tomando en consideracion las Ecuacioi€s94) y (10.95, se puede afirmar que

1
aoz?

n-1
KD 2 ypez, impar
an=1 ™ > Impak (10.96)

0, YneZ, par

Parte ii)

La Figural0.9de la pagin®69 presenta el espectro de linea en magnitud de los
coeficientes de la serie exponencial de Fourier de la éfjabn donde su extension
principal es definida por la Ecuaciébd.9(), para el caso die= 1. Note que no existe
diferencia alguna entre los espectros de linea de los Ejeitfléy [10.5 debido a
gue las formas de ambas funciones periédicas son idénticas, excepto su traslacién en
un tiempo deT /4, lo cual Gnicamente altera el espectro de linea en fase, hecho que
es mostrado en la Figufid®.10de la pagini®6<.

Por otra parte, observe que el espectro de linea en fase ilustrado en lalBidira
corresponde a una funcién impar de la variable independreriEste resultado fue
demostrado en el Corolail®.z2de la pagini262.

B EJEMPLO 10.6
Sea la sefal periddica definida en el dominio continuo y de modelo matematico

f(t) = serf(wot), VteR. (10.97)
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Figura 10.9. Espectro de linea en magnitud del Ejembb%
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Figura 10.10 Espectro de linea en fase del Ejemph4

Determine la serie exponencial de Fourier (SEF) de la sefial definida por la Ecua-
cion (10.97), asi como su transformada de Fourier.

Solucién

Para encontrar la solucion al ejemplo se expresara la fusenfuot) en términos

de exponenciales, es decir

senot) =

eJ.‘UOt — e—jwot

o VLeR (10.98)

Por otra parte, del binomio de Newton se tiene que

n

(@-b"=>"

k=0

donde aquh e Z,.

(E)(—l)ka”kbk, (10.99)

Aplicando la Ecuaciénl0.99 al caso particular de = 4 se tiene

(a-b)* = a* - 4a°b + 6a’b? — 4ab® + b*. (10.100)
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Haciendoa = el“ot y b = e”1«0t| se tiene que para tode R

serf(wot) = — (el*0! — 4el3ntemiwot 4 pel2untei2unt _ ggluntei3uot 1 gmidwot)

(j2y*
(10.101)
Simplificando los términos en la Ecuaciéh0(10) y ordenandolos en modo
ascendente con relacién a su exponente, se obtiene que

F(t) = = eidont _ Leizoot | 3 Lojaunnt
16

2 8 a°

1 .
+Eel4wot, VteR. (10.102)

resultado que puede ser reexpresado como

2
f(t) = g+ > (—1)”%@'2"‘002 VteR. (10.103)
n=-2
n#0

En cuanto a la transformada de Fourier de la sefial se tiene que al aplicar el
Teoremdl0.3

2
F(w) = s §(w) + 21 Z (—1)“i5(w —2nwg), YweR. (10.104)
8 = 4inl

n+0

La Figure10.11presenta el espectro de linea en magnitud de los correspondientes
coeficientesy,, de la serie exponencial de Fourier. Observe que el espectro ademas
de estar limitado en ancho de banda, también ocupa arménicas de orden par, es
decir, paran € {-4,-2,0,2,4}. Ademas, se puede verificar que los coeficientes son
puramente reales, esto eg,c R, y que la sefiaf (t) es una funcidn par de la variable
independiente.

[az]

o]

“2 "o '8 6 -4 2 0 5 4 6 & 10 12n
Figura 10.11 Espectro de linea en magnitud del Ejenmbbé

La Figural0.12ilustra el espectro de linea en fase de los coeficieniate la
serie exponencial de Fourier. Observe que la fase del coeficigrds equivalente
an por cuanton = 2, lo que significa que en el dominio del espectro de la sefial
las variaciones de angulos son positivos, es decir, en sentido positivo o antihorario,
y en consecuencia el argumento principal de un ndmero real negativo R
el contrario, cuandm = —2 éste esta girando sobre el plano complejo en sentido
negativo u horario, teniendo un angulo €e. Note que los coeficientes, reales
positivos tiene una fase de cero, lo cual es indicado para cada caso.
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Figura 10.12 Espectro de linea en fase del Ejembkh6

De los ejemplos estudiados se ha podido distinguir que existe una relacién entre la
paridad de la funcién y la naturaleza de los coeficientes de la serie exponencial de Fourier,
en cuanto a si son reales, imaginarios o complejos.

Para esto se tiene el siguiente lema y teorema.

Lema 10.3 Seaf(t) : R — R. Se dice que:
i) si f(t) es una funcion par de la variable independietitentonces,

f af(t)dt: 2 f af(t)dt; (10.105)
-a 0

i) si f(t) es una funcién impar de la variable independiententonces,

f ) f(t)dt = 0. (10.106)

Demostracién.Parte i) Se tiene que $(t) es una funcion par de la variable independiente
t. Entoncesf (-t) = f(t) para todd € R.
Basado en este hecho, se tiene que

f ) f(t)dt = f ’ f(t)dt+ f ) f(t)dt. (10.107)
-a -a 0

Al hacer el cambio de variable de= —t en la integral de la Ecuaciéi0.107 que va
desde-a hasta), se tiene que

| :f(t)dtz— fa (s fo "ttt = fo Ct(oydr s fo “tmdt  (10.108)

En consecuencia,

faf(t)dt:faf(r)dr+faf(t)dt:2faf(t)dt, (10.109)
-a 0 0 0

debido a que es una variable mudaf(-t) = f(t).

Parte ii) De acuerdo a la definicion de funcion imgdrt) = — f(t) para todd € R.
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Por otra parte, se tiene que

f ) f(t)dt = f ° f(t)dt+ f ) f(t)dt. (10.110)
-a -a 0

Si se cambia la variablepor r = —t en la integral de la Ecuaciof@.11() que va desde
—a hasta0, se obtiene que

I:f(t)dtz —faof(—T)dT+j:f(t)dt= foaf(—-r)dr+foaf(t)dt. (10.111)

Ahora, comof (-t) = — f(t) para todd € R, se puede afirmar que

[:f(t)dtz —foaf(r)dr+f0af(t)dt= 0, (10.112)

debido al hecho de quees una variable mudaa

Teorema 10.5 Seaf(t) : R — R una sefial periddica de periodo> 0. Se dice que:

i) si f(t) es una funcién par de la variable independieht&ntonces, sus coeficientes de
serie exponencial de Fourier son reales, es degik R, para todon € Z;

ii) si f(t) es unafuncion impar de la variable independiententonces, sus coeficientes de
serie exponencial de Fourier son imaginarios puros, es degig I, para todon € Z\ {0}.

Demostracion. Parte i) De la definicion de los coeficientes del Teoremal0.3 de la
pagine260, se tiene que,

1 7/2 .
== f fyenotdt, vnez. (10.113)
T 12

Al expresar el nicle@ "ot = cosfwgt) — j sen fwot), se consigue que la Ecuacion
(10.113 puede ser escrita como

1 (T2 1 (T2
an = —f f(t) coshwpt)dt— j—f f(t)senwot)dt, VYneZ. (10.114)
T J 12 T J1)2
Si f(t) es una funcion par de la variable independignentonces, de acuerdo al Lema
10.3de la pagin®71y tomando en cuenta que el producto de funciones pares arroja una
funcion par, y el producto de una funcién par por otra impar produce una funcion impar,
se tiene que

T/2
ap = 2%[ f(t)coshwet)dte R, VYneZ. (10.115)
0

Parte i) De la EcuacionlQ.114, y considerando que el producto de dos funciones impares
de la misma variable independieriteroduce una funcion par, y teniendo que el producto
de una funcién par por otra impar produce una funcién impar, sumado all@/hde la
pagine271 permite asegurar que

T/2
ap = —Zj% fo f(t)senwet)dtel, VYneZ\{0}, (10.116)
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lo que obliga a excluir el caso= 0 debido a quesen fwot)|,—g = 0y este caso se obtiene
con la definicion deyg. m

10.5.2 Propiedades de las series exponenciales

En esta parte, se estudiaran dos propiedades béasicas que son empleadas frecuentemente
para la determinacién de las series exponenciales de Fourier de sefiales periédicas, como
son: la propiedad de derivacion y la de traslacién en tiempo. Estas propiedades seran
presentadas a través de los siguientes teoremas.

10.5.2.1 Derivada m-ésima

Teorema 10.6 (Derivada)Seanf(t) : R - R y g(t) : R — R dos sefales deterministas,
periddicas, ambas de periodoy definidas en el dominio del tiempo continuo, en donde no
necesariamente correspondes ambas a funciones continug{f). & la derivada m-ésima
de f(t), entonces

al¥ = (jnwo)™al!,  vnzo, (10.117)

dondeaLg] yaLf] son respectivamente los coeficientes de la sendas series exponenciales de
Fourier de las sefiales periddicagt) y f(t).

Demostracion.En virtud de que ambas sefiales cuentan con una expresion de serie expo-
nencial de Fourier, se tiene:

f)= > alleMed, vter; (10.118a)
Nn=—oc0

o) = ). elffeMedt, vter, (10.118b)
N=—c0

dondea%f] y a%g] son respectivamente los coeficientes de sendas series de Fourier de las
sefiales periodicag(t) y g(t).

Al expresar la derivadarésima de la sefidi(t) de la Ecuacién10.1183, dado que la
sefialg(t) = d™[ f(t)]/dt™, se obtiene

o= T2

= " (inwo)afleinot (10.119)
N=—co

Entonces al comparar las Ecuacion&8.118l) y (10.119, se puede afirmar qurlng] =
(jnwo)mag] paratodn#0. m

10.5.2.2 Traslacion en el dominio continuo t Con respecto a la traslacién de una
sefial con relacion a otra y en donde su Unica diferencia es su traslacion, véase el siguiente
teorema.

Teorema 10.7 (Traslacion en el dominiad) Seanf(t) : R — Ryg(t) : R — R dos sefales
deterministas, periédicas, ambas de periddy definidas en un dominio contindpen
donde no necesariamente corresponden ambas a funciones continggy.=Sf (t — 7),
entonces

al¥ = olflerinwor -y 2, (10.120)
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dondeaLg] y a%f] son respectivamente los coeficientes de sendas series exponenciales de
Fourier de las sefiales periédicagt) y f(t).

Demostracion.En virtud de que ambas sefiales cuentan con una expresion de serie expo-
nencial de Fourier, se tiene:

fM)= > alleMd, vter; (10.121a)
N=—co

o) = ) alfleMedt, vier, (10.121b)
N=—co

dondea%ﬂ y aLg] son respectivamente los coeficientes de sendas series de Fourier de las
sefiales periddicaf(t) y g(t).

Por otra parte, en virtud al hecho planteado en la hipétesis del teorema, se tiene que
g(t) = f(t-7), entonces

o) = f(t-1)= > afflemeotn = " gflginuorgineot, (10.122)

N=—-00 N=—00

Comparando las Ecuaciond9(121}) y (10.123, se tiene que
al¥ = olflerinwor -y 2, (10.123)
lo que demuestra el teorema.

B EJEMPLO 10.7

Sea la sefial definida en el dominio continuo del Ejerdfld de la pagin264
Determine la serie exponencial de Fourier empleando la propiedad de derivacion,
y compare los resultados.

Solucién

En este caso es realmente importante definir detalladamente la extension principal
de la sefialf (t) por cuanto al derivar la sefial, ésta presentara términos impulsivos,
los cuales tienen contribuciones significativas al ser incluidas en las integrales que
definen los coeficientes de la serie exponencial de Fourier.

Tomando en cuenta lo anterior, se definird4 el dominio de la extensién principal al
intervalo definido por-§ <t< T.

Note que la definicion del dominio de la extensidn principal incluye dos disconti-
nuidades finitas pare= — 5 y t = 0.

Al obtener la primera derivada de la sefial se tiene que la extensién principal de la
sefial derivada es

dft)

g(t) = 50 = —2Kko(t+ %)+ 2Kks(t), VteR. (10.124)
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De acuerdo al Teorenf0.§ la relacion que existe entrt%g] y aLf] esta definida
por

¥ = jnwea!, vnzo. (10.125)

Ahora, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier de lagigfies

1 (2 -
ald = = f - [-2kott+ §) + 2s(t)| e " otdt, w0, (10.126)
-2

Tomando en cuenta las propiedades de la funcion delta de Dirac, se tiene que

. T .
ol = %(—2ke‘1”“’0§ + 2k) - %‘ (1-e™), wnzo. (10.127)

Analizando la EcuacionlQ.127 se tiene que

u (10.128)

0, Vn#0,npar
a[g]_ P
=

T, VYnimpar

Aplicando la Ecuacion10.12% a lo obtenido en la Ecuaci610.12§, se tiene
que

0, ¥n =+ 0,n par,
alfl = Ny . (10.129)
e Ynimpar
Como claramenteg] =0, se tiene que
0, vn par,
okl = Ny _ (10.130)
e Ynimpar

Observe que el resultado conseguido es el mismo al mostrado en la Ecuacién
(10.89 de la pagin®6=.

B EJEMPLO 10.8

Sea la sefidl(t) definida en el Ejempl&0.5de la pagin@267. Basado en el resultado
obtenido en el Ejempld0.4 determine la serie exponencial de Fourier de la sefial
f(t) del Ejemplcl0.5

Solucién

Denote a la sefial del Ejempl®.5comog(t). Entonces,
oty = f(t+3), VteR. (10.131)

Del resultado del Ejemplt0.4se puede decir que

[f] _
dil=¢ (10.132)

jnm?

{ 0, VneZ, par

¥neZ, impar.
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Aplicando el Teorema0.7de la pagin®73a la Ecuaciéon0.132, se consigue
que

0, YneZ, par,
¥ = { e _ (10.133)
jn—”eJ””/Z, VneZ, impar,
por cuanto
o9 _ ol T - (e _ ollei (10134

Como para todm impar e? = jsen(), la Ecuacién10.134 arroja como
resultado

0, VYneZ, par,
(10.135)

X senf), VneZ, impar

La Ecuacion10.134 corrobora el resultado obtenido en el Ejenib®ba

10.6 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

Una representacion alterna a la serie exponencial de Fourier es la bien conocida serie
trigonométrica de Fourier.
Para esto, considere el siguiente teorema.

Teorema 10.8 (Serie trigonométrica de Fourier)Seaf(t) : R —» R una sefial determi-
nista, periddica de period®d y definida en el dominio continupen donde no necesaria-

mente corresponde a una funcién continua. Entonces, la serie trigonométrica de Fourier
de f(t) viene dada por

£(t) = % + [ancosfuwot) + bysen wot)].  VteR, (10.136)
n=1

dondeay, a, y by son definidos por

2 (to+T)”
a = ?f f(t)dt. (10.137a)
ty
2 to+T)”
an = ?f f(t)coshwet)dt, VneZ,, (10.137b)
9
2 lto+T)”
by = ?f f(t)senbwet)dt, VneZ,, (10.137c)
)

lo que constituyen los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier.

Demostracién.Del desarrollo en serie exponencial de Fourier, se tiene que

f(t) = Z ane™o VteR. (10.138)

n=—co

De la Ecuacién10.13§, se puede expresar que



SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER 277

-1 )
fM)= ) ane™0+ao+ ) ane™, VieR. (10.139)

N=—oc0 n=1

Al hacer un cambio de variable en la primera suma de la Ecuat@h39, es decir, al
hacerm = —ny renombrar la variablen porn, dado que es una variable muda, se tiene que

1 )
f(1) = a0+ ). ane 0+ ) gpel!, vieR. (10.140)

N=co n=1

Ahora, en virtud de que ejecutar la suma desdeco hasta 1, es equivalente a sumar
desden = 1 hastaco, se puede reescribir la primera suma de la Ecuadiéril4(), con lo
cual se tiene que

() =ao+ ) ane 04 3 ape™d!, vieR. (10.141)
n=1 n=1

Como consecuencia de que los términos exponenciales pueden ser expresados en fun-
cion de su representacion binomial, se puede obtener

f(t) = ap+ Z a_n[cOSwot) — j sen fwgt)] + Z anlcosfwot) + j sen wgt)], VteR.
n=1

= n=1
(10.142)
Rearreglando los términ@®sfwot) y sen wet), se tiene que

f(t) = ao+ ) [an+a n]cos@wet) + ¥ jlan—a n]senwgt), VieR.  (10.143)
n=1 n=1
donde al denomina, = an+a_n Y by = jlan—a_pn] Se tiene
f(t) = a0+ ) ancosfwgt) + »_bnsenfwet), VteR. (10.144)
n=1 n=1

Ahora, recordando la definicién dg, se obtiene

1 ((o+T)” _
an = ?f f(tye "oldt, VneZ. (10.145)
to

Al emplear la Ecuacioni0.14Y, se tiene que para todoe Z* U {0}

1 ((o+T)” . ) 2 (to+T)”
d=an+an=z f f(t)[eNwot 4 elNwoltgt = = f f(t) cosfwot)dt.
t =
(10.146)

0 0
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Empleando un razonamiento similar,

1 ((o+T)” . . 2 (to+T)”
f f(t)j[e Nt —enwotidt = = f f(t) sen fwot)dt.

b = i —_ = —
n = j[lan—a-n] T 6 T =
(10.147)
En el caso dey, éste se obtiene al evaluagl-¢ de la Ecuacioni0.72), con lo cual se
obtiene

(to+T)~

a0= = f f(Hydt= 2. (10.148)
T 2

| |

Observacion 10.10De la demostracion del Teorerdd.§ se puede afirmar que para todo
n>0
ap = 2ap.
an =an+ta-n, Vn€N+,
bnz j[a/n—a/_n], VneN.,.,
dondelN, es el conjunto de los enteros positivos.
Estas ecuaciones permiten relacionar los coeficientes de las series exponenciales y

trigonométricas de Fourier, para una misma sefial periodica, y en consecuencia se tiene
que

1 .
an= E(a” —jbn), VYneN,, (10.149)
que al emplear el Corolarid0.Zde la pagine262, el cual estable:

a) |a—_n| = |an|, es decir, la magnitud de los coeficientgses una funcién par de la variable
enteran > 0;

b) ¢_n = —¢n, €s decir, la fase de los términag es una funcién impar de la variable
enteran > 0,

se obtiene los términag, para todon < O.

No obstante, este hecho mostrado en la ObservA@drtipuede ser presentado formal-
mente a través del siguiente teorema.

Teorema 10.9 Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periodica de periobly definida
en el dominio continutg en donde no necesariamente corresponde a una funcién continua,
y con serie trigonométrica de Fourier dada por

£(t) = % + 3 [ancostwat) + bnsen (wot)].  VteR, (10.150)
n=1

donde los coeficientes, a, ¥ by son definidos por el Teorenf.& de la pagina276
Entonces,
i(an—jbn),  Vn>0;

an=1{ 3(@n+jb_n), ¥Yn<0; (10.151)
1ao, vn=0.
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Demostracion. Al expresarcosfiwot) y sen@wot) en sus formas exponenciales en la
Ecuacién(10.15() se tiene que

f(t)=%+i
n=1

agrupando los términos de la Ecuacid0.(52, se obtiene que

ejnu)ot + e—jnwot ejna)ot _ e—jnwot
an > h 2

)} VteR.  (10.152)

F(t) = % + " 3(an— jon)e™ + > H(an + jop)e !, vieR. (10.153)
n=1 n=1

Ahora, si se denota la segunda sumatoria c8xa@s decir,

00

S2= > dan+ o)e ™, viek. (10.154)
n=1

la cual al sustituin por—m, es decir, al hacan= —n, se tiene que

—00

Sy = Z %(a—m+ jb—m)ejmwot7 YteR. (10.159)

m=-1

Debido a la propiedad de conmutatividad de la suma y a que la vanathela suma
S, es una variable muda, la Ecuacid®(15% puede ser expresada como

1
S2= Z 3(an+ jb-n)eot, VteR. (10.156)

mM=—oco

Sustituyendo lo obtenido en la Ecuacid®(15¢ en la Ecuacion0.153, se tiene

) -1
£(t) = % +) Han—jon)e™+ > Lan+ o)™, vteR,  (10.157)
n=1

N=—c0
lo que implica que

© -1
f(t) = a0+ ) ane™'+ > apel™d!, VieR (10.158)

n=1 n=—co
Al comparar las Ecuacione&@.157 y (10.15§, se obtiene que
3(an—jbn),  ¥n>0;

an=1{ 3(@n+jb_n), ¥Yn<0; (10.159)
1ao, vn=0,

lo que demuestra el teoremm.
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B EJEMPLO 10.9

Seax(t) una sefial periddica con serie trigopnométrica de Fourier dada por

(o)

x(t) = Z r—l]coshwot), VteR. (10.160)

n=1
nimpar

Determine la serie exponencial de Fouriemxds.
Solucién

Mediante identificacion de términos, se tiene que paramoel® entero impar

1

an = n
(10.161)

bn = 09

y ademasy = 0.
Al emplear el Teorema0.9de la pagin27€&se tiene que para todcentero impar

101 .
5(-j0), V¥n>0;
anz{ (=10 (10.162)
z(_—n-l-JO), Yn<O,
lo que implica que para todoentero impar
an = 20 v¥n=+0, (10.163)
y en consecuencia
t) = — el vteR. 10.164
X(t) 2; T c (10.164)
nin;par

B EJEMPLO 10.10

Considere una vez mas la sefal periodica del Ejeihdldde la pagin@64. Para la
sefial del ejemplo, determine:

i) su serie trigonométrica de Fourier empleando las definicionag @én;

i) larepresentacion gréafica de algunas armonicas y su suma.

Solucién

Parte i)
Se conoce que la sefial tiene simetria impar, por lo que su coefiaieat@
Por otra parte, se tiene que

T/2

an = zf f(t)cosfwet)dt, VYneZ,, (10.165)
T U2
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dado que se ha considerage- —T/2.

Ahora, comof (t) cosfwot) es una funcion impar de la variable independidnte
se tiene que debido al Lerd®.3de la pagin271a, = 0 paratodane Z,

Para el célculo db, se tiene que

2 T/2

bh== f f(t)senwot)dt, VYneZ,. (10.166)
TJ12

Como el producto dé (t)sen fwpt) es una funcién par de la variable indepen-
dientet, se tiene que

4 (12 4k cosfuwot) |°
bh== ksen fwpt)dt = — M , YNeZzZ,, (10.167)
T Jo T Nwo T/2

la cual luego de algunos procedimientos algebraicos se tiene que
2k
bn = - [1-cosfir)], VYneZ,. (10.168)
Como resultado de esto se tiene que
0, YneZ,,npar
bh=1 4 (10.169)

k .
et YneZ,,nimpar

En consecuencia, la expresion matematica de la serie trigonométrica de Fourier
viene dada por

f(t) = Z %(sen(\wot), VteR. (10.170)

n=1
nimpar

Parte ii)

Figura 10.13 Representacion de tres armoénicas y su suma para
la sefial cuadrada de simetria impar del Ejerd@ld 0
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La Figurgl0.13representa tres armoénicas de la serie trigonométrica de Fourier, a
decir, la onda fundamental que oscila a una frecuencia angyllad/s es mostrada
en la figura en color verde y es denotada fygt); la tercera armoénica, indicada en
color azul denotada conia(t) y cuya oscilacion es déwg rad/s; y la curvafs(t) en
color rojo representa la quinta armonica por estar oscilardayaad/s. Ademas se
muestra la suma de las tres arménicas en negro, es decir,

3
Sa()= > falh), VteR, (10.171)
ninrrﬁéar

dondeSs(t) denota la suma de las tres primeras arménicas, y
2k
fa(t) = n—sen bwot), VYne{l,35,teR. (10.172)
7T

Note que el hecho de que la sefial posee una simetria impar, ésta Gnicamente puede
ser representada por la suma de sefiales impares con relacién a su variable indepen-
diente. Por tal motivo, la sefié(t) es formada por la suma de sefiades wot).

B EJEMPLO 10.11
Seaf(t) : R — R una sefial periddica de expresion matematica
f(t) =k|senfuot)l, VYteR, (10.173)

dondek e R,
Para la sefiaf(t), la cual es conocida ampliamente como una sefial sinusoidal
rectificada completamente, determine:

i) su serie trigonométrica de Fourier empleando las definicionag yéy;
ii) la representacion gréafica de algunas armonicas y su suma;
iii) su serie exponencial de Fourier empleando las definiciones;de
iv) verifique la relacién entrey, y a, y bn.

Solucién

Parte i)

La Figural0.14de la pagin®83ilustra la sefial seno rectificada completamente.
Note que el periodo di(t) se ha reducido a la mitad con relacién a la sesiéal (vot),
y en consecuencia la frecuencia de la sefal fundamental en el doble, es decir, la
fundamental dd (t) oscila a2wo.

Este hecho permite determinar los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier
segun

2 To/2
an = —f kisen (wot)| cos(wpt)dt, VYneN. (10.174)
To J-1y/2

Tomando en cuenta qug = T/2, dondeT es el periodo de la sefiaén (uot), y
ademagsen (uot)| cos(wopt) es una funcion par de la variable independiegntee
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Figura 10.14 Gréfica de la sefial seno con rectificacién com-
pleta

obtiene que

T/4
an = Ti/Z ksen fwot) cos(Dwgt)dt, ¥ne N, (10.175)
0
Ahora, se conoce que
1
senf)cosp) = > [sen@+B)+sen@-p)]. (10.176)

Al hacera = wot y 8 = 2nwot en la Ecuaciéni0.17§), y sustituyendo este resul-
tado en la Ecuaciorl0.17%, se obtiene que

_ K&

T/4
f [sen[(1+ 2n)wot] + sen[(1- 2n)wot]] dt, VNneN, (10.177)
T Jo

an

lo que arroja que

A [cos[(1+ 2n)wot]°  cos[(1-2n)wot] |°

, YneN. 10.178
1+2n T/4 1-2n T/4] ne ( )

B on

Tomando en cuenta queyT = 21 se obtiene entonces de la Ecuaci@f.l7§
que
41
o 1-4n?’
Observe que virtud de que la Ecuacid®179 es valida para todo entero
mayor o igual a cero, el coeficien% puede ser determinado evaluando la Ecuacién
(10.179 enn=0.
Por otra parte, se tiene que los coeficiefteson todos iguales a cero debido a
gue la sefaf (t) es una sefial de simetria par.
En consecuencia, se tiene que

YneNl. (10.179)

&k <k 1
fh)=""+ ; — T4 COS(@wot).  VteR. (10.180)
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Parte ii)

Figura 10.15 Representacion de tres arménicas y su suma para
la sefial cuadrada de simetria impar del Ejerd@ld 1

La Figural0.15muestra las gréaficas de las tres primeras armonicas de la serie
trigonométrica de Fourier de la sefial onda sinusoidal rectificada completamente y su

suma, la cual esté definida por

2k 4k 1
S0 =t L g

cos(wot), VYteR. (10.181)

Observe que en la figura se ha empleado la notacién

fn(t) = ﬁ

1o cos(dwot), VYne{l,23},teR, (10.182)
7'[ -—

para indicar la contribucién de cada arménica.

Parte iii)
Basado en el Corolarip0.1de la pagin@57, se puede afirmar que

1 To .
= = f ft)e wotdt, vnez, (10.183)
To Jo

donde para este especifico cabp= T/2, siendoT el periodo de la sefiaen (uot)
para todd € R.
Entonces, de la Ecuaciéf©d.183 se tiene que

1 T/2

= ksen fot)e "2@otdt, YneZ, (10.184)
T/2 Jo

an

debido a que la sefidlt) = | sen {uot)| tiene una frecuencia fundamental 2iay.
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Al expresarsen (ot) en su forma exponencial, y calculando la primitiva de la
integral se tiene que

K ( ei@-2n)wot T/2

T2 o ia+2maot

¢ 1+2n

" jwoT| 1-2n |,

), Vnez, (10.185)
0

dondewgT = 27.
Al evaluar la Ecuacionl0.18% se tiene que

k ej(1—2n)7r _ eO e—j(1+2n)7r _ eO
an (

:E 1-7n + 1+2n ), YneZ. (10186)

Conociendo quel(}-2"7 = g-i(1+207 = _1 para todm € Z, se tiene que

kK (-2 -2\ k{1 1
“”‘Er(l—szr1+2n)_7r(1—2n+1+2n)’ ynes (10.187)

lo que arroja como resultado que

2k 1

Qan =
Como consecuencia de esto, se asegura que la serie exponencial de Fourier viene
definida por
— 2k 1
7 1-4n?

N=—0c0

f(t) = el?wot  yteR. (10.189)

Parte iv)
De la Observacién0.10de la pagin@27€se tiene que

1 .

Al sustituir lo obtenido en la Parte ii) en la Ecuacid®(19(), se obtiene que

_}(4k 1

== ~j0), vnez 10.191
=2\ 7 1-an ')’ nes ( :

por cuantayy € R, y en consecuencia, = a_n, |10 que permite afirmar que

2k 1

apn=—-—,
"Tx1-4n2

Ynez, (10.192)

lo cual verifica lo obtenido en las Partes i) y iii).

10.7 CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER

El estudio de la convergencia de las series de Fourier ha sido un reto de muy vieja data.
Duoandikoetxed2007) presenta en su articulo la evolucién que ha tenido el estudio de
convergencia de las series de Fourier desde 1807, cuando Jean Baptiste Joseph Fourier
publicé su clasicaKourief;[1822).
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SegunDuoandikoetxed2007), el primer resultado reportado en cuanto al estudio de
convergencia fue el mostrado forrichlet (1829, quien demostré que la serie de Fourier
de una sefal periddicEt) converge al punto medio de sus limites laterales, es decir, si
f(t) es una funcion periddica definida en los numeros reales. Entonces,

f(t) = %lgw[f(t—s)+ f(t+e)], VteR. (10.193)

El resultado obtenido pdpirichlet (1829 explica la razén por la cual en una sefial
periddica con discontinuidades de saltos finitos, los puntos medios de las discontinuidades
se constituyen en los nodos de cada una de las sefales armédnicas, y en consecuencia, en los
valores del dominio donde existan discontinuidades de salto finito, la serie trigonométrica
de Fourier converge al punto medio de sendos saltos de discontinuidad.

Considere la senal(t) del Ejemplo10.4 de la paginé264, cuyo desarrollo en serie
trigonométrica de Fourier es mostrado en la Ecuad®nl(7() del Ejemplc10.1Q

Ahora, sea la funci6By(t) definida como serie finita trigpnométrica de Fourier (SFTF),
la cual viene dada por

N
Sn(t) = % + ) [ancosfuot) + bysen fwot)]. Vi, (10.194)
n=1

dondeag, a, Y b, son los coeficientes de la serie trigopnométrica de Fourier para la sefial
periddicaf (t), y N es el nimero de la arménica de mayor orden que es incluida en la serie
finita trigonométrica de Fourier

Del resultado mostrado en la Ecuaci@0(17() se puede afirmar que

N
Sn(t) = Z K sen (wot), YNeN,teR. (10.195)
1 M
nimpar

La Figurall0.16 de la pagina287 ilustra tres casos de serie finita trigonométrica de
Fourier, denotadas con®i(t), S3(t) y Ss3(t). Note que adn con un niamero importante
de términos se produce un error el la proximidad de las discontinuidades. Sin embargo,
observe que la serie converge a los puntos medios de cada discontinuidad de salto finito,
los cuales conforman los nodos de $&agt) para todoN € Z,..

Este fenédmeno fue apreciado por el célebre premio Nobel de Fisica 1907, Albert A.
Michelson, quien lo reporté en su articulo como resultado de pruebas experimentales
realizadas con su equipo de célculo de series de FolMiehélson y Stratton18983.

No obstante, el estudio del fendmeno fue realizado por Gibbs de acuerdo a lo reportado
por/Hewitt y Hewitt (1979).

La Figure10.1’ de la pagin28&muestra el equipo disefiado por Albert A. Michelson,
el cual fue empleado para el calculo de series de Fourier, y una imagen a color de la
maquina puede ser obtenidale&helson y Strattorf1898L).

Imagen obtenida dettps://commons.wikimedia.org/
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Su(t) Si(t) Ss(t) Ssa(t)

o+
ol
Nl

Figura 10.16 Ejemplo del fenédmeno de Gibbs en el desarrollo
en serie trigonométrica de Fourier para una sefial cuadrada de
simetria impar

10.8 ENERGIA Y POTENCIA PROMEDIO DE UNA SENAL

En la Seccioil0.2se establecieron las definiciones de energia normalizada de una sefal y
la definicidn de la potencia promedio normalizada de una sefial. En este punto, se establece-
ran dos teoremas que permitirdn determinar tanto la energia normalizada como la potencia
promedio normalizada de una sefial desde la perspectiva de la frecuencia, los cuales son
ampliamente conocidos como los Teoremas de Parseval.

Teorema 10.10 (Energia)Seaf(t) : R — R una sefial de energia desde el punto de vista
de la Definiciéril0.2 Entonces, la energia normalizada de la sefial puede ser determinada
por

E= f " f2(t)dt = % f W|F(w)|2dw. (10.196)

Demostracion.Se sabe que toda sefial absolutamente integrable puede ser representada a
través de su transformada de Fourier, es decir,

f(t)=% f F(w)e'dw, YteR. (10.197)

(o]

Bajo el supuesto qué(t) = fo(t) = f(t), lo cual implica que al emplear la Ecuacién
(10.197, se tiene

f1(t):% f Fi(w)e“dw, VteR. (10.198)

(o)

Por otra parte, se tiene quefg(t) = fo(t) = f(t), entonces

E= f " f2(dt = f " h0 bt (10.199)

Aplicando la Ecuaciénl0.199 en la Ecuacién10.199, se tiene

E= f fz(t)z—ln f F1(w)e“tdwdt (10.200)
t =—00

=—00
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Figura 10.17. Equipo disefiado por Albert A. Michelson para el
calculo de series de Fourier de sefiales periédicas

Debido al supuesto de convergencia de ambas integrales planteadas en la Ecuacion
(20.200), las mismas pueden ser intercambiadas, quedando

1 00

E=—
21 Jy=—co

Fi(w) f fo(t)eltdt dw, (10.201)
t=—c0

de donde se puede afirmar que la integral @rresponde a la transformada de Fourier de

f,(t), en términos de-w, es decirF,(-w), obteniéndose

1 00

E=—
27t Jiy=-co

F1(w)F2(-w)dw. (10.202)

Como fi(t) = fo(t) = f(t), se puede asegurar qie(w) = F2(w) = F(w), Y en conse-
cuencia,
1 00 00

F(w)F(~w)dw = 1 IF(w)? dw. (10.203)

T2 e 27 Jore oo

E

Al tratarse de una sefié(t) real, F(-w) = F(w). =



ENERGIA Y POTENCIA PROMEDIO DE UNA SENAL 289

A objeto de estudiar el Teorema de Parseval para el caso de sefiales reales periddicas, se
debe establecer la siguiente condicion:

Condicion 10.1 Seaf(t) una sefial periddica. Entoncef2(t) es también una sefial peri-
odica.

Ahora, véase el siguiente lema, el cual permite asegurar que la determinacion de la
potencia promedio normalizada de una sefial real periddica puede ser calculada mediante
la potencia promedio normalizada entregada en un periodo.

Lema 10.4 Sea la funciénf(t) : R —» R una sefial determinista, periddica de periodo
T y definida en el dominio continup en donde no necesariamente corresponde a una
funcién continua. Entonces, la potencia promedio normalizada de la S€fjgluede ser

determinada por
P= lim Ef f2(t)dt = f f2(t)dt.
20T J /2

Demostracion. Al considerar quer = nT y n un entero par, y tomando en cuenta la
Condicién10.], se tiene que

n/2 KT+T/2 2 N2 4 kT+T/2 )
= |im — f t)dt= Iim —f fo(t)dt. 10.204
N—oo nT Zn/z KT— T/Z () n_)ookz_zn/z nT kT_T/2 () ( )
Ahora, como
KT+T/2 T/2
f f2(t)dt = f f2(t)dt, VkeZ, (10.205)
KT-T/2 -T/2

por ser la sefial (t) periddica y debido al Teorenid.zZde la pagin25€.
Aplicando la Ecuaciénl(0.20% en la Ecuacion0.204, se obtiene

n/2

P=tim ) - =

k2N J-T2

f2(t)dt = n|Ln010(n+1)% f " f2(t)dt. (10.206)

-T/2

De la Ecuacién10.20¢ y del Teoremd0.2de la pagin®5¢€, se tiene claramente que,
1 fT/Z ) 1 )
P== f(t)dt:—ff(t)
TJotp2 TJr

Teorema 10.11 (Potencia promedio normalizadaBeaf(t) : R — R una sefial determi-

nista, periddica de period® y definida en el dominio continupen donde no necesaria-
mente corresponde a una funcién continua. Entonces, la potencia promedio normalizada
de la sefialf (t) puede ser determinada por

)

1 T/2 5 )
P:—f 2@ dt= " lanl
7,00 n

n=—co

Demostracion.Debido al Lemeél0.4 se tiene que la potencia promedio normalizada de
una sefial periddica esta dada por
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1 T/2
P== f f2(t)dt. (10.207)
TJ1p2

Ahora, debido a la hipétesis del teorema, se puede asegurar que la(spdaénta con
su correspondiente serie exponencial de Fourier, la cual es

f)= ) ape ™, vieR. (10.208)

N=—o00

Si se afirma qué(t) = fo(t) = f(t). Entonces, empleando las Ecuaciori&3.207 y
(10.209, se obtiene

T/2 0 .
P=2 f 20 a%fﬂe'“wot]dt. (10.209)
T &

Debido a que tanto la operacién de integracion como la de sumatoria, garantizan ambas
convergencias, se puede permutar el orden de operacion, quedando

N [f2] 1 (T2 jnwot
P= ap? [—f fa(t)e w0 dt],
n;w T )t

en donde claramente la operacién de integracién arroja los térmmﬁsobteniéndose
entonces que

P= Y allalf = 3 ool (10.210)
N=-00 N=—oc0

Debido a quen!” = @[l = @y, y al emplear la Ecuacionl0.210), se tiene que la

potencia promedio normalizada de una sefal periddica puede ser determinada por

P= Z lanl?. (10.211)

n=—co

Corolario 10.3 Seaf(t) : R — R una sefial determinista, periodica de periofiy defi-

nida en el dominio del tiempo continuo, en donde no necesariamente corresponde a una
funcion continua. Entonces, la potencia promedio normalizada de la S¢fjgluede ser
determinada por

1, 157, 2 2
P="ai+= E
4a0 + 5 n:1(an +by),
dondeay, a, y by son los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier.

Demostracién.De la Ecuacion10.21)) se tiene que

P=a§+22|an|2. (10.212)
n=1
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De la Observacién0.10de la pagin®27€se tiene que

NI NI

@0

ap;
(10.213)
an—jibn, VneZ,.

Qn

Al calcular las magnitudes al cuadradoalgparan € N, se puede afirmar que

2 _ 1.2

al = tal

¢ (10.214)
lanl? = a2+ 102, Vnez,.

Sustituyendo la Ecuaci6i0.214 en la Ecuacién10.212, esta arroja

P= %a§+%2(aﬁ+bﬁ). (10.215)
n=1

B EJEMPLO 10.12

Seaf(t) : R — R un sefial medida el y definida por

f(t) = seng(t), VteR, (10.216)
donde la funciérseng,,(t) se define como
M’ Yt # 0,
Seng,(t) = wot (10.217)
1, vYt=0.

Determine la energia normalizada de la sefigl

Solucién

Se tiene que la energia normalizada viene dada por
E= f seng(t)dt. (10.218)

Ahora, aplicando el Teorenid).10de la p4gin®87 se tiene que

E= % I : |.Z[sena(t)]|? dw. (10.219)

Por otra parte, se tiene que

Fpa)] = [ ) pa(t)e it dt, (10.220)
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donde
1, Vit<a
Pa(t) = (10.221)
0, Yt/>a
Sustituyendo la Ecuaci6i0.22)) en la Ecuacién0.22() se tiene que
a e—jwt -a
Fpa(t)] = f g ltdt= = , Yw#0. (10.222)
_a jo |,
Al evaluar la Ecuaciorl0.223, se obtiene que
Zpa(t)] = 2a Sl g)a)’ Yo #0. (10.223)
W

Debido al hecho de que la Ecuacid®(223 no esta definida para el caso parti-
cularw = 0, se debe determinar su valor a partir de la definicién de transformada de
Fourier considerando Gnicamente el case 0, es decir,

F(0)= Flpa®)]|,_, = f pa(t)dt=2a. (10.224)
En definitiva se tiene entonces que
F[pa(t)] = 2aseng(w), YweR. (10.225)
Ahora, segun el Teorema de dualidad o simetria de la transformada de Fourier se
tiene que si#[f(t)] = F(w). Entonces,#[F(t)] = 27 f (—w).
Es decir, que al aplicar el Teorema de dualidad a la Ecuati®22f) se obtiene

que
F[seny(w)] = gpa(w), (10.226)

debido a que la funcidpy(w) es una funcién par de su variable independiente.
Para este caso particular, se tiene entonces que

F[sens(w)] = gp5(w). (10.227)

Sustituyendo este resultado en la EcuadkihZ19 se tiene que

1 ™, n (° bis

B EJEMPLO 10.13
Seaf(t) : R — R un sefial medida el y definida por
f(t) = serf(2t), VteR. (10.229)

Determine la potencia promedio normalizada de la séial
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Solucién

La potencia promedio normalizada puede ser determinada a través de la integral
en tiempo o mediante los coeficientes de la serie exponencial de Fourier, para lo cual
se cuenta con el Teorerdf.11de la pagini28%

Debido a que
j2t _ a-j2t)?
f(t) = serf(2t) = [e jze ] . VteR, (10.230)
lo que conduce a
1 1 e 1 ja
f() = serf(2) = 5 - 7" - 2e7 %, vieRr, (10.231)

donde claramente se tiene que la frecuencia fundamegtal rad/s.
La Ecuacion10.23) presenta los coeficientes paran € {-1,0,1}, es decir,

1 1 1
a1=-3 a=3 o=-7. (10.232)
Aplicando el Teoremd0.11se tiene que
1 2 2
1 1 3
P=qa2+2 2=(Z) +2[3) == w. 10.233
o3+2) (5) +2l3) -3 (10.233)

PROBLEMAS

10.1 Seaf(t): R — R una sefial peridédica con extensién periédica principal definida por

k, Yo<t<ZT;
fo(t) = (10.234)
0, en otro caso,

dondek > 0 es un niimero real.
Entonces, la serie trigonométrica de Fourierf @@ es

A) k+ Y Zsenwet), YteR.
n=1

nimpar

B) £+ ngl % sen fuwot), VteR.
nin;par

C) &+ ¥ Zcosfwot), VteR.
nir:;%ar

D) ¥+ Y Zsenfwot)+ Y X cosfuwpt), VteR.
n ir:;[l)ar n inn:1p1)ar

=~

=~
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10.2 Seaf(t): R — R una sefial periodica con periodo igudl aSi la transformada de
Fourier de la sefidl(t) esta definida por

5
1
F(w) = Z —§(w-nwg), YweR, (10.235)
n=-5 n
nimpar
dondewg = 27/T es la frecuencia fundamental de la sefial.
Entonces, la serie trigonométrica de Fourier de la séftpks

5 1 S 2
A) > — cosfwoet), VYteR. B) > = cosfwopt), VteR.
n=1 7N n=1 N
nimpar nimpar
5 1 5 2
C) > — senfwot), VteR. D) Y - senfwgt), VYteR.
pn=1 7N n=1 N
nimpar nimpar

10.3 Seaf(t) : R — R una sefial periddica con periodo igudl aSi la transformada de
Fourier de la sefidl(t) esta definida por

(e8]

1
Fo)= ) gdlw=-nwo). VweR, (10.236)

N=—oc0
dondewg = 27/T es la frecuencia fundamental de la sefial.
Entonces, la potencia promedio normalizada de la si(fipés

2 1
A) — B) = c) — D) —
) 612 ) 3 ) 1272 ) 62

10.4 Seaf(t) : R — R una sefial periddica cuya expresion analitica estd dada por
f(t) = co(wot), VteR, (10.237)
dondeqe N, y wp = 27/T es la frecuencia fundamental de la sefial.
Entonces, la transformada de Fourier de la sé(iqles
A) 2—1(120(3) S(w-(g-2Kwo), YweR, geN.

q
B) = (E)‘g(‘”_(q—Zk)wo), YweR, geN.

2 ——
(J2)9 k=0
1 9

C) 2r % (7)6(0-(@-2an). VweR el

T
jaza-1

D)

10.5 Seaf(t) : R — R una sefial periddica con periodo igudl aSi la transformada de
Fourier de la sefiaj(t) = f(t— %) esta definida por

q
Y () 6(w-(a-20wy), YweR, geN.
k=0

(o)

1
Glw)= ). Sow=rwo), VYweR, (10.238)
nimpar

dondewg = 27/T es la frecuencia fundamental de la sefial.
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Entonces, la serie exponencial de Fourier de la sgfipes

o e—jnn/Z ) o e—jn7r/2 )

A) o~ ghwot  yteR. B) X ~ ehwot  yteR.
n=— n=—
nimsgr nimsz\r

C) 0 ejmT/2 inwot ) ) ejn”/2 inwot
y I elwot yteR, D) Y —— et vteR.
n=— n2 n=— 27Tn2
nim;ggr nimSZ\r

10.6 Seaf(t): R — R una sefial periodica con periodo igudl aSi la transformada de
Fourier de la sefaj(t) = % esta definida por

> 1
G(w) = n;m jn—Ta(w ~Nwo), VYweR, (10.239)
nimpar
dondewg = 27/T es la frecuencia fundamental de la sefial.
Si la sefialf (t) tiene una componente continua o también denominada componente DC
igual a 2. Entonces, la serie exponencial de Fourier de la $éfias

1 x© 1 . 1 1 .
A) 2-— Y ewl  vieR. B) 2-— Y et vteR.
2 =—o00 2 271' =—00 2
4 rqimparn r?imparn
1 « 1 . 1 ¢ 1 .
C) 2+-— Y = el vteR, D) —— Y el vteR.
2 AR ’ 27 n2=00 N2 ’
A rqimparn rqimparn

10.7 Seaf(t) : R — R una sefial peridédica cuya extension periddica principal esté defi-
nida por
2k

fo)={ T
0, en otro caso,

t, Vv-T<t<?T
. 2 2 (10.240)

dondek > 0 es un nimero real.
Entonces, la transformada de Fourierfdf es

4 = 1
A —— Y S dw-nwy), YweR.
T n=—co N
nlmpark 1
4 )
B) nké(w)-— ¥ —=dé(w-hwo), YweR.
d ni:rerarn

(o)

k 2k
C) E (5((1)) - n;z_oo W 5(0) - nU_)O), Yw eR.
nimpar
k o 2k
D) 2r-6(w)+2r Y —— 6(w—hwp), YweR.
2 N=—co n27T2
nimpar
EJERCICIOS PROPUESTOS

10.8 Seaf(t) : R — R una sefial periddica de periodipmedida erV, y cuya expresion
analitica de su extension principal esta dada por

0, V- % <t<O0;
fo(t) = (10.241)
kt, vO<t<7.
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dondek € R es una constante sin restricciones de signo.
Para la sefal (t), determine:
a) su serie exponencial de Fourier;
b) su transformada de Fourier;
C) su serie trigopnométrica de Fourier;
d) su potencia promedio normalizada.

10.9 Seaf(t) : R — R una sefal periddica de perio@ipmedida erV, y cuya expresion
analitica de su extension principal esta dada por

0, V-2 <t<O;
folt) = (10.242)
senfuot), Y0<t<3.

dondek € R es una constante sin restricciones de signogy = 2r.
Para la sefal (t), determine:
a) su serie exponencial de Fourier;
b) su transformada de Fourier;
C) su serie trigonométrica de Fourier;
d) su potencia promedio normalizada.

10.10 Seaf(t) : R — R una sefial periddica, medida eV, y cuya expresion analitica
esta dada por
f(t) = codl(wot), VteR, (10.243)

dondeqe Ny wg = ZT—” es la frecuencia fundamental de la sefial.
Para la sefal (t), determine:
a) serie trigonomeétrica de Fourier;
b) potencia promedio normalizada de la sefial, si la sefial es medid¥ en

10.11 Seaf(t): R — R una sefial periddica de perio@iccuya expresion analitica de su
extensioén principal esta dada por

0, V-%<t<O;
fo(t) = (10.244)
kt VO<t<3.

dondek € R es una constante sin restricciones de signo.
Para la sefal (t), determine:
a) su serie exponencial de Fourier;
b) su transformada de Fourier;
C) su serie trigonométrica de Fourier;
d) su potencia promedio normalizada.

10.12 Seaf(t): R — R una sefial periddica de perioipmedida erV, y cuya expresion
analitica de su extension principal esta dada por

fo(t) = ar2(t), V- Tt g (10.245)

2
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donde paratodae R,

11 vp<a
Ga(t) = a (10.246)

0, Vit >a

Para la sefial (t), determine:
a) su serie exponencial de Fourier a partir de su definicion dada por la integral;
b) su serie exponencial de Fourier a partir de la transformada de Fourier de la
extension principal déy(t);
C) su serie trigonométrica de Fourier;
d) su potencia promedio normalizada.






CAPITULO 11

ANALISIS DE SISTEMAS EN EL DOMINIO
DE LA FRECUENCIA

Todos tenemos una vision del hecho que constituye la verdad de cada quien. La integracion de los
puntos de vistas de cada uno nos aproxima a la verdad. Sin embargo, sélo Dios, el Dios de cada
quien, conoce la verdad.

—Ebert Brea

Un enfoque diferente que tiene como objeto de estudiar los sistemas lineales, dinamicos,
causales, invariantes en el dominio y deterministas es a través de su estudio en el régimen
permanente cuando estos han sido excitados por sefiales sinusoidales.

Para esto debe estudiarse la funcion de transferencia desde la perspectiva de la frecuen-
cia, lo que conlleva al andlisis de los sistemas a través de la transformada de Fourier.

El resto del capitulo esta estructurado de la siguiente forma: en la S&ckibse
introducird la definiciéon de funcion de transferencia en el dominiademas es ilustrada
esta definicién a través de diversos ejemplos que tienen como propdsito visualizar los
distintos puntos de vistas en la aplicacion de tal definicién; en la Settiéise estudiara
nuevamente la relacion que existe entre la funcién de transferencia definida en el dominio
de cada una de las variabley w.

Al final del capitulo, el lector podra contar con problemas y sus respectivas soluciones
al final del libro, y ejercicios propuestos, los cuales permitirdn al lector comprobar sus
conocimientos en el tema tratado en el capitulo.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con S&H#tab 299
un enfoque desde la Ingenieria Eléctrica. Primera EdicBor Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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11.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA

Desde la 6ptica del régimen permanente y cuando un sistema lineal, dindmico, causal,
invariante en el dominio y determinista es excitado por sefiales sinusoidal, la definicién de
funcion de transferencia exige que las condiciones iniciales del sistema sean cero.

A tal efecto, se establecera la definicién de funcién de transferencia basada en que el
sistema puede o no estar con condiciones iniciales de cero, por cuanto si el sistema es lineal
y estable, las condiciones iniciales no inciden en la respuesta en regimen permanente.

Definicién 11.1 Se dice que la funcién de transferencia de un sistema lineal, dinadmico,
causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID) definido en el dominio continuo,
y se denotara comH (w), como el cociente de la respuesta del sistema en el dominio de la
transformada de Fourier y su excitacién en ese mismo dominio de transformada de Fourier,

es decir, v
H(w) = %

dondeX(w) e Y(w) son respectivamente las transformadas de Fourier de la excitacion y
respuesta del sistema.

(11.1)

Es importante destacar que la funcion de transferencia que puede ser obtenida a través de
la representacion de la transformada de Fourier, corresponde a sistemas LDCID y estables.

Por otra parte, debido al hecho de la naturaleza de la funcién en el sentido de que
H(w) : R — C, ésta puede ser expresada como

H(w) = [H(w)(el®®), (11.2)

donded(w) es la fase de la funcién de transferencia.
Ahora, de las Ecuacione$1.1) y (11.2), se puede afirmar que

IY(w)l = H(@)IX(w)]. (11.32)

Dy(w) = Pn(w) + Px(w), (11.3b)

donde®n(w), Px(w) y Py(w) representan respectivamente las fases de la funcion de
transferencia, de la sefial de excitacion y de la sefial de respuesta.

B EJEMPLO 11.1

Sea el sistema lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID)
mostrado por la Figural.1de la pagind801. En la graficax(t) representa la sefial
de excitacion de tension eléctricay(@) corresponde a la sefial de respuesta, la cual
es la caida de tensidon entre los terminales del conden€ador
Para el sistema de la Figuta.1 Determine su funcién de transferencia definida
en el dominio dew.

Solucion
Del Ejemplo2.2 de la pagin@85 se tiene que el modelo dinamico del sistema esta
definido por
dyit) 1

1
gt ey = 5cxO. (11.4)
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z(t) @ i(t) C == y(t)

Figura 11.1 Sistema LDCID del Ejempld1.1

el cual viene dado por la Ecuaci@2t de la pagind6.
Ahora, aplicando la transformada de Fourier a la Ecuadiéry), se tiene que

1

2 X(@). (11.5)

joY(w)+ %Y(w) =

Despejando la relaciovi(w)/ X(w) de la Ecuaciéni1.5) se consigue que

_Y(w) 1

= m = m, Yw e R. (116)

H(w)

B EJEMPLO11.2

Sea un sistema LDCID con funcién de transferencia en el dominio de la frecuencia,
definida por
H(w) = 10p, (w)e /&, VweR (11.7)
Por otra parte, suponga que el sistema ha sido excitado con una sefial periddica

durante un muy largo tiempo y cuya expresion analitica de serie trigopnométrica de
Fourier es

o 2
X(t) =4+ Z Esen ont), VteR (11.8)
n=1
nimpar

Para el sistema descrito determine el espectro de la sefial de respuesta.

Solucién

A objeto de determinar la respuesta del sistema ante la sefial de excitacion, se
calculara la transformada de Fourier de la seftd] para lo cual se requiere conocer
su serie exponencial de Fourier.

De las Ecuaciones formuladas en la Observat®midOde la pagin@7¢€, se tiene

n = 3@ ibr) (11.9)

En virtud de que la serie trigonométricax{é) no contiene términososfiwet) se
puede asegurar que los coeficierdgs 0 para todm € Z.
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En consecuencia, de la Ecuacidd (9 se obtiene que para todampar positivo,

1 1, .2 1
- Z( =Z(-iZ)y= — 11.1
an = 5(=jbn) = 5(=1 ) e (11.10)
y esta ecuacioén describe correctamente los térmip@ara todan impar negativo
Aplicando la Ecuaciénl(1.10), se tiene que

Q=4+ > —e"™ vteRr (11.11)
inx
n=-c0,n#0
n impar
Entonces, la transformada de Fourier de la sefial de excitacién dada por la Ecua-
cién (11.11), es

X(@)=2rdd() +2n Y, b=, Voek

n=-o0,n#0
n impar

X(w) = 8ré(w) + i j%é(w— nr), VYweR.

n=—o00, N0
nimpar

Empleando la Definici6ill.1y la funcién de transferencia expresada por la
Ecuacién(l1.7), se tiene

. > 2
Y(w) = 10p,, ()& 15 |8rs(@) + Y ow-m, Yok, (11.12)
" ion?;agri 0

Simplificando la Ecuacioril(.12), se tiene

5
2 _in
Y(w) = 8071'5(0)) + Z .—ne_J6 6(w - nﬂ), Yow e R.
n=-5,n#0

n impar

B EJEMPLO11.3

Sea un sistema LDCID con funcién de transferencia definida por
1 -isgne)
H(w) = g lwlps(w)e , VYweR. (11.13)

Para el sistema definido, represente graficamente la funcion de transferencia en
magnitud y fase.

Solucién
De la EcuacionX1.13, se tiene que la funcion de transferencia puede ser expre-
sada explicitamente como
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—gwej%, YV -5<w<0;
Hw)={ twel?, vO<w<s5; (11.14)

0, lw| > 5.
En consecuencia, de la Ecuacidi.(19, se tiene

—%w, YV -5<w<0;

Hw)={ tw, VO0<w<5; (11.15a)
0, |w| > 5.
3, ¥V -5<w<0,
O(w) = (11.15b)
-3, Y0<w<5,

De las expresiones matematicasHv) y ®(w) se tiene entonces, una forma
alterna de representar la funcién de transferencia de un sistema lineal, dindmico,
causal, invariante en el dominio y determinista.

A continuacion se explicara este concepto a través de un ejemplo.

B EJEMPLO 11.4

Sean los gréaficos mostrados en la FiglitaZ, los cuales corresponden respectiva-
mente a la magnitud y fase de una funcién de transferencia de un sistema lineal,
dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista.

Determine el modelo matemético de la funcién de transferencia.

Solucién
De la Figurall.2(a)se tiene claramente que

IH(w)| = 2p(w), Yo €R. (11.16)

Por otra parte, de la Figutel.2(b)se tiene que la fase de la funcion de transfe-
rencia es

D(w) = —gwpz(w), VweR. (11.17)

De las Ecuacioned .16 y (11.17) se tiene que la funcion de transferencia puede
ser modelada por

H(w) = 2m(w) e 15972), o eR. (11.18)

11.2 RELACION DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA EN EL PLANO SY
EL DOMINIO w

El concepto que establece la relacion entre el pfag@l dominiow ha sido tratado en los
capitulos anteriores. Sin embargo, en este apartado se busca mostrar el tema nuevamente
debido a su importancia en el ambito de la ingenieria eléctrica.
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(b) Fase deH(w)

Figura 11.2 Grafica defa) magnitud de la funcién de transfe-
rencia del Ejempld.1.4y|(b) fase de la funcién de transferencia
del Ejemplcll.2

11.2.1 Impedancia de elementos pasivos

Para lograr el proposito de este apartado, se introducira el concepto de impedancia de
elementos eléctricos pasivos, el cual es ampliamente present&dm ¢0966) y Papoulis

(1978. No obstante, el autor no pretende desarrollar un tratado de redes eléctricas debido
a los extenso que esto puede resultar.

i(t) i(t) i(t)

+ + +

v(t) § R u(t) 3 L v(t) = C

(a) Resistencia (b) Inductancia (c) Capacitancia

Figura 11.3 Grafica de elementos eléctricos vistos desde
el dominio del tiempoi(a) resistencia(b) inductancia y|(c)
capacitancia

La Figurall.2 muestra las redes eléctricas conformadas por los elementos pasivos:
resistencia, inductancia y capacitancia, las cuales seran modeladas mateméaticamente en
términos de sus variables externg, y v(t) correspondientes respectivamente a la sefial
de excitacion y respuesta de cada sistema.
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Del sistema de la Figuril.3(a)se tiene que
v(t) = Ri(t), VteR. (11.19)
Por otra parte, el sistema de la Figdra3(b)tiene como relacion

di(t)
dt’

En cuanto al sistema conformado por la capacitancia mostrado en la EigG(a) la
relacion entre las variables externas es

. du(t
it) =c%, VteR. (11.21)

Un punto de vista alterno al analisis en tiempo, es por medio de la transformada de La-
place. La Figurd1l.4muestra las redes eléctricas conformadas por los elementos pasivos:
resistencia, inductancia y capacitancia en el dominio de la transformada de Laplace, donde
sus variables external(s) y V(s) correspondientes respectivamente a la sefial de excita-
cion y respuesta de cada sistema.

v(t) =L VteR. (11.20)

I(s) 1(s) I(s)

&~

V(s) § Ry 3 sL V(s) = -

(a) Resistencia (b) Inductancia (c) Capacitancia

Figura 11.4 Gréfica de elementos eléctricos vistos desde el
dominio S:|(a) resistencig(b) inductancia y(c) capacitancia

Al aplicar la transformada de Laplace a la Ecuaci®h.19 se tiene que la relacién
entre las variables externas del sistema de la Figli&(a)viene dada por

V(s)=RI(s), VseDy, (11.22)
dondeD; es la regidn de convergencia, y su funcién de transferencia es

H(s) = % =7Z(9 =R VseDy, (11.23)
dondez;(s) denota la impedancia de la resistencia en el dominio de la vagable
Por otra parte, si suponemos que las condiciones iniciales de los sistema son nulas, se
tiene entonces que la relacion del sistema la Figird(b)obtenida a través de la Ecuaciéon
(11.20), corresponde a
V(s)=Lsl(s), VseDy, (11.24)

dondeD; es la regidn de convergencia, y la funcién de transferencia es

H(s) = % =Z(9)=sL, VseD, (11.25)
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dondeZz(s) denota la impedancia de la inductancia en el dominio de la varsable
En cuanto al sistema de la Figlta.4(c) su relacion en el dominio de la transformada
de Laplace bajo el supuesto de condiciones iniciales nulas, es

I( =Cs\s), VteDe, (11.26)

dondeDc es la regidn de convergencia, y con relacion a su funcion de transferencia se tiene

que esta es dada por
V(s _ 1
H(s) = 10 =Z(s) = s 7s€De (11.27)

dondeZ.(s) denota la impedancia de la capacitancia en el dominio de la vagable

I
“ I(w) I(w)

(a) Resistencia (b) Inductancia (c) Capacitancia

Figura 11.5. Grafica de elementos eléctricos vistos desde el
dominiow: (a) resistencig(b) inductancia yc) capacitancia

Haciendo un andlisis analogo al empleado en los sistemas de la/Eiggrse tiene que
los sistemas de la FiguEL.5 presentan como relacion en el dominio de la transformada
de Fourier lo siguiente:

El sistema de la Figural.5(a) de acuerdo a la Ecuaciéhl.19 su representacion en
el dominio de la transformada de Fourier esté definida como

V(w) =Rl(w), VYlw|>0, (11.28)
y su funcién de transferencia viene expresada por

Vv
H(w) = V(w) =Z(w)=R, Vw|>0., (11.29)
l(w)
dondeZ; (w) denota la impedancia de la resistencia en el dominio de la variable
De igual manera, se tiene que para el sistema de la Fiduséb) al aplicar la transfor-
mada de Fourier a la Ecuacidhl(2() esta arroja que

V(w) = jwLl(w), VYw|>0, (12.30)

y la funcién de transferencia es

H(w) = V(w) =2Z(9) = jwl, Vw|>0, (11.31)
l(w)
dondez(w) denota la impedancia de la inductancia en el dominio de la variable
Finalmente, para el sistema de la Figlida5(c) su relacién en el dominio de la trans-
formada de Fourier es
l(w) = jwCV(w), VY|w|>0, (11.32)
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y con relacién a su funcién de transferencia se tiene que ésta es dada por

H(w) = M =Ze(w) = _i, Y]w| >0, (11.33)
I(w) jwC

dondeZ;(w) denota la impedancia de la capacitancia en el dominio de la vatiable

Es oportuno mencionar que estos conceptos también pueden ser estudiados desde la
perspectiva de los sistemas en el dominio discreto, a través de sus relaciones en ecuaciones
en diferencias y su posterior representacion en transforitfada

Breaet al. (1999 desarrollan una propuesta del enfoque de impedancia desde el punto
de vista del dominio discreto.

Tomando en cuenta algunos conceptos béasicos de redes eléctricas, se tienen dos co-
nexiones basicas en redes eléctrica, como son: la conexién serie y conexiéon paralelo de
impedancias, las cuales seran estudiadas a continuacion.

11.2.2 Conexion serie y paralelo de arreglos de impedancias

La Figuralll.€ilustra la conexion serie de dos impedandasy Z, las cuales tienen
respectivamente una la caida de tension eléctti€s) y Va(s), y en consecuencia se puede
afirmar que

V() = V1(9) + V(). (11.34)

Debido al hecho de qué;i(s) = Z1(9)1(9) y Va(s) = Z2(9) 1 (9), se tiene que al sustituir
estas relaciones en la Ecuacidd (34

V(s) = (Za(9) + Z2(9))1(9), (11.35)
lo que arroja que
Z(s)=H(s) = \% =Z1(9) + Zx(9), (11.36)
IE)
J’_

Figura 11.6. Arreglo de impedancias en conexion serie

La Figurall.7 presenta dos impedancias conectadas en paralelo, debido al hecho de
gue ambas estan sometidas a la misma diferencia de potencial eléctrico.
Del sistema se tiene que
[(s) = 1i(s) + I2(9). (11.37)
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Figura 11.7. Arreglo de impedancias en conexion paralelo

Por otra parte, se tiene que

Ik(S) = % Vk=1,2. (11.38)

Sustituyendo la Ecuaciéd1.3§ en la EcuacionX1.37) se tiene que

EICRRC)
I(s) = 0) + 7S’ (11.39)
lo que permite asegurar al despejar la relac}@'l que
_ _V(s _ 1 Zi(92(9
Z(s)=H(s) = CH ﬁ +ﬁ S ACESACE (11.40)

Las Ecuacionesi(l.36 y (11.40) representan respectivamente la impedancia equiva-
lente de la conexion serie y paralelo de dos impedarigiés) y Z»(s). Estas relaciones
basicas permiten determinar la impedancia equivalente de una red eléctrica, conociendo
su configuracidn, lo que constituye la funcion de transferencia del sistema, si su sefial de
excitacion es la corrientds), y su sefial de respuesta es la caida de tension eléé{sga

B EJEMPLO 115

Sea el sistema de representado por la Fididiréide la pagin80§, el cual es excitado
por una sefial(t), y su respuestgt), es medida sobre caida de tension eléctrica sobre
la resistencid.

x(t) @ C= R SE y(t)

Figura 11.8. Sistema eléctrico RCL.

Determine la funcidn de transferencia del sistema como funcion de la vasjable
asi como su funcién de transferencia en frecuencia.
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Solucién

Un modo de ver el problema es a través de un sistema eléctrico equivalente que
permita establecer la relacién enx(@) e y(t), bajo condiciones iniciales nulas.

La Figurall.9muestra un sistema equivalente que permite expresar la relacion
esperada.

Zl (8)
+1 I(s)
X(s) Zs(s) Y(s)

Figura 11.9. Sistema eléctrico equivalente RCL.

En la Figurall.97,(s) representa la impedancia equivalente de la resistenciay la
capacitancia conectadas en paralelo.

Sise denota Z(s), Z:(S) y Z(s) como las impedancias de la inductancia, capacitancia
y resistencia, respectivamente, se tiene que

Z(s) =sL,
Z:(s) =1/sC; (11.412)
Z(9 =R

Empleando la Ecuacioiil.4() de la pagin80€se tiene que

Z(92(9 _ R

29 = 719579 ~ 1+ sRC (11.42)
Ademas, como puede verse
Z1(8) = Z(s) = sL. (11.43)
Por otra parte se tiene que
Y(9) = 1(9) Z(9), (11.44)
fonee I(s) = _Xe (11.45)
Zy(9)+Z(9)’ '
lo que implica que
Y(s) = #(SZ)Z(S) X(s), VseD, (11.46)

dondeD es la region de convergencia.
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Al sustituir los valores d&;(s) y Zx(s) en la Ecuacioni1.46, ésta arroja como
resultado que

Y(9) = X(s), VseD. (11.47)

R+Ls+RLCS
En consecuencia,

Y(s) R

H = X9 ~RilssRICZ

VseD, (11.48)

y al hacers= jw se tiene

Y(s) R

H = =
@) =36 ~ RORLCZ+ jol’

YweR. (11.49)

B EJEMPLO 11.6

Determine la funcidn de transferen¢idw) definida en el Ejempl@1.1de la pagina
300, mediante el concepto de impedancia.

Solucién
De acuerdo al problema planteado en el Ejenddld], y empleando la notacion

definida en el ejemplo, la caida de tensién eléctrica sobre la capacitancia, bajo con-
diciones iniciales nulas, viene dada por

Y(9) = 1(9Z(9), (11.50)
dond
e 9o X9 (115D
C Z(9+Z(9)’ '

y Zi(s) = Ry Z¢(s) = 1/sC.
Sustituyendo la Ecuaciéi1.57) en la Ecuacioni1.50), se obtiene

Y(s) = #(SZ)C(S)X(S), (11.52)
la cual al sustituir los valores d&(s) y Z¢(9), esta arroja que
1
Y(s) = 5—C31X(s). (11.53)
R+ —
sC

Al considerar las condiciones iniciales nulas, se tieneH{g es

BRI

H = %9 ~ T7scr

(11.54)
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la cual al ser evaluada &= jw,

1

H(U.)) = m, Ywe R, (1155)

PROBLEMAS

11.1 Seax(t) : R — R una sefial periddica cuya expresion analitica esta dada por

5
1
=) —cos(a), VteR. (11.56)
nirr]‘r?;}ar

Sea ademas un sistema lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista
(LDCID), el cual tiene como funcion de transferencia
Yw) 1
C X(w) 1+jw’

H(w) Yw eR. (11.57)

Si el sistema es excitado por la sefift) dada por la Ecuaciorll.56. Entonces, el
retardo que se produce en la onda fundamenta{ties

g™ (2) tg7'(2)
A) 5 S B) 5 s
C) —1—; S D) ninguna de las anteriores.

11.2 Seaun sistema LDCID, y cuya funcion de transferencia esté definida por

Y(9) 3 10
X(9lsjw 10-4w2+ 20

H(w) = Yw€eR, (11.58)

dondeX(s) e Y(s) denotan respectivamente sendas transformada de Laplace de su excita-
cion y respuesta.
Si el sistema es excitado por la sefial

X(t) = coS(10), VteR, (11.59)

la cual es medida evi.
Determine:
a) respuesta del sistema ante la excitaoi(iit
b) potencia promedio normalizada de la sefial de excitaxiin
¢) potencia promedio normalizada de la sefial de respyéta

11.3 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo del tiempo. Si la funcion
de transferencia del sistema es

H(w) = Qawy (@) € '80%, VweR, (11.60)
y el sistema es excitado por una sexi@), medida erV y con expresion

X(t) = [sen wot) + cosgot)]?, VteR. (11.61)
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Determine:
a) respuesta del sistema ante la excitaoiiijy
b) potencia promedio normalizada de la sefial de excitax{in
c) potencia promedio normalizada de la sefial de respyé¥ta
EJERCICIOS PROPUESTOS

11.4 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo del tiempo. Si la funcién
de transferencia del sistema es

H(w) = deo(w) € @, VweR, (11.62)
y el sistema es excitado por una sex{@) con expresion
x(t) = [sen(1@) + sen (26)]2, VteR. (11.63)

Determine:
a) respuesta del sistema ante la excitaoiij
b) potencia promedio normalizada de la sefial de excitaxiin
¢) potencia promedio normalizada de la sefial de excitagiyn

11.5 Sea un sistema LDCID definido en el dominio continuo del tiempo. Si la funciéon
de transferencia del sistema es

H(w) = peo(w)€10¢, VYweR, (11.64)

y el sistema es excitado por una sexi@), conocida como un sefial seno con rectificacién
de media onda, y cuya expresion es

X(t) = max[0, sen(1@)], VteR, (11.65)
donde
a, Yaz=p;
max(a,) = { (11.66)
B, Ya<p.
Determine:

a) respuesta del sistema ante la excitaoii
b) potencia promedio normalizada de la sefial de excitaidn
¢) potencia promedio normalizada de la sefial de excitagiyn

11.6 Seaelsistema descrito por la FigifalOformado por resistencias y capacitancias.

Ry Ry
AAA AAA
VvV VvV

x(t) @ = V() == C,

Figura 11.10 Sistema eléctrico doble RC.
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Si el sistema es excitado por una sefial de tension eléaificy su respuestg(t) es
medida a través de la caida de tension sobre la capacit@pckntonces, determine su
funcion de transferencia del sistema en el dominio de la vargdsigpleando los conceptos
de impedancia.






CAPITULO 12

ANALISIS DE SISTEMAS NO LINEALES

El respetoy el aprecio a todo lo que nos rodea, son unas de las bases mas importantes que permite

la convivencia entre los seres que habitamos este universo.
—Ebert Brea

Jules Henri Poincaré

El pionero en el estudio de la dinamica de los sistemas como sistemas deterministas y
no lineales a través de un novedoso enfoque, para la época, denoniieada tiel Caos

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 315
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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fue Jules Henri Poincat®a quien se le atribuye ser el padre del estudio de la dindmica

de los sistemas no lineales lo cual condujo @daria del Caosteoria que hoy en dia ha

tenido gran vigencia en sus innumerables aplicaciones en diversos campos del saber, desde
las artes, biologia, economia, matematicas, entre otras tantos campos de conocimiento. Su
teoria emergid mientras estudiabaublema de los Tres Cuerpda cual debid estudiar

el planteamiento del problema con una vision diferente para ese entonces.

Gleick (1988 desarrolla en su obra un enfoque sencillo del concepto de la Teoria del
Caos, aunque en su obra no hace un reconocimiento a Poincaré por sus aportes en esta area
del saber.

Sin embargo, a pesar de las grandes aplicaciones que tiene el estudio de los sistemas
dinamicos no lineales, en este capitulo se limitara su estudio a los sistemas estaticos no
lineales.

El analisis de los sistemas y sefales, en muchas oportunidades exige un estudio ex-
haustivo de elementos no lineales que por su caracteristicas no puede ser estudiados bajo
aproximaciones lineales. Este hecho es lo que ha motivado incluir este capitulo con el fin
de estudiar los sistemas con no linealidades.

Es oportuno sefialar que los sistemas mostrados en esta seccién son estudiados cuando
estos son excitados por sefiales sinusoidales. No obstante, las sefiales de excitacién de los
sistemas pueden ser cualquier tipo definida en el dominio continuo o discreto.

El resto del capitulo esta distribuido en dos secciones. La Se&@drestudia los
sistema no lineales definidos en el dominio continuo, y la Sed@2dhmuestra mediante
ejemplos en estudio de sistemas no lineales en el ambito del dominio discreto.

12.1 MODELOS MATEMATICOS NO LINEALES EN EL DOMINIO CONTINUO

Los modelos matematicos asociados a sistemas no lineales, estéaticos, causales, invariantes
en el dominio y deterministas (NLECID) son definidos a través de formulaciones matema-
ticas, las cuales han sido denominadas ecuaciones descriptivas del sistema, y el estudio de
estos modelos se haran mediante casos particulares.

Para cada uno de los siguientes casos, se denominard a la sefial de excitacion o entrada
por x(t), y la sefial de respuesta o salida mediafie donde ambas sefiales cuentan con
expresiones matematicas definidas por funcidifgs R — R.

12.1.1 Rectificador de media onda
Un rectificador de media onda, cuenta con la siguiente ecuacion descriptiva,

y(t) = x()u[x(t)], VYX()eR, (12.1)

dondeu[ -] es la funcion escal6n definida en el dominio correspondiente.
Es importante destacar que existen otros modelos matematicos del rectificador de media
onda, y uno de ellos sera mostrado en el Aparteia.5de la pagini82Q

18jules Henri Poincaré nacié el 29 de abril de 1854 en Nancy, Lorraine, Francias; y fallecié el 17 de julio de 1912
en Paris, Francia. El retrato fue obtenidoht@s://commons.wikimedia.org/



MODELOS MATEMATICOS NO LINEALES EN EL DOMINIO CONTINUO 317

De la Ecuacion12.]) se tiene que
x(t), Vx(t)=>0;

y(t) = (12.2)
0, Vx(t) <O0.

y(t)

Figura 12.1 Representacion grafica de la ecuaciéon descrip-
tiva de un rectificador de media onda, sefial de excitacion
X(t) = sen (ot), y respuests(t) arrojada por el sistema no lineal

La Figurall2.1 presenta tres gréaficas: en su esquina superior izquierda la curva que
representa la ecuacion descriptiva del sistema; en la esquina superior derecha se muestra la
respuesta del sistema en trazo continuo y sobre una linea pespunteada la sefial de excitacion
X(t) = sen{uot) para toda € R, Unicamente con propositos referenciales; y en la esquina
inferior izquierda la sefal de excitacion del sistema.

Note que el sistema sélo deja pasar la sefial de excitacién, si ésta es de rango no negativo.

12.1.2 Rectificador onda completa

y(©) = Ix@)l,  Vx(t) eR. (12.3)
De acuerdo a la EcuacidéfZ.3), ésta es interpretada como
X(t), Vx(t)=>0;

y(t) = (12.4)
=Xx(), VYx()<O.
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y(t)

FITTTTITTTT T \\\\3 TITT T T T T T

1 2 s T g o1t

Figura 12.2 Representacion gréfica de la ecuacion descrip-
tiva de un rectificador de onda completa, sefial de excitacion
X(t) = sen (ot), y respuests(t) arrojada por el sistema no lineal

La Figural2.z2muestra en su esquina superior izquierda la curva correspondiente a la
ecuacion descriptiva de un sistema rectificador de onda completa; en su esquina superior
derechalarespuesta del sistema ante la sefial de excitacion, la cual esilustrada en la esquina
inferior derecha de la figura.

Observe que el sistema transforma los valores negativos de la sefial de excitacién en
positivo, y aquellos valores que son positivo o nulos, el sistema no los altera.

12.1.3 Comparador

Un comparador es un elemento no lineal, el cual indica con un nivel constante cuando la
sefial esta por encima de un umhealy un nivel cero cuando la sefial de excitacion esta
por debajo del umbral definido.

De lo explicado, se tiene,

y(t) =ulx(t)—a], VX()eR, (12.5)

dondec es el nivel de umbral.
Segun la expresién matematica definida por la Ecuadi@ri se tiene

1, VYX({t)>a,

YO=1 0. vx<a. (12.6)
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()x

Figura 12.3 Representaciéon grafica de la ecuaciéon descrip-

tiva de un comparador con umbral= % sefial de excitacion
X(t) = sen (ot), y respuests(t) arrojada por el sistema no lineal

La Figural2.3 presenta la grafica de la ecuacion descriptiva del comparador con un
umbral dea = 1/2 en la esquina superior izquierda de la figura. Ademas, en la esquina
inferior izquierda es representada la sefial de excitacién del sistema, la cual corresponde
a x(t) = senot); y en la esquina superior derecha la figura muestra la sefial de respuesta
ante la excitacion mostrada en la figura.

Note que el primer cambio producido en la respuesta, es decir, cuando cambia de 0 a
1 se produce cuandsen (ot) = % lo que implica que este hecho ocurre en el instante
T/12 Empleando la misma relacién, puede asegurarse que el primer cambio en la sefial de
respuesta de 1 a 0 se produce en el instant@2. Observa ademas que estos instantes de
cambios se repiten con una periodicidadide

12.1.4 Funcién minimo

La funcion minimo es otra de las funciones que son empleadas en la representacion de
elementos no lineales, y cuya definicion en términos generales es

a VYa<b;
min(a,b) = (12.7)
b, VYax>h.

Como ejemplo, sea el sistema descrito por

y(t) = min[x(t),a], VYx(t)€R, (12.8)
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dondea representa el tope superior que puede aday(t)r

La Figural2.4de la pagind821exhibe en su esquina superior izquierda la grafica de la
ecuacion descriptiva del sistema no lineal; en su esquina inferior izquierda la sefial de ex-
citacionx(t) = senfuot); y en su esquina superior derecha la sefial de respuesta del sistema
ante la excitaciox(t) = senot), la cual es representada con una linea pespunteada.

Al observar la Figurd2.4se puede determinar que los intervalos donde estan definidas
las mesetas producidas en la sefigl= sen (uot) corresponden a aquellos valored dee
hacen quesen (uot) = % es decir,

§+2kr, VkeZ,
wot = (12.9)
242k, VkeZ,

lo que implica que los instantes que definen los extremos de las mesetas son

1412 .
ST, VkeZ;

t= (12.10)

5+12
5T, VKeZ,

12.1.5 Funcién maximo

La funcion maximo suele ser empleada en algunas ocasiones para el modelaje de elementos
no lineales, el cual en términos generales es definido por

a, Yax=b;
max(@a,b) = (12.11)
b, VYa<h.

Como ejemplo, sea el sistema descrito por
y(t) = max[x(t),a], VX(t) €eR, (12.12)

dondea viene a significar el tope inferior de la respuesta del sistema.

Note que al hacer = 0 en la Ecuaciéni2.12) se modela un rectificador de media onda.

La Figurall12.5 exhibe en su esquina superior izquierda la gréfica de la ecuacion des-
criptiva del sistema; en la esquina inferior izquierda de la figura se muestra la sefal de
excitacionx(t) = sen(ot); y en la esquina superior derecha se ilustra la sefial de respuesta
con la sefial de excitacién en linea pespunteada.

Note que los instantes que definen los cambios en la curva de respuesta corresponden
a los instantes definidos por la Ecuacid2.1(), por cuanto ambos casos tiene el mismo
valor de umbral igual & = 1/2.

12.1.6 Amplificador con saturacién

Un amplificador con niveles de saturacién es modelado a través de
kx(t), Vx| <a;
y(t) = (12.13)
kasgnx(t)l, YIx(t)>a,

dondek € R, es la ganancia del amplificadorgy> 0 es el umbral de saturacion.



MODELOS MATEMATICOS NO LINEALES EN EL DOMINIO CONTINUO 321

X(t)

1 2

FrrrrTTTTrTTTTT

-2

-

Figura 12.4. Representacion gréfica de la ecuacion descriptiva
de un sistema minimo con un tope superior ade % sefial

de excitacionx(t) = sen(ot), y respuestg(t) arrojada por el
sistema no lineal

Una expresion analitica, tomando en cuenta los mismos parametros definidos anterior-
mente, la cual permite representar un amplificador con saturacion es

y(t) = min[ka, k x(t)] u[x(t)] — max[-ka, k x(O)] u[-x(©)], Vx(t) € R, (12.14)

dondeu[ -] es la funcién escal6n unitario.

La Figurall2.6 presenta las figuras correspondientes a la ecuacion descriptiva del sis-
tema, la sefial de excitacion y la sefial de respuesta del sistema, ubicadas respectivamente
en la esquina superior izquierda, esquina inferior izquierda y esquina superior derecha.

Observa que los valores de saturacion del sistema no lineal limitan la sefial de respuesta

entre-1y1.

Observacion 12.1Si el parametro de umbral definido en algunas ecuaciones descriptivas
de los sistema estudiados es variable en el tiempo, es decir, el pardmetro es una funcion
gue se ve alterada con el tiempo, la cual puede ser denotado agt)cel sistema es
considerado no lineal y variante en tiempo.
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3y

y(t)

B

Figura 12.5. Representacion gréfica de la ecuacion descriptiva
de un sistema maximo con un tope inferior de- % sefial

de excitacionx(t) = sen (ot), y respuestg(t) arrojada por el
sistema no lineal

Como ejemplo a lo referido a la Observacd®.1 estd el caso de un sistema cuya

ecuacion descriptiva es

do

y(t) = max[x(t),ape™], VteR,, (12.15)

ndex(t) es la sefial de excitacioy(t) es la sefial de respuesta del sistetnap define la

tasa de cambio del umbralg valor inicial del tope inferior, y el tope inferior es definido

po
|

ro(t) = ape ! para toda > 0.

EJEMPLO 12.1

Sea un sistema no lineal, estético, causal, invariante en el dominio y determinista
(NLECID) con ecuacion descriptiva

0, YIx@®)| £ «;
y(t) = (12.16)
kx(t), YIxX(®)>a,

dondex(t) es la sefial de excitacioy(t) es la sefial de respuesta del sistekmeg un
factor de multiplicacién, denominado usualmente factor de amplificaciér dio
factor de atenuacion Si< k< 1, y @ > 0 es el parametro de umbral.
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J N

Figura 12.6. Representacion gréafica de la ecuacion descrip-
tiva de un amplificador con saturacion, sefial de excitacion
X(t) = sen (ot), y respuestg(t) arrojada por el sistema no lineal,
con parametr&=2y o =1/2

Si la sefial de excitacion del sistema corresponde a una sefial sinusoidal, es decir,

x(t) = Asenot)ut), Vx() € R, (12.17)

dondeA > « es una constante real.
Entonces, para unos valoreslde 2, a = \irz y A= 2, determine:

i) representacion gréafica correspondiente a la ecuacién descriptiva del sistema;
i) representacion gréafica de la respuesta del sistema ante la sefial de excitacion.
Solucion
Parte i)
La Figural2.7de la pagind824 presenta la gréfica correspondiente a la ecuacion

descriptiva del sistema definida por la Ecuaci®®.1§), con un valor der = 1/ V2.
Note que para sefiales con valores de rango comprendidos-driti® y 1/ V2 la
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sefial de respuesta es nula. Mientras que(8i > 1/ V2 la sefial de excitacién es
amplificada en un factor de 2.

y(t)

I(a,2a)

QO ————

}1 é f; I(t)

Figura 12.7. Representacion grafica correspondiente a la ecua-

cion descriptiva del sistema con un valor de umlaral %2 y
k=2

Parte ii)
Los instantes de tiempo en donde se producen los cambios son aquellos que

satisfacen la ecuacién

1
2senfuot) = —. 12.18
(oot) N ( )
Es decir, T
_ Y
t—kT+Zsen (WE), VkEZ, (1219)
Y 2k+1 T
_ [ K+ L=y
t—( a )T - sen (m), vkez, (12.20)
dondewgT = 2.

La Figural2.8de la pagin®25 ilustra el caso donde se ha definido la sefial de

excitacioén con una periodicidad de=2 s
Note que los lapsos alrededor te 1,2,... en donde la respuesta se anula esta

dado por
At= %(1— sen—l(#z)). (12.21)

Para el caso particular en donfle- 2 5 At = 0,6368 s
12.2 MODELOS MATEMATICOS NO LINEALES EN EL DOMINIO DISCRETO

El concepto de respuesta de un sistema no lineal, estatico, causal, invariante en el domi-
nio y determinista (NLECID) en el &mbito del dominio discreto requiere tan sélo de la
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Figura 12.8 Representacién grafica correspondiente a la res-
puesta del sistema ante la sefial de excitacion del Ejeb2olo

evaluacién de la ecuacién descriptiva del sistema para cara valor de la sefial de excitacion
definida en el dominio discreto.

Suponga que cuenta con la ecuacién descriptiva de un sistema NLECID, el cual se
denota pory[n] = g(x[n]), dondeg(:) : R —» R, x[n] : Z — R es la sefal de excitacion
definida en el dominio discreto, \n] : Z — R es la sefal de respuesta definida en el
dominio discreto.

En otra palabras, si

= > xdln-K, Vnez (12.22)
k=—oo
dondexk es el valor que tiene leésima muestra de la sefial de excitacion.
Entonces,

y[n] = Z g(x)s[n—kK, VneZ (12.23)
k=—oco
Note que cada muestra de la sefial de respuesta es determinada por la evaluacion de
0(xk) para toddk € Z.
A fin de introducir el concepto de respuesta de sistemas NLECID se empleara siguiente
ejemplo.

B EJEMPLO 12.2
Sea un sistema NLECID con modelo matematico definido por su ecuacion descrip-

tiva
y[n] = sgnz§[n]), VYneZ, (12.24)
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donde la funciérsgnzk) : R — {-1,0,1}, y esta definida como

-1, V¥x<0;
sgnzf) = 0, V¥x=0; (12.25)
1, v¥x>0.

Determine la respuesta del sistema definido por la Ecuetiba4) ante una sefial
excitacionx[n] definida por
X[n] = sen@hn)u[n], VYneZ, (12.26)
dondeh es el paso de discretizacion.

Solucién

Al aplicar la Ecuacidon12.23 se tiene que la respuesta del sistema es

y[n] = isgnz(sen ghK)s[n-KkK], ¥YneZ, (12.27)
k=0

debido a que los pesos de cada impulso definido en el dominio discreto son deter-
minados por la evaluacion de la ecuacién descriptiva del sistema, para cada valor de
muestra de la excitacion.

Es decir, si se denotaxa = sen thk) para todd € N, entonces, los valores de la
secuencia de la sefial de respuesta vienen dados por

Yk = sgnzsenghk)), VYkeZ. (12.28)

La Figura12.9(a)de la pagina327 ilustra la sefial de excitacion o entrada al
sistema definida en el dominio discreto. Mientras, la Figix8(b)muestra la sefial
de respuesta del sistema ante la excitacion de la Fifueqa)

PROBLEMAS

12.1 Sea el sistema no lineal, estatico, causal, invariante en el dominio y determinista
(NLECID) mostrado en la Figurd2.10de la pagin@27, el cual contiene un elemento no
lineal con ecuacién descriptiva

r() = gIx(®)] = ux@®)], Vx@)eR, (12.29)

y ademas se conoce que la sefial de salida o respuesta del sidest) + r(t).
Si la sefial de excitacion del sistema es

X(t) = cosrt)u(t), VteR. (12.30)

Determine:
a) compruebe que el sistema en estéatico y no lineal,
b) gréfica de la sefalt);
c) gréfica de la sefiaft).
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Figura 12.9.

EJERCICIOS PROPUESTOS

12 14 16

18

(a) Excitacion sinusoidal discreta

12 14 16 18

(b) Respuesta del sistema no lineal

Grafica de|(a) sefial de excitacion [{b) sefial de

respuesta del sistema NLECID del Ejema@& 2

z(t)

r(t) 7\ y)

r(t) = glz(?)] \Er

Figura 12.10 Sistema en el dominio continuo compuesto de un
elemento no lineal y un sumador de sefiales

EJERCICIOS PROPUESTOS

12.2 Considera el sistema no lineal, estéatico, causal, invariante en el dominio y determi-
nista (NLECID) de la Figurd2.1Q
Si la sefial de excitacion del sistema es

X(t) = sengt)ult), VteR.

327

(12.31)
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Determine la respuesta del sistema para cada uno de los casos definidos por las siguien-
tes ecuaciones descriptivas:

a) r(t) = glx(v)] = max| 3. x(t);

b) r(t) = g[x(t)] = min[3.x(V)|:

©) r(t) = glx(®)] = Ix(t)|

d) r(®) = glx(t)] = 2x(OuxO);

e) r(t) = alx(®)] = min|3, x|

12.3 Sea el sistema no lineal, estatico, causal, invariante en el dominio y determinista
(NLECID) definido en el dominio discreto presentado en la Fid@d], el cual posee un
elemento no lineal con ecuacion descriptifssl = g(x[n]).

z[n]

rln] = g (ofn]) ()4

o

Figura 12.11 Sistema en el dominio discreto compuesto de un
elemento no lineal y un sumador de sefiales

Si el sistema tiene a su entrada la sefial
x[n] = [sen{hn) + sen(hn)]u[n], VYneZ, (12.32)

dondeh = 10mses el paso de discretizacion.
Entonces, determiA2la respuesta del sistema para cada uno de los siguientes casos:

a) r[n] = g(x[n]) = max| 3, X[} ;
b) r[n] = g(x{n]) = min|3,x[n]];
¢) r[n] = g({n]) = IX[rlI;

d) rn] = g(qn]) = 2x[nJu ([n]);

e) r[n] = g(x{n]) = min[ 3. Ix{n] ]

19Como recomendacién emplee alguna hoja de célculo electrénica o el™8cilab



CAPITULO 13

APLICACIONES DE ANALISIS ESPECTRAL

Debemos pensar siempre que podemos hacer y actuar en consecuencia, antes de esperar que otros

vengan a hacer algo por nosotros.
—Ebert Brea

Guglielmo Marconi  Karl Ferdinand Braun Nikola Tesla

Las telecomunicaciones inalambricas como es hoy en dia mas conocida fue originada
por Guglielmo Marcorf a través de su desarrollo de la telegrafia inalambrico.

20Guglielmo Marconi naci6 en Bologna, Italia, el 25 de abril de 1874; y fallecié en Roma, Italia el 20 de julio de
1937. El retrato fue obtenido dtps://commons.wikimedia.org/

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 329
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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En 1909 Marconi empleé su
famosa Patente BritAnica No. 7777
“tuned or syntonic telegraphyen el §®
historico dia del 12 de diciembre de
1901, a las 12:30 a.m., 4:30 Tiemp(
Universal Coordinado, mas cono
cido de su denominacion en ingléq
Coordinated Universal TimgUTC).
En aquel histérico dia, Marconi
probd que la curvatura de La Tierrg
no afectaba las ondas electromag
néticas. Marconi transmitio la letra
“s’ en codigo Morse usando su
sistema de transmision telegréfica
inalambrico, siendo éste el primer sis-
tema inaldmbrico desarrollado, con
el cual logré establecer comunicacién telegrafica a lo largo del océano Atlantico,
entre Poldhu, Cornwall (Reino Unido de Inglaterra y Norte de Irlanda) y St. John’s
Newfoundland (Canadé) a una distanci®2di®0 mi La Figurg13.1muestra a Marcoat
ese histoérico dia de diciembre de 1901.

Guglielmo Marconi fue homenajeado con el Premio Nobel de Fisica en 1909, el cual
compartio con el Profesor Karl Ferdinand Bréjmpor sus aportes en el desarrollo de la
telegrafia inaldmbrica.

No obstante, la invencién de las comunicaciones inalambricas se le atribuye también a
Nikola Tesl&? al punto de que hoy en dia existe controversia sobre quien fue realmente el
inventor de la radio. Tesla fue un destacado cientifica quien domindé la fisica, las matemati-
casy la electricidad, y es considerado el padre de la corriente alterna por su invencion del
generador de corriente alterna multifasica.

La Figurél3.2muestra unafotogradé 1
del primer servicio de transmision tra-
satlantica de telegrafia operado por L.R.
Johnstone. En la grafica el Sr. Johnstone |
transmite el primer mensaje de servicio g
comercial de telegrafia inalambrica desde
la Torre Marconi, cerca de Glace Bay,
Nova Scotia a Clifden, Irlanda, el 17
de octubre de 1907. Alrededor de diez §
mil palabras fueron intercambiadas entre
ambas estaciones ese dia.

Este capitulo se enfocard en el
estudio del fenémeno de modulacion y Figura 13.2 Primer servicio transatlantico

demodulacién, los cuales constituyen serde telegrafia

Figura 13.1 Guglielmo Marconi durante su
prueba, el 12 de diciembre de 1901

ar

~ |
= - =
. S T
S e

- o

21|_a fotografia fue obtenida rttp:/mww.hamradio.piatt.com/poldhu.htm

22Karl Ferdinand Braun nacié en Fulda, Alemania, el 6 de junio de 1850; y fallecié en Brooklyn, Nueva York,
EE.UU., el 20 de abril de 1918. Su retrato fue obtenidatties://commons.wikimedia.org/

23Njikola Tesla naci6 en Smiljan, Croacia, entonces Imperio Australiano Hungaro, el 10 de julio de 1856; y fallecié
en Nueva York, EE.UU., el 7 de enero de 1943. El retrato fue obteniti¢tmke//commons.wikimedia.org/

24|_a fotografia fue obtenida detp:/ns1763.ca/marconi100/marpic03.html
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unos de los tantos fendmenos presente en

la naturaleza, con el proposito de estudiar algunas aplicaciones en el andlisis de los

sistemas desde el punto de vista espectral. Un claro ejemplo del fendmeno de modulacion
son los procesos comunicacionales entre los seres vivos. En el caso del ser humano, el
sentido auditivo esta desarrollado para captar sefiales sonoras que oscil& éfzre

20.000 Hz en el caso de que la persona no tenga afectado el sistema auditivo. Mientras, la

gesticulacion de palabras no sobre pasan dé0dsz

No obstante, el ser humano es capaz de percibir sefiales sonoras provenientes del habla
de otra persona. Entonces, la pregunta es: ¢ Cédmo puede el ser humano percibir sefiales
proveniente de la voz humana si el rango de audicion, en el mejor de los casos, esta entre
20 Hzy 20.000 Hz y mas cuando la gesticulacién de palabras no pasan de ldg?

La respuesta a esta pregunta esta basada en el estudio de los fendmenos de modulacién
de sefiales.

Dentro de los diferentes tipos de modulacion, se estudiara la amplitud modulada (AM)
tomando en cuenta el andlisis espectral de las sefiales, para los dos principales modos de
modulacién en amplitud.

Ademas, como otra aplicacion del andlisis espectral se ha incluido el estudio de los
sistemas de muestreo de sefiales definidas en el dominio del tiempo continuo.

Es importante destacar, que un analisis riguroso de los sistemas de modulacién requiere
gue éstos sean estudiados desde la Optica de los procesos estocasticos, por cuanto las
sefiales de informacion deben ser modeladas a través de variables aleatorias definidas como
funcion de la variable independiente tiempo, bien sea en el dominio continuo o discreto.
Sin embargo, este enfoque escapa de los alcances de esta obra, debido al hecho de que
el lector requeriria, para el analisis desde el punto de vista estocastico, de un conjunto de
conceptos que deben ser estudiados a partir de las probabilidades y las variables aleatorias.

El capitulo esta estructurado como sigue: en la Sect8dhse estudiaran los sistema
de amplitud modulada con portadora y con portadora suprimida. Ademas se introducira el
sistema de demodulacién para el caso de amplitud modulada con portadora suprimida; en
la Seccioril3.3se estudiara las condiciones minimas que deben tomarse en cuenta para la
toma de muestras de sefiales definidas en el dominio continuo.

Finalmente, son incluidos problemas y ejercicios propuestos que serviran para examinar
los tépicos presentados en el capitulo.

13.1 MODULACION EN AMPLITUD

La modulacién en amplitud o también conocida como la amplitud modulada (AM) puede
ser categorizada en dos grandes grupos: el primer grupo denominado amplitud modulada
con portadora suprimida, y un segundo grupo conocido como amplitud modulada con
portadora.

Una mayor descripcion de estos sistemas de modulacion pueden ser estudiados de
Carlson y Crilly(2009); Lathi y Ding (2009).

Para visualizar estas dos clases de sistemas de modulacion en amplitud debe tenerse en
cuenta algunas definiciones basicas.

Definicion 13.1 (Sefial moduladora)Es la sefial que contiene lainformacién que se desea
transmitir a través del sistema de modulacion.

Definicion 13.2 (Sefial portadora) Es la sefial que porta la informacion al lugar del es-
pectro deseado.
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Definicién 13.3 (Sefial modulada)Es la sefial resultante del proceso de modulacion.

13.1.1 Modulacién en amplitud con portadora suprimida

Considera una sefia(t) : R — R la sefial que contiene la informacién a transmitir, es decir,
la sefial moduladora.
Por otra parte, seg(t) : R — R la sefial portadora definida es este caso como

fp(t) = cosqot), VteR, (13.2)

dondewy es la frecuencia de modulacién o de la portadora.
Entonces, la representacion matematica de un sistema de modulacion en amplitud con
portadora suprimida es definida por

y(t) = x(t) cosot), VteR, (13.2)

dondey(t) viene a representar la sefial modulada.

x(t) y(t)

cos(wot)

Figura 13.3 Sistema transmisor de amplitud modulada
con portadora suprimida

Como ejemplo, suponga que la sefial moduladora, es decir, la sefial que contiene la
informacion a transmitir que es denotada, en la Fid®.8 comox(t), viene dada por

X(t) = sen(Zfit), VteR, (13.3)

dondef; = 50Hz es decir, la sefial tiene un periodoTde= 20ms

Ademas, considere que la sefial portadora esta oscilando a una frecuenciaaggular
4 10°rad/s = 4.188 8rad's, la cual tiene un periodd = 1,5ms

La Figural3.4(a)muestra los registros que se tienen en un osciloscopio, las sefiales
moduladora, modulada y portadora, en la parte superior, central e inferior de la pantalla
del osciloscopio, respectivamente. Mientras la FiglBal(b)ilustra las mismas sefiales
de la Figurel3.4(a) pero la sefial moduladora es registradaggfeet para visualizar las
alteraciones a que es expuesta la sefial portadora.

La Figura1l3.5 de la pagina833 ilustra el fendmeno de cambio de fase en la sefial
modulada a consecuencia de los valores negativos en la sefial moduladora definida por la
Ecuacion(13.3).

Observe entre los instan{g y T1 la sefal portadora ha sufrido un cambio en su fase
de valor igual ar. Este hecho puede observarse mejor en el cambio que se produce en la
sefial modulada en los instante%, paran e Z.

El beneficio que tiene la modulaciéon es realmente apreciable cuando se estudia en el
dominio de la frecuencia. Para esto considere que la sefial modulgtjocaienta con
transformada de Fouriéf(w).

Al evaluar la transformada de Fourier y¢) se tiene que
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timeDiv : Channel A : Channel B : XY timeDiv : Channel A : Channel B: XY
5ms/div 1 V/div 1 V/div OFF 5ms/div 1 V/div 1 V/div OFF

al :S AN TR Mim : 1T
oot AR
I

TR AT e
DTV, v

mul: OffsetA OffsetB OffsetC mul: OffsetA OffsetB OffsetC
ON 3 -3 0 ON 0 -3 0
(a) Sefales moduladora coffsetigual a3V (b) Sefiales moduladora sifset

Figura 13.4 Iméagenes de dos osciloscopios registrando las sefiales
moduladora, modulada y portadora en un sistema amplitud modulada con
portadora suprimida. Gréfia) sefial moduladora con un ajusteaigsetigual

a3V y|(b) sefial moduladora sigffset

y(t) Cambio de fase
1_-
N !
l IV Vo
T T
2
-1+

Figura 13.5. Efecto del cambio de fase en la sefial modulada
debido a los valores negativos presente en la sefial moduladora

Y(w) = %X(w) * F[coswot)], YweR. (13.4)
De la Ecuacion13.4) se tiene que debido al Teore®& de la pagind 10
1 1
Y(w) = > X(w+ wo) + > X(w-wo), YweR, (13.5)
por cuanto
F[cosot)] = m6(w + wo) + 16(w — wgp), YweR. (13.6)

La Ecuacionl3.5representa el fendmeno de traslacion del espectro de la ggfial
los valores de frecuenciawyg.
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Para explicar este fenémeno considere que la sefial modulapcmrresponde a la
sefial

X(t) = 2seng(t), VteR, (13.7)
dondea > 0.
Se conoce que
X(w) = F[2seng(t)] = ’-era(w), Vo eR. (13.8)
X (w)

/2

|
w
|
[N}
|
—
—
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w
€

Figura 13.6. Espectro de la sefa(t)

La Figural3.6ilustra el espectro de la sefidt) definida por la Ecuacié@.g).
Al aplicar la Ecuacién13.5), se obtiene que

Y(w) = gpa(w+wo)+ ’Zr Pa(w—wg), YweR. (13.9)
2
[ d—— ! — /4
I I I I
L | I
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0] i 3_a 3 3+a 5 6 W

Figura 13.7. Espectro de la sefiad(t) cosqot) para el
caso cuandayg = 3rad/s

La Figura@3.7) muestra el espectro de la sefifél) dada por la EcuaciéiiB.9. Note
gue en la figura se presenta la traslacion que sufre el espectro de lx(gfialcual se
desplaza a los valores de= + wp, cuandawg = 3 rads.

Ademas, observe que la modulacién en amplitud permite transmitir distintas sefiales
simultaneamente sin que ocurra una mezcla de ellas, si son transmitidas a diferentes fre-
cuencias de portadoras y ademas si no se produce un solapamiento en frecuencia, para lo
cual se debe tener cuidado con los dominios de ocupacion en frecuencias que contienen
el conjunto de sefiales a transmitir. En el ejemplo de la FidilBa)( la sefial moduladora
ocupa un ancho déw = 2a.

Una definicion muy importante en los sistemas de transmision analégicos es el relativo
al ancho de banda, que usualmente es denotadg por

Definicion 13.4 (Ancho de banda)Se define como ancho de banda de una sefial analdgica
f(t) como el intervalo de frecuencia en la cual la sefial esta por encima de la mitad de la
maxima potencia instantanea de la sefial. Es decir, que el ancho de Bamf#auna sefial
corresponde al intervalo de frecuencia en donde la sefial tiene un rango ma%)h/a
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dondeM es la maxima amplitud de la sefial, o en términos de decibelibls— 3dB,
dondeMgg es el valor maximo de la sefial expresadalén

13.1.2 Modulacién en amplitud con portadora

Los sistema de modulacién en amplitud con portadora son realmente sencillos de demodular
a través de un sencillo filtro. No obstante, estos sistemas requieren de mayor capacidad
debido a que deben transmitir la sefial portadora.

x(t mx(t r(t t
()Im ()fx\ (t) @ y(t)

cos(wot)

Figura 13.8 Sistema transmisor de amplitud modulada con
portadora

La Figural3.&ilustra un sistema de modulacién amplitud modulada (AM) con porta-
dora.
El modelo matemético que representa el sistema de la Fl@uézs

y(t) = [L+ mXt)]cos(wot), VteR, (13.10)

dondex(t) es la sefial moduladorm > 0 es el indice de modulacion gy es la frecuencia
de la portadora.
Por otra parte, al determinar el espectro de la sgflglse tiene que

1
Y(w) = Z[cos(ot)] + ng(w) « F[coSwot)], YweR. (13.112)
Tomando en cuenta las Ecuacior£3.€) de la pagin833 se obtiene que

Y(w) = 76(w + wo) + 76 (w — wp) + %m X(w+ wo) + %m Xw-wo), YweR. (13.12)

La Ecuacién13.12 muestra claramente en su expresion, la presencia de la portadora
en la transmisién de la sefigl) en un sistema de modulacion en amplitud con portadora.

Considere nuevamente la sefial moduladora definida por la Ecuddd), con una
frecuencia de la sefial portadora dg = 15><—271r0'3 rad/s, y con un indice de modulacion
m=1. ’

La Figurel3.9(a)de la pagin@3€muestra los registros que se tienen en un osciloscopio,
las sefiales moduladora, modulada y portadora, en la parte superior, central e inferior de la
pantalla del osciloscopio, respectivamente, con un ajustefetigual a2V en la sefial
moduladora para el caso en donde el indice de modulatiéf, cuando estas sefiales son
empleadas en un sistema de modulacién en amplitud con portadora.

Por otra parte, la Figura3.9(b)ilustra las mismas sefales representadas en la Figura
13.9(a) pero singffseten el canal A del osciloscopio a los efectos de mostrar la linea
envolvente dibujada en la sefial portadora.



336 APLICACIONES DE ANALISIS ESPECTRAL

timeDiv : Channel A : Channel B : XY timeDiv : Channel A : Channel B: XY
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(a) Sefales moduladora coffsetigual a2V (b) Sefiales moduladora sifset

Figura 13.9. Imagenes de dos osciloscopios registrando las sefiales
moduladora, modulada y portadora en un sistema amplitud modulada con
portadora. Graficga) sefial moduladora con un ajuste gfgsetigual a2 Vv

y|(b) sefial moduladora sigfset

13.1.3 Comparacion de la modulacién en amplitud con portadora
suprimida y con portadora

Las Figurasl3.10(a)y 13.10(b)de la pagina337 ilustra un ejemplo de modulacién en
amplitud, en donde la sefial moduladora corresponde a

X(t) = senft), VteR, (13.13)
es indicada en linea pespunteada, la cual modula una sefial portadora de ecuacion
p(t) = cost), VYteR. (13.14)

La Figurg13.10(a)de la pagin@37ilustra las alteraciones que sufre la sefial portadora,
asi como el cambio de fase emad cuando la sefial moduladora toma valores negativos.
El sistema de modulacion en amplitud con portadora requiere de un complejo sistema de
recepcion o recuperacion de la sefial moduladora, y cuyo principios seran tema de estudio
en la Secci6i13.2

Por otra parte, La Figurd3.10(b)presenta el efecto aditivo que tiene la inclusion de
la sefal portadora, cuando el indice de modulaniénl. Este sistema de modulacion es
realmente sencillo en la recuperacion de la sefial moduladora, la cual puede incluso hacerse
con un receptor compuesto Unicamente de elementos pasivos, lI&adioa Galena

B EJEMPLO 13.1
Sea una sefial moduladora definida como

x(t) = seng(t), VteR. (13.15)
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Cambio de fase

\ Sefial modulada

(a) amplitud modulada con portadora suprimida

Sefial modulada

(b) amplitud modulada con portadora

Figura 13.10 Gréfica del(a) Modulacion de la sefiaen (u1t)
con portadora suprimidalp) Modulacion de la sefiaden (u1t)
con portadora e indice de modulacidr= 1

Si la sefial moduladora es empleada en un sistema de modulacion en amplitud con
portadora suprimida, y la expresién matematica de la sefial portadora es

p(t) = cosot), VteR, (13.16)

dondewg = 100 rad’s.
Entonces, determine el espectroyd® = x(t) p(t). Es decir,Z[y(t)].

Solucion
Se tiene que
Fl0a(t)] = aseng ,(w), YweR, (13.17)
donde
1-U v <a
da(t) = (13.18)
0, Yit| >0,

es la conacida funcién pulso rectangular.
Aplicando el principio de dualidad o de simetria de la transformada de Fourier,
tomando en cuenta la EcuacidB(17), se obtiene que

F [asené/z(t)] = 210a(w), VYweR. (13.19)
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En consecuencia, se tiene que
T
X(w) = .7 [ seng(t)| = £ Oo(w). VweR, (13.20)

debido a qua = 10rad’s.
Aplicando la Ecuaciénl3.5) de la pagin@33 se obtiene que

Zy()] = %qlo(w +100)+ %qlo(w ~100) VYweR. (13.21)

13.2 DEMODULACION EN AMPLITUD

Ahora, suponga que la sefial representada por la Ecuat®g €s multiplicada por la
misma sefiatosot), quedando

r(t) = x(t) co(wot), VteR. (13.22)
Es claro que la Ecuaci6id8.22) puede ser reexpresada como
1 1
rit) = EX(I) + éx(t) cos(2upt), VteR, (13.23)
y cuyo espectro obviamente es

1 1 1
R(w) = EX(w) *2 X(w - 2wp) + 2 X(w+2wp), YweR. (13.24)

y(t) r(t) z(t)

X H(w) p—s=

cos(wot)

Figura 13.11 Sistema receptor de amplitud modulada sin por-
tadora

La Figurel3.11de la pagin®3€presenta a nivel de bloques un sistema de demodulacién.
Note que en la figura se muestra un bloque con funcién de transfetéqg)ael cual es
empleado para eliminar la parte de la sefial que es modula@a@ y asi sélo permitir
queZ(w) = 3Y(w).
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B EJEMPLO 13.2

Suponga que se desea recuperar la informacion transmitida por el sistema de modu-
lacién en amplitud con portadora suprimida, como lo propuesto en el Ej&8d.o
Para lograr recuperar la informacién de la sefial modulax{tysse tiene que

r(t) = y(t)cosot), VteR, (13.25)

dondewg = 100 rad's, ey(t) = x(t) cos(100).
Determine el espectro dét).

Solucién
Empleando la Ecuaci6idB.2() en la Ecuacioni3.24 se tiene entonces que
R() = 2 guo(@) + == grow— 200)+ - gro(w+200)  VYw eR (13.26)
w) = 10Q1o w 20Qw w 2OQm w weR. .

Note que si el sistema de demodulacion es como el que aparece en lalBidura
y el filtro H(w) tiene una funcion de transferencia

H(w) = pio(w), YweR. (13.27)

Entonces, el espectro de la sef{# a la salida del filtro viene a ser
Z(w) = %qlo(w), YweR. (13.28)

La expresion definida por la Ecuaci@B.28proporciona suficiente informacién
de la sefial moduladordt).

13.3 TEOREMA DE MUESTREO

La idea de tomar muestras de una sefial para luego recuperarla a través de filtros fue
originalmente propuesto por Harry Nyquist.

En este apartado se mostrara los principios del muestreo de sefales definida en el
dominio continuo, la cual sera contextualizada en el dominio del tiempo continuo.

Esta teoria fue lo que ha permitido el desarrollo de las comunicaciones digitales y su
conexion entre el dominio continuo y discreto.

El Teorema de Muestreo enunciado pbrquist (1928 propone la condicién con que
debe tomarse las muestras de una sefial definida en el dominio continuo, si se espera, a
partir de sus muestras recuperarla nuevamente,para asi poder representarla en el dominio
continuo.

Teorema 13.1 (Muestreo)Seaf(t) : R — R una sefial definida en el dominio continuo del
tiempo y de banda limitada, es decir,

F(w)=0, Vwl>g, (13.29)

dondeg es la frecuencia angular maxima de la sefiél).
Si se toman muestras de la seffé@t) a intervalos regulares del tiempo de modo tal
que la frecuencia de tomas de muestras, denominada frecuencia de mugstgemayor
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al doble de la frecuencia maxima de la seffdt). Entonces, la sefaf(t) puede ser
recuperada a partir de la sefidl(t), la cual representa la sefial contentiva de las muestras.

Demostracion.Seaf(t) la sefial contentiva de las muestras, la cual es representada por

f(t) = (1) i s(t—nT), VteR, (13.30)

N=—o00

dondef (t) es una sefal de banda limitada tal como es definida en el enunciado del teorema,
y T es el correspondiente periodo del tren de impulsos unitarios y cuya frecuencia es
2n/T.

Ahora, del andlisis de transformada de Fourier se tiene que

F[f10)f2(t)] = 2—1ﬂ Fi(w) * Fa(w), (13.31)

dondeFi(w) = .Z[fi(t)] para cada=1,2.
Por otra parte, denot& (X) = > _., 6(x—n2), entonces empleando esta notacion se
puede afirmar que el par de transformada de Fouriég-(ges

FL6+(1)] = Boz(w) = @ i Sw-nw), YweR, (13.32)

N=-—0c0

dondew = Z.
Empleando las Ecuacione$3(3]) y (13.32) para calcular la transformada de Fourier
de (13.30, se tiene

FTM)] =F(w) = %F(w)*a i d(w-nw), YweR. (13.33)

N=—co
Reexpresando la Ecuaciohl3( 33, se tiene

Flw) = % i F(w)*6(w-n@), YweR. (13.34)

N=—o00

Ahora, de acuerdo cdBrea(2006),
F(w)*6(w—nw) = f F(Q)6(w — Q — nw)dQ (13.35)
Q=—c0

Aplicando el cambio de variabbe= w — Q —nw a la integral de la Ecuaci6i8.3%), se
puede afirmar que la Ecuacidh3(3%) queda expresada por

F(w)*6(w—-nw) = F(w—x—nw)é(X)dx = F(w - nw). (13.36)
X=—00
Al sustituir el resultado arrojado por la Ecuacid@B8(3€¢) en la Ecuacion13.39, se
tiene que

F(w) = % i Flw-nw), YweR. (13.37)

N=—0c0
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Obviamente la Ecuacié/i8.37) representa el modelo matematico de una funcién peri-
Gdica, hecho estudiado ampliamente en la Secbb@de esta obra.

Note que la periodicidad de funcidfw) esw Yy la Unica condicién para que valores
distintos de cero de dos consecutivas extensiones periédicas no compartan sus dominio en
w, produciendo asi una distorsion en su espectro, es

w > 2B,

dondes es el semiancho de banda de la séf{al). m

La Figura/1l3.12 de la pagine341 ilustra los tres posibles casos de muestreos con
relacion al doble de la frecuencia méaxima de una sefial limitada en banda. Note como
es ilustrado el fendmeno de solapamiento cuando la frecuencia de muesirenc?26sel
cual es mostrado en la Figuis.12(a) conllevando una distorsion en el espectro de la
sefial muestreada y en consecuencia la pérdida de informacion de la sefal. Mientras que la
Figural13.12(c)presenta el caso cuando> 28, lo que posibilita la reconstruccion de la
sefial a partir de la informacion extraida en el proceso de toma de muestras.

Este hecho entonces induce a propone una solucién cuando la sefial a muestrear es de
un ancho de banda mayor al doble de la frecuencia maxima de muestreo, para lo cual se
debera limitar en banda la sefal a través del empleo de filtros, y de esta forma evitar el
fendmeno de solapamiento o también conocido del inglés adiaging

F(w)
WW
—6wo —bwy —4dwy —B8we —2wo —wo O lwo  2wo  Bwo  4wo  bwo 6wy @
(@ w<2p

F(w)
\/\/\/’\/\/\/\/’{/\/\/\/—\/\/\/\/
—6wo —bwy —4dwy —B8wp —2wo —wo O wo 200 3wo  Adwg  Bbwy 6wy W
(b) =25

WMM%MMN

| |
—6wy —bwg —dwg —3wo —2wo —wo wo 2wo 3w 4Awo 5wo 6wy @

(©w>28

Figura 13.12 Un ejemplo de muestreo cofa) frecuencia de
muestreo menor al doble de la maxima frecuencia de la sefal,
lo que produce un solapamiento en el espe¢b)frecuencia de
muestreo igual al doble de la maxima frecuencia de la seifi@); y
frecuencia de muestreo mayor al doble de la maxima frecuencia
de la sefial, lo que permite separar los espectros
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Corolario 13.1 Seaf~(t) una sefial contentiva de las muestras de la sé{idJ en donde la
toma de muestras de la seffdt) satisface las condiciones enunciadas en el Teo&8nh

Si f(t) excita a un filtro que constituye ser un sistema LDCID de funcién de transferencia
definida por

H(w) =Tpy(@), VweR, (13.38)
donde
() b vlel< (13.39)
PA=1 o, Viw| > B. '

Entonces, la sefial de salida o respuesta del filtro es exacta a la $éfigiella estara
dada por

f(t) = ;ﬁ i f(nT)seng(t—nT), VteR. (13.40)

N=—oc0

Demostracion. Se tiene que la respuesta de todo sistema LDCID con funcién de trans-
ferenciaH(w) ante una sefial(t) y cuya transformada de Fourier es denotadaXiay),
viene dada por

Y(w) = Hw)X(w), VYwEeR, (13.41)

dondeY(w) representa la transformada de Fourier de la sefial de géi)da
Aplicando las Ecuacione48.37) y (13.3§ en la Ecuacioni3.4]), se obtiene que

Yw)=T pﬁ(w)% i Flw-no), YweR, (13.42)

N=—co
la cual al reescribirla se tiene que
Y(w) = Z P, (@)F(w-nw) = F(w), YweR, (13.43)
N=—oc0

debido al hecho de quit) satisface las condiciones establecidas en el Tedi€hia
Al calcular la antitransformada d€w), se tiene claramente que

FZUY(w)] = Z 7Y F(w)] = f(1). (13.44)

Ademas note que de las Ecuaciont3.8() y (13.3§ se obtiene respectivamente que

e

fy= > f(nMst-nT), VteR, (13.45)
y _
h(t) = T7’8 seng(t), VteR. (13.46)

Ahora, comof (t) = h(t) = f(t), se tiene que sustituyendo Ginicamente la expresidtile
dada por la EcuacioiiB.45),

f(t) = h(t) = i f(nNT)s(t—nT) = i f(NT)h(t)*6(t—nT), VteR. (13.47)

N=—0c0 N=—o00
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Empleando el concepto de convolucién a la Ecuacl@d(), se consigue que

& 00

fM= > f(nT) h(r)«6(t-7—-nT)dr, VteR, (13.48)

T=—00

de donde claramente se sabe gfrﬁjgoo h(7) *6(t—7—nT)dr = h(t—nT), la cual al sustituirla
en la Ecuacioni3.4¢), se obtiene que

(9]

f(t) = Z f(NT)h(t—nT), VteR. (13.49)

N=—00

Al emplear la Ecuaciéril@3.46) en la Ecuacioni3.49, se obtiene que

f(t) = T7ﬁ Z f(nT)seng(t—nT), VteR.

n=—co

B EJEMPLO 13.3

Sea el sistema ilustrado por la Figlta 13 el cual presenta un sistema de muestreo
con un convertidor de sefiales analdgicas a sefiales digitg[@s (A

x(t) z(t) dn
X A/D

or(t) = 20t oo 0(t —nT)

Figura 13.13 Sistema de tomas de muestras con convertido de
sefiales analdgicas a sefiales digitales

Si el convertidor de sefiales analdgicas a sefiales digitales tiene una capacidad de
convertir una muestra analégica en un palabra digital de 8 bifgienDetermine
entonces la mayor frecuencia que puede ser correctamente muestreada.

Solucién

Debido al hecho de que el convertidor puede cuantificar un nivel analégico cada
1us, entonces, la frecuencia de muestrég) puede ser

1 1
fn===-—=1MHz 13.50
m"TT T 1ps ( )
Ahora bien, como la frecuencia de muestreo debe ser al menos el doble de la
maxima frecuencia de la sefial a muestrear, se tiene que la maxima frecuencia que
debe contener la sefial analégica e deMHz.
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B EJEMPLO 13.4

Sea una sefia(t) periodica con simetria de media onda y frecuencia fundamental
fo =5 kHz Suponga que desea tomar muestras uniformemente espaciadas en tiempo
de la sefak(t), para lo cual cuenta con un sistema de tomas de muestras capaz de
realizar la toma y conversion cad@ us.

A fin de evitar los problemas que conllevan el solapamiento en frecuencia, debe
filtrar la sefialx(t) con un filtro pasa bajo con funcién de transferencia

H(w) = pu.(w), YwEeR, (13.51)

dondew; es la frecuencia de corte del filtro.
Determine la maxima frecuencia de cogtgdel filtro para evitar los problemas
gue producen el muestreo inadecuado de la sefial.

Solucién

Segun lo enunciado en el problema, se conoce que la sefal es peridédica con
simetria de media onda, lo que implica de la sedigltiene Unicamente armdnicos
de orden impar, es decir, que su desarrollo en serie de Fourier es

X(t) = % + ) ancoswot) + bysenfwot).  VteR. (13.52)
n P:;:Jlar
Denote ay(t) la sefial de respuesta del filtro, y cuya expresion matematica debe
ser de la forma

y(t) =

N|&

N
+ Z ancosfwot) + brsen fwet), VYteR, (13.53)
n nzrl)ar

dondeN es el orden la de armonica de mayor frecuencia que debe cumplir con los
requerimientos del sistema de muestreo.

Debido al hecho de que el filtro no produce distorsién ni en amplitud ni en fase
a cada una de las armdnicas que pasan por el filtro, se tiene que como consecuencia
del Teoremd3.1de la p4gin®839

1
2N fo < ——, 13.54
0= Tous ( )
donde de acuerdo con el enunciage= 5kHz
Como resultado de la Desigualda3(54, el maximo valor entero d&l debe
satisfacer que

N 5kHz (13.55)

IA
NI =

lo que implica que
N < 10. (13.56)
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De la Ecuacion13.56), se tiene que la frecuencia de catigdel filtro debe ser

we = 2710f = 1007 krad/s. (13.57)

PROBLEMAS
13.1 Sea la sefal moduladoxét) definida por

X(t) = seng(t), VYteR. (13.58)

Si la sefialx(t) modula en amplitud con portadora suprimida a una sefial peri@tica
con extension principal

1, Vit<3;
po(t) = (13.59)
-1, YL<Jti<T,

donde la frecuencia fundamental de la sefial periddicayes100 rads.
Determine entonces:
a) el espectro de la sefial modulada, denotada ogithe: x(t) p(t);
b) la energia normalizada asi como su potencia normalizada a la salida de un sistema
lineal, dinamico, causal, invariante en el dominio y determinista (LDCID) con
funcién de transferencia

H(w) = pawy(w), YweR, (13.60)

si la sefal de salida del sistema, la cual es denotada efijndene dada por
Z(t) = h(t) = y(t) para toda € R.

13.2 Sea la sefial moduladora
X(t) =1+ sen(1@), VteR. (13.61)

Si la sefial moduladora es empleada en un sistema de amplitud modulada con portadora
suprimida. Determine el espectro de la sefial modulada para los casos cuando la sefal
portadora es:

a) p(t) =cos(100), VteR
b) p(t) = sen(106), VteR

EJERCICIOS PROPUESTOS

13.3 Sea el sistema mostrado en la Figigal4de la pagin@4€
Por otra parte, se tiene que

f1(t) = seng(t), VteR; fo(t) = cof(4dt),  VteR;
a(t) = f1(t) fo(t), VteR; c(t) = b(t) cos(2@), VteR,

(13.62)
d(t) = c(t) cos(2@), VteR; e(t) = c(t) sen(20), VteR,

1) =d(t) +e(t),  VteR.
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cos(20t)

f1(t) s(t) = d(t) + e(t)

cos(20t)

sen(20t)

Figura 13.14 Sistema modulador de sefiales

Ademas, se sabe que la funcion de transfered¢ia) esta definida por

H(w) = 05(w), YweR. (13.63)

Para el sistema de la Figut&8.14 determine:
a) energia normalizada dxt);
b) expresion matematica de la sefi@);
c) espectro de la sefig(t).

13.4 Sea el sistema mostrado en la FigliBal5de la pagini84€

t

y(t) r(t) = =(t) —y(?) 2(t)
b)) =|J z(t) = sgn [r(t)] l——

Figura 13.15 Sistema digitalizador
Si la funcién de transferencld(w) contenida en el sistema es definida por
H(w) = ps(w+30)+ ps(w—-30), YweR, (13.64)

y si el espectro de la sefig(t) esta dado por

(e8]

1

X(w) = n;o j—na(w -n10), VweR. (13.65)
nimpar

Determine:

a) potencia promedio normalizada dg);
b) serie exponencial de Fourier dg).



CAPITULO 14

FILTROS DIGITALES

La amistad es el mas hermoso tesoro que puede hacer de la vida una bella experiencia. Cuidala con
el respeto y la consideracion que debes ofrecerle, porque sélo asi podras compartir con plenitud
todas las experiencias que te ofrece la vida.

—Ebert Brea

George Ashley Campbell Karl Willy Wagner

El tratamiento de sefiales digitales ha exigido, entre otros aspectos, la adecuacion de la
sefial definida en el dominio discreto. Es por tal motivo que se ha incluido el estudio de
filtros digitales, los cuales corresponden a una clase de sistemas definidos en el dominio
discreto, dentro del andlisis de sefiales. El terrfiltro, en el contexto de esta obra, puede

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 347
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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ser entendido como una red o sistema que transforma, de una manera especificada, a una
sefial de entrada para obtener una sefial con unas caracteristicas deseadas.

De acuerdo a documentos histérigé&eorge Ashley Campbé® fue galardonado por
la creacion de dos patentes de filtro de ondas eléctricas en 1917. Por su parte y de manera
independiente, Karl Willy Wagnéf también desarroll0 la teoria de filtros eléctricos.

Los filtros eléctricos pueden ser clasificados en analdgicos y digitales. Los primeros se
refieren a sistemas disefiados para tratar sefiales en el dominio continuo, mientras que los
segundos operan sobre sefiales definidas en el dominio discreto.

La gran diferencia que existen entre los filtros analdgicos y digitales es en cuanto a
su realizacion o construccion. Existen dos grandes grupos de filtros analdgicos: los filtros
analdgicos pasivos construidos de elementos pasivos, tales como condensadores, resis-
tencias e inductores; y los conocidos filtros analdgicos activos, los cuales estan basados,
ademas de elementos eléctricos pasivos, de elementos activos, es decir, de transistores
y amplificadores operacionales. Por su parte, los filtros digitales estan basicamente fun-
damentados de algoritmos implementados en microprocesadores o microcomputadores
(De Freita52005). No obstante, los filtros digitales pueden ser también construidos con
elementos electrénicos, cuando se require contar con una respuesta casi inmediata de la
sefial deseada.

En este capitulo se estudiaran dos familias de filtros digitales: los filtros de respuesta
impulsiva de duracion finita (RIF), méas conocido por su acrénimo en ifigiés impulse
responsgFIR), o también como filtros no recursivos en tiempo discreto; y los filtros de
respuesta impulsiva de duracion infinita (RIl), normalmente denominados por su acrénimo
en inglésnfinite impulse respong@lR), los cuales corresponden a los filtros recursivos en
tiempo discreto.

La estructura de este capitulo es la siguiente: en la Setdidise introduciran algunas
consideraciones generales que deben ser tomadas en cuentas para el disefio y realizacion
de filtros digitales; en la Seccidat.Z se introduciran los filtros de respuesta impulsiva de
duracion finita pasa bajo y pasa alto. No obstante, lo llamados filtros pasa banda pueden ser
estudiados empleando las mismas técnicas; en la Sebtiéiae estudiaran los filtros res-
puesta impulsiva de duracion infinita, asi como su disefio. Adicionalmente, serén tratadas
algunas consideraciones para que el disefio del filtros pueda ser fisicamente realizable.

Por ultimo, son presentados un conjunto de problemas y ejercicios propuestos, los
cuales servira para el afianzamiento de los conocimientos impartidos en este capitulo.

14.1 CONCEPTOS PRELIMINARES

La realizacion o implementacion de los filtros digitales exige por una parte que estos sean
causales, en el sentido de que su respuesta no debe anticiparse a la sefial de excitacién, ade-
mas de cumplir con las caracteristicas deseadas. Estos requerimientos obligan al disefiador
encontrar una relacion matematica en el dominio discreto que asegure la causalidad del
sistema disefiado, para que el filtro sea fisicamente realizable, bien sea mediante un sistema
electrénico rigido dhardware o mediante un sistema programable en donde el filtro es
implementado posoftware

25__os retratos fueron obtenidos Hetp://www.quadrivium.nl/history/history.html

26Naci6 el 27 de noviembre de 1870, en Hastings, Minnesota, USA, y fallecié el 10 de noviembre de 1954.
2"Naci6 el 22 de febrero de 1883 en Friedrichsdorf (Taunus) Alemania, y fallecié el 4 de septiembre de 1953 en
Friedrichsdorf, Alemania.
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Para visualiza esta consideracion, se planteara sin perder la generalidad del concepto
que se busca presentar, el ejemplo de un filtro pasa bajo ideal, el cual es presentado
por|Proakis y Manolakiq1996), y en donde se podra apreciar los efectos asociados a
la causalidad del filtro.

Suponga que desea disefiar un filtro pasa bajo ideal, el cual debe anular todas las compo-
nentes de frecuencia por encimacalg sin alterar en magnitud y en fase las componentes
de frecuencia por debajo dg, es decir, sin distorsion de amplitud y de fase pala wc.

Un filtro con tales caracteristica, debe contar con una funcion de transferencia

H(w) = Pus(w), YweR. (14.1)
Esté hecho implica que la respuesta impulsiva del sistema en el dominio continuo es
Wce
h(t) = — seng,(t), VteR. (14.2)

Al discretizar la Ecuaciorild.2) haciendd = nh, dondeh es el paso de discretizacion se
obtiene que la correspondiente respuesta impulsiva definida en el dominio discreto viene
dada por

h[n] = % i seng, (Ko[n—-Kl, VneZ. (14.3)

k=—o00

donde el paso de discretizaciirdebe ser tomado en cuenta para la reconstruccién de la
sefial, si ésta require ser reproducida en el dominio continuo.

h[n]

10¢

Figura 14.1 Respuesta impulsivan] del filtro ideal pasa bajo

La Figural4.lilustra el caso de la respuesta impulsiva del filtro pasa bajo definido por
la Ecuacién|f4.3), cuando el paso de discretizacibbr= 0,08 s y la frecuencia de corte
we =15rads.

De la Figurél4.1se puede apreciar ademas que el sistema es no causal, debido al hecho
de que para un instantese requieren las muestras anticipadas B que implica que
el sistema no seria realizable. Para logra que el sistema sea realizable debe agregarse un
retardo emg muestras, y ademas limitar las muestras de la respuesta impulsiva, de forma
tal queh[n] = 0 para toda < 0.

Como ejemplo de lo expuesto anteriormente, considerengeel0. Entonces, de la
respuesta impulsiva definida por la Ecuac/bd.f) se consigue considerando el retardo en
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no muestras, y haciendin] = 0 para toda < 0. En términos matematicos se tiene que

Aln] = 2 > seng, (k- 10)s[n-k-10], VneZ. (14.4)
T
k=0
h[n]
5<>
—10 20, 30
10 26 n

Figura 14.2 Respuesta impulsivéin] del filtro pasa bajo
fisicamente realizable

La Figurall4.2 representa la respuesta impulsiva de un filtro pasa bajo fisicamente
realizable. Observe que la respuesta impulbjwtiene un retardo eng, en comparacion
a la respuesta impulsiva del filtro pasa bajo id¢a] representada en la Figutd.1

Este hecho hace que al filtro fisicamente realizable introduzca una distorsion en la fase
de la funcion de transferencia original.

14.2 FILTROS DIGITALES NO RECURSIVOS EN TIEMPO DISCRETO

Los filtros digitales no recursivos en tiempo discreto o conocidos por su acrénimo en
inglés comdinite impulse respons@IR), pueden dividirse en: Igsasa bajo los cuales

buscan promediar las muestras dentro de una ventangakss altqg los cuales anulan
mediante operaciones de diferencias los cambios suaves entre las muestras, dejando pasar
las diferencias entre ellas; y lpasa bandaestos Ultimo sélo dejan pasar las componentes
cuyas frecuencias estan ubicadas en un intervalo de valores.

Es importante sefialar que el términogdesa bajoy pasa altose refiere respectivamente
a pasa baja frecuencias y pasa alta frecuencias.

En esta seccién se introduciran dos tipos de filtros respuesta impulsiva de duracion finita
(RIF) a través del estudio de casos particulares, por cuanto existen diversas técnicas para
el disefio de filtros RIF, y entre uno de los mas recientes se tiene presentdRimpasel
al.(2009).

En términos generales, se puede decir que un filtro RIF de londifumbn sefial de
excitacionx[n], y sefial de respuesyn] se define matematicamente como

N-1
yinl = > bxdln-K, Vnez (14.5)
k=0

dondeby es cad&-ésimo parametro del filtro.



FILTROS DIGITALES NO RECURSIVOS EN TIEMPO DISCRETO 351

Por otra parte, un filtro RIF de longitud puede ser también representado mediante su
respuesta impulsiva, lo que resultaria afirmar que

e8]

yInl = > xqglhln-q], Vnez (14.6)

a=0

dondeh[ -] denota la respuesta impulsiva del filtro.
Claramente se tiene que la funcién de transferencias del filtro esta dada por

N-1
H(2) = Z hz®, Vze{weC:wW2=R). (14.7)
k=0

Una caracteristica que pudiera ser de interés es en cuanto a que el filtro tenga una fase
lineal, la cual puede verificarse si se cumple que

hn=+hn_1n, Vne{geN:0<q<N-1}. (14.8)

De la Ecuacién4.7) se tiene que al expandir la sumatoria

N-1

H@) =ho+hizt+hz %+ +hyaz 2

4otz N2 g hy 7D (14.9)

Ahora, debido a quBl e N, se tienen dos casos: cuarides un nimero impar; o cuando
N es un nimero patr.

CasoN impar

Se dice que la respuesta impulsiva es simétrica si se cumple que pahitogar

g =hua,. VkefgeN:l<q< i3 (14.10)

Por otra parte, la respuesta impulsiva se dice ser antisimétrica si pard togar

ANEERESS, VkelgeN:1<q< N2 (14.11)

N-1_
2

Tomando en cuenta el hecho de que la respuesta impulsiva del filtro sea simétrica o
antisimétrica, se tiene entonces que

N-3
A

H@ =77 |+ ) (AN 202 7 (N2072) (14.12)
k=0

Si se reemplazaapor e/ en la Ecuacion¥4.12), donde-r < Q < &, con el objeto de
determinar la respuesta en frecuencia, se tiene que

N-3
2

HQ) = e 17 hy + ) Dy (IN1200/2 g IN-120072) |y _p <0 <. (14.13)
k=0
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Suponga, a los fines de ejemplificar, que la respuesta impulsiva del filtro es simétrica,
lo que permitiria asegurar que la Ecuacitd.(3 se simplifica a

N-3
2
_ N-1-2k -iNlo _
H(Q) = hN51+2k§_0hkcos( Fx0)|el T vor<Q<n (14.14)

Note que la magnitud did(Q) esta definida por

N-3

=z
IH(Q)| = [hns +2thcos(%-2kg), Vor<Q<n. (14.15)
k=0
En cuanto a la fase dé((2), ésta es lineal debido a que tiene la forma
Q) =gr- 10, V-r<Q<nqe{-101} (14.16)

en virtud de que el término
¥
N-1-2k
hys +2|;) hecos( M52 Q)| e R, (14.17)

y dependiendo si es positivo 0 negatigqguede tomar los valores ¢el,0,1}.
CasoN par

Para el caso en qué sea un ndmero par, la respuesta impulsiva es simétrica si
My =g e vkelgeN:1<q<§-1). (14.18)

Mientras, que para uN par, se dice que la respuesta impulsiva es antisimétrica si se
cumple que
hy = -hy,. VkelgeN:1<g<h-1). (14.19)

Al considerar la simetria o antisimetria, se tiene que la funcién de transferencia del filtro
definida por la Ecuaciorilé.7) puede ser expresada por

=

HR =77 ) h(AN 22720 7 (N-1-2012) (14.20)
0

NZ

=
Il

Sustituyenda por e en la Ecuaciéni4.2(), se obtiene entonces que

Nz

-1
TNy (fINIW2y g IN-102) -y _gc0<n (14.20)
0

iN

H(Q) =€}

=
Il
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Suponga que la respuesta impulsiva del sistema es simétrica, entonces se tiene que la
Ecuacién(14.2]) puede ser expresada por

Py N-1-2k \ _nig
H@)=2) hcod ————0lel7 % v-r<q<n (14.22)
k=0

Resultando que la magnitud #£Q) es
51
N-1-2k
H(Q)| = Z kcos( Q), V-r<Q<n. (14.23)
k=0

Ademas, la fase dd(Q2) esta dada por

Q) =gr- 10, V-r<Q<n,qe(-101), (14.24)
por cuanto el término
N_1
B N-1-2k
Z b COS( Q) €R, (14.25)

y dependiendo si la Ecuaciéih4.25 es positiva o negativa, puede ser uno de los valores
del conjunto{—-1,0,1}.
La Ecuacion14.24 permite afirmar que la fase es lineal.

Observacion 14.1Si la respuesta en frecuencia de un filtros digital de respuesta impulsiva
de duracién finita (RIF) es simétrica o antisimétrica. Entonces, la fase de su respuesta en
frecuencia es lineal.

A continuacién se presentan dos casos de filtros digitales RIF, de respuesta impulsiva
simétrica y antisimétrica.

14.2.1 Filtros pasa bajo no recursivos

De acuerdo a las definiciones iniciales de estos filtros, los cambios repentinos provenientes
de componentes de altas frecuencias son atenuadas mediante el promedio ponderado o
no, entre las muestras de la sefial discreta. Es decir, su implementaciéon se basa en una

formulacién dada por
M

yin] = Zakx[n—k], Vnez, (14.26)
k=0

donde0<ac <1y yM ac=1.
Un ejemplo de esta clase de filtros es un filtro conformado de cuatro muestras con igual
peso, es decir,

y[n] = i}x[n_k] _ X[+ x{n-1]+x[n-2]+X[n-3]

4

, Vnez. (14.27)
k=0

Note que el filtro definido por la Ecuaciéb4.27) promedia las abruptas variaciones que
puedan presentarse entre las muestras, dejando pasar los suaves cambios entre las muestras
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provenientes de la sefidl-], es decir, deja pasar las componentes de baja frecuencia, sin
mayores alteraciones.
De la Ecuacién14.27) se obtiene que la funcién de transferencia es

H(2) = %(1+z‘1 +72+779). (14.28)

Al reemplazaz = €, dondeQ = kﬁ” paratoddk =0,...,N—-1, en la Ecuacioni4.2§
se obtiene que

H() = %+(%°S@)e—im, Von<Q<r. (14.29)

14.2.2 Filtros pasa alto no recursivos

A diferencia de los filtros pasa baja frecuencias, estos buscan eliminar los suaves cambios
entre las muestras, dejando pasar las abruptas variaciones entre las muestras.
Como ejemplo, esto puede lograrse con un sistema dado por

1
y[n] = > (XN -=x[n-1]), VneZ. (14.30)
Note que sila sefial discretp:] no presenta variaciones entre dos muestras consecutivas,
la saliday[ -] es cero, mientras que si se producen cambios abruptos entre dos muestras
consecutivas de la entradp], el sistema responde abruptamente.

Al determinar la funcién de transferencia del filtro pasa alta frecuencias no recursivo
definido por la Ecuaciériléd.3() se tiene que

HE = 5(1-27), (14.31)
y cuya respuesta en frecuencia discreta esta dada por
H(Q) = %(1— e = jsen/2)e¥? v_r<Q<n, (14.32)
dondeQ = ¥ para toddk=0,...,N-1.

Claramente de la Ecuaciéib4.32) se puede obtener la magnitud y fase de la funcién de
transferencia, las cuales son:

[H(Q) =|sen/2), V-n<Q<nm. (14.33)
’%—%, VO<Q<m;

o(Q) = (14.34)
—%—%, Vr<Q<O0.

Reexpresando la Ecuacioid(39 se obtiene que
n Q
cD(Q)zésgnQ)—E, V-r<Q<m. (14.35)
La Figura1l4.3 de la pagina355 muestra la respuesta en magnitud y fase del filtro

pasa alta frecuencias no recursivo definido mediante el modelo matematico dado por la
Ecuacion [14.30). Note que la Figurd4.i(a) es una funcién par de la variabfe y la
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[H(Q)]

1,0 +

T T T T
1 1
-7 757'!' §7T ™

(a) Magnitud deH(Q)

e()

Q

(b) Fase deH(Q)

Figura 14.3 Diagrama de la funcion de transferengi@) magnitud y(b) fase

Figura14.3(b) es una funcién impar de la misma variable. Ademas, de la Fitdué§a)
se puede apreciar la caracteristica de ser un filtro pasa alta frecuencias, el cual atenda las
componentes de baja frecuencias, dejando pasa las componentes de altas frecuencias.

Es oportuno destacar que existen una amplia literatura relacionada con el estudio y
disefio de filtros digitales RIF, como por ejemplo, el trabajo reportad&ipain (2010), en
el cual el autor presenta un método de disefio de filtros pasa bajo y pasa alto, buscando que
la banda de transici8fisea lo mas estrecha posible.

14.3 FILTROS DIGITALES RECURSIVOS EN TIEMPO DISCRETO

Como fue establecido en la introduccion, esta clase de filtros presentan una respuesta
impulsiva de duracién infinita y son conocidos por su acronimo en inglés como filtros
lIR.

Este tipo de filtro se caracteriza por contar con un modelo matematico en tiempo dis-
creto en términos de desplazamientos de la sefial de salida discreta, es dgair; kle
parak € Z. En otras palabras, estos filtros constituye ser un sistema dindmico debido al
hecho de contar con memoria.

28Este término es explicado en la FigliaZde la pagini857.
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Su modelo matematico esta dado por

M N
2 ankyin=K = > bnixin-K (14.36)
k=0 k=0

Al igual que los filtros estudiandos en la seccién anterior, estos puedpassebajo
pasa altg y ademas d&ecuencias selectivas
Como ejemplo véase el siguiente modelo, el cual constituye ungéisa bajo

y[n]—ayin—1]=X[n], VYneZ. (14.37)

De la Ecuacion14.37) se obtiene que la funcion de transferencia es

H(@Z = —1_;1, V|Z > al, (14.38)
dondea se supondra ser positivo.

Al reemplazarz = e/?, dondeQ = "W” paratoddk=0,...,N-1, en la Ecuacioni4.3¢
se obtiene que

H(Q):ﬁ, V-nr<Q<m. (14.39)

Note que en el caso de sk 0 el filtro se comporta como un filtro pasa alto.

En esta seccion se estudiara en primera instancia el método clasico para el disefio de
filtros digitales, el cual consiste en la conversidn de filtros analégicos a filtros digitales. Para
lograr este objetivo se empleara como ejemplo el ampliamente conocido filtro anal6gico
de Butterworth.

Ademaés se introducira el método de disefio de filtros digitales RIl, los cuales sus pa-
rametros son definidos en el ambito del dominio discreto. Entre los diversos enfoques
estan los presentados [feernandez-Vazquez y Jovanovic-Dole{2R0€), y|Selesnick y
Sidney Burrug199§).

14.3.1 Disefio de filtros digitales mediante transformacion de filtros
analdgicos

El disefio de los filtros recursivos o RIl puede basarse en dos enfoques. El primero a
partir de la ecuacion diferencial del filtro analégico, la cual debe ser transformada en
su correspondiente ecuacién en diferencias tomando en cuenta los métodos de integra-
cion estudiados en la Secci@nl(véase pagin®2). El segundo enfoque se basa en las
funciones de los filtros analdgicos, cuya funcion de transferéi(@pes transformada a su
correspondiente funciéon de transferenidigg) empleando los métodos de transformacién
previamente estudiados en la Secd@dn(véase pagind63) y luego se expresa su corres-
pondiente ecuacién en diferencias.

Para esto puede emplearse la transformacion bilineal, la cual es arrojada de la integra-
cién trapezoidal y cuyo cambio de variable esta dado por

_2z-1

=2, (14.40)

dondeh es el paso de discretizacion.



FILTROS DIGITALES RECURSIVOS EN TIEMPO DISCRETO 357

De estos enfoques entonces se debe disefiar el filtro analdgico, para luego discretizarlo,
y de esta forma poder contar con el modelo matematico del sistema en el dominio discreto.

Este enfoque tiene algunas ventajas por cuanto el disefio de filtros anal6gicos ha tenido
un gran desarrollo. No obstante, el disefio de filtros digitales a partir de filtros analégicos
puede conllevar a algunas imprecisiones debido a la aproximacion a que son sometidos.

Algunos parametros que deben considerarse son los relativos a la respuesta real en
frecuencia de los filtros analégico. Como ejemplo, considere un filtro pasa bajo como el
ilustrado en la Figurd4.4

|H (w)]

S]

Wl ©
Figura 14.4. Parametro a considerar en el disefio de filtros
analdgicos

En la Figurel4.4 puede notarse un conjunto de parametros los cuales definen un filtro
analdgico reaI EI filtro pasa bajo de la figura muestra la banda de paso, la cual esté definida
para0 < w < a)c ; la banda de transicién correspondlente alas frecuew&? Sw< wL],

y la banda de rechazo la cual es para u)c Ademas, el filtro muestra el rizado de la
banda de paso con un valor Alg, y el rizado de la banda de rechazo definido fsor

Un filtro anal6gico ideal, no debe tener banda de transiciéon y los valores de rizados
deben ser nulos, ademas de no introducir retardos los cuales se determinan mediante su
diagrama de fase.

Una relacién que debe ser considerada es la relacion entre la frecuencia en el dominio
discreto, denotada p@ y la frecuencia en el dominio continuo, la cual es comdnmente
denotada coma, cuando se estd empleando la transformacién bilineal.

A partir de la Ecuaci6rili4.4() se tiene que al sustiturpor e/, dondelQ| < 7, y s por
jw, dondgw| < o, se obtiene que

2621
hei®+1’
dondeh > 0 es el paso de discretizacion.

Al multiplicar el lado derecho de la Ecuacid®(4J), tanto numerado como denominador,
porel¥/2 se consigue que

jo= (14.41)

2 senf2/2)
Jh cosQ/2)’
lo cual permite facilmente asegurar que

(14.42)

un=§@(%), vIQ| < 7, (14.43)
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y en consecuencia

Q= 2tg-1(‘”—2h), Y]w| < oo. (14.44)

Las Ecuacionesl?.43) y (14.44) permiten encontrar la relacion entre la frecuencia en
el dominio discreto y en el dominio continuo.

14.3.1.1 Filtro de Butterworth anal6gico En este apartado se introducira breve-
mente los fundamentos del filtro de Butterwoiugton y Bordogried 966 Kuo, 1966,
debido a su amplia aplicacién en el tratamiento de sefiales analddeiés et all (2007)
presentan en su articulo algunas consideraciones en el disefio y aplicacion del filtro de
Butterworth.

El filtro de Butterworth supone que debe cumplirse

H(9H(-9)ls=jo = IH(@)P, (14.45)

dondeH(-) es la funcion de transferencia del filtro.
Por otra parte, se tiene que

1
Hw)?= ———, VweR,, 14.46
| ((,L))l 1+ F((A)Z) w € + ( )

donde la funciorF (w?) tiende a

R 0, VY0<w<wc
F(w?) = (14.47)
00, Yw > we.

La Ecuacion/14.47) permite garantizar que el filtro tenga una funcién de transferencia
tal que
1, VY0<w<wg
H(w)P = { (14.48)
0, Yw>we,
lo que constituiria un filtro ideal.
No obstante, la realizacién de un filtro ideal no es fisicamente posible, lo que debe
buscarse una solucion aproximada.
Un posible funciérF(w) puede ser definida como

2n
F(0?) = lim (i) , VweR,, (14.49)
n—oo \ wWe
donden € N representa el orden del filtro.
Obviamenten no puede tomar el valor de infinito, lo que en todo caso se puede esta-
blecer es una aproximacion, resultando que para un valor finito de

2n
F(w?) ~ (wic) , YweR,. (14.50)

Note que para valores elevadosrgéa aproximacion definida por la Ecuacidv(50)
se aproxima a la funcioh(w?) dada por la Ecuacioi4.47).
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En consecuencia, tomando en cuenta la Ecuadiémd¥), se tiene que

H(S)H(-9) = ;Zn VseC. (14.51)
l+(‘—s)

wc

De la Ecuacion14.5]) y tomando en cuenta la Ecuacid®(50), se obtiene que

H(w)| = ;, Yw eR,. (14.52)
()"
La Figural4.5de la pagin&5Qilustra la funcién de magnitud de un filtro analégico de

butterworth para los casos de orden 2, 5, 10 y 20, y con frecuencia deJgGtte rad/s.
En la figura puede apreciarse como en la medida en que aumenta ehateldiitro, éste
se va haciendo mas plano y con una mayor caida abrupta en la frecuencia de corte, es decir,
su banda de transicion se reduce en la medida en que el orden del filtro aumenta. En cuanto
al rizado del filtro este es despreciable debido al tipo de funcién que define su funcion de
transferencia.

|H (w)]

0 1 2 3w

Figura 14.5 Magnitud de un filtro Butterworth analdgico de
orden 2, 5, 10 y 20, con frecuencia de cavte= 1 rad/s

B EJEMPLO 14.1

Suponga que desea disefiar un filtro digital RII tipo Butterworth de andef con
frecuencia de corte; = 1 rad/s.

Si el filtro se requiere ser disefiado mediante integracién trapezoidal, y con un
paso de discretizacién dee= 100 ms Entonces determine:

a) funcién de transferencid(2);
b) expresion analitica de la respuesta en frecuencia del filtro;
¢) ecuacion recurrente a partir de la correspondiente ecuacion en diferencias.

Solucién

a) De acuerdo cdRuston y Bordogri1966), y Kual (1966, la funcion de trans-
ferencia en el dominigde un filtro Butterworth de grado= 2y frecuencia de corte
wc = 1rad/ses

1

H( = 1+ V2s+ 2

(14.53)
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Se sabe que la relacion ensg z para el caso de integracion trapezoidal, viene
dada por

S= Hm, (1454)

dondeh es el paso de discretizacion.
Sustituyendo la Ecuaciéii4.59 en la Ecuacioni4.53, se obtiene

H@ = 1 5. (14.55)
22=1) (p2=1
1+ \/é(hz+1)+(hz+ 1)
Al operar algebraicamente la Ecuacidd (55 se tiene que
h2(z+1)?
H(2) = (z+1) . (14.56)
h2(z+ 12 +2V2h(z— 1)(z+ 1)+ 4(z— 1)2
Al expandir los términos se tiene quBA(56 se tiene que
H() = Z+2z+d : (14.57)
(1+ %& + hiz)22+(2— %)z+ 1- %ﬁ +35

Sustituyendo en la Ecuaciéii4.58 el paso de discretizacion de=0,1s se
tiene que

H(@) = Zr2z+l , (14.58)
(401+20V2) 22 - 798+ 401- 20 V2
lo que resulta
1 Z+2z+1
HE) = 798+ 2t s (14.59)
> -
( " ) z (401+20\@)ZJr (401+20v2)
1 Z+2z+1
H(2) = . 14.60
@ 42928 72-1,85%+0,868 ( )
b) De la Ecuacioni4.56 se obtiene que
1
H@ = 2Hziz v . (14.61)
(2- &)+ (1+%) @+ 2‘1)+(2—hz)(z—2‘1)
Al hacerz = el? en la Ecuaciéni4.67), se tiene que para toder < Q < 7
H(Q) = 2+2c0s0) : (14.62)
(2- &)+2(1+ %)cosQ) + jz(%é) sen)

c) De la Ecuacioni4.60), se tiene que al denotar la transforma#fede la sefial
de respuesta del filtro com¥(2), y la transformada? de la sefial de excitacion
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medianteX(2), se obtiene que
ZY(2) - 1,85%Y(2) + 0,868Y(2) = 0,00232X(2) + 0,00462X(2) + 0,0023X(2)  (14.63)

Al aplicar las propiedades de la transformafiala Ecuacioni14.63) arroja como
resultado que para todoe Z

y[n+2]-1,859%[n+ 1] +0,868y[n] = 0,0023K[n+ 2] + x[n]) + 0,0046x[n+ 1]. (14.64)

Al referir la muestra(n+ 2)-ésima a la muestra-ésima, la Ecuaciérilé.64)
puede ser expresada como

y[n] - 1,859%[n— 1]+ 0,868y[n—2] = 0,0023K[n] + X[n—2]) + 0,0046x[n—1], (14.65)
con la cual se tiene que la ecuacion recurrente esta definida por
y[n] = 1,85%[n—-1] - 0,868/[n— 2]+ 0,0023K[n] + X[n—2]) + 0,0046x[n—1]. (14.66)

Observe que la respuesta c) del Ejentblal pudo haber sido determinada a partir de la
funcion de transferencii(s) dada por la Ecuacioiig.53), para de esta forma determinar
el correspondiente modelo matematico definido en el dominio continuo, el cual habria
resultado ser una ecuacion diferencial. Una vez definida la ecuacion diferencial, puede
determinarse el modelo matematico en el dominio discreto mediante el reemplazo los
operadores derivadas. No obstante, este enfoque no resulta lo suficientemente apropiado,
debido al hecho de que el operador de segunda derivada tiene implicito un error en su
representacion, tal como fue expuesto este problema en la S&8j@mmenos que se
emplee el enfoque de variable de estado.

14.3.2 Meétodo directo de disefio de filtros digitales recursivos

En este punto, se presentara un método directo para el disefio de filtros digitales recursivos
de Butterworth o también denominado filtro digital de Butterworth RIl propuesto por
Selesnick y Sidney Burrlgl99§. Sin embargo, existen otros enfoque para el disefio
otros tipos de filtros digitales mediante métodos directos, tales como los presentados por
Fernandez-Vazquez y Jovanovic-Dole€2R06); [Cheng y Tsa{2006); /Arias-de Reynaly

Ache (2004, entre otros.

El disefio de filtros de sefiales se basa en la especificaciéon del mismo, la cual debera
cumplir con los requerimientos a que debe ser sometida las sefiales a ser tratadas. Para
lograr esto, se debe especificar en primera instancia la funcién de transferencia del filtro
de acuerdo con las especificaciones, y una vez determinada la funcion de transferencia,
se puede determinar la ecuacién recurrente que sera empleada como base de un algoritmo
para la obtencion de la correspondiente sefial de respuesta.

Por otra parte, es oportuno sefialar que el disefio 6ptimo de filtros digitales ha seguido
siendo tema de desarrollo dentro del campo de la ingenieria electrénica. Por citar uno
de los ultimos trabajos reportados en publicaciones cientificas se tiene el articulo presen-
tado poiLai y Lin| (2010, quienes emplean de minimos cuadrados con restricciones para
identificar los parametros 6ptimos de disefio de filtros digitales IIR. Otro enfoque en el
disefio 6ptimo de filtros digitales es el propuesto darabogia(2009), quien aplica las
técnicas de optimizacion de enjambre de abejas para la busqueda de los pardmetros que
optimizan el disefio de filtros digitales IIR. No obstante, este enfoque no serd tratado en
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esta obra debido a que el disefio 6ptimo de filtros digitales es tema fuera de los alcances de
este libro.

14.3.2.1 Notacion SeaH(2) = B(2)/A(2) la funcidn de transferencia del filtro digital.
El grado del polinomidB(z) esta definido pot + M, dondeL denota el nimero de ceros
ubicados erz=-1, y M es el nimero restantes de ceros distintas=a-1. Los ceros
ubicados erz= -1 producen una respuesta en frecuencia plana para la frec¥eacia
mientras el resto de los ceros, junto a los polos del filtro producen una respuesta en
frecuencia plana pam@ = 0. El nUmero de polos presentes en la funcién de transferencia
del filtro es denotada pd¥. La frecuencia de central de la banda de transicién del filtro,
es decir, la frecuencia en donde el cuadrado de la magnitud de la respuesta en frecuencia
es la mitad de la maxima amplitud es denotada(pgra cual es también conocida como
la frecuencia de potencia mitad (frecuencia donde la respuesta en frecuencia dkdBe en
con relaciéon a su maximo).

Denote ademasltd(Q) la funcion de transferencia del filtro obtenida por sustitucion de
Z por el en la funcién de transferenci&(z). Es decir,

H(Q) = H(Dlgio - (14.67)
Por otra parte, sea )
—H@P = PX

F(X) =H(Q)" = o’ (14.68)

dondex = %(1— cos), la funcion empleada para disefiar un filtro de Butterworth pasa bajo
sobre los valores dee [0, 1].

De esta formaB(2) y A(z) determinan convenientemente las raice$@g y Q(x), a
través de la transformacion definida por las raices, de acuerdo a la relacion

x= 3(1-cosQ). (14.69)
De la Ecuacion14.69), se tiene que
cos)) = 1-2x, (14.70)

la cual al expresarla en su forma exponencial, se puede establecer que

QL A0
% —1-2x, (14.71)

lo que implica que
Z-2(1-2X)z+1=0, (14.72)

debido al hecho de que= el®.
Al determinar las raices de la Ecuacidd (72, se obtiene que

Z2=1-2x+ 4/(1-2x)2-1, (14.73)

la cual debera tomarse en cuenta el signo de la raiz cuadrada que permita definir el punto
dentro del circulo unitario, a los efectos de obtener la minima fase del filtro.

14.3.2.2 Filtro digital Butterworth clasico En este apartado se estableceran las
ecuaciones basicas que permitiran disefiar un filtro digital Butterworth clasico. Para esto,
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suponga que la funcién de transferencia del filtro no tiene presente ceros distirted a
es decir, el valor d# = 0. Ademas, considere que< N. Bajo estas consideraciones, se
tiene que

(1-x"
FO)= —————. 14.74
» (1-x)L+cxN ( )
Debido a la relacion dada por la Ecuacidd 68, se tiene que
1
F(Xo) = 7 (14.75)

dondexg = %(l— €0sQy), Y Qq €es el valor de frecuencia en dontH Q)| = %
Al evaluar la Ecuacionl4.74 enxg, y conociendo qué&(xg) = ;11, se obtiene que
(1-x)t- 1

ool " 7 (14.76)

La Ecuacién14.76 permite hallar el valor deque cumple la condicion del (Q,)| = %
y de esta forma poder determinar el funcie(x). Es decir, al despejarde la Ecuacion
(14.76), se tiene que

RV
c= —3(1X§X°) : (14.77)
donde para un valor especificado de frecuetigja [0, 7], se tiene que el valor d&) =

3(1- cosQy).

Debe destacarse g@elesnick y Sidney Burri(d998 proponen una variante al enfoque
clasico presentado en este apartado, el cual se basa en el truncamiento del polinomio
representado por el térmirfb— x)*.

Observacion 14.2El polinomioQ(x) = (1-X)" +cx" puede ser expandido segln

T DR (e COME)RY <L

=0

Q(x) =1{ N (14.78)
5 (L ()x<+ o, YN > L.
k=0

B EJEMPLO 14.2

Determine la funcién de transferencia de un filtro digital Butterworth clasico, con
frecuencia de potencia mit&2h = 7, y parametros =5y N = 4.

Solucién

Se tiene que

X0 = 3(1-coso)l, s = %(1— %?) = 12— V2)=0,14645 (14.79)



364 FILTROS DIGITALES

Empleando la Ecuacioii4.77), se obtiene que

_12- Vo) °
. 3[1-3(2 \/i)] _ :_a(2+ ‘/5)4 ~ 2055 (14.80)
ie-Vv2" -V

Sustituyendo el valor de mostrado por la Ecuaciorili4.8() en la Ecuacion
(14.79, con los parametras =5y N = 4, se tiene que

(1-%°
FOO = —5—oera’ 14.81
» (1-x)>+2955x* ( )
la cual puede ser expresada como
(1-%°
F(x) = 14.82
9 1-5x+10x2 - 10x3 + 296(* — x> ( )
F(z)
]<
0 0,25 0,50 0.75 i ©

Figura 14.6. Gréfica de la funciofr (x) = |H(Q)[?

La Figural14.6 representa graficamente la funciBx) = |H(Q)>. Note que en
la figura se muestra la respuesta plana que tiene el filtro tanto en su banda pasante
como en su banda de rechazo. No obstante, el filtro presenta una banda de transicion
alrededor del valor dey = 0.15y correspondiente a un valor de frecuerieia= 0, 79,
el cual en el dominio continuo corresponderia a una frecuencia de

wo = %tg(%) - %tg(g) =82 8rad’s, (14.83)

si es considerado un valor le=- 10ms

La Figurald.7presenta los comandos Sciltempleados para el calculo de las
raices del polinomi®(x) de la funcidonF(x), asi como los valores dade acuerdo a
la Ecuacioni14.73) de la pagin@62, denotando ap para sefialar el valor positivo de
la raiz cuadrada, ym para determinar cuando es restado el valor de la raiz cuadrada.

Con relacion al polinomi®(2), cuyo|z| < 1 para cadae {1,2,3,4,5}, que producen
la minima fase, se han tomado en cuenta

0,6179213+ j0,4810288 Vi=1;
0,6179213-j0,4810288 Vi=2;

7z =4 0,4722756+j0,161643 Vi=3; (14.84)
0,4722756- j0,161643 Vi=4;
—-0,0000845 Vi=5.
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——>D=poly([1 -5 10 -10 2960 -11,’x’,’c’);

-->x=roots(D)

X =
0.0936012 + 0.07585201
0.0936012 - 0.07585201
- 0.0919125 + 0.12176891
- 0.0919125 - 0.12176891
2959.9966

-->zp=1-2*%x+sqrt (-1+(1-2%*x) "2) ;

-—>zm=1-2*%x-sqrt(-1+(1-2*x) "2);

-->Zp
zZp =
1.0076741 - 0.7844368i
1.0076741 + 0.78443681
1.8953745 - 0.64871871
1.8953745 + 0.64871871
- 0.0000845
-->zm
zm =
0.6179213 + 0.48102881
0.6179213 - 0.48102881
0.4722756 + 0.1616431
0.4722756 - 0.1616431
- 11837.986

Figura 14.7. Comandos Scild® para el calculo de
las raices d€)(x) del Ejemplcl4.Z, y sus correspon-
dientes valores de

Quedando entonces
5
B2 =| [@-2) (14.85)
i=1

dondez son los valores dado por la Ecuacidd (84).
Enrelacion al valor decorrespondientes a las raices del polinomio del numerador
P(x) = (1-x)°, estos deben sé\(z) = (z+ 1)°, debido al hecho de que el punte: 1
se transforma al punto= —1 al emplear la transformacién definida por la Ecuacion
(14.73.
En consecuencia,
AR (z+1p

H(2) = = , (14.86)
B@ [I.(z-2)
lo que resulta al sustituir por los polgsque
5
H(@) = (2+1) (14.87)

(Z2-1,2362+0,613)# — 0,945+ 0, 249)(z+ 0,0000845)
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Observe que la Ecuacion4.87) puede ser representada a través de tres sistemas
en serie, resultando que

H(? = H1(2 H2(29 H2(2), (14.88)
donde 2
+2z+1
M@= 212380618 (14.8%)
Z2+2z+1
Ha(2) = ; 14.89b
22 = Z 0945+ 0.229 ( )
Ha(2) = 2+l (14.89c)

z+0,0000845

Las Ecuacioneslé.89 permiten definir cada una de las correspondientes ecua-
ciones en diferencias, y de esta forma poder implementar el filtro digital en el domi-
nio discreto.

PROBLEMAS

14.1 Seaunared eléctrica conformada por un capacitor de paré@gtuoa resistencia
de valorR, ambos conectados de forma tal que definen un filtro para bajo con funcién de
transferencia

1
H(s) = , VRe[s > -2, 14.90
(9= 17ree "ReM>-ge (14.90)
donde claramente tiene una frecuencia de aogte % rad/s.
Si se denota &(t) como la sefal de entrada al filtroy@) como la sefial de salida del
sistema. Determine la ecuacion recurrente del filtro digital como resultado de emplear una
transformacion bilineal

14.2 Sea un sefiak(t) definida en el dominio continuo, de la cual se conoce que la
méaxima frecuencia que la compone esl@6 kHz

Suponga que se desea tratar la seftgl con el objeto de atenuar al menos en la
mitad, todas aquellas componentes de frecuencias por encima de la frecuencia de corte
fc = 20 kHzmediante un filtro digital tipo Butterworth.

Determine la frecuencia de mitad de amplifegidel filtro digital Butterworth, tomando
en cuenta que se debe muestrear la sefial de modo adecuado.

EJERCICIOS PROPUESTOS
14.3 Sea un filtro digital definido por

y[n] = %{x[n] +X[n-1]+x[n-2]}, VneZ. (14.91)

Para el sistema dado por la Ecuacitd.0J), determine:

a) el tipo de filtro en cuanto a la duracion de su respuesta impulsiva, es decir, si
es de respuesta impulsiva de duracion finita o de duracion infinita. Justifique su
respuesta;

b) funcion de transferencia en términos@gpara—n < Q < ;

c) expresion matematica de la magnitud de la funcion de transferéd¢§a);

d) representacion grafica ¢ie(Q)[;
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€) expresion matematica de la fase de la funcién de transferem(c;
f) representacion grafica d€Q).






CAPITULO 15

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Ser sincero en el dia a dia, construye honestidad. Realmente es uno de los mas altos valores que
podemos ofrecerle a nuestros seres queridos. Porque al ser probo, los amamaos con nuestro respeto
hacia ellos.

—Ebert Brea

John Wilder Tukey James William Cooley

Desde la primera publicacion del algoritmo de decimacién en tiempo para el calculo
de la serie exponencial discreta de Fourier propuest@potey y Tukey(1965), se han
desarrollado multiples aplicaciones de la conocida transformada discreta de Fourier (TDF)
llegando a alcanzar amplias aplicaciones a través de la transformada rapida de Fourier,

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 369
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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mas ampliamente conocida por su nombre en inigigsFourier transform(FFT), la cual
su desarrollo se le atribuyen a John Wilder TéRgylames W. Cool€y

Brigham (1974 retne de manera clara la esencia de la TDF y de la FFT a través de
un planteamiento didactico de los principios de la transformada discreta de Fourier. No
obstanteOberst(2007) propone un extenso tratado tedrico de la FFT con aplicaciones a la
convolucién de secuencias discretas. Otras trabajos relativo a la FFT son los presentados
porEdelmanet al. (199¢); Ware (1998), los cuales su lectura permiten profundizar en el
tema.

Un interesante articulo sobre la inspiracion que permitié proponer el algoritmo de FFT
es el presentado pbteidemaret al. (1985). En su articulcHeidemaret al. (1985) presen-
tan una retrospectiva de la FFT, y de acuerdo a sus investigaciones historicas, los trabajos
de Gauss sobre la determinacion de las series de Fourier fueron los que inspiraron a Cooley
y Tukey a la formulacién de la FFT. Es oportuno sefialar, que los trabajos de Gauss
fueron formulado a partir de los planteamientos presentados por Euler en relacion a los
actualmente conocidos coeficientes de series de Fomu(1753).

En este capitulo se mostraran las principales bases de la TDF, asi como el algoritmo
de FFT para el caso de datos proveniente de tomas de muestra uniformemente espaciadas
en el dominio continuo. No obstante, existe un enfoque alterno de la FFT, el cual ha sido
desarrollado cuando los datos son adquiridos de tomas de muestras no uniformemente
espaciadas. Ejemplo de este ultimo enfoque se puede obtener del trabajo reportado por
Greengard y Led€2004), quienes presentan una combinacion de algunos esquemas de
interpolacion con el algoritmo estandar de la FFT.

Lo que resta del capitulo sera estructurado como sigue: en la Sdéclise desarrolla
la definicién de la transformada discreta de Fourier; en la Sed&d'se presenta de defi-
nicién de la transformada inversa discreta de Fourier; una formulacién de la transformada
discreta de Fourier en términos matriciales se desarrolla en la Sd&Hren relacion a
las propiedades estas son presentadas a través de teoremas y demostrados en la Seccion
15.4 en la Secciérl5.5 se describe el algoritmo de FFT, haciendo énfasis en su forma
candnica. No obstante, también se presenta en su forma mas didactica el algoritmo de FFT
base-2. Finalmente, problemas y ejercicios propuestos son presentados al final del capitulo.

15.1 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

En esta seccion se desarrollara el concepto de la TDF para luego poder estudiar el algoritmo
de FFT. Es de hacer notar que el desarrollo aqui mostrado se fundamenta en el muestreo
de la definicion de transformada de Fourier, y en el truncamiento del nimero de muestras
adquiridas de la sefial a la cual se le determinara su transformada discreta de Fourier.

15.1.1 Desarrollo de la transformada discreta de Fourier

Considere una sefial reft) definida en el dominio continuo, es decir, en términos mate-
maticosf(t) : R — R, la cual deben adquirirse muestras a intervalos regulares tomando en
cuenta el teorema de muestreo.

29John Wilder Tukey naci6 el 16 de junio de 1915 en New Bedford, Massachusetts, EE.UU.; y falleci6 el 26 de
julio de 2000 en Princeton, Nueva Jersey, EE.UU. Retrato de John Wilder Tukgyepyright 2013 IEEE.
30James William Cooley nacié en 1926. Retrato de James William Coolgy@spyright 2013 IEEE.
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Sea entonces un tren de impulsos unitarios definido como

o1(t) = i s(t-nT), VteR. (15.1)

N=—o0o0

La toma de muestras de la sefié) a intervalos regulares puede verse como

f(t) = i f(nNT)s(t—nT), VteR, (15.2)

N=-—0c0

dondef(t) denota la sefial muestreada definida en el dominio contintiaepresenta el
intervalo de muestreo de la seff#t).

Es oportuno sefalar que debido a que la sdifgl es multiplicada por un tren de
impulsos unitarios definido por la Ecuacidtb(l), se produce en el dominio de la fre-
cuencia un espectro periddico, por cuanto

Flor()] = wo i 6(w—nwg), YweR, (15.3)

N=—co

dondewg = 27/T, y ademas
1
F () f2(1)] = P Fi(w) * F2(w), (15.4)

dondeF1(w) = Z[fi()] y Fa(w) = F[f2(t)].

Este fenémeno de periodicidad en el espectro de la sefial muesfighadea ha sido
estudiado en la Seccid3.3 e ilustrado en la Figurd3.12de la pagind41.

Aplicando las Ecuacioril6.4), al caso de la TF de la sefial muestrety se obtiene
que

ZIf(t)] = %a@[f(t)]*ﬁ[&(t)], YweR, (15.5)
la cual resulta al emplear la Ecuacidb(3) que
ZIf(t)] = iF(w)»< i 6(w—nwg) = 1 i F(w-nwg), YweR (15.6)
T e T & ’ ’

donde claramente se tiene dakv) = Z[f(1)].

Por otra parte, debido al hecho de que el tren de impulsos unitarios es de duracién
infinita, con lo cual se contaria con un ndmero infinito de muestras de la §¢fiastas
deben ser limitada mediante el truncamiento de la misma. Para lograr este propésito se
debe multiplicar la sefial muestreaf{#) por una ventans(t), tal que limite aN el nimero
de muestras, y cuya expresion matematica es

1L, V-T<t<V+I;
v(t) = (15.7)

0, en otros casos.

dondeV es la duracion de truncamiento.
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Al multiplicar la sefial muestread&t) con la ventana definida por la Ecuacidrb(7),
se obtiene que

) N-1
fyw) = [ Z f(NT)o(t— nT)}v(t) = Z f(N"T)s(t—nT), VteR, (15.8)

n=0

N=—c0

debido a que/ = NT, y en consecuencia se ha truncado la séfila N muestras uni-
formemente espaciada @n produciendo una distorsion en el espectro periodico en la
Z[f(t)] definida por la Ecuaciomb.5).

Esta distorsion es producto de la convolucién en el dominio de la frecuencia que pre-
sentanZ [ f(t)] y .Z[v(t)], donde

V(t) = pya(t—V/2), VteR. (15.9)
Tomando en cuenta que
Z[pa(t)] = 2aseng(w), VweR, (15.10)

y sabiendo que _
Z[f(t—To)] = F(w)e 1¢To, (15.11)

dondeF(w) = Z[ f(t)], se puede asegurar que
ZFV(t)] = VsencwV/2)e V2 vy eR. (15.12)

Como resultado de este analisis, se tiene entonces que

[

FIfO)v(t)] = % [% Z Flw- na)o)} «|VsencpVv/2)e V2|, YweR. (15.13)

N=—oc0

Ahora, con el propésito de discretizar el espectro definido$pf(t) v(t)], deben to-
marse muestras uniformemente espaciadas en el dominio de la frecuepeaia lo cual
debe multiplicarse por un tren de impulsos unitariogeks decir,

(e8]

g1 [g[ fv)] k;w S(w- kwl)} = f(t)v(t) = wil Z S(t—KTy), (15.14)

k=—o00

dondew; = 27/T;.
Denote

fity=7"1 [54‘[ f(t)v()] i S(w— kwl)], VteR, (15.15)
k=—c0

con la cual junto a la Ecuaciof.£), se tiene que la Ecuaciéhi.14) puede ser expresada
como

N-1 00
fit) = Z f(NT)s(t—nT)|*|T1 Z s(t—qTy)|, VteR. (15.16)
n=0 g=—
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Resultando entonces de la Ecuacibb.L§, que

N-1

> HTot-nT-qTy)
n=0

o]

fo="T1 )]

g=—c0

, VteR, (15.17)

donde se ha permitido qua =V, es decir, a la duracion de la ventana.
Ahora, de acuerdo con la definicion de serie exponencial de Fourier, se tiene que si una
sefialx(t) es periddica con periodiy, su coeficiente

1 t+Tx

= x(t)e kot ke Z. (15.18)
Tx Jt

@k

donde la frecuencia fundarpental xl¢) viene definida powg = 2/ Ty.
Debido al hecho de qué(t) es una sefial periédica. Entonces, al aplicar la Ecuacién
(15.19 se tiene que

Z f(NT)s(t—nT - qv)} g lkeotgt  vkeZ, (15.19)

dondewq = 2n/V.
La integral planteada en la Ecuacidb(19), define una integral sobre el interva}'o<
t<V+ 1%, lo que implica que

-
V+5
ak =
I

2

N-1
lz f(nT)o(t—nT)|e koldt, vkeZ. (15.20)

n=0

Bajo el supuesto de convergencia de las operaciones definidas en la Ectacadh (
se puede afirmar que

N-1 v+ )
ax = Z ) | " ot- nT)e keotgt  vkeZ, (15.21)
n=0 2
la cual arroja que
N-1 _
ax = Z f(nT)e ImeonT  vkeZ. (15.22)
n=0

Debido a quawg = 27/V y a queV = NT, la Ecuacion15.22) puede ser expresada

como
N-1

ax = Z foe 12N gk e 7, (15.23)
n=0
en virtud de que se ha denotadd @T) como f, con el propésito de sefialar teésima
muestra def (t).
Por otra parte, al determinar la transformada de Fourid(tlelefinida por la Ecuacion
(15.17), se obtiene que

oo N-1

F1f®)] = E(w) = Z Z f(nT)e 12maN, (15.24)

g=—0o0 n=0
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ComoF(w) tiene un periodo dbl, debido a

g i2maN _ grizmn(@ NN, (15.25)

se tiene que al sustituir la Ecuacid®(25) en la Ecuacionis.29), resulta que
~ N-1 ]
F(q) = Z f e 12Zm@N)/N, (15.26)
n=0

En consecuencia, se puede asegurar que la TF aproximada de las muek{rppata
el periodo% <t< %+V, puede ser definida como

N-1
Fr= Z foe 12N ke (0,1,...N-1}. (15.27)
n=0

La Ecuacién(15.27) viene a representar, para cada valokdi k-ésina transformada
discreta de Fourier (TDF) de la secuencia de d&{os

Basado entonces en la Ecuacidb.27), se puede establecer la siguiente definicién de
transformada discreta de Fourier, la cual es formulada en el siguiente apartado.

15.1.2 Definicién de la transformada discreta de Fourier

Definicién 15.1 (Transformada discreta de Fourier) Sea una secuencia finita de datos,
la cual define entonces quén] : Z — R contentiva déN muestras de una sefial,

N-1
f[n] = Z fro[n-m], VYnez, (15.28)
m=0

donde
s[n—n = 1, vYn=m,
~1 0, en otros casos,

y la funcién f[n] corresponde a la toma de muestras a intervalos regulbreefinido en
el dominio continuo del tiempo de una sefi@). Entonces, la transformada discreta de
Fourier (TDF) de la secuenci&[n] esta dada por

(15.29)

N-1
FIK] = Z Fqolk—Qq], Vke {kk=Qq,vq=0,...,N-1}, (15.30)
g=0

dondeQq = qzﬁ” representa la frecuencia discreta, y

N-1
Fq=TDF(fm) = > fme #™IN, vge(Gezl0<G<N-1). (15.31)

m=0
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15.2 TRANSFORMADA INVERSA DISCRETA DE FOURIER

En esta seccidn se presentara la definicion de la transformada inversa discreta de Fourier
(TIDF) mediante un sencillo desarrollo realizado en el &mbito de la transformada discreta
de Fourier (TDF).

15.2.1 Desarrollo de la transformada inversa discreta de Fourier

Para el desarrollo de una ecuacién que permita calcular la transformada inversa discreta
de Fourier (TIDF), se empleara un principio que debe tener toda transformada, el cual
establece en términos abstracto que si una funcién cuenta con una transforma. Entonces,
la transformada inversa de la transformada arroja la funcion original.

En términos de una funcién definida en el dominio discreto, se tiene:

Definicién 15.2 Seaf[n] : Z — C una funcion en el dominio discreto. Sea tambjiénn
operador que transforma la secuendipn] de otra secuenci&[k], es decir,

FIK| = 7 [f[n]], VkeD, (15.32)

dondeD es un dominio donde esta definiB§].
Denote & ! como la transformada inversa dé. Entonces,

fin] =77 [f[n]]]. YneZ. (15.33)

De la Ecuacion15.3]), se tiene que

N-1
Fq = TDF(fm) = Z frne 1ZMIN  yge(gezl0<g<N-1). (15.34)

m=0

Basado en esta operador, se debe proponer un operador de TIDF que convierta a uno el
nucleo de la TDF, es decir, el facteriZ™mN,

Por otra parte, como se deben ejecutar la suma aesdehastaN — 1, la cual constituye
la suma deN términos, el operador de TIDF debera dividir entrpara asi cumplir con la
Definicion15.2.

Como resultado de lo anterior, se propone entonces,

N-1
1 - . -
fm = TIDF(Fy) = N § Fee?™IN yme (meN0<m<N-1). (15.35)
=0

Para probar la validez de lo propuesto en la EcuadérBf), se debe aplicar la Defi-
nicion/15.Z. Es decir, sustituir la Ecuaciéii$.34 en la Ecuacién15.35, resultando que
paratodane {MeN|0<m< N-1}

frm = TIDF(Fy) =

f, e—izﬂfq/N} elZmN (15.36)
r=0

la cual puede ser reexpresada al intercambiar el orden de las sumas, como
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N-1 [N-1
1 . .
_ _ - —j2nrq/N 4j2rmag/N
fm = TIDF(Fi) = Z fm Z e e . (15.37)
r=0 g=0
Ahora, debido a que
N-1 M
Z g i2xra/N gi2rmg/N _ N, vr=m (15.38)
=0 0, enotros casos,
se tiene que la Ecuacidhi.37) puede ser escrita como
1
fm=TIDF(Fy) = NN fm=Tfm, VYme{meN0O<m<N-1}. (15.39)

La Ecuacion15.39 afirma lo propuesto como transformada inversa discreta de Fourier
a través de la Ecuacion’.35).

15.2.2 Definicion de la transformada inversa discreta de Fourier

Definicién 15.3 (Transformada inversa discreta de Fourier)Sea una funcién definida
en el dominio discreto tal que[k] : Z — C contieneN datos correspondientes a la trans-
formada discreta de Fourier de una funciéfn],

N-1
FIK] = Z Feolk—Qql, Vke {kk=Qq ¥q=0,...,N-1}, (15.40)
=0

dondeQq = qzﬁ” representa la frecuencia discreta. Entonces, la transformada inversa dis-
creta de Fourier (TIDF) de la funciof[K] viene definida por

N-1
fln = > fwdln-ni, ¥nez, (15.41)
m=0
donde
1 N-1 )
fim = TIDF(Fi) = 5 Z Fee?™MIN yme (meN0<m<N-1). (15.42)
g=0

15.3 FORMA MATRICIAL DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

A los efectos de simplificar la notacidB@poley y Tukey(1965) propusieron en su articulo
denotar el términe /2Z"/N comoW. No obstante, se definira como

Wy = e 12N, (15.43)

donde obviamentd(> 0) € N es el numero de datos contenidos en la secuencia de muestras
de la sefial en tiempo.

Una forma alterna de expresar la transformada discreta de Fourier (TDF) es en su forma
matricial, para lo cual se tiene la siguiente proposicion.
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Proposicion 15.1 Seafy, un secuencia de datos adquiridos a intervalos regulares de una
sefiaff (t). Entonces, la transformada discreta de Fourier (TDF) de la secuencia puede ser
definida mediante su representacién matricial como

F =Wy, (15.44)

donde en generdt € CN*! es el vector contentivo de la transformada discreta de Fourier;
Wy € CN*N es Ja matriz de nUcquWK}q]NxN; y f e CN*1 es el vector de datos provenien-
tes del muestreo de la sefifl).

Demostracion.
Aplicando lo denotado por la Ecuacidby(43 en la Ecuacioni5.3]), se obtiene que

N-1
Fq= TDF(fm) = Z faWN%,  Vge(dezi0<§<N-1). (15.45)
m=0
Ahora, al evaluar la Ecuacioi’$.4%), paraq=0,1,...,N-2,N -1, se obtiene
Fo = foWS + fiWQ + fWE + -+ fy_o WS + fy_g WY, (15.46a)
F1= foWQ + fiWE + W2 + -+ fy_oWR 2+ fuo WR T (15.46b)
Fo = foWQ + fiW2 + W+ + fyoWAN 2 1 fyy w2, (15.46¢)

Fn-2 = fOWON + flwﬂ\"z) + szﬁ(N_z) +ot fN_zw&N_z)(N_z) + fN_lwg\‘N_z)(N_l).
(15.46d)

Frot = foW + W+ (o W2ND gy WD) gy DD,

(15.46¢€)
Las Ecuacionesl6.46 pueden ser reescritas como
0 0 0 0 0
Fo wooowd o owg w9, Wy, fo
Fy WR Wy WR e W Wy f
0 2 4 2(N-1) 2(N-1)
F2 Wy WR Wy WN Wy fa
0 N-2 2(N-2) (N-2)(N-2) (N-2)(N-1)
Fno2 Wy WY WN WY Wy fn—2
0 N-1 2(N-1) (N-2)(N-1) (N-1)(N-1)
Fn-1 WN WN WN : WN WN fN—l
(15.47)

La Ecuacion15.47) puede ser expresada en su forma matricial como

F =Wy, (15.48)
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Observacion 15.1 Cada uno de los elementag,q de la matrizW ubicado en lan-ésina
fila y g-ésina columna viene dado por

Wing = W(Nm—l)(q—l) = g izn(m-D@-HN (15.49)
guedando entonces definida la mats como

Wi = [w{me) (15.50)

NxN *

B EJEMPLO 15.1

Considerefy, paratodan=0, 1,2, 3una secuencia de 4 datos adquiridos de una sefal
f(t). Exprese en su forma matricial la transformada discreta de Fourier.

Solucién
Segun la definicion d&/y;,
W, = el&/4 = g im/2 = _j, (15.51)

Aplicando la Ecuaciénl(5.47), se obtiene que

Fo | (WO WO W WO (o
F1 _ we wi owi w3l fy (15.52)
Fo Wl wZz owi o wg || f
F3 we wi ows wi N fs
Al sustituir W4 por j en la Ecuacioni5.52), se tiene que
Fo 1 1 1\ fo
= (15.53)

F2

1

F1 1 -j -1 j || f
1

Fs 1

-1 - f3

Observacion 15.2La definicion de transformada inversa discreta de Fourier puede ser
expresada también en su forma matricial, quedando entonces

fo %WN . (15.54)
donde
W .. — [ai2r(m-1)(g-1)/N NxN
Wy =|e ]NxN e c\N, (15.55)

vvi H vyl
es decirWy es la matriz formada por los elemenms\,q, donde

Wy = elZ/N, (15.56)
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Ademas, de la Ecuacidi5.44 de la pagine377, se puede afirmar que
f=WyF, (15.57)

dondeWN1 denota la matriz inversa dé/y, lo que al comparar las Ecuacion€$5.54) y
(15.57), se puede afirmar que

Wit = NWN' (15.58)

B EJEMPLO 15.2

SeaFq paratoday =0, 1,2, 3 una secuencia de 4 datos proveniente de la transformada
discreta de Fourier dé[n]. Exprese en su forma matricial la transformada inversa
discreta de Fourier de la funcidtk].

Solucion

De lo Observaciéids.z se tiene que

1
f= ZW4 F, (15.59)
lo que arroja que

fo 1 1 1 1 Fo

f1 1 j -1 -j|| R
= 1 , (15.60)

fa 441 -1 1 -1 Fs

f3 1 -j -1 Fs

debido a quéV, = el7/4 = |,
B EJEMPLO 15.3

Seaf[n]: Z — R una funcion definida en el dominio discreto con expresién mate-
matica
N-1
fln = " fwo[n-m), vnez (15.61)
m=0

donde

(15.62)

fm:

{ 1, vo<sm<M-1;

0, YM<m<N.

dondeO<M <N-1.
Determine una expresion matematica que permita representar la transformada
discreta de Fourier (TDF).
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Solucién

Segun la definicion de TDF se tiene que

N-1
Fq= TDF(fm) = Z faWN% Ve (deZi0<§<N-1), (15.63)
m=0

dondewy = ™12\,
Sustituyendo Ecuacioib.62) en Ecuacion15.63

M-1
Fq=TDF(fm) = Z W% vge(dezi0<g<N-1, (15.64)
m=0
Ahora, sabiendo que
M-1 M, Ya=1;
a" 1_gM (15.65)
n=0 , Yazl
l-a

Aplicando la definido por la Ecuaci6i$.6%) a la Ecuacion/15.69), ésta arroja
que

q _q.
M, YWY =1
Fa={ 1-waV4 (15.66)
— N ovwl#1,
1-w,{ N
N
la cual es equivalente a
M, VEeN;
Fg={ 1_ejozMN a (15.67)
T INEN

Luego de algunos procedimientos algebraicos, se obtiene de la ECUERI6T) (
que
M, v¥q=0;

Fa=1 sen@rM/N) _iormsiyn ) (15.68)
———¢ , V1<g<N-1
sen@r/N)

En consecuencia, una extension periddica de la transformada discreta de Fourier
de la funcionf[n], para todd € {x € Z|0 < « < N -1} puede ser expresada como

N-1
FIK = Mo[Kl+ )

o=1

senfrM/N) _;
T e lan(M+ DN sk — . 15.69
sen 6o/N) [k—q ( )
Note que el calculo de la transformada discreta de Fourier de una funcién definida
en el dominio discreto, no siempre arroja una expresién matematica. Por tal motivo,
en general se recurre al calculo numérico para su determinacion.
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|F'[k]]

~5 0| 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 k

Figura 15.1 Espectro de la sefial discrdtfn] en magnitud para
un nimero de datdd = 60y parametravi = 15

La Figural5.lilustra un periodo de la magnitud del espectro de la sefial discreta
f[n] propuesta en este ejemplo, para una secuencM €é.5 unos de un nimero
total de datoN = 60. Note que la extension periddica principalflk] esta definida
para0 < k <59, y ademas-[k] = 15.

|F'[K]|

201

15+

10+

75 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 k

Figura 15.2 Espectro de la sefial discrdtfn] en magnitud para
un namero de datdd = 60y parametraV = 5

Por otra parte, la Figurd5.2 de la paginé881 muestra también un periodo de

espectro de la sefal discreftn] del Ejemplol5.3para un nimero de datds= 60,
pero con una secuencia tle= 5 unos.

15.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

En esta seccidn se estudiaran las propiedades de la transformada discreta de Fourier, las
cuales facilitan el célculo de TDF de otras secuencias que estan relacionadas. Es importante

sefialar que las demostraciones de las propiedades se basaran en el estudio de los valores
Fq.

15.4.1 Linealidad de la TDF

Teorema 15.1 (Linealidad) SeaFg] los valores correspondiente a la TDF deil&sima

secuencia de valores de fé'], para todoi = 1,..., M, donde el nUmero de datos de cada
i-ésima secuencia d4¥; = N, es decir, lasM secuencias tienen el mismo niméiade
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datos. Entonces,

TDF

Mo Mo
Z frﬁﬂ} = Z FLl. (15.70)

i=1 i=1

Demostracién.De la Definiciéril5.1se tiene que

M -1 M
TDF Z £l = Z fllg-i2maN  vge(gezi0<§< N-1. (15.71)
i=1 n=0 i=1

Al intercambiar el orden de las sumatorias de la Ecuacibrv/(l) se consigue que

M M N-1
TDF Z f,!'l] = Z Z flle iZmaN  vqe(gezZl0<g<N-1}. (15.72)
i=1 i=1 n=0

Debido al hecho de quel = »N-! flle-imIN entonces, se puede afirmar que

TDF

M M
Zfr[n'l}z FIl, vge{gezZlo<g<N-1}, (15.73)
i=1 i=1

siempre que el numero de datos de cada secuencia, denotaldg pean todos iguales a
N. m

15.4.2 Traslacion en tiempo discreto

Teorema 15.2 (Traslacion en tiempo discreto)SeaF los valores correspondiente a la
TDF de una secuencia de valorgs. Entonces,

TDF[fmr] = Fqe 1Z7a/N, (15.74)

donder enunenterotal qué<r <N-1.

Demostracién.De acuerdo a la Definiciéb5.], se tiene que

N—1+r
TDF[fmr] = Z fmre 1ZMIN - vge(gezZl0<g<N-1}. (15.75)

m=r

Ahora, si se aplica el cambio de varialble m—r en la Ecuaciéni5.75, se consigue

que
N-1

TDF[fir] = > fae 2NN yge(gezio<q<N-1), (15.76)
d=0

de donde se deduce que
N-1

TDF[fmr] = Z fae 12N g-i2ma/N — o emI2M0N - yge (§eZ0< < N-1).
d=0
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15.4.3 Simetria

Teorema 15.3 (Simetria) SeaFq los valores correspondiente a la TDF de una secuencia
de valoresf,,. Entonces,
TDF[Fm] = Nf_g. (15.78)

Demostracion.Al evaluar la Ecuaciénl5.42) para—m, se tiene que

N-1
1 - . -
fm=g § Fe@ZtmMIN " yme (meNjO<m<N-1}, (15.79)
4=0

la cual al reacomodar los términos se consigue que

P

-1
Fqe /2MIN = TDF(Fg) = Nfm, Yme{meNO<m<N-1}, (15.80)
0

o
Il

Haciendog = my m= q, es decir, intercambianduoy g en la Ecuaciéni5.80), se tiene
queTDF(Fm)=Nfgq m

15.4.4 Traslacion en frecuencia discreta

Teorema 15.4 (Traslacion en frecuencia)SeaFq los valores correspondiente a la TDF
de una secuencia de valorég. Entonces,

TDF[Fme 2N = Fo. (15.81)
Demostracion.De la Definiciéril5.1se tiene que

N-1
TDF[Fme/Zim/N] = Z frelZMNgj2maN = vge(gezl0<§<N-1), (15.82)

m=0
la cual puede ser reescrita como

N-1
TDF[FmeZm/N] = Z frne IZMADN - yge(gezl0< < N-1). (15.83)
m=0

Claramente, de la Ecuaciéih.83 se puede ver qUEN 2 fe 1 ZMa-IN = F ;. m

15.5 TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

La transformada rapida de Fourier o como es ampliamente corfasidéourier transform
(FFT) de sus significado en inglés constituye ser un algoritmo basado en la TDF, el cual fue
propuesta originalmente p@ooley y Tukey(1965. Es importante aclarar que el algoritmo
de FFT deCooley y Tukey(1965 no establece limitaciones en el nUmero de data®n
que deben contarse. No obstante, existen algunas particularidades del nimero de datos en
donde el algoritmo muestra un 6ptimo desempefio.

En este apartado se estudiard algunos de estos casos los cuales son presentados por
Brigham(1974), ademas de los casos estudiados por el autor.
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No obstante, no deja de ser interesante el articulo presentaGoplayet al| (1969, en
el cual los autores presentan algunas primeras aplicaciones del algoritmo de FFT, ademas
de una extensa explicacién para la implementacion del algoritmo puede ser consultado en
(Pres=t al.,2007).

De la Definiciéril5.], se tiene que la Ecuacidh3.31) puede ser reexpresada como

N-1
Fq = TDF(fm) = Z faWN%  Vge{dezi0<g<N-1), (15.84)

m=0

dondeWy = e 127N,
Note que tantm comoq pertenecen ambos al conjurit& N0 <i < N-1}.

15.5.1 Transformada rapida de Fourier para N =r1r>

En este apartado se estudiara la FFT para un nimero deNlatog», donde obviamente
ri1y ri1 son dos nimero entero positivos. En este caso se estudiara el algoritmo de FFT base
r1+ro.

En esta caso,

g=0ir1+do, Go=01....,rn1-1, n=01%L....,rp-1 (15.85a)

m=myro+my, mMp=0,1,....,r,—1, m=01...,r1—1 (15.85hb)

Empleando la Ecuaci6iib.854 en la Ecuacién15.84), se consigue que

rp-1r1-1
F(QLQO) = Z Z f([r?]]:L’nb)W([:lj(mlr2+nb)v vqo = 05 19 cees rl - 15 ql = Oa 19 ey r2 - 1’
mp=0m;=0
(15.86)
la cual puede ser reescrita como
ro-1|ri-1
0
Fana = D, | . f oy Wi™2 W™, Yao=0,1,....11-1, q1=0,1,....,15-1,
mp=0[m =0
(15.87)
Al estudiar el factoVy?%, se obtiene que
amiry v (Gar1+Go)mer
WN 2 _WNl 1+4Yo)thl2
_ r1roqam QoM r
—W,\} 241 1WNO 2
_yyYomr
_WNO 1r2
debido al hecho de qu&/l"? = WN = 1.
Aplicando estas relaciones a la Ecuacihf.87), se obtiene que
ri-1
f([;g’nb) = Z f([r?}lmwﬁfmlf{ Vgo=0,1,....r1—-1, my=0,1,....,r.—1 (15.88a)

my =0
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f2

&= Zf[” W™ - yg =011 -1, q1=0,1,...,r,—1 (15.88b)

(do,Mmo)

Obteniéndose entonces como resultado final que

2
Flanao = o o) (15.89)

B EJEMPLO 154

Exprese las ecuaciones necesarias para determinar la FFT de una secugncibxde
datos, empleando para eso una basé 3

Solucién

Debido al numero de datos de= 12 conr; = 3y ry = 4, se tiene que para este
particular caso, las Ecuaciond$(8%, quedan como

g =023+ do, =012 ¢q=0123
m=m4+my, mMp=0,1,23 m=0,12.

Sustituyendan en la Ecuacién5.84), se tiene que

2
0] 4
F a0 Z Z 0 GWIEmH™ - vg=012  @=0123  (15.90)
my=0m; =

guedando como

3

F(as.00) = Z

mo=0

2

3w

(o) WP, ¥g=012 01=0123  (15.91)
my =0

donde el nl]clecw‘llgml es

W‘llgml _W4(3Q1+QO)m1
3-4q;m 4q m
le 1 1W ol
_ \wAdom
_leo 1

debido al hecho de qua/3;% = W33 = 1.
Entonces, la Ecuaci615.9]) es reescrita como

2
Z f 4QOm1
(m mo)

m =0

3

Fa.a0) = Z

mo=0

Wi vg=0,12, ¢ =0123 (15.92)
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Aplicando estas relaciones a la EcuacibB.92), se obtiene que

2
f(ﬁgm = f([ﬂl’nb)w‘l‘goml, Vgo=0,1,2, my=0,1,23. (15.93a)
m =0
3
= > fE wEEem vy =012, ¢ =01,23, (15.93b)
mp=0

Las Ecuacione$l6.93 permiten calcular la FFT con base4 arrojando finalmente
que
Fo=Faua =) Y90=012 t=0123 (15.94)

teniendo en cuenta que= 3q; + Jo-

— F,0) — Fo

— F(LO) — F3

1 o F,0) — Fo

— F(310) — Fy

— F(O,l) — I

I \ / |
XK=, . .
PO Z=

. f([(l)]"d) W fg],e») — Fa,1) — Fo
1
fs— £y ’ Falgy = Foz) = P2

2 Fa2)— Is

— F(le) — Iy

f([?w — Flao) — I3

f([j]ﬁ) — F(372> — F11

Figura 15.3 Transformada rapida de Fourier, baset3

La Figurall5.3 muestra la dependencia de las variables a través de un grafo, el
cual por su simetria es conocido como diagrama de mariposa del algoritmo FFT para
el caso deN =12 conry = 3y rp = 4. Note que en el grafico no se muestran los
factoresWi, que multiplican las variables.
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15.5.2 Transformada réapida de Fourier para N =r1rar3ra

Sin que este caso particular pierda de generalidad, se estudiara la FFT para el caso base
ri+r2+ra+ray de esta forma el lector podra inferir las ecuaciones para cualquier base.
Para este caso,

g=0ar1rarz3+0raf2+0ir1+0go, G-1=0,1,...,r-1,vi=1,234 (15.95a)

M= NRrorarg+Mprarg+mMmra+mg, m=0,1...,r4i—-1Vi=0,1,23. (15.95b)
Empleando las Ecuacioi’.95 en la Ecuacioni5.89), se consigue que

rg—1r3-1rpo-1r1-1

0
F(q3’q2,q1’qo) — Z Z Z Z f([m]3,m2,m1,rTb)WqN(mr2r3r4+m2r3r4+m1r4+nb)’ (15.96)
mMy=0my =0my=0mg=0

paratodaji-1 =0,1,...,r;—1, dondei =1,2,3,4.
Al reexpresar la Ecuacioii$.96 se tiene que

rag—=1]r3-1[ro-1[ry-1

0
F(4e.00.00.00) = Z Z Z Z f([ni,np,ml,nb)wﬁ\l(mgrzrgu) W('il\l(mzfsu) Wﬂl(mlu) Wﬂl("‘o)
my=0| m;=0|my=0| mg=0
(15.97)

Al estudiar los nucleos se tiene:
a)

Wq(m3r2r3r4) _W(q3r1r2r3+q2r1r2+q1r1+qo)m3r2r3r4

N - N
_W(Qsr1fzF3)"Bf2r3f4W(Qzf1l'z)"Bfzf3T4W(QlFl)fTszrsuw(QO)"szfsu
~7'N N N N
_\N\/93MBr2rararararay p A2merarrarargy p01msrirararay o domsrarara
_WN WN WN WN
_\wa3mararaNy s GomgraNy a ,GimgNy A GoMararara
_WN WN WN WN

_\\/Yomarararg
_WN s

debido al hecho de quayf™r2rsN — yBmeral — yymmsN _ g

b)

Wq(m2r3r4) _W(Qsf1f2f3+Q2f1T2+Q1T1+QO)mzf3f4

N ~7'N
_\\/(Gararara)meraray a (d2rir2)mprar 4y p (Qar1+0o)merara
_WN WN WN
=WﬂlsmzfsflfzfsuWqumzf1f2f3f4W§\Cl11f1+QO)mzf3T4
_\W\/93M2raNyad2mpNy 4 (G171 +00)Mprars
_WN WN WN

_\w(dar1+go)mprarg
_WN s

como consecuencia de quge™" N = wemN = 1,
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c)
WQ(m1F4) _W(q3r1r2r3+q2r1r2+qlr1+q0)(m1r4)
N - N
_\w{(@zrarara)(mara)yp(Gzrar2+0ari+go)(mera)
- WN WN
_ WQsmlflf2f3f4W(Q2f1f2+Q1f1+QO)m1f4
~ 7N N
_ WQamlNW(Q2F1T2+Q1T1+Qo)m1F4
- N N

_W(q2r1r2+q1r1+q0)m1r4
=W\ ,
dado quenv®™N = 1,

d)

WQ(Wb) _W(Qsf1F2f3+Q2f1f2+Q1f1+QO)Wb
N ~''N

Al sustituir los nucleos equivalentes desarrollados desde la parte a) hasta la parte d) en
la Ecuacion/15.97), se consigue

£ GoMarararg
ftao.m.my.mo) = Z f(ms mp.my.mp) VN g (15.98a)
I’2—l
[2] _ [1] (Q1f1+qO)mzfsf4
foaummo) = 2. faommymy Wi (15.98b)
my=0
r3— 1 ( )
[3] [2] Gorira+0gira+go)mrg
fo0.q0.02.m0) = Zo fao.qummy WN , (15.98¢)
=
rg— 1

(dar1rara+Qariro+giri+0o)Mo
o) = Z ot aomy) W : (15.98d)

donde

g-1=0,1,...,ri—-1, Vi=1234,
m =0,1,...,r4-i—-1, Vi=0,123.

Quedando entonces la FFT baiga ro +r3+ry,
A
Fo = Fasaanmo = famas- (15.99)

dondeq = gararars+Qgeraf2+0dif1 +go.

15.5.2.1 Transformada rapida de Fourier para N = 16, base 2 A través del
apartado anterior se pueden particularizar las ecuaciones hacieadbpara todoi =
1,2,3,4, quedando entonces que la FFT para el cadd del6 como

(1] doms8
f(co.m. o) = Z f(me, mpmy. ) V16 - (15.100a)
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1
[2] _ [1] (01 2+0o)mp4
f(qo,ql,ml,mo) - Zo f(Qo,mz,ml,rTb)Wlfi > (15.100b)
mp=

1
[3] _ [2] (d24+012+0o)m 2
aasaam) = 2 laaumumg Wit ’ (15.100¢)
my=0
[4] : [3] (038+024+01 2+0)g)
4 _ 3 038+024+012+00) Mo
f(QOsQLQZaQS) - Z f(QO,Q1,Q2,"b)W16 > (15.100d)

donde

q|—1 :0» 1’ v' = 15 29 394»
m =0,1, Vvi=0,123.

Obteniéndose entonces la FFT basparaN = 16,
4
Fa = Flasaa = o) (15.101)

dondeq = (',]323 + q222 + 012+ Qo.

15.5.3 Forma no candnica de la FFT base 2

Seaf[n] un secuencia contentiva éemuestras, tal que

N-1
fln] = > fmoln-ml, vn=0,1,...,N-1, (15.102)
m=0
donde en este caso,
fm = {fo, f1, o, f3, f4, f5, f6, f7}. (15.103)

La secuencia mostrada pde102), tiene como transformada discreta de Fourier

N-1
F[k] = TDF{f[n]} = Z Feolk—ql, Vk=0,1,...,N-1, (15.104)
=0

Ahora, la descomposicion dg en secuencias de posicion par e impar, para el caso bajo
estudio se tiene que
fm = {fo, f1, 2, f3, f4, f5, f6, f7}. (15.105a)

gm = { fo, f2, f4, fe}, hm = { f1, fa, fs5, f7). (15.105b)

Al descomponer tanto la secuengjgcomo la secuencily,, se obtiene que

am = {f09 f4}9 bm = {f29 f6}9 Cm = {flv f5}s dm = {f39 f7} (15105C)
Este hecho, obliga a denotar que

Fq=TDF{fo, f1, 2, f3, f4, f5, fs, f7}. (15.1064a)
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Gq = TDF{fo. fa, fa, fo), hg=TDF{f, fs, fs, f7).  (15.106b)

Aq=TDF(fo, s}, Bq=TDF{fy, fs}, Cq=TDF{f1,fs), Dq=TDF{fs,f7}. (15.106c)

15.5.3.1 Formulacién de la FFT base 2 De acuerdo a las ecuaciones de la trans-
formada rapida de Fourier, se tiene

N_q N_q
2 2
Fq= er,w”N‘j2 + Wy, Z f2n+1w”N‘jz, vq=0,1,...,(N/2)-1. (15.107a)
n=0 n=0
N N
n n
Fael = er,WN‘}Z—Wﬂ, f2n+1WN°}2, vq=0,1,...,(N/2)- 1. (15.107b)
n=0 n=0

De acuerdo a las Ecuaciond$5(105h) y (15.107) se pueden expresar que

No1
2
Gq= Z er,Wf,L‘}z, vq=0,1,...,(N/2)-1. (15.108a)
n=0
8
Hq = Z f2n+1w”N‘}2, vq=0,1,...,(N/2)-1. (15.108b)
n=0

Empleando las EcuacioneBy, 10§ en las Ecuacioned5.107, se consigue que

Fq=Gq+W{Hg Vvg=01...,(N/2)-1 (15.109a)
Faey =Gg-WpHg, Vq=0,1,...,(N/2)-1 (15.109b)
Aplicando recursivamente las Ecuacion£s.109, se tiene que
Gg=Aq+ Wy ,Bg, Vq=0,1,...,(N/4)-1 (15.110a)
Ggett = Ag-W} ,Bq, Vq=0,1,...,(N/4)-1 (15.110b)
Hq=Cq+WJ ;D0 ¥a4=0,1,...,(N/4)-1 (15.110c)
Hg.y = Cq -Wy,Dq. ¥q=0,1,...,(N/4)-1. (15.110d)

Al emplear las Ecuacione$$.107 en la determinacion d&g, By, Cq y Dy, Se consigue
gue debido al hecho de que cada una de las secuepgiag, cm Y dm contiene Gnicamente
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dos muestras, es dedi,= 2,

Ag = fo + f4.

(15.111a)
Ap = fo— fa
Bo = f2 + fe.

(15.111b)
By =fo— fe.
Co = fl + f5.

(15.111c)
Ci=f1—fs.
Do = f3+ f7.

(15.111d)
Dy=f3—-f7.

Es importante destacar, que la transformada discreta de Fourier de dredagbmismo
dato, es decir,
TDF{f}=f .,Vi=0,....N-1. (15.112)

Lo expresado en la Ecuaciébq, 112 puede ser facilmente verificado por el lector.

— Fooo = Fo

fo = fooo —

p— Foor = 1

p— Foio = 2

f2 = foro —o

p— Fo11 = I3

fo = fi10 —o

f1 = foor —o

f5 = fio1 —o

f3 = fo11 —

f7:fll] g

— P11 = Fr

Figura 15.4. Transformada rapida de Fourier pata= 23

Esto arroja que la transformada rapida de Fourier puede ser representada a través del
conocido diagrama de mariposa, el cual es mostrado en la FigutaPor otra parte, en
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la Figural5.4no son mostrados los factordéy, para los casobl € {2,4,8}. No obstante,
son mostradas las dependencias entre las relaciones desarrolladas para eNca$b de

La transformada inversa discreta de Fourier (TIDF) de una $¢khlpuede ser deter-
minado de manera eficiente a través del algoritméade Fourier transform(FFT). Para
esto véase la siguiente proposicion:

Proposicion 15.2 SeaF[K] la transformada discreta de Fourier de una sefifi] definida
en el dominio discreto. Entonces, la transformada inversa discreta de Fouri&fkle
puede ser determinada por

1———

f[n] = SFFTIFK),  vnel. (15.113)

donde(-) representa el operador conjugado de una cantidad complef& }f -] denota el
algoritmo defast Fourier transforngFFT).

Demostracién.Basado en la forma matricial de la transformada discreta de Fourier defi-
nida por la Ecuaciorils.4§
F=WnTf, (15.114)

y en la forma matricial de la transformada inversa discreta de Fourier, la cual se establece
en la Ecuacionis.59 que

f= %V_VN F, (15.115)

se tiene que _ _
FFT[F] = Wy F. (15.116)

Al determinar el conjugado a ambos lados de la Ecuadibri(§, se obtiene que

FFT[F] =Wn F=Wy F. (15.117)

Si se divide entré& ambos lados de la Ecuaciote(117, y sabiendd:: =F que se tiene

1 — 1
—FFT[F] = =Wy F. 15.118
SFFTF] = S Wa (15.118)

El lado derecho de la Ecuaciébd. 118, corresponde a la transformada inversa discreta
de Fourier deé-[k] definida por la Ecuaciorlb.11%, lo que implica que

f= %FFT[?]. (15.119)

15.5.4 Ejemplos de célculos de FFT empleando Scilab™

En este apartado se ejecutaran diversos ejemplos de calculo de la FFT mediante el uso del
Scilab™,
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B EJEMPLO 155
Sea la secuencia

0, vm=1,...,7,

la cual representa un impulso discreto.
Determine laFFT[dm] empleando comandos Scifab

Ay = { L vym=0; (15.120)

Solucién
Empleando los siguientes comandos SéNalse obtiene

-->dm=[1;0;0;0;0;0;0;0];n=size(dm,’*’);
-->Dk=fft(dm);

-->Dk

Dk =

1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.

Figura 15.5 Comandos Scilaly para el calculo de la
FFT del Ejempldl5.5

La Figural5.5muestra los comandos Scifaltrequeridos para obtener la FFT de
la secuencia,.

B EJEMPLO 15.6

Sea la secuencidy, definida por la Ecuaciorlb.12() del Ejempldl5.5
Determine empleando comandos Scitala FFT[dm-2].

Solucién

La secuencia de datdlg,_», viene definida por

1, Yym=2,
Om = { 0, Ym=13456.7. (15.121)

Al emplear los siguientes comando Scildbse obtiene que

El resultado mostrado en la Figuia.6permite verificar la propiedad de traslacion
en tiempo discreto definida por el TeorerfaZde la pagin®82, en virtud a que para
una traslacion de= 2

TDF[dm-2] = Dge 98 = D4e7129, (15.122)

donde
Dg=1, Vv0<q<7, (15.123)
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-->dm2=[0;0;1;0;0;0;0;0] ;n=size(dm, ’*’);
-->Dk2=fft(dm2);

-->Dk2

Dk2 =

1.
i
1.
i
1.
i
1.
i

Figura 15.6. Comandos Scild®y para el calculo de la
FFT del Ejempldl5.6

y el términoe™129 viene dado por

1, vg=0;

_j’ vq: 1!

-1, vg=2;

. i V =0,

eisa - i vgz jf (15.124)

_js vq: 5!

-1, VYgq=6;

j, Yq=T17.

Al sustituir las Ecuacionedb.123 y (15.1249 en la Ecuacioni5.123, se consigue el
resultado reportado en la Figut&.&

B EJEMPLO 15.7

Considere la secuencia
fn=1 VYm=0,...,7. (15.125)

Determine I&FFT[fy] empleando comandos Scifab
Solucion

Los comandos en Scil@b para el calculo de la FFT de la secuengiamostrada
en la Ecuacion5.12% deN = 8, son como siguen:
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-->fm=[1;1;1;1;1;1;1;1];n=size(fm, *’);
-—>Fk=fft(fm);

-->Fk

Fk =

8.
0
0
0
0
0
0
0

Figura 15.7. Comandos Scila® para el calculo de la
FFT del Ejemplal5.7

B EJEMPLO 15.8

Sea la secuencia

P = { 1, Yym=0,123; (15.126)

0, Ym=4,5,6,7,

la cual representa un pulso rectangular.
Determine laFFT[py,] empleando comandos Scifab

Solucién

Los comando en Scil@¥ para el célculo de la FFT de la secuengig mostrada
en la Ecuacion5.12¢ deN = 8, son como siguen:

-—>pm=[1;1;1;1;0;0;0;0] ;n=size(pm,’*’);
-->Pk=fft(pm) ;
-->Pk
Pk =
4.
é. - 2.41421361
é. - 0.41421361
é. + 0.41421361
1. + 2.41421361

Figura 15.8 Comandos Scild®! para el calculo de
FFT del Ejempldl5.&
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B EJEMPLO 15.9

Verifique a través de comandos Scifdigue la TDF obtenida en el Ejempl®.&es
realmente la TDF, empleando para esto la Propositifide la pagin@92.

Solucién

A objeto de obtener la respuesta al problema se han empleado los siguientes
comandos Scildly.

-—>pm=[1;1;1;1;0;0;0;0];n=size(pm,’*’);
-->Pk=£fft(pm) ;
-->Pkc=conj (Pk) ;

-->Pkc
Pkc =

. + 2.41421361
.+ 0.41421361
. - 0.41421361
- 2.41421361

-—>pml=(1/8)*fft (Pkc)
pml =

1.
1.
1.
1.
0
0
5
0

RPN

.551D-17

Figura 15.9. Comandos Scild® para el calculo de
TIDF mediante FFT del Ejempl©5.9

El Scila™ también ofrece la forma directa de obtener la TIDF mediante el
siguiente comando.

Note que tanto la muestgm1[6]=5.551D-17 reportada en la Figurds.9de la
pagina39€ como la muestram2[6]=5.551D-17 presentada en la Figufid.10de
la pagina397 son numéricamente iguales, y en ambos caso pueden ser consideradas
iguales a cero, lo que permite verificar la TDFmte Ademas, el resultado reportado
en la Figural5.9verifica la Proposici6i5.2de la pagini92.
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-->pm=[1;1;1;1;0;0;0;0];n=size(pm,’ *’);
-->Pk=£fft(pm) ;
-->Pkc=conj (Pk);

-—>pm2=1ifft (Pk)
pm2 =

1.
1.
1.
1.
0
0
5
0

.551D-17

Figura 15.10 Comandos Scila®! para el calculo de
TIDF mediante FFT del Ejempl©5.9

PROBLEMAS
15.1 Seaf[n]: Z — R definida por

11
f[n] =Z fro[n—m, ¥n=0,1,...,11 (15.127)
m=0

donde la secuencif, es
fm=1{6,5,4,3,2,1,0,0,0,0,0,0}. (15.128)

Para la funciénf[n], determine todas las ecuaciones requeridas para hallar la transfor-
mada discreta de Fourier, empleando hasta donde sea posible la transformada rapida de
Fourier base 2 en su forma no canénica.

15.2 Através de comandos Scildhcompruebe que

1
w,t= aWa (15.129)

15.3 Desarrolle las ecuaciones necesarias que permitan determinar la FFT+dage 3
de una secuencia de 60 muestras.
EJERCICIOS PROPUESTOS

15.4 Sea una secuencfdn] con transformada discreta de Fourier (TDF) definida por

8
FIK = ) Foolk—dl, VkeZz (15.130)
q=0
donde

1, v0<q<3;
q= (15.131)

0, V4<q<7.



398 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Determine, entonces:
a) la TDF def[n-2];
b) la TDF def[-n];
c) la TDF def[n]cos(m);
d) la funciénf[n], es decir, la TIDF dé&[K].

15.5 Considere una secuendifn] dada por

N-1
f[n] = Z fo[n—m, VYmeZ, (15.132)
=0
donde
f 0 Ym<0; (15.133)
"1 vmso. '

Para un valor de = 1/2, halle:
a) la TDF def[n], cuandoN es un numero finito de datos;
b) la TDF def[n], cuandoN es un namero infinito de datos;
¢) grafico del espectro en magnitud y fase de la séfidl cuando ha considerado
gueN es infinito.



Soluciones de los Problemas

SOLUCION DEL CAPITULO 1
1.1 Basado en las condiciones impuestas del problema, se tiene que a la(Besrlle

tomaran muestras cada intervale 1—10 s. En consecuencia, al evaluar la Ecuac/b@i)
de la pagin@5 se obtiene que

x(kh) = e *y(kh), VkeZ. (16.1)
Ahora, reexpresando la Ecuacid@®(]) se tiene
x(kh) = () u(kh), vkeZ, (16.2)
Al sustituir h = -5s se obtiene que
5 \K
x(kh) = (e—m) ukh), VkeZ. (16.3)

Basado en la Ecuacioi6.3 se puede afirmar entonces que

x[n] =i(e‘%)k5[n—k], vnez. (16.4)
k=0

399
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1 i
Al denotarr = € 2, la Ecuacién16.4) queda como

x[n] = irké[n—k], vnez. (16.5)
k=0

No obstante, un modelo matemético alterno y explicito es

x[n] = i r*s[n—Kju[n], VYnez, (16.6)

k=—c0
donde

{ 0, Yne{qeZ|q<O};
un] = (16.7)

1, Vne{qeZq=0}

Note que el modelo matematico definido por la Ecuaci@htj no provee informacion
de la sefial discretg n] paran < 0, mientras el modelo matematico dado por la Ecuacion
(16.6) define explicitamente la sefial discrgfa] en todo el dominio de la variable discreta
n.

—9—00-—0-0-00609¢—0— - =
—-10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 p

Figura 16.11 Funcionx[n] definida en el dominio discreto

La Figurall6.11 muestra la funciorx[n] definida en el dominio discreto dada por
la expresién matematica definida por la Ecuacit®€). La figura también representa la
envolvente definida por la Ecuaciéh.47) de la paginé25. Note que en la figura son
representados los impulsos discretos, es défir- k] para cada valor discreto de a
través de las barras verticales.

1.2.a Aplicando el método empleado en la solucién del Problériae obtiene que

X = > sen@koln-Ku[n], VneZz (16.8)

k=—o00

Note que aun cuando la funcion escaidt) definida en el dominio continube R no
esta definida et= 0, se ha considerado que la seRé)|;—o = 0, debido a quesen (2)|,-g =
0.
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1.2.b Aplicando el método empleado en la solucién del Problértiae obtiene que

x[n] = i rksen€k)s[n-Kluln], Vnez, (16.9)

k=—o0

1
donder = e 5.

1.2.c Aplicando el método empleado en la solucion del Problériae obtiene que

% é6[n—-K], Vvne[10,30];
x[n] =4 k=10 (16.10)

0, ¥n ¢ [10,30],
debido a que cuando=1,n=5.

1.2.d Aplicando el método empleado en la solucién del Problértiae obtiene que

320 0,(tk+4)s[n—k], ¥ne[10,30];
X[n] =4 k=10 (16.11)

0, ¥n ¢ [10,30],
debido a que cuando=1,n=5.

1.3.a El sistema es no lineal, debido a que si el sistema es excitado ante unixgfial
respuesta & x2(t), la cual es distinta a una respuesta proporciondt)aes decirk X2(t).

El sistema es estatico, por cuanto su respuesta depende Unicamente de valor presente de
la excitacion.

El sistema es causal, dado que al haber cambios en la excitacion, estos se manifiestan
en el instante del cambio y no antes.

El sistemas es invariante en su dominio, es decir, en el tiempo, debido a: si el sistema
es excitado por una sefig(t), entonces su respuestayt = f2(t). Ahora, si el sistema
es excitado por la misma sefial en forma pero trasladada, es tigeifTp), entonces la
respuesta del sistema debeér Tp), la cual es corroborada con la respuesta determinada
por f2(t—To).

Por ultimo, el sistema es determinista debido al hecho de que éste no presenta cantidades
aleatorias alguna.

1.3.b El sistema es lineal, estético, causal, variante en el dominio del tiempo debido a que
uno de sus parametrosen (2) es variable en el dominio del tiempo; y determinista.

1.3.c El sistema descrito es no lineal, estatico, causal, invariante en el dominio del tiempo
y determinista.

1.3.d El sistema es lineal, dinAmico, no causal debido a que su respuesta se anticipa,
invariante en tiempo y determinista.

1.4.a El sistema es lineal, dinamico, causal, variante en el dominio disargtdetermi-
nista.

1.4.b El sistema es lineal, dinamico, no causal (anticipatorio), invariante en el dominio
y determinista.
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1.4.c El sistema es no lineal, dindmico, causal, invariante en el dominio disorgto
determinista.

1.4.d El sistema es no lineal (incrementalmente lineal), dinamico, causal, invariante en el
dominio discreta y determinista.

1.5 Obviamente el sistema es causal, dindmico, y determinista. En relacion a si el sistema
es invariante en tiempo, se tiene que debido al hecho de que el modelo esta definido
Unicamente para todb> 0, sus parametros no se ven afectados con el transcurrir del
tiempo, por tanto, el sistema es invariante en tiempo.

Por otra parte, en virtud d€t), el sistema es no lineal, y mas especificamente el sistema
es incrementalmente lineal de acuerdo a la Propiédade la pagin@1.

En consecuencia el sistema g lineal, dindmico, causal, invariante en tiempo y
determinista

SOLUCION DEL CAPITULO 2

2.1 Seani,(t) y vi(t) la corriente que atraviesa el inductor y la caida de tension sobre el
mismo, respectivamente. Entonces,

X)) =ve () +y(t), VteR, (16.12)
donde q
V() =L ';Et), VteR. (16.13)
Ahora, como
iL®) =ic() +ir(t)=C—=—= y(t) % VteR, (16.14)

dondeic(t) eir(t) son respectivamente sendas corrientes eléctricas que atraviesan el capacitor
y la resistencia.
Sustituyendo16.14) en (16.13), se obtiene

d2y(t) N L dy(t)
dz R dt’

Finalmente, empleandd6.15 en (16.12), se tiene que

vL(t) = LC

VteR. (16.15)

dzy(t) L dy(t)

LC
dt? R dt

+y(t) = x(t), VYteR.

2.2 En principio, el modelo matematico dado p@r105, puede ser transformado en el
siguiente modelo matematico, y cuya expresion matematica vendria definida por

d3y(t) d2y(t)  dyt)
16 e +20 ie +8 at

+y(t) =32X(t), VteR, (16.16)

dondeX(t) = x4(t).
Al aplicar el operadop a la Ecuacion16.16), se tiene que

(16p% +20p + 8p+1)y(t) = 32X(t), VteR. (16.17)
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SOLUCION HOMOGENEA

En virtud de lo afirmado en la nota del Problegng, en cuanto a que el polinomio

1 1
16a%+20a%+8a+1= 16(a+ Z)(az +a+ 21),

se tiene que
1 1\?
16a>+20a’ +8a+1= 16(a+ Z)(a+ E) .
En consecuencia, la solucion homogénea del sistema es
yVh(t) = Are V4 + Aote V2 4 AgeV/? (16.18)
SOLUCION PARTICULAR

Debido al hecho de quet) = e 2u(t), entonces, se puede afirmar que

2
() = [e*2tu(t)l] = e tu().
Ahora, de la Ecuaciéril6.16) se tiene

32
L = . 16.19
(P) = T6p7+ 2002+ 8p 1 (16.19)
En consecuencia,
32 -t 32 4
t) = e t) = ———¢€ 1). 16.20
WO = Tes o0 r8sr 1le o V0= 7355 U0 (16.20)

SOLUCION COMPLETA

De las Ecuacionesl6.18 y (16.20), se obtiene que la solucién completa del sistema
ante la excitaciom(t) = e 2u(t), parat > 0 viene dada por

32
) = Are V4 + Apte V2 4 Age 2 - g,
y(t) = Are "+ A +A3 =

2.3 Al aplicar el operadop al modelo matematico representado por la Ecua@atog,
se obtiene que

(PP +p)y(®) = (p+ 1)X(1). (16.21)
SOLUCION HOMOGENEA

Las raices que anulan el polinomio caracteristico del sistemasery r, =1, en
consecuencia, la solucion homogénea del sistema viene dada por:

Yh(t) = Ar+Aze ™. (16.22)

SOLUCION PARTICULAR
De la Ecuacién16.2]), se tiene que el operador del sistema es

p+1

L(p) = Zip

(16.23)
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Entonces, la solucién particular es

s+1

t)= lim et= Iim
Ye(®) s>-12+5S s>-125+1

et=—g! (16.24)

SOLUCION COMPLETA
Entonces, la solucidon completa, para tade0, es dada por la respuesta homogénea mas
la solucién particular. Sin embargo, como la solucién particular corresponde a uno de los
modos naturales del sistema, se puede afirmar que,

y(t) = Ar+Age™ (16.25)

2.4 En principio, el modelo matematico dado p@rl07), corresponde a un sistema de
tercer orden y primer grado.
Al aplicar el operadop a la Ecuacion2.42), se tiene que

(P®+2p?+2p)y(t) = 4px(1). VteR. (16.26)
De donde se deduce que el operador del sistema

_N( _ 4p
D(p)  p(p?+2p+2)

L(p) (16.27)

SOLUCION HOMOGENEA
Al hallar las raices que anulan el polinomio caracterisfi¢p) de la Ecuacion16.27) se
tiene que
D(p) = p(p? +2p+2) = p(p+1-j)(p+1+]) =0. (16.28)

En consecuencia, la forma mas completa de expresar la solucién homogénea del sistema
es
yn(t) = A+ Ase tsen() + Asecost), VYteR, (16.29)

dondeA; e R paratodd =1,2,3.
SOLUCION PARTICULAR

Debido al hecho de qug(t) = e 2u(t), entonces, se puede afirmar que la solucion
particular viene dada por

4
t) = 1im L(p)|pes€S= lim ———eSt'=2e2  Vvt>0. 16.30
yn() = [Im L(Pllp=se™ = lim o——— e =2e7, vt ( )

SOLUCION COMPLETA

De las Ecuacionesl6.29 y (16.30), se obtiene que la solucidon completa del sistema
ante la excitaciom(t) = e-2u(t), parat > 0 viene dada por

y(t) = Ay + Ace tsen() + Aze tcosf) + 272,  Vt> 0.

2.5 Seap" = C‘,’—t”n el operador derivada, el cual es aplicado a la ecuacién diferencial dada
por (2.108, obteniéndose:

(p®+5p+6)y(t) = 6X(t), (16.31)
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donde el polinomio caracteristi@(p) = p?+5p+ 6 y cuyas raices que hacen que se anule
son:iry=-2yry=-3.

De acuerdo a las raices se tiene que la solucibn homogénea, respuesta transitoria o
respuesta natural esta definida por,

yh(t) = Are 2 + A, VteR. (16.32)
Ahora, dell6.3]) se tiene que el operador del sistebfg) esta dado por

6

F)zTM . (16.33)

L(p) =
Debido al hecho de que pata O la sefial de excitacior(t) = 1, mas aunsgn () =
—u(-t)+u(t), se puede afirmar que la sefial de excitacion par@puede ser representada

como
x(t) = lime”t, vt>0, (16.34)
10

donde el parametro real < 0.
De esta forma, al aplicar el operador del sistema dadoX®B3Y y (16.39, se tiene
gue la solucién particular, respuesta permanente o respuesta forzada esta definida por

6
=i t_ i —_— t:
o(t) = limL(p) &7t =lim Je” 1, Vt>0. (16.35)

Empleando16.32) y (16.35), se tiene que la solucién al sistema plaraD es
y(t) = Yn(t) +Yp(t) = Ave? + A +1, Vt> 0. (16.36)

De (16.36, se tiene que la derivada &) parat > 0 es
t
% =—2A1e 2 -3Ae7 vi>0. (16.37)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales se tiene que

dy®| _ dy(®

y(t)|t:0 = y(t)]t:0+ =1 o™ gt heor =© (16.38)

Basado en|X6.36, (16.37) y (16.3Y se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

YO, = At Ao+1=-1,

(16.39)
dy(t
|y = —2M-3A2 =0,

el cual tiene como soluciofy = -6y Ay = 4.
En conclusién, la solucion del problema es

y(t)=-6e2+4e 11, Vt>0. (16.40)
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SOLUCION DEL CAPITULO 3

3.1 Al multiplicar la Ecuacion8.144) por dt e integrarla entrdy y to + h, dondeh es el
paso de discretizacién, o también conocido como el intervalo entre muestras, se obtiene

0+h 0+h 0+h
f t dy(t) + 10 f t y(t)dt = f t x(t)dt. (16.41)

to to to
Evaluado la Ecuacioril6.4]), se tiene

y(to + h) = y(to) + 10h y(to) = h X(to) (16.42)

Al definir tp y to+ h como las muestrasy n+ 1, respectivamente, la Ecuaciatb(42)
arroja como resultado
y[n+ 1] —y[n] + 10hy{n] = hXn], (16.43)

la cual, al sustituih por0,01 s y al agrupar sus términos se puede afirmar que el modelo
matematico del sistema en el dominio del tiempo discreto es

y[n+1]-0,9y[n] = 0,01x[n]

3.2.a Del modelo matematico se tiene que

fto tomd[%]ﬁuz fto t0+holy(t)+2 fto tO+hy(t): fto tO+hx(t) (16.44)

Al resolver las integrales de la Ecuacid6(44 por el lado izquierdo del intervalo de
integracion, se consigue

dyt)| _ dy®
dt t0+h dt {

+2(y(to + h) - y(to)) + 2y(to)h = X(to)h (16.45)

0

Debido a la operacién de derivada se tiene

Y(to+2h) —y(to+h)  y(to+h) —y(to)
h h

Al agrupar los términos y al sustitui(ty + kh) = y[n+ k] parak =0,1,2y x(to) = X[n],
se puede afirmar que

+2(y(to +h) - y(to)) + 2y(to)h = X(to)h ~ (16.46)

y[n+2]+2(h-1)y[n+1]+ (1 +2h+h?y[n] = ?x[n], V¥n> 0. (16.47)
En relacion a las condiciones iniciales se tiene que
¥O)=yo; 2| =¥(0). (16.48)
Debido a la aproximacion del operador derivada, se tiene
yO) =0l =y %], = LR = %(0). (16.49)

lo que implica que
y[0] =yo; V1] = Yo+ hy(0). (16.50)
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3.2.b De la definicién de espacio de estado se tiene

o) = y(t);  en(t) = 2 (16.51)

Si se derivarey(t) y e1(t), se obtiene
GO = e

@ v (16.52)
dal) _ M0 oy 1 ).

Sustituyendo la Ecuacioid6.5]) en la Ecuacioni6.52), se tiene que para cualquier
instantet, §
GO = et

(16.53)
990 — _2e(t) - 2en(t) + X(t).

Sabiendo que
da(t) e(t+h)-ea()
dt ~ h ’
Aplicando la Ecuaciénl6.59 en la Ecuacién6.52), y teniendo que (t) = g[n] para
i=0,1; g(t+h) =¢g[n+1] parai = 0,1, y x(t) = x[n] se tiene

Vi=0,1. (16.54)

eo[n+ 1] = eo[n] + &[]
(16.55)
e1[n+ 1] = -2hegy[n] + (1 - 2h)ey[n] + X[n]

Ademas de las condiciones iniciales se tieneai@ = yp y €1[0] = Yo.

3.2.c Aplicando el método de solucidon de ecuaciones diferenciales lineales dado en el
Capitulo2, se obtiene que la solucion del modelo en el dominio continuo es

y(t) = (-3¢ "cost) - 3e 'senf) + 3 )u(t). (16.56)

bajo el supuesto de que cgn=0Yy yp = 0.

La Figural6.12muestra en color azul la gréfica correspondiente a solucién numérica
definida por la ecuacidn recurrente a partir de la Ecuadiérii), conyp =0y Yo = 0.

Por otra parte, la Figuria6.13muestra en color azul el resultado de la simulacion a
partir del modelo matematico definido en términos de las variables de estado.

Es oportuno destacar que en ambas figuras se representa la solucién obtenida de la
resolucién de la ecuacion diferencial. Note que la simulacion proveniente del modelo de
estado se aproxima mejor de la solucién de la ecuacién diferencial, que la simulacion
definida de la discretizacion directa del modelo matemético.

3.3 De acuerdo a la EcuacidB.(46), se tiene que al asignatel valor den— 2, el modelo
matematico resultante es

- gYIn-2]+ gyin-1]+yln-2] = Xn], (16.57)
y cuya representacion en términos del operaglarroja

(=ga%+ a7+ 1)yinl = x[n]. (16.58)
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Yk
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Figura 16.12 Simulacién mediante discretiza-
cion de la ecuacion diferencial

Yk

0,84

b)

0,44
0,24 §
i
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Figura 16.13 Simulacion mediante espacio de
estado

SOLUCION HOMOGENEA
Ahora, las raices que anulan el polinomio caracteristico del sistemig sorl1/2y

r,=1/3.
En consecuencia, la solucion homogénea esta representada por

Ye=cr(F) +ca (), vken' (16.59)
Note que

y[n] = iyké[n—k], VYneZ
k=1

SOLUCION COMPLETA
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En virtud de que la sefal es nula para tode 3, la solucién del sistema viene dada
Unicamente por la solucién homogénea.

No obstante, para poder determinar la respuesta, se debe evaluar las condiciones iniciales,
las cuales son obtenida por la ecuacion recurrente del sistema, es decir, evaluando para
n=1,2la ecuacion:

y[n = x[n] - £yIn—1]+ gyin— 2], (16.60)

dondex[n] = 6[n— 1]+ 25[n-2].
Sabiendo qug[-1] = y[0] = 0, y empleando la Ecuacitii6.6(), se obtiene que
n=1, y[1] =6[0] +25[-1] - §y[0] + y[-1] =

n=2 (2] =6[1]+25[0] - gy[1] + zyIO] = ¥

(16.61)

Bl NI
Ol Wi

N

)

Al evaluar la Ecuacion16.59 paran = 1,2 y al emplear las condiciones iniciales
mostradas por la Ecuaciéih@.61), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
y cuya solucion es; = y c =22

Como resultado de Io anterior, se tiene que la respuesta del sistema ante la excitacién
X[n] =8[n—1]+26[n—2] es

y[n] = i[% 71 2 %) ]6[n Kl VneZ.
k=1

3.4 Envirtud de que lo que se pide en el problema es la respuesta impulsiva, debe tomarse
en cuenta de que la condiciones iniciales del sistema se deben llevar a cero, a fin de que
el sistema esté inicialmente en reposo, y ademas la excitacion esta definida por el impulso
unitario discreto.

Teniendo en cuenta estos hechos/31&47) se tiene que

yln] = x[n] - 3y[n-1] - 3y[n-2]. (16.62)
Al evaluar (16.62) paran = 0,1, se tiene
yl0] = X[0] - 3y[-1]- 3y[-2] =

(16.63)
yl1] = X[1] - 3y[0] - 3y[-1] = -%.

Por otra parte, al aplicar el operadgpral modelo matematico del sistema dado por
(3.147), se obtiene que

q2
(1+3a7 + 3q72)yn] = X[n]. (16.64)
En virtud de que la respuesta impulsiva del sistema no es mas que la solucion homogé-
nea del sistema pare= 0, se tiene que el polinomio caracteristico est4 dado por

D(q) = ¢ +4q+8 (q+ )(q+ ) (16.65)
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De acuerdo a las raices que anulan en polinomio caracteristico, se tiene que
- k k
h[n] = Z(cl(—fl) +co() )6[n—k], vn> 0. (16.66)
k=1
Evaluando'16.66 paran=0,1,

h[O] =C+C =1,

(16.67)

h[1] = Zci+ Hep =3

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales daddfdi’, se tiene que
h[n] :Z(—(‘Tl)k+2(‘71)k)6[n—k], Vn>0. (16.68)
k=1
3.5 De acuerdo a la EcuacioB.14€), se tiene el modelo matematico es

yin+2] - 3yin+ 1]+ 2y[n] = X{n], (16.69)

y cuya representacion en términos del operaglarroja
(q2 -3+ %)y[n] =x[n]. (16.70)

SOLUCION HOMOGENEA

Ahora, las raices que anulan el polinomio caracteristico del sistemg; sof/2 y
r,=1/4.
En consecuencia, la solucidn homogénea esta representada por

yk:cl(%)kmz(%‘)k VkeN*. (16.71)
Note que
yn[n] = Zyké[n—k] Vnez, (16.72)
k=1

dondeyy esta definida por la Ecuaciéh.7]).
SOLUCION COMPLETA

En virtud de que la sefiadn] = 6[n— 1]+ 26[n— 3], y dado que el sistema es lineal e
invariante en tiempo discreto, la solucion del sistema viene dada Unicamente por la suma
pesada de la respuesta impulsiva del sistema, la cual es dada por la solucién homogénea
y[n] de la Ecuacioni6.77).

No obstante, una manera alterna para determinar la respuesta es a través de las condi-
ciones iniciales, las cuales son obtenida por la ecuacién recurrente del sistema, es decir,
evaluando para = 1,2 la ecuacion:

yin+2]=x[n] + 3y[n+1] - 3 y[nl, (16.73)
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dondex[n] = 6[n—1]+26[n-3].
Sabiendo qug[-1] = y[0] = 0, y empleando la Ecuaci6ii6.73), se obtiene que

n=-1, y[1] =6[-2]+25[-4]+ 3y[0] - 3y[-1] = 0;

n=0, y[2]=6[-1]+25[-3]+ 3y[1] - §y[0] = O;

n=1 y[3] =6[0]+25[-2]+ 3y[2] - 3y[1] = 1; (16.74)
n=2, y[4] =0[1]+25[-1]+ 3y[3] - g¥[2] = 3/4;

n=3, Y[5]=0[2]+26[0] + 3y[4] - 2y[3] = 39/16.

Al evaluar la Ecuaciénil(6.72) paray[4] ey[5], y junto con las condiciones determinadas
por la Ecuacién16.74), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

z s Ne) | R)
y cuya solucién es; = 144y ¢, = -2112

Como resultado de lo anterior, se tiene que la respuesta del sistema ante la excitacion
X[n] =6[n-1]+26[n—3] es

[y
©

o

yin = s[n-3] +i (144(3)" - 22123 )oIn-K vn ez
k=4

SOLUCION DEL CAPITULO 4

4.1.a Larespuestaimpulsiva, supone gque el sistema se encuentra en reposo, gopecir,
0.

Por otra parte, del modelo del sistema dado por la Ecuaddi)(se tiene que la
ecuacion recurrente es

y[n+ 1] = box[n] + agy[n], V¥YneZ. (16.75)
Al sustituir x[n] poré[n] en la Ecuacioni6.759, se tiene que
h[n+1] = bpd[N] + apy[n], VYneZ. (16.76)
Para el caso particular ae= 0, se obtiene de la Ecuaci¢h@.76
h[1] = bs[0] + agy[0] = by. (16.77)
Aplicando el operadog a la Ecuacion4.61]) se tiene
(9—a0)y[n] = box{n], (16.78)
de donde se concluye que debido a §{g) = q— ap,

hin = cial, ¥n>1. (16.79)
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De las condiciones mostradas en la Ecuackdhdi) y evaluando la Ecuacioil6.79
para el caso particular de= 1, se obtiene

h[1] = c1a0 = bo. (16.80)
De las Ecuacioned 6.79 y (16.80) se tiene
hin] = boag *u[n-1], vnx>1. (16.81)
Por ultimo, se tiene que

vYn<O0;

=1 6.82
m {boZﬁ‘;la'(‘,‘lé[n—k], vn>1. (16.82)

4.1.b De la solucion del Problemd (1.8, se sabe que la solucion homogénea o respuesta
transitoria es

ya[n] =cia), VYn>0. (16.83)
En cuanto a la solucién particular, se tiene
yp[n] = lim _bo_ ru(n), ¥n>0, (16.84)
r-1(g—agp g=en’
la cual converge a
bo

Ypln] = 1= aou(n), Yn>0, (16.85)

De las Ecuacioned 6.8 y (16.85, se obtiene
y![n] = yp[n] +yp[n] = ciag+ 1?anu(n), vn>0, (16.86)

Al evaluar la Ecuaciénl6.86 enn =0, y tomando en cuenta qyf0] =0

V0l =cr+ 71— =0 (16.87)
se tiene que
S (16.88)
1= 1 aO’ .
Quedando entonces que
yn] = 1*_3030 (1-adu(), VYneZ (16.89)

El lector puede verificar los valores gfn] obtenido a la ecuacién recurrente prove-
niente del modelo matematico, la cual esta definida por la Ecuabny, y la solucién
mostrada en la Ecuacidfh6.89).

4.1.c De la Ecuacion16.81), se conoce que

Yn<O0;

hinj =1 16.90
m {boZﬁilaS‘lé[n—k], vn>1. ( )
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Por otra parte, se sabe que
x[n] =u[n], VneZ (16.91)

De acuerdo a lo estudiado en este capitylia], = x[n] = h[n], lo cual implica

(e8]

y[n] = u[n] * h[n] = Z ulglh[n—-g], YneZ. (16.92)

g=—c0

Al evaluar la Ecuacionl6.92) para los distintos valores de se tiene que

(9]

yio] = »; ulalhl-q] = 0. (16.93)
g=—o0
1l = q;wU[q] h[L -] = uldlboag *| _ =bo. (16.94)
vzl = ) ulelhi2-q]. (16.95)
g=—o0
M2] = uleboag |+ ule boa | = bo(L+a0). (16.96)
Lo que implica,
oo k-1
yn] =Z boay '6[n-Kl, Vn>1. (16.97)
k=1 g=0

4.1.d Debido a que el sistema es LDCID, se puede afirmar que la respuesta del sistema es
la suma de las respuesta anfs] y —u[n—1].
Es decir,
h[n] =y [N -y[n-1], VYneZ. (16.98)

De la Ecuacién16.89, se tiene

yiIn] = YnezZ. (16.99)
Al sustituir (16.99 en (16.9§ se obtiene
h[n] = —(1 ag)u(n) — —(1 ‘l)u(n— 1), vnx=1 (16.100)
Ahora, para cada valds, se tiene
hy = ak -ah), vk>1 (16.101)

Al hacer algunas operaciones algebraica, se tiene

hy = ano(l—a5—1+a5*1), Vk> 1
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bo (& bo ak(1-ao)
hg = — —ag|= —, Vk>1,
K 1—ao(ao % l-ag @&

lo que implica que
he = boal %,  Vk>1. (16.102)

Para el casa = 0, se obtiene evaluando la Ecuacid®(10( enn = 0, lo que arroja
h[0] = bo. (16.103)

4.2.a Debido al hecho de que el sistema se encuentra inicialmente en reposo, se puede
afirmar quey(0~) = 0.
Por otra parte, como consecuencia de xfie= 6(t) para todd € R, se tiene

0t ot ot
dy(t)+ao y(t)dt = bg f &(t)dt. (16.104)
A) 0
Como la sefiay(t) no contiene término impulsivo en el origen, se puede asegurar que

aunque pueda presentar discontinuidad e, la integral identificada coiGA) converge
a cero, quedando entonces,

y(0") -y(07) = b, (16.105)
debido a quefy s(t)dt= 1.
Comoy(07) = 0, entonces
y(0") = bo. (16.106)
Al aplicar el operadop a la Ecuacioi.63se tiene que
(p+ao)y(t) = box(t), (16.107)

donde puede notarse facilmente que la raiz que anula el polinomio caractedigi)ce
p+ap esp = —ap, Y en consecuencia

h(t) = cie™®!, vt > 0. (16.108)

Ahora, como
Itilry h(t) = c1 = y(0%) = bo, (16.109)

se tiene que al sustituir el valor dede la Ecuacioni6.109 en la Ecuacion6.109
h(t) = boe~2tu(t) (16.110)
4.2.b Del Problemd&t.2.q se tiene que la solucibn homogénea o respuesta transitoria es
Vh(t) = cre®t, vt > 0. (16.111)

Por otra parte, se tiene que del operador del sistema

u), VteR. (16.112)

0
t) =



SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 415
De las Ecuacioned 6.11) y (16.113), se tiene que
() = (cle-aot + %) ut), YteRr, (16.113)

dondey!(t) denota la respuesta a un escalén unitario.
Comoy(0*) = y(07) = 0, se tiene que de la Ecuaci¢h6(113, c; = —bp/ag, y como
resultado de esto

yi(t) = %(l—e’aot)u(t), VteR. (16.114)

4.2.c Del resultado obtenido del Problen¥aZ.k) se tiene que la respuesta impulsiva del
sistema es
h(t) = boe~2tu(t) (16.115)

Se sabe que si el sistema esté inicialmente en reposo la respuesta del sistema ante una
excitacionx(t) viene dada por

y(t) = h(t) = x(t) = foo h(r)x(t-7)dr, VteR. (16.116)

Aplicando la Ecuaciorl6.11¢ y sabiendo que(t) = u(t), se tiene que

0, vt <0,
y(t) = ; (16.117)
.L:O boe~®7dr, Vt>0

Al resolver la integral planteada en la Ecuaci@f.017, se obtiene

0, Yt<O0,
y(t) = (16.118)
D(1-e ), vt>0
Lo que implica
bo _
)= — (1-e®Yu), VteR. 16.119
y(t) ao( Ju@) ( )

4.2.d Los resultado obtenidos en ambos problema son idénticos. Ademas note que

dy'(t) d[hbo _ bo —agt) d
/ :d_t[g(l_eaot) u(t)_'_%(l_eaot)d_t[u(t)], (16.120)

y cuyas operaciones en la ecuacion arroja que

% = boe tu(t) + % (1-eY) (). (16.121)
Como f(t)s(t) = f(0)s(t), siempre que (t) esté definida eh= 0 (Breg 2006, se tiene
que
bo _
% (1-e®Y)o() =0. (16.122)
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En consecuencia, al aplicar la Ecuaci@f.022 en la Ecuacién6.12)), se tiene

dyJ(t) = h(t) = bpe ®tu(t), VteR. (16.123)

4.3.a Al emplear el operadop a la ecuacion diferencial definida por la Ecuacidr6é),
se tiene

(p+a)y(t) = b1 pX(t). (16.124)
Debido a queéD(p) = p+ atiene una raiz real= —a, la solucién homogénea es

Vh(t) = ce®t, vt > 0. (16.125)
Por otra parte, la solucién particular viene dada por

= —P—| u@), vt>o. (16.126)

p+a p=0
De las Ecuacioned 6.12% y (16.126, se puede afirmar que la solucién es
y(t) = e, vt>0. (16.127)

Como x(t) = u(t), y la solucion es véalida para> 0 se debe determinar la condicién
inicial parat = 0*, sabiendo qug(0~) = 0. Para esto se debe integral la ecuacion diferencial
entre0” y O*.

f ay() +ao | y(t)dt— f d“(t) (16.128)
0

Comoy(t) no contiene términos impulsivos en el intervalo eftrey 0*, y d‘é?) é(t)

(Brea 2006, se tiene
y(0") -y(07) = by, (16.129)

y en consecuencig0") = b;.
Evaluando el limite cuandbse aproxima a 0, siendo> O, se tiene de la Ecuacién
(16.127,
I|my(t) = I|mcle ot — ¢y =y (16.130)

Resultando entonces que
y(t) = bie ! vt > 0. (16.131)

4.3.b Como puede verse, la solucion obtenida del ProbldBaconstituye ser la res-
puesta impulsiva del Problerda2.g con la diferencia del coeficientg, debido al hecho
de que

du(t)

SOLUCION DEL CAPITULO 5

5.1.a A objeto de determinar la respuesta impulsiva del sistema, se debe calcular primero
los parametrok y A asociados a la respuesta escalén.
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Evaluando la Ecuacioérb(77) de la paginal37 para dos instantes distintos de cero
mostrados en la TabBR1de esa misma pagina, se tiene

V(1) =k(1-€e). (16.133a)

Y(2) = k(1-e ). (16.133b)

De la Tablé5.1 de la pagind 37y considerando = e se tiene

y(2) k(1-r?) 11013

= = . 16.134
ywW(1) k(1-r) 0,6594 (16.134)
De la Ecuacién16.139, se puede afirmar
1-r)(1
% — 141 = 1,6701547 (16.135)
lo que implica que = 0,6701547
Ahora comar = €4, se obtiene
A=-In(0,6701547)= 0,4002467; (16.136)

el cual se supondra comio=0,4.
Para determingt se toma cualquier punto de la TaBld, por ejemplo, para= 1y con
el valor ded = 0,4, se tiene

Y1) = k(1-e%%) = 0,6594 (16.137)
lo que implica
0,6594
= 1_e0d " 2.0001216 (16.138)

lo que permitird aproximar un valor de= 2.
Ahora, al derivar la respuesta escalén de la Ecua&iaty{de la pagind.37, se obtiene

h(t) = d%[k(l— eMu(®)| =kieut), VteR. (16.139)

Sustituyendo por los pardmetros, se tiene
h(t) = 0,8 %%u(t), VteR. (16.140)

5.1.b Al obtener la transformada de Laplaceli®, es decir, la transformada de Laplace
de la Ecuaciéni6.14(), se tiene

Z[h(t)] = H(s) = f 0,8e %4eslgt, (16.141)
0
e(s+041 |0
H(9=08 s+0,4 |
0,8
H(s)= —., VRe[s+0,4]>0. (16.142)

s+0,4
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De la Ecuacion16.142, se obtiene que

¥ _ 08
X(s) s+0,4°

dondeY(s) es la transformada de Laplace de la respuesta del sistex{s), gs la transfor-
mada de Laplace de la excitacion del sistema, lo cual permite asegurar

(s+0,4)Y(s) = 0,8X(9),

lo que implica

% +0,4y(t) =0,8x(t), VteR. (16.143)

5.2 Del modelo matematico definido pdb.7€), se tiene que al aplicar la transformada
unilateral derecha de Laplace

S2Y(s) - sY(07) - Y(07) +4[sY(S) - Y(07)] +3Y(s) = X(9). (16.144)

Como el sistema es fisicamente realizable, entonces, las condiciones iniciales del sis-
tema sony(t)lg- = y(t)lg+ =0

a)|  _ du)

= = =22 =1
A(Ijtsuqs_tituirdetzsgs condiciones iniciales{s) dada por%.79 en (16.144, se tiene que
Y = (s+ 2)(5;r f 45+3)  (s+ 2)1(s+ 1) (16.145)
Aplicando el teorema para el calculo de transformada inversa se tiene
2
y(t) = kZi Res[Y(s)eSt]'pk u(), (16.146)
dondepy = -1y p2 = -2
Al aplicar el Teorema de los Residuosl®(14€), se obtiene que
y(t) = SIlrpl(s+ 1)me5tu(t) + SIlr112(s+ Z)We‘“u(t),
la cual arroja como resultado que
yt)=et-e? Vvt>0.
5.3 Aplicando la transformada de Laplace5a8() se tiene que
(SS+45° + s+ 4)Y(3) = X(9) (16.147)
Despejanddr(s) de (16.147) y sustituyenddX(s) por (5.81), se obtiene que
Y(s) = 1 1 YRe[g] > 0. (16.148)

(S+4215+4) s+ d)(F+1)
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Aplicando el Teorema 3.9 dBrea (2006 Pag. 36) se tiene que debido a los polos

z €{0,-4,j,—j} para todd = 1,2,3,4, respectivamente, los residuBes [Y(s)e%']; estan
dados por
1 1
St — | st_ =
ResN(9e%]a = ms @ ~ 4
1 1
Res[(9e%],, = lim(s+4)————eSt=—— g™
MO = fim s+ D@+ ~ 68
X X (16.149)
Res[Y(9)e],, = lim(s+j est= gt
¥(ez. SI—>—J'( +J)s(s+4)(sz+1) -8+j2
1 1 .
Res[Y(9)e¥],, = lim(s—j est= —etlt
VO = I D gorp@n® ~ B
Sustituyendo16.149 en
4
y(t) = Z Res[Y(s)e%], u(t), (16.150)
i=1
y luego de unos elementales calculos sobfel5() se tiene que
11, 4 1
y(t) = 7 8¢ 17005({) 17sen(), vt> 0. (16.151)

SOLUCION DEL CAPITULO 6

6.1.a Debido a que se debe determinar el valoy[é se evaluara la ecuacién recurrente
del modelo matemético, la cual es

yIn+2] = x[n] +y[n+1]- 3y[n], VneZ (16.152)
Al evaluar la Ecuacionl6.152 paran = —1 se tiene que
y[1] = x[-1] +y[0] - 3y[-1] = 0. (16.153)

Debido a quey[0] = y[1] = O, entonces, al aplicar la transformaé4a a la Ecuacion
(6.162) de la pagind.6€ se obtiene que

Z -2+ )Y@ = X(@. (16.154)

Por otra parte, de acuerdo al enunciado del problema, la sefial de excifagiéru[n]
para todm € Z, lo que implica que

- 1 z
X(2)= 2] = ) 7%= ity YAl (16.155)
k=0



420 SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Sustituyendo la Ecuaci6d6.15% en la Ecuacion16.154, y despejand(2) se tiene
que

Y@ , Yzl > 1. (16.156)

C(z-1)@-z+ 1)
Del polinomio caracteristico de la Ecuacid®(15€) se arroja que los polos sop; = 1;
1.1 _1_i1

P2=35+153YyP3=5—15.

Aplicando el Métoddb.1de la pagind51, se puede afirmar que:

polop1=1,m=1

Res[Y(22 1| o, = im #ﬁ;%)#l =2; (16.157)

polopy =3 +j3, My =1

z— Leim/4) X K
M - _(L) eikfr/4(1_ i): (16.158)
z—>\irzei"/4 (z-1)(Z-z+ Q)

Res [Y(z)zk‘l]|p2 = 5

N

polops=3-j3 ms=1

_ 1 ojn/4
(z e )zk

k.
— . = —(i) e M4+ ). (16.159)
Z_,\irze—jnM (z-1)(@Z-2z+3)

Res[Y(9Z Y| 0 = 75

Por otra parte, se tiene que

3
Yk= ) Resi@ZM| . (16.160)
i=1
lo que arroja que
k k
V=2 1-(%) cos(<7r/4)—(%) sen (<n/4)], Vk > 0, (16.161)

Entonces, de la Ecuacidhg.167) se puede asegurar que

y[n] = Zi
k=0

6.1.b De la Ecuacion16.154, se tiene que

1- (vié)k (cosfer/4)+ sen ((71'/4))] sin-K, Vnez. (16.162)

Y2 _ 1
X@ 2-z+31

H(2) Vz# S+ (16.163)

NI

6.1.c Para conseguir la respuesta impulsiva a partir de conocer la funcion de transferencia
del sistema, debe hallarse la transformada invefsde H(2), para lo cual se aplicara



SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 421

nuevamente el Método de los Residuos (Méibdde la pagind5s7).

Polopy=3+j3, m=1

k-1 .
ResH(z)zk‘l]| = Iim ﬁ—lz—. L glir/4, (16.164)
p1 1 . 2 _ 1 V2
Zq_ﬁemm Z-7+3 J

Polop;=3-j3,m=1

(z— ie‘J”/“) 1 ko1
ResH@Z Y| = lim f L —(%) e k4 (16.165)
2 Z_‘\AFZ(‘TJ.”M “-7+3 -

N

Al sumar los residuos se obtiene que

k
he = 2(%) senkr/4), k>0, (16.166)
lo que arroja que
s k
h[n] = 22(%) senkr/4)6[n—k|, VneZ (16.167)
k=0

6.1.d Como el sistema es LDCID se puede asegurar que la respuesta del sistema es
Wn] = Zh[n—q], vnez, (16.168)
g=0
dondeh[n] viene dada por la Ecuacidfhg.167, debido al hecho de que
u[n] =Zé[n—k], VneZz. (16.169)
k=0

Este hecho puede ser corroborado a través del Tecdetrde la paginé8, el cual
establece que

(9]

yIn] = X[n] = h[n] = Z X[glh[n—d], (16.170)

g=—00

donde al reemplazaqq] poru[q], se obtiene
y[n] = Z h[n—q. (16.171)
g=0

6.1.e Se puede afirmar que el sistema es estable, por cuanto las magnitudes de las raices
del polinomio caracteristico de la funcidn de transferencia son todas menores que uno.
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Por otra parte, se tiene ademas que

m 2(%)k -0, (16.172)

i
k— o0

lim |hy| <
k— o0
en consecuencia el sistema es estable.

6.1.f Aplicando el teorema de valor inicial se tiene

Y0] = lim Y(2) = lim z 0, (16.173)

e (- 1)2-2+1)

lo cual verifica el teorema debido a que de segln a los datos del proyigine0.
Por otro lado, aplicando el teorema de valor final, se tiene

z

yleo] = lim(z-1)¥(2) = lim(z- 1)m =2 (16.174)
Al calcular
lim y{n] = lim yy = lim 2[1—(%)k(cos(<n/4)+ senfr/4)| = 2. (16.175)
Las Ecuacionesl6.179 y (16.175 verifican el teorema.
6.2.a Al aplicar la transform& a la Ecuacién.163 se tiene
@Z+HY@=X@, vid>3. (16.176)

En consecuencia, la funcién de transferencia viene definida por

Y(Z) 1 j
H(2) XD~ Zr 1 Vz# +4. (16.177)
6.2.b Se tiene que
2] = ) 7%= % Vi > 1. (16.178)
k=0 -

Aplicando las Ecuacioned6.17¢ y (16.178 se tiene que

_r
@+Da-z1’

Y(@) = Vi > 1, (16.179)

debido a que la region de convergencia o de analiticidad esta definida por la interseccién
de las regiones de convergenciald€) y X(2), es decir, siDy(z) denota la region de
convergencia d¥(2),

Dy(2 ={zeC:|24>1/2in{zeC:|Z4>1}. (16.180)

Ahora, para obtener la funcigfin] se aplicara el método de los residuos.
Para esto, se tiene que la funcig@) presenta Unicamente singularidades aisladas
ubicadas ey =1; p= 3y ps=—1.
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polopi=1,m=1

1

Rest(42l, =limte- g

el cual arroja

Res D((z)zk‘1]|p1 = g .

polopzzlé,mzzl

1

-1 = lim(z—dy— =~
Res[Y(2)Z ]|p2 = Z“_)“Ié(z 2)(22+ -z’

lo que resulta

(»)

-2+

Res[Y(2Z 1| 0 =

polopgz—%, mg=1

)

1 T i ;
Res [Y(z)zk ]|p3 = Z!r%(z+ 2)(22+ %)(1_2—1)

y en consecuencia

—j k-1
(%)
—2—j"
Al sustituir las Ecuacioned6.18)), (16.183 y (16.183 en

Res [Y(z)zk’1]|p3 =

3
Yo=Y Res¥@Z7| . vk=0,
i=1
se obtiene luego de algunos calculos algebraicos que

e 2 s lsen(85) 200q5)]. iz

Finalmente, se tiene que

[e9]

yinj = > |z +
k=0

lo que equivale a expresar que

4 2
57" 5ok 1[sen(

al s

y[n] = i 1+ % | sen( (k 1)”) 2cos((k 1)”)]]6[n K, VYneZ,
pary

6.2.c De la Ecuacion16.186, se tiene que

fimytnl = ¢

™) - 2coq Y2 1)”)]]6[n K. vnez,

(16.181)

(16.182)

(16.183)

(16.184)

(16.185)

(16.186)

(16.187)
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Por otra parte, se tiene que al aplicar el teorema de valor final,

1 4

I|my[n]—I|m(z 1)Y(z)—I|m(z— )W 3

(16.188)

Las Ecuacionesl6.187 y (16.18§ verifican el teorema de valor final.

SOLUCION DEL CAPITULO 7

7.1.a Al aplicar la transformad&” a la Ecuacioni.113 y considerando que el sistema se
encuentra inicialmente en reposo, se obtiene que

N-—
1 K
2Y@) = kZ:: X(2), VzeDynDy, (16.189)

dondeDy y Dy son respectivamente las regiones de convergencyéalg X(z).

Despejando el cocien 3 se tiene que

N-—
H(z % = %Z k1 v > 1. (16.190)
k=0

7.1.b Reescribiendo la Ecuacidoi®.19(), se tiene que

LN/2]
H() = 1 v > vz, (16.191)
N
k=—[N/2]

donde| - ] aproxima hacia el proximo entero inferior, en el caso de ser una cantidad real no
entera.

Al hacerz = e en la Ecuacion6.197) para todd < Q < 2r, se consigue que (véase
Observacioéiy.11de la pagind 93

LN/2]
H(Q) = eJLN/ZJ Z ¢ vo<Q<o2m (16.192)
k=—[N/2]

De la Ecuacion16.192, se arroja que

LN/2]
1
H©Q) = e iIN/2) Z coskQ), Y0<Q<2r. (16.193)

En consecuencia, de la Ecuacid® (193, se tiene que

LN/2]

H@)I= 5 Z coskﬂ)‘, VO< Q< 2r, (16.194)
=0

cp(g)zzn-gJM Vo< Q< 2r. (16.195)

LN/2]
1—u{ Z coskﬂ)] ,
k=0




SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS 425

7.1.c De las Ecuacioned6.199 y (16.195, se tiene que al evaluarlas pata= 5,

HE@)I= ¢

2
> cost)‘, VO< Q< 2, (16.196)
k=0

DQ) =2r—2+7 , V0o<Q<2m (16.197)

2
1-u (Z cost)]
k=0

Al expandir las Ecuacioned6.196 y (16.197, se obtiene que

IH(Q)| = é |1+cosQ)+cos()|, Y0<Q<2r, (16.198)
y
O(Q) = 21— 2+7[1 - u(1+cosQ) +cos(X2))], Y0<Q<2n. (16.199)
»(Q)

[H(Q)]

2 2r

1+ 1

of 1 2 5 4 5 & Ta of [ 1 5 % 4 5 \§ 7o
—1+ 1+

—24 —24

(a) Magnitud (b) Fase
Figura 16.14 Grafica de:(a) magnitud de la respuesta en

frecuencia y(b) fase de la respuesta en frecuencia del modelo
matematico para el ca$d=>5, para el interval® < Q <n

7.2.a Considere la cantidad interi&(s), la cual representa un variable interna a la salida
del sumador, es decir,
k
E(s) = X(9) - gY(s), ¥se DyN Dy, (16.200)

dondeDy y Dy son respectivamente las regiones de convergencigsie Y(s).
Por otra parte, se tiene que

1
Y(s) = mE(s), ¥se DyN{seC:s+ 2}, (16.201)
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Sustituyendo la Ecuaci6é16.20() en la Ecuacién6.20), y luego de algunos proce-
dimientos algebraico se tiene que

H(s) = VRelg > 0. (16.202)

s
s(s+2)+k’

7.2.b De la Ecuacion16.203), se tiene que el polinomio caracteristico es
D(s) = S+ 2s5+k, (16.203)

dondek > 0.

Tomando en cuenta el criterio de las raices del polinomio caracteristico (véase Defini-
cion5.4 de la pagind 35), se tiene que como consecuencia de que las raices que anulan al
polinomio caracteristico son

=-1+V1-k;
212 = (16.204)

el coeficientek debe ser positivo para asegurar la estabilidad del sistema.
Note que sO < k < 1 las raices son puramente reales. No obstante><l las raices
son complejas conjugadas y con parte real igual a 1.

7.2.c Al sustituir la variables por jw en la Ecuacion6.202) se obtiene que
jw

H) = =520

Yw e R\ {0} (16.205)

De la Ecuacion16.20Y, se tiene que la magnitud y fase de la respuesta del sistema
viene dada respectivamente por

||

Hw)= ———— VYweR\{0}, 16.206
IH(w)I N w e R\ {0} ( )
y
ssgne) - tg 2], V0 <lol < Vk;
d(w)=1{ 0, Viw| = Vk; (16.207)

2Isgn @) - 7sgn@) - tg7 [ 22|, Viwl > Vk.
La Ecuacion16.207, puede ser escrita como
3son@) -9 [;2%5]. YO <wl< vk;
d(w) =4 0, Viw| = Vk; (16.208)
~5sgn@) -~ 197! [(2% ], Viwl> Vk.
7.3 Setiene que la respuesta en frecuencia se obtiene evaluando la funcion de transferencia

H(2) paraz = e/, lo cual denote a (véase Observaciohlde la pagind 93

H(Q) = H@)|—gic = i h[n](e**)™", vze D, (16.209)
n=0
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donde al ser un sistema fisicamente realizable su respuesta impulsiva es unaHinjcion
Z— R.
Al reexpresar la Ecuaci6ii6.209, se tiene que debido al hecho de ¢ifig : Z - R

H(Q) = Z h[n]cos@n) — | Z h[n]sen@n), VzeD,. (16.210)
n=0 n=0
Por otra parte, se tiene quenn] : Z > R
H(-Q) = Z h[n] cos@Qn) + | Z h[njsen@n), YQeR\{0}. (16.211)
n=0 n=0

Al comparar las Ecuacione$6.21() y (16.21) se puede asegura que
H(-Q) =H(Q), YQeR\{0}, (16.212)

donde la barra superior significa el conjugado.
Ademas, se tiene que al denotar

H(Q) = [H(©Q)e®@, vaeR\({0}, (16.213)
que al sustituir la Ecuacioil6.213 en la Ecuacioni6.212, arroja que
IH(=Q)|el®CD = |H(Q)e 1@, vQeR\({0}. (16.214)
En consecuencia, de la Ecuacid®214, se asegura que

IH(-Q)| = [H(Q), vQeR\{O0}. (16.215a)

D(-Q) = —D(Q), YQeR\{0}. (16.215b)

La Ecuacionl16.2154 demuestra que la magnitud de la respuesta en frecuencia es una
funcién par de la variable independietiley la Ecuacion/16.2151) demuestra que la fase
de la respuesta en frecuencia es una funcion impar de la variable indepefiiente

SOLUCION DEL CAPITULO 8

8.1 Lo primero que debe determinarse son las octavas que existergntea,. Para esto
puede emplearse la expresion,

3
conAw de (16.216), se obtiene

Aw = Iogz(E)) oct (16.216)

Al multiplicar la pendiente desg—th

dB 10 10
AM = 180—Ctlogz(§) oct= lBIogZ(E) dB. (16.217)
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De (16.217 y teniendo la magnitud patag, Se tiene que
10
M(w2) =20dB+ 18log, 3 dB.

8.2 Al normalizar los términos independientes de cada factor de la funcion de transferencia

se obtiene que
HE =~ S71 (16.218)

207 (s+ 1)((2—50)2 + 1)'

Al evaluar [16.218 ens= jw, Se tiene

(16.219)

Parte i) Ahora, al calcular la magnitud d&6.219 endB, se obtiene que

M(w) = — 1+o? (16.220)

20 vizarn-(g)1

Obviamente, la magnitud esta dada por

1 Yw<20,

1 1 (%)
M) = — ———— = (16.221)
s Yw>20,

(%)

Expresandc6.227) endB, se puede afirmar que

N
S

=

2
20|oglo4—go—20|ogm(1— (%) ) Ve < 20,
M(w)qp = (16.222)

2
20100, 745 — 20Ioglo((2%) - 1) Ve > 20
Estudiando las asintotas a traves/t& 227, se obtiene

20log;q 4%0 Yw < 20,
M(w)ds = (16.223)
20logy, 755 - 40l0gi(55) Ve > 20,

De (16.223 se puede asegurar que el diagrama de magnitud¢pasa20, tiene una
pendiente de-40dB/déc

Ahora, las décadas que existen entre la frecuencia dewge@0rad'sy w = 100rads,
esta dada por

Aw = Ioglo(lz—%o) =logo(5) déc (16.224)
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De (16.229 y (16.224,

M(100)yg = 20Ioglo4imdB—40:Ti log,o(5) dec= —80dR

Parte ii) Ahora, al calcular la fase d&6.219, se tiene
2
Arg (H(w)) = Arg (—1)+ Arg (1 - jw) - Arg (1+ jw) - Arg (1— (%) ) VweR. (16.225)
Debido al hecho de que se esta consideranda.qu®, de [16.225, se tiene que
Op(w) = 7— tg N (w) - tg 7 (w) - 7u(@—-20) VweR, (16.226)
dondeu(-) denota la funcién escalén unitario,®(w) denota la fase de la funcién de
transferenciad (w).
Comow = 100rad's es mucho mayor que la frecuencia de caste= 10rad’s, se tiene
gue el valor asintético es
lim ®n(w) = 1im (7- tg™(w) - tg(w) - 7u(w-20)) = -,

lo cual implica que

Dy (w)|100rads =T

8.3 De acuerdo £8.95), se tiene que la forma candnica esta dada por

H(s) = =1 . (16.227)
100%(s+1)(L1+ 2% 15+ (50)
Reemplazando apor jw en (16.227) se obtiene
H(w) = “1tje . , (16.228)
10R(1+ jw)(l-(l%o) + jz%lioo)
la cual 1
M(w) = |H(w)| = 75 (16.229)
w )2 2 1w )2
1002[(1_(1_00) )+ (34 ]
y su magnitud enlB es
w\2V° (1w )
M(w)gs = —2010g;(10C?) — 2010g;, (1"(ﬁ)) ) +(§ﬁ)) , (16.230)
y cuyo analisis asintotico arroja que
X -80, ¥0<w <100;
M(w)qs = (16.231)
-80-40logy(4). ¥w > 100
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De (16.23)) se tiene que coma; esta a0,5 dec de 100 rads, entoncesl\?l(wl)dB =
-100

Por otra parte, en cuanto a la fase se tiene qu&@l22§ se tiene que

e

1
21

O

—
O‘E
s}

g—ztgl(w)—tg—l[l_ 0)], V0 < w < 100;
D(w) = ' (16.232)

-2t Hw) - tg™? [( 1

10 ] Y w > 100
Del andlisis asintético ejecutado sokit® 233, se tiene que

Nl

e

o)1

(=)

5 YO<w<0,1;
d(w)={ %-7%log;o(w/0,1), ¥0,1<w<1000; (16.233)
- Y w > 1000

Para determinar la fase mediante la curva asintética definidd 68233, se tiene que
determinar la frecuencia;, la cual esta 8,5 décpor encima devg = 100 rad's.
Debido al hecho de que

log = L 2 b = we10V2 (16.234)
wo 2

Sustituyendo el valor de; dado por/16.239 en (16.233, se tiene quad(wq) = 7 —

n_nl7

210g,0(1000x 10'/2), el cual arroja como resultado qd¥w,) = 5 -5 7 = —3x.

8.4.a La Figurg1l6.15muestra los comandos Scifakempleados para obtener el diagrama
de Bode real presentado en la FiglifalG

-->s=poly(0,’s’);
-->s=5/(2%%pi);
-->H=syslin(’c’,10%(s-10)/(s+100));

-->bodew(H,0.01, 10000) ;

Figura 16.15 Comandos Scild®y para construir el
diagrama de Bode real en magnitud y fase del Pro-
blema8.4

Note que para ejecutar los comandos de la Fid6ta5debe ejecutarse previamente el
macrobodew. sci a través la barra de menu en la opcidhE y luegoExecute.

La Figural6.16de la pagin&31muestra los diagramas de Bode en magnitud y en fase
generados por el Scil&t.

8.4.b Al reexpresar la Ecuacio8(97) se tiene que

x(t) = % + %cosz(ZOCI), VteR. (16.235)
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Figura 16.16 Diagrama de Bode real en magnitud y fase del
ProbleméB.4
Tabla 16.1 Valores leidos del diagrama de Bode de la Fii6d.6
Valores leidos
Frecuenciar@d/s) Magnitud @B) Fase {)
0,01 0 180
200 19 30
Ahora, se puede asegurar que
.1 1
X(t) = Iim = cosgot) + = cos(200), VteR, (16.236)
wl0 2 2

y debido al hecho de que el diagrama de Bode esta definido inicamente en el dominio de la

frecuencia positiva, la expresion de la Ecuacit®.23¢ puede ser empleada considerando

gue la magnitud y fase del sistema para una frecuencia muy cerCenaa)a.
Por otra parte, de acuerdo a la Figli&al€ se tiene

De la Tablégl6.1se puede inferir que para un valor de frecuencia positivo y cercano a

Oradss,

lim Mas(wo) = 0dB, =  lim M(wo) = 1, (16.237)
wpl0 wol0
lim @(wo) = 180° = rrad (16.238)
wo

Ademas, de la Tabla6.1se tiene que

Mgs(200)=19dB = M(200)=10'Y?°~ 8 9125 (16.239)
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T T

Debido al hecho de que el sistema es lineal, se puede aplicar superposicién, ademas del
Corolario7.1de la pagind84, lo que implica que

®(200)= 30° = 30°

.1 1
y(t) = I”R)E M (wg) COSot + P (wp)) + > M(200) cos(200+ ®(200)), VteR, (16.241)
wo
lo cual aproximadamente converge a

1
V() =~ +4,4563 co{zoa + ’é) VteR. (16.242)

SOLUCION DEL CAPITULO 9

9.1.a Aplicando los comandos de la Figuté.17se obtiene la grafica en magnitud de la
respuesta del sistema y cuya gréafica se muestra en la FifLiré

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")
-—>deff("[M]=£(x)", "M=abs((z(x)+1)/(z(x)-1))")
-—>x=[0.1:0.005:6]*%pi/10;

-—>fplot2d(x,f);

non

-—>xtitle(’’,"Omega","Magnitud")

Figura 16.17. Comandos Scild®' para obtener el
diagrama en magnitud de la respuesta en frecuencia
del Problem®.1.a

Ahora, para obtener el diagrama en fase de la respuesta en frecuencia se debe aplicar
los comandos de la Figul®.19 los cuales arrojan la grafica mostrada en la Fidé.2Q

9.1.b Aplicando el Corolaric/.4 de la pagind 92 se obtiene que

yin] = Z AIH(€%) sen[1,5n+ @y(e®®)|oln-K], Vnez, (16.243)

k=—0c0
donde, de las Figurdls.18y[16.20se tiene que
M(0,5) = |H(el%®)| = 1.2

, (16.244)
®(0,5) = ®y(el*°) = —Zrad

Sustituyendo los valores indicados por la Ecuacid44 en la Ecuacion6.243 se
obtiene que

y[n] = Z 1,2 ser(O, 5n-— g)é[n— K], VneZ, (16.245)

k=—o0
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257

207

157

Magni tud

107

Figura 16.18 Diagrama en magnitud de la respuesta en frecuen-
cia del sistema

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")
--—>deff("[R]=r(x)","R=real ((z(x)+1)/(z(x)-1))")
-->deff("[I]=1(x)","I=imag((z(x)+1)/(z(x)-1))")
-—>deff("[A]l=a(x)","A=atan(i(x),r(x))")
-->x=[0.1:0.005:6]*%pi/10;

-->fplot2d(x,a);

-->xtitle(’’,"Omega","Fase (rad)")

Figura 16.19 Comandos Scild® para obtener el
diagrama en fase de la respuesta en frecuencia del
Probleméd.1.a

9.2.a Aplicando los comandos de la Figuté.21se obtiene la grafica en magnitud de la
respuesta del sistema y cuya gréafica se muestra en la iLZ2

Ahora, para obtener el diagrama en fase de la respuesta en frecuencia se debe aplicar
los comandos de la Figul#.23 los cuales arrojan la grafica mostrada en la Fidé.24



434 SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

2.0M

Fase (rad)

Figura 16.20 Diagrama en fase de la respuesta en frecuencia
del sistema

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")

-—>deff("[M]=£(x)", "M=abs(9.4*(z(x)-1)/(10.4%z(x)-8.4))")
-—>x=[0:0.005:10]*%pi/10;

-->fplot2d(x,f);

-->xtitle(’’,"Omega", "Magnitud")

Figura 16.21 Comandos Scild® para obtener el
diagrama en magnitud de la respuesta en frecuencia
del Problem®.2

9.2.b Aplicando el Corolarié/.3de la pagind 91 se obtiene que

y[n] = i AIH(€/%%)| cos|0,5n+ @n(e1®%)]s[n—K|, Vnez, (16.246)

k=—oo
donde, de las Figurdl.22y [16.24se tiene que
M(0,5) = [H(el®%)| = 1

, (16.247)
®(0,5) = Op(e!®°) = 0,11rad
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Magni t ud

Figura 16.22 Diagrama en magnitud de la respuesta en frecuen-
cia del sistema

-—>deff("[Z]=z(x)","Z=exp (%i*x*%pi)")
-—>deff("[R]=r(x)","R=real(9.4*(z(x)-1)/(10.4*z(x)-8.4))")
-—>deff("[I]=1(x)","I=imag(9.4*(z(x)-1)/(10.4%z(x)-8.4))")
-—>deff("[A]l=a(x)","A=atan(i(x),r(x))")
-—>x=[0:0.005:10]*%pi/10;

-->fplot2d(x,a);

-->xtitle(’’,"Omega","Fase (rad)")

Figura 16.23 Comandos Scild® para obtener el
diagrama en fase de la respuesta en frecuencia del
Probleméd.2

Sustituyendo los valores indicados por la Ecuackd247 en la Ecuacién16.24¢ se
obtiene que

y[n] = i cos(Q5n-0,11)[n-kK], VneZ, (16.248)

k=—c0
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Fase (rad)

Figura 16.24 Diagrama en fase de la respuesta en frecuencia
del sistema

SOLUCION DEL CAPITULO 10

10.1 Claramente puede apreciarse que la sdffgltiene una simetria impar oculta, la
cual obviamente es determinada al sumarle una componente continua dek/2loEn
consecuencia, los coeficient@gs= 0 para todm > 0.

Debido a este hecho, es suficiente calcular los coeficiéqtpara determinar la serie
trigonométrica de Fourier, conociendo obviamente ajjte k.

Se tiene que

]
by = % f (1) sen fuot)dt (16.249)
-2

Empleandoi10.239 en (16.249, se tiene que

0

2k
Cos t ,
NwoT ('la)() ) T/2

I
2 2
b= = f k sen fwot)dt =
T Jo

la cual luego de unos simples calculos, se obtiene que

2 ynimpar;
by = LS [1-cosfr)]={ ™ P (16.250)
nm 0, Vnpar.
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En consecuencia, como resultado d6.25() se tiene que la serie trigonométrica de
Fourier de la sefid(t) viene dada por

o)

k 2k
=5+ Z —senwot), VteR.

n=1
nimpar

10.2 Obviamente dell0.23% se tiene que

.i, Vn==1,+3, +5;
an=1{ J2mn (16.251)

0, en otros casos.

Por otra parte, de la Observaci®B.10de la pagin27€& se sabe que

dn = an+ a-n. (16252a)
bn :j(a(n—a(_n). (16252b)
Sustituyendo16.257) en (16.252ay (16.252}), se consigue que
1
—+—-, VYNn=2143 +5;
a,={ J2nn  j2n(-n) (16.253a)
o, en otros casos,
lo cual implica quea, = 0 para todan > 0.
Por otra parte,
|1 1
———, Yn=zx14+3 +5;
by={ [ 27 jZﬂ(—n)] (16.253b)
0, en otros casos,
lo que implica que
i, vYn=+1,+3 +5;
b= nr (16.253c)
0, en otros casos.
Teniendo entonces los coeficientgsy by, se puede afirmar que
> 1
ft) = — 16.254
) nz; —senfwot), VteR, (16.254)
n irﬁpar

10.3 De acuerdo al Teoreni0.11de la pagin®8S, la potencia promedio normalizada de
una sefial periddica real estd dada por

P= Z lanl?. (16.255)

N=—oo
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Ahora bien, al identificar los coeficienteg de (10.23€) se tiene que

1
=——, VYneZz
2720

an

De (16.25% se tiene que

(o)
P= a(z) + 22 larnl?.
n=1

Sustituyendo16.25€¢ en [16.257, se consigue que
1V . 1\
(2] 25 o]
n=1
Después de algunos sencillos calculos sobée2b§ se obtiene que
1 1 (1
P=—+— -
42" 2n2 ;(4)

SegurBrea (2006 Pag. 65), se tiene que

n

a
Za” =", Va<Ll
4 l1-a

(o]
n=

Empleandol16.26() en (16.259, se llega claramente a que

1 1 5

Pe — 4= -2
472 6x2 1272

10.4 De acuerdo al binomio de Newton, se tiene que

q
(a+b)i=>" (E)aq‘kbk, VgeN.
k=0

Por otra parte, se tiene que

ejwot + e—jwot
2 b

Aplicando ([16.263 en (16.262), se obtiene que

COSot) = YteR.

f(t) = coS(wot) = (E)(eiwot)q-k(e-iwot)k, VteR, gqeN,

i1
=%
la cual al simplificarl16.264, se llega a que

q
f(t) = cof(wot) = 2—1q Z (E) el@2wot  yteR, gqeN.
k=0

(16.256)

(16.257)

(16.258)

(16.259)

(16.260)

(16.261)

(16.262)

(16.263)

(16.264)

(16.265)
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Note que los coeficientes de la serie exponencial de Fourier estan dados por

1
g = ﬁ(ﬂ)’ vo<k<q.

Finalmente, del6.26% se obtiene que
1 q
F(w) = ZH—Z §(w—(q-2Kwo), YweR, qeN.
24 = k

10.5 De acuerdo a los datos suministrados del problema, se tiene g(i¢ =sif (t— %).
Entoncesf (t) = gt + T).
Por otra parte, aplicandd6.269 en (10.23§ se obtiene que

e8]

1 .
o= ), 5™ VicR (16.266)
nimpar

Comof(t) =g(t+ %), entonces empleandt8.26¢ se tiene que

0= 00y = D, 55", vier, (16.267)

N=—o00
nimpar

la cual luego de unas pocas operaciones se obtiene que

[

ejnﬂ/z .
—zel”wot, VteR.
N=—c0 27Tn

nimpar

f(t) =

10.6 Aplicando la propiedad de derivacion, se puede afirmar en este casq;(m)aﬁ%,
entonces,

a9 = jnwoek. (16.268)
Por otra parte, como
Glw)=2r ) ol s(w-nwo), VweR. (16.269)
N=—co

Al comparar|00.239 con (16.269, se obtiene que

1 .
—, VYnimpar;
o9 =) T2t P (16.270)

0, vn par.

Al aplicar (16.27() en (16.26§, se tiene que

1 .
————, VYnimpar,;
2] Tae P (16.271)

0, ¥n par distinto de cero.
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Debido al hecho de que la componente DC es igialse puede afirmar que

1 & 1
f)=2—--— — ot yteR.
® 472 = n2
nimpar
10.7 Como -
f(t) = Z alleineot  yteR,
N=—o0
() = Z aldeinwot vieR,
N=—o0
y 2
d=f(t)
t) = , YteR,
o) =~

entonces, sustituyend8.272ay (16.2721) en (16.272¢ se tiene

Z a[Q]eanot Z _nlw 2 [f]ejnwot’ VteR.

N=-—0c0

En consecuencia

a/%g] = —nzwgag] .

Ahora, delt0.24() se tiene que
d?f(t) 4k 4k
dt?

Al calcularaﬁg] deg(t) a partir de/16.27%, se tiene que

do(t) =

I+
2

aﬁ?]:%fﬁ[ 6(t)——6(t T/Z)]e Inwot vt e R,
2

Aplicando la Teoria de Distribuci6iBfee 2006 en [16.276, se tiene

8 vnimpar;

[d] _ g inn T2°
@ (1 )=
A T2 { 0, V¥npar.

Aplicando [16.277) en (16.274, se obtiene

2 vYn impar;
ol =] Tre par,
0, ¥n par distinto de cero.

Por otra parte, obviamemx%f] = k/2, lo cual permite asegurar que

K w— 2k
_ jnwot
f(t)_2 n:Z e ot VteR.
nimpar

= T 00 - Fo(t-T/2). VteR.

(16.272a)

(16.272D)

(16.272c)

(16.273)

(16.274)

(16.275)

(16.276)

(16.277)

(16.278)

(16.279)
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Finalmente, se tiene d&6.279 que

& S 1
F(w) =k (w) - — > 5 6(w—nw). Ywek.
nimpar

SOLUCION DEL CAPITULO 11

11.1 Claramente se tiene que la onda fundamental tiene una frecu&zﬂeia%’.
Ahora bien, la funcién de transferencia para ese valor de frecuencia es

I I S e
H(wo) = 1o y “Tip \/Ee . (16.280)
De (16.28() se tiene que el desfase que se produce en la onda de frecuencia fundamental
es deAd = —tg~1(2)rad
Ahora, se conoce quk = wot, en consecuencidd = wpAt, dondeAt denota el retardo
gue se produce en la onda fundamental.
En consecuencia,

_ A0 —tg'(Qrad _ tg'(2) <

At
wo 2%’ 2

(16.281)

11.2.a Al escribir la Ecuacion11.59 en términos exponenciales, se tiene que

jlo , o—j10t73
x(t) = coS(10n) = | £ +2e . VteR. (16.282)
Por otra parte, se tiene que
(a+b)® = a+3a%b+3ab? + b°. (16.283)

Aplicando la Ecuaciénl(6.283 en la Ecuacioni1.59, se obtiene que
1, - . . .
X(t) = 5 [el30t +3el10 43I0y e‘130‘] , VteR, (16.284)
lo que implica que su transformada de Fourier esta dada por

X(w) =21 %6(w -30)+ gé(w— 10)+ gé(aH- 10)+ %6(w+ 30)[, YweR, (16.285)

la cual puede ser expresada por

3
Xw)=2r |—g|5(w— 10n), VYweR. (16.286)
n=-3

nimpar



442 SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Ahora, se sabe qu¥(w) = H(w)X(w), ¥y f(X)6(X— Xg) = f(X0)d(X— Xg). Entonces, se
tiene .
10|n|
Y(w) = 2r
@) n—z—.’;’ 80— 32002 + 80N

nimpar

S(w-10n), VweR. (16.287)

De la Ecuacion16.287 se puede identificar que

B 10|n|
~ 80-3200n2 + j80N°

Yne{-3,-1,1,3}. (16.288)

an

11.2.b De la Ecuacion16.284 de la pagina41se tiene que los coeficientg de la sefial
de excitacion estan dados por

In|

an=g. Yne(-3-113). (16.289)

Aplicando el Teoremd0.11de la pagin@89 (Teorema de Parseval), se tiene que

n:

3
n\2 5
pP=2 (_) = 2 W=0,3125W 16.2
Z‘{ 5) =gV =0.3125 (16.290)
nimpar

11.2.c De la Ecuacion16.28§ se tiene que

ln? = 1oor? Vne{-3,-113) (16.291)
“nl = (80—3200)2 + 64002° e '

Aplicando nuevamente el Teorerid.11 se tiene que la potencia normalizada de la
sefal de respuesta es

3 10002
p=2 nzz;. 03200777 164007 11,357uW (16.292)
nimpar
11.3.a Al desarrollar el binomio, se tiene
X(t) = serf(wot) + oS (wot) + 2sen fuot) cosguat), VteR, (16.293)
lo que permite simplificar a
X(t) =1+ sen(2ot), VteR. (16.294)

Al escribir la Ecuacion16.294 en términos exponenciales,
1 j2wot 1 —j2wot
Xt =1+ j—zeJ ot 4 —jze l2wot =yt e R, (16.295)

la cual puede ser expresada también como

X(t) =1+ %ei&f/“ei&“Ot + %e-i3"/4e-12wot, VteR, (16.296)
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y en consecuencia la transformada de Fouriex(gees
1. 1
X(w) = 276(w) + 2n§e13”/45(w - 2wo) + 27r§e_13”/46(w +2w), VYweR, (16.297)

Por otra parte, al evaluar la Ecuacid@1(6() enw = 0, w = 2wg Y w = —2wy, S€ tiene
que
H(O)=1;

H(2wo) = 3e717/4; (16.298)
H(—2wo) = Jel™/4.
ComoY(w) = H(w)X(w), entonces, de las Ecuacion@$.297 y (16.294, se consigue
Y(w) = 276(w) + h%e—i"/“%eﬁﬂ/%(w — 2wo) + 27r%ej”/4%e_j3”/46(w +2wg), VYweR,

(16.299)
la cual al ser simplificada

1 . 1 _;
Y(w) = 275(w) + %Zelﬂ/za(w — 2wo) + ZNZe_J”/Zé(w +2wg), YweR.  (16.300)

Identificando en la Ecuacioi6.30() los coeficientes de la serie exponencial de Fourier,
se obtiene que

1 - . 1 . .
y(t) =1+ Zel”/zeﬂwOt + 21e-J”/Ze—JZ‘*’Ot, VteR, (16.301)

lo que conduce a escribir
1 2ot . L jowet 1
y(t) =1+ me‘ ot 4 j—4e Jewol — 1 Esen(Zuot), Yt eR, (16.302)

11.3.b Aplicando el Corolaricl0.3 de la pagina&290y tomando en cuenta la Ecuacién
(16.299,

1o 1o 3
P= (17 + 5P = W. (16.303)

11.3.c Aplicando el Corolarid 0.3nuevamente a la Ecuaci¢hg, 302, se tiene

1,5, 1( 1y 3
P=1w) +5(_§) 3w, (16.304)

SOLUCION DEL CAPITULO 12

12.1.a De acuerdo a las relaciones definidas, la respuesta del sistema ante una(gefal

es
ya(t) = x2(t) + u[xa (1)]. (16.305)

Suponga ahora que se cuenta con una sefial de excitacion dakls (iprconk > 0,
gue de ser lineal el sistema la respuesta deblke\sét)
Al aplicar la sefial de excitacidax (t) al sistema se obtiene que

y(t) = kxa(t) + ulk xa ()] = kxa(t) + ulxa(t)] # kya(t), (16.306)
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lo que implica que el sistema es no lineal.

12.1.b Al evaluar la Ecuacionl2.29 cuando la sefial de excitaciéon es la sefial de la
Ecuacién(12.30), se obtiene

7(t)
ol

H—i
|
|
|

0 2 3 & 5 6t
Figura 16.25 Respuesta(t)

Observe que los instantes en donde se producen los cambios de niveles de la curva
mostrada en la FiguiB6.25sont € {xe R : k+ 0,5} para todd € N.

12.1.c Debido a quey(t) = x(t) + r(t), se tiene que la respuesta del sistema es la suma de
las curvas de la Figuid6.25y la sefial definida por la Ecuaciéb2.3(), obteniéndose la
Figural6.26de la paginad4.

y(t)
N
NN\

1
|
|
|
|

4 4 4

O\i/é\é/&\é/ét
—14

Figura 16.26 Respuests(t)

SOLUCION DEL CAPITULO 13

13.1.a Debido a que la sefig(t) es una sefial periédica de simetria par y ademas de
simetria de media onda, es decir, la sefial portagi}gposee simetria de cuarto de onda
par, se tiene que

PO = > ancosfuot), VteR, (16.307)

n=1
nimpar

donde se tiene queg = 100 rags.
Por otra parte se tiene que

F[X(t) cosfuwot)] = % X(w + nwo) + % X(w-nwp), YwEeR, (16.308)
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dondene N.
Comoy(t) = x(t) p(t). Entonces, se puede asegurar que

FIyO)] = F|xt) Z ancosfwot)|, VweR, (16.309)
nPr:pl)ar

lo que implica que al aplicar la Ecuacid®.308 en la Ecuaciéni6.309, se puede afirmar
que

(o]

Yw)= Y % [X(w+Nwo) + X(w—nwo)], YweR. (16.310)

n=1
nimpar

Ahora, para la determinacion dg, se puede emplear muchos enfoques. Sin embargo,
se tiene que al sumar uno para tadaR, se afecta Gnicamente la componente continua de
la sefialp(t), quedando entonces que

T/4

4 4
an = T 2cosfwet)dt = — senr/2), VYneN,. (16.311)
0

Por otra parte, se tiene qag= 0.
Sustituyendo la Ecuaciéd6.317) en la Ecuacioni6.31(), se consigue que

(]

Y(w) = Z n_zﬂ sen (r/2) [X(w + Nwo) + X(w—nwg)], VYw eR. (16.312)
n=1
nimpar

13.1.b De acuerdo a la relacién entre la salafg y la entrada(t), se puede afirmar que

3
Y(w) = Z n_zﬂ sen(/2) [X(w + Nwo) + X(w—Nwg)],  Yw €R, (16.313)

n=1
nimpar

debido al hecho de que la funcion de transferehifi@), deja pasar sin alteracion para los
casos de = 1,3, anulando el resto.

13.2.a Se sabe que
1 1
Z[X(t) cosot)] = > X(w + wo) + > X(w-wp), YweR, (16.314)

donde en este casg = 100rad's.
Por otra parte, se tiene que

X(w) = Z[1+ sen(10)] = Z[1] + Z[sen(1@)], VYweR, (16.315)

donde se denotak a la funcién de valor constante igual a uno para todo el doniiiie
decir,
=1 VteR (16.316)
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Sustituyendo la transformada de Fourier (TF) en la Ecuadi6rBl4, se obtiene que
X(w) = 278(w) — jrs(w — 10)+ jné(w+10), VYweR. (16.317)
Al emplear la Ecuaciérills.317 en la Ecuacioni6.314, se obtiene que

F[X(t) cosot)] = mé(w + wo) — j56(w +wo — 10)+ j56(w + wo + 10)~
Yw e R.
76(w — wo) + j56(w — wo — 10)— j56(w — wo + 10),
(16.318)

13.2.b En el caso de que la sefial portadora sea una funcién seno, se tiene que

Fx(t)sen(ot)] = 1—12 X(w—wo) — Ji2 X(w+wp), YweR, (16.319)

Sustituyendo la Ecuacioid6.317) en la Ecuacion16.319, se tiene que

F[x(t)senot)] = %6((4) —wo) — 56(w — wo — 10)+ 56(w — wo + 10)+
YweR.
’—j’(S(w +wo) — 56(w +wo — 10)+ Z6(w + wo + 10),
(16.320)

SOLUCION DEL CAPITULO 14

14.1 La relacion que define una transformacion bilineal entre las variableg, esta
definida por
2z-1
S=—-——, Vz#-1, 16.321
hz+1 ? ( )

dondeh es el paso de discretizacion.
Al sustituir sde acuerdo con la relacion definida por la Ecuacid32) en la funcién

de transferencia mostrada por la Ecuacibh 90), se tiene luego de algunos procedimien-

tos algebraicos que

Y@ z+1

HO= X2 ~ vk’

dondek; = 1+ &y k, =1 2,
Tomando en cuenta que las condiciones iniciales del sistema son cero, se tiene que de
la Ecuacion/16.329)

(16.322)

k1zY(2) + koY (2) = X(2) + zX(2). (16.323)

Al dividir toda la Ecuacidn16.323 entrek; z, y luego determinando la antitransformada
%, se obtiene que

y[n] = k—ll(x[n] +x[n—1])—::—iy[n—1], YneZ. (16.324)

14.2 De acuerdo a las condiciones impuestas para el muestreo de la sefial, se tiene que la
maxima frecuencia de la sefdt) es fnax = 100 kHz

En consecuencia, la sefial debe ser muestreada segln el teorema de muestreo (Teorema
13.1 de la pagina839), al menos con una tasa de muestreo del doble de la frecuencia
maxima. Esto significa que la frecuencia de muestreo debe ser por lo fmer&0 kHz
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Si se considera que la frecuencia de muestre6 €200kHz Entonces, el paso de

discretizacion es 1

h = — =
200kHz
Tomando en cuenta la Ecuaciéhb(32% y sabiendo que la frecuencia de cofte=
20kHz se tiene que

5ys. (16.325)

Qo = 2tg‘1(chh) = 2tg L (nfoh) = 2tgL (7 20kHz 5u8). (16.326)

Resultando,
Qo = 2tg71(0, 1) = 0.6087916 rad (16.327)

SOLUCION DEL CAPITULO 15

15.1 Considere la secuencfg, definida por
fn = {fo, f1, T, f3, fa, 5, T6, 7, fg, fo, f10, f11,} (16.328)

Al emplear la notacion definida en la Subseccldn5.3 se tiene que la secuencia de
posicién par def, esta definida por

Im = {fo, f2, fa, fe, fs, f10}, (16.329)
donde su secuencia de posicion paggles
am = {fo, f4, fg}, (16.330)
y la secuencia de posicion impar gg es
bm = {f2, f6, f10}. (16.331)
Por otra parte, se tiene que la secuencia de posicién impiydene dada por
hm = {f1, f3, fs5, f7, fo, f11}, (16.332)
donde la secuencia de posicion pahgges
Cm = {f1, f5, fo}, (16.333)
y la secuencia de posicion impar kg es definida por
Om = {fa, f7, f1}. (16.334)

Para poder iniciar el calculo de la FFT se debe determinar la TCdrd@n, Cm Y dm,
para lo cual se empleara el enfoque matricial de la TDF.
Segun la Proposiciéh5.1de la paginé377, la TDF de una secuencia de datiases
definida por
F=Wnf. (16.335)
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Para el caso d&m, bm, Cm Y dm, N=3, lo que permite definir

Wy Wy Wy

Wa=| W3 Wi W3 (16.336)
0 2 4
W3 W3 W3

Al reemplazaiWs = e7127/3 en la Ecuacioni6.336), ésta arroja

1 1 1 1 1 1
Ws=| 1 &3 g3 || 1 el&3 g3 | (16.337)
1 efj47r/3 efj87r/3 1 efjn/3 efj2n/3

Empleando los siguientes comandos Séifede obtienen las TDF de las secueneias
bm, ¢m Y dm, Yy cuyos resultados son reportados en la Figh@&7y [16.28de la pagina
449

-->W3=[1,1,1;
1,exp(-2*%i*%pi/3) ,exp(-1*%i*%pi/3);
1,exp(-1%%i*%pi/3) ,exp(-2*%i*%pi/3)];
-->a=[6;2;0];

-->A=W3*a
A =

8.

5. - 1.7320508i
7. - 1.7320508i

-->b=[4;0;0];

-->B=W3*b

Figura 16.27. Comandos Scildh! para el calculo de
TDF de secuencias de tres muestras

Sustituyendo los valores &g, By, Cq y Dq en las Ecuacioned6.33§, se obtiene que

Gq=Aq+WgBy, Vq=0,12, (16.338a)
Ggra=Ag—WgBg, Vq=0,12 (16.338b)
Hq=Cq+WgDg, ¥q=0,12. (16.338c)

Hges =Cq—WgDg, Yq=0,1,2. (16.338d)
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-->c=[5;1;0];
-->C=W3*c
C =
6.
4.5 - 0.8660254i
5.5 - 0.86602541
-->d=[3;0;0];
-->D=W3*d
D =

3.
3.
3

Figura 16.28 Comandos Scila®! para el calculo de
TDF de secuencias de tres muestras (continuacion)

Sustituyendo las Ecuacioness(33§ en las Ecuacioned 6.339, se consigue la FFT
de la secuenciéy,

Fq=Gq+Wj,Hg, ¥q=0.,1,....5. (16.339a)

Fge6 =Gq—Wi,Hg, ¥q=0,1,...,5. (16.339b)
15.2 Se conoce qu#/, = e 1274 = —j. Ademas, se tiene que

Wy = [Wir e vymg=0,1,2,3. (16.340)

4x4°

De la Ecuacion16.34(), se puede afirmar que
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-->W4=[1,1,1,1;1,-1%%i,-1,%i;1,-1,1,-1;1,%i,-1,-1*%i]
W4 =
1. 1. 1. 1
1. -1 - 1. i
1. - 1. 1. -1
1. i - 1. -1
-->inviW4=inv (W4)
inviid =
0.25 0.25 0.25 0.25
0.25 0.25i - 0.25 - 0.251
0.25 - 0.25 0.25 - 0.25
0.25 - 0.25i - 0.25 0.251
-->4*invii4
ans =
1. 1 1. 1.
1. i -1. -1
1. -1 1. - 1.
1. -1 - 1. i

Figura 16.29 Comandos Scilah! para el calculo de
W, del Problemd5.2

De lo reportado en la Figui6.29se puede afirmar quenvii4 corresponde éW4.
Por otra parte, note que invii4 viene a seWy.

15.3 De acuerdo con la base del algoritmo, se tienemgue3, ro =4y r3=>5, lo que
resulta un ndmero total de muestrashe rqrorz = 60.

Se tiene que
g=rira02+ri01+qo, VYg-1=0,1,...,ri—-21,Vvi=123 (16.341a)
Mm=roraMp+r3m+my, VYm=0,1...,r3;i—1Vi=0,12. (16.341b)

Por otra parte, la ecuacion fundamental del algoritmo de FFT para este caso es

rg—1ro-1r;-1

Faomo =, 2, 2 o Wi ¥0i1=01,...,1i-1Vvi=123 (16.342)
mp M mp

Al sustituir el valor dem dado por la Ecuacioénl6.341h en la Ecuacioni6.349, se
tiene que paratodg-1=0,1,...,r;—1coni=1,2,3,

rg—1rp-1rq1-1

Flaz.an.a0) = Z Z Z Fimmrmnmg) WA merafasmla1e) (16.343)
mo My My
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Al reescribir el nGcleo de acuerda-@simom;, se obtiene que paratoda1=0,1,...,ri—
lconi=1,2,3,

rg3—1rp-1r1-1

0
Flaoamao = 0, D D ok oy WA 222 WRS W™, (16.344)
mp M mp

Sustituyendo el valor dgde la Ecuacionl6.341aen la Ecuacionl6.344, y sabiendo
queryrors = N se tiene que paratodp =0,1,2,0: =0,1,2,3y 4 =0,1,2,3,4,

ri-1
[1] _ (] raragomy.
f(QO,mlJ'ﬂO) - % f(mz,ml,rm)wl\l2 o (16.3452)
ro-1
[2] _ [1] (r1iragy+rado) my.
f(c|o d1,mo) (qo,ml,mo)WN ’ (16.345b)
my
rz3-1
[3] _ [2] (r2r10z+r101+do) Mo
@) = 2 (Goanm) VN : (16.345¢)
mo
De las Ecuacioned 6.34%), se obtiene
entonces que a
Fa=Fao.aw = fg.amw (16.346)

Sustituyendo los parametrospara todoi = 1,2,3 en las Ecuacionedl6.34Y, éstas
arrojan paratodgp=0,1,2,0:=0,1,2,3y 0> =0,1,2,3,4,

ri-1
[1] 20q m.
(do,mg,mg) Z f (mp,my, mo) s (16.347a)
ro-1
[2] [1] (15O|1+5qO) m1
f(qO d1,Mo) Z f(qO my, mo) (16.347b)
rg-1
3 2 120+3
Fon® = foam = 2 laam W - o™, (16.347c)

Las Ecuacionesl.347) representan las ecuaciones basicas del algoritmo de FFT base
3+4+5 de la secuencias de=80 datos.






Appendix A
El Scilab™

A.1 Scilab™ Y SUS CARACTERISTICAS

El Scilab’™ es un lenguaje de programacion de alto nivel, el cual permite ejecutar calculos
cientificos con mucha facilidad. Entre sus principales caracteristicas esta qusadt un
ware gratuito y abierto, y est& disponible en multiples sistemas operativos, tales como
Windows®, Mac OS X yGeneral Public Licens€GNU GPLYLinux®. El Scilai™ ha sido
desarrollado con esfuerzo conjuntoSieilab Consortiun{20104, quienes han dedicado
una gran inversion para producir saftwarede aplicaciones el calculo cientifico capaz de
competir con otros softwares propietarios.

Existe una amplia literatura sobre el Scidpentre los cuales se tiene el texto de
Campbelket al| (200€), ademdés de la informacion disponible en interB8eilab Consortium
20108.

A.2 INSTALACION DEL Scilab™

La instalacién del Scildy dependera del sistema operativo de que disponga el usuario.
No obstante, en la paginaw.scilab.org/download puede obtenerse el Scildbpara
el sistema operativo en el cual trabaje el computador junto a las instrucciones para su

1GNU es un recursivo acrénimo corto d8NU’s Not UniX.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 453
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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instalacion, el cual el programa instalador va guiando al futuro usuario Btidatvavés
de una secuencia de pantallas

Una pagina internet que puede ser de gran utilidadtep://wiki.scilab.org,
la cual contiene suficiente informacién para la instalacion del Seflebh los distintos
sistemas operativos.

A.3 EDICION EN EL Scilab™

Una vez instalado el Scil@b, el usuario podra ver en la pantalla del computador, después
de ejecutado el programa, la consola de edicién como la presentada en lafigura

B console [F=H HoR ===

File Edit Preferences Control Applications 2

ZEB|l&O0 B AS B = %@

scilab-5.2.0

Consortium Scilab (DIGITEQ)
Copyright (c) 1989-2009 (INRIRA)
Copyright {(c) 1989-2007 (ENEC)

Startup execution:
loading initial environment

——>

Figura A.1. Consola del Scila®® empleada para
introducir datos, editar comandos y visualizar resultados,
entre otras funciones

Alfonso y Valero (2004 presentan una excelente introduccién al SéMalen ella el
lector podré adquirir los principios del Scif&b

A.4 PRINCIPALES COMANDOS DEL Scilab™

En el ScilaB™ puede definirse escalares, vectores y matriaimensional.

Como ejemplo, observe los siguientes comandos

En la FiguraA.2 se ilustran los vectoresy B, los cuales representan vectores columna
y fila, respectivamente.

Note que se ejecuta el producto de vect@es arrojando como resultado la respuesta
ans=14.

El Scilab™ define operaciones sobre vectores. Como ejemplo observe la operaciones
2A, dondeA es el vector columna definido en la Figika2; y la operacion3®, donde
también el vector fil&B fue definido en la Figura.2.

En general, operaciones sobre matrices pueden también ser ejecutadas por®l.Scilab
Al respecto vea el siguiente ejemplo:
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-->A=[1;2;3]
A =

1.
2.
3

-->B=[1,2,3]

Figura A.2. Comandos Scildh para edicion y ope-
racion de vectores

-->2"A
ans =
2.
4.
8.

-->3"B
ans =

Figura A.3. Comandos Scildh! para la ejecucion de
operaciones vectoriales

La FiguraA.4 ilustra algunas de las tantas operaciones sobre matrices, tales como:
C = AB e R¥3, dondeA = (1,2,3)" y B =(1,2,3).

En la FiguréA.4 también se presentan las operaciories: 2°; la matriz en el campo
complejoZ = C+ jD e C3; el conjugado de una matriz, la cual es asignada a la nztriz
a través de la operacién ScifabZ1=conj (Z); y finalmente la magnitud de la matizd
mediante la operacion ScilBbM=abs(Z1), la cual arroja la magnitud de cada elemento
complejo de la matriZ1.

Note que la unidad imaginariase representa en Scildbcomo%i, y ésta es reportada
como i. Es decir, para editar el nimero complge- 2+ |3, dondej es la cantidad
imaginaria empleada en este texto, se debe editar sobre la consol&SzHa8%i *3.

El Scilalf™ ofrece ademas la posibilidad de hacer graficas de funciones. Como ejemplo
se tiene que al ejecutar los comandos:

En la FigureA.5 se muestran los comandos Scitdlbasicos necesarios para generar
un gréfico de funciones. El comande[0:0.1:2*%pi]’; define el vectort de 0 a2r
en intervalos d@, 1, mientras el comandplot2d permite graficar las funcionesen ),
sen(2) y sen(3).
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-->C=A*B
C =
1 2. 3
2 4, 6
3 6. 9
-->D=2"C
D =
2. 4, 8.
4. 16. 64.
8. 64. 512.
-->7=C+%i*D
7 =
1. + 2.1 2. + 4.1 3. + 8.1
2. + 4.1 4. + 16.1 6. + 64.1
3. + 8.1 6. + 64.1 9. + 512.1
-->Z1=conj(Z)
Z1 =
1. - 2.1 2. - 4.1 3. - 8.1
2. - 4.1 4. - 16.1 6. - 64.1
3. - 8.1 6. - 64.1 9. - 512.1
-->M=abs(Z1)
M =
2.236068 4.472136 8.5440037
4.472136 16.492423 64.280635
8.5440037 64.280635 512.0791

Figura A.4. Comandos Scila® para el célculo ope-
raciones sobre matrices

--> t=[0:0.1:2*%pi]’;

-->plot2d(t, [sin(t) sin(2*t) sin(3*t)]);

Figura A.5. Comandos Scild®' para gréficas de
funciones

La FiguraA.6 ilustra el resultado arrojado por el Scildben la representacion de las
funcionessen(), sen(2) y sen(3).

Es oportuno destacar que el Scidlzuenta con un gran nimero de opciones para la
realizacion de gréficas, las cuales puedes ser consultadas en la seccién déedplida(
Scilab™.
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n Graphic window number 0 EI@
File Tools Edit I
DL L0
Graphic window number 0 A X
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a B:
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Figura A.6. Resultado del Scild® en la representacion grafica
de las funcionesen(), sen(2) y sen(3)

A.5 MODIFICACION DEL MACRO BODE

En esta seccion se muestra el massde modificado a los efectos de traducir y expresar
las unidades de frecuenciasrad/s, y de esta forma poder representar los graficos de Bode
como los mostrados en la obra.

Las modificaciones que deben realizarse sobre el cédigo del imad¥pcon el propdsito
de expresar el dominio en espafiol y de acuerdo a las unidades son:

xtitle("",_("Frecuencia (rad/s)"),_("Magnitud (dB)"));

xtitle("",_("Frecuencia (rad/s)"),_("Fase (grado)"));

La lista presentada a continuaciéon muestra el mhaede modificado.

// Scilab ( http://www.scilab.org/ ) - This file is part of Scilab

// Copyright (C) INRIA Serge Steer

// This file must be used under the terms of the CeCILL.

// This source file is licensed as described in the file COPYING, which
// you should have received as part of this distribution. The terms
// are also available at

// http://www.cecill.info/licences/Licence_CeCILL_V2-en.txt

function [J=bodew(varargin)
rhs=size(varargin)
if type(varargin($))==10 then
comments=varargin($),rhs=rhs-1;
else
comments=[];
end
fname="bodew";//for error messages
fmax=[]
if or(typeof(varargin(1l))==['state-space’ ’'rational’]) then
//sys, fmin, fmax [,pas] or sys,frq
refdim=1 //for error message
if rhs==1 then //sys
[frq,repfl=repfreq(varargin(1),1d-3,1d3)
elseif rhs==2 then //sys,frq
if size(varargin(2),2)<2 then
error(msprintf(_("%s: Wrong size for input argument #%d: A row vector with length>%d expected.\n"),..
fname,2,1))
end
[frq,repfl=repfreq(varargin(1:rhs))
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elseif or(rhs==(3:4)) then //sys,fmin, fmax [,pas]
[frq,repfl=repfreq(varargin(1l:rhs))
else
error(msprintf(_("%s: Wrong number of input arguments: %d to %d expected.\n"),fname,1,5))
end
[phi,d]=phasemag(repf)
if rhs>=3 then fmax=varargin(3),end
elseif type(varargin(1))==1 then
//frq,db,phi [,comments] or frq, repf [,comments]
refdim=2
select rhs
case 2 then //frq,repf
frq=varargin(1);
if size(frq,2)<2 then
error(msprintf(_("%s: Wrong size for input argument #%d: A row vector with length>%d expected.\n"),..
fname, 1,1))
end
if size(frq,2)<>size(varargin(2),2) then
error(msprintf(_("%s: Incompatible input arguments #%d and #%d: Same column dimensions expected.\n"),..
fname,1,2))
end
[phi,d]=phasemag(varargin(2))
case 3 then //frq,db,phi
[frq,d,phi]=varargin(l:rhs)
if size(frq,2)<>size(d,2) then
error(msprintf(_("%s: Incompatible input arguments #%d and #%d: Same column dimensions expected.\n"),..
fname, 1,2))
end
if size(frq,2)<>size(phi,2) then
error(msprintf(_("%s: Incompatible input arguments #%d and #%d: Same column dimensions expected.\n"),..

fname,1,3))
end
else
error(msprintf(_("%s: Wrong number of input arguments: %d to %d expected.\n"),fname,2,4))
end
else

error(msprintf(_("%s: Wrong type for input argument #%d: Linear dynamical system or row vector of floats expected.\n"),fname,1))
end;

frq=£frq’;d=d’,phi=phi’
[n,mn]=size(d)

if comments==[] then
hx=0.48
else
if size(comments,’*’)<>mn then
error(msprintf(_("%s: Incompatible input arguments #%d and #%d: Same number of elements expected.\n"),...
fname,refdim,rhs+1))
end
hx=0.43
end;

drawlater()
sciCurAxes=gca();
axes=sciCurAxes;
wrect=axes.axes_bounds;

//magnitude
axes.axes_bounds=[wrect (1)+0,wrect(2)+0,wrect(3)*1.0,wrect(4) *hx*0.95]
axes.data_bounds = [min(frq),min(d);max(frq),max(d)];
axes.log_flags = "Inn" ;
axes.grid=color(’lightgrey’)*ones(1,3);
axes.axes_visible="on";
axes.clip_state = "clipgrf";
if size(d,2)>1&size(frq,2)==1 then
xpolys(frq(:,ones(1,mn)),d,1:mn)
else
xpolys(frq,d,1:mn)
end
if fmax<>[]&max(frq)<fmax then
xpoly(max(frq)*[1;1],axes.y_ticks.locations([1 $]));e=gce();
e. foreground=5;
end
xtitle("",_("Frecuencia (rad/s)"),_("Magnitud (dB)"));

//phase
axes=newaxes() ;
axes.axes_bounds=[wrect (1)+0,wrect(2)+wrect (4) *hx,wrect (3)*1.0,wrect(4) *hx*0.951;
axes.data_bounds = [mini(frq),mini(phi);maxi(frq),maxi(phi)];
axes.log_flags = "lnn" ;
axes.grid=color(’lightgrey’)*ones(1,3);
axes.axes_visible="on";
axes.clip_state = "clipgrf";
if size(phi,2)>1&size(frq,2)==1 then
xpolys(frq(:,ones(1l,mn)),phi,1:mn)
else
xpolys(frq,phi,1:mn)
end
ephi=gce()

if fmax<>[]&max(frq)<fmax then
xpoly(max(frq)*[1;1],axes.y_ticks.locations([1 $]));e=gce();
e.foreground=5;

end

xtitle("",_("Frecuencia (rad/s)"),_("Fase (grado)"));

// create legend

if comments<>[] then
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captions(ephi.children, comments, 'lower_caption’)
end
drawnow()
// return to the previous scale
set( "current_axes", sciCurAxes ) ;

endfunction






Glosario

impulso  También conocido como funcién delta de Dirac, para referirse a la funcién
impulso definida en el dominio continuo. La funcién delta de Dirac es denotada como
6(x), dondex representa la variable continua definidaRen

impulso discreto  Modo simplificado al referirse a la funcién impulso definido en el
dominio discreto. La funcidn delta discreta es denotada cgimjpdonden representa
la variable discreta definida &h

nodo Término empleado cominmente en Venezuela para designar un nudo. Sin embargo,
de acuerdo al diccionario de la Real Academia Espafiola, disponiblewerrae. es,
el términonodoen su sentido fisico significa: “cada uno de los puntos que permanecen
fijos en un cuerpo vibrante. En una cuerda vibrante son siempre nodos los extremos, y
puede haber varios nodos intermedios”.

nudo Punto de conexién de un elemento en unared. En el contexto de las redes eléctricas
es el punto de conexion galvanica de un elemento eléctrico en una red eléctrica.

osciloscopio De acuerdo a la definicion de la Real Academia Espafiola es un aparato que
representa las variaciones de tension en la pantalla de un tubo de rayos catodicos. En
general, puede decirse que es un instrumento empleado para registrar en una pantalla,
las variaciones de magnitudes de sefiales electromagnéticas en funcion del tiempo.

Scilab™  Lenguaje de programacién gratuito y abierto de alto nivel, el cual permite
ejecutar célculos cientificos, ademas de representaciones graficas de funciones en unay
dos dimensiones.

Andlisis de Sistemas Lineales Asistido con Séitab 461
un enfogue desde la Ingenieria Eléctrica. Primera Edicior Ebert Brea.

por Ebert Brea, 2014.
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