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1. Introducción

1.1. Motivación

El desarrollo y empleo de modelos de simulación de eventos discretos,
bien sean mediante su representación dinámica o estática, tiene como
objetivo, en algunos casos, la identificación de la óptima operación del
sistema bajo estudio, para lo cual se necesitan métodos eficaces de
optimización, desde la perspectiva del número de evaluaciones
ejecutadas sobre el modelo de simulación.
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1. Introducción

1.2. Propósito

Desarrollar dos algoritmos que permitan identificar al menos un óptimo
local a problemas enteros y a problemas enteros mixtos porbúsqueda
directay queno relajen la naturaleza enterade aquellas variables que así
lo sean, a través de su tratamiento como variables reales para luego
hacer sus respectivas aproximaciones a su próximo entero.
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1. Introducción

1.2. Propósitos
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Figura 1.1. Funciónf(x) y su correspondiente versión discretaf(y)
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1. Introducción

1.3. Visión

Los métodos desarrollados deben contar con las siguientes
características:

• Ser lo suficientemente fáciles de codificar, además de ser
adaptables a problemas de optimización de sistemas por
simulación.

• Ser eficaz a problemas de optimización cuando la función
objetivo está sometido a ruido.
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2. Marco Histórico

Hooke y Jeeves (1961) fueron los primeros en acuñar el término
búsqueda directa, el cual lo definieron como aquellos métodos que
mediante estrategias y puntos de pruebadeterminan cuál será el
siguiente conjunto de puntos de prueba, y a través de un proceso
iterativo de estrategias, identifican la mejor solución de un problema de
optimización.
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2. Marco Histórico

• Box y Behnken (1960) idean la estructura experimental del
simplex.

• Spendley, Hext y Himsworth (1962) fueron los primeros en el
uso de la estructura del simplex en la identificación de óptimos a
problemas cuando la función objetivo está sujeta a ruido.

• Nelder y Mead (1965, 1966) desarrollan su método, el cual lleva
su nombre, método de Nelder-Mead (MNM), basándose en la
idea de Spendley, Hext y Himsworth (1962).

• Subrahmanyam (1989), quien desarrolló una extensión del
MNM en problemas de optimización con restricciones
empleando lo que él denominó, como la operación de reflexión
retardada a fin de prever el colapso o degeneración del simplex
cuando la solución está sobre una de las restricciones o está
próxima.

• Barton y Ivey Jr. (1996) proponen una modificación del MNM,
para la identificación de óptimos en sistemas estocásticos.
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2. Marco Histórico

• Lagariaset al. (1998) por su parte, estudiaron las propiedades de
convergencia del MNM en baja dimensión cuando la función
objetivo es convexa.

• McKinnon (1998) presenta en su artículo una familia de
funciones convexas, en donde el MNM converge a puntos no
estacionarios cuando el problema de optimización no tiene
restricciones.

• Kelley (1999) propone reiniciar el simplex por uno más pequeño
de aristas ortogonales y con una apropiada orientación, a fin de
mejorar el problema de convergencia del MNM a puntos no
estacionarios

• Priceet al. (2002) proponen una variante convergente del MNM
en donde su método supera las dificultades de convergencia
planteadas por McKinnon (1998)
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2. Marco Histórico

• Humphrey y Wilson (2000) desarrollaron una variante del MNM
para problemas de optimización por simulación estocástica, el
cual emplea de forma iterativa el MNM a objeto de ejecutar
etapas y de esta forma identificar el óptimo del problema.

• Otra investigación reportada en el MNM con reescalamiento del
simplex para el rearranque de una nueva etapa es presentada por
Ahmed (2001), en donde emplea su método algorítmico para el
entrenamiento de redes neuronales artificiales.

• Chelouah y Siarry (2003) proponen un algoritmo híbrido del
MNM y algoritmo genético para la identificación de óptimos
globales

• Brea (2004) desarrolló un algoritmo basado en el MNM cuando
el problema de optimización está linealmente restringido, sin
emplear el método de penalización en virtud de que el algoritmo
redefine las operaciones sobre el simplex, sin que ellas
produzcan nuevos puntos de pruebas infactibles
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2. Marco Histórico

• Brea (2004); Brea y Cheng (2009) estudian la convergencia del
algoritmo cuando es aplicado a un problema de optimización
lineal y bajo la peor condición de orientación de las restricciones
lineales con relación a la dirección de la normal del plano que
define la función objetivo

• Luersenet al. (2004), y Luersen y Le Riche (2004) desarrollan
una variante del MNM para la identificación de óptimos globales
a través de rearranques aleatorios del MNM con nuevos
simpleces, buscando garantizar la identificación de óptimos
globales.

• Wu e Ierapetritou (2006) proponen una modificación del MNM a
problemas de optimización lineal, en donde emplean un enfoque
de descomposición de Lagrange con actualizaciones de sus
multiplicadores
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2. Marco Histórico

• La convergencia del MNM sigue siendo tema de estudio, y
ejemplo de esto se tiene en la investigación reportada por
Han y Neumann (2006), en donde muestran los problemas de
convergencia del MNM ante el aumento de la dimensión del
espacio que define la función objetivo, empleando una función
objetivo cuadrática simétrica.

• Zahara y Kao (2009) plantean el empleo del MNM junto a los
principios de los métodos optimización por enjambres, a fin de
identificar óptimos a problemas de programación no lineal
restringidos.
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2. Marco Histórico

• Dentro de la optimización lineal entera mixta (OLEM), se tiene
el algoritmo de ramificación y bordeo (BB), conocido del inglés
“Branch-and-Bound” (Tawarmalani y Sahinidis, 2002, capítulo
3), el cual ejecuta una enumeración de alternativas de soluciones
de un problema de optimización lineal mixto de variables enteras
y ∈ {0, 1}m, sin examinar todas las posibles combinaciones de
y

• Tawarmalani y Sahinidis (2004) presenta un resumen del BB
para problemas de optimización no lineal (ONL)
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2. Marco Histórico
Problema 2.1 (P1)

minimice
x∈X ,y∈Y

f(x,y),

dondef(x,y) : R
n × Z

m → R es una función no lineal.
Sujeto a:

gi : gi(x,y) ≤ 0 ∀i = 1, . . . , ng;

hi : hi(x,y) = 0 ∀i = 1, . . . , nh;

x ∈ X ⊆ R
n;

y ∈ Y ⊆ Z
m.

Para la identificación de una solución al Problema 2.1 ha sido propuesto
el método algorítmico de Descomposición Generalizada de
Benders (GBD), del inglés “Generalized Benders Decomposition”,
(Floudas, 1995, Capítulo 6).
La idea básica del GBD es generar en cada iteración una solución por
exceso y otra por defecto
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2. Marco Histórico
Problema 2.2 (P2)

minimice
x∈X ,y∈Y

c
t
y + f(x),

Sujeto a:

gi : gi(x) + biy ≤ 0 ∀i = 1, . . . , ng;

hi : hi(x,y) = 0 ∀i = 1, . . . , nh;

x ∈ X = {x : x ∈ R
n,A1x ≤ a1} ⊆ R

n;

y ∈ Y = {y : y ∈ {0, 1}m,A2y ≤ a2} ⊆ Z
m.

Los métodos algorítmicos de Aproximaciones por Fuera (OA)
desarrollados por Duran y Grossmann (1986), y de Generalizada
Descomposición Cruzada (GCD) propuesto por Holmberg (1990, 1994,
1998) requieren, además de conocer la expresión matemática de la
función objetivo, ésta debe contar con separabilidad de las variables
realesx, y enteras,y.
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2. Marco Histórico
• Dentro de la problemática de la optimización no lineal entera

mixta (ONLEM) existe otro enfoque, el cual tiene como base la
identificación de la solución óptima por búsqueda directa (DS),
acrónimo del inglés “Direct Search”. Este método, desarrollado
por Audet y Dennis Jr. (2001), constituye una variante del
método dePatron de Búsquedapara la identificación de
soluciones a problemas de ONLEM.

• Algoritmos evolutivos, dentro de los cuales puede nombrarse el
método de Rothberg (2007), quien propone el empleo del
método deRamificación y Bordeoconalgoritmo evolutivo

• El método algorítmico deParticiones Anidadasdesarrollado por
Shi y Ólafsson (2000). Brea y Cheng (2003) lo emplearon para
la identificación del óptimo de un sistema de colas, lo que
constituyó un problema entero mixto. Más aún, Brea (2009)
empleó el algoritmo deParticiones Anidadaspara la
identificación de soluciones óptimas de conexión de cargas
eléctricas monofásicas en un sistema de distribución de energía
eléctrica trifásico
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3. Marco Teórico
Problema 3.1 (Minimización entera mixta restrictiva) Sean
X ⊂ R

n eY ⊂ Z
m subconjuntos propios no vacíos, entonces el

problema de minimización restrictivo en el contexto de variables de
decisiones enteras mixtas puede ser expresado por

minimice
x∈X ,y∈Y

f(x,y). (3.1)

Un modo alterno de expresar el problema definido por la Ecuación
(3.1)es:

minimice
x∈Rn,y∈Zm

f(x,y). (3.2)

Sujeta a:

x ∈ X ;

y ∈ Y.
(3.3)
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3. Marco Teórico
Problema 3.2 (Minimización entera mixta irrestricta)

minimice
x∈Rn,y∈Zm

f(x,y), (3.4)

dondex y y tienen el mismo significado presentado en el Problema 3.1,
y f(x,y) : R

n × Z
m → R es la función objetivo.
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3. Marco Teórico

Definición 3.8 (Vector precedente o igual) Sea una función
f(w) : W → R y seana y b dos vectores cualesquiera definidos en un
dominioW . Se dice quea precede o es igual ab, y es denotado por
a � b, si f(a) ≤ f(b).

Definición 3.9 (Vector subsecuente o igual)Sea una función
f(w) : W → R y seana y b dos vectores cualesquiera definidos en un
dominioW . Se dice quea es subsecuente o es igual ab, y es denotado
por a � b, si f(a) ≥ f(b).
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3. Marco Teórico

Definición 3.10 (Vector entero mixto) Seanx ∈ R
n ey ∈ Z

m dos
subvectores que conforman un vectorv = [xt yt]t. Se dice que el
vectorv es un vector entero mixto en el espacio euclidiano entero mixto
de dimensiónn + m, para indicar respectivamente la dimensión de las
componentes reales y enteras, si el vectorv ∈ R

n × Z
m.

Definición 3.11 (Subvector real) Seav ∈ R
n × Z

m un vector entero
mixto. Se dice entonces quex ∈ R

n es el subvector real de dimensión
n, si sus componentes representan las cantidades reales del vector
entero mixtov.

Definición 3.12 (Subvector entero) Seav ∈ R
n × Z

m un vector
entero mixto. Se dice quey ∈ Z

m es el subvector entero de dimensión
m, si sus componentes representan cantidades enteras del vector entero
mixtov.
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3. Marco Teórico

Definición 3.13 (Centroide) Sea un conjunto dek puntos
pi = (xt

i,y
t
i)

t definidos en el espacio euclidiano entero mixto
R

n × Z
n para cadai = 1, . . . k. Se dice que el centroide de losk

puntos es aquel puntōp que equidista de cada uno de lospi definidos,
y es determinado por

p̄ =
1

k

k∑

i=1

pi. (3.11)

Observación 3.3 Note que el puntōp no necesariamente pertenece al
espacio euclidianoRn × Z

n. Más aún,̄p = (x̄t, ȳt)t, donde

x̄ = 1
k

k∑

i=1

xi, e ȳ = 1
k

k∑

i=1

yi. (3.12)
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3. Marco Teórico

Definición 3.14 (Simplex entero mixto) Un simplex entero mixto en
el espacio euclidianoRn ×Z

n se define como un conjunto de diferentes
puntosvi = [xt

i y
t
i ]

t para todoi = 1, . . . , ν, dondexi ∈ R
n

corresponde ali-ésimo subvector real de dimensiónn, yi ∈ Z
n denota

cadai-ésimo subvector entero de dimensiónn, ν = n + 1 representa el
número de vértices del simplex entero mixto, los cuales no todos
pertenecen a la misma hipercara definida en el espacio euclidiano
R

n × Z
n, y cada uno es representado por un vector de dimensión

n + n. El simplex entero mixto puede entonces ser representado en
notación matricial como
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3. Marco Teórico

S
[q]
ν = [v

[q]
1 ;v

[q]
2 ; · · · ;v[q]

ν ] =


















x11 x12 . . . x1ν

x21 x22 . . . x2ν

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnν

y11 y12 . . . y1ν

y21 y12 . . . y2ν

...
...

. . .
...

yn1 yn2 . . . ynν


















. (3.13)
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3. Marco Teórico

Definición 3.16 (Simplex entero mixto jerarquizado) Sea un

q-ésimo simplex entero mixtoS[q]
ν definido en el espacio euclidiano

entero mixtoRn × Z
n. Se dice que elq-ésimo simplex entero mixtoS[q]

ν

es jerarquizado, si se cumple quev1 � v2 � · · · � vν−1 � vν .

Definición 3.17 (Matriz de aristas de un simplex entero mixto) Una

p-ésima matriz de aristas de unq-ésimo simplex entero mixtoS[q]
ν en el

espacio euclidiano entero mixtoRn × Z
n, se define como una matriz de

dimensión2n × n, cuyaj-ésima columna representa la arista del

simplex entero mixtoS[q]
ν entre un vértice referencialvp y vj para todo

j = 1, . . . , ν y j 6= p, es decir,

A
[q]
p = [v1−vp ;v2−vp ; · · · ;vj 6=p−vp ; · · · ;vν−vp], ∀p = 1, . . . , ν.

Optimizacíon Entera y Entera Mixta: – p. 24/1



3. Marco Teórico

Definición 3.20 (Simplex entero mixto completo) SeanRc(A
[q]
xp) y

Rc(A
[q]
yp) los rangos de columnas de las submatrices de aristasAx

[q]
p y

Ay
[q]
p , respectivamente. Se dice que un simplex entero mixto es

completo o no colapsado en el espacio euclidiano entero mixto
R

n × Z
n, si tanto todas sus submatrices de aristas del subsimplex real

como todas sus submatrices de aristas del subsimplex entero son de
rangos de columnas completos. Es decir, si

Rc(A
[q]
x1

) = Rc(A
[q]
x2

) = · · · = Rc(A
[q]
xν

) = n, (3.16a)

Rc(A
[q]
y1

) = Rc(A
[q]
y2

) = · · · = Rc(A
[q]
yν

) = n. (3.16b)

En otras palabras, si existen subvectores realesxj 6=p − xp linealmente
independientes yn subvectores enterosyj 6=p − yp linealmente
independientes para cadap-ésima matriz de aristas.
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3. Marco Teórico

Definición 3.21 (Simplex entero mixto colapsado)SeanRc(Ax
[q]
p )

y Rc(Ay
[q]
p ) los rangos de columnas de las submatriz de aristasAx

[q]
p

y Ay
[q]
p , respectivamente. Se dice que un simplex entero mixto está

colapsado en el espacio euclidiano entero mixtoR
n × Z

n, si al menos
se satisface una de las siguientes condiciones:

I) rango no completo de la submatriz de aristas del subsimplex real,

mı́n
i∈{1,...,n+1}

Rc(A
[q]
xi

) < n,

II ) rango no completo de la submatriz de aristas del subsimplex
entero,

mı́n
i∈{1,...,n+1}

Rc(A
[q]
yi

) < n,

es decir, si existe al menos un subvectorxj 6=p − xp o un subvector
yj 6=p − yp linealmente dependientes para algunap-ésima matriz de
arista.
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3. Marco Teórico

Definición 3.22 (Hipercara opuesta a un vértices)SeaS[q]
ν un

q-ésimo simplex entero mixto deν vértices en el espacio euclidiano
mixtoR

n × Z
n. La parte del simplex definido por todos los vértices del

simplex entero mixtoS[q]
ν excepto el vérticevj es la llamada hipercara

opuesta alj-ésimo vértice, y la misma viene dada por

H
[q]
j = {vi ∈ S

[q]
ν : i = 1, . . . , ν, i 6= j}, ∀j = 1, . . . , ν. (3.17)

Definición 3.23 (Simplex entero) Se define por unq-ésimo simplex
entero o discreto, a un simplex cuyos vértices están contenidos
únicamente en el espacio de los número enterosZ

n y será representado

por S[q]
ν = [y

[q]
1 ;y

[q]
2 ; · · · ;y

[q]
ν ], dondeyi para todoi = 1, . . . , ν

representa los subvectores enteros, que en este caso serán vectores
enteros. El superíndice[q] representa la secuencia del simplex, el cual,
por razones de simplificación de la notación, podría ser omitido.
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3. Marco Teórico

Definición 3.24 (Menor simplex entero) Sea

S
[q]
ν = [y

[q]
1 ;y

[q]
2 ; · · · ;y

[q]
ν ] unq-ésimo simplex entero en el sentido de

la Definición 3.23. Se dice queS[q]
ν es el más pequeño simplex entero no

colapsado o el menor simplex entero o discreto no colapsado contenido

enZ
n×(n+1), si existe un vértice que equidista de sus otros vértices del

simplex enteroS[q]
ν en 1.
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3. Marco Teórico

Definición 3.25 (Diámetro de un simplex) Sea un simplex entero
definido en el espacio euclidianoZn, o considere un simplex definido en
el espacio euclidianoRn. Se dice que el diámetro del simplex es la
máxima distancia o máxima norma euclidiana de todas sus aristas.
En términos matemáticos, el diámetro de unq-ésimo simplexS[q]

ν

definido en el espacio euclidianoZn puede determinarse a través de

diám (S[q]
ν ) = máx

i6=j=1,...,ν
||yi − yj ||, (3.18)

dondeyi y yj son dos vértices cualesquiera delq-ésimo simplex entero.

Mientras que para unq-ésimo simplexS[q]
ν definido en el espacio

euclidianoR
n, su diámetro es definido por

diám (S[q]
ν ) = máx

i6=j=1,...,ν
||xi − xj ||, (3.19)

dondexi y xj son dos vértices cualesquiera delq-ésimo simplex real.
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3. Marco Teórico

Lema 3.1 (Diámetro de un menor simplex entero) Sea un menor
simplex entero no colapsado y jerarquizado definido en el espacio
euclidianoZ

n, conn ≥ 2. Entonces, su diámetro en el sentido de la
Definición 3.25 es igual a

√
2.

Definición 3.26 (Función signo de un entero)Seak ∈ Z un número
escalar entero. Entonces la función signo entero dek y que es denotada
por sgnd (k), se define como

sgnd (k) =







1, ∀ k > 0;
0, ∀ k = 0;

−1, ∀ k < 0.

Definición 3.27 (Función signo de un vector enZn) Sea
y = (y1, . . . , yn)t un punto cualquiera en el espacioZn. Entonces, la
función signo entero del vectory en el espacioZn se define como

sgnd (y) = (sgnd (y1), . . . , sgnd (yn))t
. (3.20)
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3. Marco Teórico
Proposición 3.1 (Punto reflejado entero) Sea

S
[q]
ν = [y1 ;y2 ; · · · ;yν ] unq-ésimo simplex entero jerarquizado en el

espacio euclidiano enteroZn. Si el punto reflejado enteroyr a través

del centroide de su hipercaraH [q]
ν = {yi ∈ S

[q]
ν | i = 1, . . . , ν − 1}

opuesta alν-ésimo vérticeyν es calculado por

yr = yν + αe µ sgnd (ȳ − yν), (3.31)

donde para unαe ∈ N(≥ 2), el cual es el denominado coeficiente de
reflexión entero ēy es determinado por

ȳ =
1

ν − 1

ν−1∑

i=1

yi. (3.32)

Entonces, se cumple que:

I) yr es vector definido en el espacio enteroZ
n.

II ) yr eyν están a sendos lados de la hipercaraH
[q]
ν .
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3. Marco Teórico
Proposición 3.2 (Punto expandido entero) Sea

S
[q]
ν = [y1 ;y2 ; · · · ;yν ] unq-ésimo simplex entero jerarquizado

definido exclusivamente en el espacio euclidiano enteroZ
n.

Si el punto expandido enteroye es definido por

ye = yr + βe µ sgnd (ȳ − yν), (3.33)

dondeβe es un número entero positivo, el cual representa el coeficiente
de expansión entero,yr es determinado por la Ecuación(3.31)e ȳ es
dado por la Ecuación(3.32).
Entonces se cumple que:

I) ye es un punto en el espacio de los números enterosZ
n.

II ) con respecto al vérticeyν , ye nunca está más cerca deyν , de lo
que estáyr deyν , es decir,||ye − yν || ≥ ||yr − yν ||.
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3. Marco Teórico
Proposición 3.3 (Punto contraído entero) Sea unq-ésimo simplex

entero jerarquizadoS[q]
ν = [y1 ;y2 ; · · · ;yν ] definido únicamente en el

espacio euclidiano enteroZn. Si el punto contraído enteroyc es
determinado por

yc = yr − γe µ sgnd (ȳ − yν), (3.34)

dondeγe es un número positivo entero llamado coeficiente de
contracción entero,yr es determinado por la Ecuación(3.31)e ȳ es
dado por la Ecuación(3.32).
Entonces, se tiene que:

I) yc es un punto en el espacio de los números enterosZ
n.

II ) con respecto al vérticeyν está más cerca, de lo que estáyr de
yν .
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3. Marco Teórico
Proposición 3.5 (Construcción de un simplex entero encogido)Sea

unq-ésimo simplex entero jerarquizadoS[q]
ν = [y

[q]
1 ;y

[q]
2 ; · · · ;y

[q]
ν ]

definido solamente en el espacio euclidiano enteroZ
n. Si0 < δe < 1

es el coeficiente de encogimiento entero, y además,

D
[q] = [d

[q]
1 ;d

[q]
2 ; · · · ;d

[q]
ν−1] = ⌈δeA

[q]
1 ⌉, (3.35)

dondeA[q]
1 es la matriz de arista deS[q]

ν con respecto al vérticey[q]
1 .

Entonces, se cumple que:

I) la matriz formada por

S̃
[q+1]
ν = [y

[q]
1 ;y

[q]
1 + d

[q]
1 ;y

[q]
1 + d

[q]
2 ; · · · ;y

[q]
1 + d

[q]
ν−1],

(3.36)
es un simplex compuesto de elementos enteros.

II ) Las aristas del simplex̃S[q+1]
ν con respecto al vérticey[q]

1 nunca

son mayores a las aristas del simplexS
[q]
ν con respecto al vértice

y
[q]
1 , en consecuencia el nuevo simplex es igual o menor en

tamaño.
Optimizacíon Entera y Entera Mixta: – p. 34/1



3. Marco Teórico
Proposición 3.6 (Construcción de un simplex entero)SeaZ

n el
espacio euclidiano de los números enteros y un punto
y = (y1, y2, . . . , yn)t ∈ Z

n. Entonces, la matrizE de dimensión
n × (n + 1) dada por

E = [y ; · · · ;y
︸ ︷︷ ︸

n+1

] + [0n ; diag {k, . . . , k
︸ ︷︷ ︸

n

}], (3.37)

donde0n es un vector nulo de dimensiónn, diag {k, . . . , k
︸ ︷︷ ︸

n

} denota

una matriz diagonal de dimensiónn × n, y k 6= 0, es un número
perteneciente aZ, constituye un simplex entero completo en el sentido
de la Definición 3.20 de la lámina 25.
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4. Marco Metodológico

• Desarrollo de algoritmos
• Análisis teórico de algoritmos de optimización
• Análisis estadístico de algoritmos de optimización
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5. ASE (1) Inicialización

Dado: Los parámetros del ASE,

s = 1; y0; ŷ[s] ← y0; la variable lógica m.

(2) Construcción de un Simplex Entero
Basado en y0 y ∆e, construya un simplex inicial

entero S[0] de ν = n + 1 vértices ejecutando el Procedimiento CSE,
si m = 1 ejecute el Procedimiento MSE, q = 0.

(3) Evaluación

Evalúe los vértices cuyo valores son desconocidos

fi = f(yi) ∀i = 1, . . . , ν.

(4) Ordenamiento

Ordene los vértices del simplex actual

tal que y1 ¹ y2 ¹ · · · ¹ yν−1 ¹ yν .

(5) Reflexión

Determine el punto reflejado entero yr,

mediante yr = yν + αe µ sgnd (ȳ − yν).

si yr ≺ y1

si y1 ¹ yr ¹ yν−1

si yν−1 ≺ yr ≺ yν

si yν ¹ yr

(6) Expansión

Determine el punto expandido entero ye,

mediante ye = yr + βe µ sgnd (ȳ − yν).

si ye ≺ yr si yr ¹ ye

Asigne a yν ← ye Asigne a yν ← yr

Asigne a yν ← yr

(7) Contracción

Determine el punto contráıdo entero yc,

mediante yc = yr − γe µ sgnd (ȳ − yν).

si yν ≺ yc

(8) Encogimiento

Construya un simplex encogido

empleando la Proposición 3.5

si yc ¹ yν

Asigne a yν ← yc

(9) Cualidad

Determine v = det(V), y

ℓ = diám (S[q])

si v 6= 0 &√
2 < ℓ < κ

Asigne a s ← s + 1

Asigne a ŷ[s] ← y1

Determine ∆ = ||ŷ[s] − ŷ[s−1]||si v = 0

Asigne a
y0 ← y2

si v 6= 0
& ℓ ≥ κ

Asigne a

q ← q + 1

si ∆ < ε

(10) Reporte ŷ[s] como el mı́nimo y termine.

si ∆ ≥ ε

Asigne a

y0 ← y1 + k1n,

donde

k = ⌈||ȳ[s−1] − y
[s−1]
1 ||⌉

Figura 5.1. Grafo del Algoritmo Simplex Entero
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5. ASER: sintonización

Tabla 5.8. Parámetros de sintonización del ASER

Parámetros ∆ α β γ δ

Valores 1 2 2 1 0,4
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5. ASER: ejemplos numéricos
Tabla 5.9. Resultados de ejemplos numéricos: grupo 1

Óptimo Vértice inicial

Problema d NE DPC f(ŷ) ŷ y0

FCZ[2] 2 46 0 0 0d 10d

FCZ[5] 5 350 0 0 0d 10d

FCZ[16] 16 1341 0 0 0d 10d

FMcKZ[2] 2 44 0 -1 0d 10d

FMcKZ[6] 6 271 0 -3 0d 10d

FMcKZ[10] 10 269 0 -5 0d 10d

FMcKZ[16] 16 549 0 -8 0d 10d

FRZ[2] 2 47 15,3 9 (4, 16)t 10d

FRZ[2] 2 27 1 1 (1, 2)t −10d

FRZ[2] 2 52 0 0 1d −8d

FRZ[2] 2 35 0 0 1d −5d

FRZ[6] 6 109 0 0 1d −8d

FRZ[10] 10 163 0 0 1d −8d

FRZ[16] 16 247 0 0 1d −8d

FFRZ[2] 2 53 0 0 (5, 4)t 10d

FFRZ[2] 2 18 0 0 (5, 4)t 5d
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5. ASER: ejemplos numéricos
Tabla 5.10. Resultados de ejemplos numéricos: grupo 2

Óptimo Vértice inicial

Problema d NE DPC f(ŷ) ŷt y0

FBZ[2] 2 47 0 0 (5,2) 10d

FBZ[2] 2 97 0 0 (5,2) (−10, 2)t

FPSZ[4] 4 130 1,41 6 (1,0,0,1) 10d

FPSZ[4] 4 71 0 0 (0,0,0,0) −5d

FEBZ[2] 2 46 0 1 (0,0) 10d

FEBZ[2] 2 55 0 1 (0,0) 20d

FEBZ[2] 2 44 0 1 (0,0) −10d

FEBZ[3] 3 37 0 1 (7,14,7) 10d

FEBZ[3] 3 51 0 1 (-7,-13,-6) −10d

FEBZ[3] 3 34 0 1 (4,7,3) 5d

FPUR-T1-6Z[2] 2 134 26,04 4 (3,27) 10d

FPUR-T1-6Z[2] 2 37 7,07 1 (2,8) 5d

FPUR-T1-6Z[2] 2 63 0 0 (1,1) 3d

FSUR-T1-8Z[3] 3 174 0 0 (1,10,1) 10d

FSUR-T1-8Z[3] 3 47 0 0 (1,10,1) (10, 0, 10)t

FSUR-T1-8Z[3] 3 82 0 0 (1,10,1) (20,−10, 20)t

FSUR-T1-8Z[3] 3 240 0 0 (1,10,1) (−20,−10,−20)t

FSUR-T1-8Z[3] 3 294 0 0 (1,10,1) (−20,−20,−20)t

FG-Z[4] 4 369 0 7, 77863 × 10−7 (12,32,12,31) 10d
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5. ASER: ejemplos numéricos
Tabla 5.11. Resultados de ejemplos numéricos: grupo 3

Óptimo Vértice

Problema d NE DPC f(ŷ) ŷt y0

FCVRZ[1] 1 26 0 0,226757 (0) 10d

FCVRZ[2] 2 38 0 0,229969 (0,1) 10d

FCVRZ[3] 3 70 0 0,364423 (0,0,1) 10d

FCVRZ[4] 4 113 0 0,408304 (0,0,1,1) 10d

FCVRZ[5] 5 124 0 0,527278 (0,0,0,1,1) 10d

FCVRZ[6] 6 136 0 0,579845 (0,0,0,1,1,1) 10d

FCVRZ[7] 7 202 0 0,689377 (0,0,0,0,1,1,1) 10d

FCVRZ[8] 8 255 0 0,749185 (0,0,0,0,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[9] 9 311 0 0,853250 (0,0,0,0,0,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[10] 10 339 0 0,917539 (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[12] 12 305 0 1,085368 (0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[16] 16 813 0 1,420198 (0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[19] 19 948 0 1,680874 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[20]a 20 1395 0 1,754453 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[20]b 20 1621 0 1,754453 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 10d

FCVRZ[2] 2 46 0 0,229969 (0,1) −10d

FCVRZ[4] 4 73 0 0,408304 (0,0,1,1) −10d

FCVRZ[8] 8 224 0 0,749185 (0,0,0,0,1,1,1,1) −10d

FCVRZ[12] 12 302 0 1,085368 (0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1) −10d

FCVRZ[16] 16 1093 0 1,420198 (0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1) −10d

FCVRZ[20]c 20 1396 0 1,754453 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) −10d
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6. ASEM
(1) Inicialización

Dado: Los parámetros del ASEM; s = 1; v0;

κ
[1]
x ; ∆

[1]
r v̂[s] ← v0; la variable lógica m.

(2) Construcción de un Simplex Entero Mixto

Basado en v0, ∆r = ∆
[s]
r y ∆e, construya un simplex entero mixto inicial

S[0] de ν = n + 1 vértices ejecutando el Procedimiento CSEM,
si m = 1 ejecute el Procedimiento MSEM, q = 0.

(3) Evaluación

Evalúe los vértices cuyo valores son desconocidos

fi = f(vi) ∀i = 1, . . . , ν.

(4) Ordenamiento

Ordene los vértices del simplex actual

tal que v1 ¹ v2 ¹ · · · ¹ vν−1 ¹ vν .

(5) Reflexión

Determine el punto reflejado vr,

mediante xr = x̄ + αr(x̄ − xν), yr = yν + αe µ sgnd (ȳ − yν).

si vr ≺ v1

si v1 ¹ vr ¹ vν−1

si vν−1 ≺ vr ≺ vν

si vν ¹ vr

(6) Expansión

Determine el punto expandido ve,

mediante xe = xr + βr(xr − x̄),

ye = yr + βe µ sgnd (ȳ − yν).

si ve ≺ vr si vr ¹ ve

Asigne a vν ← ve Asigne a vν ← vr

Asigne a vν ← vr

(7) Contracción

Determine el punto contráıdo vc,

mediante xc = xr − γr(xr − x̄),

yc = yr − γe µ sgnd (ȳ − yν).

si vν ≺ vc

(8) Encogimiento

xi ← (1 − δr)x1 + δrxi, y

construya un simplex Y encogido

empleando la Proposición 3.5

si vc ¹ vν

Asigne a vν ← vc

(9) Cualidad

Determine

ℓx = diám (X[q])

si ℓx < κ
[s]
x

Asigne a s ← s + 1

Asigne a v̂[s] ← v1

Determine ∆ = ||v̂[s] − v̂[s−1]||

si ℓx ≥ κ
[s]
x

Asigne a

q ← q + 1

si ∆ < ε

(10) Reporte v̂[s] como el mı́nimo y termine.

si ∆ ≥ ε

Asigne a
v0 ← v1

κ
[s]
x ← ϕ κ

[s−1]
x

∆
[s]
r ← ρ ∆

[s−1]
r

Figura 6.1. Grafo del Algoritmo Simplex Entero Mixto
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6. ASEM: sintonización

Tabla 6.3. Parámetros establecidos para el ASEM

Parámetros ε ρ ϕ k
[1]
x

Valores 0,1 0,8 0,3 1

Parámetros ∆r αr βr γr δr

Valores 1 1 2 0,5 0,5

Parámetros ∆e αe βe γe δe

Valores 1 2 2 1 0,4
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6. ASEM: comparación

Tabla 6.6. Esfuerzo computacional de los problemas enteros mixtos R
10 × Z

10 y R
20 × Z

20

f(v̂) Total

Problema Reportado en ASEM Teórico O(e) NE NI

FCDRZ[10 + 10] Figura 6.4 0,777777777837533 7
9 10−10 15.428 10.553

FPMRZ[10 + 10] Figura 6.6 0,00596898501698284 0 10−3 2.172 927

FRRZ[10 + 10] Figura 6.10 6,1531 × 10−13 0 10−13 10.213 6.677

FCDRZ[20 + 20] Figura 6.5 1,55555555557834 14
9 10−11 68.884 53.399

FPMRZ[20 + 20] Figura 6.7 3,07 × 10−5 0 10−5 27.897 17.457

FRRZ[20 + 20] Figura 6.11 4,75 × 10−6 0 10−6 48.777 36.038
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.1. Tanque presurizado

RR

EpEc

L

Figura 7.1. Diseño óptimo de un tanque cilíndrico presurizado
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.1. Tanque presurizado

Problema 7.1.

minimice
x∈R2,y∈Z2

f(x,y),

donde

f(x,y) = 0, 6224y1x1x2 + 1, 7781y2x
2
1 + 3, 1661y2

1x2 + 19, 84y2
2x1, ∀x ∈ R

2,y ∈ Z
2. (7.1)

Sujeto a:

g1 : 0, 0193x1 − y1 ≤ 0;

g2 : 0, 00954x1 − y2 ≤ 0;

g3 : 1296000 − πx2
1x2 − 4

3πx3
1 ≤ 0;

g4 : x2 − 240 ≤ 0;

b1 : 0 ≤ x1 ≤ 200;

b2 : 0 ≤ x2 ≤ 200;

b3 : 0 ≤ y1 ≤ 100;

b4 : 0 ≤ y2 ≤ 100.

(7.2)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.1. Tanque presurizado

Tabla 7.1. Resultados comparativos en el problema del diseño óptimo de un envase

presurizado

Variables medidas en pulgadas [in]

Algoritmo f(x,y) S(L,R) [in2] R(x1) L(x2) Ep(y1) Ec(y2)

GADYM 6.062,65 69.026,731 42,098 176,769 0,4357 0,8125
GRTA 6.059,58 68.992,022 42,098 176,634 0,4375 0,8125

NM-PSO 5.930,31 69.511,951 41,639 182,412 0,3972 0,8036
GRG 9.664,09 74.691,075 37,692 240,000 1 ( 1

16 ) 1 ( 1
16 )

ASEM∗ 8.796,92 60.623,882 51,807 82,627 1 ( 1
16 ) 1 ( 1

16 )
∗ Resultado obtenido con 440 evaluaciones de la función objetivo.
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.2. Resorte

D

δ

Figura 7.2. Diseño óptimo de un resorte helicoidal de compresión y

extensión
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.2. Resorte

Problema 7.2.

minimice
x∈R2,y∈Z

f(x, y1),

donde

f(x,y) = (2 + y1)x
2
1x2, ∀x ∈ R

2, y1 ∈ Z. (7.3)

Sujeto a:

g1 : 1 − x2

2
y1

71785x4

1

≤ 0;

g2 :
4x2

2
−x1x2

12566(x2x3

1
−x4

1
)
+ 1

5108x2

1

− 1 ≤ 0;

g3 : 1 − 140,45x1

x2

2
y1

≤ 0;

g4 : x1+x2

1,5 − 1 ≤ 0;

b1 : 0,05 ≤ x1 ≤ 2;

b2 : 0,25 ≤ x2 ≤ 1,3;

b3 : 2 ≤ y1 ≤ 15.

(7.4)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.2. Resorte

Tabla 7.2. Resultados comparativos en el problema del diseño óptimo de

un resorte

Variables de decisión o diseño

Reales en pulgadas [in] Entera

Algoritmo f(x,y) d(x1) D(x2) N(y1)

NM-PSO 0,0126302 0,051706 0,357126 11,265083
ASEM∗ 0,0119269 0,050953 0,765656 4

∗ Resultado obtenido con 172 evaluaciones de la función objetivo.
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.3. Caja reductora

Nd

Na

Nb

Nf

Figura 7.3. Esquema de una caja reductora de cuatro engranajes
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.3. Caja reductora

Problema 7.3
minimice

y∈Z4

f(y),

donde

f(y) =

(
1

6,931
− y1y2

y3y4

)2

, ∀y ∈ Z
4
. (7.5)

Sujeto a:

bi : 12 ≤ yi ≤ 60 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}. (7.6)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.3. Caja reductora

Tabla 7.3. Resultados comparativos en el problema del diseño óptimo de una

caja reductora

Número de dientes

Algoritmo f(y) Nd(y1) Nb(y2) Na(y3) Nf (y4)

PSOSA 2,70 × 10−12 19 16 43 49

GA 1,83 × 10−8 12 12 27 37

QIPSO 2,33 × 10−11 15 26 51 53

ASER∗ 7,78 × 10−7 12 12 32 31
∗ Resultado obtenido con 396 evaluaciones de la función objetivo.
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.4. Motor eléctrico

c

la

e

c

g

D

d

a

β
π

p

Figura 7.4. Motor de imán permanente de configuración de

rotor interno
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.4. Motor eléctrico

Del modelo matemático de Fitanet al. (2003),

PJ(x,y) = πktJ
2ρcu

x1x3x5x7

x6 + x7
, ∀x ∈ R

7,y ∈ Z
2, (7.7)

y el par de la máquina es

Tem(x,y) =
π√
2

M(σm)ktJ
x1x2x3x5x7

x6 + x7

1

ln
(

x1

x1−2(x2+g)

) ∀x ∈ R
7,y ∈ Z

2. (7.8)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.4. Motor eléctrico

Problema 7.4 (Mínima pérdida y máximo par).

minimice
x∈R7,y∈Z

2

PJ(x,y)

Tem(x,y)
. (7.9)

Sujeto a:

h1 : π(x1 + x3) − 6y1y2(x6 + x7) = 0;

g1 : 2x4 + 2(x2 + g) − x1 ≤ 0;

b1 : 60 ≤ x1 ≤ 200;

b2 : 3 ≤ x2 ≤ 50;

b3 : 3 ≤ x3 ≤ 50;

b4 : 3 ≤ x4 ≤ 50;

b5 : 20 ≤ x5 ≤ 200;

b6 : 4 ≤ x6 ≤ 50;

b7 : 2 ≤ x7 ≤ 50;

b8 : 1 ≤ y1 ≤ 6;

b9 : 1 ≤ y2 < ∞.

(7.10)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.4. Motor eléctrico

Problema 7.5 (Máximo par).

minimice
x∈R7,y∈Z

2

1

Tem(x,y)
. (7.11)

Sujeto a:

h1 : π(x1 + x3) − 6y1y2(x6 + x7) = 0;

g1 : 2x4 + 2(x2 + g) − x1 ≤ 0;

b1 : 60 ≤ x1 ≤ 200;

b2 : 3 ≤ x2 ≤ 50;

b3 : 3 ≤ x3 ≤ 50;

b4 : 3 ≤ x4 ≤ 50;

b5 : 20 ≤ x5 ≤ 200;

b6 : 4 ≤ x6 ≤ 50;

b7 : 2 ≤ x7 ≤ 50;

b8 : 1 ≤ y1 ≤ 6;

b9 : 1 ≤ y2 < ∞.

(7.12)
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7. Aplicaciones en la Ingeniería
7.4. Motor eléctrico

Tabla 7.4. Resultados de los diseños óptimos de un motor de imán permanente

Variables de diseño del motor: Problema 7.4

Reales [mm] Enteras

NE PJ/Tem D(x1) la(x2) e(x3) c(x4) L(x5) d(x6) a(x7) p(y1) m(y2)

17508 0,003519 94,41 35,18 11,77 11,08 20,00 8,77 9,76 1 3

Variables de diseño del motor: Problema 7.5

Reales [mm] Enteras

NE 1/Tem D(x1) la(x2) e(x3) c(x4) L(x5) d(x6) a(x7) p(y1) m(y2)

44581 0,042707 93,69 34,91 10,76 10,978 20,40 9,34 8,90 1 3
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8. Conclusiones

a) La estructura del simplex junto a operaciones en el campo de los
números enteros resultó apropiado para la identificación de óptimos
en problema irrestrictos.

b) Los problemas de optimización enteros mixtos han requerido
propuestas de métodos libres de derivadas, dentro de los cuales se
ha formulado el Algoritmo Simplex Entero Mixto (ASEM)

c) Tanto el Algoritmo Simplex Entero Relajado (ASER) como el
Algoritmo Simplex Entero Mixto (ASEM) mostraron ser lo
suficientemente eficientes ante problemas de diseño óptimo.
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9. Futuras investigaciones

a) El estudio teórico de condiciones de optimalidad dentro de la
programación no lineal entera mixta sería un interesante tema de
investigación. Un tratado que puede ser guía en el desarrollo de este
tema es el propuesto por Guignard (2003).

b) El desarrollo de funciones de penalización para el empleo del
Algoritmo Simplex Entero (ASE) y Algoritmo Simplex Entero
Mixto (ASEM) a problemas bajo restricciones, puede constituir un
importante trabajo de investigación, debido a las innumerables
aplicaciones que tiene este tipo de problemas.
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9. Futuras investigaciones

c) El desarrollo de una interfaz para la aplicación del ASEM como
método de optimización por simulación de sistemas dinámicos de
eventos discretos (SDEDs). En esta propuesta debería incluirse
criterios de optimización de número de muestras o réplicas para
cada punto de evaluación del modelo de simulación del sistema
dinámico de eventos discretos (SDED) bajo estudio, tal como los
criterios propuestos por Shi y Chen (2000); Chenet al. (2000a,b,
2008), para lograr maximizar la probabilidad de distinguir la
precedencia de los distintos puntos de diseño definidos por los
vértices del simplex entero mixto.

d) El desarrollo de un método híbrido formado por el método de
particiones anidadasde Shi y Ólafsson (2000) y el ASEM, a objeto
de identificar el óptimo global a problemas bajo restricciones.
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¡Gracias realmente por su atención!

Optimizacíon Entera y Entera Mixta: – p. 62/1



¿Preguntas?
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Función gear train: FG-Z[4]
La propuesta original es:

f(y) =

(
1

6, 931
− y1y3

y2y4

)2

, ∀y ∈ Z
4
,

sujeto a:

12 ≤ yi ≤ 60, ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}.

El problema fue definido como

f(y) =
(

1
6,931

− y1y3

y2y4

)2

+ 1000
∑4

i=1(máx(12 − yi, 0) + máx(yi − 60, 0)),

∀y ∈ Z
4.

Solución.La mejor solución reportada (Leyffer, 2009) para este problema es
f(ŷ) = 7,77863 × 10−7
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Acrónimos
ASE Algoritmo Simplex Entero

ASEM Algoritmo Simplex Entero Mixto

ASER Algoritmo Simplex Entero Relajado

BB ramificacíon y bordeo

BD búsqueda directa

BSR Búsqueda de Simplex Revisado

CSE Construccíon de un Simplex Entero

CSEM Construccíon de un Simplex Entero Mixto

DDE disẽno de experimentos

DPC distancia al punto cierto

DS búsqueda directa

GBD Descomposicíon Generalizada de Benders

GA Algoritmo Geńetico

GADYM estructura de Genero y Edad sintonizando parámetros Dińamicos y esquemas de autoperfección Man-
datoria
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GCD Generalizada Descomposición Cruzada

GMPSO Optimizacíon de Enjambre de Partı́culas con Mutacíon Gausiana

GRG Gradiente Reducido Generalizado

GRTA Algoritmo de Excavacíon de T́unel Aleatorio Generalizado

MANM método algoŕıtmico de Nelder-Mead

MFP método de Función de Penalización

MNM método de Nelder-Mead

MSE Mejoramiento de un Simplex Entero

MSEM Mejoramiento de un Simplex Entero Mixto

NE número de evaluaciones

NI número de iteraciones

NM-PSO método de b́usqueda simplex de Nelder-Mead y Optimización de Enjambre de Partı́culas

PSO Optimizacíon de Enjambre de Partı́culas

PSOSA Optimizacíon de Enjambre de Partı́culas y Templado Simulado

OA Aproximaciones por Fuera

OE optimizacíon entera

OEM optimizacíon entera mixta

OLEM optimizacíon lineal entera mixta

ONL optimizacíon no lineal

ONLEM optimizacíon no lineal entera mixta

QIPSO Optimizacíon de Interpolacíon Cuadŕatica de Enjambre de Partı́culas

SDED sistema dińamico de eventos discretos

SDEDs sistemas dińamicos de eventos discretos
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