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RESUMEN

La simulacion de sistemas de eventos discretos ha ocu-
pado, en los dltimos anos, un importante lugar en el
analisis de sistemas y en la evaluacién de tomas de
decisiones. Por otra parte, la optimizacién también ha
representado ser un 1til herramienta para la bisqueda
de soluciones que mejoren el desempeno de los sistemas
estudiados. Sin embargo, estos dos puntos de vistas
inicialmente han sido desarrollados separadamente, en
donde ambos campos han establecido sus linderos. No
obstante, el surgimiento de nuevas aplicaciones a sis-
temas cada vez mds complejos han requerido la vincu-
lacién de lo que antes se estudiaban por separado. La
motivacion este trabajo es presentar los puntos de vistas
de las respuestas a las preguntas: ;Es la simulacién la
que ha ayudado a la optimizacién de los sistemas? o por
el contrario, ;Es la optimizacion la que ha asistido a la
experimentacién en simulacién?

En principio podria decirse que las respuestas
de estas interrogantes son afirmativas y es en este
articulo donde seran presentadas la justificacién de
ambas aristas a través de ejemplos practicos y casos
de estudios por una parte, y de desarrollos de métodos
y técnicas, en donde se podra apreciar que ninguno
de los campos domina y, m&as ain, ambos coexis-
ten y hoy en dia su vinculacién ”por” y ”para” son
de gran importancia en la resolucién de problemas reales.

Palabras clave: Optimizacién, simulacién, experi-
mentacion en simulacién.

1 INTRODUCCION

Cuando el término simulacién es nombrado, se podria
preguntar: ;simulacién de que tipo? En tal sentido, en
este trabajo se refiere a la simulacién de sistemas de
eventos discretos (SED), donde las aleatoriedades del
sistema son representadas por las diferentes variables

que definen el sistema. Sin embargo, los SED pueden
ser divididos en dos grandes grupos, los estaticos y
los dinamicos. Un ejemplo de estos tultimos sistemas,
es la simulacién de una agencia bancaria, en donde
la llegadas de clientes asi como el tipo de transacciéon
pueden estar representadas por variables aleatorias con
alguna distribucion dada y donde la dindmica del sistema
esta representada por los instantes en que ocurren los
eventos (Banks et al., 2001) y (Pritker et al., 1989). En
relacién a los SED estaticos, los mismos representan
sistemas en donde el instante de ocurrencia de los eventos
no son medidos o representados. Como ejemplos, pueden
ser los modelos de simulacién por Monte Carlo, donde el
instante en que ocurren los eventos no son representados
en el modelo.

Desde el desarrollo de la simulaciéon de SED, ésta
ha servido como soporte en la toma de decisiones sobre
algin sistema bajo estudio. Pritker et al. (1989) mues-
tra como la simulacién ha sido empleada en estas situa-
ciones. No obstante, ha emergido un enfoque adicional
en donde la simulacién ha servido en la optimizacién de
sistemas. Unos de las primeras publicaciones orientadas
sobre el tema es Azadivar y Talavage (1980), donde los
autores proponen una simple idea de optimizaciéon por
comparacion de los diferentes escenarios definidos.

La idea de la comparacién de diferentes escenarios
fue formalmente formulada por Ho et al. (1992), donde
los autores proponen un método de comparacion a objeto
de determinar el mejor punto de diseno a través de la
comparacion estadistica. El método podria decirse que
es un método de fuerza bruta, en donde se realizan
comparaciones de los diferentes puntos de disenos, para
asi determinar el mejor punto de disefo.

Esto ha generado diversos enfoques a fin de buscar un
método eficiente de optimizacion, en donde hace pensar
que la optimizacién esta al servicio de la simulacién.
Entre los principales enfoques estén: el andlisis infinite-
simal de perturbacién (Ho y Cao, 1991) y el método de
funcién de puntaje propuesto por Rubinstein y Shapiro
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(1993). El trabajo desarrollado por Brea (1996) presenta
un método de seleccién para determinar el métodos de
sensibilidad a objeto de estimar el gradiente de una
funcién de desempeno y asi emplearla como estimador
de gradiente para ser usada en la optimizacién.

Adicional a esto, Fu (2002, 1994) ha presentado una
revisién de los métodos mas relevantes en la optimizacién
de sistemas por simulacién, y en particular, el método de
optimizacién por respuesta de superficie, el cual es am-
pliamente discutido en (Myers y Montgomery, 2002).
Este método consiste en determinar la respuesta de
superficie empleando los esquemas de disenios de experi-
mentos y calcular el punto estacionario a fin de establecer
el 6ptimo del sistema. Sin embargo, Fu (1994) presenta
un método de dos fases, en donde a través de un hiper-
plano se establece la mejor direcciéon que ubica la zona
estacionaria y luego por diseno de experimentos se es-
tima el modelo de segundo orden para asi estimar el
punto estacionario.

De lo discutido hasta este punto se ha podido apre-
ciar que la optimizaciéon de sistemas ha sido determinada
por medio de la simulacién. Sin embargo, un claro ejem-
plo de como la optimizacién ha permitido mejorar la
experimentacién en simulaciéon puede ser apreciada por
el trabajo presentado por Chen et al. (2000), el cual serd
estudiado en este escrito.

Otros enfoques como el desarrollado por
Shi y Olafsson (2000b), donde wuna pedagdgica
explicacién es presentada por Brea y Cheng (2003b) a
un problema de optimizacién de cuatro colas.

Un reciente trabajo presentado por Brea (2004)
muestra la potencialidad del enfoque del método de
Nelder y Mead (1965) cuando es empleado a problemas
con restricciones lineales y las funciones objetivos estan
sometidas a ruido. Este enfoque brinda un enfoque de la
optimizacién por simulacién, debido a las aleatoriedades
que esta sometida las funciones de desempenos de los
modelos de simulacién de SED.

Este articulo estd estructurado como sigue: En la
Seccién 2 es presentado una breve descripcién del método
de Nelder-Mead Linealmente Restringido, en el cual se
muestra su potencialidad como método de optimizacion
demodelos de simulacién. Adicionalmente, es presentado
un método de optimizacién aleatorio para su empleo en
optimizacién por modelos de simulacién. Un método de
optimizacién para su empleo en la realizacién de experi-
mentaciones éptimas en modelos modelos de simulacién
es mostrado en la Seccién 3. Finalmente, son presentadas
las conclusiones de esta trabajo en la Seccién 4.

2 OPTIMIZACION POR SIMULACION

La optimizacién de sistemas a través de la simulacién ha
sido en los ultimos anos un punto de vista que ha tenido

un gran desarrollo. Sin embargo, el desarrollo de métodos
mas eficientes ha seguido ocupando un importante lugar
hoy en dia.

Desde esta perspectiva, pueden ser identificado
tres enfoques. Estos enfoques son: la optimizaciéon por
métodos Newtonianos empleando lo que hoy en dia se
conoce como analisis de sensibilidad por Analisis de Per-
turbacién Infinitesimal Ho y Cao (1991) y Glasserman
(1991), y el basado en la estimacién del gradiente y
el hessiano es el desarrollado por Rubinstein y Shapiro
(1993), llamado ”Score Function”. La optimizacién de
sistema por métodos directos tales como los basados en el
método de Nelder y Mead (1965), patrén de bisqueda,
el cual estd resumido en el tratado de Kolda et al.
(2003), entre otros, ha constituido ser una poderosa
herramienta de optimizaciéon. Un tercer enfoque esta
basado en la optimizacién por métodos aleatorios y uno
de los més recientemente desarrollado es el presentado
por Shi y Olafsson (2000b), llamado Particiones Jerar-
quizadas. En esta seccién serdn brevemente presentados
el método de optimizacién desarrollado por Brea (2004)
y el método de Particiones Jerarquizadas presentado
por Shi y Olafsson (2000b).

2.1 Nelder-Mead bajo Restricciones Lineales

Sea f(x) : R — R a funcién objetivo no lineal y con-
tinua, donde x = [z1, za, ... ,xd]/ es un vector columna
de componentes x1,...,z4 en el espacio Euclidiano de
dimensién d, y sea (o) una funcién de ruido con valor
esperado cero que depende tinicamente de la desviacién
estandar o.

Considere el problema de minimizacién f(x) =
f(x)+n(o) sujeto ax € F, donde F denota un conjunto
no vacio de puntos factibles dados por F = {x € R? |
Ax > b}, donde A es una matriz de dimensién k x d,
vy b es un vector de dimensién k, a objeto de represen-
tar un conjunto de k restricciones lineales definidas por
desigualdades.

Una matemaética formulacién del problema, puede
expresarse como:

Problema 1

in f 1
min (), (1a)
sujeto a: Ax > b, (1b)

En el problema considerado, la funcion de de-
sempenio a optimizar estd representada por la funcién
F(x).

El método desarrollado por Brea (2004), identifica el
optimo por operaciones sobre el patrén llamado simplex,
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el cual en dos dimensiones es un triangulo, en tres di-
mensiones es un tetraedro, y asi sucesivamente.

El método se basa en las operaciones de
Nelder y Mead (1965) evitando la degeneracién del
simplex, cuando él colapsa sobre las fronteras de las
restricciones.

A fin de presentar un resumen del método, serd
presentado la siguiente proposiciéon que permitieron la
extensién del método de Nelder-Mead (NM).

2.1.1 Operaciones de NM

Con el propdsito de estudiar las principales operaciones
del NM algoritmo, seran resumidas basadas en el orde-
nado simplex dado por

SLq] = [x[lq] : x[zq] S xEj”_l : XL"]} , (2)
donde v es el nimero de vértices y x; € R? es cada
vértice en la g—ésima simplex, el cual son los ordenados
vértices segun el valor de la funcién objetivo f(-) en
cada vértice XEQ]. Es decir,

Fedty < Fxlhy <, < Fxl ) < Fixlay.

El algoritmo opera sobre cada ordenado ¢—ésimo
simplex sla — [X1: X2 :...: X, 1 : X,] identificando,
entre los vértices del simplex, el vértice donde ocurre
el minimo, el vértice préximo al peor y el peor
vértice, es decir, donde la funcién objetivo es maés
desfavorable. Estos vértices son: Xmin, Xntw Y Xmazs
los cuales corresponden ax1, X, _1 ¥ Xy, respectivamente.

Reflexion

La operacién de reflexion arroja el llamado punto
reflejado de prueba X,.f; el cual es definido por la
proyeccion del vértice X4, & través del centroide X en
de la remanente hipercara del simplex H,[,q], donde Xcep,
obviamente es el centroide de HIY = {x; € Sl | i =
1,...,0—1}.

Esta operacién es calculada por

Xrefl = (1 + a)xcen — O0Xmaz- (3)

donde o = 1 es el coeficiente de reflexiéon del método de
NM, y el centroide X, de Hl[fﬂ es calculado por

v—1
1
a4 _ }: a]
chen_v_l Xiv

i=1

Expansion
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El punto de prueba de expansién Xz, es calculado
por medio del punto X,.s; en la direccién Xcen ¥ Xrefi,
empleando la ecuacién

Xexp = (1 - ’y)xcen + VXrefl- (4)

donde v = 2 es el usual coeficiente de expansion del
método de NM.

Una expresién alterna a (4) es obtenida por susti-
tucién de (3) en (4), quedando asi

Xezp = (1 + ¥)Xecen — @YX maz- (5)

Contraccién

La operacién de contraccién, también llamada con-
traccién interna, da como resultado el denotado el punto
de prueba X ,,¢, cuyas coordenadas estan definidas por
el segmento X,naz ¥ Xeen. Este punto es calculado por

Xcont = (1 - ﬁ)xcen + ﬁxmaw' (6)

donde 8 = 0.5 es el coeficiente de contraccién usualmente
empleado en el método de NM.

Es importante mencionar que también existe la
llamada operacién contraccién externa, pero ésta no
serd empleada en este método.

Reduccién

La reduccién del simplex se realiza a través del
movimiento de los vértices del simplex hacia uno de sus
vértices, en este caso, hacia el vértice X,,,;,,. La operacién
es ejecutada por medio de la ecuacion

X;j :(175)Xmin+5xj, Vj:2,...,’0. (7)

donde § = 0.5 es en normalmente empleado coeficiente
de reduccion.

\
o Xexp

a)Operaciones no reductivas b)Operacién de reduccién

Figura 1: Operaciones en el Simplex
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La Figura 1(a) presenta los puntos de pruebas que
son calculados por las operaciones de reflexién, expansion
y contraccién. Mientras la Figura 1(b) muestra los puntos
de pruebas obtenidos por la operacién de reduccion, de
la iteracién q a la (q+1).

Estudiando las ecuaciones (3), (5) y (6), se puede
obtener la ecuacién general

Xnew = (1 - H)Xcen + exmamy (8)

donde X,,¢,, denota el punto de prueba segiin la operacion
del método de NM, y @ estd definida por

« para un operacién de reflexion,
# =< a7v para una operacion de expansién,
—( para una operacién de contraccién.

En este escrito, las operaciones de reflexion y ex-
pansién, seran denominadas operaciones externas.

2.1.2 El algoritmo de Nelder-Mead Linealmente
Restringido

Una extensién del método de NM, llamada algoritmo
de Nelder-Mead Linealmente Restringido (NMLR) fue
desarrollado con el proposito de hallar una solucién a
los problemas propuesto por en el Problema 1. Para
asegurar que todas las operaciones sobre el simplex
arrojen puntos factibles fue modificada las operaciones
las cuales estdn basadas en la proposicion que sera
enunciada en el curso del articulo.

Definiciones Basicas

En este punto, seran presentados un conjunto de
definiciones que ayudaran la explicacién del algoritmo
NMLR.

Definicién 1 (Matriz de aristas) Sea Eéq]
una matriz de dimensién d x (v — 1), cuyas columna
j-ésima representa la arista entre los vértices x; y xp

del simplex SLq] para todop # j =1,2,...,v. Dado esto
se puede establecer que

EI[Jq]:[Xl—Xp:"' PXy — Xpl. (9)

“Xj#Ep — Xp i

Definicién 2 (Simplex completo) Sea
RC(EZ[q]) el rango de columna de la matriz de arista

i-ésima Ez[q], Un simplex se dice ser completo en el
espacio Euclidiano de dimension d, si se satisface que

min {RC(EZ[’J])} = d.

i=1,2,...,v

Definicién 3 (Restriccién activa) Una res-
triccion lineal i-ésima se dice ser activa o activada por

un simplezx, si todos los vértices del simplex pertenecen a
la frontera de la i-ésima restriccion. Matemdticamente,
esta condicion puede ser verificada mediante

’ /

a;[X1:Xg Xy — bl =0

e

; (10)
donde 1; Yy OIU son los vectores de filas de dimension v
y cuyos elementos son unos o ceros, respectivamente.

Definicién 4 (simplex colapsado)

Considere el caso de wuna wvariable en el espacio
de dimension d, esto es, x € R%. Un simplex de v
vértices se dice estar colapsado sobre una restriccion
i-ésima, si todos sus vértices pertenecen a la frontera
de la i-ésima restriccion.

Definicién 5 (Grado de colapso)  Considere
el caso de una variable en el espacio de dimension d. Un
simplex de v vértices se dice estar colapsado en grado r,
si sus v vértices pertenecen a v fronteras de restricciones
lineales. En consecuencia, esas r restricciones estdan
activadas por el simplez.

Definicién 6 (Simplex degenerado) Un
simplex de v vértices se dice estar degenerado si todos
sus vértices pertenecen al menos a una de sus hipercaras,
sin que el simplex haya activado alguna restriccion.

Definicién 7 (Menor simplex) Considere el
caso de una variable en el espacio de dimension d.
Un simplex SLQ] se dice ser menor o suficientemente
definido sobre r restricciones linealmente independiente,
st el nimero de sus vértices (v) es igual ad+1—1r y se
cumple que

~ min [RC(E[Q])} =d—r.

3

2.1.3 Procedimientos

A objeto de extender el método de NM, fueron
incluidos un conjunto de procedimientos, basados en
las siguientes proposiciones.

Operaciones restringida de Nelder-Mead

Como cada punto de prueba es generado por dos
puntos definidos en el simplex, es posible determinar, de
donde viene y hacia donde va. Este informacion permite
evaluar si un punto generado por alguna operacién del
método de NM, denotado por X, es factible o no.

Basado en este principio, se cuenta con la siguiente
proposicién, a fin de determinar el punto de prueba mas
lejano y factible de la operacién de NM.

Proposicién 1 (Operacién externa restringida)
Sea SLq] = [X1: X2 :...: Xy un g-ésima simplex or-
denado de v vértices tal que todos sus vértices estén
ordenados segin el valor de la funcion objetivo f(x;)
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Vi = 1,...,v vy, todos sus vértices pertenezcan a la
region de factibilidad F= {x € R | Ax > b}, definida
por k desigualdades lineales a;x > b; Vi =1,...,k.
Si una operacion externa del método de NM ocurre
(operacion de reflexidn o expansion), entonces una
restringida operacion externa sobre un g-ésima simplex
es definida por

Xe—new = (1 +min(0, \))Xcen, — min(f, \)x,, (11)

donde A = min(Aq, . ..
Y

JAk) tal que Ay > 0Vi=1,...,k,

!
bi — &;Xcen
’
a,; (Xnew - Xcen)

Prueba. Ver (Brea, 2004, Capitulo 3). =

\i = . Vi=1,...,k

2.1.4Procedimiento de espacio de interseccién

Como el algoritmo NMLR esta dividido en etapas, en
cada una de ellas, el algoritmo NMLR requiere deter-
minar el espacio de interseccién a fin de reconstruir
un nuevo simplex en ese espacio, una vez el algoritmo
finalice la etapa previa. En este caso, el algoritmo rear-
rancard nuevamente para ubicar a nuevo 6ptimo, y asi
compararlo con el 6ptimo obtenido en la etapa anterior
para decidir si parar o continuar el algoritmo.

Este hecho condujo a la siguiente proposicion.

Proposicion 2 Sea X wun conjunto mo wvacio
en R y sea f(x) R?— R. Adicionalmente sea
li(x) : RI= R una i-ésima funcién lineal dada por
1;(x) = a;x — b; para todo i € I, donde T es el con-
Junto de subindices de las funciones lineales. Considere
el Problema 1 de minimizar f(x) sujeto a x € X
y li(x) > 0 para cada i € T. Sea Xpest un punto
factible tal que Xpest se apoya sobre todas las restric-
ciones activas i-ésima que pertenezcan al conjunto no
vacio A(Xpest) = {i € Z|l;i(Xpest) = 0}, y este punto fue
obtenido a través de la convergencia de algun método de
minimizacion, pero no necesariamente es un optimo del
Problema 1. Si f(x) es diferenciable enXpes; y f(X) tiene
un desconocido minimo local x* del Problema 1, tal que
AXpest) = A(X*) y V f(Xpest) VF(x*) > 0, entonces el
desconocido minimo local x* del Problema 1 estd ubicado
en el espacio de interseccion de las restricciones lineales
activadas por Xpest, tal que

Z ﬂin(xbest)/a,» > 0, (12)

1€AL (Xpest)

donde @; > 0 para todo i € A(x*) = A(Xpest) son los
multiplicadores de Lagrange.

Prueba. Ver (Brea, 2004, Capitulo 3). m

Basado en la Proposicion 2, se enunci6 el siguiente
criterio de seleccién de restricciones lineales, a fin de
construir un menor simplex en el espacio de interseccion.

Criterio 1 (Seleccién de restricciones activas)
Sea A(Xpest) un conjunto de desigualdades lineales
activadas por Xpest. Sea Ay y un subconjunto de A(Xpest)
tal que el producto escalar Vf(xbest),ai > 0 para todo
i € A(Xpest). Selecciones todas la desigualdades lineales
de Ay a objeto de identificar el espacio de interseccion
que satisfaga la Proposition 2.

Suponga ahora que se tiene 7 restricciones activadas
de las k restricciones dadas por (1b) como resultado
de aplicar el Criterion 1 u otro criterio de selecciéon
de restricciones activadas por Xpes;. Esto significa en
el contexto del método de NM, que todos los vértices
del actual simplex convergieron al punto Xpes:, €l cual
podria ser un minimo o no. Dado esto, se define A =
{a1,0az,...,a,} como el conjunto de subindices de las
restricciones activas, cuyo elemento «a; es seleccionado
de las desigualdades (1b).

Proposicién 3 (Espacio de Interseccién)

Sea

ArxaXix1 = brxi, (13)

el sistema de ecuaciones definidas por las restricciones
activas A = {oq,a9,...,a.} las cuales fueron se-
leccionadas por el Criterio 1 u otro criterio, donde
rank(A,«q) = r. Entonces el espacio de interseccion
que satisface (13) estd definido por el conjunto de pun-
tos x = [x1, X2, ... 733d}/ tal que sus r componentes x de
x dependen de (d—r) componentes independientes x de
X.

Prueba. Ver (Brea, 2004, Capitulo 3). =

2.1.51dea basica del algoritmo

El algoritmo inicia con un punto factible, el cual es
empleado para la construccién de un simplex completo
factible. Dado este simplex inicial, la funcién objetivo
f(x;) es evaluada en cada i—ésimo vértice del actual
simplex, para luego ordenar los vértices segtin el valor
de la funcién objetivo f(x;).

Dado SI[,O], es ejecutada una operacién del algoritmo
con el propdsito de determinar si reemplazar el peor
vértice del simplex por el nuevo punto de acuerdo a la
l6gica del método de NM.

Como el simplex es transformado en cada iteracion
por una operacién, es necesario chequear si el actual
simplex ha activado alguna restriccién lineal o no, en
término de la Definicién 3. En el caso que ocurra la acti-
vacion de r restricciones, el algoritmo ajusta su nimero
de vértices (v) a d+ 1 —r, mediante la remocién de los
r peor vértices del simplex colapsado. De esta manera,
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el algoritmo podria reducir el nimero de evaluaciones
de la funcién objetivo.

Si el simplex converge sobre la frontera de r re-
stricciones lineales a un punto xgt, el algoritmo identi-
fica dentro de las restricciones activadas aquellas cuyos
productos escalares V f (qu;t)Tai sean positivos. Dado
este conjunto de restricciones, el algoritmo construye
un nuevo simplex en el espacio de interseccion definido
por las fronteras de las restricciones, de acuerdo a la
Proposicién 3. Asi, el algoritmo, inicia la siguiente etapa
(s+1), en el espacio de interseccién.

Cuando el espacio de interseccion esta definido por
un nimero de restricciones mayor o igual a la dimension
d, el algoritmo construye un simplex completo cercano
a el punto de convergencia XLSp}r

El algoritmo cuenta con dos reglas de paradas. El
primero mide en cada iteracion si la mayor arista del
simplex, definida por A;; = max;; ||x; — x,||, es menor
que una tolerancia dada. La segunda regla compara la
distancia entre los dos tltimos puntos de convergencia

de dos sucesivas etapas, con un error especificado. Es
[s—1]

x5! -

opt_X

decir, si ‘ H < 0 el algoritmo para.

Por otra parte, el algoritmo pasa a la siguiente etapa
si el grado de colapso del simplex es mayor a uno, en
caso contrario, el algoritmo supone que el punto de
convergencia es el éptimo.

Este criterio tiene la ventaja de reducir el niimero de
exploraciones en la regién de factibilidad. No obstante,
el criterio de parada podria satisfacer la convergencia
a un éptimo local o global, que cumpla las condiciones
de Kuhn-Tucker.

Es importante destacar, que el algoritmo em-
plea el método de construccién propuesto por
Humphrey y Wilson (2000). Sin embargo, Walters et al.
(1991) muestra varios métodos de construccién, en donde
presenta las ventajas y desventajas de cada uno.

Brea y Cheng (2003a) presenta un diagrama de flujo
del algoritmo aqui introducido.

2.1.6 Ejemplos numéricos

En este grupo de ejemplos, fue ejecutado el algoritmo
de NMLR a fin de representar las curvas de frecuencias
acumulativas de la distancia al punto cierto, denotada
como DTP, para un grupo de problemas de minimizacion
de la funciéon de Wood afectadas con ruido.

Sea f,(x) : R* — R la funcién de Wood, cuya
expresiéon matematica es dada por

fuw(x) = 100(z2 — 27)® + (1 — 21)* + 90(z4 — 23)?
+(1—23)% +10(z2 + 24 — 2)% + 10(22 — 24)?,

Sea F, una regién de factibilidad con angulo sélido
obtuso x € R* tal que

1+ T2+ 23 + 24 > b1,
221 + 29 + 23 + 24 > bo,

Sea F; unaregién de factibilidad con dngulo sélido agudo
x € R* tal que

221 — 2 +x3 + T4 > b1,
—(E1+2{E2+(E3+5E42b2,

y sea n(o) una variable aleatoria con distribucién Gaus-
siana de media cero y varianza o2.

Para cada ejemplo, fue considerado el punto inicial
xz) = (10,10, 10, —10), y el éptimo de cada ejemplo estd
ubicado en x;pt = (1,1,1,1), el cual, dependiendo del
problema, estd dentro o sobre la frontera de la regién.

A fin de obtener un nimero suficiente de muestras
de los ejemplos, fue ejecutado 100 réplicas cada una con
diferentes secuencias de nimeros pseudoaleatorios y un
nivel de ruido dado por o igual a 0.1, 0.5, 1, 5 y 10.

Con respecto a los pardmetros para la ejecucién
del algoritmo, fueron fijados los siguientes: o = 0.95,
8 =05 ~v=2,0=05y p=0.99. El pardametro de
tamano del sfmplex inicial 7 fue fijado a 1 empleando el
método de construccién de Humphrey y Wilson (2000).

Ejemplo 1 (C)ptimo en la frontera de F,)

;Iel%}l[fw (x) +n(o)]

sujeto a {x € Fo | by =3 ANby =5}

100
90 [ gt
[
80 11—
70 { .’II
60 r:": =
“ —
ol
40—
30 i
I
20 1t -
10—
0 :
0 1 2 g 3 4 5
01 —==-05 oo 1 —=s5 —--=-10

Figura 2: Frecuencias acumulativas para el ejemplo 1

Ejemplo 2 (()ptimo dentro de la regién F,)

min [ £,,(x) + (o)

sujeto a {x € F, | by = =3 Aby = —5}
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100 r ==
90} p——
80 H—
70 ¥
[]
60 1+
1 ——
50 -+ —
40 /:' -+
30 405 4
20 .:." va
10 {ipt —
o e ‘
0 1 2 3 4 5
DTP
——01 ———-05 - 1 —=--5 —--=-10

Figura 3: Frecuencias acumulativas para el ejemplo 2

Las Figuras 2 y 3 muestran las curvas de frecuencias
acumulativas de DTP para 100 muestras, cuando la
region de factibilidad tiene un angulo sélido obtuso.
Note que el algoritmo de NMLR identifica el éptimo
en un gran numero de muestras, atin cuando la funcién
objetivo es afectada por ruido. Obviamente, este hecho
depende del nivel de ruido dado por o.

Ejemplo 3 (Optimo en la frontera de F,)

Hé]IRI}l [.fw (X) + 77(0)]

X

sujeto a {x € Fs | by =3 Nby =3}

100 ;
A S

I
SN a4
60 / I.'II, /I

ko

50/ E’I.’
40 r “.'
30 ’ N
ol
10 177

0 Kt ‘

0 1 2 3 4 5

DTP
[——04 —==-05 - 1 ==5 == 10]

Figura 4: Frecuencias acumulativas para el ejemplo 3

Ejemplo 4 (()ptimo dentro de la regién F;)

min [f, (x) + n(o)]
xER4
sujeto a {x € Fs | by = =2 ANby = =2}

Como puede apreciarse de las Figuras 4 y 5, el
algoritmo de NMLR evidentemente identifica mejor el
optimo cuando el nivel de ruido es bajo, que cuando es
alto. Adicionalmete, se puede apreciar que el algoritmo

100 I ;i =
%0 .".v—’ ——
80 } f——
70 [
1}
60 A
50 v l’
-~
40 Y/
30 et
20—
10 4£ 1t *
T
ottt .
0 1 2 3 4 5
DTP
——04 —==-05 - 1 —=-5 —--=-10

Figura 5: Frecuencias acumulativas para el ejemplo 4

trabaja adecuadamente a situaciones donde la funcién
objetivo es alterada por ruido.

Para esta grupo de ejemplos, el algoritmo de NMLR
tiene un mejor comportamiento cuando el angulo sélido
de la regién es agudo, a cuando es obtuso.

2.2 Método de Particiones Jerarquizadas

De acuerdo a Boender y Romeijn (1995), los métodos
de busquedas aleatorios pueden ser definidos como un
método algoritmico que optimiza una funcién objetivo
a través de puntos de pruebas, cuya generacién ha sido
previamente especificada por alguna distribuciéon pro-
babilistica dentro de la regién de factibilidad.

Este tipo de método de optimizacién estd basado
en la generacién de un punto de prueba factible a par-
tir de una distribucién probabilistica, definida por una
secuencia de puntos independientes e idénticamente dis-
tribuida. Como ejemplo de estos métodos se pueden nom-
brar: el método de pura busqueda aleatoria, busqueda
aleatoria, busqueda aleatoria adaptativa, entre otros
(Boender y Romeijn, 1995). Otro método ampliamente
conocido es el método de Monte Carlo, el cual es am-
pliamente descrito en (Rubinstein, 1992).

En particular, el método de Particiones Jerar-
quizadas (PJ) de Shi y Olafsson (2000a) es un tipo de
método de busqueda aleatorio. Este método fue amplia-
mente estudiado por Brea (2002), el cual es presentado
a continuacion.

El método de PJ propuesto por Shiy Olafsson
(2000a) fue primeramente desarrollado para resolver
problemas de optimizacién global en modelos de-
terministas. Una modificacién del método para la res-
olucién de problemas a adjudicacién de recursos en
SED es discutido en (Shiy Chen, 2000). El método
sistematicamente divide o particiona la regién de factibi-
lidad y concentra la busqueda en la region mas prome-
tedora. La inspeccién de la region més prometedora la
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realiza a través de un muestreo aleatorio en la region de
factibilidad considerada. M&s atin, el método de PJ ofrece
convergencia con probabilidad uno en un tiempo finito,
sin necesidad de verificar toda la regién de factibilidad
(Shi y Olafsson, 2000b).

El algoritmo de PJ cuenta con cuatro principales
pasos en cada iteracion. Estos pasos son: particion,
muestreo aleatorio, ordenamiento y seleccién del mejor
punto de diseno, y por ultimo, retroceso o parada del
algoritmo.

Un practico ejemplo del método es mostrado en
(Brea y Cheng, 2003b), donde es aplicado el método a
un problema de optimizacién de una red de cuatro colas

a) Particién

El primer paso dentro de la iteracién es la particién
de la regién prometedora o (k) en My, subregiones o;(k),
i =1,..., M, y agregar las sobrantes subregiones o
también llamado conjunto complemento o(k), y deno-
tado por ©\o(k), en un sélo conjunto. En consecuencia,
dentro de cada k-ésima iteracién, se tiene My + 1 con-
juntos disjuntos que definen la region de factibilidad
©. El método de particiéon empleado en este paso es
muy importante, debido a la tasa de convergencia del
algoritmo, el cual dependera de la manera de como los
diferentes puntos de disenos del problema son agrupa-
dos. Estos grupos de soluciones factibles, pueden ayudar
a concentrar la busqueda en la regién mas prometedora
mas rapidamente.

b)  Muestreo Aleatorio

En este segundo paso, el algoritmo selecciona aleato-
riamente una muestra de cada subregiéon o subcon-
junto o;(k), i = 1,..., M} y del conjunto complemento
o, +1(k) = ©\o(k). En este paso, el método es suficien-
temente flexible, por cuanto el método puede emplear
cualquier esquema de muestreo, bien sea, soportandose
del conocimiento del sistema, o de cualquier heuristica.
Una amplia discusion del empleo de muestreo ponderado
es presentado por Shi y Chen (2000).

c) Ordenamiento y Seleccion

El tercer paso es la seleccién de la regiéon més prome-
tedora, entre las subregiones o;(k), i = 1,..., My y la
regién complemento o, +1(k), mediante la comparacién
de la medida de desempefio (funcién objetivo) de cada
punto de diseno.

El método estima un indice t = 1,..., M + 1 de la
regiéon més prometedora. Aqui el método de PJ ofrece
flexibilidad en determinar tal indice. Una manera es a
través de comparacion estadistica de todos los puntos

de diseno. De esta forma, el método determina a que
subregién o subconjunto pertenece el mejor punto de
diseno. Un mejora del método de PJ fue propuesta por
Shi y Chen (2000) basada en la adjudicacién de muestras
por punto de diseno (Chen et al., 2000).

d) Mas Particiones, Retroceso o Parada

El cuarto paso del método es para ejecutar la par-
ticion de la subregion o subconjunto que resulté mas
prometedora, el cual es denotado por op(k), donde el
subindice B significa el subregién mas prometedora, a
fin de concentrar la bisqueda en esa subregién. Si la
mejor subregion es el conjunto complemento, el método
retrocede a una subregién més grande y que contenga la
subregién o (k), la cual es llamada superregion de o (k).
Dos reglas de retrocesos son sugeridas por Shi y Chen
(2000). Adicionalmente, existe a regla de parada del al-
goritmo propuesta por Shi y Olafsson (2000b), basada
en el enfoque de cadena de Markov. Esto es demostrado
cuando existe un unico 6ptimo del problema.

2.2.1 Implementacion del algoritmo

Un limitado estudio del desempeno del algoritmo fue
ejecutado a problemas de optimizacion, donde las varia-
bles de decisiones pueden ser de naturaleza continua o
discreta. Para hacer esto, fue implementado el algoritmo
usando el Visual C++ Sphar (1999).

La implementacion del algoritmo fue una variante
del original método de PJ, dado que fue requerido un pro-
grama que permita la optimizacién de problemas asocia-
dos a variables de decisiones continuas y discretas. En el
caso de variables continuas, el método alternativamente
divide cada rango de variable en un ntimero preespeci-
ficado de subregiones Nguprange, haciendo aproximada-
mente el mismo nimero de particiones para cada rango
de variable. Con respecto al muestreo de puntos de
diseno, fue empleado un muestreo uniforme.

Sin perder generalidad, serd descrito el método a
través de un problema con dos variables continuas de
decisién 61 y 03, las cuales toman valores entre L; y
U; para i = 1,2, y se escoge un numero de subregiones
Noubrange = 2. En este caso, la regiéon de factibilidad
original es

oc(0)={0eR?| Ly <0 <Uj, Ly <0y <Us}

Para la regién considerada, fue supuesto dos subregiones
01(0) y 02(0) expresadas por

01(0) ={0 €eR? | Ly <61 <my, Ly <0y <Us}
UQ(O)Z{QERQ‘TTL1<01§U1, LQSQQéUQ} ’
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donde m; es el punto medio entre Ly y Uj.

Suponga que después de una iteracién, la regién
prometedora fue o1(0). Esta es entonces, dividida en
dos subregiones nuevamente, pero el la direccion 6s, que
es:

01(1) ={# e R? | Ly <6y <my, Ly <6 <my}
02(1):{9€R2|L1§01§m1, m2<92§U2}’

donde my es el punto medio entre Lo y Us. La subregion
entonces es dada por

o3(1) ={0 € R* | my <6y < Uy, Ly <0, < U}

Este proceso de repetido alternativamente para 6,
y 6, hasta que el tamano de los lados de la region
prometedora cumpla con un valor de tolerancia, definido
por el usuario. En el caso que el algoritmo selecciones
como regién prometedora, el conjunto complemento, el
algoritmo retrocedo a la inicial regién.

En el caso de coexistir variables de decisiones, con-
tinuas y discretas, el algoritmo trabaja de la misma
manera de acuerdo al método de PJ.

2.2.2 Ejemplos numéricos

Con el proposito de medir la potencialidad del método,
fueron ejecutados dos conjuntos de experimentos. El
primero consider6 el caso donde las variables de de-
cisiones son discretas, mientras el segundo considerd
tUnicamente variables de decisiones continuas. Para esto
fue estudiado el siguiente problema:

ming 07 Q0,
sujeto a: 6 € [—10,10]",
donde la matriz ) es una matriz diagonal cuyos elemen-
tos qi; =1 Vi=1,...,n, es decir, diag(1,...,n).

Note que el minimo global estd ubicado en el origen
de coordenadas.

El ntimero de muestras por subregién (m/r) y el
nimero de muestras para el conjunto complemento
(m/R) que fueron fijados para cada caso de estudio,
son presentados en las tablas, ademés del nimero de
retrocesos denotado como Ret y el niimero de evalua-
ciones de la funcién objetivo (m) o muestra empleadas
por el algoritmo.

a) Caso: Variables de decisiones discretas

La Tabla 1 muestra un resumen de los resulta-
dos obtenidos para esta experimentacion, incluyendo el
nimero total de evaluaciones de la funcién objetivo y
el nimero de veces que el algoritmo retrocede. Observe

que el maximo nimero de puntos de disenos es igual a
21™, y su convergencia fue préxima a su minimo global,
en la mayoria de los ejemplos.

Tabla 1: Resumen de Caso Discreto

d  m/r m/R m  Ret 0 ) 65 04
2 5 5 126 ) ) 0

2 10 5 231 0 0 0

3 5 2 1165 4 -2 -2 0

3 5 2 5359 22 1 9 9

3 10 2 1772 3 1 0 0

3 10 2 13290 29 0 1 0

4 5 2 1631 4 -3 -2 0 0
4 5 2 2922 9 -1 0 0 0
4 10 2 5079 7 1 -1 0 0
4 10 2 11514 17 -1 0 0 0

b) Caso: Variables de decisiones continuas

En este caso, el maximo tamano de lado fue fijado
a 0.01 a fin de ejecutar los experimentos.

La Tabla 2 muestra un resumen de los resultados
arrojados por el algoritmo para cada escenario de
dimensiéon n y dos replicas por escenario. De la tabla
puede ser apreciado la gran cantidad de evaluaciones
de la funcién objetivo, lo cual resulta costoso cuando
estas evaluaciones deben hacerse a través de un modelo
de simulacion.

Tabla 2: Resumen de Caso Continuo

d _ m/r _ _m/R m___ Ret (R 05 03 04 05
2 50 50 2800 0 0,09 0,00

2 50 50 2800 0 0,11 0,00

3 50 50 5409 2 0,26 0,06 0,00

3 50 50 7212 4 -0,08 -0,02 0,00

4 50 50 54723 39 0,76 1,73 -0,03 0,00

4 50 50 52518 35 0,06 0,99  -0,06 0,00

5

5

50 50 255499 147 0,36 0,97 -0,59 -0,01 0,00
50 50 519809 310 -3,13 -1,65 -0,36 0,22 0,00

Como resultado de los ejemplos estudiados por Brea
(2002), podria decirse que el algoritmo de PJ no es
suficientemente bueno para ser aplicado a optimizacién
de sistemas por simulacién, debido a la gran cantidad
de evaluaciones de la funcién objetivo que debe realizar.

Mas atn, en el caso de variables de decisiones con-
tinuas, el algoritmo de PJ evalia la funcién objetivo
M +m - Nsybrango, donde M es el ntiimero de muestras
por conjunto complemento, m es el niimero de muestras
por subregion y Ngybrango €s €l pre-especificado nimero
particiones por variable.

Este hecho es evidenciado por Shiy Olafsson
(2000a), donde los autores reportan los resultados de un
problema de optimizacién de la funcién de Goldstein-
Price con restricciones, cuya expresion analitica es dada
por

f(01,02) = (1+ fif2)(30+ f3fs) VOER?  (14)

donde f; Vi=1,...,4 estan dadas por
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fi = (61+02+1)3

fo = (19— 146, + 367 — 1460 + 66,6, + 3032)

fa = (260, —365)*

fi = (18 =320, + 1207 + 480, — 360,05 + 2763)

El problema propuesto por Shi y Olafsson (2000a)
es definido por

ming f(61,02),
sujeto a: —2.5<6; <25 Vi=1,2,

donde f(6;,62) es dada por (14). Segin los resultado
numéricos reportados por Shiy Olafsson (2000a), el
método de PJ requiere entre 617 y 68900 evaluaciones
de la funcién en promedio en 100 replicas del problema,
para un pre-especificado nimero de subregiones de 4,
un muestreo de 25, 35 y 45, y una tolerancia de 0.1,
0.01 y 0.001.

Atn cuando el método luce costoso desde la perspec-
tiva del niimero de evaluaciones de la funcién objetivo,
podria ser empleado como una herramienta de identifi-
cacién de 6ptimos, cuando la funcién objetivo presenta
diversos minimos locales, dado su potencialidad de iden-
tificar la regiéon prometedora.

3 OPTIMIZANDO LA SIMULACION

El problema planteado por Chen et al. (2000), estd fun-
damentalmente centrado en la experimentaciéon optima
en simulacién, cuando se debe comparar varios puntos
de disenos.

Sin embargo, antes de ver el planteamiento del pro-
blema desde una perspectiva matematica, se presentara
el problema que debe enfrentar el experimentador del
modelo de simulaciéon. Cuando el experimentador de
un modelo de simulacién desea medir algin indice de
desempeno del sistema representado, debe realizar un
nimero importante de corridas de simulacién a fin de
obtener una muestra representativa para el punto de
diseno, y sélo asi estimaria las cantidades estadisticas
asociadas a ese punto de diseno. Es pos esta razén que
en simulacién son requeridas un gran esfuerzo computa-
cional, a fin de estimar el indice de desempeno en el
modelo de simulacién para cada punto de diseno.

Basado es esta idea, la optimizacién ordinal compara
los distintos puntos de disenos a fin de determinar el
mejor de ellos. No obstante, el punto de vista presentado
por Chen et al. (2000), proporciona una optimizacién en
la experimentacién en modelos de simulacién. Cuando
son realizadas en simulacién de SED.

El problema formulado por Chen et al. (2000) es

Problema 2 Sean los diferentes puntos de
disenos identificados como i, los cuales definen los valo-
res de las variables de decisiones que estan en un modelo
de simulacion. Esto significa, que para un modelos de
simulacion con k puntos de disenos E; se tiene una me-
dida de desemperio dado por la variable J; y cuyo valor
esperado representa indice de desemperio J;. El problema
de optimizacion de experimentacion estd dado como:

max P{SC} (15a)
15-3NE
k
sujeto a: ZNi =T, (15b)
i=1

donde SC, es el evento de seleccionar correctamente el
mejor punto de disenio E; y N; es el numero de corridas
que deben realizarse para cada punto de diserio i.

La probabilidad del evento SC, estd dada por

k

N Go-ji<o)p  (16)

i=1,i%£b

P{sC}=P

Empleando la desigualdad de Bonferroni, Ila
Ecuacién (16) puede ser aproximada, resultando

k

max 1 — Z p{s > Ji}s (17)
N1y N i=1,i#b

donde j; estd distribuida segiin una normal N (j;, ;—”2)

Para la solucién de este problema se debe tomar en
cuenta los siguientes supuestos.

La solucién a este problema de optimizacion vendria
dado por el siguiente teorema.

Teorema 1 Dado un numero total de replicas
o muestras de simulaciones T a ser adjudicados a k
puntos de disenos E; y cuyo indice de desempeno es
medido por J; y varianza o? para todo i = 1,...,k
respectivamente. Cuando T — oo, la aproximada proba-
bilidad de seleccionar correctamente es asintéticamente
mazimizada cuando

N; o <Ui/5b,i

2
N (Gi%i N i i1 kYAi £ 4D (18
N Uj/éb’) jed YAi£ ] £b (18)

(19)

donde N; es el nimero de muestras o replicas, &, ; =
Jp — Ji y Jp = min; J;
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Prueba. Ver Chen et al. (2000). =

Basado en el Teorema 1, queda definido el siguiente
algoritmo a fin de optimizar la adjudicacién del niimero
de corridas de simulacion.

Algoritmo 1 [Chen, Lin, Yiicesan y Chick]
Dado k puntos de disenos E; para ¢ = 1,2,....k, y
un numero total de corridas de simulacion T, ejecute

1. INITIALIZATION
Inicialice el contador de iteraciones q en cero
y ejecute ng replicas con distintas secuencias
aleatorias para todo los puntos de disenos, es
decir, N} = Ny =--- N =ng y vaya a 2.

2. CRITERIO DE PARADA
Si 21;2 N{ > T, entonces pare el algoritmo,
de lo contrario vaya a 3.

3. CALCULO DE CORRIDAS
Basado en la estimacion de o? para todo i =
1,2,...,k, calcule el nuevo nimero de corridas
Niq'HVz' =1,2,...,k, empleando el Teorema 1.

4. SIMULACIONES
Para cada punto de diseno FE;, ejecute
max[0, NSt — N9] corridas de simulacion. In-
cremente el contador de iteraciones q en uno, y
vaya a 2.

El Algoritmo 1 provee un método sistematica para
la adjudicacion de numero de replicas para cada punto
de diseno, permitiendo optimizar la probabilidad de
seleccionar correctamente el mejor punto de diseno y de
esta manera mejorar la etapa de experimentacién. Segin
Chen et al. (2000) el algoritmo ha resultado ser eficiente
también en situaciones donde la medida de desempeno
se comporta de manera no normalmente distribuida.

4 CONCLUSIONES

Se ha podido apreciar a lo largo de este articulo que
tanto la optimizacién como la simulacién, representan
campos complementarios, que pueden coadyuvar a la
mejora de sistemas complejos. Por otra parte, ambos
campos han servido en el andlisis de sistemas, sin que
ninguno de ellos dominen uno sobre el otro.
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