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Capitulo 1

Teoria de Distribucion

Laurent Schwartz Paul A. M. Dirac

Una sintesis de la controversial teoria de distribucion propuesta por Schwart! es pre-
sentada en este capitulo. No obstante, més alla de desarrollar la teoria, el objeto es mostrar
algunas propiedades importantes para establecer algunos aspectos de la notacién y propie-
dades de la funcion delta de Dirac, la cual fue introducida por Paul Dirac?, y es ampliamente
desarrollada por |Gel'fand y Shilov| (1964).

El contenido de este capitulo es: en la Seccion 1.1/ son establecidas algunas definiciones
y condiciones. Un resumen de la teoria general de las funciones generalizadas es presentada
en la Seccion (1.2l En la Seccion [1.3] es introducida la definiciéon de la distribucion delta de
Dirac. Un breve desarrollo del concepto de limite generalizado es presentado en la Seccion
1.4, Finalmente, en la Seccién [1.5 son desarrollados dos ejemplos basicos de aplicacion de
la teoria de distribucion.

Laurent Schwartz, nacio6 el 5 de marzo de 1915 en Paris, Francia y fallecio el 4 de julio de 2002 en Paris.
2Paul Adrien Maurice Dirac, naci6 el 8 de agosto 1902 en Bristol, Gloucestershire, Inglaterra y fallecié
el 20 de octubre de 1984 en Tallahassee, Florida, USA.
Los retratos fueron obtenidos de
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Indexes /Full  Alph.html



1.1. Preliminares

1.1. Preliminares

Definiciéon 1.1 (Funcién de Prueba). Sea K el espacio de las funciones de pruebas tal
que una funcion p(x) pertenece al espacio K, si p(x) es una funcion real con derivadas
n-ésima continuas en el dominio x € R.

Definicién 1.2 (Funcién Generalizada). Se dice que g(x) es una funcion continua y
lineal en R, si existe alguna regla que asocie a cada p(x) en K, un nimero real Ny, [¢()]
tal que satisfaga las siguientes condiciones:

Condicién 1.1 (Linealidad de g(x)). Param nimeros reales a; y m funciones de pruebas
vi(z) en K, se cumple

Ny(a) [Zaz‘%‘ ] Zaz () [pi ()]

Condicién 1.2 (Continuidad de g(z)). Sipara todoi = 1,...,m la secuencia p;(z) € K
converge a cero, entonces la secuencia Ny [pi()] para cada i =1,...,m converge a cero.

Observe el significado de linealidad y continuidad que tiene la funcion g(z) a través de
las condiciones citadas anteriormente (Gel’fand y Shilov, 1964, Pag. 3).

Como ejemplo, suponga que g(z) es absolutamente integrable en su dominio z € R,
entonces para una funcion de prueba ¢(z) en K puede definirse el ntimero real Ny, [¢()]
dado por

Ny lota)] = [ g()otarts (1)

Note que la Ecuacion (1.1) satisface las condiciones 1.2y [1.1.

1.2. Distribucién y propiedades

Considerando lo anteriormente explicado se puede definir la distribuciéon de una funciéon
generalizada g(z) como el proceso de asignar a un niimero N, [¢(7)] una funcion arbitraria
@(x) del espacio K (Papoulis, 1962, Apéndice A).

Este ntimero debe ser el resultado de algin proceso que satisfaga las Condiciones [1.2] y
1.1. Como ejemplo de un proceso supongase el proceso dado por la Ecuacion (1.1) a fin de
estudiar sus propiedades por medio de los siguientes teoremas:

Teorema 1.1 (Linealidad). Sean las funciones de pruebas ¢;(z) € K para todo i =
1,...,m y sea la distribucion o funcion generalizada g(x), entonces se dice que el proceso
definido por la Ecuacion (1.1) cumple con la linealidad si

Zai% ] Zaz <Pz )],
i=1

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.2. Distribucién y propiedades

donde a; son numeros reales para todo v =1,...,m.

Demostracion. Segtn la definicion representada por la ecuacion (1.1), se tiene

Ny(z) !Z aigoi(:c)] = /00 g(z) Zaicpi(x)da: = /OO Zaig(a:)cpi(az)dx (1.2)
i=1 - i=1 =1

En virtud de que pueden ser permutados el orden de los operadores por su caracteristica
de linealidad, y unido al hecho que a; no depende de la variable de integracién, se tiene

Ng(x) [Z OéiSOi(CU)] = Zai /OO g( d:L‘ = Zal 901 ] ,
i=1 i=1 —o°

debido a la Ecuacion (1.1). m

Teorema 1.2 (Escalamiento). Sea la funcion de prueba p(z) € K y sea la distribucion
o funcion generalizada g(x), entonces

Noan) (2] = 107Ny lela/a)]. Va#0 (1.3)

Demostracion. De las ecuaciones (1.3) y (L.1), se tiene
o
Nyt [6(@) = [~ glan)g(@)is (1.4
—0o0

Si a una variable real y se le asigna el producto az, se tiene

y =ax; dy = adr,

donde a # 0.

Empleando el cambio de variable a la Ecuacion (1.4), se obtiene

a f e(y/a)dy Ya > 0,
Ny(az) [p(2)] = (1.5)
—L % 9)ely/a)dy  Va <O.

Como consecuencia de la Ecuacion (1.5), se puede afirmar la Ecuacion (1.3). =

Teorema 1.3 (Traslacion). Sea la funcion de prueba p(x) € K y sea la distribucion o
funcion generalizada g(x), entonces

Ng(xfxo) [gp(az)] = Ng(x) [cp(a: + xO)] s on eR (1.6)

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.2. Distribucién y propiedades

Demostracion. De la ecuaciones (1.6) y (1.1), se obtiene

Nyo—sa @) = [ " glo — w)p(a)ds (L.7)

Si se aplica el cambio de variable

y=x—ux0; dy=dz,
donde xg es una constante; la Ecuacion (1.7) puede ser expresada como

Ny(a—a0) [P(2)] = /OO 9(y)e(y + zo)dy (1.8)

—00

Como la variable de integraciéon y en una variable muda o comodin, la integral de la
Ecuacion (1.8) puede ser expresada en términos de la variable z, sin que esta reasignacion
de variable pierda su significado. En consecuencia, la Ecuacion (1.8), estaria dada por

Nyo—sa [o@)] = [ " g(@)ele + zo)dz = Ny ol + o)

—00

Teorema 1.4 (Derivacion). Sea la funcion de prueba p(x) € K y sea la distribucion o
funcion generalizada g(x), entonces

Nag(a) I

d

(@) = — Ny [‘W)} (L9)

Demostracion. Partiendo de la Ecuacion (1.1), la Ecuacion (1.9) queda como

Nago let@)] = [~ 28 p(ayas (1.10)

dx — 00 dCC

Aplicando el método de integracion por partes (Thomas, 1976, Cap. 9), se tiene

oo

N [o()] = [ ) iy = @@=, — [ 9@ Pae @)
dz oo dx oo dx

Silimy oo p(2)g(x) = 0y limz—o0 @(x)g(x) = 0, entonces

Naga o) = - [ oty = o [dfzﬂ

—00

Teorema 1.5 (Derivada n-ésima). Sea la funcion de prueba ¢(x) € K y sea la distri-

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.3. La funcién generalizada delta de Dirac

bucidn o funcion generalizada g(x), entonces

d%(%)}

Ny [p(2)] = (=1)"Ny(z) [ da”

Demostracion. Aplicando el Teorema [1.4] para cada caso de n y empleando el método de

induccién. m

Teorema 1.6 (Producto). Sea la funcion de prueba p(x) € K, sea f(x) una funcidn real
cualquiera y sea la distribucion o funcion generalizada g(x), entonces

Ni(a)g(a) [p(T)] = Nyoy [f (@) p(x)]  si f(z)p(z) € K (1.12)

Demostracion. Empleando la definicién dada por la Ecuacion (1.1), se puede decir que

Nyt ol = [~ f@hat@iptads = [ gfa) [f@)et@)]do = Ny )o@

—00

si f(z)p(x) es tal que pertenece al espacio de funciones K. m

1.3. La funcién generalizada delta de Dirac

La funcién delta de Dirac §(z) o también llamada funcién impulso es una distribucion

o funcion generalizada tal que cumple con
Nyl / 5 2(0), (1.13)

donde la funcion de prueba ¢(x) debe ser continua y diferenciable para z = 0.

xT

Figura 1.1. Representacion de la funcion delta de Dirac

La Figura ??/de la pagina /5 muestra la forma convencional de como ha sido representada
la funcién delta de Dirac.

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.3. La funcién generalizada delta de Dirac

Con base en la definicion dada anteriormente y en las propiedades desarrolladas en
la Seccion [1.2, facilmente pueden ser verificadas las siguientes propiedades para el caso
particular de la distribucién delta de Dirac.

1.3.1. Propiedades de la funciéon delta

Propiedad 1.1 (Linealidad). Sean las funciones de pruebas @;(x) tal que son continuas
y diferenciables para x = 0 para todo i = 1,...,m y sea la funcion delta §(x), entonces se

dice que el proceso dado por la Ecuacion (1.13) cumple con

Ns(z) [Z aicpi(:v)] = Z a;p;(0) (1.14)
=1 =1

Propiedad 1.2 (Escalamiento). Sea la funcion de prueba ¢(x) continua y diferenciable

para x =0 y sea la funcion delta 6(x), entonces

Ni(an) lp(@)] = |i,90(0) Ya £ 0 (1.15)

Propiedad 1.3 (Traslacion). Sea la funcion de prueba ¢(x) continua y diferenciable para

x=01yx =g, y sea la funcion delta §(z), entonces

Ni(a—a0) lp(2)] = ¢(0) (1.16)

Propiedad 1.4 (Derivada). Sea la funcion de prueba ¢(z) continua y diferenciable en
orden n para x =0 y sea la funcion delta 6(x), entonces

@] == |2 == (117)

Nas(z)

d

Propiedad 1.5 (Derivada n-ésima). Sea la funcion de prueba o(z) continua y diferen-
ciable en orden n para x =0 y sea la funcion delta 6(x), entonces

dx™ dﬂjn

Nansin ()] = (—1)" {d"*”(x)} B (1.18)

Note que de la Ecuacion (1.15), se puede llegar a la conclusion que la funcion delta de
Dirac es una funcién par de la variable independiente. Este hecho puede ser verificado si se
estudia la Ecuacion (1.15) para el caso particular de a = —1, asi

Ns(—e) [p(x)] = ¢(0) (1.19)

Empleando la definicién dada en la Ecuacion (1.13), se tiene
| stop@is = [ s@wis

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.3. La funcién generalizada delta de Dirac

Para que la Ecuacién anterior sea valida debe cumplirse que

Adicionalmente, si p(z) = 1 para todo x, entonces de acuerdo a la definicion dada por
la Ecuacion (1.13)
o
/ d(z)dr =1
—00

En conclusién la funcién delta es una funcién tal que es par y su area bajo ella debe ser
igual a uno.

Teorema 1.7. Sea f (x) una real definida en x = 0. Si la funcion f(x) es continua en
x = 0, entonces

Demostracion. Del Teorema [1.6! se tiene que para la distribuciéon delta de Dirac
Ni(@)s(x) [p(2)] = Ny [f (2)p(2)] -

De aqui se tiene que si f (x) es continua en x = 0,
| t@i@eods = [ s@)f @) ewds = ©) 0. (120)

Como

»(0) = /oo d(z)p(x)dz. (1.21)

Sustituyendo la Ecuacion (1.21) en la Ecuacion (1.20), se obtiene
| s@r@ewds= [ 10)s@p@d

Esta tltima Ecuacion es satisfecha si f (z) 6(x) = f(0) d(z) y f (x) es continua en z = 0.
|

Teorema 1.8. Sea f(x) una real definida en x = xo. St la funcion f(x) es continua en

T = xg, entonces

f () d(x — xo) = f (wo0) 6(2 — o)

Demostracion. Aplicando el mismo principio empleado en la demostracion del teorema
anterior se tiene que si f (z) es continua en x,

[wf@N@FﬂM¢@M%=[ﬁ5@—%Mﬂ@wwmw=f@®w@®. (1.22)

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.4. Limite generalizado

De la Ecuacion (1.16) se obtiene que
plao) = [ b~ ao)p(a)da (1.23)
Al sustituir la Ecuacion (1.23) en la Ecuacion (1.22)), se tiene que
o —anf @ e@is = [ f ) 8o - mpla)da,

lo cual es satisfecha solo si f (x) §(x — zo) = f (z9) 6(x — o) y f (x) es continua en xp. m

1.4. Limite generalizado

Sea la sucesion de distribuciones g¢(x) del parametro £ definida en el dominio de todos
los x € R. Si existe una distribucion g(z) tal que para cada ¢(x) se tiene que

lin [ gelwetade = [ glaplad
entonces
lim z) =gz
i ge(x) = g(a)
En consecuencia
lim ge(x)@(z)dx :/ [h’m gg(a;)} o(x)dz (1.24)
5—>§0 —00 —00 £—>50

1.5. Aplicaciones

Una forma de visualizar la funcién delta es a través de alguna sucesion de funcion que
converja a la funcién delta. Para esto, serda definida la siguiente sucesion de funciéon que
converge a la funcién delta.

Ejemplo 1. Si la sucesion de distribuciones f.(x) del parametro continuo € > 0, estd dada
por
1

¢ V|$’ < €;

fe(@) = (1.25)
0, Vz|>e

Entonces, lim,|o fe(z) = §(x). La Figura 1.2 muestra claramente que la funcion fc(x)
es par con respecto a la variable T y su drea bajo la curva es uno, es decir, satisface dos de
las propiedades de la funcion delta.

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.5. Aplicaciones
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Figura 1.2. Sucesion de distribuciones fc(z)

Solucién 1.1. Al considerar fe(x) como una funcion generalizada o distribucion (ver Figura
1.2), de la Ecuacion (1.25) se tiene

/OO fe(x)p(z)dx = /6 i(p(m)dx (1.26)

—€
Dado el teorema del valor medio, si p(x) es continua para todo x € (—e,€), entonces

existe un xy € (—e,€), tal que

| aet@is = S-ptan) e - (~) = ().

Cuando € — 0, siendo € > 0, el cual serd denotado como € | 0, se tiene que al aplicar
el limite a la Ecuacion (1.26), se puede decir que

€
1
lim

a0 | i%p(x)da: =¢(0) = /_00 §(x)p(x)d. (1.27)

Empleando la Ecuacion (1.24) se tiene que la Ecuacion (1.27), puede ser dada por

i [ saetas = [ i s wwas = [ soptors

€l0 oo

En consecuencia
lim felx) = o(x
Ell() 6( ) ( )

El lector debe tratar de imaginar la transformacion que sufre la sucesiéon de distribucio-
nes fe(z) del parametro continuo € > 0, cuando su parametro tiende a cero.

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



1.5. Aplicaciones 10

Ejemplo 2. Sea la funcion escalon dada por

u(z) = 1, Vx > 0;
10, Vr<o.

Probar que la derivada de u(x) con respecto a x converge a la distribucion 6(x).

Solucion 1.2. Considere la funcion u(x) como una distribucion, ast

| g = - [ e [T

—00 — 00

Si p(x) — 0 cuando x — oo, la Ecuacion (1.28), puede expresarse como

/OO d[zgf)]sO(x)dx = (0) = /OO §(x)p(x)dz,

—0o0 —0o0

dada la Ecuacion (1.13), en consecuencia,

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



Capitulo 2

Funciones y Convoluciéon

Mas alla de presentar un tratamiento purista de la convoluciéon, el autor mostrara su
definicién operativa y algunas propiedades importantes que le son atribuidas a la convolu-
cion. Por otra parte, su operaciéon tanto para funciones definidas en un dominio continuo
como discreto serd desarrollada en este capitulo a través de algunos ejemplos. Tomando
en cuenta que la convolucién puede ser definida para diversos tipos de funciones, en este
escrito sélo se presentaré la convolucion para funciones no periédicas.

El contenido de este capitulo es: en la Seccion 2.1 seran presentadas las definiciones de
tipos de funciones desde el punto de vista de sus dominios. Ejemplos de funciones en el
dominio continuo y discreto son presentadas en la Seccion 2.2L En la Seccién 2.3 es definida
la integral de convolucion y algunos casos de estudios a objeto de ilustrar el método de
calculo. Finalmente en la Secciéon 2.4/ es definida la convoluciéon para funciones en el dominio
discreto y un ejemplo de la convolucion.

2.1. Funciones

De acuerdo a la naturaleza de las variables independientes, las funciones pueden ser cla-
sificadas en funciones en el dominio continuo y funciones en el dominio discreto. Partiendo
de este enfoque se presentaran las siguientes definiciones de funciones dependientes de una
sola variable:

Definicién 2.1 (Funciones en el dominio continuo). Se entenderd por funciones en
el dominio continuo de una variable independiente a aquellas funciones cuyo dominio y
rango estan definidos en el campo de los nimeros reales. Eso quiere decir que si f(x) es
una funcion en el dominio continuo, f(x): R — R.

Definicién 2.2 (Funciones en el dominio discreto). Se entenderd por funciones en
el dominio discreto de una variable independiente a aquellas funciones cuyo dominio estd
definido en el campo de los nimeros enteros, mientras que su rango estd definido en el

campo de los numeros reales. Eso quiere decir que si f[n] es una funcidn en el dominio
discreto, fln]:7Z — R.

11



2.2. Representacion de las funciones
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2.2. Representacion de las funciones

Esta Secciéon presentard un punto de vista de como representar las funciones de acuerdo
al tipo de dominio. Sin embargo, dado que el lector no esta familiarizado con el concepto de
funcién en el dominio discreto, son incluidas definiciones bésicas de funciones en el dominio
discreto.

2.2.1. Funciones en el dominio continuo

Antes de presentar esta funciones, seria conveniente revisar algunas definiciones elemen-
tales que seran de gran utilidad en la representacién de funciones en el dominio continuo.

Dos funciones que son comtnmente empleadas en los cursos de Ingenieria Eléctrica son
las funciones pulso rectangular y pulso triangular las cuales seran definidas a continuacion:

Definiciéon 2.3 (Pulso rectangular). Sea p,(z) una funcion denominada pulso rectan-
gular dada por la expresion

—_

Yz <a
0, V|z|> a.

Una representacion gréafica de esta funcién es mostrada en la Figura 2.1

Pa(®)

Figura 2.1. Funcion pulso rectangular

Definiciéon 2.4 (Pulso triangular). Sea g,(x) una funcion denominada pulso triangular

expresada por
_ =l
a )

0, V|z| > a.

Viz| < a;

Un ejemplo grafico de esta funcién puede verse en la Figura de abajo

Adicionalmente, es conveniente definir la funcion senc,,(z), la cual tiene mucha impor-
tancia en el anélisis de Fourier.

Definiciéon 2.5 (sency,(z)). Sea sency,(x) una funcion en el dominio continuo represen-
tada por
sin(w():z:)7 Vo 75 0;

woT

1, Vo = 0.

sency, (z) =

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



2.2. Representacion de las funciones
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qa(z)

Figura 2.2. Funcion pulso triangular

La Figura 2.3/ muestra una representacion de la funcion senc,, (z) para wg = 2.

sencar ()

2<,

Figura 2.3. Representacion grafica de sence, ()

La funciones en el dominio continuo son ampliamente conocidas en los diferentes cursos
de analisis matematico, donde se establece que ellas estan completamente especificadas si
se conoce la llamada regla de asignacion junto a su dominio de validez. Un ejemplo de estas
funciones es

3, Ve < 0;
flx)=< 10—z, Y0<zx<15;
1, Yz > 15.

Note que la funcién expresada anteriormente no es continua en los puntos z = 0 y
x = 15, sin embargo, la funcién es definida en el dominio continuo debido al hecho que
z e R

2.2.2. Funciones en el dominio discreto

Debido a que el lector pudiera no estar familiarizado con las funciones en el dominio
discreto en el contexto de los cursos de anélisis matematico, seran presentadas unas defini-
ciones bésicas para luego explicar su significado. Adicionalmente, el lector deberia consultar
estos conceptos en (Oppenheim et all, 1997, Cap. 1) y en (Ziemer et al., 1993, Cap. 8).

Definicién 2.6 (Impulso unitario discreto). Denote como d[n] la funcion impulso

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



2.2. Representacion de las funciones

unitario definida en el dominio discreto y cuya expresion es

1, Vn =0;
d[n] = (2.1)
0, Vn#0

Una forma de representar la funcién impulso unitario discreta es mostrada en la Figura
2.4l

d[n]

—10 -8 =6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 m

Figura 2.4. Representacion de la funcion impulso unita-
rio discreto

Observacion 2.1. En general §(n—nq) es un impulso unitario discreto ubicado enn = ny,

es decir
1, Vn = no;
o[n —ngl =
0, Vn # ng.

Propiedad 2.1. Sea f[n] una funcion definida en el dominio discreto. Entonces
fIn]é[n — no] = fno]d[n — nol,

donde ng es un niumero entero en el cual se encuentra trasladado el impulso unitario
(Oppenheim et al., (1997, Cap. 1).

Definiciéon 2.7 (Escalén unitario discreto). Denote como u[n] la funcion escalon uni-
tario definida en el dominio discreto y cuya expresion matemdtica es

1, Vn > 0;
u[n] = (2.2)
0, Vn<O.

Suponga que se coloca una cantidad de dinero C, en una cuenta de ahorro de alguna
institucion financiera y cuyos intereses son abonado mensualmente. Si se considera el
presente mes como el mes cero y no es realizada ninguna operacién de retiro, la cantidad
de dinero ahorrado en esa institucion financiera al término de cada futuro mes, puede ser
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visto como una funcién definida en valores discretos de los meses dada por

0, Vn < 0;
Jn= (2.3)
C(1+1d)™, V¥Yn>0.

donde 7 representa la tasa de interés mensual.

Note que mediante el empleo de las ecuaciones (7?7) y (2.2), la Ecuacion (2.3) puede ser
expresada analiticamente como

flnl= > C(1+)f6n—kun], Vvn.

k=—o0

Basado en esta notacion, la funciéon escaléon unitario dada por la Ecuacion (2.2) puede
ser expresada como:

u[n] = Z(S(n — k), Vn.

k=0

Ahora considere el nimero de llamadas telefénicas diarias que son conectadas entre dos
centrales telefénicas. La Tabla [2.1l muestra los datos en millones de llamadas por dia, para
una semana tipica.

Tabla 2.1. Numero de llamadas, en millones, para una semana tipica

dia Do Lu Ma Mi Ju Vi Sa
14 10 20 30 30 50 40 20

Ademéas suponga como referencia del tiempo el dia lunes, es decir, el lunes es considerado
como n = 0.

De acuerdo a las consideraciones enunciadas anteriormente, los valores indicados en la
Tabla 2.1/ se pueden expresar mediante la siguiente funciéon en el dominio discreto

{[n] = 108[n+1]42056[n] +308[n— 1]+ 308[n — 2] + 505 [n — 3] +405[n — 4] +206[n—5]. (2.4)

El lector deberfa verificar que la funcion descrita por la Ecuacion (2.4) satisface los
datos de la Tabla 2.1.

2.3. Convolucion en el dominio continuo

Definiciéon 2.8 (Convolucién). En el dominio continuo, una convolucidon es una integral
que expresa la medida de “cubrimiento” o de "mezcla"de una funcion cuando es desplazada
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con relacion a otra funcion. En términos matemdticos la convolucion es definida como
oo
f@ <g@) = [ fogla - r)dr, Ve (25)
—0oQ

2.3.1. Propiedades

Las propiedades de la convolucién en el dominio continuo seran estudiadas por medio
de los siguientes teoremas:

Teorema 2.1 (Conmutatividad). Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas en el dominio
R, entonces

f(@) x g(x) = g(z) * f().

Demostraciéon. De la Definicion 2.8, se tiene
(o)

f@) < g) = | 1gla - r)dr (26)
—00

Haciendo el cambio de variable y = x — 7, se tiene que dy = —dr, lo cual permite
expresar el lado derecho de la Ecuacion (2.6) como

/_Oo f(r)g(x —)dr = /_oo flxz—y)g(y) (—dy) = /_OO f(z —y)g(y)dy. (2.7)

[e.e]

Como la ultima integral de la Ecuacion (2.7) puede ser operada en términos de la
variable muda 7, se tiene

|1t =niar = [~ gtn) @ -y

—00
]

Teorema 2.2 (Asociatividad). Sean f(z), g(x) y h(x) tres funciones definidas en el
dominio R, entonces

f(@) x g(x) * h(z) = [f(2) * g(@)] « h(z) = f(z) * [9(x) * h(z)].

Demostracion. EL lector puede verificar facilmente este teorema. m

Teorema 2.3 (Distributividad). Sean f(x), g(x) y h(z) tres funciones definidas en el
dominio R, entonces

f(@) « [g(x) + h(z)] = f(2) * g(x) + f(2) * h(z).

Demostracion. Empleando la definicién de convolucion, se tiene
f@) ¢ lo(a) + h@) = [~ $7)lg(o = ) + hier = 7)) (2.9
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Del lado derecho de la Ecuacion (2.8), se obtiene

[e.9]

/_oo () lg(e —7) + h(z —7)]dr = / [f(T)g(z —7) + f(T)h(x —7)] dr,

—00

la cual claramente queda expresada como
f@)+ o) + @) = [ F(hgta = ryir+ [~ frhGa -
La Ecuacién anterior demuestra el teorema. m

2.3.2. Un ejemplo
Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas por
f@)=ks-pi(z+3) vy g(@)=—kg pa(x—4), (2.9)

donde ky >0y ks > 0.

Para las funciones dadas, se tiene

k‘f A |T+3|<1,

flr) =
0 V| |r+3>1
y
—kg V |(x—T1)—4] <2,
oo —7) =
0 V|(z—1)—4]>2.
Otra manera de expresar las funciones f(7) y g(z — 7) es
ky V —d4<1 <=2,
flr) =
0 Vri<—A4ANT>=2
y
kg Vz—-6<7<2-2,
oo —7) =

0 Vr<z—-6AT>2-—2

La Figura [2.5 muestra una imagen “congelada” para el caso particular x = 3. Note que
el origen de coordenadas de la funciéon g(x — 7) se encuentra justo en z = 3 de la escala
de z representada en la parte inferior del grafico. El lector puede entonces imaginar lo que
ocurre con la funciéon g(x — 7) en distintas situaciones de x. Por ejemplo, cuando = < —2,
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x

Figura 2.5. Representacion de f(7) y g(z—7) parax = 3

el producto de ambas funciones se anula, asi como cuando x > 4. Sin mas predmbulos, sera
expresada la integral de convolucién para el caso particular que se esta estudiando.

T —kgkpdr = —kgky(z +2), V-2<z<0;
c(z) = f(x)x g(z) = [77 —kgksdr = —2kzky, VO<z <2 (2.10)

fxizﬁ _kgkde = k’gkf(l' - 4)7 V2 <z < 4;

\ 07 \V/J/'Z4

Una representacion grafica del resultado de la convolucién es mostrado en la Figura 2.6.
El lector podra verificar el resultado a través del area bajo la funcion producto g(7)f(z—7)
para los valores de x = —2, 0, 2y 4.

Un interesante ejercicio es la realizacion de la convolucion f(x)* f(x) * f(x), donde f(z)
estd dada por la Ecuacion (2.9). Otro interesante ejemplo es la convolucion de g4(x + 2)
con la funcién escalon unitario u(x), la cual es definida por

1, Vx>0

u(z) =
0, Vx<0.
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c(z) = f(x) * g(x)

—2k kg

Figura 2.6. Representacion grafica de c¢(z) = f(x) * g(z)
dada por la Ecuacion (2.10)

2.4. Convolucion en el dominio discreto

Definicién 2.9 (Convolucién discreta). En el dominio discreto, una convolucion es
una suma que representa la cantidad de “cubrimiento” de un funcion o secuencia discreta
cuando es desplazada con relacion a otra. En términos matemdticos la convolucion puede

ser definida como

flnl*gln) = Y fl@)g(n —q). (2.11)

g=—o00

Un explicaciéon basada en la discretizaciéon de la integral de convolucién es ampliamente
desarrollada por Papoulis (1980).

2.4.1. Propiedades

Las propiedades de la convolucién en el dominio discreto también seran estudiadas a
través de los siguientes teoremas:

Teorema 2.4 (Conmutatividad). Sean f[n] y g[n] dos funciones o secuencias discretas
definidas en el dominio Z, entonces

fIn]  gln] = gln] + fln].

Demostracion. De la Ecuacion (2.11) se tiene

fln) = gln) = > fl@)gln—q). (2.12)

g=—00

Haciendo el cambio de variable k = n — ¢, se obtiene

S f@etn—a)= 3 fon—kglk). (2.13)
k=0

g=—00
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Como operar la suma para variaciones de k desde oo hasta —oo, es equivalente a
realizarla desde -0co hasta oo, se puede expresar la Ecuacion (2.13)), como

o0

Y 9(k)f(n—k) = gn] * fn].

k=—00

Teorema 2.5 (Asociatividad). Sean f[n], g[n] y h[n] tres funciones discretas definidas
en el dominio Z, entonces

fln) + g[n] + hin] = [fln] * g[n]] « h[n] = f[n] * [g[n] + h[n]]

Demostraciéon. La demostracion de este teorema es dejada al lector. m

Teorema 2.6 (Distributividad). Sean f[n], g[n] y hin] tres funciones definidas en el

dominio Z, entonces
fIn] = [g[n] + h[n]] = fn] « g[n] + f[n] * h[n].

Demostraciéon. Empleando la definicion dada por la Ecuacion (2.11)), se obtiene

fin] = [gln] +hlnll = > (@) lg(n —q) + h(n - q)]

g=—00

fln] = [gln] + hlnl] = >~ fl@gn—a)+ > fl@)h(n—q),

q=—00 q=—00

lo cual demuestra el teorema. m

2.4.2. Un ejemplo

Sean f[n] y g[n] dos funciones en el dominio discreto representadas por

flnl = Sh__ 1 ké(n — k) Vn,
gln] = 5(:— 1)+d(n—2) Vn. (2.14)

De la Ecuacién (2.14), puede ser expresada la funcion f[n] como
fin]=—=0(n+1)+d(n—1)+20(n —2) +35(n—3)+46(n —4).

En consecuencia las funciones f(q) y g(n — ¢) son

flg)=-16(g+1)+6(g—1)+25(qg—2) +30(¢—3) +45(¢ —4) Vg,
gln—q)=0n—q—1)+dé(n—q—2) Vq.
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Para las funciones dadas, si se emplea la Ecuacion (2.11), entonces se obtiene

0, Vn < —1;
-1, Vn = 0;
-1, Vn =1;
1, Vn = 2;
c[n] = fln] * g[n] = 3, Vn = 3; (2.15)
9, Vn = 4;
7, Vn = 5;
4, Vn = 6;
0, Vn > 7.

Otra forma de expresar la Ecuacion (2.15) es empleando la notacion de impulso discreto
unitario, la cual est4 dada por

c[n] = =d[n] — d[n — 1] + d[n — 2] + 35[n — 3] + 5d[n — 4] + 7d[n — 5] + 46[n — 6], Vn.

Un ejemplo interesante para el lector es la convolucion f[n] x f[n] * f[n], donde su
representacion grafica puede ser 1til en el entendimiento de la convolucion en el dominio
discreto.
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Capitulo 3

Transformada de Laplace

Pierre Simon Laplace Leonhard Euler

Una sintesis de la teorfa de la transformada de Laplace, llamada asi en honor a Pierre
Simon Laplace?, es presentada en este escrito. Segtin lo reportado en la historia de las
matematicas, la transformada de Laplace fue introducida por Euler a través de su trabajo
intitulado De constructione aequationum, presentado ante la Academia de San Petersburgo
el 7 de febrero de 1737 y publicado en [1744. Es por esta razén que la transformada de
Laplace podria ser atribuida a Euler*. No obstante, de acuerdo a Baumer y Neubrander
(1994)), su actual definicion se debe al desarrollo que ha tenido debido a las contribuciones de
muchos matemaéticos tales como: Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Poisson, Cauchy, Abel,
Liouville, Boole, Riemann, Pincherle, Amaldi, Tricomi, Picard, Mellin, Borel, Heaviside,

Bateman, Titchmarsh, Bernstein, Doetsch, Widder entre muchos otros.

Su definicion desde el punto de vista de una funcién compleja, obliga al lector a repasar
los conceptos de integrales de lineas en el campo de la variable compleja, la cual debe ser
tratada tanto para las definiciones de transformada de Laplace unilateral como para su

definicion bilateral.

3Pierre Simon Laplace, nacio el 23 de marzo de 1749 en Beaumont-en-Auge, Normandy, Francia y falleci6
el 5 de marzo de 1827 en Paris.

4Leonhard Euler, nacio el 15 de abril de 1707 in Basel, Suiza y fallecio el 18 de septiembre de 1783 en
San Petersburgo, Rusia.

Los retratos fueron obtenidos de http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Indexes/Full _Alph.html
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El material presentado en este capitulo muestra un punto de vista general de la trans-
formada de Laplace, en donde se presentara una breve teoria de la transformada integral
lineal propuesta por (Churchill (197T).

El resto de este capitulo contiene: en la seccion [3.1 son presentadas algunas definiciones
basicas empleadas en el escrito. Un punto de vista general de la teoria de transformada
integral lineal es introducido en la seccién 3.2 demostrando algunas propiedades empleadas
en las transformadas integrales lineales. La definicion general de transformada de Laplace es
presentada en la seccién 3.3, con el objeto de estudiar posteriormente sus casos particulares
en la secciéon [3.5. Finalmente un enfoque desde la teoria de variable compleja es presentado
en la seccion 3.4 para el calculo de la transformada inversa de Laplace.

3.1. Definiciones preliminares

Definiciéon 3.1 (Funcidén seccionalmente continua). Se denomina una funcion seccio-
nalmente continua en el intervalo a < t < b (con a y b sin restricciones de signo), a aquella
funcion que estd definida por un nimero finito de subintervalos interiores al intervalo (a, b)
y las curvas que se encuentran en dichos subintervalos representan funciones continuas con
posibles puntos de discontinuidad de saltos finitos en los extremos de cada subintervalo.

Observacion 3.1. Las funciones seccionalmente continuas pueden o no estar definida en
los posibles puntos de discontinuidades.

Suponga que f(t) estd definida de modo general por la Ecuacion (3.1), donde las
funciones definidas en cada subintervalo son funciones continuas en el dominio definido
para cada uno, esto es

fat) V—-—oo<t<a,
fl(t) Va§t<T1,
f(t) =< fa(t) VT <t <13, (3.1)
f3(t) Vi, <t<b,
ft) Vb<t<oo.

La Figura 3.1l muestra un ejemplo de una funcién seccionalmente continua donde la
funcién no esta definida en los saltos de discontinuidades a excepcion en t = a.

Definiciéon 3.2 (Funcién de orden exponencial). Se dice que una funcion es de or-
den exponencial, denotdndola por O(e®), si es de orden exponencial cuando su variable
independiente, dendtese por t, tiende a menos infinito y cuando tiende a infinito.

Observacion 3.2. f(t) es de orden exponencial cuando t tiende a menos infinito, si el
producto de |f(t)| e~ estd acotado para un t < Ty.

Observacion 3.3. f(t) es de orden exponencial cuando t tiende a infinito, si el producto
de | f(t)|e=2 estd acotado para unt > Tj.
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I

Figura 3.1. Un e¢jemplo de una funcion seccionalmente
continua

De las observaciones anteriores se tiene que si una funcion f(¢) es de orden exponencial,
para una funcion f(t) dada por

. fl(t) Vt < 0,
) = { fa(t) vt > 0. (32)

entonces fi(t) es O(e*?) para t < —Ty < 0,y fa(t) es O(e*?!) para t > Ty > 0.

De la observaciones 3.2 y 3.3, se puede deducir facilmente que si la funcion f(t) dada por
la Ecuacion (3.2) es de orden exponencial, entonces | f1(t)| < Mje®! para t < —T}, donde
M y T son constantes no negativas. De igual modo puede concluirse que |fa(t)| < Moe®2t
para t > T5, donde My y T5 son también constantes no negativas. Tanto a1 como as no
tienen restricciones de signo.

3.2. Transformadas integrales lineales
La transformada integral lineal (TIL) de una funciéon f(¢) puede definirse como
b
FO) =T () = | FONObdt VA€ D, (3.3)
donde A es la variable independiente de F'(\) en el dominio transformado, D es el dominio
en el cual se garantiza la convergencia de la integral dada por la Ecuacion (3.3), y N(A,t)

es el llamado ntcleo de la TIL definida para cada caso. Este ultimo suele denotarse también
como K (A, t) del término inglés kernel (Churchill, 1971, Cap. 10).

3.2.1. Propiedades

A objeto de definir algunas propiedades generales de la TIL, se consideraran las siguien-
tes condiciones sobre el nicleo de la transformada definida como N (A, ).
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Condiciones del Ncleo

Condiciéon 3.1. El nicleo N(A,t) es una funcion derivable sobre el dominio t y tiene
derivada n-ésima con respecto a t

d"N(\,t)

= A"N(\t).
dtn A1)

Condicion 3.2. El nicleo N (A, t) es una funcion entera sobre el dominio \ y tiene derivada

n-ésima con respecto a A
d"N (A, t)

dxn

Condicion 3.3. El nicleo N(A,t) es una funcion tal que

= t"N(\t).

N\ t+a)=N\tN\ ),
donde o es una constante.

Condicion 3.4. El nicleo N(\,t) es una funcion tal que

N(A+ B,1) = N )N (B, 1),

donde 3 es una constante.

Condicion 3.5. El nicleo N(\,t) es una funcion tal que puede ser expresada como una

funcion del producto de M, esto es

N(At) = N(A-t).

Propiedades de la TIL

Las propiedades de la TIL seran estudiadas a través de los siguientes teoremas.

Teorema 3.1 (Linealidad). Sea fi(t) funciones con TIL dada por Fyp(\) = T [fi(t)]
VA € Dy, donde Dy, es la region de convergencia. Entonces

T [Zakfk(t)] = Zaka(A), VA e ﬂ Dy ,
=1 =1

k=1

donde ap son constantes para todo k.

Demostraciéon. De la Ecuacion (3.3)) se tiene

n b n n b
T [Z ar fr(t) :/ > arfu(t) N\, t)dt = / ar fk()N (A, t)dt = Z%Fk
k=1 @ @

k=1 k=1
donde a; son constantes para todo k.
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n
Note que la convergencia de cada TIL se cumple si A € [ Dy m
k=1

Teorema 3.2 (Traslacion en t). Sea f(t) una funcion tal que f(t) =0, Vt ¢ [a,b] y con
TIL dada por F(X) =T [f(t)], YA € D. Si la condicion|3.5 es satisfecha, entonces

Tf(t—To)] = N\ To)F(\), VYAeD

Demostracion. De acuerdo a la condicion de f(t) se tiene que
flt)=0, Vi<a VvV t>b

lo cual implica que
f(t—To):O, Vi<a+Ty V t>b+1Ty

Dado lo anterior y de la Ecuacion (3.3) se tiene

b+TyH

TUe-1= [ f- TN Ot (3.4)

a+Tp

debido a la traslacion de la funcion f(t — Tp).

Haciendo un cambio de variable, eso es, x = t — T}, se obtiene
b
T[ft—Ty)] = / f@)N\ z + Tp)dx.
Como la condicion 3.3 es satisfecha, N(\,x + Tp) = N (A, )N (A, Tp), entonces

b
Tf(t—Tp)] = N()\,Tg)/ F(@)N(\, z)dz = N(\, Ty)F(\) VA € D.

Teorema 3.3 (Cambio de escala). Sea f(t) una funcion tal que f(t) =0 Vt & [a,b]. Si
la TIL de la funcion f(t) estd dada por F(\) =T [f(t)] VA € D, entonces

Tf(ct)] = ’;F()\/c), VA/c e D,

donde ¢ es una constante diferente de cero.

Demostraciéon. Dada la condicion de f(t) se tiene que

f(t)=0 Vit<a vV t>b

De aqui se puede asegurar que f(ct) = 0 si:

i) parac>0,t<a/c V t>Db/c.
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ii) parac < 0,t <b/c V t>afc.

Empleando la Ecuacion (3.3), se tiene

[P fet)N(A t)dt Ve 0ANE D,

a/c

T [f(ct)] =
Sl PN )dt Ve <O0ANED.

Si se define una variable x = ct, entonces

LY f@)N(\a/c)de  e¢>0ANce D,
T[f(Ct)] = (3_5)
LY f@)N(\z/e)de ¢ <OANcED.

Dada la condicion 3.5, la Ecuacion (3.5) puede reexpresarse como

ff N\ ¢, z)dx ¢c>0AMNceD,
T[f(ct)] =
ff N(A/e,x)de  ¢<O0AANceD.

En consecuencia, ambas integrales dadas arriba convergen a F'(A/c) si A/c € D, lo cual

implica que

T[f(ct) = —F(\e) YA/ce D.

1
]
]

Teorema 3.4 (Traslaciéon en \). Sea f(t) funciones con TIL dada por F(X) =T [f(t)],
VA € D. Sila condicion 3.3 es satisfecha, entonces

T[N(c,t)f(t)] =F(A+¢) V(A +¢) e D.
Demostracion. De la Ecuacion (3.3), se obtiene
TN / FION(e, )N, )t (3.6)
Como las condiciones 3.3/ y 3.5l son satisfechas, se tiene
N(c,t)N(A,t) = N(c+ A\, t). (3.7)
Empleando la Ecuacion (3.7) en la Ecuacion (3.6), se obtiene
TN /f N{c+At)dt = FO +¢), ¥(A+¢) € D.
]

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



3.2. Transformadas integrales lineales 28

Teorema 3.5 (Convolucién). Sean f(t) y g(t) dos funciones definidas en t, las cuales
valen cero para t ¢ [a,b]. Si la TIL de f(t) estd dada por F(X) = T [f(t)] VA € Dy y la
TIL de f(t) estd definida por G(X) =T [g(t)], YA € Dy, entonces

T[f(t) * g(t)] = FNG(N), VA€ Dy D,

Demostraciéon. De la definicion de convolucion Breal (2004a)), se tiene

Tl gl = [ |7 st —ryir] wonpa (38)

=—00

Bajo el supuesto de convergencia de ambas integrales, puede ser reexpresada la Ecuacién
(3.8) como

THO )= [ 1) [/ab“g(tﬂm,t)dt] ir= [ iONOGOr

T=—00 +7 =—o0

La Ecuacion (3.9) puede ser escrita

o0

Tis@ o] = | [~ FoNOar| GO) = FONGO),

Como f(t) = 0 para todo t ¢ [a, b]

| s = [ AN )

y por tanto F(A) y G(\) existen para A € Dy N D,. m

Teorema 3.6 (Derivacion en t). Sea f(t) funciones con TIL dada por F(X) =T [f(t)],
YAeD. Si df(t) existe, entonces

[dJ;(t)} — FON O — AF(A) YA€ D. (3.10)

Demostraciéon. De la definicién de TIL, se tiene que

T[dz(ﬂ :/a df;(t) N bt

Aplicando el método de integracion por partes, se tiene

/ dZE)N(A t)dt = f(t)N()\,t)IZ—/bf(t))\N(%t)dta (3.11)

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



3.2. Transformadas integrales lineales

29

dada la condicion 3.1l Esto permite escribir la Ecuacion (3.11), como

T [d{zﬂ = FON B2 = AF(\) VA e D.

Teorema 3.7 (Derivada n-ésima en t). Sea f(t) funciones con TIL dada por F(\) =
T[ft)]YreD. Si %,St) existe, entonces

i [d"f(t)] IO

b

dtn dtn_]_ + (_A) F(A)?

b n—1
e [dkf @ nia )

k
Pt dt

a

VYA e D.

Demostracion. A objeto de demostrar el teorema, sera empleado el método de induccion.

Para el caso n = 2 de la Ecuacién [3.10, se tiene que para A € D

_ [de(t)} IO

" AT {df(t)] . (3.12)

dt? dt dt

a

Aplicando la Ecuacion (3.10) nuevamente en la Ecuacion (3.12)), se obtiene que

_ [dzf(t)} GRS

b

A SONOBL, = AR

a

dt? dt

De esta tltima expresion se tiene que

d? d
r[E] - 0

"y [f(t)N(A, t)|g] FAZF(N). (3.13)

a

Para el caso n = 3, se puede decir que para A € D

d? d? d?
T{ d{;gﬂ N dﬁgt)N(A’t) _U[ d];t)] (314

b

a

Sustituyendo la Ecuacion (3.13) en la Ecuacion (3.14), obtiene

Ef)] _ P ' df (t) ' ’
7 [ a3 ] T a2 N(A ) o AT [dtN()\’t) o AN +NFEN)|
la cual puede ser reexpresada como
dEf] _ ) N0 '
T [ T ] =S NOo| - [dtN(A,t) |+ A2 [f(t)N()\,t)|Z] AR
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De los casos n = 1,2 y 3, se puede proponer la hipétesis de induccién la cual seria para

el cason — 1,

b
+(=N)""TF(N). (3.15)

i [d"‘lf(t)] W)

b n—2
din—1 din—2 +) (=N [dkf(t)N()\at)

k
o« = dt

a

La tesis de induccién, es decir, el caso n, se puede probar aplicando una vez maés la

Ecuacion (3.10) al céalculo de la TIL de dr;{ét) , quedando que
df(B)] _ d () ’ "y ()
T [ T } = N(\t) ) —\T T (3.16)

Sustituyendo la Ecuacion (3.15) en la Ecuacion (3.16), se obtiene

dm dnfl
() - St

b

a

b

b n—2 k
+) (=N [ddj;gt)N(/\,t) + (=N)"TF(N)

a
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Reescribiendo esta dltima Ecuacion, se tiene

n n—1 b n—2 b
7| ] - S| - [ddtnﬁ“m,t) I
Sk | O *’ "
+ 3 [ i VO] | A,
la cual puede ser reagrupada como
af)] _ & N | ) " "
T |: dtn :| - dtn—l N(A’t) u + ;(_)\) dtk N()\vt) " + (_)\) F()\) )

VYaeD. m

Teorema 3.8 (Derivada n-ésima en \). Sea f(t) funciones con TIL dada por F(\) =
T[f(t)] YA € D. Sila condicion|3.2 se cumple para todo n, entonces

d"F(\)
A"

_ / " HONOLOdL YA€ D

Demostraciéon. Basado en la condicion 3.2l y derivando la Ecuacion (3.3) con respecto a
A se demuestra el teorema. ®

3.3. Transformada Bilateral de Laplace

En la seccion 3.1l se establecieron algunas definiciones basicas que deben cumplir las
funciones para que las mismas posean transformada bilateral de Laplace (TBL). En funcion
de eso se puede definir la TBL como

Fuuts) = Zin[5(0)] = [ " f()etdt, VseD, (3.17)

donde s = x + jy es la llamada frecuencia compleja, la cual debe pertenecer al denotado

S

dominio de convergencia D para garantizar la convergencia de la integral y e~ es el niicleo

de la TBL el cual cumple con las condiciones impuestas en la subseccion 3.2.1.

Note que el subindice II es empleado para distinguir la TBL de la transformada
unilateral derecha de Laplace (TUDL) y de la transformada unilateral izquierda de Laplace
(TUIL), las cuales seran definidas posteriormente.

Suponga que f(t) es seccionalmente continua y de orden exponencial, esto tltimo implica
que
F) < { Myet Vi< =T Aag >0,
- M26a2t Vit > T ANas <0,
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donde M, T1, My y T son constantes reales positivas.
De la definicién de TBL se puede establecer que

-1 T 00
i [f(@#)] :/ ft)e stdt + . f(t)e stdt + ft)e *'dt, ¥seD  (3.18)

oo - Ty

Observe que la convergencia de la TBL depende de las integrales f__il f(testdt y
fToj f(t)estdt, a las cuales se le estudiaran sus condiciones de convergencias.

Basado en el hecho de que la funcion f(t) es de orden exponencial, se puede establecer
que

-1 -1 =T
‘/ f(t)e‘“dt‘ g/ |f(t)e™*t] dt < Myel®r=2)t gt (3.19)

—00 —0o0

De la Ecuacion (3.19), tiene

Mlef(alfz)Tl Mle(alfx)T

-7
‘/ f(t)e_Stdt’ <—— lim ——. (3.20)

a1 — T——00 a1 — T
Analizando la Ecuacion (3.20), el valor del limite cuando T tiende a —oo converge si
a1 —x > 0, esto implica

Re [s] < oy (3.21)

Haciendo un analisis similar en la integral f;; f(t)e sdt, se tiene que

f(t)e stdt
Ts

< lim - : (3.22)

Myele2=2)T  pp, elo2—a)T?
T T—oo Qg — I oy — I

Como puede notarse facilmente, la integral converge si el limite de la Ecuacion (3.22)
converge, para lo cual as — x < 0, quedando

Re [s] > o (3.23)

En conclusion, la TBL existe si se cumplen simultaneamente las Ecuaciones (3.21) y
(3.23))), para esto
az < Re [s] < oy (3.24)

3.3.1. Analiticidad de la transformada bilateral de Laplace

Debido a que la convergencia de la TBL so6lo se garantiza si aa < Re [s] < a1, se
considerara el estudio de analiticidad de Fy;(s) en la region de convergencia.

Si la TBL es vista como una funcién de la variable compleja s = x4+ jy, para ser analitica
en esa region deberé satisfacer las condiciones necesarias y suficientes de Cauchy-Riemann
en cada punto de la region (Churchill y Brown, 1992, Cap. 2).
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De la definicién de TBL, se tiene
Fii(s) = ulz,y) + jo(z,y) = / F(H)e™ cos(yt)dt — j / (e sin(yt)dt  (3.25)

VYoo < Re [s] < ag.

De la Ecuacion (3.25), se obtiene que para as < Re [s] < oy

Qule) — [ tf(t)e " cos(yt)dt LAY = [ tf(t)e " sin(yt)dt

—00

(3.26)
%ﬁ/’y) =— ffooo tf(t)e  cos(yt)dt %@’y) =— ffooo tf(t)e “ sin(yt)dt

De la Ecuacion (3.26) se puede ver facilmente que las condiciones necesarias de Cauchy-

Riemann son satisfechas. En virtud de que en la regiéon de convergencia corresponde a

ag < Re [s] < a1, se garantiza la convergencia de las integrales. Por otra parte, debido a

que las derivadas parciales son continuas en la regiéon de convergencia, puede asegurarse

que Frr(s) es analitica para cada punto s € {z € C | a2 < Re [2] < a1} y su derivada
primera con respecto a s esta dada por

F oo
: fz;(s) — - / Lf(t)e~"dt, Vas < Re [s] < s

— 00

Observacion 3.4. La conclusion sobre la analiticidad de Frr(s) para cada s € {z € C |
az < Re [z] < a1}, permite asequrar que la funcion es analitica en esta region. Esto no
significa que Frr(s) pueda ser analitica en puntos s ¢ {z € C | aga < Re [z] < aq}.

Observacion 3.5. La integral f:oigl f(t)e=stdt converge para Re [s] < a1, es decir, de
existir algin o algunos puntos singulares o rama, existiran en la region Re [s] > a1. En
otras palabras, a la derecha de la region de convergencia D = {z € C | ag < Re [z] < a1}.

Observacion 3.6. La integral f;; f(t)e=stdt converge para Re [s] > ag, es decir, de existir
algin o algunos puntos singulares o rama, existiran en la region Re [s] < ag. Dicho de otra
manera, a la izquierda de la region de convergencia D = {z € C| ay < Re [z] < a1}.

3.3.2. Particularizaciéon de la transformada bilateral de Laplace

Una forma de ver la TBL es particularizando su definiciéon con relaciéon al origen de
coordenada del dominio. Desde este punto de vista se puede decir que la funcion f(t) es

() vi<o,
)= { Fot) VSO0, (3:27)

definida como

Note que la funcién puede o no estar definida en el origen.

Basado en esta definicion de la funcion f(t), se puede definir la transformada bilateral
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de Laplace como
i lf / fo(t)e stat +/ fr(t)e *tdt Yas < Re [s] < oy (3.28)
0

Al realizar un anélisis similar se obtiene la region de convergencia de la TBL. La Figura
3.2l muestra un ejemplo de una regiéon de convergencia, en donde se representa por medio
el simbolo una singularidad aislada.
del simbolo “4-” laridad aislad

Figura 3.2. Representacion de la region de convergencia

De igual forma la Figura muestra las regiones de convergencias de las integrales definidas
para el dominio de tiempo positivo y negativo. Note que en la franja definida por los
puntos s dada por as < Re [s] < ag no existen singularidades y corresponde a la region de
convergencia de la funcion f(¢) definida por la Ecuacion (3.27).

Ejemplo 3. Si f(t) = —e™u(—t), donde o es una cantidad compleja y u(t) es la funcion
escalon unitario [Bred (2004b), entonces

Zir [—eu(-t)] = ! VRe [s] < Re [a]

s—«
Solucién 3.1. Aplicando la definicion dada por la Ecuacion (3.28)), se tiene

o 0
g[[[ e ll( t)] :/ _6atu(—t)68tdt:—/ ef(sfa)tdt

— 00 —0o0

Calculando la primitiva, se obtiene

—(s—a)T
Zn[eu(tﬂzlfﬁme :1,

s —« T——0c0 S—« s —«

si Re [s —a] <0, lo cual implica que Re [s] < Re [o].

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



3.4. Transformada Inversa de Laplace

35

Ejemplo 4. Si f(t) = e®tu(t), donde o es una cantidad compleja, entonces

L1 [e*u(t)] = ! VRe [s] > Re [a].

s —«

Solucién 3.2. Aplicando nuevamente la definicion dada por la Ecuacion (3.28), se obtiene

Zir (o) = [

—00

oo

eo‘tu(t)e_‘gtdt:/ e~ (=t gy,
0

Por cdlculo de la primitiva, se obtiene

1
Zir [e*u(t)] = — lim = ,
si Re [s —a] > 0, lo cual implica que Re [s] > Re [o].

El lector deberia dibujar en el plano s las transformadas estudiadas a objeto de observar
las semejanzas y diferencias en los ejemplos. Adicionalmente, el lector deberia determinar
los elementos que definen completamente la TBL de una funcién.

3.4. Transformada Inversa de Laplace

En esta seccién seré deducida la férmula de la transformada inversa de Laplace, basada
en la definicion de la féormula integral de Cauchy para ambos casos, es decir, para la
funcion f(t) en su dominio positivo y en su dominio negativo. Estos casos estan claramente
determinados de acuerdo a la region de convergencia, los cuales fueron destacados en la
observaciones 3.5 y [3.6.

3.4.1. Foérmula integral de inversion derecha de Laplace

Sea el contorno cg4 orientado en sentido positivo con relaciéon al origen de coordenadas
descrito por la porcion arco circular ¢, de radio R que une los puntos v — jB y v + j0
y el segmento que une también los puntos antes mencionados. La Figura 7?7 muestra el
contorno descrito y sobre él se encuentra un punto z. Adicionalmente dentro de la region
estd definido un punto interior s, en la cual esté definida una funcion analitica F'(z) en la
region Re [z] > a.

Por otra parte la funciéon F'(z) cumple con la siguiente condiciéon

Condicién 3.6 (Orden z™"). Sea F(z) una funcion analitica en la region Re [z] > a y
de orden O (z7"), es decir, |F(z)] <M z=", donde M es el mddulo mdzimo de la funcion
en el dominio dado por Re [z] > a.
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+p1

Pk

+p2

j%i? NN

Figura 3.3. Region de convergencia y contorno de in-
tegracion para la funcion de dominio de ¢
positivo

De acuerdo a la formula integral de Cauchy (Churchill y Brown, 1992, Cap. 4), se puede
expresar F'(s) como

1 F 1 F 1 (1P
:,/ (Z)dz:,— (Z)dz—l—,/ ﬁdz
Jj2m J., z—s Jjem J., z—s J2T Jyyjg Z— S
Si la Ecuacion (3.29) es estudiada cuando R tiende a infinito, se tiene que

F
/ (2) dz — 0,

F(s)

(3.29)

Z—S

debido a que

m+tan~ " (8/7)
lim / @dz = lim / Mdz
R—o0 cr 28 R—o0 —m+tan—1(—=83/7) zZ—S8 VR it
y
m+tan~'(8/7) g F(R &i°
lim / ﬁdz < lim % (27 + 2tan™" (8/7)] R
R—oo | _ritan=1(—g/y) # — S 2—R eif Rooo | R €7 —s
entonces () ( ,9)
; F(z , F(R ¢ 1
nglgo /CT stz‘ SRIEI;o’ReJﬂs (27 + 2tan~" (8/7)] R, (3.30)

donde v es negativo.

Bajo el supuesto dado por la condicion 3.6/ y que |z — s| > ||z| — |s]], se tiene que

M

F(R &%)
Rel —s
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Empleando la Ecuaciéon (3.31) en la Ecuacion (3.30), se obtiene que el valor limite
converge claramente a cero. Este hecho permite afirmar que

1 7-ib | 1 i
F(s) = lim — / (2) dz = — / (2) dz VRe [z] > « (3.32)
B—o0 J2T Jytjp 2 — S 327 Jy—joo 85— 2

Si F(s) = .Z[f.(t)], entonces fy(t) = £ ! [F(s)], lo cual permite escribir la Ecuacién
(3.32))) como

ﬁwzglbéfﬁmfgwyné/fmF@X1LiJ“VMk“a
Y—joo Y—Jjo©
(3.33)

Aplicando el resultado obtenido en el ejemplo 4 a la Ecuacion (3.33)), se tiene

t) = V+jOOF “u(t)dz VR
Fo0) = [P VR [2]> o

Cambiando la variable z por s, se obtiene que la transformada inversa de Laplace para
la parte de dominio positivo es definida por

+joo
f+(t) ! /V ’ F(s)es'ds-u(t), VRe [s] >« (3.34)
g

- ]27T —joo

3.4.2. Foérmula integral de inversion izquierda de Laplace

Para el caso Re [z] < a, se tiene que el contorno de integracion cg es dado por la porcion
de circunferencia ¢, que une los puntos v+ j6 v v — j3, y por el segmento que va desde el
punto v — j3 al punto v + j3. La Figura 3.4 muestra un ejemplo de un funciéon F(z) con
singularidades a la izquierda de la region de convergencia Re [z] < a.

D .

+p]
+P;€/

oS

+ph
+ph

N

Figura 3.4. Region de convergencia y contorno de in-
tegracion para la funcion de dominio de ¢
negativo

=2
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Al igual que el caso anterior, la funciéon F'(z) cumple con la siguiente condicion:

Condicién 3.7 (Orden z7"). Sea F(z) una funcion analitica en la region Re [z] < a y
de orden O (z™"), es decir, |[F(z)| < M z™", donde M es el mddulo mdzimo de la funcion

en el dominio dado por Re [z] < a.

Note que la condicién [3.7 también es satisfecha para el caso que esta siendo estudiado.

Empleando nuevamente la férmula integral de Cauchy se obtiene que

Poym L [Ty L[, L

T ) s T e ) s ), s

dz (3.35)

Estudiando la integral sobre ¢, cuando R — oo, se tiene que

tan=1(6/7)
l{m / FG) oyl = i / PGy,
R—o0 e B8 R—o0 tan—1(—8/~) zZ—S8 LR eif
Y LB/7)
tan~'(3/7) p F Jo
lim / (2) 4, < lfm '(Ree) [2tan™" (3/7)] R,
R—o00 tanfl(—ﬁ/’y) zZ— S8 LR i R—oo | R eIV — s
entonces ( ) ( 49)
) F(z ., | F(Reé€ —1
din | [ e Séﬁﬁo‘wv_s [2tan™ (5/)] R,

donde de acuerdo a la Figura 7?7, v es positivo, sin que este hecho limite el estudio. Por
otra parte, dado que la condicién 3.7 es satisfecha, se puede afirmar que

lim
R—o0

F(z) .M 1 -
/cr dz' < lim R " [Qtan 1(5/7)] R,

zZ— 8 ~ R—oo

lo cual implica que

F
lfm (). —o
R—oo J. Z2— 5§
De esta forma puede ser asegurado que
1 v+iB
F(s) = lim / ﬁdz VRe [z] < a (3.36)
f—o0 J2m )y _jg Z— S

Empleando el operador de transformada inversa a la Ecuacion (3.306),

f_(t)—.iﬂ_l[ L /;HOO d (Z)dz} L /;JFJ'OOF(z).Z_l [_j d:  (3.37)

or ) 2 T e | -

VRe [7] < a.
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Ahora aplicando el resultado del ejemplo 3 en la Ecuacion (3.37) se obtiene

Fo(t) = — /w+ﬁ”px@;f—1[“1}cu _ LT ety
Y

o —joo §—z J2T Jy—joo

VRe [z] < a. donde la expresion de f_(t) puede ser definida en término de s, quedando

+joo
£ 1/7 F(s)etdz u(—t) YRe [s] < a (3.38)
ol

B ]2777 —joo

3.4.3. Fo6rmula de Inversion

En general la funcion F(s) que representa la transformada de Laplace, puede estar
definida por un conjunto denso de puntos no analiticos. No obstante, en muchas aplicaciones
de la ingenieria, la funcion F(s) puede dejar de ser analitica en puntos aislados, los cuales
son comunmente llamados singularidades aisladas o simplemente polos. En este punto seran
tratado este tipo de casos, en donde la funcion F(s), de tener puntos no analiticos, son
aislados.

7—47'/3}

Figura 3.5. Contorno de integracion ¢, y c..

La Figura 3.5/ de la pédgina 39 muestra los contornos de integracién empleados para la
determinacién de la transformada inversa de Laplace via teorema de residuos y polos.

Lema 3.1. Sea la porcion de circunferencia ¢, que une los puntos v+ j8 y v — jB, de
radio R y orientado en sentido positivo con relacion a la region interna y sea c,. el resto de
la circunferencia que une los puntos v — jB y v+ jB, de radio R y orientado en sentido
positivo con relacion a la region interna. Si la funcion F(s) es analitica sobre el contorno
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¢ ych., yes de orden O(s™™) Vn > 1, entonces

lim F(s)e'ds =0 y lim F()Stds:(),

R—oo cr R—oo
donde s = R .

Demostraciéon. Suponga primero que ¢, es el contorno dado por la Figura [3.5/y que F(s)
es analitica sobre el contorno ¢, y es de orden O(s™"), es decir, |F'(z)] < M z=", donde M
es el modulo maximo de la funcién sobre el contorno de integracién.

/ F(s)e®lds

debidoaques:Rej9,0<00<gy%ﬂ<01<27r.

VRe [s] > a,

= lim
R—o00

lim
R—o00

01 ] ) ]
F(R /%)elt g (R 639>
o

De aqui se tiene que

o 0\ R eif i M| [ g oo 0
lim F(R ¢i%)e ”d(Reﬂ) < lim / ‘e etd(ReJ)’,
R—o0 0o R—oo | R™ o
Y 0 0
lim |4 /1’63 tg (R eje)‘ = lim M/ LR cosi g
R—oo | R™ o R—oo R™ 6o ’
entonces
lfm / F(R )¢l €7ty (R eﬁ) < lim / etR cos0p g,
R—co | Jg, R—oo R™ 6o
Note que cuando R — oo, 0y — 5 y 1 — 5. Esto permite afirmar que
M o 37 /2
lim — / et cosOR. dp = dim / ettt cosfp (3.39)
R—oo R™ 0o R—oo Rn—1 /2

Si se aplica el cambio de variable ¢ = 6 — /2, el lado derecho de la Ecuacion (3.39) es

transformado en

M 32 M [T .
1 tR cos@da i / —tR smd)d ) 3.40
ATt ), € B BT g ¢ # (3.40)

Como sin¢ > 2¢/m para 0 < ¢ < m/2, entonces por transitividad y empleando la
Ecuacion (3.40) se obtiene que

lim
R—o00

oM w/2
F(s)e®tds| < lim Rnl/ et 2/ qg,
0

R—o0 R—o0

M [T R sing
nl/o Sinéde < lim
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lo cual implica,

< afm AT my oy

lim
R—oo R™ ¢

R—o00

/ F(s)e®'ds

debido a que la integral de linea sobre el contorno c¢, es definida para ¢t > 0.

De aqui se concluye que
lim F(s)e®'ds =0
R—oo cr
Haciendo un analisis similar para el contorno ¢, descrito en la Figura [3.5, se obtiene
que

lim F(s)es'ds =0

R—o0 c.

Teorema 3.9. Sea F(s) la transformada bilateral de Laplace de una funcion f(t), definida
para una region de convergencia dada por ca < Re [s] < a1 y con singularidades aisladas a
ambos lados de su region de convergencia. Entonces la transformada inversa de Laplace de
F(s) estd dada por

k
ft)y =27 [F(s)] = Z Res [F(s)e™]

donde p; son las singularidades o polos que estan ubicados a la izquierda de la region de
convergencia y p; son las singularidades que estdn a la derecha de la region de convergencia.

Demostracion. Dado que la funcién F'(s) puede tener singularidades aisladas a la derecha
e izquierda de la regiéon de convergencia, se analizarda por separado la contribucién de los
polos en la expresion de la funcion f(t). Para esto seran distinguidos dos casos:

Caso 1: Contribucién de las singularidades a la izquierda de la regiéon de convergencia.

Al emplear la observacion 3.6 de la péagina |33, se puede afirmar que los polos ubicados
a la izquierda contribuirdn en la definicién de la funcion f(t) en el dominio del tiempo
positivo. Este hecho unido a la expresion de la formula de transformada inversa dada por
la Ecuacion (3.34), permite establecer que al calcular la integral de linea sobre el contorno
¢ y sobre el segmento que une los puntos v — j3 y v + j03, se tiene

u(t)  (3.42)

7

m [ L T F(s)etds + / T F(s)estds] u(t) = 2; Res [F(s)e]|

—iB

debido al teorema de Residuos y Polos (Churchill y Brown, 1992, Cap. 6).

Al aplicar el lema 3.1, se tiene que la integral sobre ¢, converge a cero cuando R — oo,

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



3.5. Transformada unilateral de Laplace

quedando entonces la Ecuacion (3.42)

1 ’Y+jOOF std : R F st
o . (s)e s-u()—; es [F(s)e ]pi u(t)
En consecuencia,
k
f+(t) = Res [F(s)e™]| u(t) (3.43)
i=1

Caso 2: Contribucion de las singularidades a la derecha de la regién de convergencia.

De la observacion 3.5, se tiene que los polos localizados a la derecha de la regién de
convergencia definen la parte de la funcién f(¢) en el dominio negativo de ¢. Si se calcula
la integral de linea sobre el contorno ¢, y sobre el segmento que une los puntos v + j3 y
v — 70 de forma tal que los polos estén en el interior de la regién, se tiene

Y—iB
/ F(s)e®lds +/ F(s)e“ds] (—t) = Z Res [F(s)e™]

v+iB cr

Empleando el lema 3.1, la integral sobre ¢]. converge a cero cuando R — oo. De esta
forma, la Ecuacion (3.44) puede expresarse como

1/Hﬂ<>fd<>kzl [F(s)e]|, u(~)
—_— F(s)e®'ds-u(—t) = Res [F(s)e®*|| , u(—t
j2m Y+iB i=1 P
Debido a la Ecuacion (3.38),
k/
f—(t)=— Z Res [F(s)e™] . u(—t) (3.45)
i=1

Sumando las contribuciones dadas por las ecuaciones (3.43)) y (3.45) se obtiene la
Ecuacion (3.41)). m

3.5. Transformada unilateral de Laplace

En esta seccion seran presentadas las dos definiciones de transformada de Laplace, siendo
la mas ampliamente conocida la transformada unilateral derecha de Laplace, o simplemente
denominada transformada de Laplace. Claro esta, la aplicacién de una u otra definiciéon
dependeré de las necesidades y de la funcién en tiempo continuo a transformar.
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3.5.1. Transformada unilateral derecha de Laplace

La TUDL la cual sera representada por medio del subindice IT, se define como
[o¢]
Fri(s) =%+ [f(t)] = f(t)e stdt VRe [s] > a, (3.46)
o0—
donde la funcién f(t) es de orden exponencial, es decir, |f(t)| < Me® para t > T y tanto
M como T son constantes reales positivas y, « sin condiciones sobre su signo.

Note que los eventuales puntos singulares deberan estar ubicados a la izquierda de la
region de convergencia Re [s] > a.

Propiedades

Basado en el estudio realizado de la TIL, al particularizar sus propiedades, se puede
probar facilmente las propiedades que se enumeran a continuacion:

Sea F(s) = Z[f(t)] YRe [s] > ay Fi(s) = L [fx(t)], VRe [s] > ap VkE = 1,...,n,

entonces

= Linealidad
<z [Z akfk(t)] = Zaka(s), VRe [s] > méx[ai, ag, ..., o],
k=1 k=1

donde a; son constantes para todo k.

= Traslacién en t

ZLft —Ty)] = F(s)e *T0, VYRe [s] >
= Cambio de escala 1
e

Z[f(et)] F(s/c), VRels/c] >«

= Traslacién en s
L [f(t)e™] = F(s —s9), VRe [s—so] >«

= Convolucion

Zf1(t) * f2(t)] = Fi(s) - Fa(s), VRe [s] > max|aq, as]

= Derivacién en ¢t
d

Z [dtf(t)} =sF(s)— f(07), VRe|[s] >«
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s Derivada n-ésima en t

<z [dn f(t)} =s"F(s) — Zs"*kfm(of), VRe [s] > a,

dtn
k=1
k
donde f(0~) = dd{,gt) ’t:of
= Derivada n-ésima en s
dn
Zf(t) = (—1)”ﬁF(s), VRe [s] > «

= Integracion en ¢

gU;f<T)dT]—g[f(t)*u(t)]—F . WRe[s] > a,

dado que

L) = é WRe [s] > 0

Dos importantes libros textos que pueden coadyuvar al estudio de la transformada de
Laplace son los textos escritos por (Ziemer et al, 1993, Cap. 5) y por (Oppenheim et al.
1997, Cap. 9).

El lector deberia verificar las transformadas de Laplace de las funciones elementales que
puede obtener del libro texto escrito por (Oppenheim et al, 1997, Cap. 9).

3.5.2. Algunos teoremas en la TUDL

Una de las aplicaciones de la transformada de Laplace es el célculo de los valores iniciales
y finales de la funcion f(t). En este punto seran enunciados y demostrados dos importantes
teoremas, llamados teorema de valor inicial y teorema de valor final.

Teorema 3.10 (Teorema de valor inicial). Sea F(s) = Z[f(t)] para todo s tal que
Re [s] > a. Si la funcion f(t) es continua para todo t > 0 y eventualmente tiene una
discontinuidad de salto finito en t =0, entonces

f(07) = lim sF(s)

S§—00

Demostraciéon. De la propiedad de derivaciéon se puede afirmar

< [if <t>} = / ) d{ff)e“dt = sF(s) = f(07) ¥Re[s] > a (3.47)
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La Ecuacion (3.47) puede ser expresada como

Por medio de la teoria de distribucion Brea (2004b), el valor de la integral

ot
| ear = (50%) - 507

dado que puede existir una discontinuidad finita de la funcion f(¢) en ¢t = 0.
Por otra parte, cuando s — oo, se tiene

lim / @e_“dt =0
0

s—00 [o+ dt

Aplicando estos hechos a la Ecuacion (3.48)), se obtiene que

F(OT) = £(07) = lim sF(s) — £(07),

§—00

lo cual implica
f(07) = lim sF(s)

S§—00

Teorema 3.11 (Teorema de valor final). Sea F(s) = Z[f(t)] para todo s tal que

Re [s] > a.. Entonces
lim f(T) = lim sF(s)

T—o00 s—0

Demostraciéon. Empleando la propiedad de derivacion se tiene

T
Tlgréo / d];it)e_“dt =sF(s)— f(07) VRe [s] >«

Al hacer tender s a cero de la Ecuacion anterior, se obtiene

T df(t) Tdf(t)

(3.48)

lim et dE = lim Tdt = lim [f(T) — f(O_)} = lim sF(s) — f(07)

s—0 [o- dt T—oo Jo— t T—o0 s—0
T—o0

Lo que implica

lim f(T) = h’r% sF(s)

T—o0
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3.5.3. Transformada unilateral izquierda de Laplace

La TUIL, y ella es simbolizada por el subindice 1™, es definida como
0
Fio() =2 [f0) = [ feat vRe[s] <o

donde la funcién f(t) es de orden exponencial, es decir, |f(t)| < Me® para t < T y tanto
M como T son constantes reales positivas y, « sin condiciones sobre su signo.

No obstante, el empleo de esta transformada en el campo de la ingenieria eléctrica
tiene aplicaciones limitadas, por cuanto los sistemas eléctricos son sistema causales y ellos
conllevan al estudio de las respuestas del sistema durante o después de la excitacion del
sistema, a objeto de estudiar su desempeno en instantes de tiempo futuro (Oppenheim et
al., 1997, Cap. 1).

Es por esta razon que no sera profundizado su estudio en este curso. Sin embargo, el
lector podria demostrar algunas propiedades a fin de profundizar la teoria general de la
transformada de Laplace.

3.6. Ejemplos de transformadas

En esta seccion se ilustraran la definicién y las propiedades de la transformada de
Laplace, a los efectos de aplicar algunas propiedades estudiadas en este capitulo.

Ejemplo 5. Hallar la transformada de Laplace del impulso unitario.

Soluciéon 3.3. Por definicion 3.17 de la pdgina |31,
FH(S) =% [(5(t)] = / (5(t)efstdt =1Vs

FEste resultado permite afirmar que L1 [0(t)] es entera.
Ejemplo 6. Hallar la transformada de Laplace de la funcion escalon unitaria.

Solucién 3.4. Por definicion de la funcion escaldn unitario u(t) se tiene

1 t>0,
u(t)_{ 0 t<0

Empleando la definicion de TBL (Ecuacion (3.17)) se tiene

L )] = L [ut)] = / T ut)etdt = / "

—00 -
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quedando
R —st |0 1 —sR
L+ [u(t)] = lim e Stdt = lim =~ — lim
R—oo Jo R—oco 8 R S R—oo S
Ahora
€_SR
lim =0,
R—oo S

e~ SR
S

st el valor absoluto de converge a cero, es decir,

—sR
e TR 1

S

= lim e
R—o00

lim
R—o00

|1 1
3 p

= lim |e —sB|
R—o0

= lim }e
R—oo

=0,

S

con lo cual debe cumplirse que x > 0, lo que significa que Re [s] > 0.

En conclusion

Ly [u()] = Fya(s) = % VRe [s] > 0

Ejemplo 7. Sea la funcion exponencial dada por
f(t) = e ™u(t).

Hallar la transformada de Laplace de f(t).

Solucién 3.5. Empleando la definicion nuevamente se tiene que

L) = L[] = [ etune = [~ eete

oo -
la cual puede ser formalmente expresada como

0
R e—(s+a)t

1
Fri(s) = lim e (Ttgt = lim = ,
R—o00 Jg R>oo s+a s+a
siempre y cuando
67(5+a)R
lim — =0,
R—oo S+a
lo cual puede ser garantizado si
—(s+a)R
lim || = m o=+ Lo g eRelrar| L g
R—oo| S+a R—oo s+a R—oo s+a
cuando Re [s +a] > 0.
En definitiva
1
F = —— VR > —Ri
1+(5) = —— WRe[s] > —Re [g

Este resultado puede ser obtenido aplicando la propiedad de traslacion en s, es decir,
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aplicando
L [f(t)e™] = F(s —s9) VRe [s — so] > o

donde f(t) = u(t) y so = —a. Dado que

L) = % WRe [s] > 0,

se tiene que

L+ [e”u(t)] = % VRe [s+a] >0
s+«
Zr [etu(n)] = - i ~ VRe [s] > ~Re [d

Note que a puede ser una cantidad compleja.

Ejemplo 8. Determine la transformada de Laplace de

f(t) = cos(wt)u(t)
Solucién 3.6. Por la definicion de cos(wt) se tiene que

ejwt + e—jwt

cos(wt) = 5

De esta forma se puede expresar f(t) como

() = %ej“’tu(t) + %e*jwtu(t)

Aplicando el resultado del Ejemplo 7 y la propiedad de linealidad se tiene que
1 jwt 1 —jwt
L+ [f(t)] = §.§fl+ [6] u(t)} + §$1+ [6 J u(t)] ,

quedando

L Lf(B)] = % (S _1jw + Sjj@) V{Re [s — jw] > 0} N {Re [s + ju] > 0}

En consecuencia se tiene que

s
§2 4 w?

L+ [f(1)] VRe [s] >0

Ejemplo 9. Determine la transformada de Laplace de
f(t) = e " cos(wt)u(t)

Soluciéon 3.7. Aplicando la propiedad de traslacion en frecuencia compleja y el resultado
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del Ejemplo 8, se tiene que

S

L+ [f(t)] = L+ [cos(wh)u(t)]],p, = 212 . VRe [s+7] >0
De esta forma se tiene que
s+
Z t) = —— VR > —
O] = s YRe b >

3.7. Ejemplos de transformadas inversas

En esta seccion, sera ilustrada la férmula de inversion desarrollada en la Seccion [3.4.3|
la cual esta particularizada para el caso en donde los polos de la transformada de Laplace,
estan representado por singularidades aisladas.

Ejemplo 10. Hallar la expresion en tiempo de la transformada de Laplace
1
F(s)=- VYRe|[s] >0
S

Solucién 3.8. De la formula de inversion (3.41) de la pdgina {1, se tiene que

~u(t)

s p1=0

S

L [F(s)] = ZI; Res [16“]

“u(t) = Res {16“]

pi

Dado que (véase Teorema ?? en pdgina 77?)

1
Res [e“]

S

= 1’
p1=0

se tiene que

LHF(s)] = u(1)
Ejemplo 11. Sea F(s) la transformada de Laplace dada por

1

Determine la transformada inversa de Laplace.

Solucién 3.9. Claramente se ve que s> —s5—6 = (s +2) (s — 3), lo cual implica que el polo
p1 = —2 estd ubicado a la izquierda de la region de convergencia, mientras el polo p; = 3
se encuentra a la derecha de la region. Este hecho permite establecer que la funcion f(t)
correspondiente puede ser calculada aplicando la Ecuacion (3.41), quedando

1

f(t) = Res |:82_8_6€8t:| 1

-u(t) — Res [MeSt] cu(—t).

p1=3

p1=—2
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En consecuencia,

f(t) = lim

s——2

[ (s+2)

y cuyo valor de convergencia es

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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Capitulo 4

Transformada de Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier

La transformada de Fourier, llamada asi en honor a Jean Baptiste Joseph Fourier! y

a su contribucién en la denominada serie de Fourier, ha tenido un importante lugar en el
analisis de las senales tanto en el dominio continuo como en el discreto. Sin embargo, es
importante sefialar que uno de los pioneros en el anélisis de fenémenos oscilatorios a través
de lo que hoy se conoce como series de Fourier fue Euler con sus trabajos Euler, Leonhard
(1749) y Euler, Leonhard| (1750).

El material presentado en este capitulo muestra un punto de vista de la transformada de
Fourier en el dominio continuo, analizando la transformada de Fourier de funciones reales
y su eventual vinculacion con la transformada bilateral de Laplace Brea (2004c).

El resto del capitulo contiene: definiciones béasicas de la transformada de Fourier en la
seccion [4.1. En la seccidn 4.2 son presentadas algunas de las propiedades més importantes
de la transformada de Fourier. Una breve introduccion a algunas transformadas de Fourier
de funciones especiales son desarrolladas en la seccion 4.3. En la secciéon 4.4 se estudia la
transformada inversa de Fourier y se incluyen ejemplos para ilustrar el método de calculo de
transformada inversa. Una breve discusion de la eventual relaciéon entre las transformadas

1Jean Baptiste Joseph Fourier, nacié el 21 de marzo de 1768 en Auxerre, Bourgogne, Francia
y falleci6 el 16 de mayo de 1830 en Parfs. El retrato fue obtenido de http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/history/Indexes/Full _Alph.html
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de Laplace y Fourier es tratada en la seccién ?77. Finalmente, el la Secciéon [4.6 se estudiara
la transformada de Fourier de funciones periédicas, siendo este tltimo concepto de gran
utilidad para la determinacién de las llamada series de Fourier, la cual sera tratada en el
Capitulo ?7.

4.1. Definiciones

La transformada de Fourier (TF) puede verse como un caso particular de la transfor-
mada integral lineal (TIL) ampliamente presentada por Brea (2004c), la cual puede ser
introducida por medio de la siguiente definicién. No obstante, existe un enfoque que parte
de la definicion de series de Fourier, en donde algunos autores desarrollan su definiciéon
a través de un proceso de limite de la serie de Fourier para establecer la definicion de
transformada de Fourier.

Definicion 4.1. Sea f una funcion real definida en el dominio continuo, digase f(t)
definida en el dominio t, la TF se define como

Zf(t) = Flw) = /_OO FO)e bt ¥ — 00 < w < 00 (4.1)

De la definicién anterior puede notarse que si f(t) es una funciéon real, F'(w) puede ser
definida claramente por

F(w) = R(w) + j X (w / f(t) cos(wt)dt — j/ f(t) sin(wt)dt (4.2)

Adicionalmente, la funcién F'(w) es usualmente representada por medio de su espectro
de magnitud o amplitud, denotado por A(w), y su denominado espectro de fase, el cual
es denotado por ®(w) en virtud de que usualmente se define como su argumento Papoulis
(1962). De esta forma la funcién F'(w) es usualmente definida como

F(w) = A(w)e?®®),

donde:

Aw) = [F(w)| = +VR (W) + X2 (w),

®(w) es dada por su argumento para todo w # 0, como

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



4.1. Definiciones

53

( —7/2+ 7 sgn(w) si Rw) =0A X(w) >0,
/24 m- sgn(w) si Rlw) =0A X(w) <0,
B(w) = tan~! % —2m-u(—w) st R(w) >0A X (w) >0,
tan~! % + 27 - u(w) si R(w) >0A X(w) <0,
tan~! % + - sgn(w) si R(w) < 0.

Note que u(z) es la funcion escaléon unitario en el dominio x.

Sin embargo, la funcién F'(w) puede estar definida en términos mas generales como
F(w) = A(w)el[®@)tsen (w)2k]
donde k =0,4+1,+£2,...

Observacion 4.1 (Determinacion de ®(w)). Debe tomarse como regla general para la
determinacion del argumento ®(w) el signo de w, en virtud de que cuando w > 0 se supondrd
que la determinacion del dngulo o argumento de la cantidad compleja F(w) debe hacerse en
sentido antihorario. Mientras que si w < 0 se supondrd que la determinacion del argumento
de la cantidad compleja F(w) debe hacerse en sentido horario.

Observacion 4.2. Note que cuando w = 0, R(w)|,_o = [*o f(t)dt y X(w)|,_o =0, es
decir, F(w) = R(w) para w = 0.

Observacion 4.3 (Argumento cuando w = 0). En el caso que w sea igual a cero la fase
de la transformada de Fourier es definida como

_J o siF(0)>o0,
2(0) = { 3 siF(0)<o0.

No obstante, los valores limites para el caso F(0) < 0 estdn dados por

lfm @ - lfm ®(w — €) = —.
i (wte)=7m y i (w—e¢) 7r

Observacion 4.4. La definicion de TF puede ademds ser establecida de manera general
para funciones complejas. Sin embargo, en este escrito serd supuesto que las funciones son
reales.

Definicion 4.2 (Transformada inversa de Fourier). La conocida féormula de inversion
o formula de transformada inversa de Fourier, permite representar cualquier funcion f(t)
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por medio de la TF de la funcion f(t), es decir,

£(t) = F 1 [Fw)] = % / T (W) (4.3)

— 00

4.2. Propiedades

Con el proposito de estudiar algunas propiedades de la TF, seréan establecidas algunas
condiciones y teoremas.

Condicion 4.1. Si f(t) es absolutamente integrable en el sentido de que

’/_Z f(t)e—jwtdt' < /_Z |£(t)] dt < oo,

entonces su TF existe (Papoulis, (1962, Cap. 2).

Observacion 4.5. La condicion |4.1 debe entenderse como una condicion suficiente pero
no necesaria, es decir, existen funciones que no son absolutamente integrables en el sentido
de la condicion 4.1, pero poseen TF, es decir, satisfacen la definicion |4.1.

Dado que la funcion f(t) se supondréa real, se puede establecer que su espectro de

amplitud es una funcién par de la variable w y su espectro de fase es una funcién impar de
su variable independiente.

Teorema 4.1. Si f(t) es una funcion real con TF F(w), entonces
F(—w) = F*(w),
donde F*(w) es la funcion conjugada de F(w).

Demostracion. De la ecuacion (4.2) se tiene que
o0 [e.¢]
F(—w) = / f(t) cos(—wt)dt +j/ f(t) sin(—wt)dt
—0o0 —0o0

Debido a que la funcién cos(z) es una funcion par y la funcion sin(z) es una funcion
impar,

F(—w) = /00 f(t) cos(wt)dt — j /OO f(t) sin(wt)dt = R(w) — jX(w) = F*(w)

O]

Corolario 4.1. Sea f(t) una funcion real con TF F(w) = A(w)e?®@) entonces A(w) es

una funcion par y ®(w) es una funcion impar de la variable independiente w.
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Demostracion. Del teorema 4.1, se tiene que

Fl-w) = F*(w) = A(—w)e/®®) = A(w)e 0@

De esta tltima ecuacién se puede asegurar que

A(w) = A(-w)
O(—w) = —P(w)

O

Teorema 4.2 (Simetria). Si F(w) es la TF de f(t), es decir, F(w) = .7 [f(t)], entonces
F [F()] = 27 f(~w)

Demostracion. De la ecuacion (4.3) se obtiene que

Fl—t) = = / T W)ty (4.4)

Al intercambiar las variables ¢t y w en la ecuacion (4.4), se tiene

o f(—w) = / T F(R)e et — 7 [P (1)

—0o0

O

Del estudio de la TIL realizado por Breal (2004c), pueden ser claramente demostradas
las propiedades que son enumeradas a continuacion:

Sea F(w) =7 [f(t)] y Fr(w) = Z [fr(t)] VE =1,...,n, entonces

= Linealidad
n n
F [Z akfk(t)] = Z aka(u)),
k=1 k=1
donde a; son constantes para todo k.

s Traslaciéon en t
Z [f(t — Tp)] = F(w)e 7T
s Cambio de escala .
F f(ct)] = HF(w/C)

s Traslacién en w
F [f(t)ej“’ot] = F(w —wop)
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= Convolucién

= Derivacién en t

F | 0] =ior
s Derivada n-ésima en ¢
dm - ) 00
# |Gl 0] =G . s Fo) = [~ foi—o
= Derivada n-ésima en w g
F(=)" f(O)] = -2 FW)
= Integracion en ¢
F { _ f(T)dT] = F[f(t) xu(t)] = 12(;”) +7F(0)5 (w)
dado que .
7 [u(t)] = i + 76 (w) ,

la cual es estudiada en el Ejemplo (15 de la pagina 57.

4.3. Transformada de Fourier de funciones especiales

En esta secciéon seran tratados algunos ejemplos de funciones especiales, a objeto de

emplear algunas propiedades de la TF.

Ejemplo 12. Sea la funcion delta de Dirac 6(t). Entonces
F o) =1Vw

Solucién 4.1. De la ecuacion (4.1), se tiene que

Ff(t)] = F(w) = /  S()e It = 1 V.

Ejemplo 13. Sea la funcion fq.(t) = 1 para todo t, la cual serd representada por 1.

Entonces
F [fac(t)] = F [14] = 2mé(w)

Solucion 4.2. Dado que .7 [0(t)] = 1y, entonces aplicando el teorema 4.2, se tiene que

F (1] =216 (—w) = 216 (w)
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Ejemplo 14. Sea la funcion sgn(t) definida por

1 Vi>o0,
Sg"(t):{ 1 Vt<0

Entonces 5
F [sgn(t)] = — Yw #0
Jw

Solucién 4.3. Para calcular la TF de la funcion sgn(t), emplearemos la siguiente sucesion
de funcion definida por

fa(t) =

e~ VWt >0,
—e™ Yt <0,

donde o > 0.
Note que
lim fo(t) = sgn()
al0

Este hecho permite afirmar que

g{%ﬁ [fa(t)] = F [sgn(t)]

Calculando la .F [fo(t)], se tiene

0

Zhatt) =~ [

—0o0

o0
eate_jmdt—i—/ e MWt
0

lo cual implica

Ffalt)]) = 222

a2+ w?

Al determinar el limite, se obtiene

i 7 [fa(t)] = F [sgn(t)] = qu Vi #0

Note que debido a que F(0) = [ sgn(t)dt = 0, entonces el cdlculo de la F [sgn(t)]
puede ser hecho empleando la propiedad de derivacion.

Ejemplo 15. Sea la funcion escalon unitario u(t) dada por

1 V>0
t) = ’
u(t) {o Vit < 0.

Entonces 1
7 -
F u(t)] = " + 76 (w)
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Solucién 4.4. Es fdacil ver que

1 1
u(t) = isgn(t) + 51,5

Aplicando la propiedad de linealidad, se obtiene que

Flu(t)] = 3.7 [sgn(0)] + 57 [14],

lo cual implica

F )] = — 416 ()

jw
Esta dltima expresion formalmente puede ser dada por

! w
F lu®) = { 7T6jb(uw) Zw i 8?

Ejemplo 16. Sea la funcion pulso unitario de semiancho a, es decir, pq(t) la cual es

definida por
1 si |t <a,
t) =
Pa(t) {0 si |t| > a.

Determine la transformada de Fourier de pq(t).

Solucién 4.5. Aplicando la definicion dada por la ecuacion (4.1), se tiene

Z [pa(t)] = / h pa(t)e 9¥tdt = / ’ e Itdt

e} —a

De aqui puede establecerse que para w # 0

e—Iwt | giwa _ g—jwa sin(aw
F [palt)] = - _ go30e)

. )
—a Jw aw

mientras que para w =0

F [pa(t)] = /Oo Palt)dt = / dt = 2a.

—00 —a

En resumen, la transformada de Fourier de po(t) es

2qSn@w) Yw # 0,
ﬁ[a(t)}:F(w):{ 2a - Vin
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Note que F [pa(t)] es continua para todo w, como consecuencia de que

sin(aw) sin(aw)

lim 2a =2a y lim2a = 2a,

w|0 aw wT0 aw

y los valores limites son iguales a el valor de F(0) = 2a
Ejemplo 17. Determine la transformada de Fourier de la funcion sency(t) (véase la
definicion 2.5 de la pdgina 12)

Solucién 4.6. De acuerdo a la definicion 2.5, se tiene que

sin(4t)
sency(t) = { 41t z f 8

Aplicando el Teorema 4.2 (simetria) se tiene que
F [P ()] = 27 f(~w)

y unido al hecho de que (véase ejemplo[16)

F [pa(t)] = 2a sency(w) =

I

2a% Yw # 0,
2a Yw = 0.

se tiene que
F [2a sency(t)] = 2mpa(—w)

Como la funcion pulso rectangular es una funcion par, se tiene que

F [sency(t)] = gpa(w)

Ahora, para el caso de la funcion sency(t), el pardmetro a = 4, lo cual permite decir

que

F [sency(t)] = %p4(w)

El lector deberia representar graficamente los espectros de amplitud y fase de cada
uno de los ejemplos desarrollados y estudiar su significado. Por otra parte, el lector puede
encontrar un numero importante de TF en el libro texto escrito por (Oppenheim et al.
1997, Cap. 4).

4.4. Transformada Inversa de Fourier

Ahora sera demostrada la férmula de inversion de la transformada de Fourier, partiendo

de la integral
IRAL :
folt) = = / Plw)etdu, (4.5)

2 -0
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la cual converge a f(t) cuando 2 tiende a infinito.

Teorema 4.3. Sea F(w) la transformada de Fourier de una funcion f(t) seccionalmente
continua en el sentido de la definicion!3.1. Si se define fq(t) de acuerdo a la ecuacion (4.5),
entonces

fin fo(t) = 7 )] = £0) = o [ Fl)e'do (46)

Q—o00 27

Demostracion. Se conoce que la transformada de Fourier de una funcion f(t) esta dada
por

o
= / f(r)e™“Tdr V—00 <w < 0 (4.7)
—00
Al sustituir la ecuacion (4.7) en la ecuacion (4.5), se obtiene que

fa(r) = % /tz [/Z f(T)ej”Tdr} 9T dw = % /Z £(r) [/S; eja)(tf)dw] dr.

calculando la primitiva de la integral interna y evaluandola, se tiene que

fa(r) = ;T/_Zf(T) e?:t(:;) dT—/ f(r [Sm t(t_;;—)q dr.

w=—Q
Dado que (véase (Papoulis, 1962, Apéndice 1))

It SiROT _ 5(x),

a—0oo T

se puede asegurar que

Jim fo(r) = lim_ Oof(T) [Sm[ﬂ( }df—/ f(T)o(t —7)dr = f(¢),

oo (t—T1)

debido a que para aquellos puntos donde f(¢) es continua, la integral f_oooo f(r)o(t—7)dr
converge a f(7) y 7 es considerada una variable muda o comodin. O

Observacion 4.6. La definicion de transformada inversa de Fourier también puede ser
aplicada al caso de funciones F(w) cuya transformada contenga términos impulsivos.

Para ilustrar esta afirmacion véase el siguente ejemplo, en donde la transformada de
Fourier contiene dos términos impulsivos.

Ejemplo 18. Sea la funcion f(t) una funcion con transformada de Fourier dada por
F(w) =70 (w+wp) + 76 (w — wp) .

Determine la transformada inversa de F'(w).
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Solucion 4.7. Empleando (4.6) se tiene

f(t) 1 /OO (76 (w + wo) + 76 (w — wo)] e/ dw.

:% .

Aplicando los conceptos de la distribucion delta de Dirac (Cap. 7?), se obtiene que

e Jwot + eJwot

ft) = —— = cos (wot)

Ejemplo 19. Sea la funcion f(t) una funcion con transformada de Fourier dada por
Fw) = jm8 (w+ wo) — 78 (w — wp).
Determine la transformada inversa de F'(w).

Solucion 4.8. Dado que
F(w) = jmé (w + wp) — j76 (w — wpo) = 76 (w + wp) € 732 + 76 (w — wg) €737/2.

Aplicando la ecuacion (4.6) se obtiene

1 o0 . . .
f(t) / [7r5 (w—+ wp) € 73/2 4 716 (w — wp) 633”/2} It dw,

lo cual implica que

1
o

f(t) / [vré (w + wp) @372 1 jmd (w — wp) ej(“’t*?’”/?)} dw,

—0oQ
resultando asi que

e—J(wot+3m/2) + el (wot+3m/2)
2

= cos (wot + 37/2) = sin (wopt)

Otra via para determinar la transformada inversa es aplicando nuevamente la ecuacion
(4.6), pero empleando
F(w) = jmd (w+ wp) — 70 (w — wp) ,

quedado asi que

f(t) ! /OO [j76 (w + wp) — j78 (w — wo)] &/ duw,

:% .

lo cual resulta

ft) = L [0 (w+ wo) — & (w—wp)] *'dw = et -t
T2 ) ! i =

)
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teniendo entonces que
f(t) = sin (wot)

Note que ambos modos dan resultados equivalentes, permitiendo verificar la validez de
la representacion de la transformada de Fourier a través de su magnitud y fase.

4.5. Las transformadas de Fourier y Laplace

De la definicion de la transformada bilateral de Laplace (TBL) se tiene que
Lirlf0) = Fuls) = [ e at. Yoy <Re ls < an, (48)

donde s = 0 + jw, Brea (2004c).

De aqui se puede establecer que sélo si el eje jw pertenece a la regiéon de convergencia,
o puede ser cero, quedando s = jw. En consecuencia la ecuacion (4.8)) es expresada solo
para el caso particular ¢ = 0, quedando como

L [f Oy = Fulie) = [ 10 an,

lo cual representa la TF.

Esto no quiere decir que la TF es un caso particular de la TBL, pero s6lo en el caso
que la regiéon de convergencia de la TBL contenga el eje imaginario jw, la TF puede verse
como un caso particular de la TBL.

El lector deberia comparar la

ZLrr[u®)] =1/s YRe [s] >0 con Z[u(t)]= -+ + 70 (w)

=5
y dar una explicacién del por qué no puede encontrarse una relacion entre ellas.

Por el contrario, si a > 0, existe una relacién entre

“rr [e‘atu(t)] = Sia VRe [s]| > —a vy F [e‘o‘tu(t)] = ﬁ

El conocimiento de la TBL permite de esta manera emplearla como método de célculo

de la TF, facilitando asi la determinacion de la TF a partir de la TBL.

A objeto de ilustrar la interpretacion de la relaciéon entre la transformada de Laplace y
Fourier, seréa estudiado el siguiente caso:

Suponga que la transformada bilateral de una funciéon en tiempo f(¢) esta definida por

L [f()] = Fri(s) = (s—p)l(s—;ﬁ) VRe [s] > Re [p],
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Jw

(s = P)ls=jwo

(s = P)ls=jws

S]]

Figura 4.1. Interpretacion grafica de la transformada de
Fourier

donde p=—a+jfyp=—a—jB Va, §€R.

La Figura 4.1 ilustra el caso particular para un @ > 0 y 8 > 0. Observe que vector
que va desde el punto p hasta el punto jw, representa el factor (s — p) cuando s = jw,, y
de igual manera puede ser interpretado el vector que va desde p hasta el punto jw,. Esto
significa que para el caso particular cuando w = w, se tiene que

FUYOlloms, = Flon) = G (49)

De la ecuacion (4.9) se tiene que

_ 1 1
|F(wo)‘ B |jWo_p‘ |jwo_1’3|

(4.10)
¢ (wo) = —arg (jwo — p) — arg (jwo — P)
Al permitir que w, sea cualquier valor w € R, se obtendria |F(w)| y ¢ (w) para todo

w € R, los cuales constituiria la informaciéon necesaria para determinar la transformada de
Fourier de f(t), es decir, F(w) para todo w € R.

4.6. Transformadas de Fourier de funciones periédicas

En esta secciéon serd estudiada la transformada de Fourier de funciones periddicas a
partir de un modelo matemaético que mediante la convolucién permite representar cualquier
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funcion periddica. Este hecho ayudara presentar el concepto de series de Fourier de funciones
periodicas.

4.6.1. Preliminares

Definicién 4.3 (Funcién periodica). Se dice que una funcion es periddica si satisface
que

f&)=ft—nT) YteR, neZ N T € (0,00),

donde T representa el periodo de la funcion.

Para ilustrar esta definicion véase la siguiente figura, la cual muestra una funcién
periddica de periodo T'. Como puede verse de la Figura 4.2, para todo t se verifica que

F() = f(t —nT).

f(®)

VAN

|
|
|
T T
=3T =27 0 T 2T

I
|
v
T

3T t

Figura 4.2. Funcion periodica diente de sierra

Definiciéon 4.4 (Extension principal). Se denomina la extension principal, ésta deno-
tada por fo(t), de una funcion periddica f(t) como la parte de f(t) definida en el intervalo
—% <t< % o definida en el intervalo —% <t< %, y cero para todo t ¢ {—% <t< %} 0
t¢ {—L <t < T}, respectivamente.
De la Figura 77 se tiene que la extensién principal es
A T
At+A v-T<i<o,
fot)y =3 2t vo<t<Z, (4.11)

0 en otros casos.

Mas atin, de la ecuacion (4.11) se puede reescribir f(¢) como

fy=>_ folt—nT) VteR.

n=—oo

Definiciéon 4.5 (Tren de impulsos unitarios). Dendtese o7 (t) como el tren de impulsos
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unitarios de periodo T, el cual es definido por
or(t)= Y 6(t—nT) VtER, (4.12)

donde 6(t) es la funcion delta de Dirac.

Lema 4.1. Sea f(t) : R — R periddica con periodo T, entonces la funcion puede ser
representada como

f(t) = fo(t) * 6r(t) Vt € R,

donde 67(t) es un tren de impulsos unitarios de periodo T .

Demostracion. Se conoce que toda funcién periddica puede ser expresada por
oo
f&)="> folt—nT) VLR, (4.13)
n=—00

donde fy(t) es la llamada extension principal de f(t).

Debido al hecho que
fo(t) % 6(t —nT) = fo(t —nT),

se obtiene de la ecuacion (4.13) que

F&)= > fot)x 6t —nT) = fot)= > 6(t—nT), VteR.

Aplicando la definicién 4.5, se tiene que

f@t) = fo(t) xor(t), VteR.
O

La transformada de Fourier del tren de impulso unitario constituye el punto clave para
la representacion de la transformada de Fourier de funciones periodicas.

Teorema 4.4. Sea 07(t) el tren de impulso unitario definido por
oo
op(t)= > 6(t—nT) VtER,
n=—o0o
el cual representa una secuencia de impulsos unitarios con periodicidad T'. Entonces
(0.9]
F [61(t)] = wolduy (@) =wo Y 6(w—mwp) Vw € R,
n=-—oo

donde wy = 27 /T es la denominada frecuencia fundamental.
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Demostracion. Véase Apéndice 77 en pagina 77. O

4.6.2. Calculo de la transformada de Fourier de funciones peri6édicas

Una de las vias para estudiar las funciones periddicas es a través de sus transformadas
de Fourier. Para eso, se enunciaré el siguiente teorema que permitira establecer la repre-
sentacion espectral de las funciones periddicas.

Teorema 4.5 (Transformada de Fourier de funciones periodicas). Sea una funcion
periddica f(t) definida para todo t € R. Entonces, la transformada de Fourier de f(t) es
definida mediante

Ff)) =27 Z and(w — nwy) Yw € R,

donde v, estd definido por
T/2
1 .
an = 7 / f(t)e=Imotar,  vn € Z.
—T/2

Demostracion. Del Lema 4.1, se tiene que toda funcion periddica f(t) puede ser repre-
sentada por

f(t) = fo(t) * 5T(t), vVt € R, (4.14)

donde fy(t) es la denominada extensiéon principal en el sentido de la Definicion 4.4, Por
otra parte, de acuerdo a la propiedad de convolucién, la cual establece que

F [[1(t) * f2(8)] = F1(w) - Fa(w),
se obtiene que la ecuacion (4.14) tiene como transformada de Fourier

F[f0)] = F [fo(®O)]F [6r(8)].- (4.15)

Aplicando el Teorema 4.4 a la ecuacion (4.15)), se obtiene que

o0

FUW) = Fw) = F[fot) = Y dw—nw) =21 Y %9 [fo(£)] 8(w—nuwo) Ve € R.

Ahora, al aplicar el Teorema [1.8| de la pagina [7, se tiene que

o0

Fw)=2r 3 % F [o(t)]],, 8(w — o) Yo € R,

n=—oo

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.



4.6. Transformadas de Fourier de funciones periédicas 67

donde
T/2
FUoOly = [ St = [ peimar
- e —-T/2
quedando definido «;, como
T/2
1 1 —jnwot
o= F ooy = 7 [ Tt e 2,
~T/2
y oo
Fw)=27 Z and(w —nwy) Yw € R

O

Observacion 4.7. Considera que oy, es también definido para el caso n = 0, es decir, ag
el cual estd definido como

1 1 T/2
=g Zlh0l=z [ o

el cual representa el valor promedio temporal de f(t).

Observacion 4.8. Tome en cuenta que el término o, representa la discretizacion de la
transformada de Fourier de la extension principal para cada nwy divididos por el periodo
de la funcion f(t). Ademds, note que en general o, es una cantidad compleja, es decir,
ay € C.

Observacion 4.9. Debido al hecho que «,, estd definido por medio de la transformada de
Fourier de f(t). Si la funcion periddica f(t) es real, entonces se puede demostrar facilmente
que la magnitud de o, es una funcion par de n, es decir,

lan| = la—,| Yn € Z,
y su argumento o fase es una funcion impar de n, en otras palabras,

arg (o) = —arg (a—,) Vn € {Z|n # 0}

Mds atin,
Q_pn = Qp,
donde &, es el conjugado de o, .
Ejemplo 20. Sea la funcion periddica f(t) con extension principal definida por

A V< ZT
t) = 47
folt) {0 V[>T
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Para la funcion periddica determine su transformada de Fourier.

Solucioén 4.9. De lo definido se tiene que

T/4
/ / —]nwotdt Ae —jnwot
T/4 T Jnwo

~T/4
Vn #£0

T/4

Después de algunas cdlculos elementales se tiene que

A , - A
_ jnm/2 —jnm/2) _ .
= Fnom (e —e > = sin(nm/2) Vn # 0. (4.16)

Por otra parte, como la ecuacion (4.16) no estd definida para el caso n = 0, se debe
calcular el valor de o, para ese caso particular, es decir,
T/4

— Adt =
—T/4

En consecuencia,

F(w) = 2%?5@1) + 27ré i Mé(w —nwp) Yw € R

Por otra parte, de la ecuacion (4.16), se puede deducir facilmente que paran par distinto
de cero, au, es igual a cero, quedando entonces como

A=)

hil)r FEL

Q2k+1 =

lo cual empleando esta dltima forma, la transformada de Fourier puede ser expresada como

o0 1)k
F(w) = 2%?5@1) + 2%? Z (2(k:—11—)1)6[w — (2k+ 1)wo] Yw € R
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2ra10(w — wo)

‘ 7w
v —5uwg i —wo| @0 i 500 v w

2wz d(w — 3wo)

2masd(w — bwo)
—7wo + — 3w 3w +

Figura 4.3. Espectro de la funcion periodica f(t)

La Figura |4.3 muestra algunos términos de la transformada de Fourier de la funcion
f(t). Note como la amplitud de los impulsos se reducen conforme la frecuencia aumenta.
Ademds, observe la paridad en la amplitud del espectro, e imparidad de la fase del espectro..
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Capitulo 5

Transformada &

Witold Hurewicz

El concepto de calcular la transformada de una muestra de una senal o secuencia fue
propuesto por Witold Hurewicz!, la cual fue posteriormente denominada como transfor-
mada Z por John R. Raggazini, L. A. Zadeh, E. I. Jury, R. E. Kalman, J. E. Bertram, B.
Friedland y G. F. Franklin quienes conformaban el grupo de investigacion “sampled-data
control group” de la Universidad de Columbia ?. Es por esta razon que la transformada Z
deberia ser llamada transformada de Hurewicz, sin embargo, este honor no le ha sido
conferido a Hurewicz todavia. La transformada Z ha tenido una gran importancia en el
anélisis de fendémenos discretos, asi como en el analisis de senales y sistemas en el dominio
discreto.

Es importante destacar que el enfoque empleado obliga al lector a actualizar sus con-
ceptos de serie de Laurent a objeto de determinar la expresion analitica que define cualquier
transformada Z, en funcién de su region de convergencia.

Este capitulo estd organizados como sigue: en la Seccién 5.1 son definidas la discre-
tizacion de una funcién en tiempo continuo y la secuencia discreta. En la Seccion 5.2 es
definida la transformada Z y ademés son mostrados algunos ejemplos. Las propiedades de

1 Witold Hurewicz, nacié el 29 de junio de 1904 en Lodz, antiguo Imperio de Rusia, lo que es ahora
Polonia y falleci6 el 6 de septiembre de 1956 en Uxmal, Mexico. El retrato fue obtenido de http://www-
groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Indexes/Full _Alph.html
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la transformada Z son desarrolladas a través de teoremas en la Seccién [5.3. Finalmente, es
definida la transformada inversa Z como el desarrollo de la serie de Laurent, la cual es de
mucha utilidad para la determinacién de la secuencia que corresponde a una transformada

Z dada.

5.1. Preliminares

En esta seccion se definira el significado de discretizacion de una funcién continua, a los
efectos de emplearla en el desarrollo de la definicién de la transformada Z, asi como en la
definicién de secuencia.

Definiciéon 5.1 (Discretizacion). Sea f(t) : R — R, es decir, una funcion en el dominio
continuo. La funcion muestreada o discretizada de f(t) se puede representar como

Fm(8)= Y f(t)-6(t—nT), (5.1)
donde T es el periodo de muestreo o discretizacion.

De acuerdo al teorema 4.2 demostrado en Brea (2004V), la Ecuacion (5.1) puede ser
reescrita de acuerdo a

fu )= f(nT)-5(t—nT) (5.2)

n=—oo

Definicién 5.2 (Secuencia discreta). Se define secuencia discreta o simplemente se-
cuencia f(n) : Z — R como una funcion cuyo dominio estd dado por los nimeros enteros
y rango por el conjunto de los numeros reales. La secuencia puede estar definida por medio
de la funcion impulso discreto y un peso dado por el valor numérico de la funcion en el
punto. De esta forma se tiene que una secuencia es dada por

F)y= Y fu-d(n—k),

k=—00

donde fi, es el valor numérico para n = k, ver Brea (2004a).

5.2. Definicidén de transformada bilateral Z

Al calcular la transformada bilateral de Laplace (TBL) a la Ecuacion (5.2)), se obtiene

n—=—0oo

Lir[fm ()] = Frnar (s) = /_OO [ f(nT)-5(t —nT)| e *tdt Vs € Ds.
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Sila L [fm (t)] se puede intercambiar los operadores, quedando

Fogr(s)= Y f(nT)- /_ Ooé(t—nT)e_Stdt: Y f(nT)-e T ¥se D, (5.3)

n=—oo n=—oo

dado que
/ §(t —nT)e tdt = e=nT

Si se define la variable z = T, el lado derecho de la Ecuaciéon (5.3) puede ser escrita
como

Fri(z) = 291 [f(nT)] = i f(nT)-z=" Vs € Dy,

n=—oo

donde la supresiéon de T' no deforma su significado, quedando entonces definida lo que
es conocida hoy en dia como transformada Z y cuya expresion esta dada por

Fii(z)= 2 [f(n)] = > f(n)-2" Vz € Dy, (5.4)

n=—oo

donde Dy es la regiéon de convergencia de la transformada Z obtenida de transformar
la region Dy a través de la relacion z = €7, y el simbolo % representa el operador
transformada Z.

La Figura 5.1 muestra la transformacion del semiplano Re [s] < 0 al plano z. Note
como la familia de lineas rectas verticales son transformadas en circunferencias con centro
comiin en el origen de coordenadas del plano z, y en especial el eje jw es transformado en
la circunferencia de radio uno.

z=e°
jw - TN iy
Plano s Plano z
4 -
77 TN
i W
iy !
a \ ni x

Figura 5.1. Transformacion del plano s al plano 2z a
través de la funcion z = 57

Observacion 5.1. Note que al emplear la definicion de transformada unilateral derecha de
Laplace (TUDL), la definicion de transformada unilateral derecha Z seria

Fre (2) = Zs [f(0)] = 3 f(n) =™ ¥z € D, (5.5)
n=0

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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donde D', es la region transformada proveniente de la region de convergencia de la TUDL

Es importante destacar que algunos autores definen la transformada Z empleando el

nucleo 2™ en lugar del nicleo z7". Sin embargo, aqui serd empleado el niicleo 2™ debido

a su sencilla interpretacion con el nicleo de la transformada de Laplace, el cual es e % y

donde la variable z puede ser vista como e*T.

Ejemplo 21. Sea la secuencia f(n) = 26(n + 1) 4+ 55(n) + 106(n — 1). Entonces, la
transformada bilateral Z de la secuencia f(n) esta dada por

Frr (Z) = 7 [f(n)] =2z24+5+ 10271

Solucién 5.1. De la definicion dada por la Ecuacion (5.4) se tiene

Frr(z) = i [20(n +1) +56(n) +105(n —1)] - 27" =22+ 5+ 10271,

n=—oo

como consecuencia de aplicar
x(n)o(n —ng) = x(ng)d(n — ngp),
(Oppenheim et al., (1997, Cap. 1).

Note que en el ejemplo anterior, la secuencia esta definida por una muestra finita en
tiempo discreto y el exponente de la variable z proporciona la informacién de la ubicacion
de cada impulso discreto. Identificando los exponentes, puede ser determinada la secuencia

que produce la transformada Z, es decir, la transformad inversa Z.

Ejemplo 22. Sea la secuencia discreta por

fn)=> a"-6(n—k).

k=0

Entonces, la transformada bilateral Z de la secuencia es

z

Fir(2) = 2 [f(n)] = —— V2| > lal.

- —
Solucién 5.2. Por la definicion de transformada bilateral Z, se obtiene

Frr(2) = Z [Zak-é(nk‘)] T

n=—oo Lk=0

Si se supone convergencia, se puede asequrar que

Frr(z) = Z ak Z d(n—k) -z_”] = A (az_l)k,
k=0 0 k=

0

n=—oo
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lo cual, si |az™t| <1 F(z) converge a
z
Fri(z) = —— Vlz| > ||
z—a

Ejemplo 23. Sea la secuencia discreta

-1

fin)= > —d*s(n—k).
k=—o00
Entonces, la transformada bilateral Z estd dada por

Fir(2) = 211 [f ()] = —— V|2 <lal.

Solucién 5.3. Nuevamente, de la definicion se tiene

oo -1
Frr(2) = Z [Z —ak-é(n—k)] 2"

n=—o00 Lk=—o0

Dado que los signos de sumas pueden intercambiarse,

-1 ) —1 0
Frr(z) = Z —aklz 6(n—k)‘z"] =— Z ak-z*k:—Za*kzk,

k=—00 n=—00 k=—00 k=1

Frr(2)=— i (a_lz)k,

k=1

quedando como

ailz z

Frr(z) = si ‘a_lz‘ <1,

alz-1 z-a
esto significa que
z
Frr(z) = —— VY|z| <|qal.
z—a

Observacion 5.2. Observe que la expresion matemdtica de las transformadas Z de los
ejemplos|22 y|25 son identicas, sin embargo, sus regiones de convergencia son absolutamente
diferentes. Esto significa entonces que para definir la transformada bilateral Z se requieren
tanto su expresion matemdtica como su region de convergencia.

5.3. Propiedades de la transformada Z

En este punto serdn definidas las propiedades més importante de la transformada
bilateral Z mediante el enunciado de los siguientes teoremas. No obstante, las propiedades
propuestas pueden ser aplicadas también a la transformada unilateral derecha Z, dada por
la Ecuacion (5.5).
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Teorema 5.1 (Linealidad). Sea Firy(2) = 21 [fx(n)] VE = 1,...,m, es decir, la
transformada bilateral Z de cada k-ésima secuencia fr(n). Si Firy (2) converge para todo
z € Dy, entonces

m m m
211 [Z akfk(n)] =Y aFirx(z) Vze () Dx,
k=1 k=1 k=1
donde ay son constantes para todo k =1,...,m.
Demostracion. De la Ecuacion (5.4) se tiene que

Z11 [Zakfk ]: Z [Zakfk(n)] -Zﬁnzzak Z Jr(n) 27",
=1

n=—oo Lk=1

211 [Z akfk(n)] =Y arFrri(2)
k=1

k=1
donde la expresion anterior obviamente existe si z € [,y Di. ®

Teorema 5.2 (Traslacion en el tiempo discreto). Sea Fir(z) = %71 [f(n)]. St Frr (2)
converge para todo z € D, entonces

Zir[f(n—ng)] = 27" Fr(2) Vze€ DU{0}Vz e D\{0}

Demostracion. Nuevamente, empleando la Ecuacion (5.4) se obtiene que

Zar [f(n —no)] Z fn—mng)-27" (5.6)

n=—oo

Haciendo el cambio de variable m = n — ng, la Ecuacién (5.6) es reexpresada como

11 [f(n —no)] Z f(m —(m4no) — ,—no Z fim)-z7"™ =2""F1 (2),

m=—oo m=—oo
la cual sélo existe si z pertenece al dominio D modificado por la presencia del factor
27", m
Teorema 5.3 (Traslacién en el plano z). Sea Frr(2) = 271 [f(n)]. Si Fr1 (%) converge
para todo z € D ={z | Ry < |2| < Rmax}, entonces

Zarlz - f(n)] = Frr (2/20) Vz € D' = {z | |20| R < |2| < |20| Rméx}

Demostraciéon. Por medio de la Ecuacion (5.4) se obtiene que

oo

Zirlzp - f) = Y - f(n Z f(n)- (2/20)™" = Fir (2/20)

n=—oo n=—oo
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si R < ‘%‘ < Rusx, lo cual implica que z tiene que pertenecer al conjunto D' = {z |

|ZO|Rmin < ‘Z| < ‘ZO|RméX}. [ ]

Teorema 5.4 (Escalamiento en tiempo discreto). Sea Fir (z) = 271 [f(n)]. Si Fr1 (2)
converge para todo z € D = {z | Ry < |2| < Rmax}, entonces

Zr [f(an)] = Fir (zl/a> Vze D' ={z| Rum < ‘zl/“ < Rpax}

donde a € {n € Z | n # 0}.

Demostracion. De la Ecuacion (5.4) se tiene que

Zr |f Z flan)-z7"

n=—oo

Si se propone el cambio de variable m = an, se tiene que

Zulfan) = 3 fm)-a = 3 fm)- (1) " sia 2o,

m=—0oQ m=—oQ
En consecuencia

21 [f(an)] = Fyr (%) V2 € D' = {2 | Ruga < |21/

< Rméx }
|

Teorema 5.5 (Diferencia ng-ésima). Sea Fir (z) = 271 [f(n)]. Si Frr (2) converge para
todo z € D = {z | Rnin < |2| < Rmax}, entonces

21 [f(n) = f(n—no)l = [1 = 27"] Fyr (2) Yz e DU{0}V 2z e D\{0}
Demostraciéon. Aplicando los teoremas 5.1 y 5.2, se obtiene

211 [f(n) = f.(n—mno)] = [1 = 27" ] Fy; (2),
donde obviamente converge para la misma regiéon de convergencia.

Teorema 5.6 (Acumulacion). Sea Frr(z) = Z1[f(n)]. Si Fi1(z) converge para todo
z€ D ={z| Rum < |2| < Rmax}, entonces

21 [i f(n — k)] = 1 _12_1 Frr (Z) Vz € D\{l}
k=0
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Demostraciéon. Aplicando los teoremas (5.1 y 5.2,

21 [Zf(n—k)] =Y Zulfn—k)] =) 2FFi (2 =1 (2),
k=0 k=0

k=0

la cual converge para todo z € D excepto z=1. m

Teorema 5.7 (diferenciacion en z). Sea Frr(z) = 271 [f(n)]. Si Frr (2) converge para
todo z € D = {z | Rmin < |2| < Rmax}, entonces

Zr[nf(n)] = —zdileU (2), VzeD

Demostracion. Si calculamos la derivada de la Ecuacion (5.4) con respecto a z, se obtiene

d d = -n| _ -1 = -n
—Fu () =+ L:Zoof(n) e =z n;@"ﬂn) 2 (5.7)
dado que
iz_” = —pz !
dz B

De la Ecuacion (5.7), se puede afirmar que

e}

Z nf(n)-z7" = —zdizFU (2) Vze€ D

n=—0oo

Teorema 5.8 (Convolucion). Sean Fr1(z) = 211 [f(n)] y Gr1 (2) = Z11[9(n)]. Si Fr1 (2)
converge para todo z € Dy = {z | Rmm,f < |2| < Rmax.f} y Gr1(2) converge para todo
2€ Dy ={2| Rning < |2| < Rmax,g}, entonces

Zr [f(n) * g(n)] = Fyr (Z) G (Z) Vz € Df N Dg

Demostracion. De la definicion de convolucion en el dominio discreto Brea (2004al) y de
la definicién de transformada Z, se tiene

Z11 [f(n) - Y s T

n=—00 k=—o00

Por intercambio de las operaciones de sumas

21 [f(n) Z f(k Z gln—k)-27" (5.8)

k=—o00 n=-—00
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Aplicando el teorema 5.2/ a la Ecuacion (5.8)), se obtiene

Z11[f(n) Z f(k)2""Gr1 (2) = Grr (2 Z F(k)27" = Fi1 (2) Grp (2),

k=—o00 k=—o00

VZEDfﬂDg

Dado que las regiones de convergencias no se ven alteradas. m

Teorema 5.9 (Valor inicial). Sea Frr(z) = 271 [f(n)]. Si f(n) =0VYn <0 y si Frr(2)
converge para todo z € D = {z | 1 < |z| < Rmax}, entonces

f(0) = lim Fyy(z)

Demostracion. De la Ecuacion (5.4) se tiene que

Zir[f Z f(n (5.9)

n=—oo

Como f(n) =0 Vn < 0, la Ecuacion (5.9), se obtiene

Z1[f(n)] = Fir (2 +Zf 2" VzeD={z|1<|z| < Rmax} (5.10)

Al aplicar el limite cuando z tiende a infinito a la Ecuacion (5.10), se tiene que debido
a que Ry — o0

lim F[[ (Z) = f(O)

Z—00

5.4. Transformada inversa Z

La operacion de transformada inversa Z, la cual sera denotado por el operador Z71, esta
definida por la serie de Laurent de acuerdo a la region de convergencia definida (Churchill
y Brown, 1992, Cap. 5). En funcion de este concepto, el método de transformada inversa
7 esté basado exclusivamente en la obtenciéon de la serie de Laurent tomando en cuenta la
region de convergencia.

Ejemplo 24. Sea la transformada Z dada en el ejemplo (22, esto es

z
F][(Z):z_a, V|Z|>‘(L|.

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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Entonces su transformada inversa Z estd definida por
o

fn)y=> d"6(n—k).
k=0

Solucién 5.4. A fin de determinar la transformada inversa Z, serd calculada la serie de
Laurent para la region de convergencia |z| > |a|. De esta forma se tiene que
z 1 z 1

FH(Z):Z—azgl—(a/z) =T (af2) V2] > |al

Como

se tiene que

Sin embargo, (Ziemer et al., 1993, Cap. 8) desarrolld el concepto de transformada inversa
7 a través de la definiciéon de integral curvilinea cerrada a lo largo del contorno C, dado
por la region de convergencia. Asi, la transformada inversa Z es definida como

f(n)= ];71 %FH (2) 2"z,

donde el contorno de integraciéon queda determinado por la regiéon de convergencia. No
obstante esta definicién no se escapa de la definicién de serie de Laurent desarrollada en
(Churchill y Brown|, 1992, Cap. 5).

Una importante serie que deberfa tenerse presente es

N no __ N4+1
Zrk:%, Vil (5.11)
k=ng

Note que cuando N — oo, la serie representada por la Ecuacion (5.11) converge solo si

|r| <1, quedando entonces

00 no
Zrk:L , Virl<1
1—r

k=ng

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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Otra importante serie que puede ser derivada es

o —1)"0 pno
Z (—=1)F b = D% 1)—1—7“ , VY| <1

Calculo de Residuos

Este apéndice tiene el objeto de establecer el método de calculo de residuo de una
funcién en una singularidad o polo aislado de orden m.

Teorema .10. Sea f(z) una funcidn en el campo complejo tal que es analitica en la region
0 < |z — 20| <1, es decir, para la region |z — zo| < r la funcion f(z) deja de ser analitica
en el punto zg. Si la singularidad o polo zy es de orden m, con m = 1,2,..., entonces el
residuo de la funcion de f(z) en el punto zy viene dado por

1 d™ ()
(m—1)! dzm-1 ’

20

Res [f(2)l., = (-12)

donde ®(2) = (2 — 20)™ f(2) es analitica y no nula en 2.

Demostracion. Dado que f(z) es analitica en la region 0 < |z — 29| < 7, puede ser
desarrollada su serie de Laurent, la cual viene dada por

[e.e]

f2) =) an (z—zo)uz(z_bzo)n, (.13)
n=0 n=1

donde )
Qp = ?{f(z)dz, vn=0,1,2,...,
(z

o ]27 - Zo)n-i-l
C1

1 z
bn:'%f()n—l-ldz’ Vn:1,2,3,...,
727 J (2 — z)
co
siendo ¢; un contorno simple cerrado en la region rg < |z — 2| < 71 < r orientado en sentido
antihorario y ¢p otro contorno simple cerrado en la region 0 < |z — 2| < rg orientado en

sentido antihorario, donde ambos contornos contiene el punto zg.

No obstante, como ®(z) = (z — 29)™ f(z) la cual es analitica en la region |z — 29| < r
se tiene que

> ol (4 .
@(z) :;)n(!o)(z—z(]) R V|Z—Zo| <r, (.14)
donde P 0(z0)
[n] _ 0
¢(z0) dz"

20

De esta forma por medio de la Ecuacion (.14), ®(z) puede ser expandida en una serie

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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dada por

n

m=2 =ln P [m—1] p 00 [n] .
@(Z)ZZ(I) ('0) (z—Zo)n-l-(I)i(O)(z—zo)m_l—i-Zq) (20) (z—20)"
n=0 ' :

Al expresar f(z) = ®(2)/ (2 — 20)™, se tiene que

m=2 =n] 5 [m—=1](, © [n](,
fey = 30 T (oo TGO (o 5 B0 o
n=0 n=m '

n! (m—1)! n

De acuerdo al concepto de residuo de una funcién en un punto zg, el mismo corresponde al
. .. , . -1 ..
coeficiente que multiplica el término (z — zg) ™, eso significa que

1 d™le(z2)
(m—1)! dzm-1

Res [f(2)ll., =

20

(© Copyright 2014 por Ebert Brea.
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