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Resumen I

Resumen

La idea de este trabajo es realizar un andlisis no lineal de las alturas de olas, en los casos de presencia
de tormenta y huracanes. Sabemos que el mar en condiciones normales se comporta de forma Gaussiana, es
decir, su distribucién de probabilidad es una Gaussiana, sin embargo en condiciones extremas (tormentas y
huracanes) tal distribucién se pierde. Previo a este andlisis, estudiaremos algunos algoritmos de segmentacion,
para determinar la evolucién de los espectros de energia de olas marinas, para varios conjuntos de datos, que

incluyen mares en condiciones normales, tormenta y huracanes.

Palabras Claves:

Analisis Espectral, Olas Aleatorias, Deteccién de Cambios por Contrastes Penalizado, SLEX, Periodos Es-
tacionarios, Series Temporales, Procedimientos de Segmentacién, HHT, Espectros marginales, Segmentacion,

Gaussianidad, Prueba de Hipétesis.
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Introduccién 1

Las tres cuartas partes de la superficie del planeta tierra estdn cubiertas por los océanos, los cuales almace-
nan el 97.26 % del total de los recursos hidricos existentes. Estas masas de agua almacenada estan sometidas
al sistema general de circulacién generado por la accién de los rayos solares, la rotacién de la tierra y las
ca-racteristicas fisico-quimicas del agua salada. La circulacién general se manifiesta principalmente en forma
de corrientes. También influyen sobre el comportamiento de las masas de agua las acciones locales que estan
reguladas por el relieve del fondo, la cercania a los continentes y las condiciones meteorolégicas. Entre estas
acciones sobresalen los sismos, las mareas y los oleajes debidos al viento. Eventos naturales como los sismos
inducen la formacién de olas conocidas como tsunamis o maremotos, los cuales han producido efectos catas-
tréficos en diversas zonas costeras del mundo. Las magnitudes de los oleajes estan asociados con las tormentas
que se originan por la velocidad y la direccién de los vientos. En las zonas de latitud media las caracteristicas
de los vientos son influenciadas por las fuerzas Centripeta y de Coriolis y ocasionan la formacién de ciclones
o huracanes durante algunos meses del afio. Por su parte las mareas dependen de la relacién Sol-Luna-Tierra.
Para que se genere una ola se requiere que exista una fuente de energia que, al transmitir al agua en reposo
una cantidad determinada de energia, produce un movimiento oscilatorio de las particulas del liquido sin que
haya un transporte importante de masa. Este movimiento oscilatorio es similar al que se induce por vibracién
a una cuerda que esté fija por sus dos extremos.

Por otra parte, los huracanes, ciclones tropicales o tifones representan eventos meteorolégicamente pode-
rosos los cuales son capaces de generar estados extremos en el mar. En las regiones tropicales y semitropicales
por lo general ellos representan una limitante en el disefio de estructuras costeras y de mar adentro, asi como
para la navegacién. A pesar de las condiciones meteoroldgicas extremas asociadas con los huracanes, ellos
ocurren relativamente poco y por lo general con un patrén de movimiento impredecible, por lo que obtener
una base de datos suficientemente grande de mediciones ha sido un gran reto. Como resultado de progra-
mas de boyas, observaciones satelitales y patrones numéricos usando modelos espectrales, sobre un periodo
de mads de 30 afios, existen bases de datos detalladas hoy dia. Mejorar los pronésticos de olas generadas por
huracanes o tormentas es un paso esencial para minimizar el dafio causado por las tormentas tropicales en los
asentamientos costeros y actividades econémicas en las zonas cercanas a las costas. La Hidrdulica Maritima
tiene como objetivo el andlisis y la cuantificacién de los fenémenos que se producen en las aguas maritimas
que tienen influencia sobre proyectos especificos de navegacion, construccién de puertos, facilidades turisticas
o proteccién de playas y zonas costeras, de alli la importancia de poder conseguir o construir modelos de las
olas del mar.

La idea fundamental es modelar la superficie del mar como una superficie aleatoria que evoluciona en el

tiempo, es decir, como un proceso aleatorio X que depende de la posicién en el espacio x, del tiempo ¢ y, por
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supuesto, de un parametro aleatorio w que pertenece a un espacio de probabilidad (Q), §, P) : X(t,x, w).

Una primera aproximacién para construir modelos de olas aleatorias para registros de gran longitud es
suponer que ellas son procesos estacionarios a trozos, es decir, que existen instantes donde el estado de las
olas cambia, pero entre estos puntos de cambios las olas son modeladas por un proceso estacionario. Una
ventaja de esta aproximacién es que se puede usar el andlisis espectral cldsico en cada intervalo estacionario
con la interpretacién usual del espectro como una distribucién de energia en el rango de frecuencias. Para
implementar esta aproximacién es necesario tener maneras de detectar los cambios de estado en el proceso, y
por consiguiente en las caracteristicas espectrales de la estructura de covarianza de un proceso estacionario.
Por lo tanto, es razonable estudiar métodos basados en la deteccién de cambios en los espectros. También
podemos valernos de técnicas de series temporales y utilizar métodos que busquen cambios en las alturas
significativas o alguna otra caracteristica espectral.

En este trabajo estudiaremos cuatro métodos para detectar estos cambios. Dos de estos métodos estdn basa-
dos en la deteccién de cambios en el espectro, ellos son: Detection of Changes by Penalized Contrasts (DCPC)
Lavielle (1998 [17], 1999 [18]), Lavielle y Ludefia (2000 [19]), y Smooth Localized complex EXponentials (SLEX)
Ombao et. al (2002 [22]). Ambos métodos han sido implementados por sus autores en MATLAB y han sido
exitosamente usados en otras dreas, particularmente para el andlisis de electroencefalogramas. Los otros dos
métodos estan basados en cambios en las caracteristicas espectrales y son: el algoritmo de Soukissian & Sa-
malekos (2005)[32] que es un método de segmentacion para alturas significativas basado en la determinacién
de periodos de estabilidad, crecimiento y decrecimiento utilizando técnicas de series temporales. Este método
consiste en hacer regresion lineal local donde los puntos iniciales y finales son los puntos extremos (maximos
y minimos locales) de la serie temporal y luego definiendo una funcién de costo para determinar la mejor
configuracién de los intervalos. Aplicaremos este procedimiento a varias caracteristicas espectrales y compa-
raremos los resultados con un método de segmentacion diferente descrito a continuacién. El otro método de
segmentacion estd basado en valores medios sobre ventanas en movimiento, usando una banda con ancho
fijo para determinar los puntos de cambio en el registro de olas. Los intervalos durante el cual los valores se
mantienen dentro de las bandas alrededor de la media se consideraran estables mientras que aquellos que
estén por encima (o debajo) se considerardn crecientes (o decrecientes). De esta manera determinaremos los
intervalos de estabilidad, crecimiento y decrecimiento de los registros. Ambos métodos fueron implementados
en MATLAB.

Ahora bien, las caracteristicas de las olas durante una tormenta o un huracdn cambian rapidamente y
también son claramente no lineales y no gaussianos. Por lo que los modelos usuales, eminentemente gaus-

sianos, para mares estacionarios no ajustan bien o hacen dificil la prediccién del comportamiento de las olas
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cuando hay presencia de tormentas o huracanes. Por estas razones se hace necesario buscar o idear modelos
no-gaussianos y no-lineales para poder realizar un ajuste mds satisfactorio de las olas. Un método que ha si-
do ideado para el estudio de ondas distorsionadas no lineales es la Transformada de Hilbert-Huang (HHT)
Huang y Shen (2005, [13]), Huang et. al (2004, [14]).

Para realizar el andlisis y comparacion de estos algoritmos utilizaremos varios conjuntos de datos: Primero
haremos una comparacién de los algoritmos DCPC y SLEX, para ello consideraremos tres conjuntos de da-
tos. Los dos primeros corresponden a olas en situacién normal. Estos conjuntos de datos corresponden a 3
dias en septiembre de 2005, iniciando el 1"° de septiembre a las Oh, para dos boyas desplegadas por Costal
Data Information Program, Integrative Oceanography Division, operado por el Scripps Institution of Oceanography
(http://cdip.ucsd.edu/): Estacién 067 Isla San Nicolés en las costas de California con una profundidad de
360m y la Estacién 106 en la Bahifa Waimea, Hawaii con una profundidad de 200m. En ambos casos la fre-
cuencia de muestreo es 1.280Hz. Usaremos ambos métodos de segmentacién para estos conjuntos de datos.
Mientras que el tercer conjunto corresponde a los datos del huracdn Camille, los cudles tienen una situacién
de alta no-estacionaridad. Este conjunto de datos es bien conocido y ha sido considerado previamente por
diversos autores (véase por ejemplo, Forristall (1978 [9]) y Guedes Soares et al. (2004 [11]). El huracdn Cami-
lle ocurri6 el 17 de agosto de 1969, y fue uno de los huracanes mas fuertes que alcanz6 la costa Este de los
EE.UU en el siglo XX. Este pas6 a unos 23Km de la plataforma donde estaba un dispositivo de medicién de
alturas de olas. Este dispositivo de medicién dejé de funcionar alrededor de las 4:30pm del 17 de agosto y la
serie se inici6 a las 6:00pm del dia previo (16 de agosto), con una frecuencia de muestreo de 1Hz. En todos los
casos compararemos los intervalos de estacionaridad obtenidos con ambos métodos y también estudiaremos
tres caracteristicas espectrales: Energfa total, valor maximo y frecuencia dominante. Trazaremos un grafico y
compararemos la evolucién de las tres caracteristicas espectrales para ambos métodos con los tres conjuntos
de datos. Este andlisis se hard en el capitulo 2.

Luego, realizaremos un estudio comparativo de los algoritmos de Soukissian y el de bandas. Conside-
raremos la evolucién de los espectros de energia de olas durante un periodo de un afio con datos de una
estacion situada en Waimea Bay, Hawaii, EEUU, con las siguientes caracteristicas: Latitud 21°40.364’ N, Lon-
gitud 158°06.949’ W, profundidad del agua (m): 198.00. La serie temporal tiene una frecuencia de muestreo de
1.280Hz. Usando los registros de alturas de olas calcularemos los espectros de energia cada 15 minutos lo que
nos permitird determinar cambios en periodos pequefios de tiempo en la evolucién de algunas caracteristicas
de olas obtenidas a partir de los espectros. Se utiliz6 el software WAFO desarrollado por Wafo group de la

Lund University of Technology, Suecia,! para calcular los espectros y las caracteristicas espectrales. El software

1El software WAFO esta disponible en http: //www.maths.1th.se/matstat/wafo.
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WAFO es una herramienta de Matlab para el andlisis estadistico y simulacién de oleaje aleatorio. El andlisis y
comparacién de estos dos métodos se realiza en el capitulo 3.

También analizaremos los datos de tormentas. Los datos fueron obtenidos de la plataforma North Alwin
situada al norte del Mar del Norte, a unos 160Km al este de Shetland Islands (60°48,5'N,1°44,17'E) con una
profundidad del agua de aproximadamente 130 metros. Hay 3 medidores de altura de olas tipo Thorn EMI
Infrarrojo montados en la plataforma y sus alturas estdn entre 25 y 35 metros sobre el nivel medio del agua.
Los datos fueron registrados continua y simultdineamente a 5Hz y divididos en intervalos de 20 minutos para
los cuales se calcularon los estadisticos altura significativa H;,;, periodo de pico T, y los momentos espectrales.
Se mantuvieron todos los registros de elevacion de la superficie con H;;, > 3m. Los datos fueron transmitidos
a la Universidad Heriot-Watt en una base diaria.

Analizamos un solo conjunto de datos. Este consiste en una serie de registros de 20 minutos de duracién,
muestreados por el altimetro a 5Hz y ocurridos entre la medianoche del 23 de diciembre y las 9:00am del
26 de diciembre de 1999, y consistente de 4840 minutos de registros. Se tiene que estos datos incluyen dos
periodos relativamente largos en los que aumenta H,, y una seccién en la cual ocurren dos picos en un tiempo
relativamente corto. Dado que existen algunos intervalos cortos de tiempo en los cuales hay registros perdidos,
dividimos este en 5 conjuntos que cubren la tormenta. Estos conjuntos los llamamos Storm1999a, Storm1999b,
Storm1999c, Storm1999d y Storm1999e. En este caso, utilizaremos los algoritmos SLEX y HHT para realizar un
andlisis espectral de los mismos, el capitulo 4 trata este tema.

Finalmente, consideraremos los registros de olas de la Estacién 144 en St. Petersburg, Florida, EE.UU., con
las siguientes caracteristicas: Latitud 27°20.42" N, Longitud 84°16.50" W, profundidad del agua: 94.0(m). La
serie temporal tiene una frecuencia de muestreo de 1.280Hz. Tomamos dos conjuntos de datos, el primero
inicia el 20 de enero de 2009 a las 2:11:00am y termina el 21 de enero de 2009 a las 2:10:59am, el segundo
conjunto inicia el 01 de marzo de 2009 a la 01:11:00pm y termina el 02 de marzo de 2009 a las 11:10:59am. A
estos conjuntos los llamamos Estacién 14401 y Estacién 14403.

Los datos de la Estacion 144 fueron obtenidos de la pagina web del Coastal Data Information Program (CDIP),
Integrative Oceanographic Division, operado por el Scripps Institution of Oceanography bajo el patrocinio de la U.S.
Army Corps of Engineers y el California Department of Boating and Waterways (http://cdip.ucsd.edu/).

En el capitulo 5, vamos a realizar pruebas de hipoétesis no paramétricas de gaussianidad para todos los
conjuntos de datos descritos anteriormente. El objetivo es determinar el comportamiento gaussiano o no de
las olas en un periodo de tiempo determinado, y ajustar modelos no gaussianos y no-lineales a los registros
de las mismas. Realizaremos el ajuste y las pruebas de hipétesis para los registros de las olas. También para

validar el algoritmo de prueba de hipétesis y validez de los resultados realizaremos simulaciones gaussianas
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con las funciones propias de los software Matlab y R, asi como un algoritmo desarrollado basandonos en el
procedimiento propuesto por Grigoriu (2009 [10]), para simulacién de procesos gaussianos.

En los apéndices se dardn los fundamentos teéricos para el desarrollo de las pruebas de hipétesis de gaus-
sianidad. En el primer capitulo de esta tesis daremos los fundamentos y notaciones necesarios para entender

el resto de los capitulos antes descritos.




Capitulo

Preliminares

1.1. Conceptos basicos y notaciones utilizadas

En esta seccién estableceremos la notacién a usar en todo este trabajo, asi mismo daremos algunas defi-
niciones y teoremas ttiles para el estudio del mar. Empezaremos definiendo procesos estacionarios tanto en
el caso real como complejo, ya que la representacién espectral que definiremos posteriormente requiere de

procesos complejos.

Definicién 1.1.1 Un proceso estocdstico X (t) es estrictamente estacionario si para cualquier n y cualesquiera ins-

tantes t1,. .., t, en el dominio del proceso todas la distribuciones n-dimensionales de
X(tH+h),...,X(t, +h)

son independientes de h. Es llamado débilmente estacionario si tiene media constante, E[X(t)] = m, y si su funcion

de covarianza

r(t) = Cov(X(s+t), X(s))
es una funcion del tiempo t.
Definicién 1.1.2 Un proceso a valores complejos
X(t)=Y(t)+iZ(t)
es estrictamente estacionario si todas las distribuciones 2n-dimensionales de

Y(t1+h), Z(t1 +h), ..., Y(ta +h), Z(tn + h)
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son independientes de h. Es llamado débilmente estacionario o estacionario de sequndo orden si E[X(t)] = m es
constante y

E[X(s)X(D)] = r(s — t) + [m]?

solo depende de la diferencia de tiempo s — t.

La funcion de covarianza r(h) = E[(X (s 4+ h) + m)(X(s) — m) es Hermitiana, es decir,

r(h) = r(h)

La siguiente definicién serd ttil para ver que toda funcién de covarianza es positiva definida

Definicién 1.1.3 Una funcion a valores complejos r(t) dada en (—o0, 00) se dice que es positiva definida si para cada
enteron > 1,t1,...,t, € Ry complejos z4, . .., zy se tiene que

n

Y r(ti—t)zjze > 0 (1.1)
j k=1

En particular, se asume que la suma en (1.1) es un niimero real.
De la definicién anterior, se tiene que una propiedad caracteristica de una funcién de covarianza es que

es positiva definida en el sentido siguiente: Sea t1,...,; cualquier conjunto finito de tiempos, y tomamos

numeros complejos arbitrarios a1, . . ., a,. Por simplicidad suponemos E[X(t)] = 0, entonces

n _
Za]‘ﬁkr(f]‘ —t) = Z{Z] akX (tr) (1.2)
K
" 2
= E|)_ aX(t (1.3)
j=1

Teorema 1.1.1 Cada funcién r(t) positiva definida, posiblemente compleja, es la funcién de covarianza para un proceso
estrictamente estacionario. Por lo tanto, la clase de funciones de covarianza es igual a la clase de funciones positiva

definida.

Como vimos, las funciones de covarianzas para procesos estacionarios estan caracterizadas por la propie-
dad de ser positiva definida. De cursos elementales también sabemos que las funciones de covarianza son
transformadas de Fourier de sus distribuciones espectrales. A continuaciéon formularemos y demostraremos esta

declaracion, pero antes demostraremos el siguiente Lema:

Lema 1.1.1 Sea r(t) una funcién continua positiva definida. Entonces
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. 7(t) =r(—t), |r(t)| <r(0)y en particular, r(t) es una funcion acotada.
mL Si [O |r(t)|dt < oo, entonces [ r(t)dt >0
V. Paracada x € R, la funcién e*¥r(t), como funcién de t, es positiva definida.

Demostracion. 1 Se sigue de la definicién de funcién positiva definida para funciones a valores complejos con
n=1z=1
IV También es trivial de (1.1) si reemplazamos z; con zZieite™

Para demostrar II, tomemos n = 2,t1 = t,t, = 0,z7 = z,zp = A, donde A es real. Entonces (1.1) se convierte en

r(0)(|z> + A%) + Ar(H)z+ Ar(—t)2 >0 (1.4)

se sigue inmediatamente que r(t)z 4 r(—t)Z es real para cada complejo z. Més aun, dado que r(—t)z 4+ 7(—t)z =
2Rer(—t)z es real, el namero (r(t) — 7(—t))z es real para cada complejo z, lo cual es solo posible cuando
r(t) —7(—t) = 0.

Por lo tanto, de (1.1) con z = 7(t) obtenemos
r(0)|r(£))* + r(0)A2 +-2A|r(£)]*> > 0

para todo real A. Se sigue que |r(t)|* — 2(0)|r(t)|> < 0. Por I se sabe que r(0) > 0, en el caso r(0) = 0 entonces
se tiene la igualdad que r(t) = 0 para todo t lo cual verifica trivialmente lo requerido, en el caso r(0) > 0 se
tiene que |r(t)|? < r?(0) de donde r(t) es acotada para todo t, Esto demuestra la parte II.

Para la parte III, recordando que r es continua y su integral es el limite de las sumas de Riemann. Viendo dt y

ds como z; y Zy respectivamente, de (1.1) tenemos que

/ / r(t —s)dtds ~ Er — tj)AtiAt; > 0,

i

* i
donde la igualdad se sigue cambiando variables t —s = t/,t +s = s’. Por el Teorema de Convergencia Domina-
da de Lebesgue la tltima integral convergea 2 [~ _r(t)dt. Esto demuestra la parte Ill y finaliza la demostracién

del lema. 0
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Teorema 1.1.2 (Teorema de Bochner). Una funcion continua r(t) es positiva definida, y por consiguiente una funcion de

covarianza, si y sélo si, existe una funcion real no-decreciente, continua a la derecha y acotada F(w) tal que

r(t) = /7 0; ¢t dF () (1.5)

La funcién F(w) es la funcién de distribucién espectral del proceso, y tiene todas las propiedades de una funcién de
distribucion estadistica excepto que F(co) — F(—o0) = r(0) no necesita ser igual a uno. La funcién F(w) sélo se define

hasta una constante aditiva, y usualmente se toma F(—o0) = 0.

A continuacion incluimos algunos resultados y definiciones necesarios para la exposicién de nuestros re-

sultados.

Teorema 1.1.3 Lema de Fatou. Sea {f,}_, una sucesion de funciones medibles, f, > 0 Vn. Entonces se tiene que
/ (minf f)dx < lim inf / Fa(x)dx.

Definicién 1.1.4 a) Sea (Q),§, P) un espacio de probabilidad. Una transformacién T medible sobre (Q), §, P) se dice
que preserva la medida si

P(T'A) =P(A)  paratodo A€ F (1.6)

b) Dado un espacio medible (Q), §) y una transformacion T medible sobre (Q), §), una medida de probabilidad P se dice

invariante si se cumple (1.6)

Definicién 1.1.5 Sea (Q), §, P) un espacio de probabilidad. Sea una transformacion T que preserva la medida de Q) en st

misma.
a) Una variable aleatoria x sobre (Q), §, P) se dice invariante bajo T si x(w) = x(Tw) para casi todo w € ()

b) Un conjunto A € § se dice invariante bajo Tsi T™'A = A

Definicién 1.1.6 Una transformacién T que preserva la medida sobre (Q), §, P) es llamada ergédica si todo conjunto
invariante A € J tiene P(A) = 06 P(A) = 1; es decir, todo conjunto invariante es trivial. Algunas veces se utiliza el

término métricamente transitivo en lugar de ergodico.

Para poder obtener un modelo manejable que nos permita estudiar el mar, es necesario hacer algunas

suposiciones:
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1. Supondremos que el proceso que sirve de modelo es estacionario. Sabemos que las condiciones del mar
cambian con el tiempo, y con ellas los pardmetros de las distribuciones estadisticas de la altura de olas.
En este caso, y en general para cualquier proceso aleatorio, el término se refiere no a las olas sino a sus
propiedades estadisticas. Esto quiere decir que la distribucién de X(t + h) es la misma para cualquier
valor de &, y en particular, es siempre igual a la de X(0). Mds atn, para cualquier n y cualesquiera ins-
tantes de tiempo t1, ty, ..., t, la distribucion del vector X (t + h), X (2 + h), ..., X (t, + h) es independiente
del valor de h.

2. El nivel medio del mar es 0 y mediremos las variaciones respecto a él. Esto quiere decir que el proceso

que consideramos es centrado, esto es, E[X(#)] = 0.

3. Las trayectorias del proceso X son continuas. Tenemos que X es en realidad una funcién sobre el espacio
producto [0, c0) x Q) con la propiedad de que para cada t € [0, c0) fijo, X(t, -) es medible. Si fijamos w € Q)
obtenemos una funcién

X(w) : [0,00) = R

que se conoce como una trayectoria del proceso. Pedimos que para casi todo w € ) (es decir, con proba-

bilidad 1) esta funcién sea continua.

4. El proceso es ergddico. El hecho de que el proceso sea ergdédico, nos permite sustituir los valores espera-

dos (tedricos) por promedios temporales (empiricos), teniéndose asi que:

E(X(t) = /QX(t,w)dp(w):nml "X (u)du,

t—oo t Jo

(@)
o)
QE
—
<
—~
~
N
<
—~
~
+
=
Nl
=
I

/QX(t,w)X(t—kh,w)dP(w)
= lirn1 .tX(u)X(LH—h)du.

t—oo t Jo

5. El proceso que representa la altura de las olas es Gaussiano; es decir, la distribucién de la altura de la ola

en un punto dado y en un instante de tiempo ¢ tiene la siguiente funcién de distribucién:

"X 1 —x2
P(X(t) < x) = /_oo Ty Pl

donde ¢? es la varianza de la distribuciéon. Atn mas, para cualquier valor de 7 y cualesquiera instantes de

tiempo ty, f, ..., t, la distribucion del vector X (t; + h), X(t, + h), ..., X(t, + h) tiene densidad Gaussiana:
1 1 Is—1
Frotyy oty (U1, ey Un) = e e EXP{—EU L u}

donde u = (uy, ..., un) y £ = Cov(X(t;), X(t;))-
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Lema 1.1.2 Sea X(t) un proceso Gaussiano estacionario y sea r(t) su funcion de covarianza. Entonces la funcién de
covarianza satisface

r(s,t) = Coo(X(s), X (1)) = E[X(s)X(£)] = r(|s — t]).

En particular, sis =t

r(s,s) = Var(X(s)) = E[Xz(s)} =r(0).

La funcién de covarianza r es par y por lo tanto, si es diferenciable en 0, la derivada debe ser nula. Mds atin,

si r tiene dos derivadas en el origen, la segunda derivada debe ser negativa: "/ (0) < 0.

1.1.1. Larepresentacién espectral

La funcién de covarianza de cualquier proceso estacionario es positiva definida, como se muestra en (1.2),

(1.3) y el Teorema 1.1.1: Para cualquier n y cualesquiera z, ..., zy,

n n n 2
2 T(ti — tj)ZiZj = 2 E(X(tl)X<t]))lej =E (Zl X(ti)zi> Z 0

ij=1 ij=1

y por el Teorema de Bochner (Teorema 1.7) es la Transformada de Fourier de una funcién de distribucién que

llamaremos S, es decir, r tiene una representacion espectral de la forma:

r(t) = L °; ¢S (o) (17)

donde S se conoce como la funcién de distribucién espectral. Su derivada s, si existe, es la densidad espectral
y se conoce también como el espectro.

Sila funcién de covarianza es integrable, entonces (1.7) es invertible

S(w) = 2 /O " cos(wh)r(t)dt (18)

P = /;O;—wsin(wt)dS(w)
() = /jo —w? cos(wt)dS(w)

y en particular
7(0) = — / w?dS(w)
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La integral anterior se conoce como el segundo momento espectral, y lo denotamos por

my = /_Z W2 dS(w) = —"(0) (1.9)
Si r no es dos veces diferenciable en 0, entonces:
My = /_O:O w?dS(w) = oo
La existencia del segundo momento espectral estd asociada a la regularidad de las trayectorias del proceso.

Cuando mj < oo la funcién de covarianza tiene el siguiente desarrollo cerca del origen:

2
rt) = o2 — % +o(2)

Definicién 1.1.7 Un proceso estocdstico, X (t), se dice que es continuo en media cuadrdtica (o L2-continuo) en tiempo

t, si

m.c

X(t+h) ™S X(t)

cuando h — 0, es decir, E[(X(t +h) — X(t))?] — 0

Es llamado diferenciable en media cuadrdtica con derivada Y (t) si
X(t+h)—X(¢
h
cuando h — 0. Por supuesto, el proceso Y (t) se llama derivada (en media cuadritica) de X (t) y se denota X' (t).
Criterio 1.1.1 Criterio de Loéve: Una sucesién x, converge en media cuadrdtica si y sélo si
E(xxy,) tiene limite finito c

cuando m y n tienden a infinito independientemente.

Lema1.13 Sear(t) = [* e“'dF(w) = [T cos(wt)dF(w), entonces

e
—00

a.

1&5% :mzz/j;wzdl-“(w) < o0

b. Simy < oo entonces v'' () = —my y "' (t) existe para todo t.
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c. Sir"(0) existe y es finito, entonces my < co y por (b) r"(t) existe para todo t.

Demostracion. Simy < oo (a) se sigue de
2(r(0) —r(t)) /°° 51— cos(w)
2 T )WY T2 aF(w)

1—cos(wt)
w?t2/2 =1

por el Teorema de Convergencia Dominada, dado que 0 <

Simy = 0, el resultado se obtiene del Lema de Fatou, ya que
fm 1 — cos(wt)
=0 w?t2/2

Para demostrar (b), suponga que m, < oo. Entonces es posible derivar dos veces bajo el signo integral en

=1

r(t) = [=_ cos(wt)dF(w) para obtener que r”(t) existe y

() = / w? cos(wh)dF(w),
y en particular —"(0) = ms,.
Para (c), suponga que r(t) tiene segunda derivada continua en el origen, y es diferenciable implicitamente

cerca del origen. Aplicando el teorema del valor medio, existen 61,6, € (0,1) tal que

z(r(o)tz_ I’(t)) _ —7‘”((91 _ 92)1_) N —7’//(0)

cuando t — 0. Entonces, la parte (a) muestra que m; < oy queda demostrado el Lema. O

Teorema 1.1.4 Un proceso estacionario X(t) es diferenciable en media cuadrdtica si y solo si su funcién de covarian-
za r(t) es dos veces continuamente diferenciable en un entorno de t = 0. EI proceso derivado X'(t) tiene funcién de

covarianza

rx:(t) = Cov(X' (s +1t), X(s)) = —r"(¢t).

Demostracion. Para la parte ”si” usemos el Criterio de Loéve, y demostremos que, si i,k — 0 independientes

uno de otro, entonces

E X<t+h;_x(t),x(t+kl)(_x<t) :%(r(h—k)—r(h)—r(—k)+r(0)) (1.10)
tiene limite finito c.
Definamos
FLK) = r(h) —r(h— k)
AR = (k) =) — ' (h— k)
LK) = k) = (k)

ohok
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Aplicando el teorema del valor medio, vemos que existen 61,6, € (0, 1) tales que (1.10) es igual a

_W _ 1'(9]1:%’() i
__fi(61h,0) — kfi5 (611, 62k)
k

— 1//2(91]’[, 92]() = —r”(@lh — 92]()

Dado que ' (t) es continua por hipétesis, esta tiende a —”/(0) cuando &, k — 0, el cual es el limite que requiere
el criterio de Loéve.

Para demostrar la parte ”solo si” usaremos el Lema 1.1.3. Si X(t) es diferenciable en media cuadratica,
(X(t4h) — X(t))/h =5 X' (t) con E(|X(t)|?) finito y
2

E(|X'(t)]?) = lim E

h—0

h

'X(t +h)— X(t)

h—0 h2

La parte (b) del Lema 1.1.3 muestra que '’/ (t) existe.

Para ver que la funcion de covarianza de X'(¢) es igual a —”/(t), tomemos el limite de

(X(s+t+h)—X(s+t) X(s+t)—X(s)>
E h k

1
= ﬂ(r(t+h—k) —r(t+h)—r(t—k)+r(t)

= —f{5(t+ 01h,0k) = —"(t + 01h — 02k) — —r"(t)

para algin 61,6, cuando i1,k — 0. O

Como consecuencia del Teorema 1.1.4, tenemos el siguiente corolario:
Corolario 1.1.1 Sea X(t) un proceso Gaussiano estacionario tal que m, < oo, entonces
E(X'(t)) =0, Var(X'(t)) = —r"(0) = my
Este proceso X'(t) es Gaussiano, independiente de X(t) para t fijo y tiene funcion de covarianza
Coo(X'(t), X' (t+h)) = —1"(h) (1.12)
La densidad conjunta de X y X’ es

{~1(5+)) (1.13)
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En el estudio de las olas el espectro juega un papel fundamental y se interpreta como es usual, como la

()

distribucion de la energia por frecuencia. Observamos que r(0) = Var(X(t)) = [°. S(w)dw, de modo que

[e9)
la varianza del proceso representa la energia total. El espectro es simétrico y normalmente sélo se considera
la parte positiva, y se renormaliza multiplicindola por 2. Por lo general se usa la misma notacién S para el

espectro renormalizado.

1.1.2. Caracteristicas de las olas
Altura significativa

La medida mds importante de la severidad del mar es la altura significativa. Esta medida trata de indicar la
altura de las olas mads altas que uno puede encontrarse durante un periodo razonable de tiempo. Significativa
quiere decir que es suficientemente alta como para tener efecto sobre un barco o sobre una estructura colocada

en el océano. Una de las definiciones generalmente aceptadas es la siguiente:

Definicién 1.1.8 La altura significativa de un estado del mar se define como

Hy = 4,/ Var(X(t)). (1.14)

Caracteristicas basadas en cruces del nivel medio

Otras caracteristicas importantes también tienen mas de una definicién. La definicién usual estd basada
en los cruces del cero. Sea X(t) el proceso que modela las olas en un punto del espacio; X(t) representa la
altura sobre el nivel medio del mar. Supongamos que X(t) cruza el nivel medio hacia abajo en los instantes
t1,t2,...,tu. El tiempo entre dos cruces sucesivos del nivel medio hacia abajo definen el periodo de la ola.
Usaremos la notacién Ty x:

Taf = trt1 — b
La distancia vertical entre el méximo y el minimo valor del proceso en este intervalo se define como la altura
de la ola. Usaremos la notacién Hy k.

Una cresta ac es el mdximo valor de X para ¢ en un intervalo entre dos cruces sucesivos hacia abajo del
nivel medio: t; < t < t;,1. De manera similar un seno ag es el (valor absoluto del) valor minimo en el mismo
intervalo de tiempo. Para distinguir diferentes crestas y senos en los intervalos sucesivos ponemos un indice k

en cada valor: (ac, ag ). De esta forma se tiene que

Hyp =aci— asp-
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Caracteristicas basadas en extremos sucesivos

Otra definicién posible considera todos los extremos de la ola. Supongamos que la ola tiene una sucesién
de minimos locales (X, ) y maximos locales consecutivos (X, ). Una ola min-max es el par (X, x, Xy ) de
valores minimo y maximo consecutivos. La altura de la ola min-max es la diferencia entre estos valores; esto es
Hy = Xpx — Xy k, mientras que el periodo min-max es la diferencia de tiempos correspondiente. De manera

similar se definen las olas max-max y min-min.

1.1.3. Otras caracteristicas

El momento espectral de orden n se define como

my = /oo w"S(w)dr. (1.15)
Jo

En la seccién 1.1.1 definimos el segundo momento espectral y vimos que para un proceso Gaussiano, su
existencia estd relacionada con la regularidad de las trayectorias. Esto es cierto en general: la existencia de
momentos de orden superior estd asociada a una mayor regularidad de las trayectorias.

Los momentos espectrales no son los tnicos parametros asociados a la densidad espectral de interés en el

estudio del mar. Ya vimos que la altura significativa es otro de ellos. En términos de los momentos espectrales

Hy = 4/ Var(X(t)) = 4\/mq. (1.16)

A partir del espectro vemos que la frecuencia media estd dada por

la altura significativa es

mq
mo ’

Si el espectro estd concentrado alrededor de una frecuencia dominante, la frecuencia media da el periodo

medio. Otro pardmetro de interés es el ancho espectral, que se define por

(1.17)




Capitulo

Una comparacion de dos métodos para el

analisis espectral de olas

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos dos métodos de segmentacion de series temporales. Para implementar esta
aproximacién es necesario tener maneras de detectar los cambios de estado en el proceso, y por consiguiente las
caracteristicas espectrales de la estructura de covarianza de un proceso estacionario. Por lo tanto, es razonable
estudiar métodos basados en la deteccién de cambios en los espectros. Dos de tales métodos son: Detection of
Changes by Penalized Contrasts (DCPC) Lavielle (1998 [17], 1999 [18]), Lavielle y Ludefia (2000 [19]), y Smooth
Localized complex EXponentials (SLEX) Ombao et. al (2002 [22]). Ambos métodos han sido implementados
por sus autores en Matlab y han sido exitosamente usados en otras areas, particularmente para el andlisis de
electroencefalogramas.

Para comparar su desempefio consideraremos tres conjuntos de datos. Los dos primeros corresponden a
olas en situacién normal mientras que el tercer conjunto corresponde a los datos del huracdn Camille, los
cuales tienen una situacién de alta no-estacionaridad. En todos los casos compararemos los intervalos de es-
tacionaridad obtenidos con ambos métodos y también estudiaremos tres caracteristicas espectrales: Energia
Total, Valor Maximo y Frecuencia Dominante. Trazaremos un gréfico y compararemos la evolucion de las tres
caracteristicas espectrales para ambos métodos con los tres conjuntos de datos.

En las dos siguientes secciones daremos una breve descripcién de ambos métodos, luego consideraremos

17



Capitulo2. Una comparacion de dos métodos para el andlisis espectral de olas 18

los dos conjuntos de datos correspondientes a condiciones normales y finalmente estudiaremos los datos del

huracan Camille.

2.2. El método DCPC

El problema de estimacién de puntos de cambios de una sucesién de un proceso aleatorio estacionario a
trozos ha recibido considerable atencién en la literatura (véase, por ejemplo, Brodsky & Darkhovsky (1993) [5],
Basseville & Nikiforov (1993) [3]). Describiremos aqui brevemente un método propuesto por M. Lavielle (1998
[17], 1999 [18]) y estudiado en detalle por Lavielle y Ludefia (2000 [19]).

Consideremos una sucesién de variables aleatorias reales Y, ..., Y, y supongamos que la distribucién del
proceso depende de un pardmetro 6 que cambia abruptamente en algunos instantes desconocidos (t;,1 < j <
K), donde K es también desconocido. Para estimar K y los puntos de cambio (t;,1 < j < K) usaremos una

funcién de contraste penalizado de la forma

J(t,y) + Bpen(t). 2.1)
El término J(t,y) estima el punto de cambio mientras que el término de penalizacion previene al algoritmo
de sobreestimar el niimero de puntos de cambio. Este tltimo s6lo depende de la dimensién K(t) del modelo y
crece con K. El pardmetro de penalizacion 8 ajusta el balance entre la minimizacién de J(t,y) lo cual requiere
tipicamente valores grandes de K y la minimizacién de pen(t) la cual va en direccion contraria.
El principio general propuesto en el algoritmo DCPC es el siguiente: Paracadal < k < K, sea U(Ytk_l, cei, Y 0)
una funcién de contraste usada para la estimacién del valor del pardmetro desconocido 6. El estimador de con-
traste minimo é(Yt,H, ..., Y4,) calculado para el k-ésimo segmento de ¢ se define como la solucién del siguiente

problema de minimizacién:

Uy (oo Y 00Ye, o, Ye)) SUYs ..., Ye6), (2.2)

paratodo f € ®. Paral < k < K sea

1 A
C(Ytk—l + 1, .. "Ytk) = EU(Ytk—l’ .. .,Ytk;G(Ytk_l, ey Ytk)) (23)
entonces la funcién de contraste se define como

K

](t,y) = Zc(ytk—l""’ytk) (24)
k=1
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donde ty = 0y ty = n.
Usando este principio general, diferentes funciones de contraste se pueden usar de acuerdo a la situacién.
En el caso de cambios en la distribucién espectral, consideraremos que la energia del proceso en cierta banda

de frecuencia [/\]-, pt]-), 1 <j <], cambia repentinamente. Para cada k y cada u € [0, 7] sea

1 i |’
L(u) = Yye'tt (2.5)
27 |y
el periodograma de la sucesién (Y;) en la banda de frecuencia [A}, ji;) y sea
F / " () (2.6)
;= u)du .
kj Y k

]

la energia de (Y¢,_,, ..., Yt) en la banda de frecuencia [A;, ;). El contraste usado para detectar los puntos de

cambio es

Ny J 2
CWteyr- - Yt) = - Y Fg. (2.7)
j=1

El algoritmo DCPC ha sido implementado en Matlab para diferentes criterios: Cambios en media, varianza,
media y varianza, funcién de distribucién y espectros. Este se puede descargar de la pagina web personal de

M. Lavielle: http://www.math.u-psud.fr/~lavielle/programs/index.html.

2.3. El método SLEX

El algoritmo auto-SLEX es un procedimiento estadistico que divide una serie temporal en segmentos que
son aproximadamente estacionarios y automdticamente elige un pardmetro de suavizado para la estimacién
de los espectros que cambian en el tiempo. El método estd basado en la transformada SLEX (Smooth Localized
complex EXponential), la cual usa los vectores SLEX y el cual estd muy relacionado con la transformada cldsica
de Fourier. El método se presenta en Ombao et. al (2002 [22]) y aqui seguimos su presentacion. El algoritmo ha
sido implementado en Matlab y estd disponible en la padgina web: www.stat.uiuc.edu/~ombao.

Como es bien sabido, las funciones de Fourier son apropiadas para representar procesos aleatorios esta-
cionarios, dado que ellas estdn localizadas en frecuencia y las propiedades espectrales de los procesos esta-
cionarios son invariantes en el tiempo, sin embargo ellas no pueden representar procesos con propiedades
espectrales que evolucionan en el tiempo. Para lidiar con el problema de localizacién en tiempo, se aplican

ventanas suaves de soporte compacto, sin embargo la funciones alli dejan de ser ortogonales. Es bien sabido
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que no existe una ventana suave tal que la base de vectores de Fourier en ella sean ortogonales y localizadas
en tiempo y frecuencia al mismo tiempo. Las funciones SLEX evitan este problema usando un operador de
proyeccion, en vez de una ventana, sobre las exponenciales complejas. Resulta que la accién del operador de
proyeccion sobre una funcién periédica es equivalente a aplicar dos ventanas suaves especialmente construi-
das para la base de funciones de Fourier.

Las funciones en la base SLEX ¢, (1) son de la forma

$Pow(u) =¥ (u) exp(i2rwu) + ¥ exp(—i2mwu) (2.8)

donde w € [-1/2,1/2] y ¥4 (u) y ¥—(u) son funciones suaves a valores reales especificas que definiremos
luego. Las funciones en la base SLEX tienen soporte en [—J,1 + 6], donde 0 < § < 0,5. Entonces las funciones
SLEX se solapan en diferentes bloques diddicos pero permanecen ortogonales.

La base de funciones SLEX generaliza directamente la base de vectores ortogonales SLEX para represen-
tacion de series temporales. Sean ay < a; dos tiempos enteros, |S| = a; — a9 y el solapamiento ¢ = [J]S]],
donde [] denota la parte entera. El soporte S de los vectores SLEX en el bloque S consiste de puntos de tiempo
definidos en S y el solapamiento: S = {ag —¢,...,4aq,...,4aq,...,a1 — 1,41 — 1 + ¢}. Una base de vectores SLEX

definido en el bloque S tiene elementos {¢s ., +} con

b5t = gu((t—a0)/1S)) 2.9)
= ¥y ((t—a0)/IS]) exp{izmeor(t — ao)}
¥ (¢ a0)/[S]) exp{ —i2meor(t — a0)}

donde wy = k/|S|,k = —|S|/2+1,...,]S|/2. La ventana se puede representar en términos de la funcién de

levantamiento de corte 7:

€
o
+
=

I

2 <t—8“0) 2 (‘118—t> (2.10)
0 = o) () o (5) ()

En la implementacién especifica usaremos r como

€
wn

|
—

~~
~—

r(u) = sen (g(l + u)) (2.11)
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donde u € [-1,1].

Auto-SLEX también usa el Algoritmo de Mejor Bases (BBA, siglas en inglés) de Coifman y Wickerhauser
(1992 [7]) para elegir la mejor segmentacién usando una funcién de costo definida en términos de los logarit-
mos de los periodogramas SLEX. Primero, se calcula el espectro SLEX para todo el conjunto de datos, entonces
se divide en dos el conjunto de datos y se calcula el espectro SLEX para cada mitad. Se calcula el costo de
cada configuracién y el algoritmo elige la configuracién de menor costo. El costo de una configuracién dada

es determinado por el criterio de Complejidad Penalizado Kullback-Leibler

Mj
2
Cost(j,b) = ) logdet(I;x)+pB(j,b)y/M; (2.12)
k:7¥+1 ( )

donde Ij, b, k es la matriz del periodograma suavizado, M; es la longitud del bloque al nivel j, M; = T/ 2i
donde T es la longitud del vector de datos y b es el indice del bloque, b = 0,1, ... ., 2/ —1.

Primero, se calcula el espectro SLEX para todo el conjunto de datos, entonces se divide el conjunto en 2
segmentos y se calcula el espectro SLEX para cada uno. Se calcula el costo de cada configuracién y luego
el algoritmo escoge la configuracién de menor costo. Este procedimiento se repite hasta que se consigue la
mejor configuracion o se alcanza el tamafio minimo para los intervalos. El espectro SLEX se calcula usando
el algoritmo FFT y el conjunto de datos debe tener longitud una potencia de 2. Dado que los subintervalos se
obtienen de divisiones sucesivas en 2 del conjunto original, la longitud de los intervalos obtenidos también
tienen longitud una potencia de 2, y sus puntos iniciales y finales son sumas de potencias de 2. En la Figura 2.1
se puede observar una subdivisién del intervalo para j = 2, donde los bloques en tono claro son los que tienen
menor costo y los oscuros son descartados para la configuracién final.

Dado que existe un tamafio minimo para los intervalos, relacionado con el conjunto més pequefio de datos
requerida para una buena estimacién del espectro, lo cual en nuestro caso es 210 = 1024, existe una limitaciéon
en la precision con la cual el algoritmo puede detectar los puntos de cambios en la serie temporal. Mds detalles

se pueden conseguir en Ombao et al. (2002 [22]).

2.4. Andlisis de datos de olas para mares en estado normal

Consideremos dos conjuntos de datos correspondientes a 3 dias en septiembre de 2005, iniciando el 1 de
septiembre a las Oh, para dos boyas desplegadas por Costal Data Information Program, Integrative Oceano-
graphy Division, operado por el Scripps Institution of Oceanography (http://cdip.ucsd.edu/): Estacion 067

Isla San Nicolds en las costas de California con una profundidad de 360m y la Estacién 106 en la Bahia Waimea,
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SLEX Waveform, k =2, $(2,1)

Q 500 1000 1500 2000
Time Index

SLEX Table

Time Index

Figura 2.1: Subdivisién del archivo.

Hawaii con una profundidad de 200m. En ambos casos la frecuencia de muestreo es 1.28Hz. Usaremos ambos

métodos de segmentacién para estos conjuntos de datos.

2.4.1. Estacion 067

Presentamos en la Figura 2.2 los datos para la Estaciéon 067 junto con la segmentacién producida por ambos
métodos. En la parte superior estdn los puntos de cambios obtenidos con el algoritmo DCPC y en la parte

inferior los obtenidos con el algoritmo SLEX. Los valores estdn dados en las Tablas 2.1 y 2.2.

00:46:57 | 4:20:17 | 6:06:57 | 7:53:37 | 11:26:57
15:00:17 | 16:45:31 | 17:40:17 | 18:33:37 | 22:06:57
23:53:37 | 25:40:17 | 27:26:57 | 28:20:17 | 29:13:37
36:20:17 | 43:26:57 | 45:13:37 | 47:00:17 | 48:46:57
50:33:37 | 54:06:57 | 57:40:17 | 61:13:37 | 64:46:57
68:20:17 | 71:53:37

Tabla 2.1: Puntos de cambios dados por SLEX para la Estacién 067 (min).

Como se puede ver de la Figura 2.2 y las tablas, el algoritmo DCPC produce mas segmentos: 45 vs. 27 y los
puntos de cambios estdn en diferentes posiciones. De hecho, ninguno de los 27 puntos de cambio de SLEX esta
a menos de 5 minutos de los obtenidos con DCPC, 2 tienen 10 minutos de diferencia, otros 5 con 20 minutos

y 6 més con una diferencia de media hora. En general las segmentaciones difieren. La Tabla 2.3 muestra un
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Station 087: San Nicholas Island, California.
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Figura 2.2: Altura de olas para la Estacién 067. La segmentacién DCPC se muestra en la parte superior la

segmentacién SLEX en la parte inferior.

1:22:54 | 1:42:22 | 2:37:58 | 4:35:23 | 7:02:01

7:21:43 | 9:31:54 | 10:16:09 | 10:36:59 | 11:10:06
14:39:37 | 17:13:11 | 19:13:50 | 20:01:35 | 21:10:15
21:35:10 | 22:29:56 | 23:36:54 | 24:29:24 | 26:00:46
26:45:18 | 29:07:20 | 29:31:29 | 29:50:56 | 32:24:39
35:37:51 | 35:56:25 | 40:02:01 | 42:15:02 | 42:48:13
46:36:28 | 47:25:24 | 47:44:25 | 48:31:35 | 52:40:32
53:49:19 | 54:47:27 | 55:22:34 | 56:41:26 | 58:50:57
59:34:22 | 60:09:35 | 60:42:26 | 64:41:54 | 71:53:37

Tabla 2.2: Puntos de cambio dados por DCPC para la Estacién 067 (min).

analisis de estadisticos bdsicos para la longitud de los intervalos con ambos algoritmos.
Calculamos los espectros para cada segmento usando el software WAFO, y estudiamos la evolucién de

distintas propiedades espectrales. Las tres propiedades en que nos enfocamos fueron: Energia Total, Valor
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SLEX | DCPC
Minimo 49.95 9.42
ler. Cuartil | 106.66 | 33.66
Mediana | 106.66 | 56.86
Promedio | 159.76 | 93.77
3er. Cuartil | 213.33 | 132.31
Méximo | 426.66 | 422.28
Varianza | 9900.0 | 7224.1

Tabla 2.3: Estadisticos Basicos para la Longitud de los Intervalos, Estacién 067.

Station 067. Evolution of the Total Energy.

| —Doecrc SLEX |
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Figura 2.3: Evolucién de la Energia Total para la Estacion 067.

Maéximo del Espectro y la Frecuencia correspondiente al valor maximo (Frecuencia Dominante). Presentamos
en las Figuras 2.3, 2.4 y 2.5 la evolucién de estas cantidades obtenidas con ambos métodos de segmentacion.
Como se puede ver, en general ambas curvas siguen un patrén similar, pero dado que DCPC tiende a producir
intervalos mds pequefios, éste detecta cambios que no presenta el método SLEX. Esto se puede ver en las

Figuras 2.3 y 2.4 alrededor de 10h. y en la Figura 2.5 entre 55 y 65h.
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Station 067. Maximum of the Spectral Density
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Figura 2.4: Evolucién del Valor Maximo de la Densidad Espectral para la Estacién 067.

Viendo en la Figura 2.2 y las Tablas 2.1 y 2.2, notamos que los intervalos producidos por el algoritmo
SLEX son con frecuencia divididos en intervalos mds pequefios por DCPC, pero en algunos casos sucede
lo contrario. Por ejemplo, el tltimo intervalo DCPC es dividido en 2 por SLEX. Es interesante realizar una
comparacion de los espectros para estos casos. Consideremos primero el intervalo SLEX con puntos finales
29:13:37 y 36:20:17, y los intervalos DCPC con puntos finales 29:07:20.63, 29:31:29.06, 29:50:56.25, 32:24:39.69,
35:37:51.88 y 35:56:25.94. Los correspondientes espectros se muestran en la Figura 2.6. La Tabla 2.4 muestra los
valores de las tres propiedades consideradas: Energia Total, Mdximo de Energfa y Frecuencia Dominante. Los
intervalos son llamados SLEX1 y DCPCn conn =1,...,5.

Como se puede ver, la frecuencia dominante se mantiene aproximadamente constante a través de los in-
tervalos alrededor de 0.66. La energia total en DCPC1 es mayor que la energia total en SLEX1 pero decrece
en los siguientes 3 intervalos, siendo aproximadamente igual a la de SLEX1 y en el dltimo intervalo de DCPC
esta decrece. El valor maximo de energia muestra un patrén similar. Finalmente, existe un segundo pico en el
espectro de SLEX1 que también aparece en el espectro de DCPC1, desapareciendo en DCPC2 pasando a una
frecuencia mayor en DCPC3 volviendo a la misma frecuencia en DCPC4 y desapareciendo en DCPC5.

Es interesante notar que DCPCS5 es un intervalo corto, de menos de 19 min de duracién el cual incluye el

punto final derecho de SLEX1.
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Figura 2.5: Evolucién de la Frecuencia Dominante para la Estacién 067.
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Figura 2.6: Comparacién de los espectros SLEX y DCPC.
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Intervalos | Energia Valor Frecuencia Frecuencia
Total Maximo | Dominante 1 | Dominante 2
(m?s/rad) | (m?s/rad) (rad/s) (rad/s)

SLEX1 752.80 2509.20 0.66 0.46
DCPC1 862.20 2936.60 0.64 0.45
DCPC2 738.60 2628.90 0.64

DCPC3 784.30 2568.00 0.66 0.76
DCPC4 736.70 2549.40 0.66 0.46
DCPC5 688.40 1870.00 0.68

Tabla 2.4: Comparacién de las Propiedades Espectrales.

Ahora consideremos el intervalo DCPC dividido en dos por el algoritmo SLEX. El intervalo DCPC tiene
puntos extremos 64:41:54.84 y 71:53:37.19, mientras que los puntos extremos de los intervalos SLEX son
64:46:57.19, 68:20:17.19 y 71:53:37.19. Los espectros correspondientes se muestran en la Figura 2.7. La Tabla 2.5
muestra los valores de la energia total, valor médximo de energifa y frecuencia dominante. Los intervalos son
nombrados SLEX1, SLEX2 y DCPC1.

Como se puede ver en la Figura 2.7 y la Tabla 2.5 los espectros SLEX se parecen en forma, y para el pri-
mero la energia es mayor que para el intervalo SLEX mientras que para el segundo es menor. El resto de las

propiedades se mantienen mds o menos constantes.

Intervalos | Energia Valor Frecuencia Frecuencia
Total Méximo | Dominante 1 | Dominante 2
(m?s/rad) | (m%s/rad) (rad/s) (rad/s)
DCPC1 806.20 2892.40 0.36 0.71
SLEX1 865.00 2719.00 0.35 0.71
SLEX2 738.80 2965.80 0.36 0.70

Tabla 2.5: Comparacién de Propiedades Espectrales.
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Station 067. Comparison of SLEX and DCPC Spectra
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Figura 2.7: Comparacién de los espectros SLEX y DCPC.

2.4.2. Estacion 106

Realizamos un andlisis similar para los datos de la Estacién 106. La Figura 2.8 muestra los registros de

alturas de olas junto con los puntos de cambio determinados por ambos algoritmos. Estos puntos de cambios

se listan en las Tablas 2.6 y 2.7.

0:53:20 | 4:26:40 | 8:00:01 | 15:06:40 | 16:53:20
18:40:00 | 2:26:40 | 22:13:20 | 29:20:00 | 31:06:40
32:53:20 | 36:26:40 | 40:00:00 | 40:53:20 | 41:20:00
41:46:40 | 42:40:00 | 43:33:20 | 45:20:00 | 47:06:40
50:40:00 | 52:26:40 | 54:13:20 | 56:00:00 | 57:46:40
64:53:20 | 66:40:00 | 68:26:40 | 70:13:20

Tabla 2.6: Cortes SLEX para la Estacién 106 (min).

Nuevamente, el algoritmo DCPC proporciona més cambios que SLEX: 46 vs. 30. En este caso 4 de los cortes

conseguidos con SLEX estdn a menos de 5 minutos de los conseguidos con DCPC, 6 tienen 10 minutos, 5 con
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Station 106: Waimea Bay, Hawai.
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Figura 2.8: Altura de olas para la Estacion 106. La segmentacién DCPC se muestra en la parte superior y la

segmentacién SLEX en la parte inferior.

0:19:05 | 2:55:36 | 8:05:37 | 8:30:54 | 10:19:13
10:43:12 | 11:37:22 | 12:59:15 | 13:19:49 | 14:11:26
15:20:59 | 16:18:16 | 17:09:02 | 21:46:47 | 22:14:12
22:32:08 | 23:16:22 | 26:38:35 | 31:19:17 | 31:53:26
33:09:50 | 33:47:24 | 34:45:59 | 36:41:30 | 40:08:13
42:33:41 | 45:07:46 | 46:09:01 | 47:19:35 | 48:57:30
50:19:56 | 54:09:13 | 54:50:14 | 55:14:27 | 55:57:46
58:10:02 | 59:19:57 | 59:57:07 | 61:21:34 | 63:10:04
63:35:07 | 65:03:36 | 68:14:47 | 71:14:24

Tabla 2.7: Cortes DCPC para la Estacién 106 (min).

20 minutos y 2 con més de 30 minutos. Asi que de nuevo las segmentaciones difieren aunque no tan marcadas
como el caso anterior. La Tabla 2.8 muestra los estadisticos bdsicos para la longitud de los intervalos.

Las tres figuras siguientes muestran la evolucién de la Energfa Total, Maximo de la Densidad Espectral y
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Tabla 2.8: Estadisticos Basicos para la Longitud de los Intervalos, Estacién 106 (min).

SLEX | DCPC
Minimo 26.66 17.2
ler. Cuartil | 106.66 | 37.26
Mediana 106.66 69.73
Promedio | 144.00 93.9
3er. Cuartil | 186.67 | 128.08
Maéaximo 426.67 | 310.01
Varianza | 11946.6 | 5933.58

Frecuencia Dominante para la Estacién 106. Como se puede ver, las observaciones hechas en el caso previo

(Estacion 067) son también validas aqui, aunque las diferencias son menos marcadas.

Energy {m2s/rad}

1200

1000

2o
g

=3
g8

=
38

200

Station 106, Evolution of the Total Energy

|_ DCPG

SLEX |

\
/‘\

i

o/ \..\ A

N

!

a 10

20 30

40

Time {h.)

50

80

Figura 2.9: Evolucién de la Energia Total para la Estacién 106.
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Station 106, Maximum of the Spectral Density
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Figura 2.10: Evolucién del Valor Maximo de la Densidad Espectral para la Estacién 106.
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Figura 2.11: Evolucion de la Frecuencia Dominante para la Estacién 106.
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2.4.3. Datos del huracadn Camille

Como punto final en la comparacién de estos dos métodos consideraremos una situacién altamente no-
estacionaria: Analizaremos los datos del Huracan Camille. Este conjunto de datos es bien conocido y ha sido
considerado previamente por diversos autores (véase por ejemplo, Forristall (1978 [9]) y Guedes Soares et al.

(2004 [11]). Aplicamos ambos métodos de segmentacion a estos datos y los resultados obtenidos se presentan

en la Figura 2.12 y la Tablas 2.9 y 2.10.

Hurricane Camille

-

Heigth {m}

Figura 2.12: Altura de olas para el Huracan Camille. La segmentaciéon DCPC se muestra en la parte superior y

la segmentacién SLEX en la parte inferior.

T
10
Time {h}

0:18:48 | 0:52:56 | 2:01:12 | 3:09:28 | 4:17:44
6:34:16 | 8:50:48 | 13:23:52 | 15:40:24 | 17:56:56
20:13:28

Tabla 2.9: Cortes SLEX para el Huracdn Camille (min).

Esta vez el ntimero de puntos de cambios es similar 11 vs. 13, pero la localizacién es de nuevo diferente,

excepto para 4 puntos de cambios que estdn razonablemente cercanos. Los intervalos SLEX tienden a estar




Capitulo2. Una comparacion de dos métodos para el andlisis espectral de olas

33

3:16:57 | 4:16:00 | 10:40:14 | 11:14:39 | 13:11:54
13:42:35 | 13:52:34 | 16:54:56 | 18:04:59 | 19:12:24
20:00:59 | 21:11:13 | 21:24:27

Tabla 2.10: Cortes DCPC para el Huracdn Camille (min).

uniformemente espaciados mientras que DCPC produce intervalos pequeiios y grandes. La Tabla 2.11 muestra

los estadisticos basicos para la longitud de los intervalos. Como se puede ver de esta tabla la distribucién para

los intervalos SLEX estd mds concentrada.

Tabla 2.11: Estadisticos Bésicos para la Longitud de los Intervalos, Huracan Camille (min).

SLEX | DCPC
Minimo 18.8 9.98
ler. Cuartil | 68.27 | 27.36
Mediana | 136.53 | 65.55
Promedio | 112.5 90.0
3er. Cuartil | 136.53 | 93.74
Miéximo | 273.07 | 384.23
Varianza | 4548.9 | 9888.4

Comparamos la evolucion de la Energia Total, Valor Méximo de la Densidad Espectral y Frecuencia Domi-

nante para ambos métodos. Los resultados se muestran en la Figuras 2.13 a 2.15

De nuevo, para cada gréfico las curvas tienen patrones similares, excepto al final en la Figuras 2.13 y 2.14,

donde el algoritmo SLEX falla al detectar un cambio que ocurre alrededor de la hora 20. Por otra parte, el

algoritmo SLEX detecta cambios en la frecuencia dominante que ocurren al principio de la serie mientras que

DCPC no los detecta.

En la Figura 2.12 podemos observar que el primer intervalo DCPC es dividido en 4 por el algoritmo SLEX,

mientras que el Gltimo intervalo SLEX es dividido en 3 subintervalos por el algoritmo DCPC. Ahora compa-

raremos los correspondientes espectros en ambas situaciones. Consideremos primero el intervalo DCPC con

puntos extremos 0 y 3:16:57 y los intervalos SLEX con puntos extremos 0:18:48, 0:52:56, 2:01:12 y 3:09:28. Los

correspondientes espectros se muestran en la Figura 2.16 y la Tabla 2.12 muestra los valores para las 3 propie-

dades espectrales.
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Figura 2.13: Evolucién de la Energia Total para el Huracan Camille.
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Figura 2.14: Evolucién del Valor Maximo de la Densidad Espectral para el Huracan Camille.
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Hurricane Camille. Dominant Frequency.
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Figura 2.15: Evolucién de la Frecuencia Dominante para el Huracdn Camille.

Intervalos | Energia Valor Frecuencia Frecuencia
Total Méximo | Dominante 1 | Dominante 2
(m?s/rad) | (m?s/rad) (rad/s) (rad/s)
DCPC1 0.127 0.159 0.48 1.2
SLEX1 0.0779 0.157 1.4 1.2
SLEX2 0.0791 0.165 1.3 1.2
SLEX3 0.111 0.168 1.2 0.46
SLEX4 0.169 0.382 0.48 1.2

Tabla 2.12: Comparacién de las Propiedades Espectrales para el primer intervalo DCPC.

Como se puede ver, en los espectros SLEX la frecuencia dominante va decayendo y para el tiltimo intervalo
esta coincide con la frecuencia dominante para el intervalo DCPC. Los 5 espectros tienen aproximadamente
las mismas frecuencias dominantes, 0.48 y 1.2rad /s, pero sus importancias relativas son diferentes. El grafico
muestra que todos los espectros tienen al menos 4 picos.

La Energifa Total y el Valor Maximo también cambian, la energia en los espectros SLEX crece y el valor en el
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Figura 2.16: Comparacién de los espectros DCPC y SLEX para el primer intervalo DCPC.

espectro DCPC estd entre los valores del tercer y cuarto espectro SLEX. El valor mdximo para el cuarto espectro

SLEX es el doble que el del resto de los espectros.

El dltimo intervalo SLEX con puntos extremos 20:13:28 y 22:30:00, es dividido en 3 subintervalos por el

algoritmo DCPC, con puntos extremos 20:00:59, 21:11:13, 21:24:27 y 22:30:00. Los espectros se muestran en la

Figura 2.17, la Tabla 2.13 muestra los valores de las propiedades espectrales.

Intervalos | Energia Valor Frecuencia Frecuencia
Total Méximo | Dominante 1 | Dominante 2
(m?s/rad) | (m%s/rad) (rad/s) (rad/s)
SLEX1 6.35 50.94 0.46
DCPC1 7.47 29.83 0.45 0.43
DCPC2 8.84 43.44 0.49
DCPC3 10.982 60.93 0.47

Tabla 2.13: Comparacién de la Propiedades Espectrales para el tiltimo intervalo SLEX.

En este caso la frecuencia dominate permanece aproximadamente constante y el mayor cambio ocurre en
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Hurricane Camille. Comparison of SLEX and DCPC Spectra.
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Figura 2.17: Comparacién de los espectros SLEX y DCPC para el altimo intervalo SLEX.

la energia reflejada tanto en la Energia Total como en el Valor Maximo de la Densidad Espectral. Las formas de

los diferentes espectros son similares.

2.5. Conclusiones

Hemos considerado dos métodos para detectar los puntos de cambio en una serie temporal: Detection of
Changes by Penalized Contrasts (DCPC) y Smooth Localized complex EXponentials (SLEX). Estos algoritmos
fueron utilizados para tres conjuntos de datos, dos de ellos provenientes de un mar en condiciones normales
(Estaciones 067 y 106) y uno de un huracan (Huracdn Camille).

Los resultados obtenidos por estos métodos difieren. En condiciones normales DCPC tiende a producir
mads puntos de cambios y por lo tanto intervalos mds pequefios. Para los datos del Huracan Camille el nimero
de puntos de cambios es aproximadamente el mismo, sin embargo SLEX produce intervalos mds uniformes en
longitud.

Para cada intervalo estimamos la densidad espectral y también analizamos algunas caracteristicas espec-
trales: Energfa Total, Valor Mdximo de la Densidad Espectral y Frecuencia Dominante. El patrén general para

la evolucién es la misma para ambos métodos en los tres casos, pero DCPC parece capturar mas variaciones
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que SLEX. Esto es probablemente al hecho de que produce mds puntos de cambios.

En algunos casos también comparamos los espectros para intervalos que eran subdivididos por el otro
método.

El algoritmo SLEX es mds rdpido y facil de usar y nos da mds informacién de la que usamos aqui (Los es-
pectros SLEX son calculados automéaticamente y almacenados, son dados los gréficos de frecuencia vs. tiempo
donde las diferentes intensidades para las frecuencias se muestran en un cédigo de color. Esto da una idea de
la evolucién espectral de los datos analizados). El algoritmo DCPC es mds lento y no trabaja muy bien con
conjuntos de datos muy grandes, pero por otra parte no tiene restricciones en que la longitud del registro sea
una potencia de 2.

Desde nuestro punto de vista ninguno de los dos métodos es completamente satisfactorio pero esto es
probablemente debido no a un defecto en los métodos de segmentacién sino de la suposiciéon que los cambios
en el patrén de olas ocurren abruptamente.

Es importante destacar que nuestras conclusiones estan basadas solo en 3 conjuntos de datos. Se requerira

mads investigacién para validar nuestras conclusiones, especialmente en lo que tiene que ver con huracanes.




Capitulo

Una comparacion de procedimientos de
segmentacion y analisis de la evolucion de

parametros espectrales

3.1. Introducciéon

En este capitulo consideraremos la evolucién de los espectros de energia de olas durante un periodo de
un afio con datos de una estacién situada en Waimea Bay, Hawaii, EEUU. Usando los registros de alturas de
olas calcularemos los espectros de energia cada 15 minutos de manera de determinar cambios en periodos
pequerios en la evolucién de algunas caracteristicas de olas obtenidas a partir de los espectros. Se utiliz6 el
software WAFO para calcular los espectros y las caracteristicas espectrales.

Soukissian & Samalekos (2005)[32] han propuesto un método de segmentacién para alturas significativas
basado en la determinacién de periodos de estabilidad, crecimiento y decrecimiento utilizando técnicas de se-
ries temporales. Su método consiste en hacer regresion lineal local donde los puntos iniciales y finales son los
puntos extremos (méximos y minimos locales) de la serie temporal y luego definiendo una funcién de costo pa-
ra determinar la mejor configuracion de los intervalos. Aplicaremos este procedimiento a otras caracteristicas
espectrales y compararemos los resultados con un método de segmentacion diferente descrito a continuacion.

El segundo método de segmentacién estd basado en valores medios sobre ventanas méviles y usando una

banda con ancho fijo para determinar los puntos de cambio en el registro de olas. Los intervalos durante el

39
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cual los valores se mantienen dentro de las bandas alrededor de la media se consideraran estables mientras
que aquellos que estén por encima (o debajo) se consideraran crecientes (o decrecientes). De esta manera deter-
minaremos los intervalos de estabilidad, crecimiento y decrecimiento de los registros. Ambos métodos fueron
implementados en MATLAB.

Las caracteristicas espectrales que consideraremos serdn:

1. Alturas de olas significativas ( H, = 44/ Var(X(t)) ),

2. Momento espectral de orden cero (my = fooo S(w)dw),
3. Momento espectral de orden dos (1, = 5 w?S(w)dw )y
4. Periodos de pico espectral ( Tp = 27t\/mg/mjy ).

Al calcular las caracteristicas espectrales se observaron picos que afectan el cdlculo de las rupturas, por lo
tanto suavizamos el registro de datos usando un filtro de promedio mévil finito de orden 5, para eliminar los
ruidos locales.

Sea g un entero no negativo y consideramos el promedio mévil a ambos lados,

q
We=2q+1)7" Y X, (3.1)
j==q
del proceso {X;} definido por X; = % + Y;,t =1,...,n,donde E[Y;] = 0. Entonces parag+1 <t <n—gq,

9 9
W=+ Y mj+(2q+1)7" Y Y =my, (3.2)
j==1q j==1q
suponiendo que ¥; es aproximadamente lineal sobre el intervalo [t — g, t + 4] y que el promedio de los términos

de error sobre este intervalo es cercano a cero.

El promedio mévil nos provee entonces con el siguiente estimador

q
=g+ Y X jq+1<t<n—q (3.3)
j==q
Véase Brockwell y Davis (1996)[4] para mas detalles.

La serie temporal analizada proviene de la Estacién 10601 en Waimea Bay, Hawaii, EEUU, ya descrita. El
resto del capitulo estd organizado como sigue. En la siguiente seccién describimos el algoritmo de Soukissian
& Samalekos, y aplicamos este método a la serie temporal. Luego describiremos el algoritmo de bandas y sus
aplicaciones a la serie temporal. En las siguientes dos secciones hacemos un analisis de los resultados obtenidos

y damos las conclusiones.
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3.2. Algoritmo de Soukissian

Consideremos una serie temporal de alturas de olas significativas Hy, = hy,hy, ..., h,; con n términos; el
objetivo es hallar una k-segmentacién de Hyy,, es decir, Hy, = Hy,, Hyy, . . ., Hy, con Hy,, intervalos disjuntos y
no-superpuestos.

El primer paso en la segmentacién de la serie temporal es definir un modelo de representacién que apro-
xime los datos de cada segmento. Una vez hallado el modelo de representacién, se evalta la calidad de la
aproximacion con una funcién de costo que minimice el error de representacién. Para esto usaremos un mode-
lo de regresién lineal (Charbonnier (2005)[6]) y el error de representacién lo definiremos basado en la suma de
los cuadrados de las distancias entre los valores reales de la serie temporal y los valores fijados por el modelo.

El costo total de la k-segmentacion es

k
COST =) _ cost(i, k),
i=1

donde cost(i,k), 1 <i < kes el costo del i-ésimo segmento de la k-segmentacion.

Se emplea el modelo de regresién lineal porque el registro de datos de Hy; presenta tendencias de creci-
miento y decrecimiento monétonos y este modelo se ajusta bien para detectar estos desarrollos.

El algoritmo inicia creando una segmentacion fina de n — 1 segmentos y n puntos de rupturas [t1, 5], [t2, t3],
..., [th—1, tn] a partir del registro completo. Esta primera particion se hace en base a los extremos locales (méxi-
mos y minimos locales). Entonces estima un modelo de regresién lineal para cada segmento y calcula el error
de representacién en cada uno de ellos.

Suponiendo que [s;, ¢;] donde s y e denotan los puntos inicial y final para el segmento i, los valores fijados

del registro hs,, hs; - .., he,_;, he; se calculan con el modelo de regresion lineal descrito como sigue

hi = wi + Bit + e, (3.4)

fli = a; + bjt, (3.5)

paras; <t < e yhs, < h < h, donde t es el tiempo (variable independiente), ;; es la altura significativa
(variable dependiente) en tiempo f, € es el error aleatorio y a;, b; son los estimadores de «; y B; respectivamente.
El pardmetro a; representa el corte vertical (valor en el origen) y b; la pendiente (coeficiente de regresién) de la
recta de regresién li-neal. Luego el algoritmo iterativamente concatena los pares de segmentos de menor costo

hasta que el error de representacién es menor que un maximo error definido por el usuario. Este proceso nos
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da todos los intervalos crecientes y decrecientes. Para extraer los estados estacionarios del mar procedemos a
aplicar el siguiente criterio, el cual para los intervalos crecientes es de la forma h,, < h5,(100 + p) % y para los
intervalos decrecientes es de la forma hs; < h;(100 + p) % (véase Soukissian y Samalekos (2006)[32];Labeyrie
(1990)[16] y Athanasoulis et. al (1992)[2]). En las tablas 3.1 a 3.4 presentamos los resultados obtenidos para la
Estacion 106

Creciente | Decreciente | Estacionario | Total
No. intervalos 337 368 446 1151
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 60 75 15 45
Mediana (min) 120 150 90 120
Promedio (min) 159,21 180,82 114,99 148,98
3¢" cuartil (min) 220 240 165 210
Miéximo (min) 720 900 675 900
Desv. estdandar (min) 131,84 140,79 118,66 132,88

Tabla 3.1: Estadisticos para la Altura significativa (H;,), méx-error=0,015, p=4 % (min).

Creciente | Decreciente | Estacionario | Total
No. intervalos 384 428 373 1185
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 45 71.25 15 45
Mediana (min) 105 135 45 105
Promedio (min) 153,20 175,20 100,98 144,71
3¢" cuartil (min) 195 225 135 195
Miéximo (min) 1020 1260 675 1260
Desv. estdandar (min) 147,91 162,84 116,39 147,84

Tabla 3.2: Estadisticos para el momento espectral de orden cero (i), méx-error=0,001, p=6 % (min).

Note que para cada caracteristica espectral elegimos un valor distinto para el méximo error y para p, por-

que la escala de cada caracteristica espectral es diferente. La eleccién de estos valores es empirico, depende
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Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 402 415 372 1189
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 60 60 15 45
Mediana (min) 120 135 45 105
Promedio (min) 157,09 174,90 96,09 144,22
3¢ cuartil (min) 180 210 135 180
Maéximo (min) 960 1275 810 1275
Desv. estdandar (min) 151,30 181,96 117,11 157,03

Tabla 3.3: Estadisticos para el momento espectral de orden dos, (1;), méax-error=0,0025, p=7 % (min).

Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 375 366 417 1158
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 60 75 15 45
Mediana (min) 120 135 105 120
Promedio (min) 158,68 166,52 122,37 148,08
3¢" cuartil (min) 210 225 195 210
Maéximo (min) 855 855 705 855
Desv. estandar (min) 128,77 125,26 118,73 125,54

Tabla 3.4: Estadisticos para los periodos de pico espectral (T,),méx-error=0,07, p=3 % (min).

de la experiencia del investigador y de las caracteristicas de la serie temporal. El rango para H;; es [0,8298;
5,3873], para mg es [0,0431; 1,82], para m; es [0,041;2,1926] y para T, es [3,4958; 12,2582]. También calculamos
la pendiente de cada estado del mar y cada caracteristica espectral. Los valores medios los presentamos en la
tabla 3.5. Para dar una idea de las correspondientes distribuciones mostramos los boxplots de las mismas en

las Figuras 3.9 a 3.12.
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Caracteristica pendiente | pendiente
Espectral creciente | decreciente
Altura significativa, Hy, 0,035 -0,030
Momento de orden cero, m 0,013 -0,012
Momento de orden dos, m5 0,017 -0,016
Periodo de pico espectral, T 0,090 -0,079

Tabla 3.5: Valores medios de las pendientes de cada estado del mar para cada caracteristica espectral.

3.3. Algoritmo de Bandas

Ahora describiremos el algoritmo de bandas. Este procedimiento de segmentacién estd basado en el célculo
de valores medios sobre ventanas méviles con un ancho de banda fijo. Iniciamos calculando la media para los
dos primeros registros del archivo de datos y entonces afiadimos sucesivamente nuevos puntos y recalculamos
la media.

Sea m; el valor medio de Xy, ..., X; y sea 2h el ancho de banda elegido. 5i el siguiente punto X; 1 pertenece
alintervalo [m; — h, m; + h] recalculamos la media afiadiendo el nuevo punto X; ;1 para obtener ;1 y elnuevo
intervalo es [m; 1 — h,mj 1 + h]. Este proceso contintia hasta que el nuevo punto no pertenezca al intervalo, en
cuyo caso es marcado como punto de corte. Los puntos previos forman un intervalo estacionario. El proceso
inicia nuevamente. Si puntos sucesivos caen por encima (o debajo) del correspondiente ancho de banda, ellos

determinan un intervalo creciente (o decreciente). El algoritmo es como sigue:

1. Lee los datos del archivo de caracteristica espectral

2. Hacer j: 1, n=longitud del archivo de datos.

3. Mientras j<n—2,
a) m; = media(p;,...,ps), donde p; es el punto inicial y ps el punto final
b) Si pg+1€ [m;—h,m;+h| entonces ps=ps+1;
c) sino

1) Marcar pf como punto de corte

2) Hacer pj=pry pr=ps+1;




Capitulo3. Una comparacion de procedimientos de segmentacién y analisis de la evolucién de pardmetros

espectrales 45
d) fin
4. Ir a 3

En las tablas 3.6 a 3.9 presentamos los resultados de la aplicacién de este algoritmo a los datos de la Estacion

106.

Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 792 848 1179 2819
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 30 45 30 30
Mediana (min) 45 45 45 45
Promedio (min) 55,63 56,76 67,26 60,84
3¢" cuartil (min) 60 75 90 75
Méximo (min) 360 240 600 600
Desv. estdandar (min) 35,40 29,43 66,01 49,63

Tabla 3.6: Estadisticos para la Altura significativa (H;), ancho de banda = 0,125 (min).

Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 748 798 1054 2600
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 30 45 30 30
Mediana (min) 45 45 45 45
Promedio (min) 55,99 57,31 79,58 65,96
3¢" cuartil (min) 63,75 75 90 75
Maéximo (min) 375 240 1110 1110
Desv. estdndar (min) 36,75 30,18 102,39 71,00

Tabla 3.7: Estadisticos para el momento espectral de orden cero (1), ancho de banda = 0,035 (min).

En este caso, como con el algoritmo de Soukissian y por la misma razén, el valor del pardmetro de ancho

de banda es diferente para cada caracteristica espectral. El valor de ancho de banda & para cada caracteristi-
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Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 740 773 1009 2522
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 30 45 30 30
Mediana (min) 45 45 45 45
Promedio (min) 59,23 61,07 79,74 68,00
3¢ cuartil (min) 75 75 90 75
Maéximo (min) 300 300 1020 1020
Desv. estdandar (min) 39,27 41,06 114,46 79,37

Tabla 3.8: Estadisticos para el momento espectral de orden dos (m;), ancho de banda = 0,06 (min).

Creciente | Decreciente | Estacionario | General
No. intervalos 809 751 1114 2674
Minimo (min) 15 15 15 15
1¢" cuartil (min) 30 45 30 30
Mediana (min) 45 45 45 45
Promedio (min) 56,68 57,82 73,80 64,13
3¢" cuartil (min) 75 75 90 75
Miéximo (min) 210 255 705 705
Desv. estandar (min) 31,88 32,67 73,10 53,83

Tabla 3.9: Estadisticos para el periodo de pico espectral (Ty), ancho de banda =0,28 (min).

ca espectral fue elegido después de muchas pruebas con diferentes valores de h y analizando el niimero de
intervalos, duracién de los intervalos, puntos iniciales y finales de estos, etc.

De nuevo calculamos las pendientes para cada estado y cada caracteristica espectral, los valores medios
para las pendientes crecientes y decrecientes los mostramos en la tabla 3.10. Los correspondientes boxplots

estdn dados en las Figuras 3.9 a 3.12.
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Caracteristica pendiente | pendiente
Espectral creciente | decreciente
Altura significativa, Hy, 0,054 -0,051
Momento de orden cero, m 0,018 -0,017
Momento de orden dos, m5 0,028 -0,026
Periodo de pico espectral, T 0,121 -0,119

Tabla 3.10: Valores medios de las pendientes de cada estado del mar para cada caracteristica espectral.

3.4. Anélisis de los resultados

En el andlisis de los datos de olas con ambos algoritmos podemos ver que el ntimero de puntos de corte

asi como la distribucién de la longitud de los intervalos son diferentes. El algoritmo de bandas muestra mas

puntos de cortes que el algoritmo de Soukissian. Mds atin, los puntos de corte no siempre coinciden unos con

otros. En la siguiente Tabla (Tabla 3.11) damos el nimero total de puntos de corte y el niimero de puntos que

coinciden. La cuarta columna de la Tabla 3.11 muestra los porcentajes de puntos de corte obtenidos con el

algoritmo de Soukissian que coinciden con los obtenidos con el algoritmo de bandas. Como se puede observar

la caracteristica espectral con mayor porcentaje de coincidencia fue la Altura Significativa y en la Figura 3.1

se muestran tres segmentos de la serie temporal con los puntos de cortes de ambos algoritmos para la Altura

Significativa.
Algoritmo | Algoritmo Ntumero de puntos | Porcentaje
de Bandas | de Soukissian que coinciden
Hy 2819 1151 938 91,49 %
mo 2600 1185 957 82,64 %
my 2522 1189 974 82,19 %
Ty 2674 1158 956 80,40 %

Tabla 3.11: Ntimero de puntos de corte que tienen coincidencia.

Las tablas 3.12 y 3.13 muestran el ntimero de puntos de cortes que coinciden entre dos diferentes caracte-

risticas espectrales para cada algoritmo. El porcentaje que se muestra en la cuarta columna es con relacién a la

caracteristica con mayor niimero de puntos de cortes para cada caso.
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Figura 3.1: Tres segmentos de la altura significativa calculada de los datos de la Estacién 106.
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En los boxplots (Figuras 3.2 a 3.5) se pueden comparar la segmentaciones obtenidas con ambos algoritmos.

Para el algoritmo de banda la duracién de los intervalos estacionarios es mayor que la duracién de los periodos

de crecimiento y decrecimiento para todas las caracteristicas espectrales consideradas, mientras que para el

algoritmo de Soukissian es al contrario. Para el algoritmo de banda los periodos crecientes y decrecientes

tienen similar distribucién mientras que para el algoritmo de Soukissian los periodos de decrecimiento tienden

a ser mas largos que los periodos de crecimiento. Las distribuciones, sin embargo, varfan con la caracteristica
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Caracteristica | Numero de puntos | Ntmero de puntos | Porcentaje
Espectral de cortes que coinciden
Hy, 2819 2402 85,21 %
mo 2600
mo 2600 799 29,88 %
Ty 2674
my 2522 894 33,43 %
Ty 2674
Hy, 2819 1112 39,45 %
my 2522
Hy, 2819 882 31,29 %
Ty 2674
mo 2600 1607 61,81 %
my 2522

Tabla 3.12: Una comparacion de los resultados de segmentacién para diferentes caracteristicas espectrales ob-

tenidos con el algoritmo de banda.

espectral considerada. Por otra parte, para ambos algoritmos el porcentaje del nimero de diferentes tipos de

intervalos son similares para todas las caracteristicas espectrales como se puede ver en la Tabla 3.14.

En las Figuras 3.6 a 3.8, una para cada estado, mostramos boxplots para todas las caracteristicas espectrales

para ambos algoritmos. En las Figuras 3.9 a 3.12, una para cada pardmetro, mostramos boxplots para los

valores absolutos de las pendientes de los intervalos crecientes y decrecientes obtenidos con ambos algoritmos.

Como se puede ver de las Figuras 3.9 a 3.12, las pendientes difieren de un algoritmo a otro, pero las pendientes

crecientes y decrecientes son muy similares para cada algoritmo. En todos los casos la distribucién de las

pendientes decrecientes parecen tener menos dispersién que la distribucién para las pendientes crecientes.
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Caracteristica | Numero de puntos | Ntmero de puntos | Porcentaje
Espectral de cortes que coinciden
Hy, 1151 930 78,48 %
mo 1185
mo 1185 198 16,71 %
Ty 1158
my 1189 246 20,69 %
Ty 1158
Hy, 1151 282 23,72 %
my 1189
Hy, 1151 192 16,58 %
Ty 1158
mo 1185 283 23,80 %
my 1189

Tabla 3.13: Una comparacién de los resultados de segmentacién para diferentes caracteristicas espectrales ob-

tenidos con el algoritmo de Soukissian.

Como se puede ver de las Tablas 3.1 y 3.6 y la Figura 3.8 la duracién de los intervalos para el algoritmo
de bandas es menor que la duracién de los intervalos obtenidos con el algoritmo de Soukissian para todas
las caracteristicas espectrales. Como un ejemplo, de las Tablas 3.1 y 3.6 podemos ver que la duracién media
de los intervalos estacionarios para la altura significativa obtenidos con el algoritmo de bandas es 67,26min.,
mientras que para los obtenidos con el algoritmo de Soukissian es 114.99min. De hecho, la duracién media
para todos los intervalos obtenidos con el algoritmo de bandas es 60,84min. y de 148,98min. para los obtenidos
con el algoritmo de Soukissian para la altura significativa.

En la Figura 3.13 podemos ver un intervalo donde la segmentacion para la altura significativa es similar en
el niimero de puntos de cortes, hay 12 para el algoritmo de Soukissian y 18 para el algoritmo de bandas. En es-
tos intervalos se puede ver que ambos algoritmos detectan algunos puntos de cortes donde los datos alcanzan
un maximo o un minimo local, pero no en los mismos puntos. Mientras que el algoritmo de Soukissian s6lo
detecta puntos de cortes en los maximos y minimos locales el algoritmo de bandas puede detectar puntos de

cortes en cualquier punto (maximos locales, minimos locales o cualquier otro punto).
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Altura de olas significativas, Hy,

Algoritmo de Soukissian Algoritmo de Bandas
Nam. de Interv. | Porcentaje | Ndm. de Interv. | Porcentaje
Creciente 337 29,28 % 792 28,10 %
Decreciente 368 31,97 % 848 30,08 %
Estacionario 446 38,75 % 1179 41,82 %
Momento Espectral de orden cero, my
Algoritmo de Soukissian Algoritmo de Bandas
Num. de Interv. | Porcentaje | Nam. de Interv. | Porcentaje
Creciente 384 32,41 % 748 28,77 %
Decreciente 428 36,12 % 798 30,69 %
Estacionario 373 31,48 % 1054 40,54 %
Momento Espectral de orden dos, 11,
Algoritmo de Soukissian Algoritmo de Bandas
Nam. de Interv. | Porcentaje | Ndm. de Interv. | Porcentaje
Creciente 402 33,81 % 740 29,34 %
Decreciente 415 34,90 % 773 30,65 %
Estacionario 372 31,29 % 1009 40,01 %
Periodo de pico espectral, T
Algoritmo de Soukissian Algoritmo de Bandas
Num. de Interv. | Porcentaje | Nam. de Interv. | Porcentaje
Creciente 375 32,38 % 809 30,25 %
Decreciente 366 31,61 % 751 28,09 %
Estacionario 417 36,01 % 1114 41,66 %

Tabla 3.14: Porcentajes del ntimero de diferentes tipos de intervalos para las 4 caracteristicas espectrales obte-

nidos con ambos algoritmos para la Estacién 106.
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Significant wave height (Hrm)
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Figura 3.2: Boxplot para la segmentacion de la Altura Significativa Hy, obtenidas con el algoritmo de Soukissian

(izquierda) y con el algoritmo de Bandas (derecha).
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Figura 3.3: Boxplot para la segmentacién del Momento Espectral de orden cero mg obtenidas con el algoritmo

de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo de Bandas (derecha).
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Spectral moment of order two (m2)
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Figura 3.4: Boxplot para la segmentacién del Momento Espectral de orden dos m; obtenidas con el algoritmo

de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo de Bandas (derecha).
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Figura 3.5: Boxplot para la segmentacién del Periodo de Pico Espectral T, obtenidas con el algoritmo de Sou-

kissian (izquierda) y con el algoritmo de Bandas (derecha).
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Figura 3.6: Boxplot para los intervalos crecientes para todas las caracteristicas espectrales obtenidas con ambos

algoritmos.
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Figura 3.7: Boxplot para los intervalos decrecientes para todas las caracteristicas espectrales obtenidas con

ambos algoritmos.
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Figura 3.8: Boxplot para los intervalos estacionarios para todas las caracteristicas espectrales obtenidas con

ambos algoritmos.
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Figura 3.9: Boxplot para el valor absoluto de las pendientes de los intervalos crecientes y decrecientes de la
altura significativa Hy, obtenidas con el algoritmo de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo de Bandas

(derecha).
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Figura 3.10: Boxplot para el valor absoluto de las pendientes de los intervalos crecientes y decrecientes del
momento espectral de orden cero 1 obtenidas con el algoritmo de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo

de Bandas (derecha).
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Figura 3.11: Boxplot para el valor absoluto de las pendientes de los intervalos crecientes y decrecientes del
momento espectral de orden dos m; obtenidas con el algoritmo de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo

de Bandas (derecha).
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Up-crossing peak period (Tp)
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Figura 3.12: Boxplot para el valor absoluto de las pendientes de los intervalos crecientes y decrecientes del
periodo de pico espectral T, obtenidas con el algoritmo de Soukissian (izquierda) y con el algoritmo de Bandas
(derecha).
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Figura 3.13: Segmentacién para la altura significativa, Estaciéon 106. La segmentacion de Soukissian se muestra

en azul (linea sélida), la segmentacién de bandas en rojo (linea punteada).
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3.5. Conclusiones

Hemos considerado dos procedimientos de segmentacién para detectar puntos de cambio en una serie
temporal: El algoritmo de Soukissian y el algoritmo de bandas. Estos algoritmos fueron usados para el conjunto
de datos de las Estacién 106 para cuatro caracteristicas espectrales diferentes.

Los resultados fueron diferentes con relacién al ntimero de intervalos o puntos de cambios y la distribucién
de la duracién de los intervalos. Los intervalos obtenidos con el algoritmo de Soukissian tiene una duracién
mayor que los obtenidos con el algoritmo de bandas para todas las caracteristicas espectrales, pero la distribu-
cién de la duracion es regular para ambos algoritmos.

Una desventaja del algoritmo de Soukissian es que toma mds tiempo realizar la corrida para conjuntos
de datos muy grandes. A pesar de esto, el algoritmo trabaja bien para detectar los puntos de cambio en un
conjunto grande de datos. Por otra parte, el algoritmo de bandas es mds rapido y facil de usar, aunque tiende
a conseguir muchos més intervalos que el algoritmo de Soukissian. No obstante para el algoritmo de bandas
queda como futuro trabajo buscar maneras de fijar los parametros de ancho de banda autométicamente para
evitar la subjetividad de eleccién por parte del usuario.

Para diferentes caracteristicas espectrales pero para el mismo algoritmo obtuvimos resultados similares con
relacién al nimero de intervalos o puntos de cortes para cada tipo de intervalo (crecientes, decrecientes y esta-
cionarios). La altura significativa es la caracteristica espectral mas utilizada para determinar la segmentacién.
Una ventaja de usar la altura significativa es que esta nos puede dar una idea de la evolucién del mar atin
antes de calcular los puntos de cortes, y lo mismo vale para los periodos de pico espectral. Pero, en vista de
lo analizado anteriormente, vemos que no existen diferencias significativas en la distribucién como un todo
(aunque habria que ver mds en detalle las distribuciones), pero si hay diferencias en la ubicacién de los cortes,
como muestran las tablas 3.12 y 3.13.

Para ambos algoritmos los pardmetros son fijados por el usuario, pero una vez hecho esto, el cdlculo de los
intervalos o puntos de cortes es automatico, lo cual evita la subjetividad de eleccién de los intervalos. Estamos
buscando maneras de fijar los parametros automaticamente pero no hemos obtenido resultados satisfactorios.

Desde nuestro punto de vista ambos algoritmos trabajan bien para detectar los puntos de cambio en una
serie temporal cuando el mar estd en condiciones normal, es necesario estudiar el mar en presencia de condi-
ciones extremas, como tormentas o huracanes, de manera de establecer si ellos trabajan bien o no bajo tales

condiciones.




Capitulo

Estudio de los espectros de energia usando
la Transformada de Hilbert-Huang para la
segmentacion de tormentas dado por el

algoritmo SLEX

4.1. Introduccion

En este capitulo vamos a utilizar el algoritmo SLEX (Smooth Localized complex EXponential) propuesto
por Ombao et al. (2002) [[22]] para detectar los cambios en los datos de tormentas que describiremos luego.
También haremos uso del algoritmo HHT (Hilbert-Huang Transform) para calcular los espectros marginales
de cada segmento estacionario detectado con SLEX. El primer método ha sido ideado para el estudio de se-
ries temporales y conseguir segmentacién de las mismas en intervalos estacionarios, y ya lo hemos descrito
en el capitulo 2, seccién 2.3; el segundo método fue ideado para el estudio de ondas no estacionarias y no
lineales, descomponiendo la sefial en una serie de componentes a distintas frecuencias y tiempos. Ya que las
olas marinas pueden verse como una serie temporal y al mismo tiempo presentan las complicaciones de no
estacionaridad y no linealidad, sera ttil el estudio de los datos de tormentas con ambos algoritmos. Utilizare-

mos el algoritmo SLEX para determinar los estados estacionarios de las mismas, una vez obtenido los cortes o

59
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rupturas haremos uso tanto del algoritmo SLEX como HHT para el andlisis espectral de la segmentacién, con
el objetivo de comparar ambos métodos. La aplicacién de ambos métodos (SLEX y HHT) es independiente una
de otra.

Los datos que utilizaremos son los de la tormenta del Mar del Norte descritos en la introduccién. Dado
que existen algunos intervalos cortos de tiempo en los cuales hay registros perdidos, dividimos esta serie en
5 conjuntos que cubren la tormenta. En la Tabla 4.1 damos una lista de los 5 conjuntos junto con algunas
caracteristicas bdsicas de olas: Altura de ola significativa, H;,; periodo medio de olas, T,01; periodo de pico
espectral, Ty; y pardmetro de ancho de banda espectral, v. En la Figura 4.1 mostramos la evolucion de la altura
de ola significativa durante la tormenta.

El capitulo estd estructurado de la siguiente manera: En la seccién 4.2 describimos el algoritmo HHT, prime-
ro describimos el proceso de Descomposicién en Modos Empiricos (EMD por sus siglas en inglés), luego desa-
rrollamos brevemente el Anélisis Espectral de Hilbert. En la seccién 4.3 analizaremos los datos de la tormenta;
primero realizaremos la segmentacién utilizando el algoritmo SLEX, segundo estudiaremos los espectros de
cada segmentacién usando los algoritmos SLEX y HHT y luego haremos un estudio de eventos importantes,
esto es, un andlisis de los espectros de energia para olas con altura mayor a 6.5m. Finalmente presentamos las

conclusiones.

Duracién | Hy, | Tion Ty v

Storm1999a | 8h.40m | 5.34 | 9.31 | 11.87 | 0.509
Storm1999b 6h 3.72 | 848 | 11.22 | 0.514
Storm1999c 18h 5.07 | 8.25 | 10.50 | 0.510
Storm1999d 24h 5.87 | 899 | 11.70 | 0.492
Storm1999e 24h 5.10 | 8.75 | 11.70 | 0.506

Tabla 4.1: Caracteristicas basicas de los 5 intervalos de datos.

4.2. Analisis HHT

4.2.1. El método de descomposicién en modos empiricos

La transformada de Hilbert-Huang (HHT) fue propuesta por Huang et. al (1998, 1999, 2003) como un mé-

todo adecuado para el andlisis espectral de procesos no-estacionarios y no-lineales. El algoritmo HHT consiste
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Figura 4.1: Evolucién de la altura de ola significativa.

en dos partes: Un algoritmo empirico llamado Descomposicién de Modo Empirico (EMD por sus siglas en in-
glés), usado para descomponer una serie temporal en oscilaciones caracteristicas individuales conocidas como
funciones de modo intrinsecas (IMF, siglas en inglés) y el andlisis espectral de Hilbert (HSA, siglas en inglés).
El algoritmo EMD esté basado en la suposiciéon de que cada sefial consiste de diferentes modos de oscilacién
basados en diferentes escalas de tiempo, de modo que cada IMF representa uno de estos modos oscilatorios.

Cada IMF debe satisfacer dos criterios:
1. El ndmero de extremos locales y cruces de ceros debe ser igual o diferir a lo sumo en uno.

2. En cada instante, la media de las envolventes definidas por los médximos locales y las correspondientes a

los minimos locales debe ser cero.

Estas dos condiciones son requeridas para evitar inconsistencias en la definicién de las frecuencias instan-
tdneas. Una IMF representa un modo oscilatorio simple que es homoéloga a una funcién arménica simple, pero
mads general: En vez de una amplitud y una frecuencia constantes, como en un componente armoénico simple,
la IMF puede tener amplitud y frecuencias variables como funcién del tiempo. Una vez que la sefial es des-
compuesta, se aplica la Transformada de Hilbert a cada IMF. La Transformada de Hilbert y(¢) de una funcién
x(t) se define como (1/7t) veces la convolucién de x () con la funcioén 1/¢.

y(t) = 1 /OO Lx(s)ds (4.1)
TJ)-cot—s
donde la integral se toma como el valor principal de Cauchy. Entonces, si z(t) es la sefal analitica asociada a

x(t), tenemos para todo ¢,

2() = x(t) + iy (t) = A(t) exp(i0(t)) 4.2)
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con A(t) = /x2(t) + y2(t) y 0(t) = arctan(y(t)/x(t)).
La frecuencia instantdnea se define ahora como la derivada de la funcién de fase de la sefial analitica z(#):

w(t) = %ﬁt) (4.3)

Una vez que la sefial ha sido descompuesta en IMF’s y se ha obtenido la Transformada de Hilbert para cada

una, la sefial x(t) se puede representar como

x(t) = 3%:21 Aj(E) exp (i/wj(t)dt) (4.4)

la cual es una forma generalizada del desarrollo de Fourier para x(t) en la cual tanto la amplitud como la
frecuencia son funciones del tiempo. La distribucién tiempo-frecuencia de la amplitud o de la amplitud al cua-
drado es definida como el espectro de amplitud de Hilbert o el espectro de energia de Hilbert respectivamente.

Para més detalles véase Huang y Shen (2005) [13].

4.2.2. Analisis espectral de Hilbert

Después de realizar la transformada de Hilbert sobre cada componente IMF, los datos originales se pueden

expresar como la parte real R de la siguiente forma:

x(t) = ]R{]é Ai(#) exp {i / wj(t)dt} } (4.5)

Aqui, el residual r,, ha sido quitado a propésito, porque éste es una funcién mondtona o una constante.
Aunque la transformada de Hilbert puede tratar la tendencia monétona como parte de una oscilacién mas
grande; la energia envuelta en el residual que representa una medida de compensacién podria dominar. En
consideracion a la incertidumbre de la tendencia de oscilacién mds grande, y en el interés de obtener la infor-
macién contenida en otras energias bajas pero componentes claramente oscilatorias, el componente de no IMF
final deberd ser excluido. Sin embargo, podria se incluido si consideraciones fisicas justifican su inclusién.

La ecuacién (4.5) nos da tanto la amplitud como la frecuencia de cada componente como funcién del tiem-

po. Los mismos datos desarrollados en la representacién de Fourier serfan

x(H) =R [i ajei‘*’f(t)t] , (4.6)
j=1
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con 4; y w; constantes. El contraste entre (4.5) y (4.6) es claro: las IMF’s representan un desarrollo generalizado
de Fourier. Las variables amplitud y la frecuencia instantdnea no s6lo suministran gran mejoramiento en la efi-
ciencia del desarrollo, sino también permiten que el desarrollo se ajuste a datos no-lineales y no-estacionarios.
Con el desarrollo de las IMF, la amplitud y la modulacién de frecuencia estdn claramente separadas. Por lo
tanto, la restriccion de que la amplitud y la frecuencia sean constantes en el desarrollo de Fourier han sido
sustituidos con una variable amplitud y una representacién de frecuencia. Esta distribucién tiempo-frecuencia
de la amplitud es designada como el Espectro de amplitud de Hilbert, y denotado H(w, t), o simplemente Espectro
de Hilbert.

Con el espectro de Hilbert ya definido, podemos también definir el espectro marginal /(w) como

hw) = /O'T H(cw, )dt. 4.7)

El espectro marginal ofrece una medida de la contribucién de cada valor de frecuencia a la amplitud (o
energia) total. Este espectro representa el acumulado sobre todo el conjunto de datos en un sentido probabilis-

tico.

4.3. Analisis de los datos

4.3.1. Segmentacion con SLEX

Utilizando el algoritmo SLEX para cada uno de los conjuntos de datos, obtuvimos los cortes en cada uno.
Para ello usamos diversos valores de los pardmetros hasta obtener la mejor segmentacién de cada uno de los
conjuntos de datos: Valores para el pardmetro de Penalizacion: 2; 1.5; 1; 0.5; 0.25; 0.125; 0.1; 0.05 y 0.025. Pa-
rdmetro de suavizado: 0.1; 0.02; 0.015; 0.01; 0.005 y 0. Finalmente escogimos los valores de Penalizacién 0.25 y
Suavizado 0, dado que la segmentacién obtenida con estos valores resulté la mds aceptable; es decir, se obtu-
vieron intervalos con una duracién media entre 16 y 20 minutos aproximadamente, como se puede ver en la
Tabla 4.3. Para los otros valores de prueba, el ntimero de intervalo resultaba muy grande con una duracién
media de aproximadamente 3 min 30 seg., lo cual no parece razonable, atin con el mar agitado debido a la
presencia de una tormenta fuerte como la que estamos analizando.

Como el algoritmo SLEX funciona con archivos de longitud una potencia de 2, estudiamos dos situaciones:
1) Truncamos cada uno de los conjuntos de datos en la mayor potencia de 2 cuyo valor fuera menor o igual que

la longitud de los archivos y 2) Completamos con ceros al final de cada conjunto de datos a la menor potencia
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Archivo Duracién Longitud Archivo Archivo
(No. registros) Truncado Completado
Storm1999a | 8h.40m 156000 217 = 131072 | 28 = 262144
Storm1999b 6h 108000 216 = 65536 | 217 = 131072
Storm1999c 18h 324000 218 = 262144 | 219 = 524288
Storm1999d 24h 432000 218 = 262144 | 219 = 524288
Storm1999e 24h 432000 218 — 262144 | 219 = 524288

Tabla 4.2: Longitud de cada uno de los conjuntos de datos.

de 2 tal que fuera mayor o igual a la longitud del archivo. En la Tabla 4.2 se muestran las longitudes de los
conjuntos de datos asi como las potencias correspondientes a los datos truncados y completados.

Al realizar ambas segmentaciones podemos observar que en los intervalos comunes, la segmentacién es la
misma. En la figura 4.2 podemos observar la segmentacién obtenida con SLEX, en la parte superior mostramos
los cortes con la completacién de ceros del archivo y en la parte inferior con los datos truncados para el archivo
Storm1999c. Para los archivos Storm1999b, Storm1999d y Storm1999e atin cuando la segmentacién es la misma
en los intervalos comunes, se perdian casi el 40 % de los datos en los archivos truncados, por lo que después de
realizar el andlisis con cada conjunto de datos los mejores resultados los obtuvimos realizando la completacién
a la siguiente potencia de dos. El maximo nivel para los periodogramas de estos archivos fue: Storm1999a=7;
Storm1999b=7; Storm1999¢=9; Storm1999d=9 y Storm1999e=9. La razén de ellos es para que el tamafio de los
bloques no sea menor a 1024 registros que representan una duracién de 3.41min, ya que intuitivamente no
parece légico que los estados del mar cambien en tan poco tiempo.

En el borde de los archivos, es decir, donde termina el registro original y comienza la completacién de
ceros se observan algunos cortes que tienen intervalos de duracién real menor a 3.41seg. (1024 datos), como se
observa en la figura 4.3, por lo tanto para evitar esta situacion, el altimo corte a considerar es el previo al final
del archivo como se muestra en la figura 4.3.

Para el primer conjunto de datos Storm1999a, obtuvimos 30 puntos de corte (29 segmentos, estan incluidos
los extremos); para el segundo conjunto Storm1999b, 24 puntos de cortes (23 segmentos); para el tercer con-
junto Storm1999c, 60 puntos de cortes (59 segmentos); para el cuarto conjunto Storm1999d, 72 puntos de cortes
(71 segmentos) y para el dltimo conjunto Storm1999e, 72 puntos de cortes (71 segmentos). En la Tabla 4.3 mos-
tramos algunos estadisticos bésicos para la duracién o longitud de los intervalos de la segmentacién de cada

conjunto de datos.
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Figura 4.2: Segmentacién del archivo Storm1999c obtenida con SLEX.
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Figura 4.3: Segmentacion en el borde del archivo storm1999a.

En la Figura 4.4 podemos observar un boxplot para las longitudes de los intervalos en la segmentacién de

cada conjunto de datos.
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Archivo storm1999a | storm1999b | storm1999c | storm1999d | storm1999e

Minimo 00:03:04.04 | 00:03:04.04 | 00:03:04.04 | 00:03:04.04 | 00:03:04.04

ler. cuartil | 00:06:08.08 | 00:06:08.08 | 00:03:04.04 | 00:06:08.08 | 00:06:08.08

Promedio | 00:18:17.17 | 00:15:52.52 | 00:18:09.09 | 00:20:09.09 | 00:20:10.10

3er. cuartil | 00:27:32.32 | 00:13:16.16 | 00:13:16.16 | 00:27:32.32 | 00:27:32.32

Maéximo 00:54:04.04 | 00:54:04.04 | 01:49:08.08 | 01:49:08.08 | 01:49:08.08

Varianza 00:00:08.08 00:00:08.08 00:00:29.29 00:00:25.25 00:00:26.26

Tabla 4.3: Estadisticos basicos para la longitud de los intervalos (min), Tormenta 1999.
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Figura 4.4: Boxplot para la longitud de los segmentos obtenidos con SLEX.

4.3.2. Analisis de los espectros con SLEX y HHT

En esta seccién realizaremos un andlisis de los espectros de energia con los algoritmos SLEX y HHT, cabe
destacar que la aplicacién de estos algoritmos es independiente uno del otro; nuestro objetivo aqui es ver
qué aporta cada algoritmo al andlisis espectral del registro de olas. Realizamos el andlisis de los datos de la
tormenta con HHT. Los 5 archivos de datos fueron descompuestos en Funciones de Modo Intrinseco (IMFs)
usando el proceso de Descomposicion en Modos Empiricos. El software usado fue HHT-DPS, desarrollado

por la NASA. El nimero de IMFs obtenidos varia con cada conjunto de datos y parece incrementarse con
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la longitud del mismo, como se puede ver en la Tabla 4.4. Esto probablemente se deba al hecho de que en
intervalos mds grandes es posible detectar frecuencias mds bajas en el archivo de datos. Calculamos el espectro

marginal para cada intervalo obtenido con el algoritmo SLEX de cada conjunto de datos.

Archivo Duracién | Nam. IMF’s
Storm1999a | 8h.40min. 17
Storm1999b 6h. 15
Storm1999c 18h. 19
Storm1999d 24h. 21
Storm1999e 24h. 20

Tabla 4.4: Ntimero de IMFs para cada conjunto de datos.

Para cada conjunto de datos calculamos los espectros marginales de Hilbert, los espectros con el software
WAFO para cada segmento obtenido con SLEX, asi como los maximos de energia y frecuencia dominante. El
algoritmo SLEX también calcula el espectrograma SLEX de energias para el archivo de datos, usando la funcién
slexgram(); en la Figura 4.6 observamos el espectrograma SLEX para la segmentacién del archivo Storm1999a.
En la Figura 4.5 mostramos los boxplots de los méximos de energfas calculados con el algoritmo HHT de cada

intervalo de la segmentaciéon dada por SLEX.
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Figura 4.5: Boxplot de los maximos de energias de cada segmento calculada con HHT para la tormenta 1999.

En los puntos de cortes dados por SLEX podemos observar variaciones de la distribucién marginal calcu-
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SLEX Spectrogram 30D for Storm199%9a, (pen=0.25, smooth=0, level J=7)
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Figura 4.6: Espectrograma SLEX de energias de la segmentacién de Storm1999a.

lada con HHT, por ejemplo para el archivo Storm1999a, construimos los espectros marginales de Hilbert en un
entorno de los puntos de cortes, tomamos 300 registros de cada lado del punto de corte, lo que corresponde a
60 segundos (1min.) de duracién, es decir un entorno de 2min. de duracién. En las graficas de los espectros de
energia podemos notar que en la mayoria de ellos hay cambios en la energfa o distribucién de energia; para
esta serie tenemos 30 puntos de corte, incluidos los extremos; dado que queremos ver si hay cambio o no en
la distribucion de energia entre cada segmento, excluimos del estudio los puntos extremos, lo que nos deja 28
puntos de corte. Al realizar el estudio, se puede ver que en 8 de ellos la distribucién de energia se mantiene
bastante similar, véase la Figura 4.7 donde mostramos la distribucién de energia en un entorno del corte 4 dado
por SLEX. En el resto observamos cambios significativos en la distribucién de la energia, en 8 de los cortes la
energia crece (Figura 4.8), en los restantes 12 cortes la energfa disminuye (Figura 4.9). Si observamos el espec-
trograma SLEX del archivo Storm1999a podemos notar que efectivamente la energia cambia entre los puntos
de corte (véase la Figura 4.6). Una ventaja de realizar el espectro marginal de Hilbert es que la resolucién es
muy fina y se pueden observar con mds detalle los cambios en la distribucién de energia de lo que se puede

observar con el algoritmo SLEX.

4.3.3. Eventos importantes

Ahora vamos a presentar un andlisis de los espectros de energia y su evolucién para eventos importantes,

esto es, para olas con altura mayor a 6,5m. En la Tabla 4.5 mostramos la ubicacién de estos eventos, asi como
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Figura 4.7: Espectro marginal de Hilbert de un entorno del corte 4 de Storm1999a dado por SLEX
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Figura 4.8: Espectro marginal de Hilbert de un entorno del corte 6 de Storm1999a dado por SLEX
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Figura 4.9: Espectro marginal de Hilbert de un entorno del corte 9 de Storm1999a dado por SLEX

sus alturas y la energfa acumulada en un entorno de las mismas, este entorno cubre 150 registros, tomamos
este valor para tener un tiempo de 30 segundos; 15 segundos a cada lado de la ola, para cubrir un entorno de

ellas, ya que el periodo medio de las olas es de aproximadamente 11 segundos.
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Tormenta Registro | Tiempo (min) | Altura (m) | Energia (HHT)
1999a | Olal | 24705 82.3 6.9294 45.3620
Ola2 | 28562 95.2 6.6129 33.5807
1999¢ | Olal | 260365 867.9 6,6237 43.7456
Ola2 | 273146 910.5 6.5699 29.5411
Ola3 | 279587 932.0 6.9384 57.6346
Ola4 | 316510 1055.0 7.6621 44.2784
1999d | Olal | 22885 76.3 6.9140 17.7316
Ola2 | 23765 79.2 6.8757 33.5376
Ola3 | 24653 82.2 7.2738 24.4441
Ola4 | 70298 234.3 6.6849 36.3667
Ola5 | 74329 247.8 7.2624 33.1469
Ola6 | 77015 256.7 8.5906 49.7123
Ola7 | 89891 299.6 6.8856 33.4308
Ola8 | 92022 306.7 6.9990 39.1099
Ola9 | 171602 572.0 6.7243 29.7569
1999e | Olal | 51695 172.3 6.6862 38.8597

Tabla 4.5: Eventos importantes, (Olas con alturas > 6,5m.)

En las siguientes Figuras (Figs. 4.10 a 4.14) mostramos, los espectrogramas bidimensionales y tridimensio-
nales de Hilbert para algunos eventos importantes. En la Figura 4.10 (parte superior) podemos observar el
espectro de Hilbert 3D del séptimo intervalo de segmentacién de Storm1999a obtenida con SLEX el cual mues-
tra la evolucién de energia para el intervalo. Podemos observar grandes cantidades de energia cerca de los
extremos del intervalo localizados aproximadamente en 82 y 95min., que alcanzan una energia de 0,6m?s/rad
y 0,75m?s /rad respectivamente. Estos dos eventos corresponden a las Olas Grandes 1y 2, y son mostradas en
la parte inferior de la Figura 4.11. La energfa total acumulada en un entorno de 30 segundos de la Ola Grande
1 es 45,3620m2s / rad mientras que para la Ola Grande 2 es de 33,5807m2s / rad.

La Figura 4.11 muestra un grafico de contorno en colores para el espectro de Hilbert para las Olas Grandes
1y 2 de Storm1999a en la parte superior y las correspondientes olas en la parte inferior con la misma escala

de tiempo. La figura para la Ola Grande 1 muestra que hay una gran cantidad de energia alrededor de la
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Figura 4.10: Espectro de Hilbert para el intervalo 7 de Storm1999a (parte superior). Espectros de Hilbert para

las olas grandes 1 y 2 (parte inferior).
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Figura 4.11: Grafico de contornos de los espectros marginales de Hilbert para las Olas Grandes 1 y 2 de

Storm1999a

misma. En contraste, el grafico de la Ola Grande 2 muestra una gran cantidad de energia después de la ola, en

el intervalo de tiempo entre 5720 y 5725 segundos.

En la Figura 4.12 mostramos los espectros del Hilbert del segundo intervalo de segmentacion de Storm1999d

(parte superior), y las Olas Grandes 1 (parte inferior izquierda) y Ola Grande 2 (parte inferior derecha). En el
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espectro de Hilbert del segmento podemos ver la evolucién de la energfa de las olas; las Olas Grandes 1 y
2 estan alrededor de 76 y 79min. respectivamente (Véase la Tabla 4.5), esto es hacia el extremo derecho del
intervalo; y en la parte inferior podemos notar la evolucién de energfa en los entornos de estas olas. La energia
total acumulada de la Ola Grande 1 es 17,7316m2s/rad y la de la Ola Grande 2 es 33 5376m2s/rad.

En la figura 4.13 mostramos una grafica de contorno del espectro de Hilbert para el intervalo 2 de la seg-
mentacién de Storm1999d (parte superior), que cubre 27.3min. En la parte inferior hay un gréfico de alturas
de olas para el mismo intervalo usando la misma escala de tiempo. Hay dos olas grandes en este intervalo, la
primera ocurre a los 76.3min. y la segunda a los 79.2min. Para la Ola Grande 1 observamos que la amplitud
de frecuencias estd distribuida entre 0.05 y 0.2Hz en un entorno de 30seg. de la ola. Para la Ola Grande 2 la
frecuencia se concentra alrededor de 0.05Hz. En este caso la distribucion de frecuencias se mantiene entre 0.05
y 1Hz. Ambas olas son el resultado de la superposiciéon de distintas Funciones de Modo Intrinseco, ninguna
de las cuales tiene una cantidad grande de energia asociada (véase Figura 4.14). Este fenémeno fue también

observado y comentado en [[28]].

Figura 4.12: Espectro de Hilbert 3-D para el intervalo 2 de Storm1999d donde se muestran las Olas Grandes 1y
2.

4.4. Conclusiones

Hemos realizado un analisis de segmentacién y espectral para una serie de datos provenientes de una tor-
menta en el Mar del Norte en el afio 1999, usando los algoritmos SLEX y la Transformada de Hilbert-Huang;

la tormenta fue descompuesta en 5 conjuntos de datos con duraciones de 8 a 24 horas como mostramos en la
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Figura 4.13: Gréfico de contorno del espectro marginal de Hilbert para el intervalo 2 de Storm1999d donde se

muestran dos olas grandes.
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Figura 4.14: Grafico de contornos de los espectros marginales de Hilbert para las Olas Grandes 1 y 2 de

Storm1999d.
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Tabla 4.1. Cada uno de los conjuntos lo segmentamos usando el algoritmo SLEX, y también los descompusi-
mos en Funciones de Modo Intrinseco usando el software HHT-DPS. Para cada intervalo de la segmentacién
calculamos los espectros de frecuencia tanto con SLEX como los espectros marginales de Hilbert a partir de las
IMF’s.

El algoritmo SLEX es muy ftil para la segmentacién de un conjunto grande de datos como los utilizados
en este trabajo. Como los estados del mar se pueden considerar estacionarios, podemos utilizar el algoritmo
SLEX, pues este divide una serie temporal en segmentos que son aproximadamente estacionarios. Una desven-
taja de este algoritmo es que la longitud del archivo de datos debe ser una potencia de 2 (L = 2N). Sin embargo,
esta restriccion es fécil de solventar con sélo completar con ceros el archivo de datos hasta llegar a una lon-
gitud potencia de 2, o truncarlos a la potencia de 2 més cercana a la longitud del archivo. El algoritmo SLEX
también nos permite calcular los espectros de cada intervalo de la segmentacién, asi como un espectrograma
del conjunto de datos (véase la Figura 4.6). Como se puede ver de los resultados obtenidos ac4, el algoritmo
SLEX es bastante ttil para hallar la segmentacién de un conjunto de datos a la vez que presenta los espectros
de energia asi como los espectrogramas correspondientes, lo que facilita el estudio o andlisis espectral de una
serie temporal.

También hicimos uso del algoritmo HHT para el analisis espectral de la tormenta. Este algoritmo ha sido
ideado para descomponer una sefial no-lineal y no-estacionaria; y durante una tormenta el estado del mar
es claramente no-estacionario, lo que nos permite hacer uso del algoritmo sin dificultad. El software HHT-
DPS realiza automdticamente la descomposicién de la sefial en Funciones de Modo Intrinseco, la salida del
procedimiento son dos matrices N x k, donde N es la longitud del archivo de datos y k el ntimero de IMF’s.
Una de las matrices es IMF donde se almacenan todos los valores de las Funciones de Modo Intrinseco, y la
otra matriz es HT donde estan almacenados todas las frecuencias asociadas a cada IMF.

Elhecho de que la resolucion temporal del procedimiento HHT sea muy fina, nos permitié hacer un analisis
espectral bastante robusto de cada intervalo de la segmentacién de cada conjunto; esto también nos permitié
realizar un andlisis espectral de eventos importantes, es decir, para olas con altura mayor a 6.5m. Realizamos el
analisis en un entorno de la ola que cubre 150 registros (30seg.), obteniendo una muy buena re-solucién. Como
se observa en los resultados obtenidos en este trabajo, el procedimiento HHT es bastante bueno para el analisis
espectral detallado de una serie, donde podemos restringirnos a subconjuntos o intervalos muy pequefios del
mismo y atin asi podemos calcular los espectros marginales de Hilbert apropiadamente.

Finalmente podemos mencionar que atn cuando cada algoritmo ha sido ideado para una tarea distinta
(SLEX para segmentacién y HHT para descomposiciéon de la sefial) podemos valernos de ambos algoritmos

para realizar un andlisis espectral detallado de una serie; primero utilizamos el procedimiento HHT para con-
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seguir las Funciones de Modo Intrinseco, segundo utilizamos el algoritmo SLEX para realizar la segmentacion
de la serie original (recuerde que ambos algoritmos trabajan independientemente); una vez realizado estos
pasos, en tercer lugar podemos calcular los espectros marginales de Hilbert para cada intervalo de la segmen-

taciéon obtenida con SLEX, haciendo uso de las IMF’s.




Capitulo

Andlisis de la gaussianidad del mar

En este capitulo, vamos a realizar pruebas de hipétesis de gaussianidad para varios conjuntos de datos:
Estacién 106 en Waimea Bay, Hawaii, USA. Estacién 144 en St. Petersburg, Florida, USA. y Golfo de México,
Huracan Camille. El objetivo es determinar el comportamiento gaussiano o no de las olas en un periodo de

tiempo determinado. Realizaremos el ajuste y las pruebas de hipétesis para los registros de las olas.

5.1. Soporte tedrico

Basaremos el estudio de la gaussianidad de los registros de olas por medio de una prueba de hip6tesis basa-
da en la estimacion de densidades. Los conceptos y demostraciones que apoyan esta seccién estan contenidas

en los apéndices. Supondremos

1. Xy el proceso de altura de olas es a-mixing.

2. Estimaremos la densidad marginal 1-dimensional por medio de un estimador de nticleo (Método de

nucleo de Parzen-Rosenblatt)

N 1 & x — X,
=—) K
f” <X) nh ](:21 < h )
donde 7 es el tamafio de la muestra, K un nicleo de convolucién positivo con [ Kdx = 1y h = h(n) la

ventana de estimacion es una sucesion tal que h(n) — 0 cuando n — oo.

Dados los datos de cada condicién del mar, estimaremos las densidades marginales respectivas utilizando el
método de nticleo. Usaremos dos tipos de nicleos: niicleo gaussiano y nticleo exponencial.

En general para el ajuste a la densidad estimada se usa el siguiente resultado

76
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Y (y;) = Vil (fuly)) = F(y))) = N(0,0%(y))) (5.1)
conh =n"%j=12,...,my una serie X1,Xp,...,Xy. Sia = % entonces la gaussiana limite resulta no

centrada. Ahora de la ecuacién (5.1) y de la independencia asintética obtenemos

(1) 0
Y"(y1),.-, Y"(ym)) = N | 0, (5.2)

0 Uz(ym)

nh— oo

Dado el registro de olas { X1, Xy, ..., X, } procedemos a realizar el ajuste estimado con ntcleo f;, (yj). Denota-
mos ¢, ,2(x) la densidad gaussiana con media y y varianza 0y ¢ .2(x) la densidad gaussiana con pardme-

tros, X y s2, estimados en el segmento. Entonces, también tenemos el resultado

V(X)) = Vih (fu(X)) — px2(X))) = N(0,0%(X;, X,5%)) = Y paraj=1,..,m. (5.3)
~—_———

2
i
]

Luego, se tiene
m 1 2
] =42

donde x?, es una variable aleatoria chi-cuadrado con m grados de libertad. Este tltimo estadistico nos servira

para construir la prueba de hipétesis de gaussianidad. En los apéndices desarrollamos estas ideas.

5.2. Andlisis de registros de olas lineal

Como indicamos anteriormente, vamos a trabajar con varios conjuntos de datos: Estaciéon 106 en Waimea
Bay, Hawaii, USA. Estacién 144 en St. Petersburg, Florida, USA. y Golfo de México, Huracan Camille. Estos
conjuntos de datos fueron descritos en la introduccién de esta tesis.

El primer paso en el andlisis fue realizar una segmentacién de cada conjunto de datos, en intervalos aproxi-
madamente estacionarios, para ello nos valimos del algoritmo SLEX (para detalles véase Ortega & Herndndez
[(2006) [27]], Ombao et. al [(2002) [22]], Ombao et. al [(2004) [24]]). El algoritmo SLEX se describe en el capitulo
2, seccion 2.3.

También hicimos uso del software WAFO para calcular los espectros de energia de cada intervalo de la

segmentacion dada por SLEX, de todos los conjuntos de datos. Asi mismo calculamos a partir de los espectros
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de energias algunas caracteristicas basicas de olas: Altura significativa, H;;; perfodo medio de olas, Ty,01 ¥
periodo de pico espectral, Ty. En la Tabla 5.1 damos una lista de los 9 conjuntos de datos junto con estas

caracteristicas basicas, también se muestran los cortes obtenidos con SLEX en cada conjunto de datos.

Archivo Duracién | Cortes H,, Tmo1 Ty

Estacién 106 72h 31 1,1847 | 5,5742 | 9,0501
Estacion 14401 | 18h21m 30 3,6736 | 6,8411 | 8,7219
Estacion 14403 | 17h1lm 45 3,5534 | 6,9026 | 9,1707
Camille 22h30m 17 5,5884 | 7,6788 | 10,7459

Tabla 5.1: Caracteristicas basicas de los conjuntos de datos

El segundo paso fue estimar las densidades empiricas, para ello utilizamos dos funciones de nticleo: nticleo
exponencial y niicleo gaussiano. Para cada intervalo de segmentacién de cada uno de los conjuntos de archivos
estimamos las densidades empiricas de las densidades marginales unidimensionales del proceso con ambos
nucleos. Asi mismo calculamos los errores cuadraticos medio entre estas densidades y la funcién de densidad
normal de media cero y varianza uno. Por tltimo realizamos las pruebas de hipétesis de gaussianidad, siendo

las hipétesis:
= Hy: X tiene distribucién normal N (y, 0?)
» H,: X no tiene distribucién normal N (y, o)

La prueba fue realizada sobre una malla de 201 puntos en el intervalo [—5, 5], el estadistico de prueba es el
dado por (A.12), para ambos nticleos y comparado con una x2 ;. En todos los casos usamos a = 0,05. Los
verdaderos pardmetros fueron sustituidos por los estimadores definidos en el apéndice.

Todos estos algoritmos fueron implementados en Matlab. Para verificar la validez del algoritmo de prueba
de gaussianidad realizamos la prueba sobre 3000 conjuntos de datos gaussianos simulados de la siguiente
forma:

Primero, generamos 1000 series de 2000 observaciones con frecuencia 1,280Hz utilizando la funcién normrnd
de Matlab para generar ndmeros aleatorios a partir de una distribucién gaussiana, usamos y = 0,0 = 1.

Generamos otras 1000 series de 2000 observaciones con frecuencia 1,280Hz a partir del espectro JONSWAP
con Hy, = 4y T, = 9, usando las funciones jonswap([], [Hm Tp]) y spec2sdat (S, [2000 1],0.78125) de

WAFO, lo cual nos da una simulacién de mar gaussiano.
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Las ultimas 1000 series de datos las generamos utilizando el espectro TORSETHAUGEN con Hy,, = 4
y Ty = 9, usando las funciones torsethaugen([], [Hm Tp],0) y spec2sdat (S, [2000 1],0.78125) de WA-
FO las cuales también simulan un mar gaussiano (para detalles, véase (Ochi (1998)[21]) y (WAFO tutorial
(2000)[34])).

Para estas 3000 series de datos calculamos las densidades empiricas marginales y luego realizamos la prue-
ba de hipétesis de gaussianidad, en casi todos los casos se acepto la hipétesis de gaussianidad Hy. Para las
primeras 1000 series (generados con N(0,1)) se rechazaron 6 archivos lo que nos da un 99,4 % de aceptaciéon
de Hj. Para los siguientes 1000 conjuntos (generados con JONSWAP) se rechazaron 75 series, obteniéndose
un 92,5 % de aceptacion de Hy. Para las tltimas 1000 series (generadas con TORSETHAUGEN) se rechaza-
ron 49 conjuntos, lo que representa un 4,9 % por lo que se aceptan 95,1 % de los conjuntos como gaussianos.
De los resultados anteriores, se tiene evidencia de que el nivel de la prueba se ve afectado por la depen-
dencia de las observaciones. Para verificarlo se procedi6 a realizar la prueba de hipétesis con saltos en los
registros, valiéndonos de la funcién de covarianza como base para los saltos en la toma de los registros, esto
es, sea X la serie original y j el salto dado por la funcién de covarianza, entonces la nueva serie serd, para
i=1,...,[longitud(X)/j], Xs = X(i % j), siendo [-] la funcién parte entera. Sobre esta serie, realizamos la prue-
ba de hipétesis de gaussianidad. Al calcular la funcién de covarianza, para las series generadas con ambos
espectros, se puede observar que a partir de j = 14 la funcién es casi cero, por lo tanto construimos las series
Xs paraj = 1,...,14. Al realizar las pruebas de hipétesis se pudo notar que el nivel de la prueba mejora con
cada salto. Para las series generadas a partir del espectro JONSWAP el nivel de aceptacién va de 93,4 %, en
el caso del registro completo, hasta 99,2 % para j = 7, de hecho para j = 2 el porcentaje de aceptacién es de
97,8 %. Para los registros obtenidos a partir del espectro TORSETHAUGEN el nivel de aceptacién va de 94,5 %
con los registros completos hasta 99,1 % para j = 7. Al igual que el caso anterior, para j = 2 ya se observa una
mejoria en el nivel de aceptacién, siendo en este caso de 98,1 %. Se puede concluir que la dependencia entre las
observaciones modifica el nivel de la prueba.

También procedimos a realizar la simulacién de procesos gaussianos con el software R. Realizamos 2000
simulaciones de procesos gaussianos de longitud 2000 datos. Las primeras 1000 simulaciones las realizamos
con la funcién simFGNO(n,p) y las otras 1000 simulaciones con la funcién simARMAO(n,p), ambas funciones
estdn implementadas en la libreria longmemo de R. Para estas simulaciones procedimos a realizar las pruebas
de hipétesis de gaussianidad obteniéndose los resultados mostrados en la Tabla 5.2

Como se observa en la Tabla 5.2 se tiene una aceptacién por encima del 95 % para todas las simulaciones
con ambos ntcleos, el valor de significancia & usado fue de 0.05. En esta caso también realizamos el mismo

procedimiento de prueba en funcién de los saltos dado por la funcién de covarianza obteniéndose que el nivel
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Ntcleo Exponencial

Ntcleo Normal

Funcion Aceptados | p-valor | Aceptados | p-valor
simFGNO 978 0.9377 982 0.9461
simARMAO 959 0.9270 962 0.9406

Tabla 5.2: Pruebas de hipétesis para las simulaciones de procesos gaussianos con R

de la prueba va de 95.9 % hasta 98,8 % para j = 8.
Podemos decir que el algoritmo implementado en Matlab es vélido para realizar las pruebas de hipétesis

de gaussianidad de los registros de alturas de olas que estamos considerando.

5.2.1. Analisis de registros de olas, Estacion Waimea Bay

La Figura 5.1 muestra el registro de alturas y los cortes dados por SLEX para la Estacién 106. Para detalles

sobre el ndmero de cortes conseguidos para este archivo, véase Ortega & Herndndez (2006 [27]).

Ereakpoints for Station 106, Waimea Bay, HI

2 T T T T

| I 1 I |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
Time(mir)

Figura 5.1: Cortes SLEX para la Estacién 106

Las condiciones del mar de esta estacién son los de la presencia de una tormenta moderada. Para cada
uno de los segmentos del archivo Estacion106 dados por el algoritmo SLEX, realizamos la prueba de hipétesis
de gaussianidad. En este caso todos los segmentos resultaron no-gaussianos con un p-valor de 0. También
realizamos la prueba de hipétesis de gaussianidad utilizando los saltos de la funciéon de covarianza, para cada

una de los segmentos con saltos de 1 a 10, todas las pruebas resultaron no gaussianas.
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5.2.2. Anadlisis de registros de olas, Estacién St. Petersburg

La Figura 5.2 muestra el registro de alturas y los cortes dados por SLEX para la Estacién 144, meses enero y
marzo. La media de las alturas significativas para esta estacion esta alrededor de 0.65m, al observar el boxplot
de los registros de altura significativa anual desplegada por la Coastal Data Information Program (CDIP). De alli
se puede observar que para los meses de enero a abril la altura significativa estd alrededor de 1.1m evidencian-
do la presencia de tormenta, mds atin tomando en cuenta que esta boya se encuentra en las costas del estado
de Florida, y los meses de noviembre a marzo es la temporada de lluvia en esa region. Los pardmetros usados
para hallar la segmentacién fueron: Para el caso Estacién 14401: parametro de penalizacién 0.50 y pardmetro de
suavizado 0.10, con nivel maximo 7. Para el caso de Estacidn 14403: pardmetro de penalizacién 0.25 y pardmetro

de suavizado 0.10, con nivel méximo 7.

Ereakpoints for Station 144, St. Petersburg, FL. January
T

L
0 500 1000 1500
Time(min)

Breakpaints for Station 144, 5t. Petersburg, FL. March
T

1400

Figura 5.2: Cortes SLEX para la Estacién 144, enero y marzo

Para cada uno de los segmentos del archivo Estacion 14401 dados por el algoritmo SLEX, realizamos la prue-
ba de hipotesis de gaussianidad. En este caso los segmentos 1-5, 12-17 y 21-29 resultaron no-gaussianos con
un p-valor de 0. Mientras que los intervalos 6-11 y 18-20 resultaron gaussianos con p-valor 1 o cercano a 1, ex-
cepto los intervalos 9 (p-valor1=0,6371, p-valor2=0,6543) y 10 (p-valor1=0,1712, p-valor2=0,4383). Denotamos
p-valoresl a los p-valores correspondientes a la prueba de hipétesis con las densidades de ntcleo exponencial
y p-valores2 a los del nticleo normal o gaussiano. La prueba fue realizada sobre una malla de 201 puntos, el
estadistico de prueba es el dado por (A.12), para ambos nticleos.

Para los segmentos del archivo Estacion 14403 los resultados fueron: Intervalos no-gaussianos: 1-3, 5-7, 14,
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19, 21 y 31-44 con p-valor 0. Los intervalos gaussianos: 4, 8-13, 15-18, 20 y 22-30, con p-valores 1 o cercano a
uno excepto los intervalos 9 (p-valor1=0,2016, p-valor2=0,3667), el intervalo 11 con p-valores 0,4211 y 0,6275
respectivamente. Para el intervalo 12 la prueba de hipétesis result6 gaussiana, para la densidad exponencial el
valor del estadistico fue T = 224,0880 comparado con una x? de 200 grados de libertad ()(%00;0,05 = 233,9942)
con p-valor 0,1165, mientras que para el nticleo normal el valor del estadistico de prueba fue T = 226,9794 con
p-valor 0,0924. En la Figura 5.3, a modo de ilustracion, se observa el espectro de energia asi como las densidades
empfiricas estimadas por medio de los nticleos exponencial y normal para el intervalo 12 de la Estacién 14403.
Para los intervalos 20 (p-valor1=0,3659, p-valor2=0,4470) y 23 (p-valor1=0,1269, p-valor2=0,2447).

Al igual que para la estacién Waimea Bay (106) realizamos la prueba de hipétesis en funcién de los saltos
dados por la funcién covarianza, se construyeron las series como en la seccién 5.2) con saltos del 1 al 10. Para
realizar la prueba de hipétesis, escogimos el valor I = £0,3 como umbral para el cual escoger los saltos, de
donde se obtuvo que para todos los intervalos el valor de salto para el cual la cola de la funcién de covarianza
queda entre las cotas £/ es de 7. Al realizar la pruebas de hipétesis se obtuvieron los siguientes resultados:
Para la Estacién 14401 los intervalos adicionales que resultaron gaussianos son: 5, 12, 13, 16, 17 y 21. Para la

Estacién 14403 los intervalos gaussianos adicionales son: 3,5, 6,7, 19, 21, 31, 32 y 33.

Espectro de Energia, Intervalo 12, Estacion 144 marzo Densidades Empiricas, Intervalo 12, Estacion 144 marzo
0.025

Energia (m?s/rad)

o 05 1 15 2 2

5 3 35 4 45 -5
Frecuencia (Hz)

Figura 5.3: Densidad Espectral del intervalo 12 de la Estacidn 14403 (izquierda) y densidades gaussiana y em-

pirica (derecha)

5.2.3. Anadlisis de registros de olas, huracin Camille

La Figura 5.4 muestra el registro de alturas y los cortes dados por SLEX para el Huracdn Camille. Véase
Ortega & Herndndez (2006 [27]) para mayores detalles. Cabe destacar que la segmentacién obtenida alli con
el algoritmo SLEX nos da 11 puntos de corte, la que mostramos tiene 17 puntos de cortes (16 segmentos).

La razoén de ello, es que nos valimos de los algoritmos SLEX y DCPC, que como se puede ver en ((2006)
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[27]), hay intervalos grandes que son divididos en 2 o mds intervalos por el otro algoritmo y que se observan
cambios significativos en las caracteristicas espectrales no detectadas por uno de ellos. Por tal razén se hizo
una interpolacién de los cortes dados por ambos algoritmos; en la Figura 5.4 estos cortes interpolados se
muestran con una linea punteada. Para el huracdn Camille también realizamos las pruebas de gaussianidad
para cada uno de los segmentos dados por SLEX, en este caso como era de esperar todos los segmentos dieron

no-gaussiano con p-valor 0.

‘Segmentation for Hurricane Caille, Gulf of México
15 T T T
T

Hurricane Camille !
—— SLEX segmentation
— — - DCPC segmentation

Wave Height (m)

04444444

I Il
0 200 400 600 800 100
Time (min)

1400

Figura 5.4: Segmentacion para el Huracan Camille

5.2.4. Validacion de las pruebas de hipétesis

Para comprobar la validez de los resultados de las estaciones, realizamos una simulacién de los registros
de olas de cada segmento basandonos en el procedimiento propuesto por Grigoriu (2009 [10]), para simulacién
de procesos gaussianos a partir de procesos no gaussianos.

Sea g la densidad espectral de un proceso X estacionario con segundo momento. La funcién de covarianza

de X tiene la siguiente representacién espectral:

p(T) = /(;oog(v)cos(vT)dT (5.5)

1. Sea el rango de frecuencias [0, 7],0 < 7 < ooy sea
n
8n (V) = Z g(vifl)l(v,,»,1<v<vi)
i=1

una aproximaciénde gdonde 0 = vy < vy < -+ - < vy =7V
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2. Sean

(e

g(v)cos(vt)dty

v

gn(v) cos(vT)dv

=]l
S
—~
|—‘
N—
Il

sen(v;T) sen(v;_1T)
T

I
=

g(vi_1)
1

funciones de covarianza de gy g

Sea G(t) un proceso gaussiano estacionario con densidad espectral g y funcién de covarianza (5.5)

Consideremos un proceso gaussiano estacionario con media cero y varianza uno, y funcién de covarianza

pn(7)
T) =
0= 6.0
Dado que g, es una densidad espectral, p,, una funcién de covarianza, también lo serd p,,(7) = gzgg;

Finalmente, el proceso gaussiano simulado teniendo densidad espectral g, que converge a g, es de la forma
n
Zn(t) = Y 0% (Agcos(vit) + Bisen(vt)) (5.6)
k=1
donde v > 0 son distintas frecuencias, Ay y By son variables aleatorias N(0,1) y ok son constantes que se
obtienen de la densidad espectral. La funcién de covarianza de Z, es E[Z, (t + T) Zu(t)] = Y_; 0 cos(v4T)

Valiéndonos del procedimiento descrito arriba, realizamos las simulaciones de los registros de olas. Al

realizar las pruebas de hipétesis de gaussianidad y tomando en cuenta la media y y varianza ¢? de cada
segmento del registro de la estacién 106 se obtuvieron los siguientes resultados:
Para la estacion 106, se aceptaron casi todas las simulaciones como gaussianas a excepcién de las simulaciones
para los segmentos 2, 4 y 20. Para la estacién 14401 se rechazaron las simulaciones correspondientes a los
segmentos 14, 15, 25 y 26. Para la estacién 14403, se aceptaron como gaussianas todas las simulaciones excepto
las correspondientes a los intervalos 20, 25, 39 y 43. Finalmente para el huracdn Camille se rechazaron las
correspondientes a los segmentos 8, 9, 10, 11, 13 y 16, y las demads resultaron gaussianas.

Para la estaciéon 106 y el huracdn Camille, realizamos 100 simulaciones de cada uno de los segmentos ob-
tenidos con SLEX, obteniendo los siguientes resultados: Para la estacién 106, se obtuvo que el porcentaje de
aceptacion de las simulaciones como gaussianas esta entre 71 % y 99 % con p-valor promedio entre 0,3271 y
0,9908, para el segmento 4 hay una excepcién, ya que s6lo se acepto el 44 % de las simulaciones como gaussia-
nas con un p-valor promedio de 0,2410. Para el huracdn Camille, los porcentajes de aceptacion de simulaciones

gaussianas fue entre 59 % y 99 % con p-valor promedio entre 0,1738 y 0,9784. Similar al caso de la estacién 106,
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hay una excepcién para el segmento 9, donde solo se aceptaron como gaussianas 4 simulaciones con p-valor

promedio 0,3830, es decir, se rechazé el 96 % de las simulaciones de series de tiempo como gaussianas.

5.3. Conclusiones

Hemos realizados pruebas de hipétesis de gaussianidad para varios conjuntos de registros de alturas de
olas con distintas condiciones del mar: tormenta moderada (Estacién 106, Waimea Bay, Hawaii), lluvia fuerte
en mares llanos (Estacién 144, San Petersburg, Florida) y en presencia de huracan (Huracdn Camille, Golfo de
México).

El primer paso fue realizar una segmentacién de cada uno de los conjuntos de datos utilizando el algoritmo
SLEX para obtener segmentos o intervalos aproximadamente estacionarios (véase (2011)[12] y (2006)[27] para
detalles de la segmentacién obtenida.)

Realizamos la prueba de hipétesis sobre cada intervalo de la segmentacién de cada conjunto de datos; se
puede notar que el comportamiento de las olas del mar en presencia de tormentas o huracanes resulta un
proceso no gaussiano como se ve en los casos de la Estacion 106 en Waimea Bay, Hawaii y el huracan Camille
en el Golfo de México. También se pudo comprobar que en mares llanos el comportamiento de las olas resulta
ser un proceso no gaussiano como en el caso de la Estacion 144 en San Petersburg, Florida. Las pruebas fueron
realizadas con un nivel de significancia del 95 %.

También se puede observar que al considerar las series con saltos en los registros dados por la funcién
de covarianza, la aceptacién de la prueba de hip6tesis mejora considerablemente, esto debido a que hay una
mayor independencia entre los registros de olas.

El algoritmo de prueba de hipétesis fue validado realizando simulaciones gaussianas con distintos méto-
dos. Realizando simulaciones gaussianas N(0,1), con el software Matlab, también usando el software R, y la
herramienta WAFO de Matlab para crear simulaciones de olas gaussianas. En todos los casos, las pruebas de
hipétesis resultaron gaussianas en su mayoria con un nivel de significancia del 95 %.

En el caso de simulacién de procesos gaussianos a partir de la densidad espectral, se pudo comprobar que
dado un espectro calculado a partir de un registro de olas, ya sea esta gaussiana o no, se obtiene un proceso
simulado gaussiano al usar la técnica propuesta por Grigoriu (2009 [10]). Las pruebas de hipétesis dan una

aceptacion de gaussianidad superior al 60 % de las simulaciones utilizando un nivel de significancia del 95 %.




Apéndice

Estimacion de densidades para muestras

independientes

Sea x1,xp, ..., x; una muestra aleatoria independiente y sea Py (x) su funciéon de densidad.

Sea K una funcién de ntcleo satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. KeLl
2.K>0

hy — 0
3. Kes tal que

nhy, — oo

Consideremos la siguiente funcién de densidad empirica
N 1 & X — Xp

Estudiaremos primero el caso de una muestra independiente e idénticamente distribuida. Bajo la hipétesis

Ho : f = ¢, 2, calcularemos el estadistico de prueba.

Sea (fu(x) — ¢y,02(x)) y consideremos
e Yo (o) = 9,2

i=1

¢Cuél es la distribucién?

86
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Para ello, necesitamos realizar algunos célculos previos. Empecemos calculando E[fy(x)]
A 1 ~00 X — y 00
Elfu(x)] = %n/_OOK 5 ) Puer )y = ./_OO K(u) @y o2 (x — hu)du (A1)
) h2u2
P () + [ K9] al(0) (—hudut [ g7, 2 001, 1) S
donde
1) =~ e
U)=———=——(u—ple 22 .
(PH,U'Z \/E0_3 ;’l
Si K es una funcién par, el segundo término de la ecuacién anterior es cero, luego
]E[fﬂ( )} Py, (72 2 / (P i, 172 6<u1x'h))u2du' (A.2)
De ac4, el sesgo es
Fd hz e 7
Bl ()] = 9o (0)] = 5 | K()g" 0200, x, 1)) (A3)
dividiendo por #?
1 A
= [Bla) = 9,2(0)] = 5 / )9, o2(6(u, x, 1))l (A4)
Tomando limite en 7, se tiene
1 e r 1 r
nlgrgo 2 {IE[fn( x)] — (p%az(x)} =5 {/_oo K(u)uzdu} P72 = K12§¢ 1ol (A5)
Si se tiene el sesgo al cuadrado, entonces el limite es
2 1 7 2 1 ”
lim 2 [E[fa(x)] = 9,02(x)] " = 2Kh(97 () (A.6)
Calculemos ahora la varianza de f,(x)
A A 2
varf(x) = E |fu(x) — Efu(x)] (A7)
Como fu(x) = 2 Y7 K (x_hx").
Luego
" A 1 &
Fule) = Blfa(0)] = 22 Y ()
k=1
donde Yi(x) = K(35%) — E [K(%)].
Luego
. 2 n 1
E (/o) = guon(0)] = gavar | LX) | = gz L var(ti(x)
1

Modelaje aleatorio no gaussiano del mar



ApéndiceA. Estimacién de densidades para muestras independientes 88

Ahora bien

oo s ()] e e (52

B[k (5)| = [T K (25 gy = [ Ky s = gy ()

—00

E [KZ ("hiﬂ _ /_O:o K2 (x ;yk) @02 (y)dy = I /_OZO K2 (1) @y, 02 (x — )

Por lo tanto

E {fn(x) — 4’;4,172(3‘)}2 = % [h /_o; Kz(u)go%az(x — hu)du — > [/_O:O K(u)go%az(x — hu)du] 21
1 00

/o; Kz(u)q)%gz(x —hu)du —h [/

— J —00

2
K(u) @y, o2 (x — hu)du} ] :
Asi, obtenemos

E [0 - 0] = 5 | [ R0l hds| - [Bl 0] - (0]

2
K12

Jo K2 (w)dug, p2(x) P (97,2 (x))?

siendo K, = f _Oooo K(u)u?du. Para balancear ambos términos, necesitamos que % = h* de donde h = n=1/5,

luego
. 2 oo _ K2, _

E |fulx) = ppoa(x)| =074 [ | Ky pax =17 Puydu| + “12 (g7, 2 ()P,

Luego
(1)
. 2 00 (J%, K(u)u?du)?

WO [fu(3) = 02(0)] 2 | [ R0 () + S (g ()2,

Entonces,
A 2
E |fu(®) = 92(x)| = (D),

Mais atin

" 4/5 [ 7 2 2y K2, & 2
Y1 [fa(xi) = o) | = IKIB Y @00 (v0) + =2 32 (97 02 (50)):
i=1 i=1 ]

Modelaje aleatorio no gaussiano del mar
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Se puede demostrar por medio del Teorema de Linderberg que

02 (fu(x) —E[fa(x)]) — N(0,0*(x))
= N(O, [K[Ppy,02(x))-

Por lo tanto

w25 (fa() ~ BIACD] | o q
Koz, o

Nos interesa

nP(fu(x) = () = w2 (fu(x) = Elfa(x)]) + n?°(E[fa(x)] - f(x))
= N0, [IK[[*p,,02(x)) + 12(/)”;”7( )

lo que nos da

W3 = £30) > N (“L a0, K Py () (A9
Centrando, se tiene
2/5(F (v K, 2
n/5(f(x) = £(x) = 229" 02(x) = N (0, ]|, (x)) (A.10)
y ademads
1 A K
W {nZ/S(fn(x) —f(x)) — leq)”y gz(x)] — N(0,1). (A.11)

Se puede demostrar que para y; # y; se tiene independencia asintdtica de los limites correspondientes.

2
; (W { n23(fax) = f(x)) = %w’y,(ﬂ(x)D = X (A.12)

e

Observaciones:
1. h = n~1/5 ventana optima, pues equilibra sesgo y varianza.

2. Sih = n~*paraa > 1/5, se tiene que el término de sesgo 22 ¢” 1,02 (x) desaparece.

Modelaje aleatorio no gaussiano del mar
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Representacion de la densidad gaussiana

bivariada en la base de Hermite

Sea (X,Y) € R un par de variables aleatorias, con medias E[X] = 0,E[Y] = 0 y matriz de covarianza
L p
p 1 '

Como E[X] =0, E[Y] = 0 se tiene que cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY] = p.

Considere los polinomios de Hermite Hy,(x)

Hy(x) = (—1)”% (e—xz/z) /2, (B.1)

Tenemos

<Hn, Hm>L2(¢) - §n,mn!

de donde ||Hy||?> = n!. Ademés constituyen una base de L?(¢).

Sea f € L?(g), entonces
| /_O:o P (x)g(x)dx < oo,

Ademads

Para calcular f,, hacemos

(foHu)2(g) = X fu(Hu, Hi) 2(g) = fnm! (B.2)
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Entonces
fn = <f Hu) g2 / f(x)Hu(x) p(x)dx (B.3)
De lo anterior, se tiene
/ flx E[f(X)] =0
A 1
o= [ ) H () = LB O HA(X)]
Si X e Y son Gaussianas con correlacién p. Por la férmula de Mehler
E[Hn(X)Hu(Y)] = onmnlp". (B.4)

Sean f € L?(¢),g € L?(¢) tal que E[f(X)] = 0, E[g(Y)] = 0. Entonces

cov [f(X), f(Y)] = E[f(X)f(Y)]
Y fugmIE[Hn(X)Hu(Y)]

n=1

Z fngnn!p".
n=1

1
Ahora, sean (X,Y) ~ P
p 1
Sea
Po(x,y) = A exp |5 (2~ 2pxy 4 47)
P 2m\/1— p2 2(1-p?)

su funcién de densidad conjunta; usando los resultados anteriores

Por otra parte

00 00 1

ntm! ./_oo./_oo%(x’y)H”(x)H"(V)dx‘iy = o EHn () Hun(y)]
o n"nm 1

(2l o

0, sin#m
%p”, sin = m.

) un vector aleatorio Gaussiano con matriz de covarianza la indicada.
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Luego
/ o 1 4,
s = T e H () Ha(y) (®5)
si y s6lo si
o(4) = 9(2)9(4) Lo 210" Hi () Hin(y) (B.6)
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Apéndice

Definicion de dos tipos de mixing y

aplicacion a procesos gaussianos

Definicién C.0.1 Para cualesquiera dos o-dlgebras A y B la expresion sigquiente

a(A,B)= sup |P(ANB)—-P(A)P(B),
(A€ A,BeB)

denota el coeficiente de mezcla fuerte (strong mixing).
Los coeficientes (a (1)) ,,~0) de la sucesién (X;)cz se definen como
a(n) = sup a(Fi_n, Gi),

kez
donde se ha definido F; = o(X;: i <)y G =o(X;: i > I).

(C.1)

Un coeficiente de dependencia débil muy dtil para el caso de sucesiones gaussianas es el de p-mixing. Sean

IL2(A) y IL2(1) los espacios de funciones de cuadrado integrables con respecto a las c-dlgebras A y B respec-

tivamente entonces definimos

p(A, B) = sup{|Cov(f,8)|: f € L*(A),|Ifl| <1, g € L*(B),|lg|l < 1}.

Se tiene la desigualdad inmediata
40(A,B) < p(A,B).

Esta desigualdad es consecuencia de la definicién pues

P(ANB) —P(A)P(B) = E[141p] — E[14]E[15],

93
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y ademds para todo conjunto A se tiene Var(1,) < 411' En el caso gaussiano se tiene la desigualdad inversa
demostrada por Kolmogorov-Rosanov. Sean X e Y dos variables aleatorias gaussianas centradas y de varianza

1, tales que X es A-medible e Y es B-medible que satisfacen
r=E[XY] > p(A B)—e
Sean U = X~ ![x,00) y V = Y~ ![x, 0). De esta forma se tiene que
PUNV) = E[lje) (X)) (V)] v PU) = B[} (X)],

igualmente para la otra variable. Es facil ver cuales son los coeficientes en la base de Hermite de la funcién

1[x,oo)<y)'

ad 1
Too)(y) = Y cn(X)Hu(y) cu(x) = —Hn1(x)e(x).
n=0 :
Usando la féormula de Mehler se tiene
_ _ 2 - l 2 n_ 2 - 1 2 n+1
PUOV) = PUPV)| = ¢7(x) 1 i Hi (0" = ¢20) 1 ooy HE G €4

De lo que se desprende, si ¢,(x,y) denota la densidad gaussiana estdndar bidimensional con correlacién p,

que
w ' ' S TS
(C4) = <P2(X)BEH;%(X)/O PndP:/O (Pp(x/x)dP:/O Zm/T—pze e dp. (C.5)

De aqui se extrae por la definicién del coeficiente « que

(AB)~ 2
a(A, B) > / ' s . e T dp. (C.6)

0 274/1 — p?
Y como ¢ es arbitrario

0(AB 2
a(A B) > /p ) ! e Tedp. (C7)

Jo 27ty/1 — p?

Tomando x = 0 se obtiene

a(A, B) > % arcsinp (A, B), (C.8)
uniendo esta desigualdad con la demostrada mds arriba (C.3) se obtiene finalmente
40(A,B) < p(A,B) <sin(2nta(A, B)) < 2na(A, B). (C.9)

Para enunciar el teorema siguiente debemos sefialar que en el caso gaussiano también son equivalentes la

nocién de p-mixing con la de proceso linealmente regular. Para introducir esta dltima nocién consideremos
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H(0, s) el subespacio lineal engendrado por las variables X;, 0 < i < sy H(T, o) el subespacio lineal generado

por X;, i > 7. Definimos el coeficiente de regularidad lineal como
p(n) = Slug{llﬁ[mﬂzll,m € H(0,1), [Im[l = 1; 2 € H(I +n,00), |[ya]| = 1}.
>

El proceso X = (X;);cz es completamente regular si p(n) — 0 siempre que n — 0. Para procesos Gaussianos
se tiene el siguiente resultado de Kolmogorov-Rosanov: p(n) = g(n). La demostracién de este hecho es de
nuevo una aplicacién de la férmula de Mehler.

Existen resultados que establecen una relacién entre la mejor aproximacién por polinomios trigonométricos de
la densidad espectral del proceso y el coeficiente de p-mixing. Las desigualdad anterior nos permite usar este
resultado para acotar el coeficiente de a-mixing. A continuacién enunciaremos uno de tales resultados. (Ver

[8]pagina 58-59.)
Teorema C.0.1 Sea X = (Xj)xez un proceso gaussiano de media cero, con densidad espectral
fA) = ¥ E[XoX] e (C.10)
kez

tal que f(A) > a > 0 para A € [0,27]. Entonces el coeficiente de px-mixing del proceso satisface

px(k) < TA(F), (C11)

donde Ax(f) = inf{||f — P||e} es la mejor aproximacion uniforme de la funcién f por polinomios trigonométricos de

grado (k—1).

Este resultado y la equivalencia entre las dos nociones de mixing en el caso gaussiano, dan como conse-

cuencia lo siguiente

Corolario C.0.1 Supongamos que X = (X )xez €s un proceso gaussiano estacionario con densidad espectral acotada

inferiormente por a y que satisface Cov(Xo, X;) = O(|I|~™) para algiin m > 1 entonces ax (k) = O(k'=™).

Demostracion. Dada las desigualdades tenemos que

1
ax (k) < zpx(k) < =Ac(f). (C12)
Por otra parte tenemos A (f) < ||f — Sk||« donde Sy es la suma parcial de Fourier de la densidad espectral f.

Ademads se tiene que

FA) =sk(A) = ) r(De™,

[1|>k
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de donde
HFA) =S < Y [r(D=C Y 17" = ——k "L

>k >k —m

Ahora podemos establecer la ley fuerte de los grandes niimeros para sucesiones a-mixing. Sabemos que si
X = (X;);eN es una sucesién estacionaria a-mixing entonces si E| X;|?*% < oo, entonces (ver [8] pagina 42)

57" — E[Xj]:=pn cs.

Dos aplicaciones de este resultado se dan para la estimacién de la media y la varianza de un proceso a#-mixing,
verificando la condicién de momentos antes resefiada. Asi, sea X1, X», ..., X, una muestra de un tal proceso

entonces
- X1+X%+...+X
X, 1 2 - no_y 1. (C.13)

-
Ademas, si Z 2+ (1) < oo, entonces
n=1

Vi(Xy — 1) — N(0,72). (C.14)

La varianza limite se escribe por medio de la férmula

P =E[X; — u +2Y Cov Xy, Xj) 2
j=2 j=1

En la expresion anterior r y f designan la funcién de covarianza y la densidad espectral de la sucesion X;.

Otro paradmetro de interés para estimar es la varianza de la muestra, esto es, 0> = E[X; — u]?. Para estimarla
se define

1 1& = 2

= LRt = LK - (R

i=1

:

2

Bajo la hip6tesis de que E|X;|*7° < oo y al usar la LFGN se tiene que 62 — ¢2 c.s. Ademés bajo la misma

condicién de momento y la convergencia de la serie de los coeficientes de mixing se verifica que:
V(o —0%) = N(0,77), (C.15)

donde v3 = Var((X; — u)?) +2 2 Cov((X1 —p)?, (X; — u)?). En el caso gaussiano podemos dar una expresion
i=2
mads explicita de este pardmetro. Si H es el polinomio de Hermite de grado 2 se tiene
Xi—p
o

4

v?=c*|E [Hz(y)r%—ZiCorr(Hz(Xla_ﬂ)/Hz( )

i=2
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Al usar la férmula de Mehler se obtiene.

7 +22f 2(f* f(0)) >

Consideremos ahora la estimacién de la densidad marginal de un proceso a-mixing. Sea K una densidad en la

recta y para cada y; definamos el estimador de nticleo de

L& n—X
- ;K(ih ), (C.16)
si definimos
Zu(y1) = Vnh(fu(yr) — E[fu(v1)) (C17)

se tiene el siguiente teorema (ver [1] y [30]).

Teorema C.0.2 Supongamos que el proceso X = (Xy,) es a-mixing y admite una densidad marginal f, ademds a(n) =

O(n=*) para algiin a > 1, y las densidades bivariadas fi(x,y) de los vectores (X1, Xy ) existen y verifican

sup sup fi(y,z) < oo
k (y,z)e]Rz
Entonces

(Zn(y1), -, Zu(ym)) = N(O,D(y1,y2,---,Ym))- (C.18)
Donde D(y1,Ya, .- ., Ym) es una matriz diagonal tal que d;; = f(y;) [ K*(u)du.
Este resultado permite implementar pruebas de gaussianidad. Se puede demostrar que si 1, = O(n~F) con

B < 1/5 entonces podemos centrar el estimador con la densidad, obteniendo asi que si definimos Y, (x;) =

Vih(fa(x;) — f(x;)) se tiene entonces que:

<Y"(x1) Y"(x’")> — N(0, I).
dll dmm
De esta manera el estadistico 2
m
2 Ya — X2 (C.19)

El Teorema C.0.2 vale para la muestra {x;} € RY,d>1 y el enunciado es casi el mismo, ver [1] y [30].
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Convergencia de la densidad empirica a la
densidad gaussiana con parametros

estimados

Sea

Vnh <e (D.1)

—x2 /202 e—x2/252>

V2o a V2718

2 2 2

Sabemos que s= — o

g(0?) = %\/ﬂ e 202 . Entonces

— 0 c.s. No hay que olvidar que s* es una variable aleatoria. Definamos la funcién

1 _2 1 2

e 202 —

(U'\/E S\/Ee zsz)z(g(o’z)_g(sz))‘

De esta forma

2
I B 1 -5 5 e 22 s—0
(g(U) g(S )) - U'\/E(e 2 e 2 )+\/E os )
X2

1 x2 22 e 22 §2—¢

R A= ok

2 2

2

x2
El primer término tiende a cero por la continuidad de la funcién e~ 222 con respecto a la variable ¢ y al hecho de

que 02 — s — 0 c.s. Para mostrar que el segundo también tiende a cero basta ver que como ¢ > 0 entonces el

denominador converge c.s. a 20° y el numerador tiende a cero c.s. Concluimos entonces que g(0?) — ¢(s?) — 0

98
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c.s. Pero ademas como /7 (0 — s?) verifica un TCL, entonces estd acotada en probabilidad y por consiguiente
Vnh(c? — s?) — 0 en probabilidad. Como consecuencia usando este resultado y el desarrollo de Taylor de
2

primer orden de e 27 alrededor de o2 se tiene que
Vih(g(0?) — g(s*)) =0, (D2)
en probabilidad. Entonces
Vih(fu(x) = po.2) = Vih(fu(x) — 9g,2) + Vnh(g(0?) = g(s%)). (D3)

Pero el primer término tiende en distribucién a N (0, 0?(x)) y el segundo a cero en probabilidad lo cual implica
que

Vah(fa(x) = pg) % N(0,0%(x)). (D.4)

Hemos hecho la demostracién en el caso de la ventana / suboptimal, para la ventana 6ptima la misma demos-

tracion vale.
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