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Desplazamiento y deformacion.

1-1. Desplazamiento de un punto

Considérese un punto Py supongase que el punto se mueve a la posicion P’ (Figura N° 1). El segmento
de linea dirigido pp" se denomina desplazamiento lineal de P, y se denota Sp y es una cantidad

vectorial.

Figura N° 1. Desplazamiento Lineal y Trayectoria.

Este no es necesariamente el recorrido que ha realizado P para ubicarse en P’, pero describe el cambio
de localizacion. El recorrido real se denomina trayectoria.

1-2. Desplazamiento relativo de un punto.

Considérese dos puntos Py Q, localizados por los vectores de posicion rp y rq (Figura N° 2).

Pl’

Figura N° 2 Desplazamiento de dos puntos.

Supongase que los puntos pasan a las ubicaciones P’y Q', respectivamente. Los desplazamientos
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lineales son respectivamente
Sp=rp—1}

(1)

Se=ro—rq

cuando son observados desde el punto fijo O. Pero si se observa el desplazamiento de P desde O, puede
escribirse

Sp—S¢=Spq (2)

que es el desplazamiento relativo de P con respecto a Q. La ecuacion N° (2) puede reescribirse

SP=SPQ+SQ 3)

lo que establece que el desplazamiento de P es igual al desplazamiento relativo de P respecto a O mas
el desplazamiento de Q. Si se define

PO=b
== “)
PQO=b
entonces, mediante la ecuacion N° (3)
S,+b'=b+S§, (5)
0
b—b'=S,—S,=S,, (6)

Asi, Spo también representa el cambio de longitud y orientacion de la linea PQ. Por ello, la
interpretacion de la ecuacion N° (6) dependera del tipo de problema planteado y cual es la pregunta que
quiere responderse.

1-3. Mecanica de particulas y mecanica del medio continuo.

La Mecanica requiere analizar fendmenos observables. No se analizan observaciones, se analizan
modelos. Por intuicidén o experiencia el fendmeno se remplaza por un modelo, el cual debe tener dos
atributos: ser una representacion razonable del fenomeno y factible de analizar. Se supondrd que los
fenomenos se deben a interacciones de objetos o cuerpos que ocupan espacio. El modelo se inicia
especificando el objeto.

El objeto a observar puede ser un satélite artificial, un electron o un automévil. Si, por ejemplo, solo es
necesario determinar el movimiento de cualquiera de ellos respecto a la tierra, pueden considerarse
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como un punto.

Sin embargo, si es necesario considerar el cambio de orientacion del satélite durante su movimiento o
el cambio de geometria cuando el auto golpea un obstaculo, debe considerarse las dimensiones de ellos
y la region instantanea del espacio que ocupan. Esto conlleva a que no debe confundirse el objeto con
el espacio que ocupa. Cuando se supone que el objeto llena continuamente esta region de espacio,
entonces al modelo se lo denomina medio continuo.

Este modelo no es aplicable a estructuras atomicas ni moleculares, y podria no representar la geometria
completa del cuerpo. El valor del modelo est4 en la capacidad a través de €l, de realizar un analisis que
permita responder la cuestion planteada, por ejemplo, como cambi6 la geometria del auto por el golpe.
Podria plantearse un modelo molecular para el estudio de automovil, el cual puede considerarse como
mas real, pero dificultaria en gran medida el analisis.

Se concluye que la ecuacion N° (6), para la Mecanica de Particulas describe el desplazamiento relativo
de dos puntos, mientras que para la Mecanica del Medio Continuo describe el cambio o deformacion de
una linea del continuo en cuanto a longitud y orientacion.

1-4. Desplazamiento.

Considérese una region de espacio ocupada por un cuerpo o una fraccion de éste. De alguna manera
este cuerpo cambia y ocupa una nueva region de espacio. Denodtese por R, el espacio inicial ocupado y
por R el espacio posterior. Un punto P, en R, que esta localizado por el vector de posicion r, = ai + bj +
ck luego se encuentra representado por P en R, localizado por el vector de posicion r = xi + yj + zk
(Figura N° 3).

(x, y, 2)

o )t

Figura N° 3. Desplazamiento de un cuerpo.
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Este cambio de ubicacion de cada punto P,a P representa el desplazamiento del cuerpo.

El vector r —r, es el desplazamiento lineal del punto P, previamente explicado, pero el cambio de
todos los puntos (a, b, ¢c) de R, en los puntos (X, y, z) de R es una transformacién llamada
desplazamiento, representada por

x=x(a,b,c), y=yla,b,c), z=z(a,b,c) (7)

Las coordenadas del espacio inicialmente ocupada por el cuerpo (a, b, ¢) pueden ser consideradas
etiquetas que identifican el desplazamiento material del punto (x, y, z) en el espacio ocupado por el
cuerpo desplazado. Antes se utilizaron subindices para esta identificacion; por ejemplo Sp. Por ello,
refiriéndose a un conjunto de puntos, se utilizard subindices, pero en el caso del medio continuo, se
utilizara la ubicacion inicial como referencia.

Es importante destacar que es el cuerpo el que se desplaza y no el espacio que ocupa. Lo que se realiza
es una correspondencia de todos los puntos del cuerpo en las regiones del espacio; por ello la region es
la configuracion del cuerpo, y no el cuerpo mismo. Se supondra que la ecuaciones (7) representan una
transformacion continua y suave, la cual puede ser invertida asi

aza(x,y,z), bzb(x,y,z), c:c(x,y,z) (8)

Como se ha supuesto un modelo continuo y una transformacion continua, las ecuaciones (7) y (8)
constituyen la definicién de un medio continuo.

Por el desarrollo anterior, R, representa la region no desplazada y R la region desplazada. Las
coordenadas (a, b, ¢) se denominan coordenadas Lagrangeanas, introducidas por Euler en 1752, y las
coordenadas (X, y, z) coordenadas Eulerianas, introducidas por D'Alambert en 1749.

Las coordenadas Lagrangeanas se denominan también coordenadas materiales porque ellas identifican
elementos materiales. Las coordenadas Eulerianas, se denominan coordenadas espaciales, porque ellas
especifican una posicion en el espacio ocupada por algin elemento material luego del desplazamiento.

En la Mecéanica de Particulas se utilizan coordenadas materiales, se especifica una particula y se traza
su subsecuente trayectoria. En la Mecanica de los Fluidos se utilizan coordenadas espaciales. Por
ejemplo, el estudio del flujo por una tuberia, se especifica un punto de la regioén y se analiza lo que
ocurre en ese punto de la region en diferentes instantes, no se establece la trayectoria del fluido desde el
reservorio. En La Mecanica de Soélidos, suelen utilizarse ambos sistemas.

Por lo anterior, se define como Cuerpo Rigido a aquél que la distancia entre cualquiera par de puntos es
constante, y cuerpos no rigidos o deformables, a aquéllos en que no se cumple esta restriccion. De la
figura N° 3 y de la ecuacion (6) se observa que el cambio de longitud de la linea Fé:b puede
expresarse en términos de los desplazamientos de los punto P y Q. En forma general este cambio
expresa una traslacion, una rotacion y un cambio de longitud. Por ello, si se requiere determinar la
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deformacion en el entorno de un punto P'(x, y, z) de R, debe considerarse el desplazamiento de P(a, b,
¢) y de algtin punto del referido entorno. Como se trata de un medio continuo, el entorno corresponde a

una distancia infinitesimal.

1-5. Gradientes de desplazamiento y gradientes de deformacion.

Considérese un conjunto de puntos que constituyen una curva como la co en R y su transformacion en
c en R (figura N° 4). Un punto (a, b, ¢) en co, tendra un desplazamiento (X, y, z) en ¢ denotado por u.
Un punto en su entorno localizado en co se establece mediante un elemento dro. El limite de la secante

a la curva es la tangente, por lo que dro es tangente a co.

O

De la figura N° 4 se obtiene

Figura N° 4

r=r,tu 9
utdr=dr,+(u+du) ©)

Por lo tanto
dr—dr,=du (10)

lo que significa que el cambio local de angulo y longitud del elemento de linea est4 representado por la
ecuacion (10). Si

o .0 .0
=it j—+k—
Vo=iz +ig Tk

0,0 0 (a1
V_IE+JE+ E

son los operadores gradientes en R, y R, respectivamente, entonces
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Voro=1
(12)
Vr=1
Mas atin, por la ecuacion N° (7)
u=u(x,y,z)=u[x(a,b,c),yla,b,c),z(a,b,c)] (13)
por lo tanto
ou ou ou
duza da-l-%db—i-a de=d ro-Vou
(14)
du=2" g+ " iy 4 O o=+ Vu
0x oy 0z
Sustituyendo la ecuacion N° (14) en la ecuacion N° (10), se tiene
dr=dry+dr,Vu
:dro'(1+V0u)=dro"Po (15)
donde
Y,=1+V,,u (16)

de donde se observa que dr es una funcion vectorial lineal de dro y el tensor de orden dos Wo es una
medida del cambio local angular y de longitud de dro. Vo# se denomina gradiente del
desplazamiento.

Aplicando el operador Vo ala primera de la ecuacién N° (9), se tiene

Vor=V,r,+V,u=1+V, u=9, (17)

por lo que el tensor Wy representa el gradiente de la deformacion Vor .

1-6. Transformacion de un Elemento de Volumen.
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Considérese el cambio de un elemento de volumen bajo la trasformacion de la ecuacion N° (7).
Fisicamente se estd transformando un elemento de volumen de un cuerpo desde su estado inicial a
algtin estado subsecuente. (Ver figura N° 5).

Tomese un elemento de volumen en el entorno del punto (a, b, ¢) en Ro. Supdngase que este elemento
sea un paralelepipedo rectangular con lados dai, dbj, dck. Por ello el volumen en R es

dV,=dai-db jXdck=dadbdc (18)

(z, ¥, 2

dVo
J/c;b' MR,
dai

Figura N° 5. Transformacion del Volumen.

Bajo la trasformacion de la ecuacion N° (7), la longitud de una linea en R se obtiene mediante la
ecuacion N° (15). Por lo que mediante la ecuacion N° (17)
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dr,=dai-V,r
dr,=dbj-V,r (19)
dr,=dck-V,r

Donde dr,, dr,, dr; son los lados del nuevo elemento de volumen que no es un paralelepipedo
rectangular.

El volumen en R es
or Oor _Or

G L dadbde=J dv (20)

dV:drl-drzxdr3:a—-ab 5
a c

Donde

ox oy oz

da Oa O0Oa

or or Or _|0x Oy Oz
T=a v ac ob b ab (21)
ox oy oz
0c 0Oc Oc

Se denomina Jacobiano de la transformacion; este es el tercer invariante escalar. La ecuacion N° (20)
muestra que J es la relacion de un elemento de volumen a su volumen inicial. Si el cuerpo es rigido J =
1.

1-7. Estiramiento y extension.

Como W, representa cambios de longitud y cambios de direccion de elementos de linea, se tratard de
obtener expresiones que involucren solo cambios de longitud.

Considerando una barra esbelta de longitud inicial /o solicitada hasta que tenga una longitud /, se define
el estiramiento como S = l/ly,y la extension como

(22)
Pero si se consideran elementos de linea, el estiramiento seria  S=|d r|/|d r,| .

Desafortunadamente , esta expresion es de dificil calculo puesto que |d r|=[d r-d r]"* .

Por ello se considera
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> drdr
S = drgdr, (23)
Mediante las ecuaciones (15) y (17) se obtiene
dr=dryVor=(V,r) dro=rV,r, (24)
Por lo que el estiramiento viene dado por
dry-Vor)(rVydr,) dr dr
SZZ( o) VO ) ( (6] 0)2 0'[VOF'I‘VO]' o (25)
drod ro d ro dro
Definiendo
Co=VorrV,=[1+V, u][1+uV] (26)

es un tensor de segundo orden llamado tensor de deformacion de Green. Y dryldro=eq, es el
vector tangencial unitario al elemento de linea dro. Por lo que

(Sz)ee:eo'co'eozceoe (27)

Donde se ha introducido el subindice ee, porque la ecuacion (27) es la componente ee de Co. Asi, Co es
una medida del cuadrado de los estiramientos en cualquier direccion y es una representacion invariante
del cambio de longitud. Si se hubiese elegido otra direccion a través del punto P, por ejemplo dr/dr = n,
(figura N° 6)siguiendo un argumento similar se llegaria a

(8%),,=n¢p Cono=C,, (28)

Donde Co es la misma de la ecuacion N° (27). Por la ecuacion N° (26) se observa que Co es simétrico.
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Figura N° 6. Vectores unitarios n y e en dos direcciones arbitrarias, pero con origen en el mismo punto
1-8. Deformacion Unitaria

Si la elongacion definida en la ecuacion N° (22) es pequeria, a ésta se la llama en la practica de la
ingenieria deformacion longitudinal unitaria. (Suele encontrase en la literatura como deformacion
normal unitaria, puesto que esta asociada a los esfuerzos normales. El autor, sin embargo, considera
que esta denominacidn no es correcta, y la califica como longitudinal, porque estd asociada a cambio
de longitud de lineas.) Recordando que la medida adoptada es cuadrada y no lineal, debe construirse
una medida cuadratica que puede reducirse a la deformacion longitudinal unitaria cuando aquélla sea
pequena.

De tal manera

P=lo _(1+1)(1=1o) _(lot1o)I=1) _1-lo (29)
20 20 2107 lo

Por ello, a partir de la ecuacion N° (29), considerando otra vez elementos de linea

drdr—drydr, 1| drdr drydrg

2drydr, 2 drydry, drydr, (30)
la cual en conjuncidn con la ecuacion N° (27) se convierte en

1 1

5 e0~CO~eo—e0-eo]=eOE[CO—l]-eO (31)

Definiendo
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1
r0=5[co—1]

N — N~

[(1+Vou)(1+uV,)-1] (32)
(Vou+uVo+VouuV,)

como el tensor de deformacion de Lagrange, el cual es simétrico. Las componentes de la diagonal
principal de este tensor para deformaciones pequenas corresponden de acuerdo a la ecuacion N° (29) a
las deformaciones longitudinales unitarias. Los términos fuera de la diagonal principal, también para
deformaciones pequefas, se interpretan como las deformaciones angulares. Para deformaciones no
pequeftias no son sencillas la interpretacion fisica de las componentes del tensor. A pesar de ellos, los

términos de la diagonal principal de llaman deformaciones longitudinales y los que estan fuera de la
diagonal principal, deformaciones angulares.

1-8. Deformaciones pequeiias.

Las expresiones derivadas para las deformaciones finitas son complicadas. Para la mayoria de los
propositos practicos de la ingenieria, se restringira el estudio a las deformaciones pequeiias, lo que
introduce sustanciales simplificaciones.

Pequerio, significa que los gradientes de los desplazamientos son pequefios, lo que permite negar los
términos elevados al cuadrado. Se supondra (1) VouuVy=0 y(2) Vou-Vu=0

Por la condicion (2) los gradientes en sistema material y en sistema espacial son aproximadamente los
mismos. Para comprobarlo, considérese la ecuacion (17), pero escrita

r=r(a.,b,c) (33)

Por lo tanto

drzg—Zda+g—Zdb+%dc=dro-Vor (34)

Sustiuyendo en (14)
du=dr,V,u=drVu
(35)
=(dryVor)Vu=dry,(Vor-Vu)

Pero como drg es arbitrario

11
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V,u=V, r-Vu
o 0 (36)
Sustituyendo (9) en (36) se obtiene
V0u=[V0(ro+u)]-Vu=[1+V0u]-Vu
(37)
=Vu+V,uVu
Y por la condicion (2) anterior
VousVu (38)
Y la ecuacidn (32) se escribe
1
I‘Ozi(Vou+uV0+V0u-uV0)
1 (39)
I‘ONE(Vu +uV)
La cual universalmente se escribe
- 40
EN%(Vu+uV) (40)

que es el tensor asociados a las deformaciones pequefias. El vector desplazamiento en coordenadas
cartesianas es

u=u i+u j+tuk (41)

Por lo que las componentes del tensor deformacion son

12
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ou, 1 6ux+% 1 Gux+6uz
0x 2\0y 0Ox] 2\ 0z Ox
e=| L[ 0x, Ou, Ou, 10w, Ou 42)
2\0y Ox oy 20z Oy
l au«‘_,.% l %+au2 auz
2\ 0z 0Ox | 2\0z Oy oz

Los elementos de la diagonal son las deformaciones longitudinales unitarias en la direccion de los ejes

coordenados. Puede comprobarse lo anterior considerando un cubo de arista unitaria deformado a lo
largo del eje x. (figura N° 7).

Yy
O
Ug +—— dx

U ox
e o ~ail——
T e |

] ]

' |

: i

1 1

] i

. 3 e |

|

x dx

Figura N° 7. Deformacion longitudinal.

La deformacion longitudinal unitaria es

I-1, [dx+(u+(0ulox)dx)—u,]—dx
l, dx
ou

ox Cx

(43)

13
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Estas son las denominadas deformaciones longitudinal unitarias y estan asociadas a lineas paralelas a
las caras del elemento. Por convencion, las deformaciones longitudinales unitarias correspondientes a
incrementos de longitud se consideran positivas.

Para interpretar las componentes fuera de la diagonal principal, considérese un cubo deformado por
deslizamiento relativo de las superficies superior e inferior como el de la figura N° 8.

Y .
Q iy
Ux + a_y— dy
T«
ou
dy 7 . uy-{-a—: dx
Uy 1 dz
b
Ux
@ (b) *

Figura N° 8. Esquema de la deformacion angular.

En la figura N° 8, el elemento se ha desplazado y rotado, de tal forma que el cambio promedio en el

1
angulo de las lineas dx y dy es ~(a+B) ,con

2
(ouloy)dy ou,
tan o= ~—m~Q
dy oy (44)
. _(auylax)dx ou,
anf3= dx T ox ~b

Donde se ha supuesto que los desplazamientos son pequefios, por lo que se ha remplazado la tangente
por su argumento. Por ello

Latp)=1 Outy , Oty )_ (45)
2 ¢ 6_2 oy Ox e

Siendo el angulo una medida de la deformacion angular. El uso del valor % es requerido para que la
ecuacion (42) tenga siempre caracter tensorial. Se concluye que la deformacion angular es en cuanto ha
cambiado el angulo entre dos lineas que originalmente eran ortogonales. Por convencion, cuando el
angulo entre las dos lineas ortogonales disminuye, se considera la deformacion angular positiva.

14
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1-9. Compatibilidad

La ecuacién (42) calcula seis componentes de deformaciones unitarias a partir del campo de
desplazamiento. Si se conoce el campo de desplazamiento, la obtencion del tensor deformacion es
directo.

Pero en la practica, lo mas comun, es que se conoce el tensor deformacion y desea obtenerse el campo
de desplazamiento constituido por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en u,, u, y u. de
primer orden. Es posible que el sistema de ecuaciones planteados no tenga solucion. Las componentes
del tensor deformacion deben ser tales, que al obtener el campo de desplazamiento a partir de ellas, este
campo, ademds de ser continuo, debe tener una solucidon unica en cada punto. Un campo de
desplazamiento discontinuo indicaria que puntos infinitesimalmente cercanos antes de la deformacion
del solidos, estarias separados distancias finitas luego de la deformacion. También si se admitiese
matematicamente que un punto tuviese varios desplazamientos, esto indicaria que una grieta se ha
desarrollado en el so6lido.

Considérese la componente €, del tensor deformacion

€, =7 (46)

Si se deriva dos veces respecto a y.

Gzexx_ o’ Ou, > Ou,
0y> 0y*0x 0x0y 0y

(47)

Donde en la ultima igualdad se ha aplicado la condicion que las derivadas cruzadas deben ser iguales
puesto que la funcidén es continuo y suave.

. . u 4 I4
Considerando lo mismo para la componente € = 5 = del tensor deformacion, se tendria

Yy y

82€yy= o? Guyz o* Ou,
0x> 0x* 0y O0x0y 0x

(48)

Sumando las ecuaciones (47) y (48) se obtiene
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Gzem%_aze”“_ 0 (GL@_Fauy 'y,

- - 4
0y> ox° 0x0y 0y Ox 0x0y 49)

La cual es una ecuacion de compatibilidad. Otras dos ecuaciones se obtienen de forma analoga y son

Gzeyy N 82622 _ Gzyyz
oz° o0y’ 0yo:z

50
e, T, , Oy, e
ox* o8z ~0zox
También
262yxy+2 82yzx: 82 E}ux+6uy N o° 6u2+8ux
0x0z 0x0y O0x0z\0y Ox | 0xoy\odx Oz 51)
_ azem +262yyz
0yoz ’x
Ecuacion que puede reescribirse
2
a EXX :i aYXy+GYZX_aY}’Z (52)
oydz 0Ox\ dz Oy Ox
Y analogamente
0¢y _ 0 (0¥:,0¥y 0¥
0zO0x 0Oy\ Ox oz Oy
(53)

O¢e _ 0 [0ya 0¥, 0V,
oxoy dz\ oy ox oz

Lo anterior representa seis ecuaciones para las seis componentes del tensor deformacién, de tal forma
que ellas seran compatibles con el campo de desplazamiento.
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1-10. Vector deformacion y su relacion con el tensor deformacion.

Considérese la figura N° 9,

!
R
|

A
L ;s
/’

Figura N° 9. Vector deformacion de un segmento de linea unitaria.

Conforme a lo indicado por la ecuacion N° (6), el desplazamiento relativo entre dos puntos, en el
contexto de este tema, estd asociado al cambio de longitud y de orientacion del segmento de linea que
une dichos puntos. En el caso de la figura, se ha elegido un paralelepipedo cuya diagonal OD es de
longitud unidad. El punto O puedo o no desplazarse. En cualquier caso, ¢l vector d corresponde al
desplazamiento relativo de D con respecto a O, y representa lo que se denomina vector deformacion
unitaria (porque la longitud inicial es unitaria) de la diagonal OD.
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Para obtener este vector, supongase conocidas las deformaciones longitudinales unitarias &, & y & en
las direcciones de los ejes x, y y z, y las deformaciones angulares unitarias ), ).y V. correspondientes
a los cambios de angulo entre las lineas xy, yz y zx, respectivamente. Cada una de las deformaciones
anteriores se ilustran en forma separada en la figura N° 10. (Nota: si la diagonal es unitaria, las
longitudes iniciales de los lados del paralelepipedo son n,, n, y n., respectivamente, y el cambio de
longitud de cada linea es su longitud inicial por la deformacion longitudinal unitaria.) (Adicionalmente
es importante recalcar que las direcciones que se han seleccionado para las componentes del tensor
deformacion son ortogonales entre si.)

o
L

—

M —
[ —

"y {exn
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(Y=/2) 1,

Figura N° 10. Deformaciones longitudinales y angulares unitarias.

Aplicando superposicion se obtienen las componentes cartesianas 0, 0, y & del vector deformacion, en
funcion de las componentes del tensor deformacion y de la orientacion de la diagonal.

Y.Xf ‘yXZ
d.=e n + 2y n,+ S
¥ x Yy
6y:7ynx+ €, n,+ 2y n, (54)
S5,= yzz" n + Yzzy n,2+e.n,
La ecuacion anterior puede escribirse
[ Yy Yal
s\ | 2 2
o Y Yoo ||
6y o 7} € 2y n, (55)
62 YZx YZy nZ
— €
2 2 :

La ecuacion (55) permite, conocido el tensor deformacion correspondiente a tres direcciones
ortogonales trazadas por un punto, calcular las componentes cartesianas del vector deformacion en
cualquier direccion que se trace por ese punto, conforme a lo indicado anteriormente en las ecuaciones

Q27)y (28).
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Conforme a la figura N° 9, la operacion

€, =du (56)

da la magnitud de la deformacion longitudinal unitaria del segmento de linea dirigido sobre la recta
soporte del vector u. La expresion

Enzeﬂu (57)

da la deformacion longitudinal unitaria expresada vectorialmente. Y

y
9 6_
07

y (58)
52\/(6 _‘5”)

expresan la deformacion angular unitaria en forma vectorial y su magnitud.

1-11. Direcciones Principales

La ecuacion N° (56) indica que conocido el vector deformacion correspondiente a una direccion,
trazada por un punto, puede calcularse la deformacion longitudinal, mediante la multiplicacioén escalar
de dicho vector deformacion por el vector unitario que lleva por recta soporte la referida direccion
trazada por el punto. (Por ejemplo, en la figura N° (11), en la direccidon u; trazada por el punto O, el
vector deformacion es ), y el vector unitario sobre la recta soporte es u,/u;). Esto a su vez informa que
el vector deformacion no es necesariamente paralelo a la direccion en la cual se quiere determinar la
deformacion. Esto sugiere la pregunta, ;existird una direccidon trazada por el punto en que el vector
deformacion sea paralelo a esa direccion? En otras palabras, ;existird una direccion en la cual el vector
deformacion solo tenga componente longitudinal?

La respuesta se obtiene mediante la primera de las ecuaciones (58) al igualarla a cero, es decir, buscar
la direccion en la cual la deformacion angular sea cero.
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6)(3 6)( nX nx
X=6—en= o, |1=10, |7, || 7,
62 62 z nZ
[ Yo Yol [ Yo Yol
€x 2 2 X €x 2 2 n‘C nx n‘C
— y )X ‘yVZ — .y X y 74 ’
IR K R R
Yo yzy € R, Yo yzy € (s N\
2 2 z 2 2 z
Definiendo la cantidad escalar
“ 2 2|\ [,
_| ¥ Yoo || 1]
N N I
YZX ﬁ z z
2 2 &
La ecuaciéon N° (59)
[ yxy yxz. [ _ yxy
“ 2 2 ||, n| |77 2
X— — = yx y Z _ = yx
2—5 €, 2y €, 2y n, (=€, n, Ty €,—€p
Y yzy € n, n, Y yzy
2 2 : 2 2

Siendo I el tensor identidad.

(59)

(60)

0 (61)

La solucion no trivial de la ecuacion N° (61) corresponde al caso en el cual el determinante es cero.

€,—€ Y
X P 2
Y
2y €,—€p
2 2

Ve
2

yyz _O

2

€.—€p

(62)
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Cuyo desarrollo conduce a la ecuacion

er—1,er+1,e,—1,=0 (63)
Con
I,=€ +€ +e,
Yo Y ¥
Izzexey+eyez+ezex—7fl—74£—f
S S (64)
2 2
Y Yo
2 2

que se llaman Invariantes del Tensor Deformacion, debido a que sus valores son independientes del
sistema de referencia que se seleccione para obtener las componentes del tensor, es decir, para cada
sistema de referencia con respecto al cual se hallen las componentes del tensor deformaciéon en el
entorno de un punto de un sélido, éstas podran tener valores diferentes, pero para todos los sistemas de
referencia deben tener las mismas las invariantes.

El problema a resolver es uno de valores propios o autovalores. En este caso la ecuacion ctbica tiene
tres raices, que son reales puesto que el tensor es simétrico, (que corresponden a los autovalores), que
suelen llamarse &, & y & y son las magnitudes de tres vectores deformacion cada uno de ellos
perpendiculares entre si, los cuales universalmente se ordenan & > & > &. Por cada autovalor existe un
autovector, por lo tanto se tendrdn tres autovectores n;, nm, y ns;. Cada autovector representa la
orientacion de una linea que es la recta soporte de una deformacion longitudinal unitaria cuya magnitud
es el autovalor correspondiente y en esas direcciones no hay deformaciones angulares. A los
autovalores se los llama deformaciones longitudinales unitarias principales y a los autovectores,
direcciones principales.

En el caso particular que las componentes del tensor deformacion se calculasen en las direcciones
principales, su representacion seria
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e 0 O
€=|0 ¢ O (65)
0 0 e

1-12. Tlustracion del significado de las deformaciones en el entorno de un punto en diferentes
direcciones

La figura N° 11 expresa lo siguiente: Por un punto O se han trazado tres direcciones diferentes. En cada
direccion hay en forma general vectores deformacion diferentes. Debido a ello, en cada direccion hay
deformaciones longitudinales y angulares diferentes. La utilidad del tensor deformacion es que
conociendo las deformaciones longitudinales y angulares unitarias en tres direcciones ortogonales
trazadas por un punto, permite, estableciendo la orientacion de una recta arbitraria trazada por dicho
punto, calcular las magnitudes de las deformaciones longitudinales y angulares asociadas a esa
direccion. El conjunto de todas las deformaciones de las infinitas direcciones que pueden trazarse por el
punto, es lo que se denomina estado de deformacion en el entorno del punto.

Figura N° 11. Diferentes deformaciones asociadas a diferentes orientaciones trazadas por un punto.
1-12. Circulo de Mohr de las deformaciones

Si se expresa el vector deformacion en funcion de las deformaciones principales se tiene
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0.l |, 0 Of[n,| [€n,
0=10,[=| 0 € O|[n,|=|e,n,
0] |0 0 el\n,| \en,

De acuerdo a lo anterior, el cuadrado del modulo del vector deformacion es

8’ =81+8,+82=(eyn. ) +(exn, +(esn.)
Por el Teorema de Pitagoras

2
52: 2+X
8 =le,f -+

(66)

(67)

(68)

Los términos del miembro de la derecha corresponden a la suma de las magnitudes de dos vectores

ortogonales.

La componente longitudinal de la deformacién puede obtenerse mediante

n, d.|([n, e 0 Offn|[n, | n,
Ol n, =0, [{n,|=|0 € Ofln,]||n, |=|en,||n,
nz 6z nz 0 0 E3 z nz 37z nz

:El (nx)2+62(n;7)2+ 63(112)2

Lo cual, conjuntamente con la condicion

()4 (n, J +(n.) =1

conduce a un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, cuyo resultado es

(69)

(70)
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2

n 5 2
X _|_ J—
8(n, |- +(%) _(E2 63)

y 2 2
nZ
n’=
' [e—elle—«)
2
n 2 2
x €, t+€ € €
5 ny_321 +(%) (32 1)
2 "
n,=
’ (€2 €3)(€2 el)
2
5 M _Ete (1)2_ €,—€ |
T 2 2
nZ
2
n,=

(e3—el)(e3—ez)

(71)

(72)

Y debido a que se ordenan & > & > &, (estudiando el signo de los denominadores de las ecuaciones

anteriores), se tiene
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n 5 2
x €,+€ €,—€

81, =253 () >[22 3
& 2 (2) 2

n, 2 _ 2
o n |29 1 S(_)

n 2 2
x €,+e€ €,—€
&l |[—— 2| () >| =2
" 3) 2

Definiendo

e=0|n

Las ecuaciones (73) se reescriben

(73)

(74)
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(e=CP+(3) <R; (75)

Siendo €y Yy las componentes longitudinal y angular del vector deformacion de la linea de cosenos
directores n, n 1

Estas tres desigualdades representadas graficamente se muestran en la figura N° 12. Las circunferencias
representan el caso en que las ecuaciones toman el valor de la igualdad. Las circunferencias tienen los

centros en las abscisas C;, C,y C;y sus respectivos radios son R, R, y R;.

I\J|“\-:

&1

Figura N° 12. Circulo de Mohr de las deformaciones.

Como puede verse, en el eje de las abscisas se representan las magnitudes de las componentes
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longitudinales de los vectores deformacidon, mientras que en el eje de las ordenadas, la mitad de las
magnitudes de las deformaciones angulares.

La zona sombreada representa el lugar geométrico de todas las posibles parejas de componentes
longitudinales y componentes angulares de los vectores deformacion asociados a las infinitas
direcciones que se pueden hacer pasar por un punto al cual pertenece el tensor deformacion.

Adicionalmente debe indicarse que en el referido punto los valores extremos de las componentes
longitudinales son & y &. Y la componente angular maxima tiene por magnitud (& - & )/2 y actia en
una direccion que esta rotada 45° respecto a las direcciones principales.

1-13. Deformacion Plana

Una condicion particular es la deformacion plana que se define por la condicion

€=Y,=Y.=0 (76)

Esto conduce a un tensor deformacion de la forma siguiente

€=y (77)
RSCIN.
2 y
Y la componente longitudinal de la deformacion en una direccion cualquiera es
yx)/
n d.| [n € S |n|(n 2 2
Eizza' = I E Y Tl ' :Exnx—l—eyny—}_nynxny (78)
n, \8,]\n, _2ﬂ €, n,\n,

La cual se conoce como ecuacion de transformacion de la deformacion longitudinal unitaria plana.
Esta ecuacion indica que la deformacion longitudinal unitaria en una direccion establecida por el vector
unitario n=(n_n y) , puede calcularse conociendo las componentes del tensor deformacion y las
componentes cartesianas del referido vector n . Noétese que las componentes tanto del vector como
del tensor deben ser calculadas con respecto al mismo sistema de referencia.

La condicion de la deformacion plana se muestra en la figura N° 13
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Figura N° 13. Representacion de la deformacion plana.

1-15. Ecuaciones de transformacion de la deformacion para el estado de deformacion plano.

A continuacion se obtendran un par de ecuaciones, denominadas ecuaciones de transformacion de la
deformacion unitaria plana, que permitirdn determinar los valores de las deformacion longitudinal
unitaria y angular para cualquier par de direcciones ortogonales arbitrarias, a partir del conocimiento de
dichas deformaciones en dos direcciones ortogonales. Para su obtencion, se utilizardn los ejes

coordenados mostrados en la figura N° 14a. Se supondran conocidas las deformaciones longitudinales

unitarias & _y £, la deformaciéon angular Yy asociadas con los ejes x y y. El objetivo del andlisis es

determinar la deformacion longitudinal unitaria &, y la deformacion angular )4, asociadas a los ejes n'y

t los cuales estan girados en sentido antihorario un angulo 0 a partir de los ejes xy.

En la figura N° 14b, 14c y 14d, se muestra un elemento infinitesimal bajo un estado de deformacion
plano donde se representan las deformaciones longitudinales y la rotacion de la linea diagonal.

(@)
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=B

Figura N° 14. Deformacion longitudinal y angular de la diagonal de un elemento infinitesimal plano

La diagonal del rectangulo esta en la direccion del eje n, y los lados tienen longitudes dx y dy. Las
deformaciones EEY Yy producen un alargamiento del elemento en la direccion x igual a € dx (figura

N° 14b), un alargamiento en la direccion y igual a Eydy (figura N° 14¢) y una disminucién en el angulo
entre las caras x y y igual a Yy (figura N° 14d), respectivamente. Estas deformaciones provocan que la

diagonal se incremente en cantidades e, dx cos 8 e, dy sen 8y , Y, dy cos 0 respectivamente. El
incremento total en la longitud de la diagonal es la suma de estas tres expresiones:

Ad=e dxcosO+e dysenb+y, dycosd (79)

Al dividir entre la longitud inicial ds, observando que dx = ds cos 8y dy = ds sen 6, se obtiene la
deformacion longitudinal unitaria de la diagonal

en=excos26+eysen26+yxycos6sen6 (80)

Que en funcion del angulo doble se transforma en

c +e € —¢
€,= x2 L4+ x2 y00326+%sen26 (81)
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La deformacion unitaria en una direccion perpendicular a la diagonal puede obtenerse sustituyendo 8 =
6+ /2.

€. te €. —€
2= 5 2 x2 yCOSZG—%senZG (82)

€

El angulo 0 se sustituye con valor positivo cuando es anti-horario respecto al eje x.

Con respecto a la deformacion angular, la diagonal del elemento de la figura N° 14, experimenta una
rotacion
—€,dxsent € dycosb B Y,,dy sent

_ + 83
a0, ds ds ds (83)

En la cual, observando nuevamente que dx = ds cos 8y dy = ds sen 0, se obtiene

dGn:—(ex—ey)sen(ﬂcosﬂ—yxysenzﬂ (84)

La recta perpendicular a la diagonal experimenta un rotacion dada por la ecuacion N° (84) con la
sustitucion 8= 6+ 11/2

d 6,=—(e,—€,)senBcosO+7y,,cos’0 (85)

La suma de las ecuaciones (84) y (85) corresponde al cambio de dngulo entre dos rectas inicialmente
ortogonales, en este caso en las direcciones n y ¢, por lo que la deformacion angular viene dada por

ynt
2

z—(ex—ey)senﬂcosﬂ—l-%(cofe—senzﬁ) (86)
que en funcién del angulo doble se transforma

Ym:—(Gx—ey)sen26+yxycos28 (87)

1-16. Circulo de Mohr para deformacion plana.

Las dos ecuaciones basicas para la transformacion de deformaciones, se combinan mediante el
siguiente procedimiento
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€ — = ycos26+ﬁsen28
2 2

(88)

Yo =—7< &—¢) sen20+22 cos26
2 2 2

Sumando los cuadrados de las dos ultimas ecuaciones
2 2 2

+ J—
€ _E5TS + Yuy (5% cos26+ﬁsen28
" 2 2 2 2

(89)

(e,—€,) y ?
2

+(— Sen28+%cos28)

Que desarrollando se reduce a

€, te€, 2 Yot 2_ €,—€, : Yo ?
(e~ %) (L) =(S2%) () 90)

Que corresponde a la ecuacién de una circunferencia respecto a un sistema de referencia donde en el
eje de las abscisas se representan a los valores de las deformaciones longitudinales unitarias y el eje de
ordenadas la mitad de las deformaciones angulares. La circunferencia tiene su centro en la abscisa

(e,+¢€,)/2 vy tiene por radio \/(Ex—Ey/Z)Z"‘(ny/z)z

1-17.- Construccion del Circulo de Mohr para el estado de deformacion plano.

Para la construccion del Circulo de Mohr se establece el sistema de referencia con el eje de las abscisas
para las deformaciones longitudinales unitarias (€) y al eje de las ordenadas para la mitad del valor de
las  deformaciones angulares (Y, }/2). Las deformaciones longitudinales unitarias positivas

(alargamientos) se ubicaran en las abscisas a la derecha del origen de coordenadas mientras que las
deformaciones negativas (acortamientos) se ubicaran a la izquierda. Por otra parte, las deformaciones
angulares llevardn a que una de las direcciones asociadas al punto rote en sentido horario y la otra
direccion, inicialmente perpendicular a la primera, rote en sentido anti-horario. En consecuencia, se
dibujarad por encima del eje de abscisas las deformaciones angulares horarias y por debajo del eje de
abscisas las deformaciones angulares antihorarias.

Para indicar como se construye el Circulo de Mohr para un estado de deformacién plano, considérese
que los valores & € Y Yyy sobre el entorno un punto cualquiera O del so6lido, corresponden a la

representacion que sobre un elemento infinitesimal de dimensiones dx y dy, se muestra en la figura N°
15. En la representacion grafica se ha supuesto que tanto & como &, son alargamientos, mientras que ),
corresponde a un giro antihorario y ). es un giro horario. Adicionalmnete se esta suponiendo que & >
g,
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Figura N° 15. Representacion de un elemento plano no deformado y deformado.
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Figura N° 16. Circulo de Mohr Genérico.

Primero se dibujan los dos ejes de coordenadas € — y/2. Luego se dibuja sobre el plano cartesiano el
punto X de coordenadas (&, yxy/Z), el cual se ubica dependiendo de los signos de la deformacion

longitudinal y del sentido de la deformacion angular. En el caso dibujado se ha supuesto la deformacion
longitudinal unitaria & positiva y la deformacion angular Y,y antihoraria. Luego, suponiendo & > &y > 0

se dibuja sobre en el plano cartesiano el punto Y de coordenadas (sy, yyx/?_), también a la derecha del

eje de ordenadas y por encima del eje de abscisas, puesto que se ha supuesto también alargamiento en
la direccion y, y rotacion horaria. Se unen los puntos X y Y con una linea recta. Esto define el punto C
que es la interseccion de la linea XY con el eje de abscisas y representa el centro C de la circunferencia
y de didmetro XY.
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Los puntos €, y €,, en donde la circunferencia corta el eje horizontal, corresponden a las deformaciones

longitudinales unitarias principales en el punto considerado, las cuales se hallan como:

€,=C+R
1)
€,=C—R
El valor correspondiente 20p se obtiene del triangulo ACXX’:
— TX}’
tan26,= ppry (92)
La deformacién angular maxima es igual al diametro del circulo de Mohr.
€ - € 2 yx 2
V=2 R=2((S25) +(22) ©3)

Finalmente, para determinar la deformacion longitudinal unitaria y tangencial en una direccion rotada un
angulo 6 con respecto a la direccion x de los ejes coordenados, se rotard el radio CX del circulo de
Mohr, en el mismo sentido, un angulo 20. Las coordenadas del punto P sobre el circulo de Mohr

definira las componentes de la deformacion correspondientes.

1-18. Medicion Experimental de la Deformacion. Roseta de Deformacion.

El método para medir las deformaciones longitudinales esta basado en dispositivos eléctricos, llamados
galgas de deformacion. Un medidor tipico consta de una longitud de alambre delgado, dispuesto como
en la figura N° 17, adherido a laminas delgadas de papel. Para medir la deformacion &, en un punto de
la superficie de un so6lido dado en la direccion n, la galga se pega sobre ese punto con las espiras del
alambre paralela a n.

Cuando el material se alarga el alambre aumenta en la longitud y disminuye en didmetro, haciendo que
la resistencia eléctrica del medidor cambie. Midiendo la corriente que pasa a través de la galga con un
medidor calibrado, la deformacién longitudinal unitaria &, puede determinarse precisa y continuamente
a medida que la carga aumenta.

37



UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA. FACULTAD DE INGENIERIA. ESCUELA DE INGENIERIA
MECANICA. MECANICA DE SOLIDOS. Prof. Jorge David Cruz Moreno.

Figura N° 17. Galga de deformacion.

También, las componentes €_, €y y__ en el entorno de un punto dado pueden obtenerse de la medida
X 7y Xy

de la deformacion longitudinal unitaria hecha a lo largo de tres lineas dibujadas por ese punto (ver
figura N° 18). Designando respectivamente por 0, 6, y 6, el angulo que cada una de las lineas forma

con el eje x, y por € ;, €,y € 5 las medidas de las deformaciones correspondientes y reemplazando

sucesivamente en la ecuacion de transformacion (78), se tienen las siguientes tres ecuaciones con tres
incognitas:

2 2
€,/ =€,c08 0,+€ sen" 0,+y, send cosH,
2 2
€,,=€,Cc08 0,+€ sen'8,+y,  send,cosH, (94)

2 2
€,;=€,C08" O;+¢€,sen” 0;+7y,, senb;cos0;

que deben resolverse simultdneamente parae_, €_y Y. ..
Xy Xy

La union de las galgas utilizadas para medir las tres deformaciones longitudinales unitarias €_;, € , Y
€ S€ conoce como roseta de deformacion. Las rosetas usadas para medir deformaciones longitudinales

unitarias a lo largo de los ejes x, y y su bisector se conoce como roseta de 45°. Otra roseta muy usada es
la de 60°.
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Figura N° 18. Roseta de Deformacion.

Bibliografia
Fox, E. A. (1967) Mechanics. Harper & Row Publishers. New York.

Domingo S., Jaime S. (2008) Tema 2: Deformaciones. E.P.S.-Zamora (U.SAL.).

http://ocw.usal.es/ensenanzas-tecnicas/resistencia-de-materiales-ingeniero-tecnico-en-obras-
publicas/contenidos/Tema2-Deformaciones.pdf

39


http://ocw.usal.es/ensenanzas-tecnicas/resistencia-de-materiales-ingeniero-tecnico-en-obras-publicas/contenidos/Tema2-Deformaciones.pdf
http://ocw.usal.es/ensenanzas-tecnicas/resistencia-de-materiales-ingeniero-tecnico-en-obras-publicas/contenidos/Tema2-Deformaciones.pdf

	1-17.- Construcción del Círculo de Mohr para el estado de deformación plano.
	1-18. Medición Experimental de la Deformación. Roseta de Deformación. 

