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Resumen

El objetivo principal de esta investigacion es el disefio y estudio de técnicas y algo-
ritmos para problemas de minimizacion irrestricta y sistemas de ecuaciones no lineales.
Especificamente, presentamos una busqueda lineal no monétona para minimizacion irres- tri-
cta que consiste en perturbar la condicion de Armijo con una sucesion de nimeros positivos
infinitamente sumable. Comprobamos tedricamente que la nueva técnica de globalizacion
combinada con un método local, genera una sucesion que converge a un punto estacionario
de la funcion mérito. Ademas, utilizando la nueva técnica de globalizacion disefiamos versio-
nes globales de los métodos Newton y Barzilai-Borwein, que denominamos respectivamente
Algoritmo de Newton Global y Nuevo Barzilai-Borwein Global (NGBB). Con problemas
test de minimizacion irrestricta comprobamos numéricamente que los nuevos algoritmos glo-
bales compiten satisfactoriamente con los algoritmos de Newton y Barzilai-Borwein, que
consideran respectivamente la condicion de Armijo y la blusqueda lineal no monbtona de
Grippo, Lampariello y Lucidi. También comparamos la eficiencia computacional de NGBB
con la funcionf m nunc del toolbox de optimizacion de MATLAB 7.0y el algoritmo GBB
(Global Barzilai and Borwein), en la resolucion del problema de Conformacion Molecular.
Nuestros resultados indican que NGBB compite satisfactoriamentendamunc y GBB en
la resolucion del problema de Conformacion Molecular.

Empleando la nueva busqueda lineal redefinimos el algoritmo DF-SANE (Derivative free-
Spectral Algorithm for Nonlinear Equations) para sistemas de ecuaciones no lineales. De esta
forma, obtuvimos un nuevo algoritmo libre de derivadas para sistemas de ecuaciones no line-
ales, que denominamos NDF-SANE (New Derivative free-Spectral Algorithm for Nonlinear
Equations). Comprobamos tedricamente la convergencia de NDF-SANE y realizamos pru-
ebas numeéricas con sistemas de ecuaciones no lineales de gran tamafio, donde constatamos
gue NDF-SANE compite satisfactoriamente con los algoritmos SANE y DF-SANE, y en al-
gunos casos su comportamiento es mejor. También comparamos la eficiencia computacional
de NDF-SANE con SANE y DF-SANE en la resolucion del problema del Trazado de Ra-
yos Sismicos. Nuestros resultados indican que NDF-SANE compite satisfactoriamente con
SANE y DF-SANE en la resolucion del problema del Trazado de Rayos Sismicos.
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Notacion

Los siguientes simbolos son usados a lo largo del texto.

N —- Conjunto de los nimeros naturales
R —- Conjunto de los nimeros reales

R” —- espacio vectorial real dedimensiones
R™*m™ —- espacio de matrices reales de orden

|- | —-  normal, o Euclideana

(v,w) =v'w —- productointerno dey w

k(A) —- nUmero de condicion 2 de la martiz

Vf(x) —- gradiente dg evaluado en

H(x) —- Matriz Hessiana d¢ evaluada en:

J(z) —- Matriz Jacobiana dé’ evaluada en

Ck(D) —- Conjunto de funcionek-veces continuamente difere-

nciables en el conjunt®



Introduccion

“El Analisis Nun&rico es la teoia de neétodos
constructivos en el dlisis matenatico’
Peter Henrici

Como parte de su resolucibn muchos problemas requieremtacel minimo de una
funcion y, muchos otros, requieren de la solucion de un sistema de ecuaciones no lineales.
Por ejemplo, problemas tan importantes como el problema de Conformacion Molecular y
el problema del Trazado de Rayos Sismicos, se pueden modelar respectivamente como un
problema de minimizacion irrestricta ([37], [72]) y un sistema de ecuaciones no lineales
([45],[46]).

Tradicionalmente los problemas de minimizacion irrestricta y sistemas de ecuaciones
no lineales se resuelven empleando métodos tipo Newton combinados con una técnica de
bUsqueda lineal, que garantiza el decrecimiento monoétono de la funcion objetivo ([26, 60,
73, 39, 44, 35, 49]). Estos métodos son atractivos porque convergen rapidamente para un
iterado inicial suficientemente bueno.

El gran inconveniente de los métodos tipo Newton es que necesitan resolver un sistema
de ecuaciones lineales en cada iteracion usando la matriz Hessiana (en el caso de minimi-
zacion irrestricta), y la matriz Jacobiana (en el caso de sistemas de ecuaciones no lineales),
0 aproximaciones de las mismas. Por ello, cuando la dimension del problema es grande
(n > 10000), el tiempo de computo de estos métodos es muy elevado, es decir, se tornan
computacionalmente costosos.

Uno de los métodos para minimizacion irrestricta menos costosos y que se emplea con
gran regularidad es el método Barzilai-Borwein [4]. Este método utiliza la direccion del
gradiente negativo y la longitud de paso espectral. Raydan [62] combina una variante de

la busqueda lineal de Grippo, Lamparillo y Lucidi [40] con el método Barzilai-Borwein [4]

1



Introduccion 2

y obtiene el método Gradiente Espectral Globalizado, que ha mostrado ser muy robusto y
efectivo en sus aplicaciones numéricas. En el aito 2002, Grippo y Sciandrone [41] proponen
una nueva estrategia de globalizacion para el método Barzilai-Borwein y reportan que este
nuevo enfoque es eficiente en la solucion de problemas de minimizacion irrestricta de gran
dimension.

Por otra parte, un procedimiento satisfactorio para la solucién de un sistema de ecuaci-
ones no lineales para valores grandes:des emplear los métodos Newton Inexactos que
resuelven en forma aproximada el sistema lineal del método de Newton a través de procesos
iterativos [5, 15, 16, 44]. La inexactitud ocurre ya que los métodos iterativos internos se deti-
enen prematuramente en la resolucion del sistema lineal, ocasionando, de esta forma, un bajo
costo computacional por iteracion. Modernas implementaciones usan métodos iterativos tipo
Krylov (por ejemplo, TFQMR [31], GMRES [65] y Bi-CGSTAB [71]) combinados con el
método de Newton y por ello se denominan métodos Newton-Krylov [6, 15, 16, 44]

En el afio 2003, La Cruz y Raydan [48] desarrollan el algoritmo SANE (Spectral Algo-
rithm for Nonlinear Equations), donde emplean la busqueda lineal no monétona de Grippo,
Lampariello y Lucidi [40], y reportan que SANE compite satisfactoriamente con métodos
Newton-Krylov para sistemas de ecuaciones no lineales.

Recientemente, La Cruz, Martinez y Raydan [47] combinan y extienden las blusquedas
lineales no monétonas de Grippo, Lampariello y Lucidi [40] y de Li y Fukushimam [49], pro-
duciendo una nueva blsqueda lineal que se utiliza en el algoritmo DF-SANE (Derivative-free
SANE) para sistemas de ecuaciones no lineales. La Cruz, Martinez y Raydan [47] reportan,
ademas de resultados teoricos, que DF-SANE compite satisfactoriamente con SANE y en
algunos casos su comportamiento computacional es mejor.

Las experiencias en la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales nos permitieron
desarrollar una nueva busqueda lineal no monoétona para problemas de minimizacion irres-
tricta. La nueva técnica que proponemos es una somera perturbacion de la regla de Armijo.
Especificamente, nosotros forzamos que se satisfaga la condicion de Armijo adhiriéndole un
término de una sucesion de nUmeros positivos. Con esta perturbacion de la regla de Armijo

pretendemos que se acepte la longitud del tamafo del paso con tanta frecuencia como sea
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posible, garantizando, por su puesto, la convergencia global a un minimo local.

Empleando la nueva basqueda lineal disefiamos versiones globales de los métodos Ne-
wton y Barzilai-Borwein, que denominamos respectivamente Algoritmo de Newton Global
y Nuevo Barzilai-Borwein Global (NGBB). Para estos algoritmos globales realizamos pru-
ebas numéricas con problemas de minimizacion irrestricta, donde constatamos que la nueva
bUsqueda lineal mejora notablemente el comportamiento del método local, en comparacion
con el que se obtiene cuando se emplean las busquedas lineales de Armijo o la de Grippo,
Lampariello y Lucidi [40].

También comparamos la eficiencia computacional de NGBB con la fuficitbmunc
del toolbox de optimizacion de MATLAB 7.0 y el algoritmo GBB [62] (Global Barzilai and
Borwein), en la resolucion del problema de Conformacion Molecular. Nuestros resultados
indican que NGBB compite satisfactoriamente ¢ari nunc y GBB en la resolucion del
problema de Conformacion Molecular. Concretamente, NGBB emplea el menor nimero de
evaluaciones de la funcibn mérito y reduce sustancialmente el tiempo de CPU.

En el contexto de sistema de ecuaciones no lineales, el desarrollo de la nueva busqueda
lineal para minimizacion irresctricta, nos condujo a redefinir el algoritmo DF-SANE para
sistemas de ecuaciones no lineales. Conservando el esquema fundamental de DF-SANE y
empleando la nueva busqueda lineal en lugar de la propuesta por La Cruz, Martinez y Ray-
dan [47], obtuvimos un nuevo algoritmo libre de derivadas para sistemas de ecuaciones no
lineales, que denominamos NDF-SANE (New Derivative free-Spectral Algorithm for Nonli-
near Equations).

Realizamos un estudio tebrico de convergencia de NDF-SANE y disefiamos pruebas
numeéricas donde comprobamos que compite satisfactoriamente con SANE y DF-SANE, y
en algunos casos su comportamiento es mejor. También comparamos la eficiencia compu-
tacional de NDF-SANE con SANE y DF-SANE en la resolucion del problema del Trazado
de Rayos Sismicos. Nuestros resultados indican que NDF-SANE compite satisfactoriamente
con SANE y DF-SANE en la resolucion del problema del Trazado de Rayos Sismicos. Co-
ncretamente, NDF-SANE disminuye sustancialmente el tiempo de CPU y necesita de menos

nimero de evaluaciones de la funciobn mérito.
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El resto del trabajo lo organizamos de la siguiente manera. En el Capitulo 1 presentamos
los conceptos, teoremas y métodos que utilizamos en el analisis posterior. En el Capitulo 2
desarrollamos la nueva blsqueda lineal no monotona y las nuevas versiones globales de los
métodos Newton y Barzilai-Borwein. En el Capitulo 3 introducimos un nuevo algoritmo libre
de derivadas para sistemas de ecuaciones no lineales. Finalmente, presentamos las conclusi-

ones y trabajos futuros.



Capitulo 1

Conceptos y Metodos Basicos

“El Analisis Nungrico es el aalisis
de algoritmos continuds
Joseph Traub

Para comenzar nuestro estudio de la solucion de problemasnilmizacion irrestricta
y sistemas de ecuaciones no lineales, es necesario establecer las definiciones, teoremas y
métodos basicos que permiten fundamentar las ideas que desarrollamos. En la Seccion 1.1
se presentan los topicos de algebra lineal y calculo en varias variables imprescindibles para
implementar y analizar algoritmos para problemas de varias variables. Respectivamente, en
las Secciones 1.2 y 1.3, se describen los métodos mas relevantes para la solucion numérica
de problemas de sistemas de ecuaciones no lineales y minimizacion irrestricta. Excelentes
referencias para este material son los libros: Dennis y Schnabel [25], Trefethen y Bau [69] y
Ortega y Rheinboldt [60].

1.1 Conceptos y Teoremas &sicos

A continuacion revisamos algunos conceptos y teoremas basicos del algebra lineal y el

calculo en varias variables.

1.1.1 Algebra Lineal

Definicion 1.1(Norma Euclideana)La normal, o Euclideanadew = (wy, ..., w,)" € R",

que denotamos cah- ||, esta definida como:

loll = \fw? + w3 + -+ w2

5



Conceptos y Métodos Basicos 6

La norma Euclideana de una matdze R"*" esta definida como:

Al = max {M}

wER™, w#0 Hw||
Definicion 1.2(Producto interna)Searw, w € R"; el producto internalewv y w estéa definido
por
(v,w) = v'w = Zviwi = ||v|| - ||w]| - cos 8,
=1
dondef es el angulo entre y w, siv # 0 # w. Si(v,w) = 0 se dice quey y w son

ortogonales.

Definicion 1.3(Numero de Condicion)El nUumero de condiéin de una matrizA € R™*"
esta definido como:
k(A) = [l A] - [|A7).

Definicion 1.4(Autovalores y Autovectorespead € R™*". Losautovalores/ autovectores

de A son escalares reales o complejog vectoresn-dimensionales tales quedv = Av,

v # 0.

Definicion 1.5. SeaA € R™ " simétrica. Se dice qué espositivo definidasi v' Av > 0 para
todov # 0, v € R™. Se dice quel espositivo semidefinidai v' Av > 0 paratoda € R". Se
dice queA esnegativo definid@ negativo semidefinidsi — A es positivo definida o positivo
semidefinida, respectivamente. Se dice guesindefinidasi no es ni positivo semidefinida

ni negativo semidefinida.

Teorema 1.1.SeaA € R™™" simétrica. EntoncesA tienen autovalores realea;, ..., a, Y
un correspondiente conjunto de autovectargs. ., v, que forman una base ortonormal de

R".

Teorema 1.2.SeaA € R"*" simétrica. EntoncesA es positivo definida si, yo#o si, todos

sus autovalores son positivos.

Teorema 1.3.Sead € R™*" simétrica con autovalores;, . . ., «,,. Entonces,

[All = max |oy].
1<i<n
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Si A es no-singular, entonces
K(A) = m:a)ﬁgzgn ‘Oéi“
mlnlgign |OéZ|

1.1.2 (lculo en Varias Variables

Definicion 1.6. Una funcion continug : R™ — R escontinuamente diferenciabnx €
R™, si (0f/0x;)(x) existe y es continua, = 1, ...,n; entonces efradientede f enx esta
definido como

Vi) = (g—i(x),...,gi@))t.

La funcion f es continuamente diferenciable en un conjunto abiBrta R", denotado por

f € CL(D), si ella es continuamente diferenciable en cada puntd.de

Definicion 1.7. Una funcion continug : R” — R esdos veces continuamente diferenciable
enz € R", si (9%f/0x?)(x) existe y es continud,= 1,...,n; entonces lalessianale f en

x, H(x), esta definida como una matriz< n cuyo elementa, j es

2
H(x)y; = ﬂ(@a 1<id, 1<

La funcion f es dos veces continuamente diferenciable en un conjunto aldderto R",
denotado poy € C?(D), si ella es dos veces continuamente diferenciable en cada punto de
D.

Teorema 1.4(Teorema Fundamental del Calcul®eanD un conjunto abierto yf € C*(D).

Seanr € Dyp € R"talquex + p € D. Entonces,

fa+p)— fz) = / V (et 7p)tdr

Teorema 1.5(Teorema del Valor Medio)SeanD un conjunto abierto yf € C*(D). Sean
x € Dyp e R"tal quex + p € D. Entonces, para algn z perteneciente al segmento que

conecta ar conp se satisface que

flz+p) = f(z) = Vf()p.
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Definicion 1.8. SeaF : R — R™ una funcion continua tal quB(z) = (fi(z), ..., fm(z))'
y fi : R™ — R es una funcidbn componente= 1, ..., m. Se dice qué’ es continuamente
diferenciable erx € R" si cadaf;, : = 1,..., m es continuamente diferenciable enLa
derivada de&’ enz es llamada algunas vecéscobianode F' enx, denotado por(z), y su
elementa, j es 5
J(x)y; = 8:{;

F se dice continuamente diferenciable en un conjunto abierto R", denotado po¥’ €

(z), 1<i, 1<

Cl(D), si F es continuamente diferenciable en cada punt®de

1.2 Sistemas de Ecuaciones no Lineales

Seal’ : R* — R™ una funcion cualquiera. Estamos interesados en resolver la ecuacion
F(z)=0. (1.1)

Es decir, encontrar un puntq € R" tal queF'(x,) = 0. El caso de interés para nosotros es
m = n.

La ecuacion (1.1) es llamadastema no lineay = es el vector de incognitas. La so-
lucion numeérica de (1.1) normalmente se obtiene mediante un esquema iterativo, es decir,
moviéndose en cada iteracion de una solucion aproximadaotra soluciorny .

Los métodos que expondremos a continuacion encuentran una solucién aproximada del
problema (1.1) y los clasificamos en tres grupd&todo de Newtgriviétodos Casi-Newton

y Métodos Newton Inexacto

1.2.1 Meétodo de Newton

El método de Newton se muestra en el Algoritmo 1.1. En el contexto de sistemas de
ecuaciones el método de Newton aparece en el siglo XVII ([59], [61]). Este método posee
caracteristicas excepcionales en un sentido local, es decir, posee convergencia cuadratica
localmente, pero tiene un gran inconveniente. En cada iteracion se debe resolver el sistema

lineal J(zy)sy = —F(zx), que resulta muy costoso cuando la dimension del problema es
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grande £ > 10%). En la Tabla 1.1 (Dennis y Schnabel [25]) se sumergen las ventajas y
desventajas del método de Newton. Para un estudio mas detallado del método de Newton se

recomienda el libro de Dennis y Schnabel [25].

Algoritmo 1.1 Método de Newton para Sistemas de Ecuaciones No Lineales

Datos: zp € R"y k < 0.
1: mientras F'(xy) # 0 hacer

2: resolver el sistemd(zy) sy = —F(xy)
3: Try1 < Tk + Sk
4: k< k+1

5: fin mientras

Tabla 1.1: Ventajas y desventajas del método de Newton

Ventajas

1. Convergencia g-cuadratica para buenos iterados inicialé&rs) es no-
singular.

2. Solucibn exacta en una iteracion para una funcibnfafin
Desventajas

1. No es globalmente convergente para muchos problemas.

2. Requiere d&(zy) en cada iteracion.

3. Cada iteracion requiere la solucion de un sistema de ecuaciones lineales
que puede ser mal condicionado.
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1.2.2 Metodos Casi-Newton

En el Algoritmo 1.2 se describe la forma general de los métodos Casi-Newton.

Algoritmo 1.2 Método Casi-Newton

Datos: z¢o € R", Hy € R™", y k < 0.
1: mientras F'(z) # 0 hacer

2: resolver el sistemals, = —F'(xy)
3: Tt1 < Tk + Sk
4: k+—k+1

5: fin mientras

La matrizH, aproxima a/(x;). Después del calculo dg ., H;.; se obtiene utilizando
Hy. La ventaja de estos métodos es que la resolucion del sistemafipga: — F'(xy,) re-
sulta a menudo mas barata que la resolucion del sisig¢mas, = —F(x;). A continuacion
mostramos el esquema general de los métodos Casi-Newton mas utilizados, a saber: Newton

Modificado, Newton con Diferencia Finita y tipo Secante.

Algoritmo 1.3 Método de Newton Modificado

Datos: o € R"y k + 0.
1: mientras F'(xy) # 0 hacer

2: resolver el sistemd(zo)s, = —F(xy)
3: Ti41 < Tk + Sk
4: k+—Fk+1

5: fin mientras

Algoritmo 1.4 Método de Newton con Diferencia Finita

Datos: zp € R"y k < 0.
1: mientras F'(z) # 0 hacer

2: (Hy)j < h—lk[F(xk + hie;) — F ()]
3: resolver el sistem&ls, = —F'(xy)
4; Ti41 < Tk + Sk

5 k+—k+1

6: fin mientras

En el Algoritmo 1.4 la matrizd;,, ~ J(xi), i > 0 es pequefio y; es el vector cuya

Unica componente distinta de cero e igual a uno gs&lsima.
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Algoritmo 1.5 Método tipo Secante

Datos: zp € R", Ag € R™*"™", y k < 0.
1: mientras F(xy) # 0 hacer

2: resolver el sistemd; s, = —F(zy,)
3: Tiy1 < Tk + Sk
4: k+k+1

5: fin mientras

En el Algoritmo 1.5 la matrizd,, satisface la ecuacion de la secante,
ArSk—1 = Yp—1, (1-2)

dondes, 1 = xx— 1 Y yk—1 = F(x) — F(zx_1). Los métodos tipo secante mas utilizados

son: Broyden ([17]), Malo de Broyden y Broyden Inverso.

Algoritmo 1.6 Método de Broyden

Datos: zp € R", Ag € R™*"™", y k < 0.
1: mientras F'(z) # 0 hacer
2: resolver el sistemd, s, = —F(zy,)

3 Tri1 < Tk + Sk

4 Y < F(xk—i—l) — F([L’k)
5: Apar < Ap + 7(%_3?';:1“)82
6: k+k+1 *

7: fin mientras

El método de Broyden consiste en “escoggr ; lo mas cercana posiblé, y que sati-

sfaga la ecuacion de la secante (1.2)".

Algoritmo 1.7 Método Malo de Broyden

Datos: zo € R", Ag € R™*"™", y k «+ 0.
1: mientras F'(xy) # 0 hacer
2: resolver el sistemd, s, = —F(zy,)
3: Tr+1 < Tk + Sk
4 Y+ F(xpq1) — Fay) t
5: Apaq — Ap + 7@2—;4';1)%
6: k+—k+1
7. fin mientras
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Algoritmo 1.8 Método de Broyden Inverso

Datos: zp € R", Ag € R™*"™", y k < 0.
1: mientras F(xy) # 0 hacer
2: resolver el sistemd; s, = —F(zy,)

3 Tiy1 < Tk + Sk

4 Y < F(.T]H.l) — F(.Tkl) )
) —1 -1, (sk=AL un)spAL

6: k+k+1

7: fin mientras

Para un estudio mas detallado de los métodos Casi-Newton, se recomienda el libro de

Dennis y Schnabel [25], y también el libro de Fletcher [30].

Métodos SANE y DF-SANE

Los métodos SANE y DF-SANE desarrollados respectivamente por La Cruz y Ray-
dan [48] y La Cruz, Martinez y Raydan [47], se pueden considerar como métodos Casi-
Newton que emplean sistematicamente la direceid(x). La iteracion de cada uno de

estos métodos puede definirse como
Tp+1 = T — )\kBk_lF({L'k),

dondeB, es una aproximacion del Jacobiano que tiene la simple f&ma (1/ax)l, con
ay € R el coeficiente espectral.
Los métodos SANE y DF-SANE se muestran en los Algoritmos 1.9 y 1.10, respectiva-

mente. En el Algoritmo 1.9 la funciofi: R" — R esta definida como

fl@) = F@)

y en el Algoritmo 1.10 esta definida como

fx) = || F ()],

dondenexp € {1, 2}.
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Algoritmo 1.9 Método SANE

Datos: 2o € R, ag, unenteraM > 0,0<~v<1,0< 01 <09 <1,0<e<1,6>0,Y

[f (2p_j)] + 29NF (24)' J (24)dy, hacer

k <« 0.
1: mientras F'(z) # 0 hacer
2 Si |F(xg)"J(xx) F(xy)|/F(x) F(2r) < € entonces
3 parar el proceso
4 fin si
5: siag € (g,e71) entonces
6: A < 1)
7 fin si
8 sgN. ¢ SQNF(wx)'J (xx) F (1))
o: di < —san, F(zx)
10: A 1/ay
11: mientras f(x; + A\dy) > max
0<5<MIN(k, M)
12: escoger € [0y, 09|
13: Ao
14: fin mientras
15: )\k — A
16: Tl & T + Apdg
17: Yi < F(zpp1) — F(a)

18: g1 SN ((drye) / (Medydi))
19: k+—k+1
20: fin mientras
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Algoritmo 1.10 Método DF-SANE

Datos: 2o € R",unenteraV/ > 0,0 <v < 1,0 < 0pin < Omae < 00,0 < Tin < Traz <
1, una sucesiokin, }ren tal qued o jn, <1 < 0o,y k < 0.

1: mientras F'(xy) # 0 hacer
2: escogewy, tal que|oy| € [Oumin, Omaz) (COEficiente espectral)
3 Jr < méX{f(.TJk), ce f<‘rm'a)({07k—M+1}>}
4. d <+ —O’kF(.Tk)
5: A1
6: A+ 1
7 busquedalineal < verdadero
8 mientras busquedalineal = verdadero hacer
9 Si f(zr + A\id) < fr, + m — YALf(2x) entonces
10: dk —d
11: )\k — )\4_
12: busquedalineal < falso
13: de lo contrario
14: Si f(zp — A_d) < f. +m — v)\2 f() entonces
15: dk — —d
16: )\k — A
17: busquedalineal < falso
18: de lo contrario
19; €SCOgeN i pnew € [TminAts TmazA+] Y Anew € [Tmin A=, Tmaz A -]
20: AL — Anew
21: Al — Al ew
22: fin si
23: fin si
24: fin mientras
25: Tpy1 < T+ )\kdk
26: k+—k+1

27: fin mientras
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La diferencia primordial entre SANE y DF-SANE es la manera de como escogen el
tamafo de paso. EL método SANE utiliza una modificacion de la basqueda lineal no moné-
tona de Grippo, Lampariello y Lucidi [40]; en cambio, DF-SANE emplea una blsqueda
lineal que combina la propuesta por Grippo, Lampariello y Lucidi [40] con la disefiada por
Li y Fukushima [49]. Para un estudio méas detallado de los métodos SANE y DF-SANE se

recomiendan las referencias [45], [48] y [47].

1.2.3 Metodos Newton Inexactos

Los métodos tipdNewton Inexactoson muy apropiados para sistemas de ecuaciones
no lineales de gran tamafo. Tales métodos emplean un proceso iterativo para encontrar
una solucion aproximada del sistema line&lzy)s, = —F(xy), del método de Newton
([23, 28, 54, 66]). La utilizacion de los métodos iterativos para resolver el sistema lineal
anterior origina una cierta inexactitud, pero con un bajo costo computacional por iteracion.
Formalmente, los métodos Newton inexactos segin Dembo et al [23] y Kelley [44] consisten

en: dadary € R”, generatr,; € R" como
Tpi1 = Tk + S,

dondes; € R" satisface la desigualdad

17 (k) s+ F(z)lly < B [1F ()l

con{fx}reny Una sucesion de numeros reales positivos definida con anterioridad.
Implementaciones modernas de métodos Newton inexactos emplean métodos iterativos

basados en procesos de proyeccion sobre subespacios de Krylov ([56]) para resolver el sis-

tema linealJ(xy)sy = —F(xx) [5, 15, 16, 44]. Como ejemplo de estas implementaciones

podemos nombrar:

e Newton inexacto con GMRES (Newton-GMRB&wton inexacto con la regla de Ar-
mijo y la formula de Eisenstat-Walker [28]. Utiliza GMRES para resolver sistemas de

ecuaciones lineales. Newton-GMRES posee codigo en MATLAB dado por Kelley [44].
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e Newton Inexacto con Bi-CGSTAB (Newton-Bi-CGSTARvton inexacto con la regla
de Armijo y la formula de Eisenstat-Walker [28]. Utiliza Bi-CGSTAB para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Newton-Bi-CGSTAB posee codigo en MATLAB dado

por Kelley [44].

e Newton Inexacto con TFQMR (Newton-TFQMRgwton inexacto con la regla de Ar-
mijo y la formula de Eisenstat-Walker [28]. Utiliza TFQMR para resolver sistemas de

ecuaciones lineales. Newton-TFQMR posee codigo en MATLAB dado por Kelley [44].

1.3 Minimizacion Irrestricta
Dada una funciorf : R™ — R diferenciable, el problema que consideramos es:

min f(x), (1.3)

z€R™

gque denominamawinimizacon irrestricta

La idea basica de un método para el problema de minimizacion irrestricta es escoger una
direcciond en el punto actuat,. en el quef disminuye inicialmente, y luego obtener un
nuevo puntar, en esa direccion desde tal quef(z,) < f(z.). Semejante direccion se
llamadireccibn de descensdViatematicamente! es una direccion de descensozersi la

derivada direccional dé enz, en la direccioni es negativa, esto es,
Vf(z.)'d < 0. (1.4)
Si (1.4) es cierta, entonces esto es una garantia de que pavgpequenio,
flae+ed) < fla).

Las direcciones de descenso son la base de los métodos para minimizacion y son importantes

en todos ellos (Dennis y Schnabel [25]).
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1.3.1 Metodos Tipo Newton

Generalmente un método para minimizacion recibe el nombre segln el tipo de direccion
de descenso que genera. Lmstodos tipo Newtoson aquellos que generan una direccion
de descenso tipo Newtatt’ = A;'V f(z.), dondeA. es una matriz simétrica y positivo
definida tal qued. ~ H(z.). Un ejemplo de estos métodos tipo Newton es el método de

Newton para minimizacion irrestricta cuyo esquema es el siguiente.

Algoritmo 1.11 Método de Newton para Minimizacion Irrestricta

Datos: zp € R"y k < 0.
1: mientras V f(zx) # 0 hacer

2: resolver el sistem@l (zy)s, = —V f(xy)
3: Trt1 < Tk + Sk
4: k+—Fk+1

5: fin mientras

El Algoritmo 1.11 es simplemente la aplicacion del Método de Newton al sistema de
ecuaciones no linealésf(x) = 0. Bajo esta perspectiva, las ventajas y desventajas de este

algoritmo para minimizacion se muestran claramente en la Tabla 1.1.

1.3.2 Metodos Tipo Gradiente

Los métodos tipo gradiente son aquellos que generan una direccion de descenso de la
formad® = —V f(x.). Un clasico método tipo gradiente es el método del minimo descenso

o método de Cauchy, cuyo esquema se muestra a continuacion.

Algoritmo 1.12 Método del Minimo Descenso

Datos: zp € R"y k < 0.
1: mientras V f(zy) # 0 hacer
2: g <—argmin., f(zr — AV f(z))
3: Tpi1 < Tp — MV f (1)
4: k+—k+1
5. fin mientras

Este método no es computacionalmente eficiente, porque cada paso contiene un problema
de minimizaciobn en una direccion. Ademas, la convergencia es solamente lineal y algunas

veces muy lenta.
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M étodo de Barzilai-Borwein

Un método tipo gradiente muy particular es el método de Barzilai-Borwein [4] (BB) que

esta definido como:

1
Tyl = T — a—Vf(xk)>
k

donde el escalar;, esta dado por

t
oy, = hotVhmt (1.5)

St Sk—1
dondesy 1 = zp — 21 Y yp—1 = Vf(zr) — Vf(xp_1).
Para el problema (1.3), Raydan [62] propone combinar una variante de la busqueda li-
neal de Grippo, Lamparillo y Lucidi [40] con BB, obteniendo el método Gradiente Espectral

Globalizado que se describe en el Algoritmo 1.13.

Algoritmo 1.13 Gradiente Espectral Globalizado
Datos: 2o € R" ag, unenteraM > 0,6 > 0,0< 01 <0, < 1,0<e<1,0< vy, <1,y
k <+ 0.

1: mientras V f(zy) # 0 hacer

2 siay € (g,67') entonces

3: ap <0

4 fin si

5: A 1/0&]€

6 mientras f(x, — AV f(zg)) > max  [f(zg—;)] — YAV f(2r)"'V f(xx) hacer

0<5<MIN(k, M)

7: escoger € [0y, 09|

8: Ao

o: fin mientras
10: A — A
11: T < Tp — NV f(2)

12: U < Vf(xpr1) — Vf(a)

13: a1 —(Vf(e)'ye) /(M f (1) 'V f ()
14: k+—k+1

15: fin mientras

El Gradiente Espectral ha mostrado ser muy robusto y efectivo en sus aplicaciones numeé-
ricas. Se ha utilizado en el problema quimico de conformacion molecular ([37] y [72]); en
el trazado de rayos sismicos ([22]) y en la tomografia de reflexion sismica ([18]); en la esti-

macion de constantes opticas ([10]); en el problema de escalamiento multidimensional que
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aparece en psicometria y en estadistica ([14], [52] y [70]) y en la diferenciacion automatica
de funciones ([11]). Versiones precondicionadas del método se han usado en la solucion
numeérica de ecuaciones en derivadas parciales ([33], [52] y [55]). El método se ha extendido
al problema de minimizar funciones sobre conjuntos convexos ([7], [34] y [12]). También se
ha extendido al problema general de programacion no lineal mediante técnicas Lagrangianas

([27)).

1.3.3 Hisqueda Lineal

La bUsqueda lineal es una técnica de globalizacion que consiste en: dada una direccion
de descensd,, escoger un tamafo de pasode tal manera que se garantice la convergencia

global. Es decir, en cada iteracién

e se calcula la direccion de descenko

e se escoge > 0 de tal forma quer,.; = =, + \ydy Satisface cierta condicion que

permita garantizar convergencia.

Las condiciones mas empleadas que deben satisfager, . ; son:

Condicion « de Armijo [3]. Dadosa € (0, 1) y una direccion de descendpse escoge..

entre los\ > 0 tales que
flxe+ M) < f(ze) + aAV f(z.)'d. (1.6)

Condicion 5 de Goldstein [38]. Dadosa € (0,1), 5 € (a, 1) y una direccion de descenso

d, se escoge.. entre los\ > 0 tales que

Vf(ze+Ad) > BV f(x.)'d. 1.7)

La condiciong > « garantiza que (1.6) y (1.7) puedan satisfacerse simultaneamente. En
la practica, (1.7) generalmente no es necesaria porque el uso de la estrategia de bactracking
arroja pasos excesivamente pequefios (Dennis y Schnabel [25]).

La condicion de Armijo induce un decrecimiento monoétono en la fungién cada ite-

racion. Este tipo de comportamiento caracteriza a las blsquedas lineales monétonas. Exis-
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ten otras blUsquedas lineales que no necesariamente disminuyen a la funcibn objetivo en
cada iteracion, pero garantizan convergencia. Un ejemplo de estas busquedas lineales no-
monotonas es la propuesta por Grippo, Lampariello y Lucidi [40]. La condicion de Grippo,
Lampariello y Lucidi [40] (GLL) es:

f(xk + )\dk) <  max [f(xk_])] + (X)\Vf(l’k)tdk, (18)

—0<j<m(k)

dondem(0) =0y 0 < m(k) < min{fm(k —1)+ 1, M}, k > 0, conM un entero positivo.

Una variante de GLL es definin(k) como:

0, parak < N,
m(k) =4
minm(k — 1) + 1, M], parak > N,

dondeN es un entero positivo.
Otro ejemplo de una blUsqueda lineal no-monodtona es la de Li y Fukushima [49] para

sistemas de ecuaciones no lineales. La condicion de Liy Fukushima [49] (LF) es:
1 (k + Adi)l| < (14 me)[|F () | — aX?[|di]?, (1.9)

dondef" : R" — R™, {n; } ken €S Una sucesion de nimeros positivos talgue), < n < oo,

y d. es una direccion de descenso de la funcion méitg = 1| F(x)||%.



Capitulo 2

Busqueda Lineal No Morbtona y
Algoritmos para Minimizaci on Irrestricta

“El Analisis Nung&rico es el estudio
de errores de redondéo

En este capitulo presentamos una nueva busqueda lineamatona para minimizacion
irrestricta. También presentamos versiones globales de los métodos Newton y BB. En la
Seccion 2.1 se define una nueva blsqueda lineal. En la Secion 2.2 se construye las nuevas
versiones globales de los métodos Newton y BB. En la Seccibn 2.3 se presentan pruebas
numeéricas de la version global del método de Newton para problemas test. Finalmente, en la
Seccion 2.4 se muestran resultados numéricos del algoritmo NGBB para problemas test y el

problema de Conformacion Molecular.

2.1 Nueva Bisqueda Lineal no Morbtona

Consideramos el problema de minimizacion irrestricta (1.3)fcoR™ — R una funcién
diferenciable erR".

La idea basica de un método global para minimizacion es la combinacion de un método
local con una estrategia de globalizacibn que garantice la convergencia a un minimo local.
Normalmente se emplean blsquedas lineales, por ejemplo, la condicién de Armijo (1.6) o la
condicion GLL (1.8), en conjuncion con métodos tipo Newton o tipo gradiente.

La condicion de Armijo es una busqueda lineal monbtona, es decir, exige decrecimiento

de la funcibn mérito en cada iteracion. Por el contrario la condicion GLL es una busqueda li-

21
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neal no monétona, o sea, admite crecimiento de la funcidbn mérito en algunas iteraciones pero
garantiza la convergencia a un minimo local. Ahora bien, por las caracteristicas (monétono o
no monotono) de un método local, es conveniente utilizar una blsqueda lineal que conserve
tales propiedades. Por ejemplo, el método Barzilai-Borwein es no monétono para funciones
estrictamente convexas y su extension para cualquier funcién, emplea la condicion GLL (Ver
Raydan [62]).

La bUsqueda lineal que proponemos y, que a continuacion definimos, posee la cara-
cteristica no monoétona de GLL y es una modificacion de la regla de Armijo. Dada$, 1),

xr € R™y d una direccion de descenso, se eschgentre los\ > 0 tal que:
f o+ Aed) < flae) +me = yAZ[d]1%, (2.1)

donder,. es un término de una sucesion de nUmeros posiivos.cn tal que

> << oo, (2.2)

k=0

/
/—
/o~
;X
s Ao
+
-
=~

f(x A d)

y=100) + YAT(x Jfd |

<——Valores permitidos de bajo la condicién de Armijo —>

Valores permitidos de bajo la condicién (2.1)

Figura 2.1: Valores permitidos debajo las condiciones de Armijoy (2.1) & 0.1)
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Con esta busqueda lineal tratamos que se acepte el tamafo de paso con tanta frecuencia
como sea posible, cuandq se encuentra lejos de un punto estacionarioz,Sésta muy
cerca de un punto estacionario, la condicion (2.1) es muy parecida a la regla de Armijo y
en este momento tiende a ser mono6tona. En efecto, bajo ciertas condiciones que satisface la
direcciond y que se establecen en el Teorema 2.1, en la Figura 2.1 se muestran los valores
permitidos de\ bajo las condiciones de Armijo y (2.1). En esta figura observamos que la
longitud del intervalo de valores permitidos por la condicion (2.1) es mayor a la del intervalo
permitido por la condicion de Armijo. Cuando— oo, la sucesionn}.cy tiende a cero;
por lo tanto, la condicion (2.1) tiende a ser similar a la de Armijo cuanés relativamente
grande.

El nuevo criterio de aceptacion de la longitud del paso permite el crecimient@dem
garantiza la convergencia global a un minimo local. El Teorema 2.1 establece que la con-
dicion (2.1) garantiza que lin. ., ||V f(zx)|| = 0y, ademas, presenta las propiedades que

deben satisfacer las direcciones de descenso para garantizar la convergencia global.

Teorema 2.1.Seany € (0,1),0 < 0pin < 0mae < 1, Y las sucesiones déimeros positivos

{ar}ren Y {nk }ren tales que{ay }ren €S acotada Yy }ren Satisface (2.2). Sefwy }reny UNA
sucesbn definida como

Tpy1 = T + Medy,  dip # 0.

Supongamos que:
(i) el conjuntoQy = {x : f(z) < f(x¢) + n} s compacto;
(i) existen constantes positivagy ¢, tales que
Vfar) di < —c1||V f ()|, (2.3)
IV f(zi)l < calldll, (2.4)

(iii) existen un entero positivg, y un rimerop; € [Omin, Omaz), 1 < j < iy, tales que
oL = H;.’“:I p; Y A\ = opay, adends, x, 1 = x, + A\ydj, satisface la condiéin (2.1)

parak > 1.
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Entonces:
(@) la suceddn {z; }ren €Sh contenida eif;
() iMoo |81 — 1] = 0;
(c) todos los puntostitesz de {xy } ey Satisfacen qu&/ f(z) = 0;
(d) si existe urindicek tal que:
e < %Aindknz, parak > k, (2.5)

entonces la sucesn { f (zx) } ke CONverge y ningn punto de acumulagn de{xy }ren

es un naximo local def en(,.

Demostraddbn. Prueba de (a)Por (2.1) podemos escribir paka> 0:

f@ep) < flow) +m
f(rrae) < flzrg) + e < f(ze) + 16 + Mo

f(@igs) < f(@rg2) + Mere < F(@n) + 05+ st + Mego

Siguiendo con este proceso inductivo obtenemos:

k+j—1

f(@rss) < flag) + Z n;, parak >0, j > 1. (2.6)
i=k

Tomandok =0y j > 1 en la ecuacion (2.6) obtenemos:

j—1

flx;) < flxo) + ) mi, paraj > 1. (2.7)

=0
Por (2.2) y (2.7) se deduce qiér,) < f(xo)+n, parak € N. En otras palabras, la sucesion
{z1 }ren €Sta contenida en,.

Prueba de (b) Comoz;. 1 = z1 + \xd, €entonces empleando (2.1) podemos escribir:

1
|ziss — ] = A2[|d® < % + = (fn) = F (@)
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Sumando y luego utilizando (2.2) obtenemos:

Z lzha — 2l < % an + Z(f(xk) - f(%ﬂ))]
< % n+ | (Fla) - f(x/m))u
L k=0
ol

5
de donde se infiere que limy ||z4+1 — x| = 0.

Prueba de (c) Como||zy..1 — xx|| = Ar||dx||, la asercior{b) implica que
lim Agl|dy|| = 0. (2.8)
k—00
Como0 < A\, < a; parak € Ny {a; }ren €S acotada, entonces por (2.4) y (2.8) obtenemos:
lim A\ ||V f ()| = 0. (2.9)
k—00

Seaz un punto de acumulacion dey }en. Existe una subsucesi@ny }rens C {xk fren

tal que converge a. Entonces, por (2.9)

lim V(@) =0,

que es cierto sV f(z) = 0, con lo cual se demuest(e). La ecuacion anterior también es

cierta si existe un conjunto infinito de indic&s= {ky, ko, k3, ...} C M tal que

Jj—00
En este caso, por la suposiciii) , existe un indicg suficientemente grande tal que para
todoj > j, existeoy, € (0, 0ynq,] Para el que\,, = oy, ax, NO satisface la condicion (2.1), es

decir,

f (o, + (onyan;)di;) > flaw) + e —(or,ai)lldiy |
> f(an,) —y(0F ai)lld,]”.
Por lo tanto,

f (@, + (on,ax, )di,) — f(z,)

(Ukj Cij )

> —V(Ukjak,-)ndijQ- (210)
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Como {a, }ren €S acotada y lim, . Ay, = 0, entonces lim,, o, = 0. De esta forma,

Mediante el Teorema del Valor Medio la relacion (2.10) se puede expresar como
V f(zn; + trydy) di, > —y(ow,an,)||di,|*, paraj > j, (2.11)

dondet,, < [0, ox;ax,] tiende a cero cuandp— oo. Sin pérdida de generalidad, existe un

conjunto infinito de indiced = {l1,[s,13,...} C K tal que

limaz, =z, limd, =d
j—ro0 j—o0
Observando quéx;;, + t;,d;;) — ¥ cuandoj — oo, entonces tomando limite en (2.11)
obtenemos:

Vf(z)d>0.
ComoV f(z)'d < 0, entoncesV f(z)'d = 0, lo cual implica, por (2.3)V f(z) = 0, y esto
completa la prueba dg).

Prueba de (d)Por (2.1) y (2.5) podemos escribir:

Flaer) < flaw) +m = A7)
< Fn) + A = 3A il
= fla) = AP

()

Lk

< flay), parak > k. (2.12)

En consecuencia, la subsuces{(fitzy) } >z C {f(@x)}ren €S NO creciente. De esta forma,
{f(xx)}x>r admite un limite paré& — oo. Se sigue de la continuidad uniforme flen
que la sucesiohf (xy) }ren CONvVerge.

Por otra parte, supongamos que existe un punto de acumuladén x; }rcn que es
un méaximo local def en€),. Entonces, existe una subsuces{on}rcrx C {zk}ren que
converge a. Por (2.12) par& > k, k € K suficientemente grande podemos encontrar un
puntox; en alguna vecindad deque satisfacg () > f(z). Esto contradice la suposicion

de quez es un maximo local d¢ en(2,. Con esto se completa la prueba(de O

El Teorema 2.1 presenta un metodologia para la generacion de soluciones aproximadas
del problema (1.3). En particular, la condici@i) describe una una basqueda lineal donde

la sucesior a; }ren representa la longitud de paso inicial en cada iterakion
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La convergencia del esquema propuesto en el Teorema 2.1 depende esencialmente de las
condiciones impuestas al tamafo de pasg a la direccioni,. El tamafio de pasd, debe
satisfacer la ecuacion (2.1). La condici@i) garantiza que, es una direccion de descenso
que esta uniformemente relacionada con el gradienté elex,. Muchos métodos locales
generan direcciones que satisfacen la condi@ign por ejemplo, los métodos tipo Newton

y tipo gradiente.

2.2 Metodos Tipo Newton y Tipo Gradiente Globales

A continuacion mostramos dos algoritmos donde se emplea la bsqueda lineal no mon6to-
na definida en la Seccion 2.1. El primer algoritmo es una version modificada del método de

Newton y el segundo es una version globalizada de BB.

2.2.1 Algoritmo de Newton Global

A las direcciones tipo Newton se les puede exigir que satisfagan la condigi@tel

Teorema 2.1. En efecto, una direccion tipo Newton se define como:

Si asumimos queé3, es una matriz positiva definida y, ademas, que existen constantes po-
sitivas® y T, tales que para todb: ||By|| < Ty los autovalores;(B;,) satisfacer) <
¢:(By) < ®. Entonces,

V@) < — g V@)l

IV F (i)l < T dll

En otras palabras, las direcciones tipo Newton satisfacen la congiigidiel Teorema 2.1.

El Algoritmo 2.1 es la version modificada del método de Newton y posee una estructura
muy similar a la del Algoritmo Modelo en [40, p. 712], con algunos cambios necesarios
para que la direccion de Newton y el tamafo de paso satisfagan las cond(id)onég) del

Teorema 2.1.
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Algoritmo 2.1 Algoritmo de Newton Global

Datos: zp € R", v € (0,1),0 < Omin < Omaz < 1, ¢c1 > 0, c2 > 0, {n}ren que satisface
(2.2) yk « 0.

1: mientras V f(zx) # 0 hacer
2 si H;, es singulaentonces
3 dy, —Vf(l’k)
4 de lo contrario
5: dk — —HR_IVf(JIk)
6 Si|V f(zp)ldy| < ||V f(zr)]]? 0|V f(xx)|| > calldi]| entonces
7 dy <= =V f(z)
8 de lo contrario
9: si Vf(z)'ds, > 0 entonces
10: dk — —dk
11: fin si
12: fin si
13: fin si
14: A1
15: mientras f(zy + Adg) > f(xx) + nr — yA?||dx||* hacer
16: escoger € [0umin, Omaz)
17: Ao
18: fin mientras
19: A — A
20: Tpy1 < T+ )\kdk
21: k+k+1

22: fin mientras
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Comentarios.

(a) El algoritmo no puede realizar infinitas reducciones.d&n efecto, por la continuidad
de f y dado quej, > 0, entonces con un nimero finito de reduccionea de cumple la

condicionf (xy, + Ady) < f(xx) + i — A2\ di ||
(b) En el algoritmaz;, = 1 para todd: € N.

(c) Laslineas 16y 17 del algoritmo consisten en un proceso de backtraking donde se generan
el enteroiy, y los nUmeros; € [omin, Omaz), 1 < J < i, tales query, = 3'.‘;1 p;y

)\k = OrQk.

(d) La sucesiodzy}ren generada por el Algoritmo 2.1 esta contenida en el conjipto

En el siguiente teorema establecemos la convergencia global del Algoritmo 2.1.

Teorema 2.2.Supongamos que, es compacto. Sea: R” — R dos veces continuamente
diferenciable en algn abierto que contiene ,. Sea{x; }ren la sucesbn generada por el
Algoritmo 2.1. Entonces,

fim [V f (e = 0.

Demostraddbn. Las sucesione$zy }ren, {di}tren Y { Ak }ren Satisfacen las condicion€s,
(i) y (iii) del Teorema 2.1. Por lo tanto, de la aserccion (c) del Teorema 2.1 se infiere que

iMoo |V f (20)]] = 0. N

2.2.2 Algoritmo de Barzilai-Borwein Global

Igual que las direcciones tipo Newton, las direcciones tipo gradiente también satisfacen
las condicionesii) y (iii) del Teorema 2.1. En efecto, la direccion tipo gradiente definida por

dr, = —V f(z},) satisface:

Vi@)'de = IVf@)l* Yy lldll = IV (@)l

Aladirecciond, = —V f(x;) y al tamafio de pasb = 1/«; del método BB se les puede

exigir que satisfagan las condiciorn(@s y (iii) del Teorema 2.1. Para tal efecto, modificamos
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el algoritmo Global Barzilai and Borwein (GBB) dado en [62, p. 28], donde se combina BB
con una variante de GLL. Nuestra modificacion consiste en reemplazar GLL con la busqueda
lineal no monotona descrita en el Teorema 2.1. De esta forma, obtuvimos una nueva version
globalizada de BB que denominamos NGBB (New Global Barzilai-Borwein) y que se mues-

tra en el Algoritmo 2.2.

Algoritmo 2.2 Algoritmo NGBB

Datos: ap > 0,29 € R", v € (0,1),0 < Opmin < Omaz < 1,0 < e < 1,8 € [g,1/¢],
{nK}ren que satisface (2.2) i + 0.
1: mientras V f(zy) # 0 hacer

2: Siay < e0aqi > 1/e entonces
3: ap 0
4: fin si
5: dk — —Vf(l’k)
6: A 1/ay
7: mientras f(zy + Adg) > f(xx) + nr — yA?||dx||* hacer
8: €scoger € [0.min, Omaz)
9: Ao
10: fin mientras
11: )\k — A
12: Tpy1 < T+ )\kdk
13: Y < Vf(zp1) — V()
14: 1 —(Vf (@) 'ye) /(AN (k) V f (1))

15: k+—k+1
16: fin mientras

Comentarios.

(a) El algoritmo NGBB no puede realizar infinitas reducciones\dé€Comor;, > 0, por

continuidad, para suficientemente pequefio la condicion
flag +Ady) < flag) +m — 2% di]?
se satisface.

(b) La sucesioray }ren €sta definida coma, = 1/a4 y esta uniformemente acotada. En

efecto, comd /oy € (¢,1/e) y 6 € [e,1/¢], entonces

e <ag<1/e, parak € N.
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(c) La sucesiodzy}ren generada por el algoritmo NGBB esta contenid&gn

Las propiedades de convergencia del algoritmo NGBB se establecen en el siguiente teo-

rema.

Teorema 2.3.Supongamos que, es compacto. Sea: R” — R continuamente diferenci-
able en ald@in abierto que contiene@,. Sea{xy }ren la sucesbn generada por el algoritmo

NGBB. Entoncesy f(z;) = 0 para algin j finito, o

lim ||V f(2)|| = 0.
k—00

Demostraddn. En el Algoritmo NGBBd, = —V f(zx) parak € Ny ¢ = ¢ = 1. La
sucesion{ay }ren definida comay, = 1/, esta acotada. Luego, las sucesiofies} e,
{dr}ren Y { Mk }ren Satisfacen las condicionés, (i) y (iii) del Teorema 2.1. Por lo tanto, de

la asercion (c) del Teorema 2.1 se infiere que lim ||V f(xx)|| = 0. O

2.3 Resultados Nunaricos del Algoritmo de Newton Global

En esta seccion reportamos los resultados numéricos obtenidos para el Algoritmo 2.1
sobre el siguiente conjunto de problemas test.
Problema 1Rosenbrock functiofb7].
fz) = 100(zp — 27)* + (1 — 21)%,

ro = (=1.2,1)" x,=(1,1)", f(z.) =0.

Problema 2Wood functiorf57].
f(z) = 100(2? — 22)® + (z1 — 1)* 4 (w3 — 1)* + 90(22 — 24)?
+10.1 (22 — 1)* + (x4 — 1)%) + 19.8(z5 — 1) (24 — 1),
rg = (=3,-1,-3,-1)" x,=(1,1,1,1)", f(z.) =0.
Problema 3Powell singular functiof57].
f(z) = (214 102)% 4+ 5(25 — 24)? + (22 — 223)* + 10(2; — 24)*,

o = (3,-1,0,1)", z,=1(0,0,0,0)", f(z.)=0.
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Problema 4Cube[40].

f(x) = 100(zq — 22)% 4+ (1 — 1),
rg = (—1.2,-1)" z,=(1,1)" f(x,)=0.

Problema 5Freudenstein and Roth functi¢s?].

fl@) = (=13+ 214 ((5— z2)22 — 2)12)°
+ (=29 + 21 + (22 + 1V)ag — 14)25)?,
vo = (0.5,-2)" xz,=(54), f(z,) =0.

Problema 6Box three-dimensional functidb7].

f(z) = i(exp(—tﬂl) — exp(—t;x2) — w3(exp(—t;) — exp(—10¢;)))?,
élzlndetj — (0.1)].
z = (0,10,20),
f(z,) = Oenz, = (1,10,1)",(10,1,-1)",

y donde(z; = x2 y x3 = 0).

Problema 7 Strictly convex Zmodificada) [62].

f) = Y- -

i=1

1, sin =4,
dondec = ¢ 21, sin =20,
183, sin = 60,

o = (1,1,...,1), x,=(0,0,...,0),, f(z,) =0.

Problema 8Penalty function [57].

flz) = aZ(:cj—l)%r(Zx?—o.%) ,

j=1
dondea = 107°,

ro = (1,2,...,n)"
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Todos los experimentos de esta parte se corrieron en un Computador Pentium IV de 3.0
GHz en MATLAB 7.0. Implementamos el Algoritmo 2.1 con los parametrps= 1074,

Omin = 0.1, Omaz = 0.5, ¢; = 1072, Yy ¢, = 10°. Tomamosr = 0.5 en cada iteracion.

Estudiamos el comportamiento del Algoritmo 2.1 para diferentes sucegianigesy. En
la Tabla 2.1 se muestran los resultados numéricos para los Problemas 1-8. En esta tabla se
observan los resultados del Algoritmo 2.1 cgn= 500(1 — 107%)* (NLS). También se
observa en esta tabla los resultados para el Algoritmo Modelo en [40, p. 712] con la regla
de Armijo (ALS) y los parametros que alli se especifican. Reportamos numero del problema
(P), dimension), niumero de iteraciones (IT), nUmero de evaluacioneg (), nUmero
de ocasiones donde la busqueda lineal es usada (BL) y el fialpde la funcion objetivo
en la solucion encontrada que es menor que la tolerancia exigida.

En las Tablas 2.2 y 2.3 mostramos respectivamente los resultados numeéricos para los Pro-
blemas 2y 6 para diferentes sucesiof®s rcn. Reportamos nUmero de iteraciones, numero
de evaluaciones d¢ y nUmero de ocasiones donde la busqueda lineal es usada. En la Ta-
bla 2.4 mostramos los resultados numéricos para el Problema 8 para diferentes sucesiones
{m}ren. Reportamos numero de iteraciones, nimero de evaluaciongsdenero de oca-
siones donde la busqueda lineal es usada y el y&lorde la funcion objetivo en la solucion
encontrada:.

Observamos que en casi todos los problemas considerados el nUmero de iteraciones y el
numero de evaluaciones deparan, = 500(1 — 107%)*, son considerablemente menor que
el requerido por ALS. Para el Problema 1 el ahorro es del orden del 66%. En el Problema 2
el ahorro es de 41%. En el Problema 4 el ahorro es de 69%. En el Problema 6 el ahorro es de
1.4%. En el Problema 8 el ahorro es de 99.8% patra 4, 65% paran = 10y 99.6% para
n = 50.

Los resultados de la Tabla 2.1 pueden variar drasticamente si se considera otra sucesion
{m}ren, l0 cual se aprecia en las Tablas 2.2, 2.3 y 2.4. Entonces, es evidente que la manera
de definir la sucesiofw, }ren influye considerablemente en la eficiencia del Algoritmo 2.1.
También observamos que la busqueda lineal se activa al principio o en el intermedio de la

ejecucion del Algoritmo 2.1.
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Tabla 2.1: Resultados para los Problemas 1-8.

NLS ALS
Pin IT EF BL f(z) IT EF BL f(z)
12 8 10 1 <1073 22 30 4 <107%
2|4 28 34 3 <107 40 70 8 <107%®
3|4 43 44 0 <107°% 43 44 0 <107%
4|2 9 12 1 <10°%® 29 41 6 <10°%
5|2 1 12 0 <1073 11 12 0 <10°%
6|3 [266 267 0 <107%| 268 273 4 <10°%
7|4 5 6 0 <1073 5 6 0 <107%®
20 5 6 0 <10°% 5 6 0 <1073
60 5 6 0 <10°% 5 6 0 <1073
8|4 15 17 1 3.4-107° | 4932 13762 35413.4-107°
10862 863 0 7.1-107°|1912 3455 12217.1-107°
500 21 39 1 56-1071 34 106 17 5.6-107%
Tabla 2.2: Resultados para el Problema 2
Nk
ALS | 277500 | 375500 | 47*500 | (1/1.1)*500 | (0.99)%500
IT | 40 39 39 39 30 28
EF| 70 67 53 53 40 34
BL| 8 8 6 6 4 3
Tabla 2.3: Resultados para el Problema 6
Nk
ALS [ 27%500 [ 37%500 [ 4%500 [ (1/1.1)*500 | (0.99)¥500
IT | 268 | 268 268 268 266 266
EF | 273 | 273 273 273 267 267
BL| 4 4 4 4 0 0
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Tabla 2.4: Resultados para el Problema 8

Mk
n ALS 27%500 | 37%500 | 47%500 | (1/1.1)*500 | (0.99)¥500
41 1T 4932 10000 4937 4932 15 15
EF | 13762 | 153368 | 13739 13762 17 17
BL 3541 9770 3532 3541 1 1
f(#)]34-107*|52-107* | 34-107° | 3.4-107° | 3.4-107® | 3.4-107°
0] IT 1912 1863 1911 1922 1531 862
EF 3455 3325 3445 3473 2510 863
BL 1221 1164 1220 1233 779 0
f() |71-10°|71-107°% [ 71-10° | 7.1-107% | 7.1-107% | 7.1-107°
50| IT 34 21 26 49 21 21
EF 116 39 58 312 39 39
BL 17 1 7 29 1 1
f(#)]56-107*|56-107* | 56-107* | 5.6-107* | 5.6-107* | 5.6-107*

2.4 Resultados Nunaricos del Algoritmo NGBB

En esta seccion reportamos los resultados numéricos obtenidos para el Algoritmo 2.2

sobre un extenso conjunto de problemas test y el problema de Conformacién Molecular.

2.4.1 Problemas Test

La lista de problemas test que usamos para comparar numéricamente a NGBB con GBB
se muestra en la Tabla 2.5. En esta tabla se oberva el nimero del problema (P), nombre y
referencia (NR) e iterado iniciak{). En este trabajo describimos dos nuevas funciones:

Exponencial 1:
_ " - xf
f(x) =e™ V1052, + ;2 1 (e“"’i - > ) .

Casi-cuadratica:

flz) = %xtAx — bz + ihQ i(xl —1)4
dondeA = diag(h,h+1,...,n — 1+h),b:A(1,1j...,1)t,yh: 1/(n+1).
El Gnico minimizador de Exponencial 1 es = (61n(10) + 1,1,...,1)". La Hessiana
de Exponencial 1 em, esdiag(10°,0,...,0). El tnico minimizador de Casi-cuadratica es

r, = (1,1,...,1)". La Hessiana de Casi-cuadraticazeres A, conx(A) = n?.
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Tabla 2.5: Problemas Test

NR

P xg

1 Strictly Convex 1 [62] (L,...,i. 1)

2  Strictly Convex 2 [62] (1,1,...,1)¢

3 Extended Rosenbrock [57] (—=1.2,1,-1.2,1,... )¢
4  Extended Powell singular [57] (3, -1,0,1,3 1,0, 1,...)t
5 Penalty 1[57] (1,2,.. )t

6 Variably dimensioned [57] (0,1—4,...,1— %)t
7  Extended Freudenstein and Roth [9] (9 ,60 90 60 )t

8 Extended Cragg and Levy [57] (1,2,2,2,1,2, 2 2,... )¢
9 Extended Wood [43] (— 3,—1 -3, - )t
10 Brent[1] (0,0,...,0)

11 Troesch [64] (0,0,...,0)

12 Trigonometric [67] (&, %, ... %)

13 Chained Rosenbrock [21] (1.2,1,1.2,1,...)¢

14 Generalized Broyden tridiagonal [57] (—1,—1,.. 1)t

15 Penalty 1 [36] <n+1 Ll %)t
16 Generalization of the Brown 1 [21] (3,3,...,3)!

17 Banded trigonometric [53] (2,1, %)

18 Tridiagonal system [50] (0,0,...,0)

19 Problem 76 [53] (2,2,...,2)

20 Problem 77 [53] (0,0,...,0)

21 Problem 78 [53] (0,0, .. ,O)t

22 Problem 79 [53] (—1,-1,...,-1)¢

23 Problem 81 [53] (0.5,0. 5 .,0.5)"

24 Problem 82 [53] (0.5,0.5 . ,o.5)t

25 Problem 87 [53] (1,1, )t

26 Singular Broyden [53] (-1, —1, —1)

27  Structured Jacobian [53] (-1,-1,...,—1)"

28 Discrete boundary value problem [53] (1 (éﬁ)12>27 2 2(n(—f$1) )’ )t
29 Problema 7 [53] (-1,-1,.. 1)

30 Chained serpentine [53] (—0.8, —0. 8 ., —0.8)"
31 Attracting-Repelling [53] (1,1,...,1)

32 Wright and Holt zero residual [53] (sm ,sin(2)2,...,sin(n)?)’
33 Toint quadratic merging [53] (5, )t

34 Chained exponential problem [53] (0. 2 o 2 ,0.2)"

35 Countercurrent reactors 1 [53] (0.5,0.5,... ,0.5)t

36 Trigonometric - exponential system [53]0,0,...,0)"

37 Five-diagonal system [53] (=2,-2,...,-2)"

38 Exponencial 1 (15, P DU ﬁ)t
39 Casi-cuadratica (0,0,...,0)
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Todos los experimentos de esta parte se corrieron en un Computador Pentium IV de 3.0
GHz en doble precision FORTRAN. Implementamos a GBB con los parametrest0—,
e=10"%0, =0.1,00 = 0.5, 00 = 1y M = 10. El parametraj lo tomamos como en
Raydan [62, p. 30]:

1, si||Vf (i)l > 1,
o=19 [IVFf(zp)ll, silo™ <[V f(x)l <1, (2.13)
10° si < |V f(z)| < 1075,

Implementamos a NGBB con los parametros: 1074, e = 1071, 0,5, = 0.1, Oumaw =
0.5, a0 = 1,y = 6(1 — 1071%)*, donde

0 — { | f(zo)l, | f(zo)| < 107,
10°, | f(20)] > 10°.

El parametra) lo tomamos como en (2.13).
Tanto para GBB y NGBB, el parametscse escoge a través de la interpolacion cuadratica

descrita en [26, pp. 126—-127]. Todas las corridas pararon cuando

IV f (@) ll2 < 107°(1 + | f (@2)])-

Los resultados numéricos se muestran en la Tabla 2.6. Reportamos el numero y la di-
mension del problema (R)), nUmero de iteraciones (IT), nUmero de evaluaciones de la fu-
ncion (f), nUmero de ocasiones donde la blusqueda lineal es usada (BL), mejor vdlor de
conseguido (fbest) y tiempo de CPU en segundos (T). Los métodos GBB y NGBB realizan
una evaluacion del gradiente por iteracion. Por lo tanto, el nUmero de iteraciones representa
el nUmero de evaluaciones del gradiente para ambos métodos.

Los resultados numéricos de la Tabla 2.6 se resumen en la Tabla 2.7. En esta tabla re-
portamos el nUmero de problemas donde un algoritmo es ganador en: nUmero de iteraciones,
namero de evaluaciones de la funcion, nUmero de ocasiones donde la bUsqueda lineal es
usada, mejor valor dé conseguido y tiempo de CPU.

Los resultados de la Tabla 2.1 pueden variar drasticamente si se considera otra sucesion
{m}ren. También observamos que la busqueda lineal generalmente se activa al principio o

en el intermedio de la ejecucion del algoritmo.
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Tabla 2.6: Resultados numéricos para GBB y NGBB

GBB NGBB
Bln) T T 1S Thest T T TS fbest T

1(1000) 7 7 0  1.000D+03 _ 0.0000] 7 7 0 1.000D+03 _ 0.0000
1(50000) 6 6 0  5000D+04  0.1250| 6 6 0  5000D+04  0.1250
2(1000) 92 137 13 5005D+04 00469 72 79 2 5005D+04  0.0313
2(10000) 59 83 7 5001D+06 02969 64 74 2 5000D+06  0.2813
3(1000) 8 33 5 1233D-25 _ 0.0000 18 33 5 1.233D-25 _ 0.0000
3(10000) 18 33 5 1.333D-22  0.0313 18 33 5  1.333D-22 0.0156
7(1000) 4 21 T 8212D+03 00156 14 21 1 8212D+03 _ 0.0000
4(10000) 13 20 1 8248D+04 00313 15 21 1 8.144D+04  0.0469
5(1000) 102 149 10 1556D-02  0.000q 102 193 10 _ 2.689D-03  0.0156
5(10000) | 102 3196 89  1.479D+10 0.765¢ 32 165 5  2500D-02  0.0625
6(500) 102 5524 101 6580D+11 01094 102 3639 101 6.156D+02  0.0625
6(1000) 102 6329 101 2.871D+15 02500 102 4108 101  7.432D+02  0.1719
7(1000) 13 38 T 4201D+07 _ 0.0000 13 38 1 4.201D+07 _ 0.0000
7(10000) 12 37 1 4203D+08 00313 12 37 1 4203D+08  0.0313
B(1000) a7 61 7 2711D-08 00313 75 79 3 1.181D-08  0.0469
8(10000) 55 69 7 1.530D-08  0.39068 77 81 3 1.208D-08  0.5000
9(1000) 13 32 T 6.308D+06 00156 13 32 T 6.308D+06 _ 0.0000
9(10000) 12 31 1 6.308D+07 00313 12 31 1 6.308D+07  0.0313
10(1000) | 102 201 21 1022D-07 _ 0.0154 48 59 T 1.979D-10 _ 0.0000
10(10000) | 102 201 21 1.022D-07 01874 48 59 1 1979D-10  0.0781
11(100) 102 134 13 4473D-04 00154 102 106 3 1.112D-03 _ 0.0000
11(500) 102 143 18 1.900D-03 00313 102 108 5  1.191D-03  0.0156
12(10000) 3 3 0  4504D-18 00625 6 3 0 4504D-18  0.0625
12(50000) 5 5 0  4868D-14 02813 5 5 0  4868D-14  0.2656
13(1000) | 102 122 5 2818D-04 00158 102 112 T 5599D-04  0.0156
13(5000) | 102 127 9  4787D-04 00629 102 112 1 2.444D-04  0.0469
14(1000) | 102 134 13 1120D-04  0.062§ 102 109 2 1560D-04  0.0469
14(5000) | 102 133 15 1530D-04 02813 102 108 2 8731D-05  0.2500
15(1000) 8 9 T 2891D+02 _ 0.0000] & 9 1 2.891D+02 _ 0.0000
15(10000) | 10 14 1 5671D+03 00156 10 13 1 5671D+03  0.0000
16(10000) | 30 51 6  0.080D+02  0.1250 26 a 2 9.080D+02  0.1094
16(50000) | 34 66 8  4.995D+03 07344 30 53 7 4.995D+03  0.7031
17(1000) | 102 143 15 -4.273D+02 00939 102 134 12 -4273D+02 00781
17(10000) | 102 170 24  -4157D+03 09063 102 155 19  -4159D+03  0.8906
18(100) 102 149 16 5616D-01 00000 102 113 5 6.811D-01 _ 0.0000
18(500) 102 144 17 4779D-01  0.0004 102 114 5  6206D-01  0.0156
19(1000) 8 8 0  3139D+00  0.0000] 8 8 0 3.139D+00  0.0000
19( 10000) 8 8 0  3139D+00 0.0000 8 8 0  3139D+00  0.0156
20(1000) 7 7 0  4.160D+01 01250 2 2 0 4.160D+01  0.0313
20(5000) 2 2 0  2083D+02 08438 2 2 0  2.083D+02  0.8594
21(100) 102 153 17 _ 4580D-07 0000 102 112 5 4567D-07 00156
21(1000) 4 6 1 4976D-10  0.0000| 5 5 0  4.974D-10  0.0000
22(1000) | 102 135 14  3.711D-06 00154 102 118 8 1.288D-02  0.0156
22(10000) | 102 144 19  3.867D-02 01250 102 114 7  3.886D+00  0.1406
23(1000) 25 28 T 6.955D-14 _ 0.0000] 27 29 T 6.162D-14  0.0156
23(10000) | 24 27 1 6.277D-14  0.0781] 26 28 1 1.842D-13  0.0781
24(10000) 9 1 1 802iD-14 00313 9 1 T 802iD-14 _ 0.0469
24(50000) 9 11 1 4680D-13 01719 9 11 1 4680D-13  0.1875
25(100) 102 136 12 1983D-03 00004 102 107 4 205/D-03 _ 0.0000
25(500) 102 133 15  3.050D-03 00004 102 106 3 2717D-03  0.0156
26(500) 33 97 3 1.080D-09  0.0156] 92 101 2 3.485D-09  0.0000
26(1000) 83 97 6  4343D-09 00313 102 113 4 9694D-02  0.0313
27(500) 102 186 21 6260D-01 0015 102 132 10 _ 2.048D+00 _ 0.0000
27(1000) | 102 193 19  1192D+00 00313 102 133 8  2099D+00  0.0156
28(100) 102 136 12  1.281D+01 _ 0.0004 102 109 4 8.22ID+00 _ 0.0000
28(250) 102 142 21 4.168D+02 00154 102 104 2 2155D+02  0.0000
29(1000) | 102 119 12 1.204D+03  0.140§ 102 109 2 1.211D+03  0.1250
29(5000) | 102 117 10  7.200D+03  0.7184 102 109 2 7.203D+03  0.6719
30(100) 102 154 17  1.827D+02 00004 102 113 2 1.935D+02 _ 0.0000
30(500) 102 146 17  9.751D+02  0.015¢ 102 109 2 0.836D+02  0.0156
31(1000) | 102 142 16  2.244D+03 00629 102 110 T 2.244D+03 00625
31(5000) | 102 144 14  1124D+04 02969 102 110 1 1.124D+04  0.2813
32(100) 102 151 18 1694D-03 00469 102 111 5 8.389D-03  0.0469
32(500) 102 142 15  2003D-03  0.218¢ 102 111 3 1.143D-03  0.2188
33(1000) a5 62 2 2218D+03 00313 54 70 2 2.214D+03  0.0313
33(10000) | 49 70 3 2221D+04 03438 53 73 2 2221D+04 03750
34(1000) | 102 135 11 1.015D+02 03594 102 110 1T 1.015D+02  0.3281
34(10000) | 86 110 9  1.913D+03 29531 84 92 1 1.913D+03  2.7813
35(5000) | 102 125 10 1980D-02 00781 102 118 6 282iD-01 _ 0.0938
35(15000) | 102 134 12 2019D-02 02344 102 116 5 2040D-02  0.2500
36(10000) | 52 60 3 7.086D+00 05000 37 a3 2 7.086D+00 03750
36(50000) | 43 50 2 7.086D+00 21094 43 50 2 7.086D+00 22188
37(100) 102 146 14 1059D-01 _ 0.000q 102 114 T 1.103D-01 _ 0.0000
37(500) 102 136 11  4.423D+00 00154 102 114 1 4311D+00  0.0000
38(10000) q 24 1 1.119D+07 00625 7 24 T 1.119D+07  0.0469
38(100000) | 3 23 1 2486D+09 05000 6 23 1 2486D+09  0.5781
39(1000) | 102 144 11 -2.498D+05 00158 102 201 32  -2.498D+05  0.0156
39(3000) | 102 147 15  -2.249D+06  0.0469 102 194 33  -2.249D+06  0.0469
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Tabla 2.7: NUmero de problemas en los que un algoritmo es ganador

Algoritmo | IT f LS fbest T

GBB 13 12 2 26 18
NGBB 9 46 47 34 34
Empates | 56 20 29 18 26

Es claro que en la mayoria de los casos NGBB supera en eficiencia a GBB, ya que en
el 59.97% de los problemas obtuvo el menor numero de evaluaciones de la funcion; en el
60.26% de los problemas usd menos veces la busqueda lineal; en el 43.59% de los problemas
consiguio la mejor solucion y en el 43.59% de los problemas empled menos tiempo de CPU

para satisfacer el criterio de parada.

2.4.2 Problema de Conformadn Molecular

Un area importante de investigacion en bioquimica computacional es la designacion de
moléculas para especificas aplicaciones. Ejemplos de tales aplicaciones son: el desarrollo
de enzimas para la eliminacion de basuras toxicas, el desarrollo de nuevos catalizadores para
el procesamiento materiales, y la designacion de nuevos agentes anti-cancerigenos. La de-
signacion de estas drogas depende de la determinacion exacta de la estructura de las macro-
moléculas biologicas. Este problema es conocido como el problema de Conformacion Mo-
lecular, que consiste en hallar la configuracion de una molécula cuya energia libre es la mas
baja.

Bajo el supuesto de que la estructura nativa de una molécula corresponde a una confor-
macion para la que la energia es o esta cerca del minimo global, el problema de conformacion
molecular puede formularse como un problema de optimizacion.

A continuacién describimos el modelo usado. Consideramos un polimero bidimensional
gue consiste eV atomos conectados por varas rigidas. El potericigle empleamos para

describir la energia de este sistema esta dado por:
M N )
E=>"Y" (lai—a;* - d3)", (2.14)
j=1 i=j+1

dondea; = (z;,y;)" € R? es el atoma, d;; es la distancia conocida del atomal atomo
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j,y1 < M < N — 1. Encontrar el minimo dé& se puede plantear como un problema de

minimizacion irrestricta corf : R?Y — R definida como:

M N
2
F) =33 (=) + (i —y)* — d%)”, (2.15)
j=1i=j+1
donde
X = (xl,mQ,...,xN,yl,y2,...,yN)t c R?N,

Para los experimentos numéricos tomambs= [ N/2], donde[r]| es el entero superior
mas cercano a € R. En otras palabras, conocemos la distancia de los primiérakomos a
todos los deméas atomos.

Todos los experimentos se corrieron en MATLAB 7.0 en un Computador Pentium IV de
3.0 GHz. Implementamos a GBB y a NGBB con los parametros descritos en la Seccion 2.4,
salvo el parametrg, que lo tomamos comg, = | f(x)|(0.9)*. Para escoger@aen GBBy
NGBB, consideramos el modelo parabélico descrito en [26, pp. 126-127] .

Para la funciorf m nunc del Toolbox de optimizacion de MATLAB 7.0 empleamos la
opcion:
options = optinset(’'|argescale’ ,’on’,’  gradobj’,’ on’,’ Tol X , 5e-4,

" Tol Fun’ , 1e-15).
Empleamos el criterio de parada:

g1loe < 2T0lX,

donde|| - || €s la norma infinito Yol X =5 x 10~

Comparamos los algoritmos GBB, MATLABNjinung y NGBB para moléculas de di-
ferentes numeros de atomos. Consideramos tres problemas test: M19, M38 y M60, que
consisten en moléculas de 19, 38 y 60 atomos, respectivamente, cuya conformacion optima
se muestra en la Figura 2.2. Para cada corrida generamos un iterado inicial alkeatan@s
coordenadas estan uniformemente distribuidas en el intervald 10).

En la Tabla 2.8 reportamos el numero promedio de evaluaciones de la fuhdiada
en (2.15) (EF), el promedio del tiempo de CPU en segundos (T), y el valgremela me-

jor solucién encontrada (fbest), sobre 50 corridas de los algoritmos para cada problema test.
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Para GBB y NGBB también reportamos en la Tabla 2.8 el promedio del nimero de ocasi-
ones donde la basqueda lineal es usada (BL). En las Figuras 2.3, 2.4 y 2.5 se observan las
mejores conformaciones obtenidas por los algoritmos para los problemas M19, M38 y M60,

respectivamente.

Molécula de 19 &tomos Molécula de 38 4&tomos Molécula de 60 &tomos

Figura 2.2: Configuraciones 6ptimas de los problemas M19, M38 y M60

Tabla 2.8: Resultados para los problemas M19, M38 y M60

MatLab GBB NGBB
Problema| EF T fbest EF BL T fbest EF BL T fbest
M19 20 0.59 1.96(-10) 4676 397 0.80 1.60(-9) 1372 109 0.29 1.02(-9
M38 29 4.24 5.14(-10) 8287 600 8.64 1.36(-12)2546 182 2.76 7.09(-10
M60 35 18.07 2.12(-9) 14416 974 11.46 1.07(-12)3898 259 3.60 8.18(-10
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Matlab GBB NGBB

1 1 1

0 0 0

-1 -1 -1
s -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4

-5 0 5 -5 0 5 -4 -2 0 2 4

Figura 2.3: Mejor configuracion obtenida por cada algoritmo para el problema M19

Matlab GBB NGBB
6 6 6
4 4 4
2 2 2
0 0 0
- -2 -2
-4 -4 -4
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Figura 2.4: Mejor configuracion obtenida por cada algoritmo para el problema M38

Matlab GBB NGBB
6 6 6
4 4 4
2 2 2
0 0 0
- -2 -2
-4 -4 -4
-6 -6 -6
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Figura 2.5: Mejor configuracion obtenida por cada algoritmo para el problema M60



Capitulo 3

Algoritmo Libre de Derivadas para
Sistemas de Ecuaciones no Lineales

“El Analisis Nungrico es el estudio de algoritmos
para problemas de matditica continud
Lloyd Trefethen

En este capitulo presentamos un estudio tebrico y expetainée un nuevo algoritmo
libre de derivadas para sistemas de ecuaciones no lineales, que emplea sistematicamente la
direccion+F(x) y, ademas, utiliza la bUusqueda lineal propuesta en el Capitulo 2 con la
funcion meritof (z) = ||F(x)]>.

En la Seccion 3.1 describimos el esquema del algoritmo NDF-SANE vy realizamos un
estudio de convergencia. En la Seccion 3.2 realizamos experiencias numéricas con un extenso

conjunto de funciones test y el problema del Trazado de Rayos Sismicos.

3.1 Algoritmo NDF-SANE

Para describir el esquema del Algoritmo NDF-SANE (New Derivative-Free SANE) es
necesario definir una funcibn mérito y algunos parametros.

Definimos la funcibn méritg : R* — R como
f(x) = ||[F(2)|]?, paraz € R™. (3.1)

Dentro del esquema del Algoritmo NDF-SANE se consideran los siguientes parametros:

43
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una sucesion de nUmeros positiog } ey que satisface

> o< (3.2)
k=0

Oéo>0;

0<y<,
L4 0<amin<amax<oo;
o 0 < omin < Omaz < 1.

En el Algoritmo 3.1 se muestra el esquema de NDF-SANE.

Algoritmo 3.1 Algoritmo NDF-SANE

Datos: 20 € R", 0 < v < 1,0 < @min < Omazr < 00, 0 < Opnin < Omae < 1, UNA sucesion

{m}ren tal qued~J~ e < < 00,y k <+ 0.
1: mientras F'(xy) # 0 hacer

2: escogery tal que|ag| € [min, maz) (COEficiente espectral)
3: d < —oy. F(xy)
4: A1
5: busquedalineal < verdadero
6: mientras busquedalineal = verdadero hacer
7: Si f(zr + Ad) < f(zr) + m — vA?||d||* entonces
8: dk —d
9: busquedalineal + falso
10: de lo contrario
11: Si f(zp — Ad) < f(xx) + me —vA?||d||* entonces
12: dy < —d
13: busquedalineal + falso
14: de lo contrario
15: €SCOgeN ey € [01A, 02|
16: A= Aew
17: fin si
18: fin si
19: fin mientras
20: )\k — A
21: Tl & Tk + Apdg
22: k+—Fk+1

23: fin mientras
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Comentarios.

() Lositeradose, 1 = x; + A\idj, satisfacen la condicion:
f(@rrn) < flaw) +me— i lldel?, VE > 0. (3.3)

(i) La diferencia primordial entre los métodos SANE, DF-SANE y NDF-SANE es la ma-
nera de como escogen el tamafio de paso. El método NDF-SANE emplea la busqueda
lineal desarrollada en el Capitulo 2; en cambio, SANE utiliza GLL y DF-SANE emplea
la combinacion de GLL y LF.

3.1.1 Analisis de Convergencia

A continuacion realizamos el analisis de convergencia del Algoritmo 3.1. El primer re-

sultado que presentamos muestra que el algoritmo esta bien definido.

Proposicion 3.1. El Algoritmo 3.1 esi bien definido.
Demostracdn. Comor,, > 0, entonces por la continuidad gdéz) alguna de las condiciones

ok +Md) < flae) +m —°|d]?

flar = Ad) < far) +m — v\ d]]”

se cumple para suficientemente pequerio. O

Las siguientes tres proposiciones son resultados técnicos necesarios para demostrar la

convergencia del Algoritmo 3.1.

Proposicion 3.2. Si(), es acotado Yz }ren €S la sucegin generada por el Algoritmo 3.1,

entonces

Sk — 2] < oo, (3.4)
k=0

adends,

k—o0



Algoritmo Libre de Derivadas para Sistemas de Ecuaciones no Lineales 46

Jim Ag[| £ () || = 0. (3.6)

Demostraddn. Se tiene que.; — zx = \edy, ||di|| = |axl || F (zx)|| Y |ok] € [mins @maz]-

Luego,

k= @ll® = XaR I F (@) 1* < Nt |F () |* = 07,00 AR 1 dil|*. (3.7)

Ahora, por (3.3)
fxr) = f(Trs1)

A2llde)? < ¢ . (3.8)
Y Y

De (3.7) y (3.8) obtenemos:

|zpsr — x> < % (e + (F(2x) = F(wrs))- (3.9)

Comor, satisface (3.2) ¥, es acotado, sumando en ambos lados de (3.9),

oo

= a?nax = a?nax
S lleer —ael? < Cmee S g Dmee SR () - fai)
k=0 v k=0 v k=0

a?naw(n + f(l’(]))
Y

IN

< 00,

de donde deducimos

[im ka—i-l — .TkHz =0. (310)
k—o00

Como||dk|| = ||xk+1 — zx]| > 0, entonces por (3.10) podemos escribir:

[im ka—i-l — .TkH =0
k—o0

lim Aelldi ]| = 0. (3.12)

Comol|di|| = ||| F'(zx)|| Y |ak| € [@mins maz], €ENtONCES

[dill > ctmin|| F'(x) |- (3.12)
Por (3.11) y (3.12) tenemos que

Jim Agf[F ()] = 0.

Esto completa la demostracion. O
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La Proposicion 3.3 corresponde al Lema 3.3 en [24].

Proposicion 3.3. Sean{a }ren Y {bx }ren SUCESIONES delimeros positivos que satisfacen:

agr1 < (1 + bk)ak + by Zbk < 0.
k=0

Entonces{ay } ren CONVerge.

Proposicion 3.4. Si€), es acotado Yz }xen €S la sucesin generada por el Algoritmo 3.1,

entonces la suces { || F'(xx)|| } ren CONVerge.

Demostracdn. Comof(xx) > 0y (1+mn;) > 1, paratodd: € N, entonces por la condicion

(3.3) podemos escribir:
f(@rer) < flae) +ne < (1+0) f () + -
Tomandoa, = f(xy) Yy br = nx, entonces la desigualdad anterior adquiere la forma:
apr1 < (1 + bg)ag + by,

ademas) ;- b, < n < oco. Por lo tanto, por la Proposicion 3.3 la sucesion }cn
converge. En otras palabras, la sucesift;)}ren converge. Comd(z) = ||F(2)|* y

|F'(z)|| > 0, entonces la sucesid F'(xy)|| } ren CONVerge. O

Teorema 3.1. Asumamos qu€, es acotado y quéz; }ren €S la sucedin generada por el

Algoritmo 3.1. Entonces, todo punfanite z, de {z} } e Satisface
F(x,)'J(x,)F(z,) = 0. (3.13)

Demostraddn. Seaz, un punto limite de{xz }reny. Sin pérdida de generalidad podemos

suponer qudzy } ey CONverge a,. Por la Proposicion 3.2 se tiene que
k—o0

gue es cierto si

lim [[F(z)]| =0,
k—o00
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0 Si
liminf )\, = 0. (3.14)

k—00

Silimg_, || F(z)|| = 0, la conclusion del teorema es inmediata.
Supongamos que (3.14) es cierta. Entonces, existe un conjunto infinito de iRdiees
{k1, ko, ks, ...} C Ntal que
lim A\, = 0.

Jj—00
Por la forma como\;;, es escogido en el Algoritmo 3.1, existe un indjcguficientemente
grande tal que para togo> 7, existepy; (0 < Omin < pr; < Omaz) Para el que\ = i, /py,
no satisface la condicion (3.3), es decir,

M 2
flan +—2de | > f(ag) + —7 ||d |2
Pk Pi,

e
> o) =75 I

k

Por lo tanto,

[y, + ]dk) f(xry) )\kv
3 > v—Hdk I > —y—ld, |I*-
kj//)kj Umin
Mediante el Teorema del Valor Medio esta relacion se puede expresar como

Ak
Vf(l’kj +tk].dk ) dk > ’)/ il Hdk H2 para; > j, (315)

dondet;, € [0, Ay, /px,] tiende a cero cuandp— oo.

Como {a4 }ren €S acotada, entonces ella tiene una subsucesion convergente. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, dug, };,cx converge ax.. Por la Proposicion 3.4
la sucesion{|| F'(zx)|| }ren converge, por lo tanto, si observamos qlie= +apF(z;) y

(wx, + ty,dy,;) — 2. cuandoj — oo, entonces tomando limite en (3.15) se deduce que
Vf(x,)td, >0, (3.16)

donded, = lim;_, di,.
SeanKk, K, C K tales que

dp; = —op, F(xy;), paratoddi; € K,

J
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dy; = ap, F(ry;), paratodd; € K.

Por (3.16) podemos escribir:

P t _ < . t
j—>o<|JI,rkr)6K1 Vf(l’k]) dkj = j—>o<|JI,rkr)6K1 OékjF(.Tkj) J(l’kj)F(l’kj)
= —a,.F(z,)' J(x,)F(z,) >0 (3.17)
y
7 t _ 7 t
j—)o!)l,rIIJEKg Vf(l’kj) dkj = j—)o!)l,rIIJEKg OékjF(l’kj) J(.Tk])F(.Tk])
= . F(z,)' J(x,)F(z,) > 0. (3.18)

De (3.17) y (3.18) se deduce que
a, F(z,) J(x,)F(x,) = 0.
Como0 < amin < |ak| < aumae, paratodd: € N, entonces
F(z,)'J(x,)F(x,) = 0.
Esto completa la demostracion del teorema. O

En todo el analisis previo no hemos considerado propiedades de la la matriz Jacobiana
de F'. S6lamente hemos visto algunas propiedades del Algoritmo 3.1 para cualquier funcion
F. A continuacion realizamos un analisis para funciofResuy particulares. El siguiente
resultado muestra quesj es un punto limite de la sucesidny } .cy generada por el Algo-

ritmo 3.1 y0 no es un autovalor de la matriZz, ), entonced’(x,) = 0.

Corolario 3.1. Asumamos qu€, es acotado{z; }rcn €S la sucesin generada por el Algo-

ritmo 3.1y quer, es un puntoimite de{z; } en tal que para toda € R”, v # 0,
v J(z)v # 0.

Entoncesf'(x,) = 0.
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Demostraddn. Por Teorema 3.1 tenemos gq¢z.)"J(z.) F(z.) = 0 que implica, por la

hipotesis del corolario, quE(z,) = 0. O
Para el siguiente resultado de convergencia necesitamos una definicion.

Definicion 3.1. Decimos que un mapeb : R" — R esestrictamente mdionq si J(z)
es positivo definida para todoc R". Decimos que el mapeb esestrictd, si F 0 —F son

estrictamente monotonos. Si un mapeo es estricto y admite solucion, esta debe ser Gnica [60].

Corolario 3.2. Asumamos qug, es acotado y quézry }ren €S la sucesin generada por el

Algoritmo 3.1. Si el mape#' es estricto, entonces;, }ren cOnverge a la soluéin de (1.1).

Demostracdn. Como F' es estricto, entonce$(x) es positivo o negativo definida y el
sistema (1.1) posee solucion Gnica € R™. Por el Teorema 3.1 todo punto limitede
{x). }ren Satisface qué’(z)'.J(z)F(z) = 0. PeroJ(z) es positivo o negativo definida, luego
F(z) = 0. Comoz, es la solucibn Gnica de (1.1) y todo punto limitee {x } .cn Satisface

queF(z) = 0, entonceq xy }ren CONVErge a,. O

En el Teorema 3.1 demostramos que para todo punto lunitke {z; }rcn €l gradiente
de||F(x.)||* es ortogonal al vector residuBlz.). El caso en el que el punto limite es tal
queF'(z.) = 0 merece ser analizado.

Seguidamente mostramos nuestro primer resultado de convergencia local. El Teorema 3.2
expresa que si existe un punto limite de la sucegi@h,cn que es solucion de (1.1), entonces
todos los puntos limites de esta sucesion son solucion de (1.1). También este teorema expresa
que si una solucion aislada de (1.1) es un punto limitdg8 ..y, entonces la sucesion

generada por el Algoritmo 3.1 converge a esta solucion.

Teorema 3.2. Asumamos qu€, es acotado{z }ren €S la sucegin generada por el Al-
goritmo 3.1 y que existe un puntonite x, de {z;}en tal que F(z,) = 0. Entonces se

cumple:

(i) La sucesbn {F'(z)}renw CcOnverge &. Adends, todo puntoimite de{xzy }ren €S SO-
lucion de (1.1).

Traduccion del inglés del termino strict.
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(i) Siexistes > 0 tal queF(x) # 0 siempre qué < ||z — x.|| < §, entonces la sucesi

{1} ren CONVErge ar,.

Demostraddn. Prueba de (i) Seaz un punto limite de{zy } ey distinto ax,. Existe un
conjunto infinito de indice&” = {k;, ko, k3, ...} C N tal que{z;}rcx converge a. Por la

continuidad de&f’ se tiene que
fim (| F ()| = |1F@)]l (3.19)

Comoz, es un punto limite déz; } ey tal queF'(z,) = 0, entonces por la Proposicion 3.4y

la ecuacion (3.19) podemos escribir:
[E @) = |F(x)] =0,
que implicaF'(z) = 0. Comoz fue escogido arbitrariamente, entonces
kll_[go F(zy) = 0.

En otras palabras, todo punto limite fe, } ,.cn es solucion de (1.1).

Prueba de (ii) Por la Proposicion 3.2 se tiene que
[im ka—i-l — .TkH = 0.
k—00
Luego, existé:; € N tal que
|Tpr1 — x| < 6/2, paratoddk > k;. (3.20)
Consideremos el conjunto
A={z eR":§/2 < ||z — z.]| < }.

Por hipobtesis, el conjuntd no contiene soluciones de (1.1). Pero, fiprtodos los puntos
limites de{z }ren SON solucion de (1.1). Por lo tantd, no contiene puntos limites de
{z1}ren. De esta forma, comd es compacto, no puede contener infinitos elementos de

{z1 }ren. EN consecuencia, existe € N tal que

rp € A, paratodd: > ks. (3.22)
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Seak; > max{k;, ko } tal que

||xk3 - {L'*H < 5/2

Por (3.20), tenemos:

k1 — @l < lwy — @l + 2ags1 — 2]l < 6.
Pero, por (3.21);,+1 € A, de esta forma, tenemos que

[y — | < 6/2.
Continuando con este argumento inductivo tenemos que
|z — x4|] < 6/2, paratoddk > k. (3.22)
Esto implica que todo punto limitede {z} } . Satisface que
& — .|| < 8/2.
Por(i), F(z) = 0 para todo punto limite, y por hipotesis el conjunto
{z eR": 0 < ||z — x| <§/2}

no contiene soluciones de (1.1). Por lo tanto, este conjunto no contiene puntos limites de
{zk}ren. S6lamente el punto limité que satisfacdz — x.|| < §/2 esz,. Entonces, por

(3.22) la sucesiokixy } ey CcONverge ac,., que era lo que queriamos demostrar. O

Para probar nuestro segundo teorema de convergencia local necesitamos de una nueva

definicion y un lema técnico.

Definicion 3.2. Decimos quer, € R" es unasolucbn fuertemente aisladde (1.1) si

F(z,) = 0y existes > 0 tal que
0< ||z -z, <e>0= F(x)'J(z)F(x) # 0.

En otras palabras, en una vecindad de una solucion fuertemente aislada el vector residual

F(x) no es ortogonal al vector gradiente figr) = || F(x)||>.
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Lema 3.1. Asumamos quE(z.) = 0,y ko € N. Entonces, paratod® > 0 existed € (0, 0]

tal que elky-ésimo iterado calculado por el Algoritmo 3.1 satisface
||xko - l'*H < 617

siempre que;, satisfagd|zo — z.|| < 0. (La tesis del lema se cumple independientemente de

la forma como se escojan, y A\, parak =0,1,..., kg — 1.)

Demostraddbn. Procederemos por induccion. /i = 0 el resultado es inmediato tomando

0 = 6;. Asumamos que, dadp > 0, existes € (0, 6,] tal que
|zo — zul] <0 = ||k, — x| < 1. (3.23)

Ahora probemos la tesis del lema pasat+- 1. Sead; > 0. ComoF'(z,) = 0, entonces por la

continuidad deF’ existe

09 € (0,51/2] (3.24)
tal que
[0 — ]| < b2 = [|F'(z, ) || < 61/, (3.25)
dondec = 2 maxX{a,,.., 1}. Pero,
ko1 = Zio | = [ Ao ko || F (2 )| < tmaa || F (ko)
Luego por (3.25) tenemos:
HJZ‘O — JZ‘*H < 52 = kao-i'l — .I'kOH < 51/2 (326)

Por hipotesis inductiva existec (0, d»] tal que
|zo — zil] <0 = ||g, — x|| < d2. (3.27)

Por (3.24), (3.26) y (3.27) podemos escribir:

|Zkor1 — |l = [(Tror1 — Tho) + (T — 24 ||
< wrosr — Tro || + |7k, — 4]
0 0
< 24325
S 5 + 5 1

Esto completa la prueba del lema. O
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El Teorema 3.3 dice que si; se escoge lo suficientemente cerca de alguna solucion

fuertemente aislada,, entonces la sucesidmy }rcy COnverge ac.,.

Teorema 3.3.Asumamos qu€, es acotado y que, es una solud@n fuertemente aislada de

(1.1). Entonces, existe> 0 tal que
|lzo — 2] <0 = lIM zp, = z,,
k—o0

donde{z; }ren €S la sucedin generada por el Algoritmo 3.1.
Demostraddbn. Seas > 0 tal que

0<||z—2. <e>0= F(x)' J(x)F(x) #0. (3.28)
Seac = max{anqz, 1}. COmoF(x,) = 0, entonces por continuidad déexiste

g1 € (0,¢/2] (3.29)

tal que

£
lo — @l < er = [F (@)l < o - (3.30)

Pero,| \cak| < amaz ¥ | k1 — zx|| < | Akaw] || F (z1)]|, luego por (3.30)

o =)l < &1 = llan =zl < 5. (3.31)
Definamos
T.={zeR":¢e; < ||z — . <e}
Como7. es compacto ¥ es continua, existeh € 7. y g > 0, tales que
p=f(z) < f(x), paratodor € T.. (3.32)

Ahora, comof es continua, el conjunto
{z eR": |z — 2. <er/2y fx) < B/2}
es una vecindad abierta de. Por lo tanto, existé; € (0,¢,/2) tal que

|z — 2| <01 = flz) < B/2. (3.33)
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Seak, € N tal que

> < B2 (3.34)
k=ko
Probemos por induccion que
k—1
flan) < flawg) + Y mi, parak > ko + 1. (3.35)
i=ko

Por (3.3), (3.35) es cierta pata= ky,+ 1. Supongamos que (3.35) se cumple gara kq+ 7,
para algun enterg > 1. Demostremos que (3.35) se cumple para kq + j + 1. Por (3.3)

y la hip6tesis inductiva podemos escribir:

ko+j—1 ko+j
f(xk’o-l-j-l-l) < f(xk’o-l-j) + Nko+j < f(xko) + Z i + NMko+j = f(xk’o) + Z Mis
i=ko i=ko
con lo cual culmina la prueba inductiva.
De esta forma, por (3.34) y (3.35),
f(xy) < f(zg,) + 5/2, parak > ko + 1. (3.36)

Aplicando el Lema 3.1 park, deducimos que existee (0, d;) tal que
|20 — 2|| <0 = ||ag, — x| <01 < ey (3.37)
Por (3.33) y (3.37)f(zx,) < [3/2. Ahora, por (3.36),
f(zy) < B, parak > ko + 1. (3.38)
Probemos por induccion que, tomandoc R" tal que||xy — z.|| < 4, entonces
| Zky+; — || < €1, paratodo € N. (3.39)

Por (3.37), tenemos que (3.39) es cierta para 0. Asumamos como hipotesis inductiva
que, para algun > 1,

[Tho+j—1 — ]| < e

Comoe; < £/2, entonces

[Tro+j—1 — 24| < /2.
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Pero, por (3.31) podemos escribir:

[Zhors — Tull = [[(Thots — Thorj—1) + (Thorjo1 — 2) ||
< N @kots — Trowj1ll + |Tg i1 — 2|
9 3
< -4+ -—=¢. 3.40
< S+ (3.40)

Por (3.38), f(xk,+;) < B, luego (3.32) y (3.40) implican quiry,+; — z.|| < €1. Esto
completa la prueba inductiva.

Por lo tanto{xy }x>k,+1 C {z € R™ : ||l — z,|| < e;}. De esta forma, todos los puntos
limitesz de {zy }ren SON tales quéz — x.|| < £, < €. Pero por (3.28) y el Teorema 3.1, el
Gnico punto limite que satisface lo anteriongs De esta forma, limL, 2, = x., que eralo

gue queriamos demostrar. O

Corolario 3.3. Asumamos qug, es acotado y quézy }ren €S la sucesin generada por el

Algoritmo 3.1. Si/(z.) es positiva definida o negativa definida, entonces existd) tal que
|lzg — 2] < 6= lim z;, = x,.
k—o0

Demostraddbn. Empleando la continuidad d&obtenemos que. es una solucion fuerte-

mente aislada de (1.1). Luego, por el Teorema 3.3 existé tal que
||IL'0 — 517*” <§= [im Tp = Ty,
k—o0

que era lo que queriamos demostrar. O

3.2 Resultados Nuraricos

En esta seccion reportamos los resultados numéricos obtenidos para el Algoritmo 3.1

sobre un extenso conjunto de funciones test y el problema del Trazado de Rayos Sismicos.

3.2.1 Funciones test

Implementamos NDF-SANE (Algoritmo 3.1) con los siguientes parameitgs, =

10_10, Xmaz = 1010’ Qy = 1, Omin = 0.1, Omaz = 0.5, Y= 10_41 Ne = 9(1 - 10_10)k,
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donde

o= L IE @)%, [|F (xo)|* < 107,
106, 1F (o) ||? > 10°.

En DF-SANE (Algoritmo 1.10) y NDF-SANE, el coeficiente espectral lo calculamos a

travées de la formula:

sisk
t )

SEpYk

dondesy = xp11 — 2k Y Yk = F(xg11) — F(xy). Escogemosy, tal |ax| € [min, Qumaz]. SiN

A =

embargo, Sja| & [min, @maz|, rE€Mplazamos el coeficiente espectral por

1 Si ||l ()| > 1,
ap = Q 1P (@) |71 si107° < || F(a)] < 1,
10° Si || F(x)]] < 10°.

Para escogek,.., en el Algoritmo 3.1 procedimos de la siguiente forma. Dado 0,

tomamos),,.,, > 0 como:

TminA Sl Ae < OminA,

)\new - Umaa:)\ Si )\c > Umax)\a
Ao de lo contrario,
donde
N N fo
C et @A=1) fa)
y

fo=max{f(zy, + Ad), f(zx — Ad)}.

Este modelo parabdlico es similar al descrito en [44, pp. 142-143], en el cual la matriz
Jacobiana em;, es reemplazada por la matriz identidad.

También implementamos a SANE (Algoritmo 1.9) con los siguientes parametres:
107%4,e=10"%0,=0.1,00 = 0.5, 00 = 1, M = 10,y

1 Si || F(zi)]l > 1,
0= Q1P (@)™ si107> < || F(x) < 1,
10° Si || F(x)|| < 10°.

Para DF-SANE empleamos los siguientes parametrag) = 2, 0., = 10710, 01n00 =
1019 06 = 1, Tin = 0.1, Topae = 0.5,y = 1074, M = 10, 1, = || F'(zo)||/(1 + k)? para todo
k € N.
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En SANE, DF-SANE y NDF-SANE detuvimos el proceso cuando

1P _ . I
\/ﬁ - a _'_ T \/ﬁ )

(3.41)

dondee, = 10 ye, = 1074

Corrimos SANE, DF-SANE y NDF-SANE usando un conjunto de funciones test. Todas
las funciones test se describen en el Apéndice A.

Los resultados numéricos se muestran en las Tablas 3.1-3.6. Reportamos solamente una
falla de DF-SANE y usamos el simbolo (*), cuando corrimos la funcion 18:cenl00. En
este caso DF-SANE fallb porque genera una sucesion que converge a un pandcel que
(J(z)'F(z))'F(z) =0, peroF(z) #0y J(z)'F(z) # 0.

Los resultados de las Tablas 3.1 y 3.1 se resumen en las Tablas 3.3-3.6. En la Tabla 3.3
comparamos la eficiencia en la ejecucion (nUmeros de problemas para los que un algori-
tmo posee menor numero de iteraciones, menor niumero de evaluaciones de la funcion, me-
nor numero de veces que emplea la basqueda lineal y menor tiempo de CPU) entre SANE,
DF-SANE y NDF-SANE. En la Tabla 3.4 comparamos la eficiencia en la ejecucion entre
SANE y DF-SANE. En la Tabla 3.5 comparamos la eficiencia en la ejecucion entre SANE
y NDF-SANE. En la Tabla 3.4 comparamos la eficiencia en la ejecucion entre DF-SANE
y NDF-SANE. En las Tablas 3.1 y 3.1 reportamos el niumero de la funcién y la dimension
(Funciong)), el nUmero de iteraciones (IT), el nUmero de evaluaciones de la funcion (EF),
namero de ocasiones que se emplea la busqueda lineal (BL), y tiempo de CPU en segun-
dos (T).

En SANE es necesario evaluar la derivada direccioiat;,)' F(z;)) F'(x;.) en cada ite-
racion. Como asumimos que la matriz Jacobiana no es facilmente disponible, usamos el
factor

(J(2g) F () Fag) = Fag)"J (2g) F(2)
y la aproximacion
F(zg + hF(xy)) — F(xy)
3 )
dondeh > 0 pequefio. De esta forma, calculamos la derivada direccional con una evaluacion

J () F(zy) =

adicional de la funcion (incluida en EF) en cada iteracion.
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Nuestros resultados indican que el nuevo algoritmo libre de derivadas NDF-SANE com-

pite favorablemente con los algoritmos SANE y DF-SANE.

Tabla 3.1: Resultados para los problemas 1-22

SANE DF-SANE NDF-SANE
Funcion(n) IT EF BL T IT EF BL T IT EF BL T
1(1000) 5 10 0 0.0000 5 5 0 0.0000 5 5 0 0.0156
1(10000) 2 4 0 0.0156 2 2 0 0.0156 2 2 0 0.0000
2(1000) | 212 475 49 0.0938 210 218 3 0.0469] 153 157 1 0.0313
2(10000) | 168 353 14 0.7500 38 52 4 0.1094| 597 603 1 14219
3(1000) 49 120 16  0.0156 14 21 2 0.0156 14 21 2 0.0000
3(10000) 28 73 10 0.1563] 48 90 10 0.1875 81 132 15 0.3125
4(9999) | 128 358 86 0.7031] 102 319 76 0.6563 108 247 56 0.5156
4(69999) | 154 404 86 5.6409 172 659 138 9.9063 126 283 64 4.3750
5(49) 289 1065 243 0.000q 524 2062 466 0.0156 442 962 201 0.0156
5(99) | 3862 19095 3839 0.2969 2026 11086 1978 0.1719 1639 3761 789 0.0625
6(100) 2 5 1 0.0000 3 3 0 0.0000 2 5 1 0.0000
6(10000) 2 5 1 0.0000 3 3 0 0.0000 2 5 1 0.0000
7(100) 23 49 2 0.0000 23 29 2 0.0000 23 29 2 0.0000
7(10000) 23 49 2 0.0625 23 29 2 0.0469 23 29 2 0.0469
8(1000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
8(10000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
9(100) 6 12 0 0.0000 6 6 0 0.0000 6 6 0 0.0000
9(1000) 6 12 0 0.3594 6 6 0 0.1875 6 6 0 0.1875
10(100) 1 8 1 0.0000 2 12 1 0.0000 2 12 1 0.0000
10(500) 1 8 1 0.0000 2 12 1 0.0000 2 12 1 0.0000
11(99) 11 34 4 0.0000 17 49 7 0.0156 17 47 6 0.0000
11(399) 11 34 4 0.0000 17 49 7 0.0000 22 72 8 0.0156
12(1000) 6 14 2 0.0156 30 62 12 0.0313 6 6 0 0.0000
12(10000) 5 12 2 0.0625 23 59 11 0.3438 4 4 0 0.0313
13(100) 3 8 1 0.0000 3 7 1 0.0000 3 7 1 0.0000
13(1000) 4 10 1 0.0156 4 8 1 0.0000 4 8 1 0.0000
14(10000) 12 28 1 0.0625 12 20 1 0.0625 12 20 1 0.0469
14(100000) 12 29 1 0.7188 12 22 1 0.5938 12 22 1 0.5781
15(5000) 5 10 0 0.0156 5 5 0 0.0000 5 5 0 0.0000
15(15000) 5 10 0 0.0156 5 5 0 0.0156 5 5 0 0.0156
16(500) 14 29 1 0.0000 14 16 1 0.0000 14 16 1 0.0000
16(2000) 16 32 0 0.0000 16 16 0 0.0000 16 16 0 0.0156
17(100) 9 19 1 0.0000 9 11 1 0.0000 9 11 1 0.0000
17(1000) 7 15 1 0.0156 7 9 1 0.0000 7 9 1 0.0000
18(50) 24 50 2 0.0000 19 21 1 0.0000{ 302 637 132 0.0000
18(100) 24 49 1 0.0000 * * * * 48 73 9 0.0000
19(1000) 5 10 0 0.0000 5 5 0 0.0000 5 5 0 0.0000
19(50000) 5 10 0 0.1094 5 5 0 0.0781 5 5 0 0.0781
20(100) 32 67 2 0.0000 40 42 1 0.0000 40 42 1 0.0000
20(1000) 51 117 9 0.0313] 44 62 5 0.0156 50 54 1 0.0000
21(399) 4 9 1 0.0000 5 7 1 0.0000 5 7 1 0.0000
21(9999) 4 9 1 0.0156 5 7 1 0.0156 5 7 1 0.0156
22(1000) 1 2 0 0.0000 1 2 0 0.0000 1 2 0 0.0000
22(15000) 1 2 0 0.0000 1 2 0 0.0000 1 2 0 0.0000
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Tabla 3.2: Resultados para los problemas 23-44

SANE DF-SANE NDF-SANE
Funcion(n) [ 1T EF BL T IT EF BL T IT EF BL T

23(500) 1 10 1 0.0000 2 18 1 0.0000 2 18 1 0.0000
23(1000) 1 11 1 0.0000 2 20 1 0.0000 2 20 1 0.0000
24(500) | 25 54 4 0.0000{ 59 99 14 0.0000] 122 276 64 0.0156
24(1000) | 263 929 161 0.0469 17 25 3 0.0000{ 17 25 3 0.0000
25(100) 2 6 1 0.0000 2 6 1 0.0000 2 6 1 0.0000
25(500) 3 9 1 0.0000 3 9 1 0.0000 3 9 1 0.0000
26(1000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
26(10000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
27(50) 10 20 0 0.0469| 10 10 0 0.0156| 10 10 0 0.0313
27(100) | 11 22 0 0.2188] 11 11 0 0.1250f 11 11 0 0.1094
28(100) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
28(1000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
29(100) 1 4 1 0.0000 1 5 1 0.0000 1 5 1 0.0000
29(1000) 1 4 1 0.0000 1 5 1 0.0000 1 5 1 0.0000
30(99) 18 39 3 0.0000{ 11 16 2 0.0000f 11 16 2 0.0000
30(9999) | 18 39 3 0.0938] 11 16 2 0.0313] 11 16 2 0.0469
31(1000) 4 9 0 0.0000 6 6 0 0.0156 6 6 0 0.0000
31(5000) 4 9 0 0.0156 6 6 0 0.0000 6 6 0 0.0156
32(500) 6 12 0 0.0000 6 7 0 0.0000 6 7 0 0.0000
32(1000) 6 12 0 0.0000 6 7 0 0.0000 6 7 0 0.0000
33(1000) 3 20 2 0.0000| 22 46 6 0.0156| 22 23 0 0.0000
33(5000) 3 22 1 0.0313 4 16 2 0.0156| 17 25 2 0.0313
34(1000) | 22 52 4 0.0000f 63 113 20 0.0156 13 24 3 0.0000
34(5000) | 12 27 1 0.0156| 12 18 1 0.0000 5 13 2 0.0000
35(1000) | 21 45 2 0.0000] 21 27 2 0.0156| 21 27 2 0.0000
35(5000) | 29 63 3 0.0313| 38 48 3 0.0156 31 41 4 0.0156
36(1000) | 21 45 2 0.0000{ 28 34 2 0.0000{ 58 68 4 0.0156
36(5000) | 44 96 7 0.0469| 26 36 4 0.0313] 75 116 16 0.0625
37(1000) | 25 57 6 0.0000f 21 27 2 0.0000f 21 27 2 0.0000
37(5000) | 25 57 6 0.0156| 21 27 2 0.0156| 31 43 5 0.0156
38(1000) | 19 40 2 0.0156] 25 30 2 0.0000{ 52 60 4 0.0156
38(5000) | 19 40 2 0.0469| 25 30 2 0.0469| 52 60 4 0.0781
39(1000) | 55 126 13 0.0000, 14 20 1 0.0000| 14 18 1 0.0000
39(5000) | 55 126 13 0.0469 14 20 1 0.0156| 14 20 1 0.0156
40(1000) 1 2 0 0.0000 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
40(5000) 1 2 0 0.0156 1 1 0 0.0000 1 1 0 0.0000
41(500) 7 15 1 0.0000 7 9 1 0.0000| 11 15 2 0.0000
41(1000) 2 5 1 0.0000 3 3 0 0.0000 3 5 1 0.0000
42(1000) | 36 82 9 0.0000f 102 198 37 0.0156 44 52 3 0.0156
42(5000) | 36 82 9 0.0313] 102 198 37 0.0781 44 52 3 0.0156
43(100) | 80 175 11 0.0000, 86 108 9 0.0000] 118 122 2 0.0000
43(500) | 462 1569 311 0.1406 482 926 147 0.0781 234 252 9 0.0313
44(1000) 2 4 0 0.0000 4 4 0 0.0156 2 3 0 0.0000
44(5000) 2 4 0 0.0156 3 3 0 0.0156 2 3 0 0.0156

Tabla 3.3: NUmero de problemas en los que un algoritmo es ganador

Algoritmo | IT EF BL T

SANE 25 12 5 3
DF-SANE 6 13 6 7
NDF-SANE| 7 16 24 14
Sin decision| 50 47 53 64
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Tabla 3.4: SANE vs. DF-SANE

Algoritmo

IT

EF BL T

SANE
DF-SANE

34
15

19 13 14
64 21 25

Empates

39

5 54 49

Tabla 3.5: SANE vs. NDF-SANE

Algoritmo | IT EF BL T

SANE 30 19 14 11
NDF-SANE | 16 61 24 27
Empates 42 8 50 50

Tabla 3.6: DF-SANE vs. NDF-SANE

Algoritmo | IT EF BL T

DF-SANE |15 16 15 14
NDF-SANE| 17 19 16 21
Empates 56 53 57 53
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3.2.2 Trazado de Rayos Smicos

El trazado de rayos sismicos de un emisor a un receptor es un problema sismolbgico
clasico. Un importante uso del trazado de rayos sismicos es la tomografia del tiempo de
viaje que es un problema inverso no lineal, que usualmente se resuelve con el método Gauss-
Newton ([19, 20, 29, 13]). Cada iteraciobn de Gauss-Newton requiere de las trayectorias
de los rayos y del tiempo de viaje asociado a cada trayectoria. En otras palabras, en cada
iteracion de Gauss-Newton se realiza un trazado de rayos que consume un elevado tiempo de
computo dependiendo del trazador de rayos que se utilice. Por ello, es de gran importancia
en exploracion sismica desarrollar algoritmos eficientes y de bajo costo para trazar rayos en
medios de 3D.

La Cruz [45] desarroll6 un método de bajo costo para el Trazado de Rayos Sismicos donde
obtiene la trayectoria del rayo de un emisor fijo a un receptor fijo a través de un sistema de
ecuaciones no lineales basado en el principio de Fermat. Especificamente, La Cruz [45]
asume que la trayectoria del rayo es una linea quebrada donde determina los puntos de cruce
con las interfaces y los puntos entre capas. En otras palabras, realiza una discretizacion finita
del rayo forzando que se satisfaga el principio de Fermat en los trozos del rayo comprendidos
entre puntos consecutivos.

A continuacion describimos el modelo usado. Consideramos un medio heterogéneo e
isotropicoM C R? que poseen capas delimitadas porn + 1 interfaces descritas por las
superficies: = ¢o(x,y), 2 = ¢1(z,y), ..., 2 = ¢m(x,y), respectivamente. En cada capa la
velocidad de onda se describe como una funcibn continua que no necesariamente es la misma
para capas distintas. Supongamosxie R? es el emisor k" € R? es el receptor. Sed’
el rayo de Fermat (o uno de ellos) que conectd aonx”. El tiempo de viaje a lo largo de

C? viene dado por la integral

T(s) = /C s(z,y, z)dl, (3.42)

r
e

donded! denota la distancia infinitesimal a lo largo@gy s(x) es la funcion lentitud (inversa
de la velocidad) evaluada en el pusto
Supongamos que la longitud del trozo del rajfocomprendido entre los puntos consecu-

tivos (x;_1,yi—1,2zi-1)' Y (25, 9:, 2;)", S€ aproxima por la longitud del segmento de recta que
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une a estos puntos, a saber:

l; = \/(xz —2i1)? + (i — yim1)? + (20 — zi1)?. (3.43)

De esta forma, el tiempo de viaje de la ecuacion integral (3.42) se puede aproximar por la

suma.: "
t(X) = Z Sili (3.44)
i=1
dondeX = (z1,...,Tny, Y1s -3 Ynys 21, - - Zp, )0 € RIeHIHNZ,
I T X1 Yi Y1 2t Zic
T 2 ) 2 ) 2 )

n = ng+n,+n,, n, =n, = 2(m(N+1)—1),n, = Nm,y N es el nUmero de puntos del rayo

C? en cada capa sin considerar los puntos de cruces del rayo con las interfaces que confinan

la capa. Por el principio de Fermat la direccion del r&ydiene tiempo estacionario. Luego,

la trayectoria actual del rayo puede determinarse igualando a cero las derivadas parciales

det de la ecuacion (3.44) con respecta;ay; Yy z;, obteniendo de esta forma un sistema

de ecuaciones no lineales. A este sistema de ecuaciones no lineales se le deben agregar
ecuaciones auxiliares para determinar los puntos de cruce del rayo con cada interface. De

esta forma, se obtiene una sistema de ecuaciones no lineales

dondeF' : R" — R™. Para una descripcion mas detallada del modelo matematico del trazado
de rayos sismicos se recomienda ver a [45] y [46].

En la Figura 3.1 observamos el medio sintético utilizado para la experimentacion. El

medio tiene cuatro capas y cinco interfaces definidas como ¢;(z,y), j = 0,...,4,
donde:

do(x,y) = 0,

o1(z,y) = 80p(z,y) — 750,

¢o(z,y) = 150p(z,y) — 1750,

¢s3(x,y) = 250p(z,y) — 2750,

¢a(z,y) = 350p(z,y) — 3500,
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(z — 1750)% + (y — 1750)?
5 x 10° '
El medio posee la siguiente distribucion de velocidades:

p@ay)ZeXp(—

vi(z,y,2) = 0172+ 0.1y + 0.06z + 0.5,
vo(x,y,2) = 0.15z+ 0.1y + 0.02z + 0.25,
v3(x,y,2) = 0.14z+ 0.1y + 0.04z + 0.15,
v(z,y,2) = 0.12x+ 0.1y +0.02z + 0.1

500~

—~1000+

1500

Profundidad (m)

~2000—

2500

3000

0
1000 5000 J00p 1500 2000 2500 3000 350C

3000 ¢ 500

Figura 3.1: Medio Sintético

Todos los experimentos de esta parte se corrieron en un Computador Pentium IV de 3.0
GHz en FORTRAN. Implementamos a SANE, DF-SANE y NDF-SANE con los parametros
que se indican en la seccibn 3.2.1, excepto el valof,degara NDF-SANE que lo tomamos

comor,, = 6(1 — 1071%)*, donde

g = { IIF@)I? IF (o)|? < 107,
10%, 1F (z0) |2 > 10°.

Consideramos dos casos: (a) Emisor y receptor ubicados en distintas capas; y (b) Emisor
y receptor ubicados en la superficie (interface 0). Es de resaltar que el Algoritmo DF-SANE
fallé en todas las corridas realizadas, lo cual coincide con lo reportado por Moreno [58]. En

SANE y NDF-SANE detuvimos el proceso utilizando el criterio de parada (3.41).
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(a) Emisor y receptor ubicados en distintas capas

Tenemos un emisor® = (500, 500, —250)" y 25 receptores” = (z,y, ¢4(z,y))" en la
interface 4, donde el punt@:, y)* pertenece a la circunferencia de cent®50, 1750)" y
radio500. TomamosV = 20 puntos del rayo entre capas.

En la Tabla 3.7 se muestran los promedios en: iteraciones (IT), evaluaciones de la funcion
F(z) (EF), nUmero de ocasiones que se emplea la busqueda lineal (BL), tiempo de CPU
expresado en segundos (T), tiempo de viaje del rayo inicial (TVI) y el tiempo de viaje del
rayo final (TVF), para el criterio de parada (3.41) egn=5 x 105y e, = 10710,

Tabla 3.7: Resultados numéricos para SANE y NDF-SANE en el caso (a)

Algoritmo IT EF BL T TVI TVF

SANE 13 39 8 0.0025 12.00 11.95
NDF-SANE 24 50 10 0.0019 12.00 11.94

Trazado de Rayos con SANE Trazado de Rayos con NDF-SANE

Profundidad (m)
Profundidad (m)

Figura 3.2: Trazado de Rayos para SANE y NDF-SANE en el caso (a)
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La Figura 3.2 ilustra el trazado de todos los rayos del disparo. En esta figura se aprecian
el trazado de rayo obtenido por cada algoritmo. Cada algoritmo trazo 25 rayos. El algoritmo
SANE tardd 0.0625 segundos y realiz6 un total de 329 iteraciones y 986 evaluaciones de
F(z). El algoritmo NDF-SANE tard6 0.0469 segundos y realiz6 un total de 619 iteraciones
y 1251 evaluaciones dé(z).

(b) Emisor y receptor ubicados en la superficie

Tenemos un emisor® = (0,0,0)" y 25 receptores” = (z,y,0)" en la superfice, donde
los putnos(x,y)* son generados aleatoriamente en el cuadfadla 3500] x [250, 3500].
TomamosV = 15 puntos del rayo entre capas.

Para esta parte es necesario introducir el concepto de raye tomde: < m es un

entero positivo (Ver La Cruz [46]).

Definicion 3.3 (Rayo tipoi). SeaC” un rayo que conecta® conx”. Decimos que’! es
un rayo tipo:, si C! no se intersecta consigo mismo y cruza 1 interfaces en el siguiente
orden: primero cruza las interfaces . ., i — 1, luego se refleja en laésima interface y, por

altimo, cruza las interfaces— 1,i — 2,...,2, 1.

En la Tabla 3.8 se muestran para cada tipo de rayo (TR) los promedios en: iteraciones,
evaluaciones de la funciof(x), nUmero de ocasiones que se emplea la busqueda lineal,
tiempo de CPU en segundos, tiempo de viaje del rayo inicial y el tiempo de viaje del rayo
final, para el criterio de parada (3.41) con= 1.25 x 103y e, = 107,

La Figura 3.3 ilustra el trazado de todos los rayos del disparo. En esta figura se aprecian
el trazado de rayo obtenido por cada algoritmo. Cada algoritmo traz6 100 rayos. El algoritmo
SANE tard6 143.1563 segundos y realiz6 un total de 451393 iteraciones, 7546541 evaluaci-
ones def' y 449914 blsquedas lineales. El algoritmo NDF-SANE tard6 0.0938 segundos y

realizd un total de 3111 iteraciones, 3111 evaluacionds gieero busquedas lineales.
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Tabla 3.8: Resultados numeéricos para SANE y NDF-SANE en el caso (b)

SANE NDF-SANE
TR IT EF BL T TVF|IT EF BL T TVF| TVI
1 | 18013 301776 17996 5.7225 22.y81 81 0 0.0019 22.27 30.64
2 16 33 0 0.0019 32.8217 17 0 0.0006 32.7043.97
3 13 26 0 0.0012 41.5013 13 0 0.0006 41.5055.21
4 12 24 0 0.0006 50.8112 12 0 0.0006 50.8167.21

Profundidad (m)

Trazado de Rayos con SANE

Profundidad (m)

Trazado de Rayos con NDF-SANE

Figura 3.3: Trazado de Rayos para SANE y NDF-SANE en el caso (b)



Conclusiones y Trabajos Futuros

“Aln cuando el error de redondeo desapareciera
el Aralisis Nunérico permanecéa’
Lloyd Trefethen

Introducimos una nueva técnica de globalizacion paramiigcion irrestricta. Particu-
larmente, disefiamos una busqueda lineal no monétona que puede interpretarse como una
perturbacion de la condicion de Armijo. En el Teorema 2.1 establecemos las condiciones
gue deben satisfacer las direcciones de descenso para que la basqueda lineal garantice la co-
nvergencia global. Las direcciones tipo Newton y tipo Gradiente satisfacen las condiciones
del Teorema 2.1, en otras palabras, estas direcciones estan uniformemente relacionadas con
el gradiente. Gracias a esta propiedad, construimos dos versiones globales de los métodos
Newton y Barzilai-Borwein [4].

En base a nuestros resultados podemos concluir que la nueva técnica de busqueda lineal
al incorporarla a los métodos Newton y Barzilai-Borwein [4], puede producir un sustancial
ahorro en el nUmero de evaluaciones de la funcibn mérito y el nUmero de iteraciones. Cuando
la nuevatécnica de busqueda lineal se incorpora al método de Newton tiene mejor desempefio
gue la combinacion Newton-Armijo. Quizas esto se deba a que la técnica propuesta se emplea
mas al inicio y en el intermedio de la ejecucion del algoritmo, lo cual posiblemente mejora la
eficiencia del método.

Con respecto a la condicion GLL (1.8), la nueva busqueda lineal puede comportarse ge-
neralmente mejor cuando los iterados estan muy cerca de la solucion del problema (1.3).
Explicitamente, en algunos casos cuando los iteragae encuentran dentro de una vecin-
dad muy pequefia de la solucion del problema (1.3), el factonmax,|f (zx—;)] tiende a

ser constante y la condicion (1.8) es muy parecida a la regla de Armijo, lo cual no encaja

68
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muy bien con métodos tipo Gradiente, especificamente, con el método de Barzilai-Borwein
[4] (caso cuadratico), que es no mon6tono para funciones estrictamente convexas.

En cuanto a la efectividad de NGBB en la solucion del problema de Conformacion Mo-
lecular, constatamos que, para el potencial de energia empleado, NGBB presenta una mejora
sustancial en el nUmero de evaluaciones de la funcion y el tiempo de CPU, con respecto a
MatLab ¢ m nunc)y GBB.

También se pudo constatar numéricamente que la escogencia de la s{igesién es
de vital importancia para el buen desempefio de la busqueda lineal. Este hecho y los resul-
tados obtenidos inducen a profundizar méas en el estudio de la busqueda lineal propuesta; en
particular, en disefiar un procedimiento para escoger o definir la sudesioQy.

En cuanto a sistemas de ecuaciones no lineales, diseflamos un nuevo algoritmo libre de
derivadas, que denominamos NDF-SANE, que puede considerarse como un método Casi-
Newton para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales. Para NDF-SANE estable-

cimos los siguientes resultados de convergencia:

1. Entodo punto limite de la sucesién, }.cn generada por NDF-SANE, el gradiente de

| F(x)||* es ortogonal al residudl ().

2. Sialgln punto limite de la sucesién, } ey generada por NDF-SANE es una solucion

de (1.1), entonces todo punto limite es una solucion.

3. Si el punto inicialkyy se escoge muy cerca de alguna solucion fuertemente aislada

entonces la sucesion generada por NDF-SANE converge a

Igual que los algoritmos SANE y DF-SANE, NDF-SANE emplea sistematicamente la
direccion£F'(z). La diferencia sustancial entre estos algoritmos es la manera de escoger el
tamafio de pas#,. Nuestros resultados numéricos indican que la forma de escogezra
NDF-SANE, es generalmente mas eficiente que las utilizadas por SANE y DF-SANE. Esto se
evidencia en las pruebas numéricas realizadas con el extenso conjunto de funciones test. En
estas pruebas NDF-SANE obtuvo con mayor regularidad el menor nUmero de evaluaciones de

la funcion y el menor tiempo de CPU; ademas, empled menos ocasiones la busqueda lineal.
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Quizas, el no emplear con cierta frecuencia la busqueda lineal origine que el comportamiento
NDF-SANE sea mejor. Esto es un tema que amerita ser estudiado con profundidad.

En cuanto al problema del Trazado de Rayos Sismicos comprobamos, para el modelo
sintético utilizado, que NDF-SANE compite satisfactoriamente con SANE y DF-SANE. Co-
ncretamente, NDF-SANE obtuvo en promedio el menor nUmero de evaluaciones de la fu-
ncion y el menor tiempo de CPU. Un caso curioso, DF-SANE fallo en todas las corridas, lo
cual coincide con lo reportado por Moreno [58]. Este comportamiento de DF-SANE quizas se
deba a las caracteristicas del sistema de ecuaciones no lineales asociado al trazado de rayos.
La Cruz [46] demostrd que este sistema de ecuaciones no lineales posee infinitas soluciones
y ninguna de ellas es aislada. Por lo tanto, la busqueda lineal que emplea DF-SANE parece
no encajar bien con el problema del trazado de rayos sismicos. Hacemos esta afirmacion, ya
gue el comportamiento de NDF-SANE para el trazado de rayos sismicos es satisfactorio y la
gran diferencia entre DF-SANE y NDF-SANE es que utilizan busquedas lineales distintas.

Finalmente, como trabajos futuros de gran importancia podemos enumerar los siguientes:

e Disehar un procedimiento para la escogencia de la sumes$h } ..y para la busqueda
lineal (2.1).

e Disdiar versiones precondicionadas de los algoritmos SANE, DF-SANE y NDF-SANE

¢ Diséfar algoritmos fhibridos para minimizadn irrestricta y sistemas de ecuaciones no

lineales, que combinen algoritmos evolutivos y los algoritmo$ digaiados
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Funciones Test

A continuacion enumeramos las funciones

F(z) = (fi(z), fol@), ., ful@)),
dondef; : R" — R; y los correspondientes iterados inicialgs

1. Funcion exponencial J45]

filz) = i(e" ' —ua;), parai =2,3,...,n.

L. n n n t
Iterado inicial:xg = .

n—1"n—-1""Tn-1

2. Funcibn exponencial §45]

filx) = € —1,
filz) = %O(emi i —1), parai = 2,3,....,n.
_ 11 1\’
Iterado inicial:zy = <—,—,...,—> .
n n n

3. Funcibn exponencial $45]

2

filz) = 1%(1—3:?—6“"2‘),parai:2,3,...,n—1
folz) = %(1—6_I$L>.

Iterado inicial: 1 2 n)'
Xy = — T e, .
0 o2n’' 2n’ " 2n

71
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4. Funcibn diagonal de tres variables premultiplicada por una matriz ortoggnahltiplo de 3) [35]
Parai = 1,2,...,n/3,

fgi_g(:L') = 0.6x3;_9 + 1.6:L'§i_2 — 7.21’:2%_1 4+ 9.6x3;_1 — 4.8,
faici(z) = 0.48x3;_o —0.7223, | + 3.2423, | — 4.3223;_1 — x3; + 0.223, + 2.16,
ng(ZL') = 1.251’32‘ — 0.251’%.

Iterado inicial:zg = (—1,0.5,—1,—1,0.5,—1,...)%

5. Problema de valores en el borde en dos purjd&g

Corresponde al sistema de diferencias finita

fl(ac) = 2z —To+ m (atanacl — 1) ,
1 .
file) = —wmi_1+4+2x; — 2401 + m (atanz; — 1), parai = 2,...,n — 1
1

asociado al problema de valores en el borde en dos puntos
u’ = —aanu + 1,

sobre el intervalo unitario con condiciones de boudé) = 0y (1) = 0. Usamos diferencias
centrales sobre una rejilla uniforme denodos internos.

t
o n n—1 1
Iterado inicial:zy = (| —, vy —

n n ' n
6. Funcibn extendida de Rosenbrok par) [35]
Parai = 1,2,...,n/2,
foici(z) = 10 (22 — 23;_1)
fai(z)

Iterado inicial:zg = (5,1,5,1,...)".

1 — w9 1.

7. Funcibn modificada de Rosenbrok par) [32]
Parai = 1,2,...,n/2,

1
fai—1(z) 1+ exp(—mzai—_1)

fai(x) = 10 (w9 — a3, ).

Iterado inicial:zo = (0.95,0.95,...)".

—0.73,
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8. Funcibn aumentada de Rosenbragkmltiplo de 4) [32]
Parai = 1,2,...,n/4,

frica(@) = 10 (z4i—2 — 23i_3),

frico(m) = 1— 2443,

fiica(x) = 125141 —0.2523; 4,
f4z’($) = Ty

Iterado inicial:zg = (—1.2,1,-1,20,—1.2,1,—1,20,...)".

9. Ecuacbn-H de Chandrasekhdn4]
La ecuacion-H de Chandrasekhar es la dicretizacion de

Fen) =m0 - (1-5 [ 1 hL dﬂ>_1 0,

empleando la regla del punto medio para aproximar la integral entre Oy 1.

. -1
C il

file) = z—|1—— ,
i(z) i 2nj:1 Wi+ g

dondec € [0,1) y u; = (i — 1/2)/n, paral < i < n. (Para el experimento numérico se tomo
c=0.9).

lterado inicial:zo = (1,1,...,1)".
10. Funcibn mala de Powelln par) [32]
Parai = 1,2,...,n/2,
foic1(z) = 10%mo1m9; — 1,
fai(x) = exp(—x2i—1) + exp(—x2;) — 1.0001.
lterado inicial:zy = (0,10,0,10,...)".
11. Funcibn mala de Powell aumentada multiplo de 3) [35]

Parai = 1,2,...,n/3,

faica(z) = 10%3_owsi—1 — 1,
faic1(z) = exp(—w3i—2) + exp (—xz3i—1) — 1.0001,
fzi(x) = ¢ (xs),

donde
0.5t — 2 t<—1
o(t) = { (—592t> + 888t% + 4551t — 1924) /1998 —1 <t <2
0.5t + 2 t>2.

lterado inicial:zo = (1073,18,1,1073,18,1,...)".
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12. Funcibn Trigononétrica

n
filz) = 2| n+i(l—cosx;)—senx; — Zcos zj | (2senx; — cos ;).
j=1

100" """ 100n
13. Funcibn trigonongtrica desplazada y aumentada en una esfera Eucli82h

- 101 101 \*
Iterado |n|C|aI:x0:< 0 0 )

filz) = n—l—Zcos i —1)+i(1 — cos(x; — 1)) — sen(z; — 1),
paraz_l,..., -1,

falz) = a3 —10000.

L. n n t
Iterado inicial:zoy = e .
n+1 n+1
14. Funcibn Singular[45]
1 1
filz) = gxi’ + 595%
1 2 i 3 1 2 .
filx) = —5%i —|—§:L"Z- —|—§:L'Z-+1, parai = 2,3,...,n — 1,
1 n
fulz) = —iwi + 3952
Iterado inicial:zg = (1,1,...,1)%.

15. Funcibn Logaitmica[45]

Iterado inicial:zg = (1,1,...,1)%.
16. Funcibn de Broyden TridiagondB9]

filx) = (B3—=0.5z1)xy — 229 + 1,
file) = (3—0.5z)z; — xi—1 — 2241 + 1, parai = 2,3,...,n— 1,
folx) = B=0.5zy)x, —xp_1 + 1.

Iterado inicial:zg = (—1,—1,...,—1)%

17. Funcibn Trigexp[39]

fl(l') = 3%? + 2x9 — 5+ ser{xl — 1‘2) sen(acl + xg),
fl(l') = —xi_le(xifl_xi) + xi(4 + 31‘22) + 2(£i+1

+sen(z; — xit1) sen(z; + x;41) — 8, parai = 2,3,...,n—1,
fn(l') = _xn—le(xnil_xn) + 4z, — 3.

Iterado inicial:zg = (0,0,...,0).
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18. Funcibn 15[39]

19.

20.

21.

22.

23.

filz) = —295% 4+ 321 +3xp—4 — Tp_3 — Tp_os + 0.52,_1 —x, + 1,
filz) = —29522 +3x; — xi—1 — 2xi41 + 3Tp—g4 — T3 — Tp—o + 0.5x,_1
—xn, + 1, parai =2,3,...,n — 1,
folz) = —23:% + 3%, — Tp_1+3Tp_a — Typ_3 — Tp_o+0.5xy,_1 —xpn + 1.
Iterado inicial:zg = (0,0,...,0).

Funcibn estrictamente convexd@2]
F es el gradiente de la funcion estrictamente convexg = > | (™' — ;).

file) = €% —1.

I 12 !
Iterado inicial:zy = <—,—,...,1> .
n n

Funcion estrictamente convexg@2]
F es el gradiente de la funcion estrictamente convexg = Y | -5 (e™ — ;).

fie) = 5" =1)
lterado inicial:zo = (1,1,...,1)".
Funcibn 18(n maltiplo de 3)
Parai = 1,2,...,n/3:
faima(x) = w3i0m3iq1 — a3 — 1,
f3im1(2) = 30Tz 1w3i — 130 + 151 — 2,
fsz(l') — e T3-2 _ oT3i-1

Iterado inicial:zo = (0,0, ...,0)".

Funcion lineal de rango full

filz) = =z —(2/n) ij + 1.

j=1
Iterado inicial:zo = (100,100, . .. ,100)".
Funcion lineal de rango 2
filz) = =1 -1,
n
filw) = iy jw;—i, parai=2,3,... n.
j=1

_ 1 1\*
lterado inicial:xzg = (1, —,...,— | .
n
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24. Funcion penalidad |

filx) = V107%(z; — 1), parai =1,2,...,n —1,

wo = (3)35-5

7j=1
Iterado inicial: = —1 —1 —1 t
0 3’3’ "3

25. Funcibn casi morena

filx) = xi—l—ij—(n—kl), parai =1,2,...,n—1,

folz) = ij—l.

. 1 2 t
Iterado iniciallzg=(1——,1——,...,0] .
n n

26. Funcion de dimengin variable

filx) = =z —1, parai =1,2,...,n— 2,
n—2

froal@) = Y iz - 1),

j=1

falz) = | Dz —1)

I 1 2 !
Iterado inicializg = (1 — —,1——,...,0] .
n n

27. Funcion geongtrica [45]

sy = 3 (e I

lterado inicial:zg = (1,1,...,1)".
28. Funcion singular de Powel extendida maltiplo de 4) [57]
Parai = 1,2,...,n/4,
() 7453 + 102452,
frica(®) = VB(z4im1 — 242,
() (T4i—2 — 274i-1)?,
) = V10(z4i3 — z41)%.

Iterado inicial:zg = (7.15 x 107%,7.15 x 1075, ..., 7.15 x 107)",
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29. Funcion 27

fAl) = > 2,
j=1

fz(l’) = —2xi7;, parai =2,3,...,n.

t
o 1 1
Ilterado inicial:zg = | 100, —,...,— | -
n n

30. Funcion de valle tridimensionaln multiplo de 3) [32]
Parai = 1,2,...,n/3:

2
_z2
faica(x) = (caxh;_o+ c173i_2)exp <ﬁ> -1,
faii(z) = 10(senzsi—2) — z3i-1),
fai(x) = 10(cos(xzi—2) — x3i),
donde
cg = 1.003344481605351
o = —3.344481605351171 x 1073

lterado inicial:zo = (—4,1,2,1,2,...)".

31. Funcion complementarién par) [45]
Parai = 1,2,...,n/2,

1\ 2\ 1
2 i i
foici(x) = |23+ <5L'2i—1€x2 v — —> — Tgi—1 — Tgi—1€" " 4 e

n

9\ /2 .
fgl(l') = (w%l + (3$Z + ser1(x2,) + 69621)2) — X9; — 3T9; — sen(xgz) — e’2,

lterado inicial:zg = (1,...,1)".

32. Funcion ninima[45]

filz) = (In z; + exp(z;)) — \/(1121 i — exp(a1))2 + 10_10.

lterado inicial:zo = (0.5,...,0.5)".
33. Funcion Gua [45]

filz) = 0.05(z; — 1)+ 2 sen . (x; — 1)+ En:(a:] 12| (A +2(x - 1))
j=1 J=1

n

+2sen| > (z; - 1)

Jj=1

lterado inicial:zg = (5,...,5)".
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34. Sistema tridiagonal51]

file) = Az —a3),
file) = 8mi(x} —wi1) —2(1 — m;) + 4(w; — a7,4), parai =2,...,n—1
fulz) = 8xn(xi —p-1) —2(1 — xy).

lterado inicial:zo = (6,...,6)".

35. Sistema cinco-diagongbl]

fi(x) = 4(x) —23) + 29 — 22,

fo(x) = 8wo(xd — 1) —2(1 — ) + 4(wy — 23) + 23 — 23,

filz) = 8mi(xf —xi1) —2(1 — ;) + 4(w; — 22p) + 274 — Ti2
+Ti11 — T2, PArai =3,...,n — 2,

foo1(x) = Szp 1(22 ) —xp o) —2(1 —2p_1) +4(zpq — 22)

—I—azi_Q — Tp—3,

ful@) = Sap(z? —2p 1) =201 —zn) + 22| — 2o

Iterado inicial:zg = (—5,...,—5)".

36. Sistema siete-diagon{b1]

fi(z) = 4(x1 — 23) + xo — 22 + 23 — 27,
fo(z) = 8wo(x3 —x1) — 2(1 — x9) + 4(x0 — 23) + 23 + 23 — 22 + 24 — 22,
fa(z) = 8wz(a3 —x2) —2(1 —x3) + 4(x3 — 23) + 23 — 21 + 24 — 22 + 22
+x5 — ﬂjg,
filw) = Swi(a} —wio1) = 2(1 — 2) + 4w — afyy) + 2]q — w2 + 2
—a:?+2 + a2 o+ T — T3 — a:?+3, parai =4,...,n — 3,
fa—a(@) = 8tp_a(tp 5 —p—3) = 2(1 = Tp—2) + 402 — Th_1) +Th_3
—Tn—a+ Tpn—1 — a:fl + xi_4 + Ty — Tn—s,
fooi(x) = Sz 122 —xp_o) —2(1 —xp_1) +4(xng —22) + 22 5 — 253
+x, + a:%_g — Tp—4a,
fulz) = 8xp(z? —xp 1) —2(1 —zp) + 22| —2p o+ 22 o5 — Tn_3.
Iterado inicial:zg = (—6,...,—6)".

37. Funcion extendida de Freudenstein y Réthpar) [8]
Parai = 1,2,...,n/2,

faici(z) = w1+ (b — mo)wa; — 2)w0; — 13,
foi(x) = o1+ (w2 + 1))z2i — 14)39; — 29.

lterado inicial:zy = (9,6,9,6,...)".
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38. Problema extendido de Cragg y Lefeymdltiplo de 4) [57]
Parai = 1,2,...,n/4,

39.

40.

4].

42.

Jai—3(x) (exp(z4i—3) — T4i—2),

frica(®) = 10(z4i—2 — T4i-1)°,

fric1(z) = tan®(z4-1 — 745),
Jai(x) = x4 — 1.

Iterado inicial:zg = (4,2,2,2,4,2,2,2,...)".

Problema extendido de Wodd multiplo de 4) [42]
Parai = 1,2,...,n/4,

-1,

frica(z) = —200z4i—3 (Tai—2 — 25;_3) — (1 — 24i-3),
fai—2 ) = 200 (1‘4Z‘_2 — xi-_g) + 20(1'42‘—2 - 1) + 19.8(%42'
frici(z) = —180z4-1 (zai — 23_) — (1 — 24-1),
fai(z) = 180 (x4 — 2%;_1) +20.2(z4; — 1) + 19.8(245-2 — 1).
lterado inicial:zo = (0,...,0)".

Problema tridiagonal exponenci§B]

filx) = x1 —exp(cos(h(xy + x2))),
filz) = xz; —exp(cos(h(xi—1 + x; + xit1))), parai = 2,. ..
folx) = x, —exp(cos(h(zp_1 + xn))),
h = 1/(n+1).
lterado inicial:zo = (1.5,...,1.5)"

Problema discreto de valores en el bol@&]

fi(z
fi(w
Jn(z

~— ~— ~—

>

= 2z + 0.5h2(9c1 + h)3 — T3,

= 2x; + 0.5 (x5 + hi)® — i1 + 244, parai =2,...
= 2z, + 0.5h2(xn + hn)3 — Tp_1,

= 1/(n+1).

lterado inicial:zg = (h(h — 1), h(2h — 1),..., h(nh — 1))’

Problema de Brenf2]

fi(z)
fi(z)
h

3x1(xy — 221) + :n%/él,

32 (Tig1 — 2% + @im1) + (vip1 — xi—1)?/4, parai = 2,...

320(20 — 20 + 1) + (20 — 2 _1)%/4,
1/(n+1).

lterado inicial:zo = (0, ... ,0,20,20)".

,n—1
n—1
,n—1
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43. Problema de Troesc}63]

fi(z) = 2z + ph?senlpz,) — 2,
fl(l’) = 2x; + ph2 Senl’(pl’i) — Ti—1 — Tig1, parai =2,...,n—1
folz) = 2z, + ph®sentipz,) — z,_1,
p = 10, h=1/(n+1).
lterado inicial:zo = (2,...,2)".

44, Sistema trigonoktrico [68]

5045
filx) = 5—=(1+1)(1—cosz;) —senz; — Z Ccos Zj,
j=51+1
I = div(i —1,5).

— 1 1\’
Iterado inicial:zg = | —, ..., — | .
n n
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