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Resumen.Usando técnicas de discretizacion del pardmetro, se da una nueva demostracion de que todo semigrupo local de
contracciones fuertemente continuo en un espacio de Hilbert separable, posee una dilatacion unitaria. En esta demostracion se
usan técnicas geométricas y no se necesita recurrir al generador infinitesimal del semigrupo. Palabras claves: operador
unitario, operador de contraccion, dilatacién, semigrupo de operadores.

UNITARY DILATIONS OF LOCAL SEMIGROUPS OF CONTRACTIONS

Abstract. It is known that a strongly continuous local semigroup of contractions in a separable Hilbert space has a unitary
dilation, we give a new proof of this of this result using discretization techniques of the parameter. Our proof uses geometrical
techniques and it does not require the infinitesimal generator of the semigroup. Key words: Unitary operator, contraction

operator, dilation, operator semigroups.

INTRODUCCION

En Bruzual ' se da una definicién de semigrupo
local de contracciones y se demuestra que, todo
semigrupo local de contracciones en un espacio de
Hilbert puede ser extendido a un semigrupo de
contracciones en el mismo espacio y, en consecuencia,
posee una dilatacion unitaria en un espacio de Hilbert
mas grande.

El estudio de las dilataciones y extensiones de
semigrupos locales de contracciones, de semigrupos
locales de isometrias y de familias multiplicativas de
isometrias ha mostrado ser una herramienta util en el
estudio de distintos problemas de teoria de operadores,
analisis armonico y teoria de interpolacién (por ejemplo
ver 1.2.3),

En este articulo se da una nueva demostracion
del resultado ya mencionado de dilatacién unitaria de
semigrupos locales de contracciones. Esta demostracién
es mas elemental que la dada en ', utiliza técnicas
geomeétricas y de discretizacion del parametro y requiere
suponer que el espacio de Hilbert en el que se esta
trabajando es separable.

La definicibn de semigrupo
contracciones es la siguiente:

Definicion 1.

local de

Sea 7{ un espacio de Hilbertyseaa € R, g > (0. Un
semigrupo local de contracciones en el espacio de Hilbert

H es una familia (T;, H; ) cefo,q) tal que:

(a)Paracada t € [0,a) se tiene que H,esun subespacio
cerradode 'y Hy=H-

(b) Paracada ¢t € [0, a) se tiene que T,: H, —» H es
una contraccion lineal y Ty = Iy

(€)Six,y € [0,a) Y x < yentonces }[y CH,.
(d)Six,y € [0,a)Y x + y € [0, a) entonces

Ty Hyyy € Hyy Tyyyh = T, T, h para todo

h € H, .,y

H} es denso en
te(x,a)

(e) Si x,y € [0, a)entonces U
H,-

Se dice que el semigrupo local de contracciones
(Te, H)te[o,a) es fuertemente continuo si para
t, € [0,a y h € H; lafuncion t w T,h de [0,t,]en
¥t es continua.

Si 7y F son espacios de Hilberty 74 < F por Pf[ se

denotara la proyeccion ortogonal de F sobre .
RESULTADO PRINCIPAL

En lo que sigue 7{ es un espacio de Hilbert separable
y (T, }[t)tE[O,l) es un semigrupo local de contracciones
en J{.

Se va a demostrar que (TtJ}[t)tE[O,l) posee una
dilatacidn unitaria a un espacio de Hilbert que contiene a
H como subespacio cerrado (Teorema 5). Es importante

destacar que suponer que g = 1 no es ninguna
restriccién, ya que con un simple cambio de variable se

puede pasar del caso g = 1 al caso general a > 0.
: _ H
Para t € [0,1)sedefine V,: . — 7 por V, = T Py,
Sea P el conjunto de los racionales diadicos, es decir
k
D={—: kEZ,nEN},
271
donde N = {0,1,2,...} es el conjunto de los nimeros

naturales y Z es el conjunto de los numeros enteros.
Para cada m € N sea

ko
sz{z—m- kEZ}

y sean
Dt ={s€eD,:s=0}

Dt={s€D:s=0} VY



Lema 2

Sim,k € Ny k < 2™ entonces

k
(‘Q) #y =Tk
2m o 2m
Demostracion
Se procedera por induccién.
Caso = 2:
Seah € }[zim Entonces 1t € }[zin y
r }nh E}[Zim—zim j{ L por lo tanto Pif N h=h,

P T1h T 1 h, luego

2 2m

#w, =Tk y que
2m 2m

k
Supdngase que (VL>
zm

k+1<2™ sea "€ FHir1 entonces REH 1y

2m? 2m
Vzinh T 1 h de donde
k+1 k k
(V1) hZ(VL) V1h=<V1>T1hl
Zm

2

como T1h€Hk+1 1 = }[Lm por la hipétesis

2m 2m T om
de induccioén se tiene que
k
<V1> T1h=TkT1 h=Tg+1h yporlotanto
2m 2m 2m  2m 2m

k+1
(Vl) h=Teih.
m 7

Param € N,m = 1ge define V™ = (Vs(m))sew+

por

k
L,%n) =:<L,1 ) .
i 2

m
Se tiene que (Vs( )seD+es un semigrupo de

contracciones.
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Proposiciéon 3

La funcion F(m);@m — L(J{) definida por

) Vs(m) si s =0,
FY(s) = *
(V(?)) sis<O0

es definida positiva.

Demostracion

Considerando el isomorfismo natural entre el grupo D,

y el grupo de los enteros Z el resultado se obtiene a
partir de lo probado en la Seccién 8 del Capitulo 1 del
libro 3.
Por la condicion (e) de la definicion de semigrupo local
+00

H 1 es denso
n=1 2n

en 7. Como el espacio de Hilbert 7{ es separable existe

de contracciones se tiene que

+o0

. +o0
un conjunto numerable {hi}i=; © }[L que es
=1 n

denso en 7{.
Siguiendo un proceso de diagonalizacion natural se
puede encontrar una sucesion creciente de numeros
+ . .
naturales {n]- }j=1 tal que para todo j, k, m € N se tiene
que la sucesién

() v

n;

vin) "
2m j=1

es débilmente convergente.

V(k) h,

Para i, k, m € N se define i como el limite dé-

V(O)

bil de la sucesioén [1]. Es claro que k se puede exten-

der a un operador de contraccién en 7, esta extension

V@ﬂ
se seguira denotando por

De que el limite débil de funmones definidas positivas

es una funcidn definida positiva, la Proposicion 3 y la
densidad del conjunto {hi}j'z""l sigue que la funcion

F:D — L(¥) definida por
VS(O) sis=>0,

F(S) = * . e ags
0 . es definida positiva
(Vﬁs)) si s <0,
Por el teorema de dilatacién de Naimark 3 se tiene
que existe un espacio de Hilbert G que contiene a #
como subespacio cerrado y una representacién unitaria
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(W;)sep de Den L(G) tal que

VS(O) = ngVVS paratodo s € DT.
Proposicion 4

SiseDn [0,1) entonces T, = ngst-[s'
Demostracion

Basta notar que, por el Lema 2 se tiene que

T, = PiW,|y, Paras € DT N [0,1).
Teorema 5.

Existe un espacio de Hilbert F que contiene a J{ como
subespacio cerrado y una representacion unitaria

fuertemente continua (Us )5 (—w,+<) de R en Ftal que

T, = Pj:Uls, para t € [0,1).

Demostracion

SeaFel subespacio cerrado generado por
{(W,h: s€D,h €H}y U,larestriccionde 1, a F,
entonces (U, )ep €S UNA representacion unitaria de P
en tal que

Ty = PfUsly, [2]
paratodo s € DT N [0,1)-
El conjunto
too

Uh: seD,he U}[Zin es densoen ¢.
n=1

De este ultimo hecho, de la continuidad fuerte de
(Te, He)tepo,a) Y de la Proposicion 4 se deduce que
(U)sep €S fuertemente continua en oy por lo tanto

uniformemente fuertemente continua en todo R.

De la condicién de continuidad que satisface (Ug)sep
se deduce que(U,) se puede extender a una
representacion unitaria fuertemente continuade R en F,
que se denotara por (U )se(—w, +«)-

De la continuidad del semigrupo local y la igualdad
[2] se deduce que

T, = P}T[Uth[t paratodo t € [0,1)-
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