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Resumen

En este trabajo, estudiamos problemas asociados a desigualdades de tipo Markov-Bernstein con
normas Sobolev con peso sobre el espacio de los polinomios con coeficientes complejos y variable
real. Para cualquier operador lineal definido sobre subespacios finito-dimensionales de dicho espacio,
hallamos una expresion explicita de la constante 6ptima involucrada en tal desigualdad y estimacio-
nes asociadas a ella. También presentamos algunos ejemplos asociados a operadores diferenciacion,
donde las medidas consideradas son de ortogonalizacién clasica.
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Introduccion

Las desigualdades de tipo Markov-Bernstein son estimaciones de las normas de derivadas de
un polinomio de grado dado, por la norma del mismo polinomio; ya sea considerando como nocién
de tamafio en cada estimacion, la misma norma o normas diferentes. Estas desigualdades son intere-
santes en si mismas y fundamentales para las demostraciones de muchos de los llamados teoremas
inversos en Teorfa de Aproximacion (ver [11], [19], [18], [31] [36], [38],[56], [59],[70], [71]) y estdn
estrechamente relacionadas con problemas extremales denominados de tipo Markov-Bernstein.

Sea P el espacio de los polinomios algebraicos, P, el subespacio de los polinomios de grado a

losumo n y || - |y y || - |l» dos normas definidas sobre P. Un problema de tipo Markov-Bernstein
consiste en determinar la expresion explicita de la constante 6ptima vy, tal que:
I1PP1l < yall Pl (1)

paracada PeP, y 0 <k <n.

En este trabajo, enfocaremos el problema extremal planteado en (1), no sélo para derivadas sino
para operadores lineales en general y sobre el espacio de los polinomios con coeficientes complejos
P(C), de la siguiente manera:

Sea T : (P,(C),| - |l1) = (PC),|| - |l) un operador lineal, donde || - ||y y || - |l. son normas
definidas en P(C). Determinar una formula explicita para la mejor constante ,, (T) tal que
TPl < . (T) I Pll1, (2)

para cada P € P,(C).

El problema es equivalente a encontrar una expresion explicita de

n(T) = sup ||[TP.
1Pl =1

d
En 1889, André Andreyevich Markov al considerar en (2) el operador 7' = T y la norma unifor-
X

me en [—1,1], hall6 que ,(T) = n?. La desigualdad relacionada se denomina desigualdad cldsica
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de Markov y esta dada por:
IP'llco < 7*[|Pllcos VP € P,

En 1892, su hermano Vladimir Andreevich Markov generalizé el problema a la derivada de orden
k

dxt
de primer tipo. Mientras que, en 1912, Sergei Natanovich Bernstein consider6 la norma uniforme en

superior y probo que , = TX1), 1 <k < n, donde T, es el n—ésimo polinomio de Chebyshev

d
el disco unitario y demostré que , (d_) =n
4

En 1982, al tomar a || - ||; como la norma uniforme en [-1,11, y | fll. = Il fllzaq-1.17, con

d
q € [1,+c0], B. D. Bojanov prob6 que "(d_) = |IT)||zor=1.17)-
x

Al considerar la norma en L? junto con una funcién integrable w : (a,b) — (0,+o0), donde
—00 < a < b < +oo, tal que todos los momentos m,, := fa b x"w(x)dx son finitos, E. Schmidt (1944),

probé que , (%) = 2n; cuando (a,b) = (=00, 4+00) y w(x) = e . En 1960, para (a, b) = (0, +c0)

_x P £ d ﬂ. _1
y w(x) = e, P. Turdn demostré que , (5) = (256”4n n 2) )

d n
En 1983, L. Mirsky considerd el caso particular de la norma L? y mostré que ,, (d_) < 2kl
X k=1

donde {m;} es un sistema de polinomios ortonormales con respecto a w.

En 1987, P. Dorfler extendio el estudio de L. Mirsky y sugirié una forma para hallar la constante

k
n (ﬁ) , 1 <k <n. Enl1994, A. Guessab and G. V. Milovanovi¢ hallaron esta constante, en el caso
X

de que w sea un peso para polinomios ortogonales clasicos.

En 1999, K. H. Kwon y D. W. Lee, probaron que las desigualdades de tipo Markov-Bernstein
asociadas a (2), en espacios L? con peso, no s6lo son vélidas para las derivadas, sino también para
cualquier operador lineal definido sobre P, siempre y cuando la medida w(x)dx sea reemplazada por
cualquier medida de Borel du(x). También proporcionaron un método mucho mas facil de aplicar
que el de P. Dorfler, para encontrar la expresion explicita de la constante dptima involucrada.

Al considerar el espacio 7, de los polinomios trigonométricos no idénticamente nulos y de gra-
do a lo sumo n, A. Zygmund, probé en 1977, la versién en LY, g > 1, de la desigualdad de

d
Bernstein encontrando que n(%) = n. Para 0 < ¢ < 1, primero G. Klein (1951) y luego P.

d
Osval’d (1976), utilizando distintos métodos, probaron que , (d_e) = c(g)n, donde c(g) es una
constante multiplicativa que depende de ¢. El andlogo para la desigualdad de Markov en P, es
f_ 1] Ip’(x)|idx < cT'n* f_ 11 |p(x)|%dx, donde c es una constante absoluta. Sigue siendo un problema
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abierto hallar la mejor constante posible para g =1 o g = 2.

En este trabajo, siguiendo las ideas de K. H. Kwon y D. W. Lee, ver [28], encontramos una férmula
explicita para la constante 6ptima , (7)), cuando T es un operador lineal en P,(C) y la norma es la
inducida por el producto interno de Sobolev

(F)s = [ SO0 + fA £ (07 Dy ().

donde (ug, u1), es un vector de medidas no negativas sobre la recta real tal que: uy es no nula, los
soportes de las medidas, Ay y A;, siendo compactos o no, satisfacen que al menos uno de ellos con-

<oo, paran=0,1,2,---y j=0,1.

tiene una cantidad infinita de puntos y f e
J

En el capitulo 1, se dan algunos comentarios sobre las pruebas de las desigualdades clasicas de
Markov, Bernsntein y Nikolskii y se muestran algunos datos biograficos de éstos y otros matematicos.
En el capitulo 2, presentamos el estudio de algunos problemas extremales de tipo Markov-Bernsntein,
mediante el enfoque de G. V. Milovanovi¢, las desigualdades de tipo Markov- Bernstein para pesos
de tipo Freud y Erdos, siguiendo métodos presentados por P. Borwein, T. Erdélyi y D. Lubinsky.
También presentamos los resultados de K. H. Kwon y D. W. Lee. El capitulo 3 es el centro de este
trabajo y en €l se dan expresiones explicitas para la constante 6ptima en la desigualdad de Markov-
Bernstein asociada a la norma Sobolev considerada y se presentan algunos ejemplos cuando 7T es
un operador diferenciacion y (ug, ;) s un vector de medidas de ortogonalizacién para polinomios
ortogonales clasicos. Los principales resultados presentados en este capitulo aparecen en [63]. Por
ultimo, en el capitulo 4 se exponen las conclusiones y se plantean problemas que pueden conducir a
futuras lineas de investigacion. La tesis se completa con una bibliografia sobre teoria de aproximacion,
espacios de Sobolev, y desigualdades en espacios de funciones, basada en articulos y textos cldsicos
y contemporédneos de indudable interés. Los capitulos estan dividos en secciones. La numeracion
de cada definicién, observacion, ejemplos y resultados estdn de acuerdo a la seccién en donde se
encuentran ubicados en el texto. Asi, por ejemplo, el lema 2.3.1 indica que es el primer resultado de
la seccién 3 del segundo capitulo.



Capitulo

Desigualdades clasicas de Markov,
Bernstein y Nikolskii

En este capitulo haremos una breve revision sobre las desigualdades de Markov, Bernstein y Ni-
kolskii, sus generalizaciones y andlogos en distintos contextos. En las primeras dos secciones pre-
sentaremos las desigualdades de Markov y Bernstein y algunas de sus generalizaciones. La tercera
seccion estd dedicada a mostrar algunas desigualdades de tipo Nikolskii y finalmente, la cuarta sec-
cién contiene algunos datos biograficos sobre los hermanos Markov, Bernstein, Nikolskii y el quimico
Mendeleev.

1.1. Desigualdades de Markov y de Bernstein

Paran > 1, sean P,(C) y P(C) el espacio de los polinomios con coeficientes complejos y grado a
lo sumo n y el espacio de polinomios con coeficientes complejos, respectivamente, dotados con las
normas || - ||; y || - |l» en cada caso. Consideremos 7" : (P,(C),|| - |l;) — (P(C),]|| - |l») un operador
lineal. Observe que para todo P € P,(C), existe una constante y,(7") > 0 tal que:

ITPll2 < yu(DIIPI;- (1.1)

Es claro que la mejor constante que satisfaga la desigualdad anterior, es decir, la solucién del
problema extremal asociado a (1,1), tendrd que ser la norma del operador 7

TPl
Pl

Lo que no siempre es claro, es que se puedan encontrar férmulas explicitas para la constante éptima
n (T).

Llamaremos a una desigualdad de la forma (1,1) desigualdad de tipo Markov-Bernstein-Nikolskii,
donde las combinaciones de los nombres de estos tres matematicos variardn segin el operador y las
normas involucradas en (1,1).

2 (1) =||T| = sup{ PeP,C),P# 0}.
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El primer resultado relativo a desigualdades tipo Markov, es decir, cuando P, y P son el espacio de
polinomios con coeficientes reales y grado a lo sumo n y el espacio de polinomios con coeficientes

reales, respectivamente, T = — y || - [y = || - [ = || - [l~ en el intervalo [-1, 1], estd vinculado

a investigaciones hechas en 1887, por el quimico ruso Dmitrii Ivanovich Mendeleev en su “Estudio
de las disoluciones acuosas segiin el peso especifico”. En un punto determinado de su investigacion,
Mendeleev se percatdé que era necesario para su trabajo tener una estimacion precisa de lo grande
que puede hacerse la derivada de un polinomio de grado 2, definido en un cierto intervalo [a, b].
Al plantear el problema en el intervalo [—1, 1], Mendeleev encontré que |P’(x)| < 4 y refirié este
resultado a Andrei Andreyevich Markov quien en 1889, publicé su investigacion del problema para
polinomios de grado n en su trabajo titulado “ On a question by D.l. Mendeleev . El resultado de
Markov lo expresamos a continuacion:

Teorema 1.1.1 (Desigualdad cldsica de A. A. Markov) En la norma

I1Plle = max [P(x)|
xe[-1,1]
tenemos la siguiente desigualdad:

1Pl < P?[IPllco (1.2)

para cada P € P,. La igualdad se satisface solo cuando P(x) = CT,(x), donde C es un constante
cualquiera, T, es el polinomio n-ésimo de Chebyshev de primer tipo y uinicamente para x = +1.

En otras palabras, el teorema 1,1,1 asegura que la constante 6ptima viene expresada explicitamente

or d 2
Cal=1 = n.
P dx

A. A. Markov al demostrar (1,2), utilizé un método constructivo y siguié los mismos argumentos
que aun se utilizan para probar el teorema de alternabilidad de signos. En su demostracion, resuelve
dos problemas de aproximacion. En el primero, dado un x fijo, determina la cantidad

max |P’(x)|,
PEP,,YL

con
Pn,L = {P eP, | ”P”oo = L}

En el segundo, proporciona una cota superior para la norma de la derivada de un polinomio en funcién
de la norma del mismo polinomio. El lector interesado puede consultar [72], en donde el autor emplea
una notacién mas sencilla que la utilizada por A. A. Markov en su trabajo original.

Otra manera de demostrar la desigualdad (1,2) es a través de la férmula de interpolacién para
P’ (x) con nodos en los ceros del n—ésimo polinomio de Chebyshev correspondiente al intervalo
[-1,1].

Utilizando una desigualdad andloga a la de Markov para el disco unitario en el plano complejo, po-
demos obtener una demostraciéon més sencilla de la desigualdad cldsica de Markov. Dicha desigualdad
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fue formulada en 1912, por Sergei Natanovich Bernstein en su articulo: “Sur [’ordre de la meilleure
approximation des fouctions continues par des polynéomes de degré donné," aproximadamente 20 afios
después del resultado de Markov. En su trabajo, Bernstein formula y resuelve el siguiente problema:

Sean 11 el espacio de los polinomios con coeficientes complejos y variable compleja'y D el disco
unitario en C. Para P €11, tal que |P(z)| < 1 en D, determinar cudn grande puede ser |P’(z)| para
z€D.

En otras palabras, si definimos
IPllp = Iﬁi‘f‘ [P(2)|, (1.3)

. L. I d
este problema se reduce a encontrar una expresion explicita para la constante Sptima "(d_) =
4

max [|P’||p.
IPlIp=1

Al llegar a este punto notemos que bajo este supuesto, los resultados obtenidos por A. Markov y
S. Bernstein son diferentes.

Teorema 1.1.2 (S. N. Bernstein) Sea 11, el espacio de los polinomios con coeficientes complejos,
variable compleja y grado a lo sumo n. Para P €11, se cumple que

IPllp < nllPllp.

La igualdad se cumple para P(z) = C7", donde C es una constante cualquiera.

d
El teorema 1,1,2 nos indica que , (d_) = n. Bernstein probo esta desigualdad con 2n en lugar
<

de n. La desigualdad 6ptima aparece por primera vez en un articulo de M. Fekete en 1916, quien
atribuye la prueba a L. Fejér, cuestion ésta que no estd clara, pues Bernstein por su parte la atribuye a
Landau.

También podemos destacar que el teorema de Bernstein puede ser establecido de varias formas.
Debido a que un polinomio P € Il es una funcion entera, éste toma su valor maximo para |z < 1
sobre la circunferencia |z| = 1. Luego, podemos considerar solamente los valores de z tales que
7z =¢€" para —m < 0 < 7 y por tanto

I1Pllp = mix [P(2) = mix P(e”). (1.4)

De esta manera, podemos establecer una relacion entre los elementos de II, con elementos en 7,
el espacio de los polinomios trigondmetricos de grado n, ya que al considerar un polinomio alge-
braico P(z) de grado n, y tomar z en la circunferencia unitaria, P(z) se convierte en un polinomio
trigonométrico, P(6) de grado n con coeficientes complejos . Asi, Bernstein proporciona otra forma
para el teorema 1.1.2.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Bernstein para polinomios trigonométricos) Si P € T, y |P(6)] < M,
entonces
|P'(O) < nM, —m<6<m. (1.5)

La igualdad se cumple para P(0) = ysen(nf — 3), donde |y| =1y algiin B € R.
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Bernstein demuestra el anterior resultado basdndose en un método variacional. Pruebas més sim-
ples fueron dadas por M. Riesz, F. Riesz y De la Vallee Poussin. A continuacién presentamos un
esquema de la prueba de De la Vallee Poussin. En primera instancia, se demuestra el teorema para el
caso en que el polinomio trigonémetrico sea real y luego se generaliza a polinomios trigonémetricos
con coeficientes complejos.

Demostracion (Teorema 1.1.3)
Utilizando la norma || - ||p dada por (1,4), la desigualdad (1,5) puede ser expresada en la forma
IP'llp < nllPllp. (1.6)

Caso 1:

Sea P un polinomio trigonométrico de valor real, el cual cumple lo opuesto de (1,6). Es decir,
IPllp = méx [P(O)] = nL,
—n<f<m

donde L > ||P||p. Luego, existe B € [, xr] tal que |P’'(B)| = nL. Sin pérdida de generalidad, tomemos
P’(B) = nL, y en consecuencia P”(8) = 0.

Consideremos el siguiente polinomio trigonométrico auxiliar de grado n
S (0) = Lsenn(6 — ) — P(6)

y los 2n + 1 puntos extremales
O = B+ 2k — 1)rt/2n,

para los que la funcién senn(f — ) toma los valores +1. k toma todos los valores para los cuales
0 € [-m,m]. Los puntos z; = €% estdn distribuidos de manera equidistante en la circunferencia
lz| = 1.

Debido a que |P(8)] < Ly S(6) = (-1)**' L — P(6;), podemos concluir que el polinomio S
toma valores de signos alternos; por lo tanto, S tiene 2n raices en [—m,m]. Por otra parte, como
S es diferenciable en cada subintervalo de [—m, ], generado por las 2n raices, podemos aplicar el
teorema de Rolle en cada subintervalo cuyos extremos sean raices y hallaremos 2n — 1 ceros de S’
entre los ceros de S y por la periodicidad de la funciones trigonométricas hallariamos la otra raiz en
el primer o ultimo subintervalo de [—x, r]. Por tanto,

S’(@) =nL cos[n(6—p)] — P'©H)
también tiene 2n raices distintas. Una de estas raices es 8 ya que

S’(B) =nL - P'(B) = nL —nL = 0.
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Similarmente, podemos concluir que S”(6) tiene 2n ceros entre los ceros de S’(6). Ahora, como
§"(0) = —n* L sen [n(6 — B)] — P"(0) y P”(B) = 0 también tenemos que S”(8) = 0. Asi S”(#) tiene
al menos 2n + 1 raices, lo cual es posible sélo si S = 0; es decir, si S’ es constante en [—m, 7r]. Esto
es una contradiccién ya que S (¢) cambia de signo en dicho intervalo. Por lo tanto, tenemos que

IP'(O) < nM,
paracadaf € [-m,n] y P€ T,.

Caso 2:

Supongamos que P(8) es un polinomio trigonométrico con coeficientes complejos. Sean 1y «
nimeros reales tales que ||P'|lo = e“P’(a). Entonces R(f) = Re{e*P()} es un polinomio con
coeficientes reales para el cual

IR llp < nlRllp.

Ademds, ||R|lp < |IPllp y R'(6) = Re{ e P’(6)}. Por lo que,
IP'llp = €"P'(@) = R'(a) <nlRllp <nllPllp.

La igualdad se alcanza cuando P(0) = ysenn( — ) donde |y| = 1. En efecto, consideremos
k
0=6,= %ﬂ + 3, para algin k; € Z, entonces |P(6;)| = |y| = 1.
n

2k271'

Por otra parte, para algun k, € Z, al considerar 6 = 6, = + B se satisface que

|P"(62)] = lyln = n,

probandose la afirmacion. [

El teorema 1.1.3 puede ser utilizado para establecer una versién de (1,5) para polinomios alge-
braicos:

Dado P € P, con |P(x)) < M para -1 <x <1 y x =cosé con 8 € (—n,x], por el teorema
1.1.3, tenemos que:
PPl VI=x* < |IPlp < nllPllp < nM.

Consecuentemente,

Teorema 1.1.4 (Forma estandar del teorema de Bernstein) Sea P € P, y |[P(x)| <M (-1 <x<1),
entonces para —1 < x <1 se tiene:

nM
|P'(x)| < : (1.7)
VI — x?
, : (2v - Dn . .
La igualdad es obtenida en el punto x = x, = cos B — 1 <v<n, siysolamente si

n
P(x) =yT,(x), donde |y|=1y T, es el polinomio n-ésimo de Chebyshev de primer tipo.
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Notemos que el lado derecho de la desigualdad (1,7) tiene un buen comportamiento en puntos
distantes a los extremos de [—1, 1], no asi para valores muy cercanos a x = +1. En este caso, resulta
mas util la desigualdad clédsica de Markov. Ahora, tomando en consideracion los teoremas 1.1.1 y
1.1.4, podemos establecer lo siguiente:

Teorema 1.1.5 Sea PP, y x € (-1, 1) entonces

/ z. n
|P"(x)] < min {nz, W}IIPIIW,
- X

donde la norma uniforme es tomada en el intervalo [—1, 1].

La desigualdad clasica de Markov (1,2), puede ser deducida siguiendo un método sencillo de
prueba debido a G. Pdlya 'y G. Szegd (1928). En este método, ademads de la desigualdad de Bernstein,
utlizaremos el siguiente resultado:

Lema 1.1.1 (Desigualdad de Schur) Para cualquier P € P,_,,
IPllo < rln.‘:'lx1 n V1 — x2 P(x)|. (1.8)

Demostracion (Lema 1.1.1) Ver [11].
Demostracion (Teorema 1.1.1)

Sean P € P,, M > 0 tal que |P(x)] < M para —1 < x < 1. Si x = cosf con 6 € (—m, 7],

entonces tenemos que P(cos ) es un polinomio trigonométrico y por el teorema 1.1.3, se tiene que

paracada x € (—1,1):
[P'(x)| V1 —x* < nM.

Debido a que P’ € P,_;, aplicando la desigualdad de Schur (1,8), y la forma estdndar del teorema
de Bernstein, se tiene que

1P ]lo < rlnéxln IP'(x)| V1 = x2 < n’M.
—1<x<

En particular, tenemos la desigualdad (1,2).

1.2. Algunas extensiones de las desigualdades de Markov y de
Bernstein
Dos preguntas que surgen de manera natural son: ;Como conseguir una desigualdad andloga a la

clasica de A. A. Markov para la k— ésima derivada de un polinomio P en P,? y ;cudl es la expresion
explicita de la constante 6ptima?
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Una manera de responder a estas interrogantes podria ser iterando la desigualdad (1,2). Este pro-
cedimiento nos conduce a la siguiente desigualdad:

1Pl < (a2 =1)---(n =k + 1)) |IPll.

Sin embargo, esta estimacion no es Optima, como ciertamente probd en 1892, Viadimir Andreevich
Markov al presentar el siguiente resultado, el cual fue publicado en 1916:

Teorema 1.2.1 (V. A. Markov) Para cada P € P, se satisface que:

1 k-1 .
1POlle < =g | |0 = 1Pl (1.9)
=0

donde 2k —-1)!'=1-3-5---2k—-1) y k=1,--- ,n. La igualdad se satisface para el polinomio
n-ésimo de Chebyshev de primer tipo, T,, y

dk
) e

De esta manera, V. Markov extendio la desigualdad de su hermano A. Markov. La prueba original
de V. Markov suele calificarse como extremadamente complicada, de hecho 45 afios después, Berns-
tein paralelamente a Schaeffer junto a Duffin, presentaron demostraciones mds sencillas. Bernstein,
en su intento de probar la desigualdad (1,9) utilizé un método basado en la férmula de interpolacién
de Lagrange para un polinomio P y considerando en x; = cos%’ (i=0,1,---,n), los n+ 1 nodos
que particionan de manera regular al intervalo [—1, 1], encontré la siguiente desigualdad,

1 k—1
PPl < 28 —ou | |(7* = ) |Pleo.
2k — 1)!! 1:0[

Iterando la desigualdad (1,6), podemos obtener para el caso de los polinomios trigondmetricos, la
correspondiente desigualdad para la k—ésima derivada:

Teorema 1.2.2 Para cada P € T, se satisface que:

k k
IPPllp < n*1IPllp.

Con igualdad solo si P() = a cos(nf) + b sen(nf)), donde a y b son constantes.

Numerosas extensiones de las desigualdades de Markov y de Bernstein se han dado a través de la
historia. Por ejemplo, si consideramos en 7, la siguiente norma

IPlle = sup|P(z)l,
zeE
donde £ c C es un conjunto compacto y conexo; en 1959, Ch. Pommerenke llegé a la siguiente

desigualdad:
2

, en
1Pl < E?”P”E7
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donde k es la capacidad logaritmica de E . Considerando este hecho y con la finalidad de que la
desigualdad clasica de Markov fuese un caso especial de la desigualdad anterior, P. Erdos sugiri6 a

Pommerenke que la constante e/2 en su desigualdad, podia ser reemplazada por 5(1 + o(1)).

Existen muchas monografias y articulos sobre desigualdades de tipo Markov y de tipo Berns-
tein y sus correspondientes generalizaciones en varias normas. Un amplio estudio de tales topicos,
aproximadamente hasta 1994, puede ser encontrado en [56]. Algunas de estas desigualdades serdn
consideradas en las siguientes secciones .

1.2.1. Generalizaciones en la Norma L?

Otros trabajos interesantes han surgido al estudiar desigualdades de tipo Markov-Bernstein en otros
espacios de funciones. Por ejemplo, en los espacios LY, con la norma:

1/q

1 b
1Pl za(apy = (m f |P(X)|q) , I <g<oo.

En 1932, A. Zygmund resolvié el problema extremal (1,1) para el espacio 7, (ver [56]), utilizando
una férmula de interpolacién de M. Riez para una funcién P en 7, de periodo 27 y considerando
argumentos de andlisis convexo.

Teorema 1.2.3 (A. Zygmund) Para 1 < g < oo, (a,b) = (0,21) y P € T, se cumple que:
IP'Il Lag.2nn < 7Pl Lag0.20y)
El resultado anterior puede ser reformulado de la siguiente manera:
Teorema 1.2.4 Si P € 7, entonces para 0 < g < o
1Pl Lor0.2en < PP o020, (1.10)

Observemos que en el caso g = oo, la desigualdad (1,10) se reduce a la desigualdad clésica de
Bernstein. Para 0 < ¢ < 1, la desigualdad (1,10) es debida a P. Nevai. En 1980, una desigualdad
similar pero con el factor extra (4e)!/¢ en el lado derecho, fue mostrado por A. Mité junto a P. Nevai.
En 1981, V. V. Arestov probé (1,10), utilizando funciones subarménicas y la férmula de Jensen. Una
prueba mds simple fue dada por M. V. Golitschek y G. G. Lorentz, en 1989. Resultados y referencias
a estos trabajos pueden hallarse en [56].

Una generalizacion importante de la desigualdad de Markov para polinomios algebraicos en la

norma
1 1/q
1Pl ap-1,1y = (f |P(x)|‘1dx) ,

-1

fue dada en 1937, por E. Hille, G. Szeg6 y J. D. Tamarkin (ver [11], [23] y [56], entre otros):
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Teorema 1.2.5 Sean g > 1 y P € P,. Entonces
2
WPl ag-ryy < Cn” ([Pl ag-ray,

donde la constante C = C(n,q) estd dada por

)n—1+l/q

2(qg — 1)Ya-! (q + %) (1 + nq_qu si g>1,

C(n’Q) - 1n+1 .
2 (1 + ;) si g=1.

La constante C(n,g) en el teorema anterior no es la 6ptima. Hallar la mejor constante posible en los
casos ¢ = 1 y g = 2 todavia es un problema abierto.

1.3. Desigualdades de tipo Nikolskii

En la seccién anterior, consideramos desigualdades que presentan la siguiente forma:

dk
1Pllzogasy < n(ﬁ) WPllrapy, P E€Pu  p.g €0, +e0], (1.1D)
a.p
dk
con , (ﬁ) la mejor constante que depende de n, k, p y ¢, y en donde
X
a.p
1 b 1/q
IPllraqaey = (mf |P(X)|q) s q€(0,+) (1.12)
IPlle = max [P(x)],
x€la,b]

1 b
IPllroqapy = eXp(mL lan(x)ldx)

Si p = g = oo, las desigualdades del tipo (1,11) son las desigualdades clésicas establecidas por los
hermanos Markov.

Cuando g # py k=0, en (1,11) obtenemos las llamadas desigualdades de Nikolskii. En gene-
ral, las desigualdades de Nikolskii son desigualdades entre métricas diferentes de una misma funcion.
Como en este caso, k = 0, consideremos el operador lineal identidad, el cual denotaremos por / y la
desigualdad (1,11) se puede expresar como sigue:

WPlraqapy < n(Dgp IPllrgapy, P €Pu  p,gq €0, +00],
con ,(I)g, p la constante 6ptima.
Existe una gran variedad de ejemplos de estas desigualdades. Si consideramos la norma

1 1/p
IPllr-1,17) = (f |P(l)|pd1) (I <£p<+o0),
-1
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con 1 < g < p<+oo, I 1. Ibragimov en 1960, obtuvo el siguiente resultado (ver [56]):

22 \/p-1/a _
( K 2) IPllsry (1 + o(1), sil<q<2,
IPllr-11p <
2 - 1/g-1/p .
(5 n ) 1Plgray (1 + o(1), Sig>2.

Por su parte, en 1976, H. T. Kau hall6 una mejor aproximacion a la constante 6ptima, al demostrar
que:

npy+2
2V2

donde p; es el entero par mds pequeiio tal que p; > g.

(11
q p
WPlzr-1,17) < ( ) 1Pl zar=1.17) (I<g<p<+o0).

Ya en 1933, D. Jackson obtuvo una desigualdad que relaciona la norma uniforme en [0, 27] con
lanorma L4, g > 0 (ver [56]):

l/q

21
Tl < 2n ( f |T(0>|‘f) g>0 y TeT,
0

Al utilizar la desigualdad de Holder, es posible hallar otra desigualdad simple, la cual compara
diferentes normas L? de un polinomio trigonométrico dado:

( fo ’ IT(G)Iq)

En 1951, S. M. Nikolskii prob6 una desigualdad la cual es, en cierto sentido, inversa a (1,13)

2 1/p L 2 1/q
( f |T<e>|f’) < onih ( f |T<9)|q)
0 0

paracualquier T €7, y 1 <g < p < +oo.

1/q 1/p

21
< Qmi (f |T<e>|f’) TeT, y l<qg<p<o. (1.13)
0

Un resultado similar se cumple para 0 < g < p < +oo (ver [56]):

1/p l/q

27 . . 2
( f |T(0)|P) < 2% niy ( f |T(0)|‘1)
0 0

En 1954, N.K. Bari probé que:

b 1/p O 27
( f |T<9>|") < C(a,b) nli) ( f |T<9>|‘1)
a 0

donde 0 < g < p <400 y C(a,b) es una constante positiva la cual s6lo depende de a y b (ver [56]).

1/q
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Una expresion explicita para la constante 6ptima, ,(/),,, involucrada en (1,11), puede ser una
tarea dificil y es obtenida s6lo en algunos casos. Por ejemplo, en 1965 (ver [56]), para p = +oc0 y
r =1, L. V. Taikov demostro que:

n(Diog = 2cn + O(1),

donde ¢ € (0.539,0.58).

. 2 - 2 ;.
Considerando la norma ||T||? = — f g |T(6)|>d#, tenemos que una expresién explicita para

L2(0,27) 21 Jo

n(Dico2 = V2n+1,

la constante 6ptima es:

y la desigualdad de Nikolskii es:
ITllee < V2n+ 1 [ITll 2002 (1.14)
El polinomio extremal para (1,14), viene dado por la expresion
T(®) = CD,(0),
con C una constante no nula cualquiera y D, es el nticleo de Dirichlet

1
D,(0) = 3 +cosf + -+ cos(nb).

En 1984, H. N. Mhaskar y E. B. Saff considerando los pesos exponenciales, w, (x) = exp(—|x|*)

para @ > 0, y lanormaen LI(R)
1/q
Ifllg = (f If(X)I") )
R

proporcionaron la siguiente generalizacion de las desigualdades de Nikolskii, para el caso en que
O<g<p<+oo, n>2y PeP,:

1/g-1/p
lwe Pll, < C1 (7 (nny®) ™" Jlw Pllg,
donde
|1, si O<axl,
P=V1-1/a, si azl,
y
5= 0, si O<a<l o a>2,
Tl 1-1/a, si 1<a<?2,

y en la direccién contraria,
1/g-1/p
1
lwa Plly < Ca (n'7) ™ g Pl

En 1987, P. Nevai y V. Totik proporcionaron la desigualdad optima para estos pesos exponenciales
(ver [56]):
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Teorema 1.3.1 Sea 0 <@ <+ y 0 < p,q < +00. Entonces para cada P € P, tenemos
llwe Pll, < C K, p, q) llwe Plly, (1.15)

donde la constante C = C(a, p,q) > 0, es independiente de n y P, y
l/a 1/!’_1/‘] .
n , st p<gq,

-1/ 1/g-1/p .
K.(a,p,q) = (” ’ si. p>q y a>l
(n(m+ 1))YVP  si p>qg y a=1,

1, si p>q y O<ax<l.

Ademas, la desigualdad (1,15) es la mejor posible en el sentido de que, dados a« > 0 y p,q > 0,
existe una constante positiva C* y una sucesion de polinomios {P,}'% tal que

lwe Pull, = C* Ku(a, p, @) llwg Pallg,

paran=1,2,...

Existe una gran cantidad de desigualdades de tipo Nikolskii para pesos Freud y pesos Erdos, y para
familias de pesos exponenciales mds generales que los antes mencionados, el lector interesado puede
consultar [38] y ver las referencias alli sugeridas.

1.4. Algunos datos biograficos sobre D. Mendeleev, hermanos Mar-
kov y S. Bernstein

1.4.1. Dmitrii Ivanovich Mendeleev

Dmitri Ivanovich Mendeleev nacié en Tobolsk (Si-
beria) el 8 de febrero de 1834. Sus padres Ivdn
Pavlovich Mendeleev y Maria Dmitrievna Mende-
leev formaron una familia, de la cual era el menor
de diecisiete hermanos. Desde joven se destac6 en
Ciencias. Su formacion la hizo en el Instituto Pe-
dagdgico de San Petersburgo. Se gradu6 en 1855
como el primero de su clase y luego presenté la te-
sis Sobre voliimenes especificos para conseguir la
plaza de maestro de escuela y mds tarde la tesis
Sobre la estructura de las combinaciones siliceas

para alcanzar la plaza de céitedra de quimica en la
Universidad de San Petersburgo. Figura 1.1: Dmitrii Ivanovich Mendeleev
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A los 23 afios ya estaba a cargo de un curso de dicha universidad. En 1861, escribi6 el primer libro
para la época, sobre Quimica Orgénica.

En 1862 se cas6 con Feozva Nikitichna Lescheva con quien tuvo tres hijos y en 1882 contrajo
segundas nupcias con Ana Ivanovna Popova y de esta union nacieron cuatro hijos.

En 1864 fue nombrado profesor de tecnologia y quimica del Instituto Técnico de San Petersburgo.
En 1867 ocupd la céitedra de quimica en la Universidad de San Petersburgo donde permaneci6 hasta
1890, cuando terminé su estancia en la universidad por razones politicas.

En 1865 puso en préctica en su propia granja, métodos cientificos para la mejora de cultivos y
obtuvo un rendimiento muy por encima de lo que cominmente se producia.

En 1869 public6 la mayor de sus obras, Principios de Quimica, donde formul6 su famosa tabla
periddica, traducida a multitud de lenguas y que fue libro texto durante muchos afios. La tabla de-
finitiva la publicé a comienzos de 1871 y para lograr que algunos elementos encajaran en el grupo
correspondiente, “alterd” el valor de su peso atémico considerado correcto hasta entonces. Asi dejo
posiciones vacantes en su tabla y predijo que éstas correspondian a elementos que todavia no habian
sido descubiertos en aquel tiempo. Estas predicciones fueron corroboradas con bastante exactitud por

los descubrimientos sucesivos del galio (1874), escandio (1879) y germanio (1885).

En 1876, fue enviado a Estados Unidos, para informarse sobre la extraccion del petréleo y ponerla
luego en préctica en el Caucaso. Este estudio lo llevé a investigar el fendmeno de la atraccion de las
moléculas de cuerpos homogéneos o diferentes, materia que estudié hasta el dia de su muerte.

En 1887 emprendi6 un viaje en globo en solitario para estudiar un eclipse solar y publicé su Estudio
de las disoluciones acuosas segiin el peso especifico. En este estudio, realizé una investigacion sobre
la gravedad especifica de una solucién como una funcién del porcentaje de la sustancia diluida. Esta
funcion tiene alguna importancia en las pruebas para medir el contenido de alcohol de cerveza y
vino. También se utiliza para estudiar la concentracién de anticongelante en las pruebas del sistema
de refrigeracion de un automoévil. Aunque los quimicos y fisicos de hoy en dia no les resulta tan
interesante este método de Mendeleev, su estudio ha conducido a problemas matematicos de gran
interés, algunos de los cuales atin hoy estimulan la investigacién en Matematicas.

De manera mds precisa, Mendeleev abrié el camino que condujo a la famosa Desigualdad de
Markov, al plantear el siguiente problema extremal:

Si Q : [-1,1] — R es un polinomio cuadrdtico tal que |Q(x)| < 1 para cada x € [-1,1], ;cudn
grande puede ser el valor de |Q’(x)| sobre [—1,1] ?

El propio Mendeleev fue capaz de resolver este problema matemético y probd que |Q’(x)| < 4 sobre
[—-1, 1]. Asi, se di6 comienzo a un interesante estudio de desigualdades que han sido la base para las
demostraciones de importantes resultados en el drea de teoria de aproximacion desde aquellos afios
de Mendeleev hasta nuestros dias. Sobre dicho tépico volveremos mds adelante en este trabajo.

En 1889 fue nombrado miembro honorario del Consejo de Comercio y Manufacturas.

En 1890, por un encargo del ministerio de Guerra y Marina, preparé una poélvora sin humo al
pirocolodidn.

En 1892 fue designado conservador cientifico de la Oficina de Pesas y Medidas en compensacion
de lo ocurrido en la universidad. Después de un afio, tras haberlo reorganizado, asume el cargo de
director, lo que le compromete a realizar diversos viajes, entre los que se encuentra el realizado a
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Londres donde recibe los doctorados honoris causa de las universidades de Cambridge y Oxford.

En 1902, viaj6 a Paris y observé el experimento de la fosforescencia del sulfuro de zinc debida a
los rayos X, en el laboratorio del matrimonio Curie.

Fallecio el 2 de febrero de 1907. Mendeleiev fue reconocido como uno de los mas importantes
cientificos de la época pero en Rusia nunca se le reconocié debido a sus ideas liberales, por lo que
nunca fue admitido en la Academia Rusa de las Ciencias. Un merecido homenaje y reconocimiento a
la trayectoria de este ilustre cientifico ruso, es el nombre de mendelevio (Md) al elemento quimico de
nlimero atémico 101.

1.4.2. André Andreyevich Markov

André Andreevich Markov naci6 en Ryazan, Ru-
sia, el 14 de junio de 1856. Su padre Andrey Gri-
gorevich Markov ejercia un cargo en la adminis-
tracion publica en Ryazan y su madre, la primera
esposa de Andrey Grigorevich Markov, Nadezhda
Petrovna Markova. En 1866 Andrey ingresé a una
escuela de ensefianza de lenguas cldsicas de San
Petersburgo, quinta en prestigio y en donde se im-
partian el griego antiguo, el inglés y otras lenguas
europeas, asi como ciencias naturales, matemati-
cas, historia y geografia. Desde su tiempo escolar
se involucrd intensamente en las matemadticas a ni-
vel superior. Alrededor de los 17 afios de edad co-
municé a Bunyakovski, a Korkin y a Zolotarev un

nuevo método para resolver ecuaciones diferencia-
les ordinarias lineales. Figura 1.2: André Andreyevich Markov

Por fin en 1874 termind la escuela y comenzd sus estudios en la Facultad de Fisica-Matematica
de la Universidad de San Petersburgo. Entre sus profesores figuraron: Sochocki (célculo diferencial,
algebra superior), Posee (geometria analitica), Zolotarev (cdlculo integral), Chebyshev (teoria numé-
rica y probabilidades), Korkin (ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales), Okatov (mecdnica
tedrica), Somov (mecédnica) y Budaev (geometria descriptiva y geometria superior).

En 1877 le concedieron la medalla de oro por su excepcional solucién del problema “Sobre la
integracion de ecuaciones diferenciales por fracciones continuas con una aplicacion a la ecuacion
% = n(1+y?)”. En el afio siguiente pasé los exdmenes de candidatura y permanecid en la universidad
para prepararse para el trabajo de conferencista. En abril de 1880, André Markov defendi6 su tesis de
maestria “Sobre formas cuadraticas binarias con determinante positivo”. En enero de 1885, culminé

su tesis doctoral “Sobre algunas aplicaciones algebraicas de fracciones continuas”.

Su trabajo pedagdgico comenz6 después de la defensa de su tesis de maestria en otofio de 1880. D16
conferencias sobre célculo diferencial e integral y mds tarde sobre introduccion al anélisis y teoria de
la probabilidad (sucediendo a Chebyshev quien habia dejado la universidad en 1882) y sobre célculo
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en diferencias. Un afio después de la defensa de la tesis doctoral, fue designado profesor extraordi-
nario, subordinado a otro profesor (1886) y en el mismo afio fue el adjunto electo de la Academia
de Ciencias y en el otofio de 1894 fue promovido a profesor ordinario de la Universidad de San
Petersburgo. Finalmente en 1896 fue electo miembro ordinario de la Academia como el sucesor de
Chebyshev. En 1905 fue nombrado profesor y obtuvo el derecho a la jubilacién el cual ejercié de
manera inmediata. Hasta 1910, sin embargo, continué dando clases de cdlculo en diferencias.

Markov protest6 contra un decreto del ministerio de educacidn, lo cual contribuy6 a su alejamien-
to de la ensefianza en la Universidad de San Petersburgo. En relacion con los disturbios estudiantiles
en 1908, los profesores y conferencistas de la Universidad de San Petersburgo recibieron la orden
de mantener bajo observacién a sus alumnos. En primer lugar Markov rechazé este decreto y luego
escribi6 una explicacién donde expreso su rechazo a ser “un agente del gobierno”. Finalmente, no en-
contré otra salida que su retiro total de la universidad. En 1913 el consejo de San Petersburgo elegi6
como miembros honorarios a nueve cientificos de la universidad. Markov fue uno de ellos, pero su
eleccion fue la dnica no confirmada por el ministro de Educacién y se hizo efectiva cuatro afios més
tarde, después de la revolucion de febrero de 1917. En el afio siguiente Markov reanudé sus activida-
des de ensefianza, hasta su muerte en 1922, sus conferencias fueron sobre teoria de probabilidades y
calculo en diferencias.

1.4.3. Vladimir Andreevich Markov

En 1892, Vladimir Andreevich Markov ampli6 la
desigualdad de su hermano Andrei Andreyevich
Markov, dada en 1889. Desafortunadamente, la co-
laboracién matemadtica entre estos hermanos fue
truncada por la desapacion fisica de su hermano
menor Vladimir...

Figura 1.3: Vladimir Andreevich Markov

Vladimir Andreevich Markov nacié en San Petersburgo el 8 de mayo de 1871, hijo menor de An-
drey Grigorevich Markov y su segunda esposa, Anna losifovna Markova. Al igual que André estudio
en la quinta escuela gramdtica de San Petersburgo y en 1888 entré en la Facultad Fisico-Matematica
de la Universidad de San Petersburgo. Durante su vida de estudiante, entre sus profesores figuraron:
su hermano Andrei Markov (Introduccién al andlisis, diferencias finitas, teoria de la probabilidad),
Posse (célculo diferencial e integral), Sochocki (cdlculo integral, dlgebra superior, teoria de nime-
ros), Korkin (Ecuaciones diferenciales, cédlculo variacional), Budaev (geometria analitica y geometria
superior), Ptashitski (geometria descriptiva, funciones elipticas), Selivanov (cursos especiales sobre
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algebra superior y teoria de nimeros) y Grave (aplicaciones geométricas del cédlculo diferencial e
integral). En 1892, como estudiante del cuarto afo, publicé el articulo “Sobre funciones de menor
desviacién del cero en un intervalo dado” con el cual se le adjudicé un premio en la ocasién de
celebrarse el primer congreso de cientificos naturales y médicos.

Tras finalizar sus estudios, permanecié en la universidad para preparar su trabajo como confe-
rencista y estimulado por Korkin, comenzd a escribir su tesis de maestria sobre formas cuadraticas
positivas de tres variables, la cual defendié en 1896.

En el ano académico 1895-1896 ademads de ensefiar en la escuela quinta de San Petersburgo, se
desempefié como conferencista en el drea de geometria analitica. En el afio 1896 enferma de tubercu-
16sis, imposibilitando su trabajo definitivamente y muere el 18 de enero de 1897 a la edad de 26 afios.
En 1897, André A. Markov publicé la tesis inconclusa de su hermano Vladimir A. Markov, donde
éste ultimo investigd acerca del problema extremal planteado en (1,1), para el caso en que ¥ es el
operador diferenciacion de orden k, con k= 1,2,...

1.4.4. Sergei Natanovich Bernstein

Alrededor de 1912, el matemadtico ruso Sergei Na-
tanovich Bernstein investigé el anédlogo de la de-
sigualdad de A. A. Markov para el disco unidad en
el plano complejo, en lugar del intervalo [-1, 1].

Figura 1.4: Sergei Natanovich Bernstein

Sergei Natanovich Bernstein naci6 el 5 de marzo de 1880 en Odessa en la familia del médico
Natan Bernstein, quien también era profesor de la Universidad Novorossisk. En 1899 comenz6 sus
estudios de matemadticas, pero un aio después se cambia a ingenieria en la Escuela de Electrénica
en Paris, al finalizar estos estudios, retomo los de matematicas bajo la supervision de David Hilbert.
En 1904 defendié en Paris, su tesis “Sobre la naturaleza analitica de las soluciones de ecuaciones en
derivadas parciales de segundo orden”, cuyos resultados se publicaron a la brevedad y por lo que se
di6 a conocer muy rapido. Esto no fue una ventaja para €l en Rusia ya que los niveles académicos
alcanzados en el extranjero no se reconocian alli. Luego, tuvo que presentar sus examenes de maestria
y su tesis doctoral fue considerada mds o menos como una tesis de maestria. Aprobo los examenes
con dificultad ya que lo forzaron a solucionarlos por métodos clasicos. En 1907, pudo trabajar como
profesor en el recién fundado colegio politécnico para mujeres. En 1908 defendi6 su tesis de maestria
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“Investigacion y Solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas de Segundo Grado”. En
1913 defendio su tesis doctoral “Sobre La Mejor Aproximacién De Funciones Continuas Mediante
Polinomios De Grado Dado”. En 1911 ya habia sido galardonado con el premio de la Academia Belga
de Ciencias por sus resultados en este tema. Hasta 1918 di6 clases en la Universidad Politécnica para
Mujeres y en 1920 fue nombrado profesor ordinario en la Universidad de Kharkiv.

En 1924, Bernstein fue electo miembro de la Academia rusa de Ciencias. En 1925, fue nombrado
miembro ordinario de la Academia Ucraniana. En 1928 fue nombrado director del Instituto Matema-
tico de Kharkiv y en el mismo afio se convirtié en miembro de la Academia de Ciencias de Paris.
En 1930, la época oscura para el “Frente Matemdtico de Leningrado” comenzd, provocada por un
documento polémico en donde ciertos grupos comenzaron a purgar las mateméticas de “elementos
idealistas”, dando lugar a la llamada Sociedad Matematica de Leningrado.

En 1932, Bernstein dejé Kharkiv y se convirti6 en jefe del departamento de la teoria de proba-
bilidad y estadistica matemdtica del Instituto de Matemadticas de la Academia de Ciencias que se
encontraba en Leningrado en ese momento. A partir de 1934 también imparti6 clases en la Universi-
dad de Leningrado. Bernstein dejé la Universidad de Kharkiv a tiempo, ya que un poco después de
su permiso, la purga de la Universidad de Kharkiv comenzd. Muchos profesores y estudiantes fueron
arrestados, algunos de ellos fueron fusilados.

En Leningrado, junto a Bernstein se encontraba trabajando G. G. Lorentz, el sefior en la teoria de
la aproximacién moderna, quien también sufrié persecucion y fue obligado a abandonar su pais de
origen. Las ideas de Bernstein se propagaron a los paises occidentales, lo cual ayudé a superar el aisla-
miento de las matematicas rusas en el tiempo de la Union Soviética. En los afios siguientes, Bernstein
apenas podria ser intimidado. En 1936, cuando el punto culminante del enjuiciamiento por parte de
Stalin contra el matemdtico Kolman Luzin, Bernstein decisivamente defendi6 la posicién de Luzin.
Esto era peligroso en ese momento. El 01 de enero 1939 Bernstein comenz6 su trabajo de profesor en
la Universidad de Moscu y se retir6 de la jefatura del Instituto de Matemadticas, pero conservé su casa
en Leningrado. En 1940 se convirtié en miembro honorario de la Sociedad Matemética de Moscu.

En los dias de la Segunda Guerra Mundial, permaneci6 en la ciudad Kazakh de Borovoe. Su hijo
alemén Sergeevich permanecié en Leningrado y murié cuando quiso abandonar la ciudad tras el
bloqueo. La muerte de su hijo lo estimul6 a dejar Leningrado para siempre, y también trasladé su
lugar de residencia a Moscu. En 1947 fue despedido de la universidad y se ocupé de la jefatura del
departamento de teoria de funciones, en el Instituto Steklov. Ocupd este cargo hasta 1957.

Su trabajo fue muy reconocido en el extranjero, especialmente en Francia. En 1944 la Universidad
de Argel, le concede el titulo de Doctor Honoris Causa y en 1945, la Universidad de la Sorbona, hace
lo propio. En 1955 Bernstein fue elegido miembro extranjero de la Academia Francesa de Ciencias.
A pesar de su actitud critica a los ideales del marixismo-leninismo, también fue condecorado por la
Unién Soviética. Galardonado con la medalla de Lenin en dos ocasiones, algunas de sus contribucio-
nes fueron galardonadas con el premio Stalin y un reconocimiento especial fue la edicién en vida de
toda su obra. Sergei Natanovich Bernstein murié el 26 de octubre de 1968, tras los efectos de una
operacion.
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1.4.5. Sergey Mijailovich Nikolskii

Sergey Mijailovich Nikolskii nacié en Talitsa (Ru-
sia) el 30 de Abril de 1905. Graduado en el Ins-
tituto de Educacién Publica Ekaterinoslav (ahora
Universidad de Dnepropetrovsk) en 1929, también
trabajo alli desde 1930 a 1940.

Figura 1.5: Sergey Mijdilovich Nikolskii

En 1940 comenz6 a trabajar en el Instituto de Matemadticas V. A. Steklov de la Academia de Cien-
cias de la USSR (ahora Academia Rusa de Ciencias), y en 1947 comenz6 su trabajo como profesor
en el Instituto Politécnico de Mosct, en el Departamento de Teoria de Funciones.

Fue alumno doctoral de A. Kolmogorov y ha hecho contribuciones fundamentales al Anélisis Fun-
cional, Teoria de Aproximacién de Funciones, Teoria de Imbedding de clases de funciones diferen-
ciables en varias variables, métodos directos para el célculo de variaciones y problemas de frontera
para ecuaciones diferenciales parciales. Sus estudios sobre Teoria de Aproximacién de Funciones
son de gran importancia, por ejemplo, encontrd estimaciones asintéticamente exactas para la aproxi-
macién de funciones por polinomios trigonométricos y por polinomios algebraicos. Desarrollé una
Teoria de férmulas de cuadratura éptimas y métodos de aproximacidn para funciones enteras de tipo
exponencial, los cuales le permitieron obtener teoremas directos e inversos de imbedding para clases
de funciones de Holder generalizadas en varias variables. También postul6 nuevas formulaciones para
problemas de frontera asociados a ecuaciones elipticas de orden superior con fuerte degenerancia en
la frontera e investigo tales formulaciones por un método variacional.

Desde 1972 es miembro correspondiente de la Academia de Ciencias de la USSR vy fue jefe del
Departamento de Teoria de Funciones del Instituto de Matematicas V. A. Steklov en los periodos de
1960 a 1988 y de 1988 a 1994. En 1972, por su monografia “Approximation of functions of many
variables and embedding theorems”, recibi6 la Medalla Chebyshev de la Academia de Ciencias de la
USSR. También recibid, entre otros, los siguientes reconocimientos: la Medalla de Estado (1952), la
Medalla Vinogradov (1985), la Medalla de Estado de Ucrania (1994), 1a Medalla Kolmogorov (2000),
la Medalla Ostrogradskii de la Academia Nacional de Ciencias de Ucrania (2000).

A la edad de 92 afios el Profesor Nikolskii atin impartia conferencias en el Instituto de Fisica
y Tecnologia de Moscu (por sus siglas en inglés, MIPT). Para el momento de la redaccién de este
trabajo, el Profesor Nikolskii ha cumplido 106 afios y desde que llegé al siglo de existencia en el
2005 solo dicta charlas en congresos cientificos, aunque aun continua trabajando en el MIPT.



Capitulo

Problemas extremales de tipo
Markov-Bernstein-Nikolskii

En este capitulo presentaremos desigualdades de tipo Markov que pueden involucrar diferentes
normas. Surgen de este modo, problemas extremales asociados a (1,1), los cuales podemos deno-
minar de tipo Markov- Bernstein, Markov- Nikolskii o Markov-Bernstein-Nikolskii dependiendo del
operador lineal involucrado y de si las normas a comparar son diferentes o no.

En la primera seccion presentaremos problemas extremales en donde las desigualdades son ana-
logas a las de Bernstein en las normas L? con pesos, mostraremos el enfoque de A. Guessab y G.
V. Milovanovic¢ para pesos cldsicos y algunos trabajos de ciertos autores entre los que tenemos a
W. Milne, D. Lubinsky y P. Nevai, para pesos Freud. Finalizamos la seccién con los resultados de
K. H. Kwon y D. W. Lee en donde bajo ciertas condiciones impuestas a las normas involucradas, se
resuelve el problema extremal (1,1) no sélo para derivadas si no también para cualquier operador
definido en P(C). En la tdltima seccién mostramos algunos ejemplos de desigualdades relacionadas
con problemas extremales del tipo Markov- Nikolskii o Bernstein-Nikolskii.

2.1. Problemas extremales de tipo Markov-Bernstein

En el espacio L*((a,b), w) consideremos el siguiente producto interno

b
(P, Q)LZ((a,b),w) = f P(x) Q(x) w(x)dx,

donde w es una funcién peso definida en [a, b], —c0 < a < b < +o00, tal que todos los momentos

b
m, = f X" w(x)dx

son finitos y con norma

b 1/2
1Pl = ( f |P(x)|2w<x>dx) . @.1)

23
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Comenzaremos esta seccidon presentando algunos resultados relacionados con el problema extremal de

. . * 7z z 4 : d
tipo Markov-Bernstein, de hallar una expresion explicita para la constante 6ptima , (‘) para ¥ = I
X

Las desigualdades obtenidas en la norma L? con peso, son las denominadas desigualdades de tipo
Markov-Bernstein. Comenzaremos con algunas de estas desigualdades para el caso de pesos clésicos.

d
Por ejemplo, la mejor constante ,, (d_) para el peso w(x) = ¢ en (—oo,+00) fue establecida en
X

1944 por E. Schmidt; mientras que para el caso w(x) = e * en (0, +c0) fue hallada por P. Turdn en
1960. Las expresiones de dichas constantes se establecen en el siguiente resultado (ver [56]):

Teorema 2.1.1 (E. Schmidt - P. Turdn) Para cada P € P,
l) ||P/||L2(R,e_"‘2) S m ||P||L2(R,e_*'2 )

Un polinomio extremal es el Polinomio H, de Hermite de grado n.

-1
ii) 1P |22 0,400y, ex) < )] P22 0,400, e )-

2 en
M\ an+2

El polinomio extremal viene dado por:
n

PO = Y sen(znvj_ 1) L,(x)

donde L, es el polinomio v—ésimo de Laguerre de orden « = Q.

d
L. Mirsky en 1983, lleg6 a una estimacion de la constante 6ptima , (—) , considerando la norma

(2,1) y w un peso cualquiera (ver [56]). La desigualdad es la siguiente:

n 1/2
d o
"(5) : (ZV””V”LZ«a,m,m) ; (2.2)

v=1
donde {m,},50 es un sistema de polinomios ortonormales con respecto a la funcién peso w.

Asi por ejemplo considerando el caso en que w(x) = e‘xz, al aplicar (2,2) con {m,},5o el sistema
ortonormal de Hermite, se cumple que:

,, 1/2
n(%) < {;2%] < \/%n(n+1)(2n+l). 2.3)

Comparando con el resultado de Schmidt, vemos que el contraste con (2,3) es evidente y por lo tanto,
(2,2), es un resultado de interés cualitativo.

En 1987, P. Dorfler consideré el problema andlogo para derivadas de orden superior y calculé la

dk
), parak=1,2,...

constante optima , (ﬁ
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Teorema 2.1.2 (P. Dorfler) Sean w : (a,b) — (0,+00) con —oco0 < a < b < +0co, una funcion peso
dk

tal que todos los momentos asociados son finitos, entonces , (d_) es el mdximo valor singular de la

Xk
matriz ® ®
60’0 ce €n’0
A;(qk) — : " ,
(k) (k)
eO,n—k en,n—k

para 1 <k <n ydonde
b
e(v]fj)' = f 7D (xX)m (w(x)dx.

Ademds,
k dk C k)12 "
s (k) § (k)
(1:;212/15)51”7[1’ ||L2((a,b),w) < n(dxk) < . ||7Ty ||L2((a,b),w) s
y=|

donde {r,},s0 es una sucesion de polinomios ortonormales con respecto a la funcion peso w.

En el mismo afio, G. V. Milovanovié generaliz6 el resultado anterior, considerando do(x) una
medida no negativa definida en R, con soporte compacto y conteniendo una cantidad infinita de
puntos, tal que todos los momentos

m, = fxvda(x), v=0,1,...,
R

existen, son finitos y mg > 0. Al considerar en P, el siguiente producto interno

(P,Q)s = fR P(x)Q(x)do(x), (2.4)

es posible encontrar un unico conjunto de polinomios ortonormales {r,},>o definido mediante

n,(x) = ax’ +a,_ X"+ ... +ay, a, > 0.

Con la norma inducida por el producto interno (2,4), G. V. Milovanovi¢ mostré que la expresion
k

ﬁ) , es el valor propio maximal de una matriz de tipo Gram, B, ;.
X

explicita de , (

Teorema 2.1.3 (G. V. Milovanovic)

dxk

dk
n(_) = (/lmax(Bn,k))l/2 (25)

y un polinomio extremal es
n

P(x) = ch 7,(X),

v=k
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donde A4, (B, ;) es el mdximo valor propio de la matriz
k
Bux = b} lisi jens

cuyos elementos estdn dados por
k k k ..
bl = fR 2 or' (x)do(x), k<ij<n,
y [C» Chits - - -»cnl! es un vector propio de la matriz B, correspondiente al valor propio Ayq(Bz).

Demostracion (Teorema 2.1.3)
Para P € P,(C), existen ¢; con j=0,1,...,n, unicamente determinados, tales que

n

P = Y cim;(0).

J=0
Ademds, para 0 < k < n tenemos que
n
= 7.k
PO, 2,8y
A (2.6)
I1PII? <
P(r0) 3 le;l?
J=k
Considerando el producto interno estandar,
n
(x,y) = Xi Vi,
i=0
se tiene que
O R o 10 . =
(Bpic,c) = Zk Z;ij,i ci|cj = ‘Zkbj,i ci¢j = c"Byc, 2.7
J= = 1,]J=

donde ¢ representa la traspuesta conjugada de c. De (2.6), (2.7) y por ser B, definida positiva,

PO B
e BuoO 23)

||P||iz(R,O') B <C7 C> N

k

d
Notemos que , (ﬁ) dada por (2.5) es la constante 6ptima, ya que (2.8) se reduce a una igualdad
X

si consideramos
n

P = P'(1) = ) cjm; (o),
=k

T

donde [c}, ¢}, s--.,C,;]" esun vector propio de la matriz B, ; correspondiente a Apgx( Bk ). [ |
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Ahora introduciremos algunas desigualdades que involucran normas distintas, donde alguna o am-
bas normas dependen de una funcién peso dada y el operador lineal considerado en el problema
extremal (1,1), puede ser la identidad.

Consideremos en P la norma uniforme y la norma (2,1), definidas en el intervalo [-1,1] y con
w una funcién peso dada.

Ejemplo 2.1.1 En 1974, A. Lupas para P € P,, k = 0,1,..., ‘P el peso de Jacobi y q =
max{a, B} > —1/2, hallé la siguiente desigualdad optima (ver [56]):

k! n 1/2
(k) : @p(V+4q
IPP]l < (ZMWZCM (V_k 1Pl z2-1.130f0)-

La igualdad se satisface para el polinomio expresado mediante:
0 = D ) O PP ()
v=k

donde
(@p) _
Cv,k -

viIQv+a+B+DIv+a+p+k+1) [ v+a+B+k v+gqg
Tv+a+HIv+p+1) k v—k |’

D es una constante y P(V“’ﬁ )(x) es el polinomio ortogonal de Jacobi de grado v.

El método empleado por A. Lupas para la demostracion del anterior resultado, puede ser resumido
en los siguientes pasos

i) Dado un polinomio P € P,, considerar la representaciéon de Fourier de P con respecto a la

base ortonormal asociada a {Pi.a’ﬁ )};?:0, a,f > —1, generada por el producto interno:

1
(P,O) = f P(x)Q(x) P (x)dx

1

i1) Utilizar tal representacion de P y la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakowsky, para hallar
una cota superior para |P®(x)| para x € [-1,1]y k=0,1,...

dx*
normales de Jacobi, como veremos mas adelante en la demostracién del teorema 2.1.12.

dk
iii) Estimar ||— P;“’ﬁ )H haciendo uso de las propiedades de las derivadas de los polinomios orto-

k
P((l B)

La clave de este método consiste en determinar de manera explicita, el valor de T b
X

para

1
qg = mix(a,f) > — 3 en términos de una familia de polinomios de Jacobi de pardmetros (a+k, S+k).

Para P € P,, A. Lupas también probd la siguiente desigualdad:
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Ejemplo 2.1.2

In+a+p+2) n+r+1
IPlle < \/2a+ﬁ+11“(r T+ D) ( " )||P||(L2[—1,1],ww>)

donde r = méx{a,B} > —-1/2 y r' = min{a, S}.
La igualdad es vdlida para los polinomios

P'(x) = zn: Qv+a+pB+DIv+a+p+1) Psla,ﬁ)(x)’
v=0

'v+r+1)
donde PP es el polinomio de Jacobi de grado v.

En sus trabajos de los afos 1989 y 1993 (ver [56]), . Z. Milovanovic y M. A. Kovacevi¢ presenta-
ron otra desigualdad, donde una de las normas consideradas viene expresada por:

1 1/q
||f||Lt1([—1,1],w(mﬁ>) = (f |f(x)|qw(a’ﬁ)(x)dx) qg=0,1,2,...
-1

Ejemplo 2.1.3 Para P € P, un polinomio positivo en (—1,1), se cumple que

I'gn+a+pB+2)
Pl < { Pllraq-1.11. 0 2.9
Pl \/Z(HﬁJr1 T+ Dlgn+r + 1) P zoq-1.17, wiesn, (2.9)

donde r = méx{a,B} > —-1/2 y r' = min{a, 5}.
La igualdad en (2,9) es obtenida por

P = {C(l—x)", si r=j,

Cll+x)", si r=a,

donde C es una constante positiva arbitraria.

Observemos que bajo las condiciones antes consideradas y para ¢ = 2, (2,9) es la desigualdad
Optima.

2.1.1. El enfoque de A. Guessab y G. V. Milovanovi¢

Para los resultados presentados en esta seccion, el lector puede consultar [2], [22] y [56] como
referencias complementarias.

En 1994, A. Guessab y G. V. Milovanovi¢ consideraron un andlogo a la forma estdndar del teorema

de Bernstein:
IP'(x) VI = ¥l < [Pl

pero con normas en L? con pesos y establecieron el siguiente problema extremal:
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Para la norma dada por (2,1) donde w es un peso cldsico, determinar la constante 6ptima C,, x(w),
1 < k < n, tal que la desigualdad

A%/ P(k)”LZ([—l,l],w) < Coi() 1PNl 2=1.11, w)s (2.10)
se cumpla para cada P € P, y donde
i) A(x) =1-x%, si w eslafuncién peso de Jacobi, en el intervalo (-1, 1),
il) Si w(x) =x¢™* con s> -1y x>0, entonces A(x) =x y
iii) A(x) =1 cuando w =™ en R.

El resultado de A. Guessab y G. V. Milovanovic establece lo siguiente:

Teorema 2.1.4 (Guessab-Milovanovic¢) Para cada P € P,, la desigualdad (2,10) se satisface, con
la constante optima

an(w) = \//ln,O/ln,l T /1n,k—1

1 " /
con A, ;= —(n—j)[i(n+j+ DA (0)+B(@©)], j=0,...,k—1 ydonde

i) Bx)=p—a—(x+B+2)x, si w es la funcion peso de Jacobi, en el intervalo (—1,1).
ii) Si wx)=x*¢e*con s>—-1yx>0, Bx)=s+1-=x.
iii) B(x) = —2x cuando w = e en R.

La igualdad es obtenida en (2,10) siy solo si P es un miiltiplo constante de los polinomios cldsicos
{Q,}, ortogonales con respecto a la funcion peso w.

A continuacién veremos algunos ejemplos relacionados con (2,10), para los casos especiales de
los pesos de Jacobi, Laguerre y Hermite.

Ejemplo 2.1.4 El caso mds simple es el de Hermite con el peso w(x) = e

constante optima es
n!
Cop(w) = 2K* [ ——.
n,k( ) (I’l—k)'

Ejemplo 2.1.5 Consideremos el peso generalizado de Laguerre dado por w(x) = x*e™* donde
s> -1y x €(0,+00). Entonces obtenemos la siguiente desigualdad:

|
2 p(k n
12 POl 2g11y,0) < \/%”P”Lz([_l’”’w)

con igualdad si y solo si P(x) = CL,(f)(x), con L,(f) el n—ésimo polinomio de Laguerre de orden s,
con s>—17y xe(0,+0).

sobre (—oo0,+00) yla
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Ejemplo 2.1.6 Sea el peso Jacobi dado por P (x) = (1-x)*(1+x)® con a,B> -1y x € (=1,1).
Entonces para 1 <k < n, (2,10) nos queda de la siguiente manera:

n'Tn+a+B+k+1)
m-!Tn+a+p+1)

2\k/2 p(k
L= 222 POl 2y 1y o) < \/ IPllqon, oo (2.10)

la igualdad se satisface si y sélo si P(x) = CP,(f’B )(x), donde Pff’ﬁ ) es el n—ésimo polinomio de
Jacobi con a,B > -1 en (—1,1).

Observemos que la desigualdad de tipo Markov-Bernstein (2.11) puede expresarse de la siguiente
manera:

Th+a+B+k+1)
) n
1oy = \/(n — I T(n+a+B+1) TR

para @, > -1y 1 <k <n.

En 1972, I. K. Daugavet junto a S. Z. Rafal’son y S. V. Konjagin, seis afios mas tarde, consideraron
el problema extremal de la siguiente forma (ver [2] y [22]):

k .
||P( )”Ll’([—l,l],w,v) < Au(g.p; p,v) ||P||L‘1([—l,l],w,;1)

con PeP,, y
1 Va
([ 170 wrpax) . si 0= <4,
W laq-1.11, 00 = )
ess sup |f(x)| w*, Si g = +oo.
—l<x<1
donde la funcién peso esta dada por w = 1 — x?, para x € [—1,1]. El caso cuando p = g > 1,

u=v=0,y k=1, fue considerado por E. Hille, G. Szego y J. D. Tamarkin (ver [23]).

La constante A, x(q,u; p,v), es conocida en pocos casos. Por ejemplo, A, ;(+00,0;1,0) = 2n y

n!Tn+4u+k+1)
1Pl z2=1,17, w)-
n-Kk!'T(n+4u+p)

An,k(25 M 2,/1 + k/2) = J

2.1.2. Desigualdades de tipo Markov-Benstein para pesos tipo Freud

En afios recientes las desigualdades de tipo Markov-Bernstein han sido ingrediente esencial en la
teoria de aproximacion con pesos w definidos en R. Estas desigualdades relacionan el tamafio de P'w
con el de Pw, para polinomios P. Tipicamente, los pesos considerados han sido los pesos Freud, es
decir, w = exp(—Q), donde Q es una funcién real de variable real, par y de crecimiento polinomial
suave en el infinito. Un ejemplo por excelencia de los pesos Freud es:

w, = exp(—|x|*), a > 0. (2.12)
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En 1931, W. E. Milne, al considerar la funcién peso w(x) = exp(—x*) definida en R y la norma

uniforme ||f]lc = sup|f(x)|, probd la primera desigualdad de tipo Markov (ver [56]):
xeR

l(WP)ll < C VnllwPllw

donde C es una constante positiva independiente de n.

Consideremos ahora el caso en que w(x) = exp(—x*>/2) y lanormaen L? definida por

1/q .
1l = {(fl it (2.13)

esssup|f(x)l, si g=+o0
xel

donde I es cualquier intervalo de la recta real, ¢ > 0, f una funcién Lebesgue medible en I,

W lleod = 11Fl Y Nfllgr = Ifllg-

En 1971, G. Freud prob¢ las siguientes desigualdades de tipo Markov-Bernstein en la norma L?
sobre R (ver [56]):

lwP'll; < C VrlwPl, y IHwP1®ll, < D |lwPl,

donde PeP,, 1 < g < +o0o, k>0 y para algunas constantes C = C(g) y D independientes de n.

El anédlogo de la desigualdad de Markov para los pesos w,, dados por (2,12), viene expresada
por:
lweP'lly; < CAu(@) llwaPlly, (2.14)

donde
n'~le sia>1,
Aa) =4 logln+1), si a=1,
1, si a<l,
con PeP,, n>1y C = C(q,a) una constante que depende de g € (0, +] y @, peronoden o P.

Para a > 2, esta desigualdad fue probada por G. Freud; para 1 < @ < 2 por E. Levin y D. Lubinsky;
y para « < 1, por P. Nevai y V. Totik (ver [38]).

Recientemente, las desigualdades de Markov y Bernstein han sido establecidas para una gran can-
tidad de pesos Freud, w(x) = exp(—Q(x)), (el lector interesado en el estudio de este tipo de pesos
puede consultar [43]). Una generalizacion més reciente de (2,14) para pesos Freud, fue probada por
Levin y Lubinsky en 1990 y es la siguiente (ver [38] y [56]):

Teorema 2.1.5 (Levin-Lubinsky ) Sea w = exp(—Q(x)) donde Q es una funcion par 'y continua en
R y creciente en (0,+c0), Q(0) =0, Q" continua en (0,+c0) y existen Cy,C, positivos tales que:

Ci < QW) /Q' (%) < Gy, x € (0, +00).

Entonces existe C; > 0 tal que para n=1,2,3,---,y PeP,,

Csn
1P wlle < {f; dS/Q_l(S)} IPwlle
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donde Q7' es la funcion inversa de Q, que satisface
0 QW) = x, x € (0, +00).

En 1986, Nevai y Totik consideraron pesos de crecimiento mas lento que |x| y llegaron al siguiente
resultado (ver [38]):

Teorema 2.1.6 (Nevai-Totik) Sea w(x) = exp(—Q(x)), donde Q(x) es par, creciente y concava en
(0, 00), con
= 0x)

| 1+x2dx<oo

Entonces paran>1y P €P,,
1P’ wlle < CllPwllw,

donde la norma uniforme es tomada en R y la constante C, no depende ni de n ni de P. Si ademds,
200 - 02 _
im ——————— = +o00
xX—+00 log X

entonces, dado q > 0, tenemos que

IPwll, < CllPwlly,

para cada P € P, con n > 1, con C independiente de n'y P.

Las desigualdades de tipo Markov para pesos Erdos; es decir, pesos de la forma w = exp(—-Q)
donde Q es de mayor crecimiento polinomial en el infinito, son mds complicadas que para el caso de
pesos Freud. Para describir la siguiente desigualdad, necesitamos:

Definicion 2.1.1 Sea w = exp(—Q(x)), donde Q(x) es pary continuaen R, Q’(x) existe en (0,0) y
xQ'(x) es creciente en (0, 00), con limites 0 e oo en 0 e oo, respectivamente. Para u > 0, definimos
el numero de Mhaskar-Rahmanov-Saff, a,(w), como la raiz positiva de la siguiente ecuacion:

2 1
u= = f a,t Q' (a,)(1 — )72y,
T Jo

Para n un entero positivo, el nimero de Mhaskar-Rahmanov-Saff, a,, satisface la identidad funda-
mental establecida por H. N. Mhaskar y E. B. Saff:

lwPlr = llwPll-q,a,- (2.15)

para cada n > 1, P € P, y con normas definidas en (2,13). Ademds, Mhaskar y Saff mostraron que
[—a,, a,] es esencialmente el intervalo mds pequefio para el cual se satisface (2,15) (ver [43]).

En el caso de los pesos exponenciales w, = exp(—|x|*), @ > —1, Freud, demostr6 que los mono-
mios con peso x"w,(x) alcanzan su maximo médulo en la recta real en el nimero de Freud:

n 1/«
e
a
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Freud y Nevai probaron que existen constantes C; y C, tales paracada P € P,,
”Pwa”q < C2”Pwa”[—Clnl/”,C]n'/“]- (2.16)

Las constantes C; y C, pueden tomarse independientes de n, y p > 1. La desigualdad (2,16) se
denomina desigualdad de rango restricto. Para pesos exponenciales generales, las desigualdades de
rango restricto se han estudiado en [31].

Ahora presentamos la siguiente desigualdad, establecida en 1990 por D. Lubinsky, para pesos
Erdos (ver [37]):

Teorema 2.1.7 (D. Lubinsky) Sean w(x) = exp(—Q(x)), donde Q(x) is continua y par en R, Q" (x) es
continua en (0, 00), Q'(x) > 0 en (0, 00) y la funcion definida por

x(x) := (xQ'(x))" / Q' (%),

para x € (0,00), la cual es positiva y creciente en (0,+c0) con y(0+) > 0,

lim y(x) = oo,
X—+00

x(x) = O(Q'(x)l/z), cuando x — oo.

Entonces existe C tal que:
1Pl < CQ'(ay) lIPwllg,

para cada P €P,, n> 1, ydonde a, es el niimero de Mhaskar-Rahmanov-Saff para w.

Existen muchos resultados sobre desigualdades de tipo Markov-Bernstein para pesos Freud y Er-
dos en L? con (0 < g < +00). El lector interesado puede consultar un agradable estudio presentado
por Nevai en [59] y otro mds reciente dado por Lubinsky en [38].

Desigualdades de tipo Markov-Bernstein para pesos exponenciales: Algunos métodos de demos-
tracion

Hay una gran variedad de métodos utilizados para probar desigualdades de tipo Markov-Bernstein
para pesos exponenciales. En lo que sigue daremos algunas ideas sobre algunos de estos métodos los
cuales estdn resefiados por Lubinsky en [40].

Utilizaremos ~ como en [58]. Escribiremos ¢, ~ d, si existen Cy,C, > 0 tales que:

o

n

C]Sd—n

< Gy,

para n sufientemente grande.

De manera similar definimos f(x) ~ g(x).

» Método de Freud via medias de De la Vallée Poussin: Consideremos la funcién peso expo-
nencial w(x) = exp(—Q(x)) la cual satisface que:
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i) Q" existey es positiva en (0, +c0).

ii) Q' espositivaen (0, +o0) con lir% Q'(x) = 0.

iii) Existen A,B > —1,talesque A —1 < X" < B-1.
Q'(x)
Para probar la siguiente desigualdad de Markov
, n
IPwlleo < C=[[Pwll, (2.17)

donde P € P,, lanorma uniforme es tomadaen R, C no dependenide n nide P, y a, es el n-
ésimo numero de Mhaskar-Rakhmanov-Saff para w. En primer lugar, recordemos la definicion
del operador de De la Vallée Poussin:

Para f en el espacio ¥ de las funciones medibles en R tales que:

f (fw)?

es finita, podemos formar el desarrollo ortonormal
f~ e (2.18)
=0

donde .
cj = f fpjwz, j=0.

El término general de la sucesion de sumas parciales asociada al desarrollo (2,18) lo expresa-
mos mediante:

n—1

Salf] = chpj'

=0

Sobre ¥ el operador de De la Vallée Poussin, V,[f], se define mediante:
1 2n
V. = - SiLf].
(1=~ D, S/

Jj=n+1

El método de Freud via medias de De la Vallée Poussin establece que (ver [40]):

e Si se prueba que
, n
IV, flowlle < Ca—llfwlloo- (2.19)

e Y se usael hecho de que V,[P] = P, para P € P,,
e Entonces (2,19) proporciona la desigualdad Markov-Bernstein (2,17).
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= Reemplazar el peso por un polinomio: Aplicado sélo a una cantidad limitada de pesos. Su-
pongamos que para algin K > 0, existen polinomios S ,,, de grado menor o igual que Kn, con

S
C] < — < CZ en [_zana2an]
w
d 5]
oot en [-ap.a
a,

Estos polinomios permiten reducir desigualdades de Bernstein con pesos a desigualdades clé-
sicas de Bernstein sin pesos.

El método utiliza tanto las propiedades de la norma || - [|,, con g > 0, como las de los polino-
mios S, y S,. Ademas se consideran las desigualdades de rango restricto

-1
1P wll, ClIPWlli-apan < CCUIP'Slli-ayan

<
< CCTIPS W) lli-apan + I1PS lli-aya]

IA

2n n
-1 ’
CCy [ — PSS ) li=2a,2a,1 + — IIPS W li=ana,]
a, a

para probar la siguiente desigualdad:

IPwl, <  CllPwll.

= Método de P. Nevai y V. Totik: Recomendado para desigualdades que involucren pesos de
decrecimiento lento tales como los pesos exponenciales w,, con a < 1.

e Sea {t;} una sucesion de numeros positivos tal que
1
T = Z — < oo.
1
J

e Consideremos la funcion entera:

El producto puede ser finito o infinito.

e Sea Q una funcién par, decreciente en (0, +00), tal que

T xzdx < o0, (2.20)
0

e Escojer la sucesion {¢;} de tal manera que T < }T y

IB(x)| < K exp(—Q(x))

para x € R y algin K > 0.
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e Como (2,20) se satisface, Nevai y Totik, utilizaron las sumas parciales de B, para cons-
truir polinomios P, € P,, con un maximo localen 0,y P,(0) =1 y para x € [-1,1],
|P(X)| < K exp(—Q(nx)).

e Si definimos

S.(x) = P (| a |)

entonces S, es un polinomio de grado menor o igual a [a,] y satisface que
) 8,0 =1,

i) §,0)=0, 'y

iii) |S,(%)| < K exp(-Q(x)) para x € [-a,,a,] y n>1.

e Utilizando una version de la desigualdad de Bernstein se llega a que (ver [40]):
|(Pw)(0)] < CllPwlle

donde la noma uniforme es tomada en el intervalo [—a,, a,].

e Para extender la desigualdad a x > 0, se utiliza la concavidad y paridad de la funcién Q.

= Método de Dzrbasjan/ Kroé y Szabados: Comienza expresando la derivada de un polinomio
P de grado n, a través de la férmula de estimacién de Cauchy:

P ) = ‘— _PO_

1
e G| < ¢ SuplP@L = =l = €.

El numero é siempre es elegido como la constante de la desigualdad de Markov-Bernstein.

Para estimar P(¢) en términos de los valores de Pw sobre la recta real, se escribe t = u + iv
y se utiliza una desigualdad frecuentemente planteada en la teoria de funciones andliticas en el
semiplano superior:

. IVI log |P(s)| f ™ log M + Q(s)
log |P < ————ds < ———d
oglPu+ )l < e (85— u)? 40?2 t e e (5?2 +02 :
v [ O(s)
= logM + — ——d 2.21
o8 T Joe (s—u)?+1? g @21

donde las integrales involucradas deben ser convergentes, M = ||Pw||., con norma uniforme en
R, yla funcién Q satisface que:
0]

o 1+7

y para s > 1,

O(s) ~ sQ'(s) ~ s° Q" (s).
Con estas consideraciones se debe demostrar que:

log IPwl(x) < log ~ + log M + sup' L f‘” %ds

. (2.22)
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Se procede a estimar la integral en el lado derecho de la desigualdad (2,22), dividiéndola en
varias partes.

Primero se demuestra que para x > 1, podemos hallar C > 0, tal que:

—+00
g(y) ds.
v+ 1

1
log|P'w|(x) < log— + logM + Ce
€

Una estimacion similar se cumple en (—co, —1]. En [—1, 1] es més sencillo de calcular y esco-
giendo € = 1, se obtiene la desigualdad de Markov:

1P wlle < CllPwlleo
donde la norma uniforme es tomada en R.

= Método de Levin y Lubinsky: Al igual que el método anterior, en éste también se utiliza la
formula de Cauchy para derivadas. Sin embargo, en lugar de recurrir a (2,21), se utiliza la
teoria del potencial logaritmico para demostrar andlogos a la desigualdad de Bernstein-Walsh,
las cuales comparan el crecimiento de un polinomio en el plano complejo, conociendo su norma
uniforme sobre un compacto de capacidad mayor que cero. Para 1 < p < +o00o, el método se
describe a continuacion:

e Para x >0 y € > 0, al considerar la funcién entera F, definida mediante:
F(z) = exp(=Q(x) = Q' (x)(z — x))

se obtiene que: _ ’
FP2) = o), j=0,1

e Utilizando la desigualdad de Holder con g = 1% tenemos:

1 f (PEID
|

2_”i t—x|=€ (t - x)2

1 1/p 1 1/p
(— f IPFxlp(t)ldtl) (— f Ir—xl‘z"(t)ldtl) :
2r li—x|=€ 2n [t—x|=€

T 1/p
[(Pw) (x)] < l(if |PF.|P (x+eexp(i9)d0) )

e\2n J_,

[(Pw) ()] = I(PF.) (x)]

De donde,

e Haciendo variar €, considerdndolo como una funcién de x, € = €(n,x) = ¢,(x), donde
¢ se define para n > 1, mediante:

-

azn

ay
(pn(x) =
=

con a, = C;n"%, a > 1, C; una constante positivay T(t) =

+ (nT(az,)) ">

tQ'(n)
JUN
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e Se llega a que:
IF:(0)] < Cw(z) para |z —x| < @,(x).

e Aplicando resultados sobre teoria de potenciales se llega a (ver [40]):

f " Gl(PoY ()P < C f PO

2.1.3. Resultados de K. H. Kwon y D. W. Lee

En 1999, K. H. Kwon y D. W. Lee, considerando la norma definida en P(C) :

+00 1/2
P2 = { f |P<x)|2du(x>} : (2.23)

(o)

donde du, es cualquier medida positiva de Borel, mostraron que las desigualdes de tipo Markov-
Bernstein en espacios L? con norma (2,23), se satisface no sélo para derivadas si no también para
cualquier operador definido en P(C).

En adelante, asumiremos que u es una funcion creciente en R tal que
+00
f x"du(x)

supp(u) = {x e R|u(x +€) —u(x—€) >0, paracada € >0}

<o, n=0,1,...

y que el conjunto

tiene cardinalidad N + 1. Entonces existe un Unico sistema de polinomios ortonormales {P f}j:O de
orden N relativo a du (Ver [73]).

Para 1 <a<ooy c=(cyci,...,c,) €C' utilizaremos la siguiente notacién:

(Siso lexd), si 1<a<oo
llcll, =
max{|c,| : 0 <k <n}, si a=oo.

Ademas para P € P(C), consideremos la norma dada por (2,23).

Sea T : P,(C) — P(C) un operador lineal, donde n es cualquier entero fijo con 0 < n < N.
Entonces T es acotado y por lo tanto existe una constante vy,(7"), que depende s6lo de ny T, tal que:

ITPll2y < Ya(M)IPllr2gy, P € Pu(O).

Entonces, nuestro problema extremal consiste en hallar una expresion explicita para la constante
Optima:
W(T) = sup [ITPllp2- (2.24)
WPl 2, =1
Asi, la constante 6ptima viene dada por (2,24) y la expresion explicita para ella, estard dada en los
siguientes resultados (ver [28]).
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Teorema 2.1.8 Sean T y ,(T) como antes. Entonces

D'A(m)D¢’
() = sup (| AUIDE
ceCn+1\ {0} CA(n)C

donde ¢ = (cy,ci,...,c,) son vectores en C™', D = (dj')OsiSm, o<j<n Y A(n) = (al,i)zleo son
matrices cuyas entradas estan dadas por

(T¢))(x) = ZO digi(x),  m = mix grad(T'¢,),
con {(l)j}j.';o una sucesion de polinomios tal que grad(¢;) = j, para j >0,y

a; = f ¢ §; du(x).

Teorema 2.1.9 Sean T y ,(T) como en el teorema 2.1.8, si asumimos que m = max grad(TP;) < N,

entonces
. 2\ 2
AT) = sup 137> e o

llella=1 i=0 | j=0

CEC’HI
donde D = (d.j ) _ _es la matriz cuyas entradas estdn dadas por

L/0<i<m,0<j<n
(TP)x) = ) diPi(x), (2.25)
i=0

donde {P j}IJy: o €s un sistema de polinomios ortonormales de orden N relativo a du. Ademds, ,(T)
satisface la siguiente estimacion:

max 17 Pilzzg) < o(T) < Cla,n) [T Pollzzgos - - - 1T Gallizg) |, -
para cualquier a con 1 < a < o y donde
a 1 1
C(a,n) = sup ﬂ -+-=1.
cecr oy llcll2 a b

En los casos particulares de que a = 1 0 a = 2, tenemos el siguiente

Corolario 2.1.1 Sean T y ,(T) como en el teorema 2.1.9. Entonces

max I TPll 2 < o(T) < Vi + Imax |ITP;ll 2,
0<j<n 0<j<n

. 1/2
. 2
max ITPllg) < o(T) < Vn+1 {Z(; ||TP/||L2(/1)} .
=
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Otro resultado debido a Kwon y Lee, el cual es de especial interés para nosotros, es el que damos
a continuacion (ver [28]).

Teorema 2.1.10 Sean T y ,(T) como en el teorema 2.1.8. Si A(n) y D'A(m) D conmutan, entonces

) Vj
A7) = max _[—,
0<jsn \

donde v; son los valores propios positivos de A(n), w; los valores propios no negativos de D'A(m) D
tales que:
Au; = vju;, D'A(m)Du; = pju;

con {u j}?:o los n+ 1 vectores propios linealmente independientes comunes de A(n) y D'A(m) D.

2.1.4. Problemas extremales de tipo Markov-Nikolskii

k

d
Las desigualdades del tipo (1,1), donde T = T con k=0,1,---, se denominan Desigualda-
X

des de tipo Markov-Nikolskii. En 1969, G. Labelle aport6é un ejemplo al proporcionar una expresion
k

explicita de la constante 6ptima ,, ( ) , para la norma uniforme en [—1, 1] y la norma

dxk

1 1/2
W N2y = (fl If(x)ldx) .

El lector interesado puede consultar [29] y [56].

Teorema 2.1.11 (G. Labelle) Si P € P,, entonces para cada 0 < k < n se cumple la siguiente
desigualdad

1oy < Gk=DUetk+ D) ( n+k

20k + 1) n—k ) Pl (2.26)

La igualdad en (2,26) solo se cumple para miiltiplos constantes del polinomio

n—k .
>@i+2k+1) ( 2k +1 ) Piyi(),
i=0

l

donde P, es el polinomio de Legendre de grado v.

d_") _ (2k—1)!!(n+k+1)(n+k)
dxt) V22K + 1) n—k |

El teorema 2,1,11 establece que para 0 < k <n: ,,(

Demostracion 2.1.11 Sea
P(x) = (v+ 1/2)'2 P (),
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el polinomio ortonormal de Legendre de grado v. Entonces cualquier polinomio P en P,, puede ser
Unicamente expresado mediante

P()C) = 23:0 ay, ¢v(x)
donde

n 1/2
2
||P||L2([—1,1]) = [Z (ay) ) .
v=0

De aqui, para xo = cos6, en [—1, 1], tenemos que:

n

D P (x0)
v=0

[ n 121 0

D 8P [Z w]
L v=0 B v=0

12
WPl2-1,17- (2.27)

1P (xo)]

1/2

IA

[ n

= Z (v + %) {P(Vk)(cos 90)}2

L v=0

La igualdad es obtenida solamente para multiplos constantes de

n

D7 ¢¥(cos o)py (). (2.28)

v=0

Ahorapara 0 <8 <y k>0, por propiedades de los polinomios de Legendre, tenemos que:

P®(cosh) = 2k - 1! Z D(k,n — v;0)P,(cos b), (2.29)
v=0
donde
senvif + --- + senv 0
D(k,u;0) =

(k, 1;6) N +Z;k=;4 senk 0

En particular,
P.7(1) 2k D"(n—k)’
k) _ 1k _ " n+ k
P (-1) (-D)""(2k D"(n—k)

POy = {<2k—1>!!<—1><"'<>/2( o ;/1;)/2) si n=kimod?)

0, si n # k(mod?2).
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Ahora, si 0 < 8 <,

< vl+.§vk:lvl"'v" = D, 0) = (“;:1)
De (2,29) tenemos que
PPcosl < 1001 = k- 1T
= IPYD

Asi, el factor constante en (2,27), alcanzard su maximo en 6, = 0 y en 6, = m. Entonces,

1Pl

IA

n 1/2
[gow + 1/ PPEDP| 1Pl

Qk-D!f & vk 2]

= T |:Z:0(2V + 1)( v k ) :| ||P(k)||L2[_l’l]
k=D n+k+1 (n+k
\/E (2k+ 1)1/2( n— k )”P”LZ[—I,IJ-

Sustituyendo en (2,28) 6 por 0, 7 y g, obtenemos el polinomio extremal.

En los ejemplos que siguen, sean la norma uniforme definida en [-1,1] y

1 1/2
”f”LZ([—l,l],w) = (fl |f(x)] dw(x)) ,

donde w es una funcién peso dada. Daremos algunas desigualdades de tipo Bernstein-Nikolskii; es
decir, desigualdades que involucran normas distintas tal que alguna o las dos dependen de una funcién
peso dada y el operador lineal puede ser el operador identidad. Para nuestro primer ejemplo conside-
raremos un peso especial: el peso de Jacobi.

Ejemplo 2.1.7 En 1974, A. Lupas hallo la desigualdad optima relacionada al problema extremal de
tipo Bernstein—Nikolskii, en donde se considera la norma infinito en [-1,1] y la norma L*

1 1/2
IPllizta e = ( f |P<x)|2w<“ﬁ><x>dx) . (2.30)
-1

donde w'*P(x) = (1 —x)*(1 +x)y con a,B > —1, es el peso Jacobi. El método que empled Lupas
para la demostracion de dicha desigualdad, puede ser resumido en los siguientes pasos:
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i) Dado un polinomio P € P,, considerar la representacion de Fourier de P con respecto a la

base ortonormal {P;‘I’B )};?:0, a,B > —1, generada por el producto interno de donde proviene la

norma dada en (2,30) :

1/2

1
(P,O) = ( f P(x)Q(x) P (x)dx (2.31)

1

ii) Utilizar tal representacion de P y la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakowsky, para ha-
llar una cota superior para |P®(x)| para x € [-1,1] y k=0,1,...

iii) Estimar IIj—xkk P;a’ﬁ )II haciendo uso de las propiedades de las derivadas de los polinomios orto-
normales de Jacobi.

La clave de este método consiste en que el valor de IIdd—; P;‘I’ﬁ )||, para q = max(a,f) > —%, se
puede determinar explicitamente en términos de una familia de polinomios de Jacobi de pardmetros
(a+k,B+k). Sin embargo, si tenemos esto en mente al considerar ortogonalidad Sobolev en general,
es bien sabido que este hecho no se satisface.

Teorema 2.1.12 Sea P P,, k=0,1,... y g = max(a,B) > —1/2. Entonces

n

12
k! v+
) @) q
1P ]l < (22k+a+ﬁ+1 2 o ( vk ) IPllz2-1, 1,00

y polinomio extremal:
0(x) = D ) CP P(x) (2.32)
v=k

donde
(@) _
Cv,k -

v!(2v+a+,8+1)F(v+a/+ﬂ+k+l)( v+a+,8+k)(v+q)
I'v+a+ DHIv+B+1) k v—k

D es una constante y P(V“’ﬁ )(x) es el polinomio ortogonal de Jacobi de grado v.

Demostracion (Teorema 2.1.12)
Sean P el polinomio ortonormal de Jacobi de grado v y el producto interno 2,31 y donde w*?
es el peso Jacobi con a, > —1. Entonces cada P € P, puede ser expresado mediante

P(x) = ) PP () (2.33)
v=0

donde
Yy = <P’ p(va’ﬁ)>-

Por otra parte, observemos que

P 2oy = Dl (2.34)
v=0
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Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz-Buniakowsky y de (2.33) y (2.34), tenemos que

" 172
dk = 2
|P(k)(x)| S I:Z (ﬁ Pg ’ﬁ)(x)) ||P||(L2[—l,l],w(”’ﬁ))' (235)
v=k
De la siguiente relacion (ver [73])
& plesy = LEOEBEL porisnny
dx 2 ¢

donde PP es el polinomio ortogonal de Jacobi de grado v asociado al producto interno (2,31).
Entonces

n k

d” 5 ’ n k! via+B+k 2
(@f) = & (a+k B+k)
2 (Grrw) = 2 [2k 1P ( k ) S B

v=k v=k
_ v+r
T \v-k

donde r = max{a,B} > —1/2 y el mdximo es obtenido en X = —1 cuando r =3, oen X = 1, cuando
r = a. Luego (2,36) queda

N odE 2 - k! v+a+pB+k v+r\[
P < [— (
Z (dxk Z 2k |PEP| e k v—k

v=k v=k

Por otra parte sabemos que

(a+k,B+k) /v
PO ()

2

Z”:[k! \/v!(2v+a+,8+1)F(v+a+ﬁ+1)( vra+B+k ) ( V+r)

£a12k \ 20T (v + @+ DTy + B+ 1) k v—k
(k!)z C @p) | VT+T
< 22k+a+p+1 Z Cv,k v—k (237)
v=k

donde C™P — Y@rtatprDlowasprl) [V +@ +B+k v+r
onae L, = T TorarDI0BD) k v—k |’
12

e dada por (2,37) es justamente la constante establecida

2
La cota uniforme de [fo:k (i P (va’ﬂ)(x))

por el teorema. Para probar que esta constante es la optima, basta notar que el polinomio dado por
(2,32) transforma la desigualdad (2,35) en una igualdad. [ |

Ejemplo 2.1.8 A. Lupas también probo una interesante desigualdad de tipo Bernstein-Nikolskii, la
cual relaciona las normas antes consideradas.

n+a+pB+2) n+r+1
IPll < \/zwﬁﬂr(r Tt r < 1) ( " )||P||(L2[—1,1],w<“ﬁ>) (2.38)
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donde r = méx{a,B} > —-1/2 y r = min{a, B}.
La igualdad es vdlida para los polinomios

PCx) = Z": Qv+a+B+DIv+a+B+ I)Pid'ﬁ)(x)
v=0

'v+r+1)
donde PP es el polinomio de Jacobi de grado v.

Ejemplo 2.1.9 Utilizando una clase especial de polinomios y la norma

1/q

1
S o117, wedry = (f |f(x)|qw(a’ﬁ)(x)dx q=0,1,2,...,
-1

Milovanovic y Kovacevic probaron otra desigualdad de tipo Bernstein-Nikolskii.
Para P en P,, un polinomio positivo en (-1, 1), establecieron que:

I'lgn+a+p+2)
Pl < A Pllisor 1.0 2.39
1Pl \/2a+ﬁ+lr(r+ DI(gn+7 + 1) P leog-r00) (2.39)

donde r = max{a,B} > —1/2 y ¥ = min{a,B}. La igualdad en (2,39) es obtenida por

Pl = {c(l—x)", si r=8

cl+x)", si r=«a

donde c es una constante positiva arbitraria. Observemos que para q = 2, la constante en la desi-
gualdad (2,39) se acerca mds a la optima que la constante en (2,38).






Capitulo

Problemas extremales de tipo
Markov-Bernstein en espacios de
Sobolev con pesos

Este capitulo estd dedicado a presentar los resultados principales de este trabajo; determinacién
de una expresion explicita para la constante 6ptima ,(7") asociada a la desigualdad de tipo Markov-
Bernstein:

ITPlls <ya(DIIPlls, VP ePy(C),

donde T es un operador lineal y || - ||s denota cierta norma de Sobolev sobre P,(C) (teoremas 3.1.1 y
3.1.2). También obtenemos cotas para ,(7T') y construimos dos ejemplos finales (ver seccién 3.2), en
los cuales damos cotas explicitas para algunas clases importantes de normas de Sobolev asociadas a
pesos de Gegenbauer y de Laguerre. Todos los resultados presentados en este capitulo aparecen en
[63].

3.1. Desigualdades de Markov-Bernstein y polinomios ortogona-
les de Sobolev con pesos

Un producto interno de Sobolev sobre P o sobre P(C) es, esencialmente, aquel que involucra a
las derivadas de los polinomios hasta un cierto orden. En esta seccion trabajaremos con el siguiente
caso especial:

Sea (ug, 1) un vector de medidas no negativas sobre la recta real, tal que para j = 0,1, y n € Z*,

f x"du j(x)
A.

J

< 00,

(o)

es decir, cada elemento de la sucesion {x"}* , es una funcion u;—integrable paracada j; j=0,1, o
equivalentemente,
Wiy C L' j=0,1.

47
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con Ay y Ay, los soportes de g y u;, respectivamente. Estos soportes son subconjuntos, compactos
o no de R, tales que al menos uno de ellos debe contener una cantidad infinita de puntos y, para
evitar casos triviales, supondremos adicionalmente que p; no es la medida nula. Podemos definir en
un espacio adecuado de funciones de Sobolev, el cual contiene a P(C), el siguiente producto interno
de Sobolev asociado al vector de medidas (u, i) :

(P,Q)s = fA P(x) Q(x) dpto(x) + j; P'(x) Q'(x) dp (%), (3.1

para cada P, Q € P(C) y donde la barra indica el complejo conjugado de la funcién dada.

Plantearemos y resolveremos el problema extremal de tipo Markov-Bernstein (1,1), para el caso
enque T : (P,(C),||.lls) = (P(C),]|.|ls) es un operador lineal cualquiera y con respecto a la norma
Sobolev:

1/2
IPlls = (f PO dpo(x) + f 1P’ () d,ul(X)) - (3.2)
A() Al
Hallaremos una expresion explicita de ,(7), el operador norma de 7
AT) = sup |TPls.
[IPlls=1
PEP,(C)

Para lograr este objetivo, seguimos principalmente las ideas de K. H. Kwon y D. W. Lee en [28].
Nuestros resultados responden parcialmente a un problema abierto planteado en el afio 2008 por el
Profesor Francisco Marcelldn en una conferencia sobre Teoria Constructiva de Funciones, celebrada
en Campos do Jordao, Brasil. Sin embargo, otras aproximaciones relacionadas pueden encontrarse en
[44].

En el siguiente resultado, hallamos una expresion explicita para la norma Sobolev inducida por

(3,1) de un operador lineal 7, a través de los elementos de la matriz asociada a 7 con respecto a una
base para P(C).

Teorema 3.1.1 Sean n cualquier entero no negativo, T : P,(C) — P(C) un operador lineal, ,(T)
su operador norma Sobolev inducida por (3,1) y {¢,},>0 una base para el espacio vectorial P(C).

Entonces
c¢D'R(m + 1)D¢
oT) = sup \/ —,
ceCmr+1\{0} CR(I’Z + 1)C
—t . _ n+1 — J
donde ¢’ es la transpuesta conjugada del vector ¢ = (co,c1,...,¢,) € C\{0}, D = (dv)Ostm,OSVSn

y Rn+1)= (r"/)og jen SON matrices cuyas entradas estan dadas por:

(Tg)(x) = ) dig;(x). m:= mix deg(T4,)
j=0 o

rij 1= ¢i(x)mdﬂo(x) + ¢;(x)md,u1 (x).
Ao A1
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Demostracion (Teorema 3.1.1) Para P € P,(C), podemos hallar cgy,cy,cz,...,¢, € C tales que
P(x) = ) ¢,¢,(x), paracada x € R. Entonces,
v=0
1PIE = f [Z cvp(x) Y cj¢,~(x)]duo(x) + f [Z () ) cj¢'j(x))dﬂ1(x)
Ao \5=0 j=0 A \5=0 j=0
= Z Cy [ [ ¢, (x)¢ j(X)dpo(x) + ¢'V(X)¢}(X)d/11(X)}
v=0 j=0 Ao A
= Yol = D)) anG = cRn+DT, (3.3)
v=0 j=0 v=0 j=0

con ¢ = (cop,cC1,...,Cy,). Por otra parte,

ITPl; = . (T P)(x)*dpto(x) + A (T PY (x)PPdu (x)
= f ch[Zdi@(x)H [Za(Zd_{m] dpo(x)
Mo [5=0 i=0 v=0 Jj=0

+ [Zn: cy (i diqﬁ;(x)) ] [Zn: C [Zm: d_ljm) dp (x)
1 Ly=0 j=0

A i=0 =0

( cydi]Z[Z ad_{) f $i(0D D)o ()
i=0 \y=0 1=0 Ao

= j=0
( cvdi]Z[Z Ezd_{) fA ()¢ (xX)dpr (x)
=0 1

J=0

s

- Z( c,,df,] [ Eld{)rij = (DCYR(m + 1)(DE"). (3.4)
% j l§

Luego, de (3,3) y (3,4) se tiene que:

ITPlls _ |cD'R(m+ 1)Dc'
IPls cR(n + 1)c'

para cada P € P,(C) \ {0}. Por tanto,

D'R 1)D¢’
(T) < sup 2ROt )_,C . (3.5)
ceCm1\{0} cR(n+ 1)c
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Ademds, para ¢ = (cg, ci,...,c,) € C1\ {0} se tiene lo siguiente:
cD'R(m + 1)D¢’ {llTPllS }
€ PeP,(O\{0
\/ cRn + )" iPls | A
de aqui que:
t Nt
cD'R(m + 1)_1,)0 < (T
cR(n+ 1)c
para cada ¢ = (cg,cy,...,c,) € C"'\ {0} y en consecuencia
D'R(m + 1)D¢’
sup \/c mr DD ). (3.6)
ceCm\{0} cR(n+ 1)c
Por lo tanto, de (3,5) y (3,6) tenemos que:
cD'R(m + 1)D¢’
o(T)=sup \/ —
ceCm+1\{0} cR(n + I)C
[ |
En adelante, para cualquier vector ¢ = (cy, cy,...,¢,) € C™! utilizaremos la siguiente notacion:
(Sioled?)e sil<a<oo,

llella =
max{|c,| : 0 <v <n} sia=oco.

Teorema 3.1.2 Sean T y ,(T) como en el teorema 3.1.1y{Q,} ., una sucesion de polinomios orto-
normales con respecto al producto interno (3,1). Entonces

2) 2

} , 3.7

W(T) = sup {Z
es la matriz cuyas entradas estdn dadas por

n

Z c,d!

v=0

llell=1 | 5=
ceCml J=0

donde D = (dﬁ)

0<j<m,0<v<n
(TQIX) = ) d] 0i(x). (3.8)
Jj=0

Ademds, ,(T) satisface las siguientes estimaciones:

max [I7Q,lls < w(T) < Cla,m) | (IT Qolls. - ITuls ) (3.9)

b’
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para cualquieracon 1 <a<oo y donde

liclla

—_— =1.
cecrhyoy llell2

C(a,n) =

S| =

1
con —+
a

Demostracion (Teorema 3.1.2) Por hipétesis, {Q,}_, es una base ortonormal para P,(C). Por el
Teorema (3,1,1) y al considerar esta base ortonormal en lugar de {¢,}]_,, tenemos que la matriz
R(n + 1) es la matriz identidad 1,.,;. Por tanto, para ¢ = (cg,ci,...,c,) € C*!1\ {0} se tiene que:

cRn+ ' =|clp 'y  .T) = sup VeD'DC'.

ceCntl
[lell2=1
Ademas, si
d(? d? dgl’ . d%
G d b
D = d, di d, d

entonces
cD'D¢' = [zckdg] [Zc’sd_g + zckd;] [zc} I+ + zckd;"] [zesdsm]
k=0 5=0 k=0 5=0 k=0 5=0
m n . n . m n . 2
= Z [chd]i] [chd{] = Z chdwjx
j=0 |k=0 5=0 j=0 1ly=0
Por tanto, se cumple (3,7).
Para probar (3,9), seaacon 1 <a < oo cualquieray P(x) = ¢,0,(x) en P,(C). Entonces,
v=0
PR = <Z Q). Y’ ch,<x)> = Dl = B (3.10)
k=0 =0 s k=0
y
ITPlls < Xy |cv ITQlls | = e (T Qolls, IT Qills» - - - IT Qulls ) 111
donde ¢ = (cg,c1,...,cp) € C™1\ {0}
Ahora, utilizando la desigualdad de Holder, tenemos que:
ITPlls < llclla Il CITQolls, 1T Qillss- - 1T Qnlls ) lls, (3.11)

Il
—_

1 1
donde — + —
onde — + -
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Consideremos H : (P,(C), | - |ls) = (C"™', || - |l,), el operador lineal definido mediante:
HP = (co,...,¢Cn),
donde P = }_,¢,0,. Entonces H es un operador biyectivo y acotado con

|[HP||,
per, o0y IPlls

=l =

Luego, para cada P € P,(C) \ {0} se cumple que:

IHPll. < [HIIPls (3.12)
y por (3,10)
el < 1A llell2s (3.13)
para cada ¢ € C"!'\ {0}.
De (3,13) podemos concluir que:
C(a,n) < |HI.
. |H Pl
Supongamos que C(a,n) < ||H||, entoncesexiste P; € P,(C)\{0} tal que T2 > C(a,n).
1lls

Entonces, es posible hallar ¢’ = (¢, c},...,c,) € C™1\ {0}, el cual satisface que HP; = ¢’ con

H ’ . . , ..,
”Hp—’il‘lg“ = % Es decir, existe ¢’ € C"1\ {0}, tal que % > (C(a,n). Esto es una contradiccién

y por lo tanto C(a,n) = |H].
Volviendo a la desigualdad (3,11) y utilizando (3,12) tenemos que:

ITPlls < C(a,n) ICITQolls, ITQills, - 1T Onlls ) Mlx IIPlls-
De aqui, paracada P € P,(C) \ {0}

ITPlls
IIPlls

< Cla,mIAIT Qolls - - -, 1T Culls)lls

W(T) < Cla, )T Qolls, - - -, 1T Oulls -

Por ser {Q,}_, una base ortonormal para P,(C), |[TQO,lls € {|[TPlls | IPlls = 1}, para 0 <v < n.

Por tanto, max||TQ,|ls < .(T). [ |
0<v<n

El siguiente resultado nos proporciona una expresion explicita para C(a, n):

Lema 3.1.1 .
mn+1D2, si 1<a<?2

1, si 2<a< oo,
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Demostracion (Lema 3.1.1)

Caso I: Para a € [1,2], f(x) = x*“ es una funcién convexa en el intervalo [0,+o00). Como
2o nl? = 1, podemos aplicar la desigualdad de Jensen y para cada ¢ = (co,cy,...,c,) € C*'\{0},

se cumple que:

2 a
1 a 1 1 -4 2
(5 Siolel?)’ < S5 2ilel = 25 Zilel < o+ D7 (X leP)

n+l

1 ayl n i
= (Z\n/:O |Cv|a); < (I’l+ 1)(1_7); (ZV:O |Cv|2)2

11
= lela < (n+ D72 ic]f2.

Luego,
Cla,n) < (n+1)7, (3.14)
a 1)s
Sea ¢; =(1,1,...,1) e C"', entonces ey = (n ¥ )1 =(n+ 1)5‘%. De aqui y por (3,14)
llell (n+1)2
lletlla

(n+ 1)5‘% < Ca,n) < (n+ l)i‘%

llerll2

Asi, Cla,n) = (n+1)a72, para 1 <a<2.

Caso II: Sea a = o y ¢ = (cp,C1,...,¢,) € C"™'\{0}. Entonces para cada v € {0,1,...,n}
llclleo

licll2

< C(oo,n) < 1y seconcluye que: C(oo,n) = 1.

<1, Asi, C(co,n) < 1. Considerando c¢; = (1,0,0,...0), se cumple

lesl < lellz 'y de aqui,

que 1 = llctleo
llcill2

Caso III: Para 2 < a < o y ¢ € C"*'\{0}, se tiene que: |lclle < llcll. < llcll. Por lo tanto, para
cada ¢ € C"1\{0} : ll¢lleo < llcll

. llcll, — llell2
anterior, C(a,n) = 1.

I. De aqui, C(co,n) < C(a,n) < 1 y porel caso

[
Volviendo al Teorema 3,1,2 y para los casos a = 1 y a = 2, tenemos el siguiente resultado:
Corolario 3.1.1 Sean T y ,(T) como en el Teorema 3,1,2, entonces
max ||[TO)lls < (T) < Van+ 1max ||[TQ,lls. (3.15)
0<v<n 0<v<n

1

n 2
p 2
mx I7Q,]ls < n(T)S{ZOIITQVIIS} . (3.16)



Problemas extremales de tipo
54 Markov-Bernstein en espacios de Sobolev con pesos

Demostracion (Corolario 3.1.1) Del Teorema 3.1.2, tenemos que

mix |TQ,lls < w(T) < Cla.m) || (IT Qulls..-. ITQulls )

b’

Sia=1, b=cy[[(ITQlls.--.ITQulls ) ||, = maxITQ,ls. Utilizando el lema anterior,
C(1,n) = Vn+1 yladesigualdad (3,15) se cumple.
Para a = 2, b =2, |(ITQolls.....ITQuls)|, = {ZioITQIR} . C2.n) =1 y obtenemos
(3,16).
|

Los teoremas 2.1.2 y 2.1.9 del capitulo anterior, plantean el caso particular del teorema 3.1.2,
k

cuando u; = 0 y po es absolutamente continua. La mejor constante ,(7) o , Tk

X
denoto en el teorema 2.1.2, fueron obtenidas por Dorfler en [17] y K. H. Kwon y por D. W. Lee en
[28], respectivamente, siguiendo distintos enfoques.

), como se

Bajo las condiciones planteadas en el Teorema 3.1.1, se cumple que:

c¢D'R(m+ 1)D¢’
«(T)= sup —.
cecni\(0) cR(n+1)c

Por tanto, para cada ¢ € C""'/{0}, ,(T) es el valor mas pequefio de los A que satisfacen que:

t =t
1> cD'R(m + 1)_?c
cR(n+1)c

¢D'R(m+ 1)D¢'

/12
cRn+1)¢'

(3.17)

De aqui, para ¢ € C""'/{0} fijo pero arbitrario, se tiene que:

2 ¢D'R(m+ 1)D¢'
cRn+1)¢'

Esto implica que:
AZcRn+ )¢ — ¢D'Rm+ 1)De" > 0

c[/lzR(n+1)—D’R(m+1)5]Et > 0. (3.18)
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De (3,18) y como ¢ € C"'/{0} es arbitrario, A>R(n + 1) — D'R(m + 1)D es semi-definida
positiva. Asi, ,(T) es el valor mds pequefio de A tal que A>R(n + 1) — D'R(m + 1)D es semi-
definida positiva. Por ser py y p; medidas positivas en C, R(n + 1) es hermitiana para n > 0 y
D'R(m + 1) D es hermitiana y semidefinida positiva para m > 0.

Si Rm+1) y D'R(m + 1)D conmutan y ya que ambas son hermitianas (ver [30]), ellas tienen
n + 1 autovectores linealmente independientes comunes {u;}!, tales que:

Rn+Du; = Gwy, D' Rm+1)Du; = niu;, i=0,...,n, (3.19)
con {;, n; €R, i=0,1,...,n. En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.3 Sean T y ,(T) como en el Teorema 3.1.1. Si Rn+1) y D'R(m + )D conmutan,

entonces
W(T) = méx |2
O<i<n '\ {;

donde (; > 0 y n; >0, 0 < i < n, son los valores propios de R(n + 1) y D'R(m + 1)D,
respectivamente, como en (3,19).

Demostracion (Teorema 3.1.3) Debido a que R(n + 1) y D'R(m+1) D son matrices hermitianas,
donde R(n + 1) es definida positivay D' R(m + 1) D es semidefinida positiva, tenemos que £; > 0y
n; > 0, para cada i.

. (M . n; . P
Por otra parte, si ¢ = mdx _ [—, entonces se tiene que o> > — con i = 0,1,...,n. De aqui,
0<i<n i i
ol -1 >0, para i =0,1,...,n. Como ademds se cumple que:

[?Rn+1) = DR+ 1D)D|w; = (026 - i) us

se tiene que o2{; — n; es un valor propio no negativo para o R(n +_1) — D'R(m + 1)D, con
i=0,1,...,n Luego, o esun valor 4 tal que A Rn+1) — D'R(m + 1) D es semidefinida positiva.
Como ,(T) es el valor 4 més pequeiio que satisface la desigualdad (3,17), tenemos que:

WT) < o (3.20)

c¢D'R(m + 1)Dc’ < 2

Reciprocamente, para cada ¢ € C""1/{0}, se cumple que: —
cR(n+ 1)c

En particular, si ¢ = &2/ donde r esunenterotalque 0 <r<ny o = /&, se tiene que:

r

c¢D'R(m+1)D¢' i’ D' R(m + 1) D u, ', u, )
= = _— = g-.
cR(n+ )¢’ i R(n+ 1)u, il u,
@ D'R(m + )Dii!
Por teorema 3.1.2 AT) > — = oO. (3.21)
W Rn+ 1)t
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De (3,20) y (3,21), ,(T) =0
|

En el producto interno definido por (3,1), supongamos que u; es la medida nula y que yg es
una medida no negativa sobre la recta real, con soporte A, infinito o compacto, tal que todos los
momentos

m, = fx"duo(x) v=0,1,...

Ao

existen, son finitos y my > 0. Bajo estas condiciones, al considerar el producto interno de Sobolev
(3,1) definido en P,, vemos que éste coincide con el producto interno (2,4); es decir,

(P,Q)s := f; P(x) Q(x) dpio(x).

La norma Sobolev asociada se expresa mediante:
1
2 2
IPlls = { |P(x)| dﬂo(X)} :
Ay

El teorema 2.1.3 del segundo capitulo de este trabajo, presenta un resultado debido a G. V. Milova-

r

novi¢ (ver [56]), el cual determina una expresion explicita para la constante 6ptima ,, (F) , através
X

del maximo valor propio asociado a una matriz de tipo Gram.

En lo que sigue, generalizaremos y demostraremos un resultado similar al de Milovanovi¢, enfo-
cando la demostracion a la luz del Teorema 3.1.1.

Corolario 3.1.2 Sea (uy, u1) un vector de medidas no negativas sobre la recta real, asociado al
producto interno definido por (3,1), tal que uy no es indénticamente nula, los soportes Ay y Ay,
respectivamente, son compactos o no y al menos uno de ellos contiene un niimero infinito de puntos.
Los momentos asociados a dichas medidas existen y son finitos. Ademds, consideremos la norma
Sobolev dada por (3,2), {Q,},>0 una sucesion ortonormal inducida por (3,1) y el siguiente problema

extremal ) ©
d P
"(_k): sup u, 1<k<n
dx pepyc) IPlls

k
n(d ) = (rméx(Bn,k))l/z»

dxk

Entonces,

donde rm(B,1) es el mdximo valor propio de la matriz

Bn,k = [b(k)

Lj ]ksi,jsn ’
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cuyos elementos estdan dados por:

Un polinomio extremal es

Px) = ) ek i),

v=k
donde [cy, c1, . . ., cni]" es un vector propio de la matriz B, correspondiente al valor propio ruys(By.x).
Demostracion (Corolario 3.1.2) Al considerar la base ortonormal {Q,, ..., Q,} of P,(C) en el Teorema

3.1.3, podemos observar que la matriz R(n + 1) es la matriz identidad 7,,,. Por lo tanto, las matrices,
k

— — d
Rn+1)y D')R(m+1)D = D'D conmutan y para T = T 1 < k < n, tenemos que:
X

. ni
T) = —
(T) g;l_aé,/&,

donde & > 0y 20, 0 < i < n, son los valores propios de R(n + 1) y D'R(m + D,
respectivamente. Pero {; = 1 para 0 < i < n; por tanto,

W(T) = max iy
Veamos la relacién entre las matrices D' R(m + 1)D = D' D y la matriz B, ;. Sabemos que

D = (dj) o
0<v<n,0<j<m

donde las componentes de la matriz estdn expresadas por

d = , d
—(2) = ;d{/Qj’ m = mix deg[ﬁ(Qv)].

Ahora para k < i, j < n, se tiene que:

by = (Srod'Qr. Xiadi0)s = S d | Eiedi Q. Qs

Sitod|d%Qn Qods +dNQ1, O1)s + ... dXQr, Ous |

0 70 171 njn _ \'m rr
XD +d\d +... +dd = Y, dd,

Por lo tanto, la matriz B,; no es mds que el bloque de orden n — k + 1 de entradas no nulas de la



Problemas extremales de tipo
58 Markov-Bernstein en espacios de Sobolev con pesos

matriz D'R(m + 1)D = D'D. Es decir

00 ...0 O 0 0
00 ... 0 O 0 0
0 0
DD = |: : L | =
0 B,k
00 ... 0 brx  brgsr .. biy
00 ...0 bk+1,k bk+1,k+1 bk+1,n
00 ... 0 bux bugs1 ... buy
Luego,
WT) = {)Ei§ \/E = Vrmzix(Bn,k)-
Finalmente, si [cg,c1,...,c—k]" €s un vector propio de la matriz B,; correspondiente al valor

propio rmix(Banx), entonces el hecho de que P*(x) = X7, ¢,—xQy—«(x) sea un polinomio extremal,
es inmediato.

Consideremos ahora un problema extremal similar sobre el espacio de los polinomios con coefi-
cientes no negativos.

Sea T un operador lineal sobre el espacio de los polinomios reales P y consideremos el siguiente
problema extremal:
T(P
<) = sup TP
pes, |IPlls
donde
S, = {PePn : P(x) = Zcmy(x), ¢, >0, 0<v< n},
v=0
y {¢, },>0 €s una sucesion de polinomios reales con deg(¢,) = v, v > 0.

Siguiendo el argumento anterior, tenemos que para cada ¢ = (cg,cy,...,C,) € R™! con ¢, > 0,
0 < v < n, setiene que ; (T) es el valor mas pequefio de A que satisface

c[PR(n+1) — D'R(m+1)D] ¢ >0, (3.22)

donde las matrices R(n + 1) y D viene dadas como en el Teorema 3.1.1.
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Hagamos D'R(m + 1)D = (¥j)o<ij<n» Y asumamos que r;; > 0, 7;; > 0 para 0 < i,j < n, ysi
ri; = 0, entonces 7;; = 0. Sea

. ] Fij
0 := méax — :r;j>0¢.
0<i,j<n r,-j ’

Debido a que las componentes de ¢ son no negativos, la desigualdad (3,22) se cumple para A = 7. De
aqui,
*(T) <&

Teorema 3.1.4 Supongamos que el mdximo & se obtiene cuando i = j = s, entonces ; (T) = 7, es
decir,

Fss
ITPlls < [ —IIPlls, P€Sn, (3.23)

ss

y la igualdad se cumple para P(x) = b ¢,(x), donde b es una constante no negativa.

. e F )
Demostracion (Teorema 3.1.4) Por hipétesis, & = — . Consideremos ahora, ¢ = (cg, c1, ..., Cy)
rSS

talquec, =0, si v# s yc, =1, cuando v = s, entonces se tiene que,

c[7?R(n+ 1) = D'R(m + 1)D]c’ = 0 (3.24)
Asi se cumple que »(T) > 0, teniéndose entonces que ; (I')) = ¢. Laigualdad en (3,23) se
cumple para cualquier P(x) = ) ciép(x) € S, siysolosi ¢ = (co,cy,...,cy,) satisface (3,24). En

particular, sic, =0 para v # s y ¢, > 0 es arbitrario.

3.2. Ejemplos

En general, es muy dificil calcular ,(T), de manera explicita. Sin embargo, ilustraremos con
k

algunos ejemplos, el teorema 3.1.2, cuando T = Tk yparak =0,1,...,n. Ellector puede consultar
X

[28] para el caso en que u; = 0.

Ejemplo 3.2.1 Sea (u, 1) un vector de medidas no negativas sobre la recta real, definidas median-
te:

dpip(x) Xi-1.11(x) dx,
du(x) = (1 =x%)x1(x) dx,
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donde x|_1 1) es la funcion caracteristica sobre el intervalo [—1, 1]. Consideremos el producto interno
de Sobolev definido en P(C), mediante:

(P,Q)s = f P(x) Q(x) dpo(x) + f P'(x) Q' (x) dp (). (3.25)
R R

Utilizando el hecho de que:

2+l Fn+a+DITn+B+1)
Cn+a+p+1) n'n+a+p+1))

1
f PO PP (1 -0 (1 + xfdx = Oy
-1

donde {P'"* )},,>o son los polinomios ortogonales cldsicos de Jacobi, con a, > —1, y considerando
los polinomios cldsicos ortonormales de Legendre {P,},>o, definidos por:

v+ 1 v+ 1 W] (-1)/2y - 2))! .
Pv — = - P(O,O) — v—2j > ()
@) V2 BHW 2 2v A= plv—2pc V=D

tenemos que se satisface la relacion de ortogonalidad de Sobolev:

(P,,Pj)s =(v(v+ 1)+ 1)o,;, v,j=0.

Entonces, podemos facilmente deducir que el sistema {Q,},>o, definido por

w1l & ey -2)) .
= — >
Q.00 \ 2o+ H+2 ]Zo: i - plo—apt V=Y

es ortonormal con respecto al producto interno de Sobolev (3,25).

Por otra parte, si C9 es el m-ésimo polinomio de Gegenbauer , entonces

L&+ 1/2)[(m + 28) PE126-1/2) 4
TQROT(m +&+1/2) " ’

CO(x) = E>-1/2,

donde P>V o5 el m-ésimo polinomio de Jacobi normalizado por

1
+&- =

PE1261/D1) = (m 2), &E>—1/2.

Luego cada polinomio Q,, v—ésimo polinomio de Legendre ortonormalizado mediante la norma
| - |ls, puede ser expresado mediante polinomios de Gegenbauer de la siguiente manera:

_ |2+l ap
Q) = \/2v(v+1)+2c" ).
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Ademads, también sabemos que

d
EC,S?(x) = 26CH D (),

de donde, para 1 < k < m, podemos deducir que

d*
200 = 2@C ).
De aqui, utilizando la definicion del simbolo de Pochhammer y la formula de duplicacion de la
funcion Gamma:
INCES)

(/2% = /D) y T (k + 1/2) = 2!72T°(1/2)I'(2k)

respectivamente, y para 1 < k <v, obtenemos que:

Dy, (3.26)

k
%Qy(x) _ ( 2v+1 ) I'k+1) (k+
X

2vv+1)+2) 2T(k+1) Cont

Mas aiin, la relacion (ver [73, p. 99])

[m/2]
COM = D ajnC (), £>>0,
j=0

donde
_TQOm=2j+I(j+&E-Ol(m— j+&)

a jm — . . s
: FOJTE -l m—j+i+1)
nos proporciona para € = j+ 1/2, m=v—jy { =1/2 la siguiente identidad:

. 5]
U= a0,

J=0

Asi, la igualdad (3,26) es equivalente a:

v=k

Qv+ 1) )1/2 [5']

dk
va(X) = (m €iv—k Qv—k—Zj(x)’ (3.27)
=0
donde
v —k=2j+ DTG+ T —j+1/2) (v =k=2j)(v—k=2j+ D)+ 1\
Civk = JITKT(v—Fk—j+3/2) 2v—k-2j)+1 ’

k
Al considerar T = Tk y expresarlo de la forma:
X
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(TQ)) = ) dlQ;(x),

J=0

donde
m:= Snéx deg(TQ,) = v—k,

tenemos que la relacion (3,27) implica que los coeficientes en (3,8) estdn dados por:

. . . . v—k
' exii g si v+ jesimpar con 0< j<[3"],
j_
d, =
0, en otro caso,
y
v—k | n 2)2
W(T) = sup £ 313" cd]
clh=1 ‘_ —
l!ellérwl ]_0 v=0

A través del siguiente argumento, podemos hallar cotas para ,(T).

il |2 []
= max|——
k§vsn(v(v +1)+ 1)

€iv—k Qv—k—2j
, 2v+ 1 12
= max|——m—— A
ksvsn\v(v + 1) + 1 ’

[] 2
endonde A, = (Zj:é Iej’v_klz) .
Para estudiar este mdximo consideremos la funcion F : [-1/2,+00) — R definida mediante:
2x+ 1 v+ 1)\
Fe) ( (2x+1) @v+1) )

x(x+1)+1 viv+1)+1
1, ypara k <v < n tenemos que:

2n+1 ”2< 2v+1 ”2< 2k+1 \'?
nn+1)+1) “\vv+1D)+1) “\ktk+1)+1) °

dk
d_ Qv

xk

dk

_Qv

max
dx*

k<v<n

$ s

1/2
) .Debido a que F es decreciente en (0,3660254037, +c0), (

Por lo tanto,

2n+1 12 ) )
_ max A, < max
nn+1)+1 ksv<n k<v<n

S

dk

va

max
k<v<n

. ( 2k + 1 )”2 A
S|—————| maxA.
s k(k + 1) +1 k<v<n
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Luego, la desigualdad (3,15) nos da:

am+1 |77
(n(n+1)+1) max Ave < o(T)

Qk + 1)(n + 1))“2

ix Ay
Kkt D+ 1 | ko

k<v<n

n(T) < (

Ejemplo 3.2.2 En P(C), sea el siguiente producto interno:

(P,Q)y = f P(x) O(x) x® e™* H(x) dx, (3.28)

R

donde a > —1y H es la funcion escalonada de Heaviside:

1, si x>0
Hx) = {0, si x<0

Un sistema ortogonal asociado al producto (3,28) viene dado por la sucesion {Lff)(x)}, donde L,(f)(x)
es el n—ésimo polinomio de Laguerre:

o 3 v+ a\x/
L) = Z( 1>J(V ])],

Este sistema satisface la siguiente condicion de ortogonalidad:

o " _ n+auoa
<L<)L()> = F(a+1)( i )5nm.

n > —m

Consideremos el siguiente producto interno de Sobolev:
(P,Q)s := f P()Q(x)dpo(x) + f P () Q' (x)dp1(x), (3.29)
R R

para P,Q € P(C) y donde (ug, 1) es un vector de medidas no negativas sobre la recta real, tales
que:

dug(x) = x%e¢* H(x)dx,
duy (x) X e™ H(x)dx.

Debido a que:

d o
ECLS*)(X) = L"), (3.30)
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se tiene que los polinomios ortonormales cldsicos de Laguerre: {P\},5o, dados por

y! 1/2 @
(F(v+a+1)) L7

v! 1z (v +a\x/
v E 1V A
(F(v+a+1)) / ( 1)(v—j)j!’ vz 0.

J=0

P (x)

satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad Sobolev:

(PO, Pys = (v+ )35, v, j 20,

Ademads, se puede deducir que los polinomios {qg,a)},,zo, donde

' 1/2 v j
@y v! _1jv+ax_ -0
4" (v+1)F(v+a+1)) ;( )(v—j TR

son ortonormales con respecto al producto interno de Sobolev (3,29).
De (3.30) se tiene que
d* o
wL(V“)(x) = (DL, 1<k<y,

De aqui, para 1 < k < v, obtenemos que

k

k!

12
(@) 1K v! (k+a)
v (® = D ((V+1)F(V+a+1)) Lo ().

y utilizando la formula de adicion (ver [73, p. 391, Problema 90]):

4

LEP D+ y) = > L2 0LP ),
j=0

se puede concluir que:

dk ! 1/2 v-k @
“dV(x) = (—1)"( ) & 40, (331)

dxk v+ DI'v+a+1) =

donde

_ _((v—k—j+1)r(v—k—j+a+1))5(k+j—1)
A v —k=))! i

Sustituyendo j =v —k — j en (3,31), tenemos

' 1/2 v—k
V. ~ ((l)
ev—k—j,v—k qj (X)

d* (@) — k
ad =D ((v+ DI +a+1)

J=0
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dk
Al tomar T = T la relacion (3,31) implica que los coeficientes en (2,25) estdn dados por:
X

v—j—1

v_,-_k) 0<j<v-k,

B (v!(j+1)F(j+a+1) ”2(
d = =D Jjiv+ DI'v+a+1)

v

0 en otro caso,
tal que:
1
n—-k | n 2 E
o(T) = sup

llcll2=1 Z ZCVd‘J/

cecr =010

De manera similar al ejemplo anterior, hallemos cotas para ,(T).

v—k

~ (@)
ev—k—j,v—k (]j
J=0

4w
dxk QV

max
k<v<n

(3.32)

" 172
= max :

P kSVSn((V+ DI'v+a+ 1))

s

Entonces, se cumple que:

v—k
s @
ev—k—],v—k f]j
J=0

Al considerar la funcion G : N X (=1, +00) — R definida mediante:

v=k . . . 2\!/2
_ [Z (]+1)F(]+a/+1)(v—]—1))
S

= J! v—j—k

n!
m+DI(n+a+1)

Gn,a) =

tenemos que G como funcion en la variable n es creciente para —1 < a < 0, y decreciente cuando
a>0.

Sea aﬁ“) = (G, a))]/2 , para cada a > -1, y k <v < n. Entonces, para —1 < a <0,
v! 12
a’ < ((V + Dl +a+ 1)) < @ (3-33)
ypara a > 0,
(@) v! v (@)
A = ((y+ D +a+ 1)) s A (3-3
Volviendo a la expresion en (3,32), se tiene que:
max d—kq(“) = mdx ( i )1/2 ©,
ksvsn || dxk ™ S kvsn\(v+ DI+ a + 1) Y

donde

v—k . . . 21/2
A@ (]+1)F({+a/+1)v—]‘—1 k<v<n
Y Z J! v—j—k

J=0
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Utilizando (3,33) y (3,34), se llega a que:

d* .
a’ ' max A? < méx ||—¢'?|| < a@ mix AV, si —1<a<0,
k<v<n k<v<n dxk s k<v<n
y
dk
El ) max A(“) < max qf,“) < a'¥ max AE,“), si a>0.
k<v<n k<v<n || dxk P k<v<n

De aqui, la desigualdad (3,15) nos da que:

d“ mix A® < (7)< (m+ DY2d® max AY, si -1<a<0,

k k<v<n k<v<n

al’ mix AY < (T) < (n+ D' méx A,  si a>0.
k<v<n k<v<n

En particular, cuando a = 0, tenemos que

a’ = (GkO)'" = :

@) = (GnO)'" =

Por tanto,

. 12
m+DG+Dv—j-1
n<T>S;£23‘;z(Z Kt 1 (v—J—k)] '



Capitulo

Conclusiones y recomendaciones

En este ultimo capitulo mencionaremos los resultados fundamentales de nuestro trabajo y expon-
dremos problemas abiertos y futuras lineas de investigacion relativos a desigualdades de tipo Markov-
Bernstein con normas Sobolev.

4.1. Conclusiones

Las desigualdades de tipo Markov-Bernstein son un tépico ttil e interesante en teoria de apro-
ximacién. En este trabajo se determinan resultados asociados a desigualdades de este estilo en el
contexto de normas de Sobolev. Se obtienen representacion explicita y cotas para la constante éptima
2(P), incluso en el caso en el que ¥ es un operador lineal no necesariamente diferenciable. Ademads,
se determinan cotas explicitas para ejemplos concretos asociados a ciertas normas de Gegenbauer-
Sobolev y de Laguerre-Sobolev.

Aunque las pruebas son relativamente cortas y no parecen ser muy dificiles una vez dadas, obtener
la idea inicial del problema no es trivial y los resultados presentados en esta memoria resuelven par-
cialmente un problema abierto propuesto por el Profesor F. Marcellan en la conferencia “Constructive
Theory of Functions,” celebrada en Campos do Jordao, Brasil (2008).

4.2. Problemas abiertos y futuras lineas de investigacion

Problema 1. Dado el producto interno de Sobolev definido en P, mediante:

m

(P.Q)s =) fE PO) QP () = Y (PY, 0¥
k=0

k=0

donde para m € Z*, {i};—,, es un conjunto de m + 1 medidas finitas de Borel tales que sus soportes
Av, k= 0,1, -+, m,satisfacen que Ay C E C R y al menos A, contiene una cantidad infinita de
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puntos. Ademads, u,, no es la medida nulay si £ es un conjunto no acotado, supondremos que x" es
w—integrable en E, paracada k ytodo n € Z".

Consideremos ¥ : (P,(C),]|| - |ls) — (P(C),|| - |ls) un operador linealy m € Z*, con m > 1.
Estudiar el problema extremal:
Z(‘F) = sup |[¥Pls,

IIPlls=1
PeP,(C)

m 1/2
1Pls = {Z f POGP d,uk(X)} :
k=0 vE

Problema 2. Consideremos el producto interno de Sobolev definido en el espacio de los polino-
mios P, mediante:

donde

(P,Q)s = f P(x) O(x) du(x) + 4 f P'(x) Q'(x) du(x) + 17 f [P'(x) Q(x) + P(x) Q'(x)] du(x), (4.1)

donde 1 -n?> 0.
El producto interno (4,1) puede ser expresado en forma matricial de la siguiente manera:

<P,Q>s:f(PP')(}7 Z)(QQ,)M@.

Esta forma matricial es conocida como producto interno de Sobolev no diagonal. El caso n = 0 suele
llamarse “caso diagonal.”

Hallar las condiciones necesarias para establecer desigualdades andlogas a las desigualdades de
Markov-Bernstein en espacios de Sobolev dotados de un producto interno de Sobolev no diagonal.

Problema 3. Consideremos (, ) un producto interno definidoen P y || - || la norma inducida por

este producto interno:
IPIl = V(P P).

Sea ¥ : (P,(C),] - ) — (PC),]|| - ||), un operador lineal, determinar una férmula explicita para la
constante 6ptima ,, (\P) :

n () = sup [[¥P].
IPl=1
PeP,(C)

Problema 4. Para cualquier funcién no negativa ¢ en [—1,1] sea P(¢,n) la clase de todos los
polinomios P € P, tales que:
IP(X)] < ¢(x)
para cada x € [—1,1].

Para cada P € P(p,n), consideremos la norma:

|P(x)]

IPll, =
Y —l<x<1 QO(.X)
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y la norma Sobolev:

IPlls = [IPlly + 1Pl
Si|lPll, < 1y keZ* cdan grande puede ser ||[P®]||g ?

Problema 5. Sea (u, 1) un vector de medidas no negativas sobre la recta real, el cual satisface
que po no es identicamente nula, para j =0,1, y n=0,1,2,...,

f x"du j(x)
A.

J

< 00,

donde Ay y A;, son los soportes de uy y u;, respectivamente. Estos soportes son subconjuntos,
compactos o no, de C, tales que al menos uno de ellos debe contener una cantidad infinita de puntos.
Para P y Q polinomios, definimos:

(P,Q)s = f P(x) O(x) duy + f P'(x) Q'(x) du, (4.2)

AO A1
donde la barra indica el conjugado complejo de la funcién dada. Sabemos que (4,2) define un pro-
ducto interno sobre el espacio lineal de todos los polinomios.

Sea W, un subconjunto del espacio de P,(C). Estudiar el problema extremal de tipo Turan-
Sobolev dado por:

pk
B,i = inf P~ Tls (1 <k<n).
Pew, ||Pl|s

Hemos expuesto algunos problemas de la Teoria de Aproximacion en espacios de Sobolev que
estdn actualmente en vias de estudio o como futuras lineas de investigacion. Sin embargo, como ya
ha ocurrido a lo largo de los ultimos afios, muy probablemente nuevos e interesantes aspectos de esta
teoria surgirdn en un futuro préximo.






Apéndice

Polinomios Ortogonales

Como referencias para este apéndice, recomendamos [7], [34], [43], [58], [75] y [73].
Sea p una medida positiva y finita de Borel definida en la recta real. Supongamos que el conjunto,
supp(u), soporte de la medida y definido por:

supp(u) = {xeR:u(x—€,x+€)>0, paracada € >0 }

es un conjunto formado por una cantidad infinita de puntos y estd contenido en un subconjunto cerrado
E del eje real. En caso de que E sea un conjunto no acotado, supondremos ademds que para cada
n € Z*, los momentos

m, = fx”d,u(x) (A.1)
E

son finitos. Denotaremos por M(E), al espacio de las medidas soportadas en E con las propiedades
dadas anteriormente, por P al espacio vectorial de todos los polinomios y por P, el subespacio de P
de todos los polinomios de grado a lo sumo n y coeficientes reales.

Sabemos que L*(E,pu), el espacio de las funciones de cuadrado integrable en E con respecto a
la medida u, posee estructura de espacio de Hilbert al definir para cada f y g en este espacio, el
siguiente producto interno:

(s &1 = jl; f(x) g(x) dp(x) (A.2)

y la correspondiente norma

Il = \/ fE [f ()] du(x). (A.3)

El considerar este producto interno sobre el espacio P, nos lleva inmediatamente a la siguiente

Definicion A.0.1 Una sucesion {P,},so se dice que es una sucesion de polinomios ortogonales con
respecto al producto interno (A,2), si se satisface:

i) grad(P,) =n, paracada ne€Z".
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i) (P, Pr)rpeyy =0 si ngm y (P, p)rrey 0

Si para cada n € Z*, se cumple que ||P,|l;2 ) = 1, diremos que {P,},> es una sucesion de
polinomios ortonormales con respecto a la medida u. Ahora, si el coeficiente lider o principal de
P, es igual a uno, la sucesion se denominard, sucesion de polinomios ortogonales ménicos con
respecto a la medida .

Podemos observar que la condicion ii) de la definicion anterior, es equivalente a:
(P X2 = 0 sii k=0,1,---n—1. (A4)

A partir de la base canénica de los ménicos {1, x, x%,...} podemos utilizar el método de Jorgen
Pedersen Gram (1850 — 1916) y Erhard Schmidt (1845 — 1921) para obtener el resultado siguiente:

Teorema A.0.1 Existe una sucesion de polinomios {P,},>0 que satisfacen:

i) grad(P,) =n, paracada ne€Z".

i) (Pp, Pu)ppe,y =0 si n#m

Notemos que si {P,},>o €s una sucesién de polinomios dada a través del teorema anterior, con
P,(x) =y, X"+ -+ ,v1x+v0, 7V¥n # 0, entonces podemos construir dos sucesiones mds de polinomios

ortogonales, {P,},>0 ¥ {O.}.>0 tales que:

) . ~ P, e ) . .
= Sipara cada n consideramos P, = —, obtenemos una sucesion {P,},so de polinomios méni-

Vn
COs.

. P ., ) )
» SiQ, = W, entonces {Q,},>0 €s una sucesion de polinomios ortonormales.
nllL2(E , p)

Por otra parte, de (A,1) y (A,2) tenemos que para cada n € Z*, también podemos expresar los
momentos mediante

m, = (1, xn>L2(E,;1)~

La matriz de Gram para el producto (A,2) en la base candnica viene dada por:

my ny ny ce my
mp  mp mz 0 Mpyg

H, = |m m my - My (A.5)
my, Mpyyr My o0 nap

y matrices de este tipo, constantes a largo de las anti-diagonales, se conocen como matrices de Hankel.
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Si consideramos la expresion de P, a través de la base canénica, digamos

n

Pix)= ) aj ¥,

j=0
de las relaciones en (A,4) podemos formar el siguiente sistema de n ecuaciones con n+ 1 incégnitas
las cuales corresponden a los coeficientes del polinomio:

aop . Mo + ag,m 4+ -+ ap,amy 0
aop,, My t+ am + 0+ App Mgy 0
agn Ny + ay,m; + -+ Ay, My =0
ap,Mmy—1 + ay,m, + - + 4y, My = 0

y asi podemos obtener familias de polinomios ortogonales, salvo constantes multiplicativas, utilizando
la regla de Cramer, bajo el supuesto de que A, = detH, # 0 para cada n.

Si ademas suponemos que a,, > 0, existe una unica sucesion de polinomios ortonormales {Q),},>0,
donde

mO ml .« .. m}’l
my my e My 1
my ms T My 2
On(x) = /7l
An An—]
my—1 my, e Mop—1
1 X x"
y el coeficiente principal estd dado por
_ An—l
Ann = A

En el caso de la sucesioén de polinomios ortogonales ménicos, {P,},s0, tenemos que para cada n,
P, viene dado por:

my my my,
1 ny ny Ny
Pox) = 1 y Px) = A : : : , para n>0. (A.6)
n—1
my_1 my, e mau—1
1 X xn

Introduzcamos ahora un tipo muy especial de familias de polinomios ortogonales y para ello con-
sideremos la siguiente

Definicion A.0.2 El operador multiplicacion por la variable independiente x, M, : P — P se
define mediante:
Mx(P) = xP,

para cada P € P.
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Definiciéon A.0.3 Sea (, ) : PXP — [0, +c0) un producto interno sobre P. Diremos que {, ) es un
producto interno estandar sobre P, si el operador M, es autoadjunto, es decir,

(MA(P),Q) = (xP, Q) = (P,xQ) = (P,M(Q)),

para cada P,Q € P.

Asi, por ejemplo, el producto interno dado por (A,2), es un producto interno estdndar sobre P.

Definicion A.0.4 Diremos que una sucesion de polinomios ortogonales {P,},so es estdndar si es
ortogonal con respecto a un producto interno estdndar sobre P.

La sucesion {P,},>0, expresada en (A,6), es una sucesion de polinomios ortogonales moénicos
denominada sucesion estandar de polinomios ortogonales moénicos respecto a la medida p.

Ahora, la representacion en términos de matrices de Hankel (A,5), no es muy util a la hora de
calcular la expresion algebraica de los polinomios ortogonales ya que se requiere de la evaluacion
de determinantes. Existen maneras mas eficientes de expresar el comportamiento algebraico de los
polinomios ortogonales sobre la recta real y una de las propiedades fundamentales de los polinomios
ortogonales estdndar asociados a una medida yu, es que se pueden generar de manera recurrente.

Teorema A.0.2 Sea {P,},s0, la sucesion estandar de polinomios ortogonales respecto a la medi-
da p, con P,(x) = y,x" + 6,x' + ... Entonces esta sucesion satisface la siguiente relacion de
recurrencia a tres términos

XPn(x) = dp4 Pn+l(x) + bn Pn(x) + a, Pn—l(x)’ (A7)
con la condicion inicial que Py =1y P_; = 0. Los coeficientes de recurrencia estan dados por
e On  On
an=71>0 y b, = — - iy
Vn Yn o Vn+l

Los polinomios ménicos P, = %, satisfacen la relacion de recurrencia a tres términos
7 7 2
Pp(x) = (x=by) Py(x) — a,Pp1(%), (A.8)

La férmula de recurrencia (A,7), caracteriza las sucesiones de polinomios que son ortogonales
con respecto a alguna medida soportada en el eje real.

Teorema A.0.3 Sea {P,},>0, una sucesion de polinomios monicos en P generada por la relacion de
recurrencia (A,7), con a,., real positivoy b, real, entonces {P,},>0, es una sucesion estandar de
polinomios ortogonales monicos con respecto a una medida p (no necesariamente tinica).

El teorema fue enunciado por J.A. Favard en [20] y una demostracion puede ser hallada en [15].

Como consecuencia de la férmula de recurrencia (A,8), tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion A.0.1 Dos polinomios ortogonales consecutivos no pueden tener ceros comunes.

Demostracion Sea {P,},-o una sucesion de polinomios ortogonales moénicos y supongamos por el
absurdo que existe x, tal que P,.i(xo) = P,(xo) = 0. Pero por (A,8), p.-1(x9) = 0 y aplicando
repetidamente la formula de recurrencia llegamos a que Py(xy) = 0 , lo cual contradice el hecho de
que P, es el polinomio ménico constante uno. [ |

Sea g un elemento en M(E), tal que supp(u) contiene una cantidad infinita de puntos . Consi-
deremos {P,},>0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos asociada a u. Recordemos que la
cépsula convexa del soporte de u, denotada por CO(supp(u)) es el menor intervalo que contiene a
supp(u). Otras propiedades se resumen en

Proposicion A.0.2 Los ceros de los polinomios ortogonales {P,},>o son distintos y todos estdn en
el interior de CO(supp(u)), con la topologia de R. Ademads entre dos ceros de P, hay al menos un
cero de P,,, para m > n.

A.1. Polinomios ortogonales clasicos

Consideremos ahora una familia muy especial de medidas no negativas u en R, las medidas
absolutamente continuas con respecto a la medida de Borel en R cuyo soporte es un subconjunto E
de R; es decir, aquellas para las cuales existe una funcién w : E — R no negativa tal que:

du(x) = w(x)dx. (A9)

En L*(E,w), el espacio de las funciones u— medibles sobre E, con u que satisface (A,9), tales
que:

f Fdo) < oo,

E

paracada f € L*(E,w), consideremos el siguiente producto interno:

([, 81w = f F(x) g(x) w(x)dx. (A.10)
E

La norma asociada a este producto interno, conocida como norma cuadrdtica o euclidea, viene dada

por:
W l2Ew = \/ fE [f(x)]2 w(x)dx.

para fy g en L*(E,w).

Ejemplos de familias de polinomios ortogonales asociadas al producto interno (A,10), surgen en
el estudio de diversos fenémenos fisicos y en problemas propios de las matematicas; y los podemos
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hallar en teorfa de grupos, ecuaciones diferenciales, teorfa de probabilidad, dlgebra computacional,
teoria de aproximacidn, entre otros. Mientras que, en fisica e ingenieria tiene aplicaciones en la me-
cdnica cudntica, los osciladores y las teorfas de comunicacién. Estos son los llamados polinomios
ortogonales cldsicos, entre los que se encuentran los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi (con
los casos especiales de Legendre, Chebyshev y Gegenbauer). Cabe destacar que histéricamente, el
origen de los polinomios ortogonales puede situarse a finales del siglo XVIII, en conexién con la so-
lucién de ecuaciones en derivadas parciales por el método de separacion de variables y de problemas
de valores en la frontera. Con los estudio realizados por Adrien-Maric Legendre (1752 — 1833), en
relacion con el problema de la atraccion de un cuerpo por una esfera (1782), se introduce la primera
familia de polinomios ortogonales, hoy conocida con el nombre de Polinomios de Legendre.

Por otro lado, la familia de polinomios ortogonales cldsicos no sélo satisfacen una relacion de
recurrencia a tres términos (A,8), sino también otras propiedades importantes como son: el ser fun-
ciones propias de un operador diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polinomiales, sus
derivadas tambien constituyen una familia ortogonal, sus funciones generatrices pueden ser dadas
explicitamente, entre otras.

Ahora, no toda propiedad caracteriza a una sucesion de polinomios ortogonales clasicos. Sabemos
que la relacién de recurrencia a tres términos (A,7), determina a la sucesién de polinomios orto-
gonales si para cada n, a,,; es un real positivo y b, real (Teorema A.0.3). De hecho, podemos
hallar varias familias que cumplen alguna propiedad de recurrencia a tres términos (A,8), pero no
una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polinomiales, o la férmula de tipo
Rodrigues. Sélo las familias de polinomios ortogonales cldsicos cumplen estas propiedades y otras
mads que las caracterizan.

Definicion A.1.1 Diremos que una sucesion de polinomios ortogonales {P,},o es una sucesion de
polinomios ortogonales cldsicos con respecto a la funcion peso w si

(P, Pm>L2(E,w) = Omn d,zl,
donde 6,,, es el simbolo de Kronecker
{ 1, si m=n;
0, si m#n,
d, es la norma del polinomio P,, w es la solucion de la ecuacion de Pearson:
[c(Dw®)] = T(w(x), (A.11)

con o y T son polinomios fijos de grado a lo mds 2 y exactamente 1 respectivamente, tal que se
satisfaga la siguiente condicion de frontera

o(a)w(a) = o(b)w(b).

Observemos que (A,11) es equivalente a
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Se puede probar que las tnicas familias que satisfacen la anterior definicién son los polinomios de
Hermite, Laguerre y Jacobi (ver [8] y [15]). Existen otras propiedades que los caracterizan y algunas
de ellas vienen resumidas en el siguiente resultado:

Teorema A.1.1 Sea {P,},>0 una sucesion de polinomios ortogonales. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) {P,},>0 es una sucesion de polinomios ortogonales cldsicos.

ii) La sucesion de sus derivadas {P,},>1 es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto
a la funcion peso wi(x) = o(x)w(x), donde w satisface (A,11).

iii) {P,}ns0 satisface la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polinomiales
o(x)y” + t(x)y + 4,y = 0, (A.12)

donde deg(o) < 2, deg(t) = 1, con o y 1 polinomios independientes de n y A, es una
constante independiente de x.

iv) {P,},>0 puede ser expresada por la formula de Rodrigues

B, d"
w(x) dx"

P, (x) = [0 (x) w(x)].
donde B, es independiente de x, w es no negativa en un cierto intervalo de la recta, o es un
polinomio de grado a lo mds 2, independiente de n.

v) Existen tres sucesiones de niimeros complejos {a,},, {b,}., {c.}n y un polinomio o, con
deg(o) <2, tal que

O-(X)P; (x) = apPpy1 (x) + b, Py (x) + P (x), n21.

vi) Existen dos sucesiones de niimeros complejos {d,},, {e,}, tal que la siguiente relacion para
polinomios monicos se cumplen

P (%)
Py(x) = o

+ d,P,(x) + g.P,_,(x), g.#a, n=1.
donde en este caso, a, es el correspondiente coeficiente en la relacion (A,7)

Los tnicas soluciones polinomiales ortogonales que satisfacen la ecuacion diferencial (A,12) son
los polinomios de Hermite, Laguerre, Jacobi y, nos falta una cuarta familia, cuando en dicha ecuacién
diferencial o(x) = x?, la familia de los polinomios de Bessel. A diferencia de las tres familias
anteriores, no corresponden a un caso definido positivo ya que la medida de ortogonalidad no es
positiva. Aunque estos polinomios habian sido considerados por muchos matematicos, fueron H. L.
Krall y O. Frink quienes los presentaron formalmente en 1949 en su articulo A new class of orthogonal
polynomials y les dieron el nombre por su relacién con la funcién de Bessel. En ese trabajo estudiaron
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una gran cantidad de propiedades y probaron la ortogonalidad respecto a una funcién peso en la
circunferencia unidad. Sin embargo, no encontraron ninguna funcion peso (necesariamente signada)
sobre la recta real. El problema fue resuelto en 1990, por A. J. Durédn, quien encontré las primeras
medidas signadas sobre R y (0, +00) respecto a las cuales los polinomios de Bessel eran ortogonales.

En la siguiente tabla esbozamos algunas caracteristicas de estas cuatro familias de polinomios
ortogonales cldsicos.

Tabla 1
Sistema de Polinomios Ortogonales Clasicos
Hermite Laguerre Jacobi Bessel
P,(x) | Hy(0) Ly P B,
(a,b) R [0, +0) (-1,1] T :={lZ1=1,z€C}
o(x) 1 X 1-x° x?
7(x) —-2x —-x+a+1 —(a+B+2)x+p -« (@+2)x+2
A, 2n n nn+apf+1) —-nn+a+1)
I T 2
w(x) e x%e™ (1 =x)%(1 + x)P — 2% (@+2) -
2mi 2
INa+k+1) (——)
X
a> -1 a, > -1 a> -2

A.1.1. Polinomios de Hermite

La sucesion de Polinomios de Hermite, denotada por {H,},>o, satisface la siguiente relacion de
. ., ., 42
ortogonalidad con relacién a la funcidn peso w(x) = e™*, sobre (—co, +00) :

+00
<Hn’ H, >L2(R,w) = f Hn(-x) Hm(x) e_xz dx = \/; 2" n! Omn-

Como w(x) = e‘xz, w es una funcién no negativa en toda la recta real, a)((x)) = —2x yal
w(x
considerar en (A,12), o(x) =1, y 7(x) = —2x para cada x € R, obtenemos que los polinomios de

Hermite satisfacen la ecuacion diferencial:

Yo (¥) = 2xy, (x) = —2ny,
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y para B, = (—1)" obtenemos la férmula de Rodrigues

n

2 d 2
ey = 1 e,

Ademads, la sucesion {H,},so satisface la siguiente relacion de recurrencia a tres términos:
H,(x) = 2xH, (x) — 2n—-1)H,»(x).

Los polinomios de Hermite H, llamados asi en honor a Charles Hermite (1822 —1901) quien los
estudiod junto con el caso de varias variables en 1864, en su ensayo Sur un nouveau développement en
série des fonctions. El primero en considerarlos fue Laplace en 1810 en su Mécanique céleste quien
los utilizé en problemas relacionados con teoria de las probabilidades. Luego, en 1859 Pafnuti Lvo-
vich Chebyshev (1821 — 1894) realizé un estudio detallado de los mismos en Sur le développement
des fonctions d une seule varieble.

De la anterior formula de Rodrigues, podemos deducir que

Ho(x) =1 Hi(x) = 2x
Hy(x) = 4x* -2 H;(x) = 8x*—12x
Hi(x) = 16x*—48x*+12 Hs(x) = 32x° —160x* + 120x
He(x) = 64x5 —480x* +720x*> — 120x  Hy(x) = 128x" — 1344x° + 33600x> — 1680x
Y en general,
n
( l)k (2)()" -2k
H, = n! .
(x) Z (n —2k)! k!

donde [x], parte entera de x, es el mayor entero que no excede a x y a, = 2n es el coeficiente
principal de Hn(x).

Legen

e
e
I‘I‘I‘I‘I
AWN=0
e
L
RaRe e TeRe)

Figura A.1: Polinomios de Hermite
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A.1.2. Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre constituyen una familia uniparamétrica, es decir, para diferentes valo-
res de un pardmetro dado a se obtienen distintas sucesiones de polinomios de Laguerre. De ahi que,
al n—ésimo polinomio de Laguerre suele denotarse por L, donde a > —1.

w'(x)  (x—x)

En este caso, w(x) = x?¢™, de donde w es una funcién peso en [0, +00) y )
X X
Al considerar en (A,12), o(x) = x, y 7(x) = @ + 1 — x, obtenemos que los polinomios de Laguerre

satisfacen la siguiente ecuacion diferencial:

XY (x) + (@+1=x)y,(x) = —ny,.

Para B, = n! obtenemos la férmula de Rodrigues:

n

[ —-X xn+a] .

Ay () =

Utilizando el método de integracion por partes obtenemos la siguiente relacién de ortogonalidad:

I'n+a+1)

+00
<L’(1tt)’ Lﬁg) >L2([0’+00)’w) - f L’(;t) L,(ff) e x%dx =
0

Luego, {L;“)}nzo son ortogonales sobre [0, +00), con relacidn a la funcién peso w(x) = e * x*. La
integrabilidad se sigue al asumir que a > —1.

La sucesion de polinomios de Laguerre de pardmetro «, verifica la siguiente relacién de recurren-
cia a tres términos:

nL2(x) = (-x+2n+a- DL (x) = (n+a-1) L.

Para el caso en que (@ = 0), los polinomios de Laguerre aparecieron por primera vez en el siglo
XVIII en los trabajos de de N. H. Abel y J. L. Lagrange. M4s tarde fueron estudiados por P. L.
Chebyshev y finalente por E. N. Laguerre (1834 — 1886). La generalizacién, @ > —1, fue tarea
inicialmente de Y.K. Sokhotsky y posteriormente de N.Y. Sonin a fines del siglo X/X. Una expresion

explicita viene dada por:
o = n+a ) (=xF
L;)(x):Z(n—k)T
k=0 :
—1)
agla) ( )

= ——. Algunos elementos de la sucesion para

Noétese que el coeficiente principal de L es '
n!

a = 0 y denotando LY por L, son:

Lo(x) =1
Li(x) = —x+1
Ly(x) = x> —4x+2

Li(x) = —x*+9x>-18x+6

Li(x) = x*—=16x°+72x*> - 96x + 24

Ls(x) = —x°+125x* —200x° + 600x> — 600x + 120

Le(x) = x%—36x +450x* — 2400x + 5400x> — 4320x + 720

Ly(x) = —x" +49x° — 882x° + 7350x* — 29400x> + 52920x* — 35280x + 5040
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Figura A.2: Polinomios de Laguerre

A.1.3. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi constituyen una familia biparamétrica, es decir, para diferentes valores
de dos parametros dados @ y S, se obtienen distintas sucesiones de polinomios de Jacobi. Por es-
ta razén al n—ésimo polinomio de Jacobi de pardmetros (a,f3), lo denotaremos por PP donde
a,f3 > —1. Estos polinomios satisfacen la siguiente relacién de ortogonalidad:

DAL IF'n+a+DI(n+B+1)

PP, PP - Sun- (A.I3
< " " >L2([—1»11»w> nCn+a+p+1) Twh+a+B+1) ( )

Por tanto, los polinomios de Jacobi son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con respecto a la fun-
cién peso w(x) = w?(x) = (1 — x)*(1 + x)?, asegurdndose la integrabilidad de la funcién w al
requerir que @, > —1.

Luego, w es una funcién no negativa en [—1,1] con ‘g((x")) = % + 1%. Sio(x)=x>-1,y
7(x) = 2+ a+B)x — B en (A,12), obtenemos que los polinomios de Jacobi satisfacen la siguiente

ecuacion diferencial:

-1y (@) + [Q+a+pB)x+-B1y,(x) = n[n+1+a+pBly,.
Para B, = 2"n! la férmula de Rodrigues viene dada mediante:

(1) @
2'n! dx*

(1 =01+ xf y, (x) = [(1 =)™ (1 + 2],

Ademas, satisfacen la relacion de recurrencia:

2n(n+a+B)2n+a+B-2)PP(x) = Qn+a+B-D[Qn+a+B)2n+a+B-2)x+a*—B PP (x)

n—1

2n+a-Dn+p-1D2n+a+p) PP,
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1 1
con PSP(x) =1y PP (x) = S@+f+2)x+ (@ =p).

Los polinomios de Jacobi deben su nombre a Karl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851), quien los
introdujo en 1850 y pueden ser expresados en la siguiente forma explicita:

POw = oY ( e )( e ) (= DG+ 1,
k=0

) . 1 {2n+a+
con coeficiente principal a™? = —( ) B

o ) y valores en los extremos de [—1,1] :

(a+1),
n!

Pﬁ,a’ﬁ)(l) _ (n+a) _ (a+1),1

(@B) _ w8
" Pn(_l)_(l)(n)

n!
donde el («), denota el simbolo de Pochhammer

(@), = ala+D(a+2)---(a+n-1)

paraae€C, neZy (a) = 1.

Utilizando induccién matemadtica sobre k € Z*, 1 < k < n, se tiene que la derivada de orden k
del polinomio de Jacobi de grado n viene expresada mediante:
d* _ (nta+p+1),

ﬁ(” e (X)) = > il 69)

Si a los polinomios de Jacobi ménicos los denotamos por {(PP),0, una representacon explicita
para el término n— ésimo de dicha sucesion es:

- 2"n!'Tn+a+pB+1) - n+a n+p _
(@.,B) — E k n—k
P = [Qn+a+pB+1) k:O( k )(n—k)(x DACRRY

ypara 1 <k <n,
dr . n!
(a,8) _ (a+k,B+k)
wPOw) = G B,

Casos particulares de polinomios de Jacobi

= Polinomios de Legendre, cuando « = 8 = 0 y denotados por {P,}.

Desputies de Newton y al tomar en cuenta que La Tierra no tenia esfericidad perfecta, y a la
hora de los célculos, se requerian nuevas funciones, tal como sucedi6 en la memoria clasica de
A. M. Legendre (1752 — 1833), sobre el movimiento de los planetas, en la cual intodujo los
polinomios que hoy en dia llevan su nombre. J. L. Lagrange (1736 — 1813), ya habia utilizado
la relacion de recurrencia que satisfacen estos polinomios:

n+DPri(x) = Cn+ DxPu(x) —nP,1(x).
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Ademads, cumplen con la ecuacién diferencial:
-1y +2x+y = nn+1)y

y la férmula de Rodrigues viene dada por:

b a"
2'n! dx"

P, (X) = [(1 - x2)n].

También satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad:

2

1
(P, Pydr2q-111w00) = f_l Py (x) Ppy(x) dx = m Omn-

Pueden ser expresados en la siguiente forma explicita:

P,(x) = li(g)z(x—l)k(x+l)”‘k.

n
2 k=0

Los primeros cinco polinomios de Legendre se dan a continuacion.

Po(x) 1 Pi(x) = x,  Px) = %(sz—l),

P3(x)

1 1
Z(IOX3 — 6x), Pi(x) = §(35x4 —30x7 + 3).

En la siguiente figura se presentan las gréficas en el intervalo [—1, 1].

SO oA 04 o2 02 04 48 ga 1
0.2 .
-0.47

PUH?U
MWk =0
e

R
Eaataattad

A
e

Figura A.3: Polinomios de Legendre
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= Polinomios de Chebyshev de primer tipo: en caso de que @ = = —% y denotados por {7,}.

En 1854, P. L. Chebyshev al investigar sobre algunos mecanismos que transformaban la energia
de rotacion en energia de traslacion, introdujo los hoy conocidos polinomios de Chebyshev. En
su memoria, Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes, encontré la
mejor aproximacion polindmica uniforme de una funcién continua en un cierto intervalo (a, b),
hallando que los polinomios de Chebyshev de primer tipo, 7T,, son la solucién al problema
extremal.

Estos polinomios satisfacen la siguiente relacion de recurrencia :
Tya(x) = 2xTy(x) = Tp1(x),
la cual, utilizando la definicion trigonométrica de T, :
T,(x) = cos(n(arccos x)),
también se pueden obtener de la identidad trigonométrica:

cos(n+ 1)6 + cos(n—1)8 = 2cos 8 cosnb.

Ademas satisface la ecuacion diferencial
(1-x)y —xy = n’y.

La férmula de Rodrigues viene dada por:

a ——=2"n! d
Tn(x) = (=1 l_xz(2n)!dx

n

~[(1 = x%)"2]

y cumplen con la siguiente relacién de ortogonalidad:

(T T i ey = [ U@ Un(@) VI —2dx = 0 si m#n.

Su expresion explicita es:

[n/2] n 2
T,(x) = Z(—l)k( 2k) PR = ),
k=0

Los cinco primeros polinomios de Chebyshev de primer tipo vienen expresados mediante:

To(x)
T5(x)

I, Tix) = x, Th(x) = 2x*—1,
4x3 - 3x), Tix) = 8x*—8x>+1.

A continuacién se presentan las gréficas en el intervalo [—1, 1].
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Figura A.4: Polinomios de Chebyshev de Primer tipo

= Polinomios de Chebyshev de segundo tipo: si @ =3 = % y denotados por U,,.

Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo, surgen en la teoria de momento angular. Son
un caso particular de los polinomios de Gegenbauer que veremos mds adelante y satisfacen la
siguiente relacion de recurrencia:

(L{n+1(x) = 2x 7/{n(x) - 7/[,1_1()6).
La definicién trigonométrica de U, viene dada por

i 1
U, (x) = SIH(ST-F)X, x=cosf € [-1,1].
X

Cumplen con la ecuacién diferencial:
(1- x2)y" - 3xy' = —nn+2)y

y con la férmula de Rodrigues:
(=D* 2! d"
V1 - x2 Cn)!dx"

La relacion de ortogonalidad, estd dada por:

U, (x) = [(1 - x)"2].

(U, U ) i2or ey = [0 Un(0) Un(2)

dr = {(n+1)7r, n=m,

1 —x 0, n+m.
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Su expresion explicita viene dada mediante:

U _[%] n+1l\ o > Dt
0= 0 gy )

k=0

Por otra parte, observemos que diferenciando 7,(x) = cosnf con respecto a x, obtenemos

que:

—n sin né

sin né

=n = nU,_1(x), x=cosé.

—sind

sin @

Asi, podemos relacionar los polinomios de Chebyshev de primer y segundo tipo, mediante:

1
Uy (x) = ;T;(X)

para cada n € Z*. Entre otras férmulas que los relacionan, estdn

(L{n(x) - (L{n—Z(x)
Tnf 1 ()C)

= 2T,(x).
= U,(x) — xU,—1(x).

Los seis primeros polinomios de Chebyshev de Segundo tipo son:

Uy(x) = 1, U (x)
Us(x) 8x® —4x, Uiu(x)

2x,

16x* = 12x* + 1, Us(x)

4x* -1,
32x° = 32x3 + 6x.

Us(x)

A continuacioén se presentan las gréficas en el intervalo [—1, 1].
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Figura A.5: Polinomios de Chebyshev de Segundo tipo
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= Polinomios de Gegenbauer o Ultraesféricos: con @ = 8 = 1 — 1 y usualmente se denota al

2
n—ésimo polinomio de Gegenbauer mediante C7.

Estos polinomios deben su nombre a L. B. Gegenbauer (1849 — 1903), quien fue alumno de
K. Weierstrass y L. Kronecker. Tienen aplicaciones en diversas dreas de las Matematicas, como
la Geometria Diferencial, en donde aparecen de manera natural para pardmetros 4 =n € N y
en las isometrias de la hiperesfera por lo que también son llamados polinomios ultraesféricos.
Son polinomios ortogonales con respecto al peso de Gegenbauer w(x) = w'(x) = (1 — xz)“%
en [—1,1] y la integrabilidad de este peso estd garantizada por la condicién de que A > —%.

Siguiendo la notacion de Szegd en [73], los polinomios de Gegengauer pueden ser expresados
de la siguiente forma explicita:

1 = 3 ED Dk
Cnl@) = kZ:;A k=201 =Y

y también en términos de los polinomios de Jacobi P{”, con ¢ =B =1 - %, por

Ir'(Aa+1/2) TI'(n+22) Q

p _ ~3.4-3)
) = o) Tmrar i) *)
B (2Dn -1a-1)
= G+, @)

donde (A1), es el simbolo de Pochhammer.

En 1884, Gegenbauer en Zur Theorie der Functionen C)(x), llego a la siguiente expresion:

(n/2]
CP0) = D ag C (0,
k=0
donde
) IF(AD(n-2k+ )lk+pu—-DI(n—k+p
Arn(X) = s
b Frwk!'Twu—DIn—k+1+1)
para u > A > —1.

Estos polinomios satisfacen la llamada ecuacion diferencial de Gegenbauer:
A-=x)y'(x) = QA+1D)Y +nn+21)y = 0.

La férmula de Rodrigues viene expresada mediante:

Y T N G M GO VI _ 2-lam
(=GR = s 2w, e CREE i

Cumplen la relacion de ortogonalidad:

(cht) 72120 (n + 2.)
n S m 221 1wt n!(n+A)[CD)PE ™
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y satisfacen la siguiente relacion de recurrencia:
nCix) = 2(n+A-1)xCi(x) = (n+21-2)Cr,(x),

para n=2,3,..., con Ci(x) = 1 y C}(x) = 2ax.

Una expresion explicita viene dada por:

(5] x
2 . D'T(n—k+ ) n—2k
Cul) = Zk:o TR =20 20

Notemos que
(=D (s

Cau(0) = k\(n — 2k)!

C§k+l 0) = 0.

Ademas

2Dn

Ci-x) = I Gy Gy = =

2

Cabe destacar que cuando a = 0, Cg(x) =1, y CXx) = = T,(x) para n > 0, donde T,(x) es
n

el polinomio de Chebyshev de Primer tipo de grado n.

Algunos ejemplos de polinomios de Gegenbauer son:

Cg(x) = 2x* -1, Cg(x) = 1, C%(x) 32x% — 12x,
Ci(x) = 80x* —48x* + 3, Cé(x) = 8x3 —4x, C}‘(x) = 16x* —12x% + 1.

Con gréficas,

wimnnn
OO0O000
slylellchy
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e E R
Rttt ittty

Figura A.6: Polinomios de Gegenbauer
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A.1.4. Polinomios de Bessel

Los polinomios de Bessel denotados por B, constituyen una familia uniparamétrica de parame-
tro @, donde @ # —2,-3,—4,... No corresponden a un caso positivo debido a que la medida de
ortogonalidad no es positiva. Aunque estos polinomios habian sido considerados por muchos mate-
maticos, fueron H. L. Krall y O. Frink quienes lo presentaron formalmente en 1949 en su articulo
A new class of orthogonal polynomials y les dieron el nombre por su relacion con las funciones de
Bessel.

Estos polinomios satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad:

. k _ 1)+l
- f Bi“)<z)B;‘Z><z>ZM( 2) g 2D
4 k=0

CTa+k+D\ z) 7 @ura+ D@+, ™

(@) (@)
<B" ’ Bm >L2(’7',w)
donde 7 :={|z| = 1}.

1

T(a+2) ( 2 )

k
Al considerar la funcién peso w(x) = T Z,f;’%m ——) con a > -2, o(x) = x
i a X

y 7(x) = (@ +2)x + 2 en (A,12), obtenemos que los polinomios de Bessel satisfacen la ecuaciéon
diferencial:

¥y (x) — (@+2)x+2]Y (x) = nn+a+1)y.

La férmula de Rodrigues viene dada por:

4"
Bzz (X) = QN @ eZ/x_ [x2n+oze—2)C].

dx"
Ademads cumplen con la siguiente relacion de recurrencia a tres términos:
2m+a+1)2n+a)B,(x) = Cn+a)[2n+a+2)x+2a]B,_(x) + 2n(2n+a+2)B,_,(x).

Una representacion explicita estd dada por:
n

Bl =) ( ’ ) (n+a/+1)k(§)k

k=0

Algunos ejemplos de estos polinomios, se indican a continuacién

BI(x) 32 +3x+1,

Bj(x)

153 + 15x% + 6x + 1,

B(x) 105x* + 105x% + 45x> + 10x + 1.
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Figura A.7: Polinomios de Bessel

A.2. Ortogonalidad tipo Sobolev

En contraste a los polinomios ortogonales considerados hasta ahora, el producto interno presentado
en esta seccion no solo envuelve valores de las funciones, sino también valores de las derivadas.
Un producto interno de Sobolev sobre el espacio P o sobre el espacio P(C) es, esencialmente, un
producto interno que involucra a las derivadas de los polinomios hasta un cierto orden.

Por el momento nos restringimos a la definiciéon de producto de Sobolev sobre el espacio de los
polinomios, que admiten derivada de cualquier orden y que son integrables con respecto a cualquier
medida finita de Borel.

En el espacio vectorial P(C) introducimos el siguiente producto interior,
(P,Q)s = ) f PO ) QO dp(x) = ) (PP, 0P 2 (A.14)
k=0 VE k=0

donde los superindices entre paréntesis denotan el orden de derivacion, {u}i.,, con m € Z* fijo,
un sistema de m + 1 medidas finitas de Borel con soporte A, € E C R, para k = 0, 1, --- , m.
Supondremos que al menos el soporte de i, contiene una cantidad infinita de puntos y, para evitar ca-
sos triviales, que u,, no es la medida nula. Si E es un conjunto no acotado, supondremos ademas que
x" es p—integrable en E para cada k y todo n € Z*. Al producto definido en (A,14) lo llamaremos
producto de Sobolev de orden m.
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La norma asociada a (A,14) se denomina norma de Sobolev y viene dada por:

flls = <, s} = {Z<f<k>,f<k>>mk)} = {Z ||f<k)||izmk)} .
k=0 k=0

Una familia de polinomios {Q,},, es ortogonal con respecto a (A,14), si para cadan € N se tiene
que grad(Q,) =ny
#0, n=m,
=0, n#m.

<Qn’ Qm>S {

En tal caso diremos que Q, es el n-ésimo polinomio ortogonal de Sobolev respecto a (A,14). Si
ademds se tiene que (Q,, Q,)s = 1 paratodo n € N, se dice que la familia {Q,}",, es ortonormal.

Se han estudiado propiedades algebraicas y diferenciales de los polinomios {Q,} ortogonales con
respecto a (A,14) cuando las medidas y; = u para cada k. En particular, se deduce una relacién
algebraica y otra relacion diferencial entre {Q,} y la sucesion {P,} de polinomios ortogonales mo-
nicos respecto a u, bajo la hipdtesis de que u, es una medida que satisface una ecuacion diferencial
de Pearson y algunas condiciones extras. Por ejemplo, si consideramos en (A,14), u;(x) = exp(—x*)

paracada k =0,1,...,m y x € R, obtenemos el siguiente producto interno de Sobolev, definido en
P:
(P,Q)s = f P(x) Q(x) exp(—x*)d(x) + Z f PO(x)O¥(x) exp(-x*)d(x), (A.15)
R = Jr

Los polinomios {Q,} ortogonales con respecto a (A,15), son un caso particular de los llamados
polinomios de Freud-Sobolev. En [12], los autores prueban que los polinomios de {Q,} satisfacen
una relacién de recurrencia a (2m + 3)— términos.

En general, el estudio de este producto interno, asi como sus correspondientes sucesiones de poli-
nomios ortogonales, es relativamente nuevo y se ha llevado a cabo de manera exhaustiva durante los
ultimos afios. La mayoria de los resultados han sido obtenidos para m = 1 (ver [4], [43], [49],[46] y

[51]):
(P.Q)s = f P()Q(X)duo(x) + f P ()0 (0)du (x) (A.16)
E E

(P, Qys = f PWO@ () + AP (D@ A > 0. (A17)
E

El producto de Sobolev (A,16) es un ejemplo de los denominados productos internos de Sobolev
continuos o caso no discreto. En los afos comprendidos entre 1962 y 1973, este producto de Sobolev
fue estudiado cuando duy y du; estan definidas mediante funciones de peso continuas. De 1991 a
1995, las medidas involucradas en la definicion (A,16), forman el llamado par de medidas coherentes
(ver definiciéon A.2.1 mds adelante), medidas tales que los polinomios ortogonales asociados a la
medida du; cumplen una relacién con ciertas derivadas de los polinomios ortogonales asociados a
duy. En el periodo comprendido entre los afios 1988 y 1995, el estudio fue orientado especialmente
para productos interno de Sobolev del tipo (A,17), éste es un ejemplo del caso discreto.

En general, el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev se ha enfocado desde puntos de
vista formalmente diferentes, segtn el tipo de producto interno de Sobolev involucrado (ver [43]):
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(a) El caso no diagonal, el cual estudia polinomios ortogonales respecto a productos internos de la
forma

(f,8)s = f F(x)AG'(x) dp(x)
1

donde 7 es un intervalo real, acotado o no, u es una medida de Borel absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue en 1. Los vectores F' y G vienen expresados por

Fx) = (f(0, f/(x), -, f™0), G = (8(x),8'(x), -+, 8" (%)

y A es una matriz simétrica semidefinida positiva de orden m + 1 X m + 1. Este caso ha sido
ampliamente estudiado cuando A es una matriz diagonal.

De igual manera han sido objeto de estudio polinomios ortogonales respecto a productos inter-
nos de la forma

mwssz@mmaww
1

donde u es una medida de Borel compleja, positiva y tal que para n dado, 7" € L'(u), cuyo
soporte contiene una cantidad infinita de puntos, los vectores F' y G vienen expresados por

F@) = (f@.f'@, . f"@), G = (82,8, ,8" ()
y A es una matriz hermitiana definida positiva de orden m + 1 X m + 1.

(b) El caso continuo corresponde al estudio de polinomios ortogonales respecto al producto interno
de Sobolev definido en (A,14), en donde las medidas involucradas satisfacen que du(x) =
wi(x)dx, donde wy es alguna funcién peso clasica.

(c) El caso discreto, donde los soportes de cada una de las medidas p; con k = 1,---,m de
(A,14), contienen un nimero finito de puntos. Por ejemplo,

<ﬁ@s=\fﬂmﬂm¢Mﬂ+ﬁf@M@L

es un caso particular de A.14, cuando m = 1, du; = 6;, donde 6, es la delta de Dirac en &.

(d) Si se considera el caso en que en el producto de Sobolev, m = 1, la primera medida de ortogo-
nalidad, p es discretay u; es no discreta digamos

(P,Q)s = P(0)Q(c) + 4 f P'(x)Q' (x)dp (x),

el producto de Sobolev es denominado discreto-continuo.

En 1996, T. E. Pérez y M. A. Pifiar presentaron en [62], un primer ejemplo de este tipo de pro-
ducto de Sobolev. En particular, los autores estudian los polinomios ortogonales generalizados
de Laguerre, LY, parael casoenque @ = =1y ¢ = 0, como un ejemplo canénico de polino-
mios ortogonales con respecto a tal tipo de productos internos. Observemos que esta sucesion
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de polinomios no es ortogonal con respecto a una medida de Borel positiva. Sin embargo, es
ortogonal con respecto al producto de Soboleyv,

(P,Q)s = PO)O0) + 4 f P'(x)Q' (x) exp(—x) dx.

Una extension natural de este producto interno estd dado en [25], donde se estudian algunas
propiedades de la sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una forma bilineal consi-
derada.

En 1947, D. C. Lewis en [33], plante6 un problema que puede ser reformulado de la siguiente
manera:

Sean g, iy, ..., My, funciones mondtonas crecientes definidas en [a,b] y f una funcidn definida
también en [a, b] y la cual satisface ciertas condiciones de regularidad (ver [51] y [33]). Considere el
producto interno de Sobolev en P,, dado por (A,14) y donde E = [a,b] :

m

m b
umx:ZfPmemmm=Zmﬂwwww- (A.18)
k=0 VY4

k=0
Dada una funcién f, determinar un polinomio P € PP, tal que la norma Sobolev ||f—P||s sea minima.

La solucién al problema sigue al considerar {S,},>0, la sucesion de polinomios ortonormales con
respecto al producto interno de Sobolev (A,18). Entonces cada S ,(x) puede ser expresado de manera
explicita, aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt sobre 1, x, x2, . .. Entonces,

n

P(x) = ) aSi)

k=0
donde ¢, = (f,S«)s.

Lewis no did esta interpretacion, simplemente comenté que el problema da un sistema n+ 1 ecua-
ciones para n + 1 coeficientes de P, el cual tiene una unica solucioén si pg, i1, . .., M, son funciones
con una cantidad suficiente de puntos de crecimiento. Su resultado principal es una representacion
integral para f — P.

Aunque Lewis en su trabajo no trata con polinomios ortogonales, su investigacion puede ser con-
siderada como el punto de partida de la teoria de polinomios ortogonales en espacios de Sobolev,
debido a que los siguientes autores utilizaron su trabajo como una motivacion para desarrollar tal
teoria.

En el afio de 1962 (ver [51]), P. Althammer present6 el primer trabajo sobre el tema en si. Recordd
el problema de Lewis y lo interpret6 en términos de polinomios ortogonales. Sin embargo, sefial6é que
en el caso general, la analogia entre los polinomios ortogonales {S ,},>0 y los polinomios ortogonales
estdndar, no podria ir muy lejos. Althammer consideré el siguiente ejemplo de producto interno de
Sobolev:

Ejemplo A.2.1
(P,Q)s = fA P(x)Q(x)dpio(x) + f P'(x)Q' (x)dpo(x) (A.19)

A
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donde A; = [-1,1] para j=0,1,

10dx, si —1<x<0
duo(x) = dx d’u()(x):{dx G 0<x<l.

Los polinomios ortogonales mdénicos respecto al producto (A,19), denominados polinomios de
Althammer y denotados por A,, no poseen una formulacién cémoda, por ello solo nos limitaremos a
mostrar los cinco primeros elementos de la sucesion:

Ao(x) = 1
Ail(x) = x
27 1
M) = P+ fox-
74115 64431 24705
_ )3 2 _ _
A= 50" T 1244507 T 124450
Ay = xbg BH4033050 2060017890 , 968301175 312018021
A= 1873273045 ~ 1873273045 1873273045 ' 1873273045
Ay = a5 g S3326I0888T5 | 214250266242530 ;  104937613933950 ,
() =

v 171550139740686"  171550139740686"  171550139740686

N 26730969323265 ot 18314478826875
171550139740686 171550139740686

Observemos que A;(x), tiene un raiz en x = —1,08 fuera del intervalo de ortogonalidad (-1, 1).
Althammer consideré que esto era una razén suficiente para dejar de lado el problema general y se
limité al producto interior especial:

Ejemplo A.2.2
1 1
(P,Q)s = f Px)QO(x)dx + A f P'(x)Q'(x)dx (A.20)
-1 -1

con A > 0.

Este producto es una generalizacién del producto interno de Legendre y recibe el nombre de pro-
ducto interno Legendre-Sobolev . Sus polinomios ortogonales asociados pueden verse como genera-
lizaciones de los polinomios cldsicos de Legendre. Althammer argumenté que hallar una raiz fuera
del intervalo de ortogonalidad, es un fenémeno frecuente en la teoria de polinomios ortogonales de
Sobolev. Prob6 que si {S#} es la sucesién de polinomios ortogonales asociados a (A,20), entonces
{S*} tiene n raices reales simples en (—1,1), hallé una expresion de la ecuacion diferencial que

n

satisface S, y una relacion de recurrencia para la derivada de S, (ver [51]).
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Para A > 0, tenemos los primeros seis polinomios ménicos ortogonales con respecto a (A,20) :

Six) = 1
Six) = x

2
Six) = x? - 3

350+ 1)
S/l — 3 _
W= T

6(214+1) . 3351+ 1)
g1 _ 4 2
{ = s D" T3 D

2 2

Si) = - 25(1354° + 574 + l)x3 N 51894~ + 774+ 1) .
5 21(1052 + 451+ 1) " 21(10522 + 451+ 1)
. o 105(115502 + 1250 +1) , 35148512+ 1531+ 1) , 5207912 + 1894 + 1)
Se(x) = x°— X+ Pl
6 779452 + 1051 + 1) 779452 + 1050+ 1)~ 231(945.22 + 1051 + 1)

En 1972, J. Brenner consider6 el siguiente producto interno (ver [51]):

Ejemplo A.2.3

1

(P,Q)s = fo P(x) Q(x) exp(-x)d(x) + A4 f 1 P'(x) Q'(x) exp(-x)d(x) 1>0.

Este producto es una generalizacion del producto interno de Laguerre con @ = 0. Sus resultados
son similares a los obtenidos por Althammer a excepcién de la férmula de recurrencia (ver [51]).

Los primeros polinomios moénicos ortogonales Laguerre- Sobolev, son los siguientes:

Gix) = 1
Gix) = x-1
21+2) 2
A _ 2
L N FE I
342 +71+3) 6(A2 +41+3) 6
G/l — 3 _ 2 —
3(0) TRy P R I B R PRy B
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ABL + 1682 +21+4) ; 1238 +1782 +251+6)

Glx) = x* +
a0 = x ORIy I B +52161+1
24(2°% + 647 + 101 + 4) 24

+
P+52+61+1 P+5L2+61+1

5(4/14 + 2923 + 651% + 401 + 5) 4y 20(6/14 + 4523 + 10022 + 811 + 10) 3
X
A +TB+152+100+1 A +TB+152+100+1

Gix) = x -

604" + 312° + 772% + 654+ 10) , 120
— x —
MA+TALR+152+102+1 A +TB+152+10A4+1

En el mismo afo, F. W. Schifke retoma el producto interno (A,20). Simplifica los célculos de
Althammer utilizando la normalizaciéon S ﬁ(l) =1.

Finalmente, E. A. Cohen en 1975, introduce el nombre de “espacio de Sobolev ”. El probd que
para A > g las raices de S# se intercalaban con los del polinomio de Legendre P, ;.

Otros ejemplos de productos de Sobolev y algunos polinomios ortonormales respecto de cada
producto interno, se dan a continuacion.

Ejemplo A.2.4 Al considerar en P el producto interno:

PO = [ POO@exp(-)dx) + A [P (0)Q Wexp(—x) d(),

tenemos que, en contraste a los ejemplos anteriores, se obtienen polinomios monicos ortogonales
cuyos coeficientes no dependen de A, obtenemos los polinomios monicos de Hermite:

Ho(x) = 1
Hi(x) = x
Hy(x) = x*- !
T 2
3
Hi(x) = x°— le
4 >, 3
Hiyx) = x*"-3x"+ 7
15
Hs(x) = x =5x°+ e
15 45 15
Hg(x) = x°——=x*+—x"-—=
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En el siguiente ejemplo de producto interno de la forma (b) y para m = 1, la funcién peso involu-
crada es la funcién de Jacobi en el intervalolo [—1, 1].

Ejemplo A.2.5 Consideremos sobre P, el producto interno de Sobolev definido por:

1 1
(f.8)s = f f)gXw™? (dx + 2 f f (08 0P (x)dx (A.21)
-1 -1

donde w'“? : [-1,1] = R es la funcién peso Jacobi expresada por:
WP (x) = (1 -1 +xf
cona,f>-1y 1>0.

Observemos que si en (A,21) A =0, obtenemos el producto interno con peso Jacobi:
1
(fr & uen = f F)gx)w P (x)dx (A.22)
-1

Sean{f’ﬁ,"’ﬁ )}nzo y {Qﬁ,"’ﬁ )(-,/1)}"20 la sucesion de polinomios ortogonales moénicos de Jacobi y
Jacobi-Sobolev moénicos con respecto a (, ), Y (, )s , respectivamente. Es inmediato que los
primeros dos polinomios de la sucesion {Qﬁf”ﬁ )(-, A}uso coinciden con los dos primeros polinomios
de la sucesién {P"P},.0, es decir,

) = 1=PF W

Para grados mayores, ambas sucesiones son diferentes y los polinomios 0P, ) pueden ser expre-

sados en términos de los momentos asociados al producto interno de Jacobi (A,22)

1
mj; = <1axj>wa.ﬁ:f Y (x)dx j=0,1,...

1
De la siguiente forma:

mO ml .« oo mn
m my My
— — + my + nm,_;
A A
m,;_l m, mau—1
—+ (- Dm,_ + n(n — my,,_
1 N ( )y, ( Yz, _3
1 x .« .. xn‘
Q“P(x,1) = . (A.23)
mo ny my—
i ™, =1y
— — +m —+(m-Dm,_
R a0 A 2
m,;_l m, map-2 2
—+m-Dmy—n --- +(n—-1 n—
. 1 (n—1Dm,_, ;) (n—1)"my,4
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Notemos que cada coeficiente de Q,(f’"g )(-, A) en (A.23), es una funcién racional en A, cuyo numerador

y denominador tienen grado n — 1. Para A suficientemente grande, obtenemos los polinomios limites
Rﬁf”ﬁ ) asociados a la sucesién de polinomios ortogonales ménicos de Jacobi-Sobolev, { E,a"g )(~, D}iz0,
dada por

Ry = 0P = PP = 1,

@B —  @d _ @By (@-p)
Rl ()C) = Ql (X,/l) = })1 (.X') = X+m.
Para n > 2:
mo ml ... mn
0 my e nm,,_y
0 (n-Dmyop -+ n(n—1Dmy;
1 x ... xn
R =
my my T my—1
0 Mo o (n—Dmyo
0 (VL - l)mn—Z U (n - 1)2’/’12n—4
Luego, R esun polinomio ménico, de grado n y no depende de A.
H. Pijeira, Y. Quintana y W. Urbina en [69], para la clase de los polinomios ortogonales ménicos
{ ,(fyﬁ )(-, A) }us0 de Jacobi-Sobolev probaron que el menor intervalo cerrado que contiene a sus ceros

realeses [— V1 + 2C, V1 + 2C]; donde C es una constante explicitamente determinada. Estudiaron la
distribucién asintética de tales ceros, asi como también analizaron el comportamiento asintético de los
polinomios ortogonales ménicos de Jacobi-Sobolev respecto a los polinomios ortogonales ménicos
de Jacobi, bajo ciertas restricciones.

En 1973, E. W. Schifke y G. Wolf publicaron un enfoque general de los producto de Sobolev.
Todas las publicaciones anteriores estaban relacionadas con un productos de Sobolev en especial. El
producto interno estudiado por Schifke y Wolf puede ser reducido a la forma estdndar:

(P,Q)s = fa b w(x) P(x) B Q(x) dx (A.24)
siendo B un operador diferencial y donde (a,b) y w cumplen que:
1) (a,b) = (-1,1)y w es la funcién peso de Jacobi.
i) (a,b) = (0,00)y w es la funcién peso de Laguerre.
i) (a,b) = (—o0,00)y w es la funcién peso de Hermite.

Bajo ciertas condiciones, los autores observaron que los polinomios ortogonales con respecto a
(A,24) son justamente los polinomios clésicos de Jacobi, Laguerre o Hermite; pero bajo otras condi-
ciones los resultados no son tan sencillos. El trabajo de Schifke y Wolf proporciona resultados sobre
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una amplia clase de productos internos e incluyen todos los resultados anteriores de Althammer y
Brenner. Sin embargo, para algunos entendidos, como H. G. Meijer en [49], es dificil trasladar los
resultados generales a un caso concreto.

En 1991, A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Norsett y J. M. Sanz-Serna consideraron el producto interno
(ver [24]):

b b
(P,Q)s = f P(x) Q(x) dpo(x) + A f P'(x) Q' (x) dpi (x), (A.25)

donde yy y w; son funciones de distribucion sobre [a,b] y 4 > 0.

Sean {P,} una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a duo(x) y m;; = (P;, Pj)s,
entonces los polinomios ortogonales con respecto a (4,25), S2, pueden ser representados por:

myo,0 myo - ny 0
ny,1 nmi T my 1
Si=1 y  Six) = : Lo L para n>1.
mO,n—l ml,n—l e mn,n—l
Po(x) Pi(x) -+ Pu(x)

Observemos que en la primera fila solamente my es diferente de cero y en la primera columna
solamente mgo y Py. Esto implica que

n

Sy o= > i) Py,

=

para n > 1 y en donde &}(1) es un polinomio en A de grado menor o igual a n — 1. Se introducen
una series de condiciones sobre las medidas y surgen asi, los llamados pares coherentes de medidas.

Definicion A.2.1 Sean {P,} y {Q,}, sucesiones de polinomios ortogonales con respecto a duy(x) y
du(x), respectivamente. El par {duy,du,} se denomina par coherente de medidas si existen cons-
tantes no nulas A, ,y B,, tales que

O, = AnP;H.] + BnP;, n>1.

Los autores probaron que si en (A,25), {duo,du;} es un par coherente de medidas, entonces la su-
cesion {S#} de polinomios ortogonales con respecto al producto interno (A,25), tiene una estructura
interesante (ver [51]).

En 1995, F. Marcellan y J. C. Petronilho, estudiaron este problema de una manera més general,
al considerar a o y u; funcionales lineales cuasi definidas sobre P. Resolvieron completamente el
problema para el caso en que uno de los funcionales sea uno clasico, es decir, Hermite, Laguerre,
Jacobi o Bessel. Para otros resultados sobre par de medidas coherentes el lector puede consultar [51]
y [49].

A continuacién consideremos sobre P, los siguientes productos internos de Sobolev.
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Ejemplo A.2.6 Producto interno de Gegenbauer-Sobolev definido en [—1,1] :

1 1
(f.8)s =f fg) (1 =) dx + ﬂf g 0 - dx, (A.26)
-1 -1
cona>1/2y 1>0.

Claramente, si 4 = 0, tenemos el clasico producto interno de Gegenbauer. Luego supondremos
que A > 0. El producto interno (A,26), es definido positivo y por lo tanto existe la correspondiente
sucesion de polinomios ortogonales. Los polinomios ortogonales con respecto a (A,26) han sido
estudiados por T. E. Pérez en [68]. Este producto involucra en su definicién un par coherente de
medidas, estudiado primeramente por A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Norsett y J. M. Sanz-Serna en [24].
Las raices de estos polinomios han sido estudiados por H. G. Meijer en [49], por T. E. Pérez en [68]
y que todas las raices se acumulan en [—1,1] cuando n — oo por A. Martinez-Finkelshtein, J. J.
Moreno-Balcédzar y H. Pijeira en [47].

Ejemplo A.2.7 Producto interno de Freud-Sobolev definido en R (ejemplo de una medida no cldsi-
ca):

Fog)s = f Fg(0) exp(—x)dx + A f £ (08 () exp(=x*) dx. (A27)

En el ano 2003, A. Cachafeiro, J. J. Moreno-Balcdzar y F. Marcellan analizaron la conexién entre
los llamados polinomios de Nevai asociados con la funcién de peso Freud, w(x) = exp(—x*(x), y
los polinomios asociados al producto (A,27). Si {P,},>0 ¥ {Ou}us0 son las sucesiones de polinomios
monicos asociados a la medida w y a (A,27), respectivamente, los autores probaron la siguiente
expresion:
Py(x) = On(x) + 220s-2(x)

para n > 3, y algin 4,_, > 0 (ver [13]).

Con respecto al producto interno de Sobolev, caso continuo discreto, durante los ultimos afios
varios autores han estudiado polinomios ortogonales respecto de estos productos (ver [6]):

(P,Q)s = f PO dpo(x) + . M PP)0%(0), (A.28)
1 k=0

donde u es una medida de Borel positiva y finita soportada en un intervalo 7 de R, ¢ ¢ ; (el interior
de D), m>1, My >0, para k = 0,....n 1y M, > 0. Algunas propiedades de los polinomios
0, ortogonales respecto del producto (A,28) y en especial, la localizacion de los ceros de dichos
polinomios ha sido considerada por ejemplo en [5], [42], [50], destacando la existencia de ceros fuera
de la envoltura convexa de I J{c} los cuales pueden ser incluso complejos ( ver [6], [3], [52]). Uno

de los primeros resultados sobre ceros de los pohnomlos Q,, es que tienen al menos n — (m + 1)

cambios de signo o ceros de multiplicidad impar en I siempre que n > m + 1. ”Este nimero en I
no depende del orden de las derivadas en el producto (A,28) sino del nimero de términos en la parte
discreta del producto interior de Sobolev (ver [6]).
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Una propiedad interesante de los polinomios clésicos es el entrelazamiento de los ceros, lo cual
ocurre en el caso de que en (A,28), uo sea una medida absolutamente continua con respecto a una
clasica y parte discreta nula. Luego, todos los ceros de Q,.; se entrelazan con los de Q,. Sin embar-
go, para productos tipo Sobolev con M. > 0, los polinomios Q, y Q,.+; pueden tener ceros comunes
(ver [6]).
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