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Capitulo 1

Numeros Complejos

En este capitulo se introducen algunas propiedades del conjunto de los nimeros
complejos. Tal conjunto de nimeros es ampliamente utilizado en el desarrollo de las
ideas tedricas de la Ingenieria, en especial, de Ingenieria Eléctrica.

1.1 Definicion

Se dice que z es un numero complejo si se expresa como z = x + iy 0, de manera
equivalente, z = x + y i, donde x € R, y € R, y R denota el conjunto de los ntimeros
reales. El simbolo ¢ se conoce como unidad imaginaria. El conjunto de los ntimeros
complejos se denota como C, y z € C indica que z pertenece al conjunto de los ntimeros
complejos.

Por otra parte, un niimero complejo z = x 44y también se puede definir como el par
ordenado z = (z,y). Esta definicién equivalente de ntiimero complejo permite definir a
1 como el niimero complejo dado por

i=(0,1).

Mis adelante se demostrara que 72 = —1.

Se denota con x = Rez la parte real del niimero complejo z, y con y = Imz la
parte imaginaria de z. Los nimeros complejos de la forma z 4 7 0, se denominan reales
puros o, simplemente, reales. Ademads, los nimeros complejos de la forma 0 + iy, se
denominan imaginarios puros.

Los numeros reales 0 y 1, también se pueden definir como nimeros complejos. El
cero de los nimeros complejos, denotado 0, se define como 0 = 0+ ¢0. EI 1 de los
numeros complejos, denotado 1, se define por 1 =1+ 0.

Definiciéon 1.1. Se dice que dos niimeros complejos z y w son iguales si, y sélo si sus
partes reales son iguales y sus partes imaginarias son iguales. En otras palabras, si

z=r+1y y w=u+1iv,

entonces z = w, si y sélo si
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En particular,
z=z+1ity=0 & zx=y=0.

Observacion 1.1. No existe relacién de orden en los nimeros complejos. En los nimeros
reales, por ejemplo, se tiene que 5 > 3, pero no tiene sentido afirmar que 1+¢ < 2+143.

1.2 Operaciones Algebraicas

Seguidamente se definen las operaciones algebraicas de nimeros complejos, a saber:
suma, resta, multiplicacion y division.

Definicién 1.2 (Suma). La suma de los nimeros complejos z1 = z1 + iy, y 22 =
To + 112 se define como

21+ 22 = (331 —l—xz) +i(y1 +y2).

Definicién 1.3 (Resta). La resta de los niimeros complejos z1 = x1+iy1, y 22 = Ta+1i Yo
se define como

21— 22 = (1 — x2) + 1 (Y1 — y2)-

Definicién 1.4 (Multiplicacién). La multiplicacién de los nimeros complejos z; =
T1+1Y1, ¥y 220 = T2 + 1Yo se define como

21 - 29 = 2122 = (X122 — Y1y2) + 1 (T1y2 + T2Y1).

Definicién 1.5 (Divisién). La divisién de los nimeros complejos 21 = x1 + iy1, ¥
29 = o + ty2 # 0 se define como

.. A [xime Y1y . [ T2y1 — T1Y2
avn=_—=\Ta o |t e )
22 5+ Y5 T3 + Y5

Observacion 1.2. Las operaciones suma, resta y multiplicacion, son leyes de composicion
interna sobre el conjunto de los nimeros complejos, es decir, son operaciones que asocian
a cada par de nimeros complejos otro nimero complejo. La division también es una ley
de composicion interna sobre el conjunto de los nimeros complejos distintos de cero.

En la siguiente proposicion se describen algunas propiedades de las operaciones
algebraicas de los niimeros complejos. Esta proposiciéon permite asegurar que el conjunto
de nimeros complejos conforma un cuerpo, esto es, un conjunto algebraico con leyes de
composicién interna como la suma y la multiplicacién.

Proposiciéon 1.1. Para todo z,w,s € C se cumplen las siguientes propiedades:

1. Conmutativa

e ztw=w+=z2

® W = W=z

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



6 1.2. OPERACIONES ALGEBRAICAS

2. Asociativa

o 2+ (w+s)=(z+w)+s

o z(ws) = (zw)s
3. Elemento Neutro

e 2+0=2z2

o l.-2=2
4. Elemento Inverso

e Para todo z € C, existe —z € C tal que z+ (—z) = 0.

e Para todo z # 0, existe 2~ € C, denominado inverso multiplicativo, tal que
-1
zz  =1.

5. Distributiva

o z(w+s)=zw+ zs.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la definicion de nimero complejo y
las definiciones de suma y multiplicacién. O

Ejercicio 1.1. Sean z; = 1—i, 29 = i—3, y 23 = i/2. Realizar las siguientes operaciones
algebraicas:

a) 21+ 29+ 23

o

Z1 29 %3

o

d Z2/23

)

21/(22 - 21)

)
)
) 21(22 + 23)
)
)
)

f 23/(21/2’2)

La siguiente proposiciéon relaciona la division de nimeros complejos con el inverso

multiplicativo. Ademds, proporciona una manera equivalente de definir divisién de
ntmeros complejos.

. .. . z _
Proposicién 1.2. Sean z,w € C. Si w # 0, entonces — = zw™".
w

Demostracion. Demostremos que las partes real e imaginaria de los nimeros complejos
z
1

— y zw™ " son iguales. Tomemos z =z + iy, w = u + iv, y asumamos sin pérdida de

generalidad que w # 0. Se tiene que
z Tu+Yyv | Yyu — T

Z = . 1.1
w u2+1)2+zu2+v2 (1.1)

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS 7

Ahora, veamos la forma que tiene w™'. Asumamos que w™' = a + ib. Por la
Proposicién 1.1 se tiene que ww ™! = 1. Por tanto, podemos escribir
l=ww = (u+iv)(a+ib) = (ua — vb) +i(ub+ va),
de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales con variables a y b.

ua—vb = 1
va+ub = 0

Resolviendo este ultimo sistema de ecuaciones lineales obtenemos

U —v
Q= ———— y —_— -
u? + v? u? + 0?2’
luego,
_1 U .=

= +1 .
u? + 02 u? + v?
Ahora, empleando es tltima ecuacién se tiene que

1 Tu+yv L Yu — v
W= s 2 (1.2)
Por (1.1) y (1.2) podemos concluir que Z—zw O
w

1.3 Representacion Geométrica

Cada numero complejo z = x + iy puede definirse como un tnico par ordenado
(x,y). Asi, el nimero complejo z puede representarse geométricamente como un punto
en el plano cartesiano zy, lo cual se aprecia graficamente en la Figura 1.1.

Eje imaginario

Eje real

Figura 1.1. Representacién como par ordenado

Cuando se utiliza el plano cartesiano para representar un nimero complejo, éste se
denomina plano complejo o plano z. Ademas, el eje x, o eje horizontal, se denomina eje
real, mientras que el eje y, o eje vertical, se conoce como eje imaginarto.

Otra representacion posible de z = x + ¢y en el plano cartesiano es en forma de
vector, es decir, un vector orientado cuyo extremo inicial es el origen (0,0) y su extremo
final es el punto (z,y). En la Figura 1.2 se observa un ejemplo de esta representacion.
De esta forma, un nimero complejo se puede representar como un par ordenado o como
un vector en el plano zy.

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



8 1.4. VALOR ABSOLUTO Y CONJUGADO

z=xy)

Figura 1.2. Representacion como vector

1.4 Valor Absoluto y Conjugado

La representacion del ntimero complejo z como un vector orientado, permite que z
herede algunas propiedades de los vectores, entre ellas la magnitud o valor absoluto.

Definicién 1.6 (Valor absoluto). El walor absoluto del nimero complejo z = z + iy,
denotado por |z|, se define como la longitud del vector z, la cual se calcula a través de

la férmula
|z] = Va2 +y2

El valor absoluto |z| representa la distancia del punto (x,y) al origen (0,0).

Definicién 1.7 (Conjugado). El conjugado del nimero complejo z = x + iy, denotado
por Z, se define como

Z=x+1i(-y).

El conjugado Z se puede interpretar geométricamente como la reflexién del punto (z,y)
con respecto al eje real. En la Figura 1.3 se muestra un ejemplo grafico del conjugado
de un ntmero complejo.

z=x+i
B4 SEREREEEEELEL ] 7
0 X
Y — i
Z=x-1y

Figura 1.3. Conjugado de un ntimero complejo

La Proposicién 1.3 presenta algunas propiedades del valor absoluto y el conjugado.

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela
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Proposicion 1.3. Sean z1 y z2, numeros complejos. Las siguientes propiedades se
cumplen:

1. 22122:1.

2. z1 k20 =71 £ 2.

/. (ﬂ) = g, siempre y cuando zo # 0.
z9 Z9
5. |7 = |z

1 .
7. 27t = @, siempre y cuando z1 # 0.

8. |z1] > |Rez1| > Rez;.
9. |z1| > Im 21| > Im 2.

10. ‘2’1 22‘ = ‘2’1’ ’22‘.

21 Z1 .
11. |—| = u, siempre y cuando zy # 0.
Z9 |Z2|
Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. O
La suma de los nimeros complejos z1 = x1 +ty1 y 22 = x3 + iy2, tiene una

interpretacion simple en términos vectoriales. El vector que representa la suma de los
nimeros 21 y z2 se obtiene sumando vectorialmente los vectores de z; y zo; es decir,
empleando la regla del paralelogramo. Este esquema geométrico se puede utilizar para
obtener la desigualdad triangular. La longitud de un lado cualquiera de un tridngulo
es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros lados. Esto es, la longitud
correspondiente a 21 + 23 es |21 + 22|, es menor o igual que la suma de las longitudes,
|z1] ¥ |22|- En la Proposicién 1.4 damos la expresién matematica de la desigualdad
triangular.

Proposicién 1.4 (Desigualdad Triangular). Sean z1 y zo nimeros complejos. Entonces,
la siguiente desigualdad se cumple

|21 + 22| < |21] + 22|
Demostracion. Usando la propiedad 6 dada en la Proposicién 1.3, podemos escribir:
|Z1 + 22|2 = (21 + 22) (Zl + 22)
(21 + 22) (71 + 22)

21721 + 21722 + 2971 + 29722

|21|? + 2172 + 2971 + |22
= |ulP+am+ 23 + |2

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



10 1.5. COORDENADAS POLARES

pero

21723 + 2123 = 2Re (2’12’_2) <2 ‘2’12’_2’ =2 ’21’ ’E‘ =2 ’21‘ ‘2’2‘,

luego
21+ 22 < |21]? + 2|21 |22] + [22]? = (|| + |22])?

de donde se deduce que
|21 + 22| < |21 + |22,

con lo cual queda establecida la desigualdad triangular. O

La desigualdad triangular se puede extender a mas de dos vectores, es decir, la
longitud de la suma de un nimero finito de vectores es menor o igual que la suma de
las longitudes de tales vectores. En la siguiente proposicién se muestra la expresion
matematica de este resultado, el cual se denomina desigualdad triangular generalizada.

Proposicién 1.5 (Desigualdad Triangular Generalizada). Sean z1, 2, ..., z, nimeros
complejos, donde n es un entero mayor o igual que 2. Entonces, la siguiente desigualdad
se cumple

|21+ 22+ -+ 20| <21 + |22 + -+ |2al-

Demostracion. Realicemos la demostracién por induccién. Por la Proposicién 1.4 la
desigualdad se cumple para n = 2. Supongamos, como hipdtesis inductiva, que la
desigualdad se cumple para n = h, es decir, se tiene que

|21+ 224+ -+ zn| < |z1] + |22+ + |z

Ahora demostremos que esta desigualdad se cumple para n = h + 1. Por la hipétesis
inductiva y la Proposicién 1.4 podemos escribir:

|21+ 204+ 4+ zn+zpe1] < |zt 22+ + zn] + |2paal
< Jal+ Jzel + oo [zl 4 lzngal,
para todo entero h > 1. Con esto queda demostrada la desigualdad. O

1.5 Coordenadas Polares

De la representacion grafica del nimero complejo z = x 4 iy como vector, se deriva
la representacién en coordenadas polares (r,0) de z, donde r = |z| y 0 es el argumento
de z.

Definicién 1.8 (Argumento de z). El argumento del nimero complejo z # 0, denotado
por arg z, es cualquiera de los dngulos orientados formados por el vector z € C con la
parte positiva del eje real.

En la Figura 1.4 mostramos un ejemplo de la representacion en coordenadas polares
de un ndmero complejo ubicado en el primer cuadrante.

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS 11

—~X 0
lan
Figura 1.4. Coordenadas polares

Observacion 1.3.

e Los valores de r y § = arg z definen de manera unica a z; es decir, para cada par
(r,0) existe un unico nimero complejo z que tiene como coordenadas polares a

(r,0).

e El nimero complejo z caracteriza de manera tnica a r, pero no a = arg z; esto
es, dado un nidmero complejo z, entonces existe un dnico r > 0 tal que r = |z|,
pero existen infinitos valores de § = argz tales que (r,0) son las coordenadas
polares de z.

e Se tiene que x = rcosf e y = rsenf. Asi pues,
z =r(cosf +isend)
es la forma polar de z.

e Los valores de 6 = arg z se pueden encontrar empleando la ecuacién

tanf = 2
z

e Para obtener una tnica representacion en coordenadas polares (r,0), el valor de
0 se debe tomar en una determinacién, es decir, escoger un intervalo de longitud
27, por ejemplo, 6 € [0,27), 6 0 € [—m, 7), etc.

Ejemplo 1.1. Para el niimero complejo z = 1, se tiene que

0 = arg z € {0, 2w, +4m7,...}.
Definicién 1.9 (Argumento principal). El argumento principal de z # 0 o valor prin-
cipal de arg z, denotado por Arg z, se define como el unico valor de arg z tal que

- < Argz <.

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



12 1.5. COORDENADAS POLARES

El argumento principal de un nimero complejo z = z + iy se puede calcular em-
pleando la ecuacién 6 = arctan(y/z). Esta ultima ecuacién se utiliza en la siguiente
expresion para calcular el argumento principal de un niimero complejo.

0, x>0, y=0,
arctan(y/x), x>0,y>0,
/2, =0, y>0,
Args = arctan(y/x) + 7, x <0, y>0,
m, z <0, y=0,
arctan(y/z) —m, x <0, y<O0,
—m/2, z=0, y <O,
arctan(y/x), x>0, y<O0.

Como se puede apreciar, la formula anterior considera la posiciéon del nimero com-
plejo z en el plano complejo para calcular el valor de Arg z, es decir, dependiendo del
cuadrante donde se encuentre z, el argumento principal se calcula de una forma muy
particular.

Ejemplo 1.2. Utilizando el argumento principal, represente en forma polar los siguien-
tes nimeros complejos: 21 =1+14, 20 =—141,23=—-1—4,y 24 =1—1.

Solucidn.  Se tiene que el valor absoluto de z1 es r = |z1| = V11 +12 = V2. Como
z1 = 141 estd en el primer cuadrante, su argumento principal es

Arg z; = arctan(1) = %

Por lo tanto, la férmula polar de z; = 1 4+ 4 empleando el argumento principal es
21 = V2(cos(m/4) + isen (1/4)).

Por un razonamiento similar, se puede verificar que la forma polar de los nimeros
complejos zo = —1+1, 23 = —1 —14,y 24 = 1 — i, es respectivamente:

2o = V/2(cos(3m/4) + isen (37/4)),
23 = V/2(cos(3m/4) —isen (3w/4)),
24 = V/2(cos(m/4) —isen (1/4)).

O

Pasemos a describir algunas propiedades del argumento, las cuales se muestran en
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6. Si z1 y zo son niumeros complejos distintos de cero, entonces se
satisfacen las siguientes identidades:

1. arg(z1 z9) = arg z; + arg z9.

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela
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1
2. arg <2—> = —arg(z2).
2

3. arg <ﬁ> = argz) — argzy.
z2

Demostracion. Supongamos que la forma polar de z; y 29 estd dada respectivamente
por z; = ry(cosfy +isenfy) y zo = ro(cos by + isenbsy).
Demostracion de 1. Utilizando identidades trigonométricas podemos escribir:

z122 = (ri(cos +isen;)) (ra(cosbs + isenbs))

(r17r2) [(cos 01 cos O — sen fysen 62) + i (cos f1sen Oz + sen 6y cos )]
= (r1r2) [cos(61 + ) +isen (61 + 62)],

que es la forma polar de z1 29 y 01 + 05 = arg z; + argzs es un valor del argumento
arg (z1 z2). Por lo tanto, se cumple la identidad 1.
Demostracion de 2. Empleando la forma polar de zo podemos escribir:

1 1 1 cos 05 — isen Oy 1 ’
S - = _ . =r, (cos(—0y) + isen (—05)),
29 ro(cosfy +isenfy) ry  cos? 6y + sen 26y 5 (cos(—02) (—62))

que es la forma polar de 1/z9 y arg (1/z2) = —0s; luego, se cumple la identidad 2.
Demostracion de 3. Como

Z1 1
—— = Zl - —,
22 22
entonces, por las identidades 1 y 2, se prueba que la identidad & se cumple. ]

Ejemplo 1.3. La Proposicién 1.6 se puede utilizar para calcular un valor del argumento
de z1 29 0 z1/29. Por ejemplo, tomemos z; =iy zo0 = —1 + i. La forma polar de estos
niimeros complejos es z; = cos(m/2) + isen (1/2) y 22 = v/2(cos(3m/4) + isen (31/4)).
Asi, un valor del argumento de 21 zo es

( ) T n 3m 5w
arg (z1z21) = =+ — = —
glz121 5 1 1
lo cual efectivamente es un valor del argumento de z129 = —1 — i (verifique esta afir-
macién). Pero, este valor no es el argumento principal de z129 = —1 — ¢, aunque 7/2 y

3m/4 si son los argumentos principales de z; y z9, respectivamente.

El Ejemplo 1.3 nos permite asegurar que, en general,

Arg(z122) # Argz1 +Argze y  Arg(z1/22) # Arg 2 — Arg 2.

1.5.1 Férmula de Euler

Sea z = x + iy un ntmero complejo con médulo r =1 y # = arg z. Escribiendo

¢ = cosf + isenf

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



14 1.6. POTENCIAS Y RAICES

se obtiene
z=e€",
que se conoce como formula de FEuler.
Ahora, para cualquier nimero complejo z = r(cosf + isenf), con r > 0, se puede
utilizar la férmula de Euler para reescribir a z como:

z=re
y, ademads, si z; =11 it YV 20 =T9 %2 entonces las siguientes identidades son ciertas:
1. 21 zp = (ryrg)el1102),
9. i — i et(=01) — i e~
Z1 1 1

3. Al <T_1> ei(01—02)
22 )

Considerando esta notacién, la forma polar de z utilizando la féormula de Euler es
2z =re? donde r y 6 son sus coordenadas polares (# no necesariamente es el argumento
principal de z).

Ejemplo 1.4. La forma polar, utilizando la férmula de Euler, de los nimeros complejos
z71=14+1,20=—-14+1,23=—1—19,y24=1—14,es

2 = \/ieit%r/él’ 2y = \/Eei€37r/4’ 23 = \/ie—i937r/4’ 24 = \/ie—ieﬂ/{

Observe que en la forma polar de los nimeros dados se utilizé el argumento principal,
pero pudiera también emplearse cualquier valor del argumento.

1.6 Potencias y Raices

Definicién 1.10 (Potencia n-ésima). Sean z = r ¢’ y n un entero positivo. La potencia
n-ésima de z, denotada por 2", se define como

2" =" e™? = " (cos nf + isennf).

Definicién 1.11 (Raices n-ésimas). Sean z = r ey n un entero positivo. Las raices
n-ésimas de z, denotadas por z%/", se definen como

- 0+2km

A = Yreta

= Ur <cos <70—|—2k‘7r> + isen <79—|—2k‘7r>> ,
n n

para k =0,1,...,n — 1, donde {/r denota la raiz n-ésima positiva del nimero real r.

Observacidon 1.4. En las definiciones de potencia y raiz n-ésima, se utiliza cualesquiera
valor de 6, no es necesariamente el argumento principal de z.

Ejemplo 1.5. Se deja como ejercicio para el lector verificar que

3 . T +2kw

(144)% = V3¢ y A+ =V2e 5, k=0,1,...,4
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CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS 15

1.7 Regiones en el Plano Complejo

En esta seccién se describen conjuntos especiales de niimeros complejos, o puntos,
y la proximidad de unos a otros.

Definicién 1.12 (Vecindad).
El conjunto de puntos

B(zp,e) ={2z€C:|z— 2| < e}

para cada zg € C y cada £ > 0, se denomina vecindad de zp.

La vecindad B(zp,e) de un nimero complejo z representa geométricamente el in-
terior de la circunferencia |z — zg| = €, como se aprecia en la Figura 1.5.

- ~.

~S
.
NN,
° N\
\
J
P
e

-
-
\\\\\\\\

Figura 1.5. Vecindad de un nimero complejo

Definicién 1.13 (Conjunto abierto). Se dice que un conjunto de nimeros complejos S
es abierto, si para cada z € S existe una vecindad de z, B(z,¢), tal que B(z,¢) C S.

Ejemplo 1.6. Los siguientes conjuntos del plano complejo son ejemplos de conjuntos
abiertos.

(a) Si={z€C:|z] <1}

(b) S9 es la regién del plano complejo formada por los puntos interiores del cuadrado
cuyos vértices son los puntos z1 =0, 20 =1, 23 =141, y 24 = 1.

(¢) S3 es la regién del plano complejo formada por los puntos z = x + iy que
satisfacen el siguiente sistema de inecuaciones:

z—y > —1
r+y < 1
y > 0

Los conjuntos S1, So y Ss3, se aprecian en la Figura 1.6.

Definicién 1.14 (Frontera de un conjunto). Sea S un conjunto de nimeros complejos.
La frontera de S es el conjunto formado por los puntos z € C tales que todas las
vecindades de z contienen puntos de S y puntos que no estan en S.
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16
A A . A
//_1__\\ S l I+ %, 93
7T s>
.' ‘.
-1 I‘\\ I/’l 1 0 1 -1 1
(2) (b) (c)

Figura 1.6. Ejemplos de conjuntos abiertos

N oo
PREEEN
-------- o~ \\
’
& \
! \
! }
/ z2

-

Figura 1.7. Frontera de un conjunto

Ejemplo 1.7. En la Figura 1.7 observamos un conjunto S y tres puntos z1, 2o y z3.
En este caso, z; es un punto de la frontera de S, en cambio z, y z3 no pertenecen a la
frontera de S (se deja al lector justificar esta afirmacién).

Ejercicio 1.2. Determine la expresién matematica de la frontera de los conjuntos S1,
S v S5 definidos en el Ejemplo 1.6.

Definicién 1.15 (Punto de acumulacién). Sea S un conjunto de nimeros complejos.
Se dice que zy es un punto de acumulacion si toda vecindad de zy contiene por lo
menos un punto de S diferente de zj.

Ejemplo 1.8. Considere el conjunto S de la Figura 1.7. Aqui observamos que z; y 22
son puntos de acumulacién de S, pero z3 no es un punto de acumulacién de S, ya que

existe ¢ > 0 tal que B(z3,e) NS = ().

Definicién 1.16 (Conjunto cerrado). Se dice que un conjunto de nimeros complejos S
es cerrado, si todos sus puntos de acumulacién pertenecen a él. De forma equivalente,
S es cerrado si contiene a su frontera.

Ejemplo 1.9. Considere todos los conjuntos S mostrados en las Figuras 1.5, 1.6 y 1.7.
Suponga que con estos conjuntos se forman nuevos conjuntos que contienen los puntos
de la frontera. Estos wltimos conjuntos son todos cerrados.

Definicién 1.17 (Conjunto conexo). Se dice que un conjunto de nimeros complejos S
es conexo, si dados dos puntos cualesquiera de S, existe una trayectoria formada por

segmentos de recta que los une y cuyos puntos pertenecen todos a S.
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Ejemplo 1.10. En la Figura 1.8 observamos dos conjuntos S; y So. El conjunto Sy es
conexo y S es no conexo.

Figura 1.8. Conjuntos conexo y no conexo

Definicién 1.18 (Dominio). Se dice que un conjunto de nimeros complejos S es un
dominio, si S es abierto y conexo.

Ejemplo 1.11. Todos los conjuntos S mostrados en las Figuras 1.5, 1.6 y 1.7 son un
dominio. Asimismo, el conjunto S; de la Figura 1.8 también es un dominio.

Definicién 1.19 (Conjuntos acotado y no acotado). Se dice que un conjunto de nimeros
complejos S es acotado, si existe un nimero real R > 0 tal que todo punto de S queda
dentro de la circunferencia |z| = R. Por el contrario, si |z| > R para todo R > 0 y algin
z € 5, se dice que S es no acotado.

Ejemplo 1.12. En la Figura 1.9 observamos dos conjuntos S; y Sa. El conjunto 57 es
acotado y S5 es no acotado.

Sy

Figura 1.9. Conjuntos acotado y no acotado

1.8 Ejercicios Propuestos
1. Exprese los siguientes nimeros complejos en la forma cartesiana x + iy:

(a) (2+3i)+(4+1) Resp. 6 +i4
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2+3i
44
1
i

(b)
3
(c) 1+i
(d) (2 +3)(4 +1)
(€) (8 + 6i)3

NS

142 2-i
&) 3=t 5

(h) (1—3)*

Resp. % +i%

Resp. %— z%

Resp. 54114
Resp. —352 4+ 1936

Resp. 4 — 1 %
Resp. — %
Resp. —4

2. Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones:

(a) 22 =3—4i
(b) (z4+1)2=3+4i

3. Simplifique las siguientes expresiones:

(a) (=i)~!
(b) (1—4)~"
o

(d) 1—+2i

1
RN

4. Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) 2°=2=0

(b) 22 +i=0

Resp.

Resp. z1=1—1, 29=2—1

Resp. z1 =141, 2o =—-3—1

Resp. 1
Resp. % +1 %

Resp. i
Resp. —i, 6241

Resp. %—Fz%, 6 —1

zZ1 = —
Res 2 2
P 2-V2 V2421
22 ="">3 - 2
2—/2 242
23 = 3 V2 + \/;+ :
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CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS 19

207_\/52\5_'_ “31

SO, 1V Q. £
(c) 254+8=0 Resp. = .22

23 =721

2

zo = 23
(d) 22—4=0 Resp. { = =25 (—%—F@l)
2 = —23 (% + ‘/2‘3”)

5. Determine el conjugado de los siguientes niimeros complejos:

(a) % Resp. —165 + i %
(b) % Resp. — % +1 %
(c) i(2 —I(_—?);)(—5z)_ 2i) Resp. g +1 %
(d) % Resp. —% —1 6—35
6. Calcule el médulo de los siguientes niimeros complejos:
(a) % Resp. %
) Resp. S
(c) i(2 J(r_?’;)(_i)_ 20) Resp. @
(d) % Resp. %
7. Sea z € C tal que |z| = 1. Entonces, calcular |1 + z|> + |1 — z|%. Resp. 4

8. Demuestre que |(2% + 5)(v/2 — i)| = V3|22 + 5.
9. Sean z1, 29, ..., 2, numeros complejos. Demuestre que
|21 + 22+ -+ 20| < za| 4 2] + o0+ 2l
10. Si |z1| # |22], entonces demuestre que

|21 + 22| > [|21] — |22]]-
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11. Si |z9| # |z3|, entonces demuestre que

|21]
= 2| — |23]|

21
29 + 23

12. Encontrar todos los valores del argumento de z cuando el nimero complejo z esta

dado por:
(a)z:i_il Resp. T +2nm, n=0,4£1,£2,...
(b) z= (V3 +1) +5(\—/§5i_ 2)i] B+9) Resp. % +2nm, n=0,£1,£2,...
(c) z= 3+ \/§3+—|—(§i_ V3)i Resp. —¢ +2nm, n=0,£1,£2,...

13. Si z129 # 0, aplicar la forma polar para demostrar que Re (z122) = |21]|22] si, y s6lo
sifh — 0y =2nm, (n=0,£1,42,...), donde 6; = argz; y 0y = arg 2.

14. Demostrar que la identidad

1— Zn—l—l

Ltz422+ o+ = —
1—2
se satisface para todo entero n > 1y todo z # 1.

15. Exprese las caracteristicas de los siguientes conjuntos de puntos, en cuanto a: cerrado
o abierto, conexo o no, acotado o no.

(a) {z€C:Rez= -2} Resp. Cerrado, No acotado
(b) {zeC:Rez<Imz} Resp. Conexo, No acotado
(c) {z€C: 2z >2Rez} Resp. Abierto, Conexo, No acotado
(d) {zeC:|z—3+4i| <6} Resp. Cerrado, Conexo, Acotado
(e) {zeC:|z—2+5i <0} Resp. Acotado
(f) {reC:0<|z—-2+1| <2} Resp. Abierto, Conexo, Acotado
(g) {reC:-1<Rez< 1} Resp. Abierto, Conexo, No acotado
(h) {zeC: |argz| < 7/2} Resp. Abierto, Conexo, No acotado
(i) {z€C:Re(z—1i) =2} Resp. Cerrado, No acotado
(G) {z€C:|z+2i + |z —2i] <10} Resp. Cerrado, Conexo, Acotado
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Capitulo 2

Funciones de Variable Compleja

Las funciones de variable compleja poseen muchas aplicaciones en distintas dreas de
la Ingenieria, por ejemplo, en la teoria de corrientes alternas, el movimiento de fluidos
o el procesamiento de senales. Fn este tema se presentan los fundamentos matemaéticos
de las funciones de variable compleja. Se presta mucha atencién a la definicién y a
las propiedades de continuidad y diferenciacién de una funciéon de variable compleja.
Asimismo, se describe un procedimiento para transformar regiones del plano complejo
a través de funciones lineales.

2.1 Definicion

Una funcion f de variable compleja es una regla de asignacion que le hace corres-
ponder a un nimero complejo z = x + iy uno o varios nimeros complejos w = u + i v.
El nimero w se llama valor o imagen de f en z y se designa por f(z), es decir, w = f(2)
0, equivalentemente, u +iv = f(x + i y).

w=flz
w=fz) f2)
funcion monovaluada funcion multivaluada

Figura 2.1. Funciones monovaluada y multivaluada

Definicién 2.1 (Funciones monovaluadas y multivaluadas). Sea f(z) una funcién de
variable compleja. Si a cada z la funcién f le hace corresponder una y sélo una imagen
w, se dice que f es monovaluada. Ahora, si la funcién f le hace corresponder a z mas
de una imagen, digamos wi,ws, ..., se dice que f es multivaluada. En la Figura 2.1 se

21



22 2.1. DEFINICION

muestra una representacion grafica, a través de diagramas, de funciones monovaluadas
y multivaluadas.

Definicién 2.2 (Dominio y rango). El conjunto de nimeros complejos z donde la
funcién f estd bien definida (no hay divisién por cero) se denomina dominio de f. El
conjunto de nimeros complejos conformado con todas las imagenes w = f(z) es llamado
rango de f.

Definicién 2.3 (Polinomio complejo). Sean n > 0 un entero y ag, ai,. . ., a, constantes
complejas. La funcién

p(2) = ap + a1z +ag2® + - + a, 2", (an #0)
se denomina polinomio complejo o, simplemente, polinomio de grado n.
Ejercicio 2.1. Determinar el dominio y el rango de un polinomio de grado n.

Definicién 2.4 (Funcién racional). Sean p(z) y ¢(z) polinomios. La funcién r(z) dada
por

se denomina funcion racional y estd definida en todo niimero complejo z, excepto donde
q(z) =0, esto es, {z € C:q(z) #0}.

Ejemplo 2.1. Determinar el dominio y el rango de la funcién

z+1
z—1

r(z) =

Solucidn. Se tiene que el dominio de r(z) es el conjunto de nimero complejos z tales
que r(z) estd bien definida, es decir, el conjunto de nimeros complejos que no produzcan
una divisién por 0, esto es, {z € C: z # i}.

Ahora, para determinar el rango de r(z) se utiliza el siguiente procedimiento. Se
toma w = r(z) y luego se despeja a z en funcién de w. A la funcién obtenida, que
depende de w, se le determina el dominio. Este tltimo conjunto de ntimeros complejos
constituye el rango de r(z). Asi, se tiene

z+1
z—1

despejando z en funcién de w, se obtiene

1—w

de lo cual se deduce que el rango de r(z) es {w € C: w # 1}. O
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2.2 Limite y Continuidad

Pasemos ahora a estudiar las propiedades del andlisis infinitesimal de las funciones
de variable compleja, esto es, limite, continuidad y derivabilidad. El objetivo de esta
parte es utilizar los resultados del anélisis infinitesimal de variable real para desarrollar
los conceptos de limite, continuidad y diferenciaciéon de funciones de variable compleja.
Para ello, inicialmente se introduce el concepto de funciones componentes.

2.2.1 Funciones Componentes

Las funciones de variable compleja se pueden expresar en términos de una par de
funciones de variable real monovaluadas. Esto es, si f(z) es una funcién de variable
compleja y z = x + iy, entonces f(z) se puede expresar como

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
donde u : R? — R, y v : R? = R, se denominan funciones componentes de f(z).

Ejemplo 2.2. Las funciones componentes, u(z,y) y v(z,y), de f(z) = z? + a, donde
a = a1 + 1 ag, estan dadas por

w(z,y) =22 =y + a1,  v(z,y) = 2zy + ay.

1
Ejemplo 2.3. Las funciones componentes, u(z,y) y v(z,y), de f(z) = z + — estén
z

dadas por
B z(x®+y? +1)

2 2
y(@® +y* - 1)
u(z,y) = 2 ==

’ U(ﬂj‘,y) - :EQ +y2

2.2.2 Limite

Sea f(z) una funcién de variable compleja definida en un dominio D C C. Sea z
un punto de D. Seguidamente veremos que la definicién de limite de una funcién de
variable compleja es una extension del limite de una funcién de variable real.

Definicién 2.5 (Limite). Sea f(z) una funcién definida en todos los puntos de cierta
vecindad de zg excepto, posiblemente en el mismo zy. Se dice que wg es un limite de
w = f(z), si para cada nimero positivo &, existe un nimero positivo ¢ tal que

|f(2) —wgo| < e, siempre que 0 < |z— 2| <.

Denotamos con
lim f(z) = wo
Z—20

para indicar que wp es un limite de f(z), cuando z tiende a zp.
Algunas de las formulas de limites que se estudiaron en el cdlculo elemental tienen

sus homologas en el caso de funciones de variables compleja. Las férmulas equivalentes,
que se presentan aqui, se demuestran usando la definicién de limite.
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24 2.2. LIMITE Y CONTINUIDAD

Teorema 2.1. Sean f(z) y g(z) funciones de variable complejas tales que

lim f(z) =wp y lim g(z) = Wy.
Z—r20

Z—20
FEntonces,

1. lMm [f(2) + g(2)] = wo + Wo;
Z—20

2. lim [f(2) - g(2)] = wo - Wp;
Z—20

[ f(Z)] _ wo
1 | ==
ot 55 =

Demostracion. Sea € > 0. Demostracion de 1. Como wg y W) son respectivamente los
limites de f(z) y g(z) cuando z tiende a zp, podemos escribir:

5
|f(2) —wo| < 3 siempre que 0 < |z — zp| < d1.

lg(z) — Wo| < %, siempre que 0 < |z — zp| < dg,
donde é; > 0 y 09 > 0 dependen de . Asi, por la desigualdad triangular tenemos que
[f(2) + 9(2)] = [wo + Wol| < [f(2) — wol + |g(2) — Wo| <e,

siempre que 0 < |z — 29| < 4, donde 6 < min(dy,d3). Por lo tanto, wy + Wy es el limite
de f(2) + g(2) cuando z tiende a z.
Demostracién de 2. Supongamos que

|f(2) —wo| < \/g, siempre que 0 < |z — 2g| < 3.

lg(z) — Wp| < \/g, siempre que 0 < |z — zg| < 44,
donde 03 > 0 y 44 > 0 dependen de e. Como Wy(f(z) — wp) = Wof(z) — Wowy
y wo(g(z) — Wp) = wog(z) — woWp, entonces es claro que lim Wof(z) = Wowg y
z2—20
lim wpg(z) = weWp; luego, por 1, li)m (Wof(z) —wog(z)) = 0. Ahora, tenemos que
z—20

f(2)g(2) = woWo = (f(2) — wo)(g(2) = Wo) — (Wof(2) — wog(2))-

Asi, por todo lo anterior podemos escribir

£ (2)9(2) — woWo| = I( () )( (z) Wo) = (Wof(2) — wog(2))|
< (9(2) = Wo)l + [(Wo £ (2) — wog(2))]

e firie

siempre que 0 < |z — z9| < 4, donde § < min(ds,ds). Luego, woWy es el limite de
f(2)g(z) cuando z tiende a z.
La demostracién de 3 se deja como ejercicio para el lector. O
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El siguiente teorema muestra la relacion entre el limite de una funcién de variable
compleja y el limite de sus funciones componentes que, por supuesto, son funciones
reales.

Teorema 2.2. Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) una funcion de variable compleja. Sean
20=x9+ 1Yo Yy wog = ug + tvg. Entonces,

A, e =wo

si, y solo si

lim u(x,y) = u lim v(x,y) = vg.
o) gy B T U0 Yy U Y) =

Demostracion. Sean fi(z) y f2(z) funciones de variable compleja definidas respectiva-
mente por

fl(z) :U(.’L',y), y fQ(Z) :U(.’L',y).
Es claro que f(z) = f1(2) + i fa(z), ademads, si lim f(z) = wp, entonces por el Teo-
z—20

rema 2.1 tenemos que

Ii =y = i i =1y = Ii .
I a@=ws i ey v ImAE=ws lin ey
Ahora, si
l, = 1/ = 1/ - 1/ ==
e S "V TG N Ty Iy Y = i R =
entonces, por el Teorema 2.1 obtenemos lim f(2) = wy. O
Z—20

2.2.3 Continuidad

La continuidad es uno de los conceptos més importantes del andlisis. A continuacién
veremos que la continuidad de una funcién de variable compleja se puede ver como una
extensién del concepto de continuidad de una funcién de variable real.

Definicién 2.6. Se dice que una funcién f(z) es continua en zg, si satisface las dos
condiciones siguientes:

(i) f(z0) esta bien definido;
(i) lim,—,, f(2) existe y
Jim () = f(z0)

Se dice que f(z) es continua en un dominio D, si es continua en todo z € D.

Ejemplo 2.4. Estudiemos la continuidad de la funcién

2
z¢—1
1
fe={=o1 Pt
1, z=1.
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Tomemos z = x + iy. Para z # 1, la funcién f(z) se puede expresar como

(z—=1)(z+1)
(z—-1)
luego, las funciones componentes de f(z) son u(z,y) = z + 1, y v(z,y) = y. Como

el valor de f(zp) estd bien definido para todo zyp = xo + iyg # 1, entonces por el
Teorema 2.2 podemos escribir:

f(z) = =z4+1=(x+1)+1iy,

lim f(z) = lim  u(x,y)+1 lim  w(zr,y)=zo+1+iyo =20+ 1= f(20),

2720 (w7y)—>(w07y0) (w7y)—>(w07y0)

en otras palabras, f(z) es continua en todo zg # 1.
Para z = 1, se tiene que f(1) estd bien definido, pero h’m1 f(z)=2# f(1) = 1. Por
zZ—r

lo tanto, f(z) no es continua en z = 1.

El siguiente teorema dice que las funciones definidas como la suma, multiplicacién
o divisién de funciones continuas, son también funciones continuas en su dominio de
definicién. La demostracién de este teorema se obtiene utilizando el Teorema 2.1.

Teorema 2.3. Sean f(z) y g(z) dos funciones de variable compleja continuas en un
dominio D. Entonces:

1. la funcion f(z) + g(z) es continua en D;
2. la funcion f(2)g(z) es continua en D;
3. la funcion f(z)/g(z) es continua en D\ {z € C: g(z) = 0}.

Observacidon 2.1. Una aplicacién inmediata del Teorema 2.3 es que nos permite asegurar
que un polinomio es una funcién continua en todo el plano complejo; ademas, también
nos permite aseverar que una funcién racional es continua en todo el plano complejo
excepto donde su denominador se anule.

De la misma forma que en el calculo elemental, la composicién de funciones reales
continuas es continua; asi mismo, también la composiciéon de funciones de variable
compleja continuas es continua. Esta afirmacion se plantea en el siguiente teorema,
cuya demostracion se obtiene directamente de la definicién de continuidad.

Teorema 2.4. Sean f(z) y g(z) dos funciones de variable compleja definidas respecti-
vamente en los dominios D y E, tales que f(D) C E. Si f es continua en D y g es
continua en f(D), entonces la funcion h(z) = g(f(z)) es continua en D.

Por otra parte, dado que el limite de una funcién de variable compleja se puede cal-
cular a través del limite de sus funciones componentes (Teorema 2.2), es natural inferir
que la continuidad de una funcién de variable compleja se corresponde con la conti-
nuidad de sus funciones componentes. Seguidamente se muestra un teorema que trata
este aspecto, cuya demostracion es inmediata utilizando la definiciéon de continuidad de
funciones reales conjuntamente con el Teorema 2.2.
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Teorema 2.5. Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) una funcion de variable compleja. Enton-
ces, f es continua en un punto zog = xg + iy Si, y solo si sus funciones componentes,
u(z,y) yv(z,y), son continuas en el punto (g, o).

A continuacién damos un ejemplo que muestra la aplicacién de los Teoremas 2.3 y
2.5, en el estudio de la continuidad de una funcién de variable compleja.
Ejemplo 2.5. Estudiemos la continuidad en z = 1 de la funcién
) T — 1y
z) =2x 41 o
f(z) tyt g

Verifiquemos la continuidad de f(z) de dos maneras. Primero utilizando el Teorema 2.3
y después empleando el Teorema 2.5. Escribamos a f(z) en funcién de z, para ello
consideremos las siguientes expresiones de = e y

z+7z _2—2
2 0 YT Ty

Sustituyendo convenientemente estas expresiones en la férmula de definiciéon de f(z)

obtenemos:
z+zZ\ . (2-Z\ HEH4iGE
z) = 2 +1 — | + :
/) < 2 ) < 21 > zZZ
_|_

o z—Z z
= z+4+z+ —
2 ZZ
3 n 1 7+ 1
= —z+4+-Z+-.
2 2 z
Definamos tres funciones f1(z), f2(2) y f3(z) como

3 1 1

=% fa(z) = 3% f3(z) = >

fi(z) =35

Las funciones fi(z) y f3(z), son respectivamente un polinomio de grado uno y una
funcién racional. Asi, fi(z) es continua en todo el plano, particularmente en z = 1, y
f3(z) es continua en todo el plano excepto en z = 0, por lo tanto f3(z) es continua en
z = 1. En cuanto a la funcién fo(z), se deja como ejercicio para el lector verificar que
es continua en z = 1 (Ayuda: utilice el Teorema 2.5). En consecuencia, como f1(z),
f2(2) y f3(2) son continuas en z = 1y f(2) = fi(2) + fa(z) + f3(2), entonces por el
Teorema 2.3 se tiene que f(z) es continua en z = 1.

Ahora apliquemos el Teorema 2.5 en el estudio de la continuidad de f(z) en z = 1.
Para ello es necesario encontrar las funciones componentes, u(x,y) y v(z,y), de f(2).
Operando obtenemos:

10 (2 )+ (- 70).

de donde se deduce que

Y

u(z,y) =2z + y U(Uc,y)zy—m.

x2 +y2’
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Como u y v estan bien definidas en el punto (1,0) y

lim  w(x,y) =3 =u(l,0), lim v(z,y) =0=wv(1,0),
L (z,y) (1,0) (:c,y)—)(O,l)( y) (1,0)

podemos concluir que u y v son continuas en (1,0). Entonces, por el Teorema 2.5 la
funcién f(z) es continua en z = 1.

2.3 Diferenciacion

Inmediatamente damos la definicién de derivada de una funcién de variable compleja.

Definicién 2.7 (Derivada). Sea f(z) una funcién de variable compleja definida en un
dominio D. Sea zy un punto de acumulacién de D. La derivada de f(z) en 2, denotada

d
por — f(20) o f'(20), se define mediante la ecuacién

3 je) = (o) = i TN T0) (2.1

h—0 h ’

donde h es un numero complejo. Se dice que f(z) es derivable en un dominio D de
numeros complejos, si la derivada de f(z) existe en cada punto z € D.

Teorema 2.6. Si la derivada de f(z) en zy existe, entonces f(z) es continua en zy.

Demostracién. Como la derivada de f(z) existe en zg, entonces |f'(20)] < ooy f(20)
estd bien definido. Por tanto,

I h) — =1 ! =
lim | (20 + h) — £(z0)| = lim [B] |/(z0)] = 0.
de donde se deduce que f(z) es continua en z. O

Observacion 2.2. El Teorema 2.6 nos garantiza que toda funcién derivable es continua.
Lo que no es cierto es que toda funcién continua es derivable; por ejemplo, f(z) = |z|?
es continua en todo el plano complejo, pero es derivable solamente en z = 0 (se deja al
lector verificar este hecho).

2.3.1 Férmulas o Reglas de Diferenciacién

Sean f(2), f1(2), f2(2), ..., fu(2) funciones derivables en z € C. Las siguientes pro-
piedades son ciertas y su demostracién se obtiene facilmente utilizando la definicién de
derivada y los Teoremas 2.1 y 2.2.

1. Si f(z) = ¢, entonces f'(z) =0, donde ¢ € C.
2. Si h(z) = ¢ f(z), entonces h'(z) = ¢ f'(z), donde ¢ € C.
3. Si f(z) = z, entonces f'(z) = 1.

4 [fi(2) + fal2) + -+ ful2)) = fi(2) + f5(2) + - + fr(2).
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5. [fi(2) f2(2)] = fi(2) fa(2) + f3(2) f1(2)-

6. [((2))™] = m (f(2))™ #'(z), donde m es un entero.

7. Si f(2) = 2™, entonces f'(z) =mz™"!, donde m es un entero.
8. Si f(2) =aop+ a1z + a2+ --- + a,,2™, entonces

f'(2) = a1 + 2a0z + 3a32® + - + may2™ L.

[ﬁ(z)} _ H@AE = HEAE e v cuando f(2) £ 0.

f2(2) (f2(2))?

10. Regla de la Cadena. Sean f(z) derivable en zy y g(w) derivable en f(zy). Entonces
la funcién h(z) = g(f(z)) es derivable en zg, y

W (z0) = ¢'(f(20)) f'(20).

2.3.2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Si una funcién de variable compleja es derivable en un punto, sus funciones compo-
nentes satisfacen las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann en ese punto. A continua-
ciéon damos una breve deduccién de estas ecuaciones, que son las condiciones necesarias
para la existencia de la derivada de una funcién compleja en un punto.

Teorema 2.7. Sea f(z) = u(z,y) +iv(x,y) derivable en zy = xo +iyo. Entonces, las
funciones componentes, u(z,y) y v(z,y), satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en el punto (xo,yop), esto es:

ou ov

a—x(wo,yo) = a—y(ﬂ?myo)

ou ov (2:2)
a—y(wo,yo) = - g(xo,yo)

Demostracion. Como f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es derivable en zg = ¢ + i 3o, se tiene

(z0) = }LIE% J (20 + h})l — f(Zo)'

Ahora bien, utilizando las funciones componentes de f(z) y tomando h = hy + i ho,
obtenemos:

[w(zo + h1,yo + he) +iv(xo + hi,yo + h2)] — [u(zo,y0) + i v(xo, yo)]

f'(z0) = lim

h—0 h
— lm [u(zo + h1,y0 + h2) — u(@o, yo)] + i [v(zo + h1,yo + h2) — v(zo, Yo)]
a h—0 h '
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Como la derivada de f(z) existe en zy, podemos tender a 0 tomando h un real puro o
un imaginario puro y el limite, que define la derivada de f(z) en zy, siempre es igual.
Supongamos primero que h = hy > 0, es decir, ho = 0, entonces obtenemos:

h - ; h _
f'(20) = lim [u(zo + h1,y0) — w(xo,y0)] + i [v(zo + h1,y0) — v(x0,Yo)]
h1—0 hl
~ lm u(wo + h1,y0) — u(xo,Yo) +i lim v(wo + k1, y0) — (0, yo)
h1—0 hq h1—0 hy
ou o)
= %(x()uy()) +Za_x(w07y0)- (23)

Ahora, si tomamos h = i hy con hy > 0, es decir, h; = 0, entonces obtenemos:

f/(Zo) —  lim [u(gjO)yO + h2) —U(xo,yo)] .—I_Z.[U(:E(])y(] +h2) _U(gjO)yO)]

ha—0 Zh2

~ m u(zo, Yo + ﬁ2) — u(zo,Yo0) 4 lim v(zo, Yo + ﬁz) — v(%o, Yo)
ha—0 Zh2 ha—0 7 h2

ou ov
- 2 . 2.4
v oy (zo,%0) + ay(xo,yo) (2.4)
De las ecuaciones (2.3) y (2.4) se deduce que

ou v ov

) e,
a_x(x07y0) +1 %(9507%) = a_y(x07y0) —1 8_Z(x07y0)7

es decir, f(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.2) en (zg, yo). O

El hecho que una funcién satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un punto
20 = xo+1 Yo, no es suficiente para garantizar que f(z) sea derivable en zy. Por ejemplo,

la funciéon )

Z, 240,
flz) =4 %

0, =z2=0,

satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z = 0, pero no es derivable en ese punto
(se deja al lector verificar este hecho).

Asi pues, la validez de las ecuaciones de Cauchy-Riemman en un punto es una
condicion necesaria para que exista la derivada en dicho punto. El solo hecho que las
ecuaciones de Cauchy-Riemman sean validas para una funcién, no significa que todas
las trayectorias por las que zg + h se aproxime a 2y den lugar a un mismo valor limite
de la definicion de derivada. El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias y
suficientes para que una funcién sea derivable en un punto.

Teorema 2.8. Sean f(z) = u(x,y)+iv(x,y) y z0 = xo+iye. Siu(x,y) yv(zr,y) tienen
primeras derivadas parciales continuas, con respecto a x ey, en (xg,Yo), y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.2) en (xg, o), entonces f'(zq) existe y estd dada

por (2.3) ¢ (2.4).
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Demostracion. La demostraciéon es inmediata utilizando el Teorema 2.7 y el hecho que
u(z,y) y v(x,y) tienen primeras derivadas parciales continuas, con respecto a x e y, en

(70, 0)- O

Ejemplo 2.6. Demostremos que la funcién f(z) = e*cosy + ie“seny es derivable en
todo punto z del plano complejo. Las funciones componentes de f(z) estdn dadas por

u(z,y) = €* cosy, v(z,y) = e"seny.

Asi, las derivadas parciales de u y v, con respecto a x e y, son:

ou ou .
—— — € COS — — —e€ sen
8,:17 y7 ay y7
o v

- — e sen —— — € COS
8[]; y? 8y y7

las cuales son continuas en todo R? y, ademds, satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en todo z = x +iy. Entonces, por el Teorema 2.8 la funcién f(z) = e* cosy +
1eseny es derivable en todo el plano complejo.

2.4 Funciones Analiticas

En esta seccién introducimos un conjunto de funciones de variable compleja deno-
minadas analiticas que poseen una propiedad muy particular: si f(z) es analitica en un
punto zy, entonces es derivable en todo punto z muy cercano a zy. Esta cualidad de las
funciones analiticas las hace muy importantes para el desarrollo tedrico de aplicaciones
en Ingenieria.

Definicién 2.8 (Funcién analitica). Se dice que una funcién f(z) es analitica en zy € C,
si la derivada de f(z) existe en 2 y en todo punto de alguna vecindad de zg. Si f(z) es
analitica en todos los puntos de un dominio D C C, se dice que f(z) es analitica en D.

Ejemplo 2.7. Determinemos el conjunto de nimeros complejos z = = + iy donde la
funcion f(z) = (23 — 3zy?) + i (32%y — y?) es analitica. Se tiene que las funciones
componentes de f(z) estdn dadas por:

u(r,y) =2° - 3zy%, y  v(r,y) =327y -y’

Ahora, las derivadas parciales de u y v, con respecto a x e y, son

8u 2 2 8U

— =3z" -3 — =6
ov o 5 9
97 = 6y, 3y 3z — 3y

Como las derivadas parciales de u y v son continuas y satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en todos los puntos (z,y) del plano, entonces f(z) es derivable en
todo el plano complejo. Por lo tanto, f(z) es analitica en todo el plano complejo.
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Ejemplo 2.8. Determinemos el conjunto de nimeros complejos z = x + ¢y donde la
funcién f(z) = 22 +iy? es analitica. Las funciones componentes de f(z) son: u(x,y) =

22, y v(z,y) = y>. Al forzar que se satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann
obtenemos:

ou 5 5 ov ou 0 ov

_— = x€r = = - _ = == P~

ox Y oy Y dy ox

de donde se deduce que f(z) es derivable unicamente en los puntos z = = + iy que
pertenecen a la recta y = x. Si zp es un punto de esta recta, toda vecindad de zg
contiene puntos en los que f’(z9) no existe. Asi pues, f(z) no es analitica en ningtin
punto del plano complejo.

Los ejemplos anteriores muestran que la propiedad que una funcién sea analitica es
muy fuerte, dado que al ser analitica en un punto, se estd garantizando que la funcién
es derivable en una vecindad del punto en cuestién. Por ello, las funciones analiticas,
gracias a sus maravillosas propiedades, juegan un papel muy importante en la teoria de
las funciones de variable compleja.

El siguiente teorema afirma que la suma, diferencia, multiplicacion y divisién de fun-
ciones analiticas es otra funcién analitica. Ademds, también establece que la composi-
cién de funciones analiticas es una funcién analitica. La demostraciéon de este teorema
se deja al lector.

Teorema 2.9. Sean f(z) y g(z) dos funciones analiticas en un dominio D C C. En-
tonces, f(z)+g(z), f(z) —g(2) y f(2)g(z), son funciones analiticas en D. La funcién
f(2)/g(z) es analitica en el conjunto {z € D : g(z) # 0}. Si la funcion g(z) es analitica
en el conjunto f(D), entonces la funcion h(z) = g(f(z)) es analitica en D.

Definicién 2.9 (Funcién entera). Se dice que una funcién f(z) es entera si es analitica
en todo punto z del plano complejo.

Ejemplo 2.9. En el Ejemplo 2.6 vimos que la funcién f(z) = e cosy + ie®seny es
derivable en todo punto z del plano complejo. Por lo tanto, f(z) es analitica en todo el
plano, de lo cual se deduce que f(z) es entera.

Ahora bien, para ciertas funciones que son analiticas en determinados conjuntos
de nimeros complejos, existen puntos donde no son analitica, a tales puntos es muy
importante identificarlos. Seguidamente definimos estos puntos.

Definicién 2.10 (Punto singular). Sea f(z) una funcién de variable compleja. Se dice
que un punto zg € C es un punto singular de f(z), si f(z) no es analitica en zy, pero si
es analitica en al menos un punto z de toda vecindad de z.

Observacion 2.3. La funcién racional
ap + a1z + -+ apz"
f(z) = —
bo +b1z+ -+ bypz
es analitica en todo el plano complejo salvo en los puntos z tales que by + b1z + - -+ +

bnz™ = 0, es decir, salvo en las raices del polinomio del denominador. Estas raices son
los puntos singulares de f(z).

Ejemplo 2.10. El punto zp = 0 es el unico punto singular de f(z) = 1/z.
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2.5 Funciones Armonicas

Definicién 2.11 (Funcién arménica). Se dice que una funcién h : R? — R es armdnica
en un dominio D C R?, si en todo punto (x,y) € D tiene derivadas parciales, primera
y segunda, continuas y satisface la ecuacién en derivadas parciales

d?h d*h
2 = —: —_— =
V h(ﬂj,y) - 6332 (:Evy) + 8y2 (gj,y) 07

conocida como ecuacion de Laplace.

Definicién 2.12 (Arménica conjugada). Sean u: R? — R y v : R? — R dos funciones.
Si u y v son arménicas en un dominio D C R? y sus primeras derivadas parciales
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.2) para todo (z,y) € D, se dice que v
es armonica conjugada de u.

Fl siguiente teorema establece una relacién entre las funciones armonicas y las fun-
ciones analiticas.

Teorema 2.10. Una funcion f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es analitica en un dominio
D C C si, y solo si v es armonica conjugada de u.

Demostracion. (=) Supongamos que f(z) = u(z,y)+iv(x,y) es analitica en un dominio
D c C y demostremos que v es arménica conjugada de u. Como f(z) es analitica, sus
funciones componentes, u y v, satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ademads,
sus primeras derivadas parciales son continuas en D. Por ello, basta demostrar que u y
v son armonicas para garantizar que v es arménica conjugada de u. Asi, derivando con

respecto a x la ecuacién de Cauhy-Riemann % = g—Z, obtenemos:

OPu 0% (2.5)

0x?2  0x0y’ ’
Ahora, derivando con respecto a y la otra ecuaciéon de Cauchy-Riemann g—z = —%,
obtenemos:

Pu v (2.6)

oy Oydx’ )
Como las primeras derivadas parciales de u y v son continuas en D, se tiene que

v 0% 2.7)

oxdy  Oyoz’ '

Por (2.5), (2.6) y (2.7) podemos escribir:
0*u 0%u

Vu(z,y) = W(‘Tay) + a—yg(%y) =0,

con lo cual se demuestra que u es armonica en D. Utilizando un razonamiento similar se
demuestra que v también es arménica. En consecuencia, v y v son funciones armonicas
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que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en D, es decir, v es armoénica conju-
gada de u.

(<) Supongamos que v es armonica conjugada de u en D y demostremos que f(z) =
u(z,y)+iv(x,y) es analitica en D. Como v es arménica conjugada de u en D, entonces
u y v son armoénicas en D y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann; ademds, sus
primeras derivadas parciales son continuas en D. Asi, por el Teorema 2.8 la funcién
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) es analitica en D. O

Observacion 2.4. El Teorema 2.10 nos garantiza que una funcién f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) es analitica si v es armonica conjugada de u. No es cierto que si u y v son
arménicas y no satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces f(z) = u(x,y)+
iv(x,y) es analitica; por ejemplo, si tomamos u(x,y) = x+y y v(z,y) = x, observamos
que u y v son arménicas en todo el plano, pero f(z) = (z + y) + i« no es analitica en
ningin punto del plano (se deja al lector demostrar esta afirmacion).

Es bueno aclarar que si v es arménica conjugada de w en cierto dominio D, no es
en general cierto que u sea armoénica conjugada de v en ese dominio. Por ejemplo,
consideremos las funciones u(z,y) = 2 — y? y v(z,y) = 2zy. Vemos que u y v son las
partes real e imaginaria, respectivamente, de f(z) = 22, que es una funcién entera. Por
el Teorema 2.10 v es arménica conjugada de u en todo el plano, pero u no puede ser una
arménica conjugada de v, ya que la funcién g(z) = 22y + i (22 — ?) no es analitica en
ningun punto del plano, por que sus funciones componentes no satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

Por otra parte, es cierto que una armoénica conjugada, cuando existe, es tunica,
excepto por una constante aditiva. Expliquemos con un ejemplo un método para obtener
una armonica conjugada de una funcién arménica dada.

Ejemplo 2.11. Determine v(z,y), la arménica conjugada de u(zx,y), si u(z,y) = x+y.

Solucién. Para que v sea armoénica conjugada de u, ésta debe ser armonica y, ademsds,
debe satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.2). El método para generar v, una
armonica conjugada de u, consiste en forzar que se cumplan las ecuaciones de Cauchy-
Riemann y luego resolver ciertas ecuaciones diferenciales. Apliquemos tal metodologia
al problema planteado.

Como u(z,y) = x + y, se tiene que u es armonica y

ou ou

Ahora, utilizando una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, digamos

ou_ o0
or Oy’
podemos escribir:
ov
— =1.
Jy
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Integrando con respecto a y esta ecuacién obtenemos:

v(z,y) =y + o(x), (2.8)
donde ¢ : R — R. Ahora, utilizando la otra ecuacién de Cauchy-Riemann,
ou__ow
oy oz’
podemos escribir:
ov ou
/
= = —— = _1
o) = Go =G =1
es decir,
¢ (z) = —1.

Integrando con respecto a x la ecuacién anterior, obtenemos:
o(x) =—x+ec,

donde ¢ es una constante real. Sustituyendo la expresién de ¢(x) en (2.8), la funcién v
armonica conjugada de u estd dada por

U(m,y):y—x—i—c,

que es armonica (se deja al lector verificar esta afirmacién). Es decir, hemos construido
una familia de funciones arménicas conjugadas de u que se diferencian entre si por una
constante. Para obtener una de ellas es necesario un valor de v en algiin punto del
plano. Por ejemplo, si v(0,0) = 1, entonces la constante ¢ correspondiente seria ¢ =1y
la funcién v seria v(z,y) =y — z + 1. O

El procedimiento anterior para calcular v arménicas conjugadas de u, también se
puede utilizar, segun el Teorema 2.10, para construir funciones analiticas a partir de
una de sus funciones componentes, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Determine una funcién analitica f(z) = u(z,y) + iv(x,y) tal que
v(z,y) =zy f(0)=—L

Solucion. Como v(x,y) = x, se tiene que v es arménica y

ov ov
& % _o.
ox ’ Y Oy 0

Ahora, utilizando la ecuacién de Cauchy-Riemann g—g = g—Z, podemos escribir:

ou

— =0.

ox
Integrando con respecto a x esta ecuaciéon obtenemos:

u(z,y) = o(y),
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donde ¢ : R — R. Ahora, utilizando la otra ecuaciéon de Cauchy-Riemann, g—Z = —%,
podemos escribir:
ou ov
/
L
¢'(y) oy~ oz :
es decir,
¢'(y) = —1.

Integrando con respecto a y esta ecuacién obtenemos:

¢(y) =—-y+c

donde ¢ es una constante real. Sustituyendo convenientemente la expresién de ¢(y), la
funcién u esta dada por
u(z,y) = —y+ec

Por construccién, v es armoénica conjugada de u, luego, por el Teorema 2.10 las funciones
f(2) dadas por
f(Z) :C—y+iﬂj‘,

son una familia de funciones enteras que se diferencian entre si por una constante real c.
Ahora, la funcién deseada debe satisfacer f(0) = —1. Forzando esta tltima condicién,
la funcién pedida es

flz)=—1—-y+iz=iz—1.

2.6 Funciones Elementales

A continuacién damos una breve descripcién de las funciones elementales de variable
compleja.
2.6.1 Funciéon Exponencial

La funcion exponencial, denotada por e?, se define como
e =e"cosy +ie’seny, (2.9)
para todo nimero complejo z = z 4+ ¢ y. Las funciones componentes de e* son
u(z,y) = e*cosy y v(z,y) = e"seny,

las cuales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y sus derivadas parciales son
continuas en todo el plano complejo. Luego, la funcién exponencial es analitica en
todo el plano complejo (ver Ejemplo 2.6). Por lo tanto, e* es una funcién entera, cuya
derivada estd dada por:

d , Ou . 0Ov

z

¢ "o 'os

que coincide con la propiedad deseada de la funcién exponencial real.

=e"cosy +ie’seny = €7,
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Otras propiedades de la funcién exponencial

e Siz=a € R, entonces ¢ = e%cos0 + ie%sen(0 = e, es decir, e® se reduce a la
funcién e* si z toma valores reales.

e El rango de la funcién exponencial es todo el plano complejo excepto z = 0. En
efecto, como |e*| = e > 0, para todo = € R, entonces |e*| > 0 para todo z € C.

Por lo tanto, e*

# ( para todo z € C.

e La funcién exponencial es periddica con un periodo imaginario puro de 27i. En
efecto, por la periodicidad de las funciones trigonométricas sen y cos podemos

escribir:

e(z+2m’) et (y+2m)

= € (cos(y + 2m) + isen (y + 27))

= e“(cosy+iseny)

= ez’

es decir, e® es periddica con periodo 27i.

e Propiedades algebraicas.

propiedades son ciertas:

: 21 p22 — p21t22.
i) ete?2 =e ;

et

2
el =1,

1

e*l

)
)

iv) =e *
)

— pR1—ZR2.

9

I

v) () = et (n =0,41,42,...).

2.6.2

Funciones Trigonométricas

Se definen la funcién seno como

y la funcién coseno como

2 e—iz
sen z = .
21

€% 4 etz

COs 2z = #7

Sean 21 = x1 +1y1 y 22 = T2 + iy2.

Las siguientes

(2.10)

(2.11)

para todo z € C. Las funciones sen z y cos z son combinaciones lineales de las funciones

enteras e”* y e™"

son respectivamente:

i(e® + e7%%)

—senz = . = cos z,
dz 27

d Z‘(eZZ _ e—ZZ)

— €087z = ————> = —Senz.

dz 21

# por lo tanto, sen z y cos z son funciones enteras; ademas, sus derivadas
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Otras Propiedades de las Funciones Seno y Coseno

e Cuando z es un numero real, sen z y cos z coinciden con las funciones reales sen x
y COS T.

e Las identidades trigonométricas que satisfacen el seno y el coseno real también
son validas en el caso complejo; por ejemplo:

sen’z +cos’z = 1,
sen (21 £ 29) = senzj coszg & cos 21 sen 29,
cos(z1 £ 29) = OS2z COS zo F sen zj sen 2,

entre otras.
e A partir de la definicién de sen z dada en (2.10) podemos escribir, para z = z+iy:

eiletiy) _ o—i(z+iy)
21
e Y e¥

= Z—Z,(cosx +isenx) — 2—Z,(cos:17 —isenx)

ey+e_y . ey_e_y
= sencx T “+ 1 cosx T .

En otras palabras, la funcién sen z se puede expresar equivalentemente como:

senz =

senz = senx coshy + 7 cosx senhy. (2.12)
De la misma manera, al utilizar la definicién de cos z dada en (2.11) obtenemos:

cos z = cosx coshy — isenz senhy. (2.13)

e Las funciones seno y coseno son periédicas con periodo 27 (se deja al lector la
demostracion).

e Los ceros de sen z son todos los niimeros complejos z = nw, paran = 0,£1,£2, .. ..
En efecto, para que z € C sea un cero de sen z, se debe cumplir que senz = 0,
luego, utilizando la ecuacién (2.12) podemos escribir:

senx coshy = 0, cosz senhy = 0.

Ahora, utilizando la ecuacién senx cosh y = 0, se deduce que y = 0. Sustituyendo
este valor de y en la ecuacion sen x coshy = 0, obtenemos senx = 0, de lo cual se
tiene que = nw, paran = 0,£1,£2,..... En consecuencia, los ceros de sen z son
todos los niimeros complejos z = nw, paran = 0,+1,+2,....

e Los ceros de cosz son todos los nimeros complejos z = (n + %)w, para n =
0,+1,42,.... (Se deja al lector verificar este hecho).

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



CAPITULO 2. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 39

Otras Funciones Trigonométricas

Las demas funciones trigonométricas de argumento complejo se definen facilmente
por analogia con las funciones trigonométricas de argumento real, esto es,

Tangente
sen z
tan z =
CoS 2
Cotangente
CoS 2
cot z =
sen z
Secante
secz =
CoS 2
Cosecante )
cscz =
sen 2

Para los valores de z donde no se anule el denominador de las funciones anteriores, su
derivada existe y es, respectivamente,

2

— tanz = sec”z,
dz
_ 2
— cotz = —csc’z,
dz
— secz = tanz secz,
dz
— Ccscz = —cotzcscez.
dz

2.6.3 Funciones Hiperbdlicas

Se definen la funcién seno hiperbdlico como

senh z = % (2.14)
y la funcién coseno hiperbélico como
z —z
cosh z = %, (2.15)

para todo z € C. Las funciones senhz y coshz son combinaciones lineales de las
funciones enteras e* y e~ %, por lo tanto, senh z y cosh z son funciones enteras; ademas,
sus derivadas son respectivamente:

d
— senh z = cosh z,
dz

y
d
— cosh z = senh z.
dz
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Otras Propiedades de las Funciones Seno y Coseno Hiperbdlicos

e Cuando z es un numero real, senh z y cosh z coinciden con las funciones reales
senhx y cosh .

e Las identidades hiperbdlicas que satisfacen el seno y coseno hiperbdlicos reales
también son validas en el caso complejo; por ejemplo:

cosh?z —senh?z = 1,
senh(z; + z2) = senhz; cosh 29 + cosh z1 senh 29,
cosh(z1 + z2) = coshz cosh zy + senh z; senh 2,

entre otras.

e A partir de las definiciones de senh z y cosh z se deduce, para z =z +iy:

senh z = senhx cosy + ¢ coshxseny (2.16)

cosh z = coshx cosy + ¢ senhx seny. (2.17)
e Las funciones seno y coseno hiperbdlicos son periddicas con periodo 27i.
e Los ceros de senh z son todos los nimeros complejos z = nwi, n = 0,+1,+2, ...

e Los ceros de cosh z son todos los niimeros complejos z = (n+%)m’, n=0,4+1,+£2, ...

Otras Funciones Hiperbdlicas

Las demés funciones hiperbdlicas de argumento complejo se definen facilmente por
analogia con las funciones hiperbdlicas de argumento real, esto es,

Tangente hiperbolica

senh z
tanh z =
cosh z
Cotangente hiperbolica
cosh z
coth z =
senh z
Secante hiperbdlica
h 1
sech z =
cosh z
Cosecante hiperbdlica
b 1
csch z =
senh z
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Para los valores de z donde no se anule el denominador de las funciones anteriores, su
derivada existe y es, respectivamente,

d

— tanhz = sech?z,

dz

— cothz = —csch?z,

dz

—sechz = —tanhzsechz,
dz

—cschz = —cothzcschz.
dz

2.6.4 Funcién Logaritmo

Se define la funcién logaritmo, para todo z # 0, como
logz =1In|z| + targ 2, (2.18)

donde In - denota el logaritmo natural. Veamos que log z es una funcién multivaluada.
Se tiene que, para todo z # 0, el argumento de z se puede escribir como:

arg z = Argz + 2nw (n=0,£1,£2,...).
De esta forma, la ecuacién (2.18) se puede escribir equivalentemente como
logz =In|z| + i (Arg z + 2nm) (n=0,£1,£2,...).
Observe que para cualquier z # 0, los valores de log z tienen la misma parte real y sus
partes imaginarias difieren en multiplos enteros de 27. Por lo tanto, log z es una funcién

multivaluada. El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 2.13. Calculemos todos los valores de log(1 + ). Se tiene que
. ™ .
Arg(l—l—z)zz, 11+ = V2.

Asi,
. (T
log(1+14) =Inv2+i <Z+2TL7T) (n=0,£1,£2,...).

Definicién 2.13 (Valor principal del logaritmo). El valor principal de log z es el valor
que se obtiene de la férmula (2.18) cuando se utiliza el argumento principal de z. Ese
valor se denota como Log z y se da por medio de la ecuacién

Logz =1In|z| +iArg z, para z # 0. (2.19)
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Algunas Propiedades del Valor Principal del Logaritmo

La funcién w = Log z es monovaluada y su dominio de definicién es el conjunto
de todos los numeros complejos diferentes de cero; su rango es la franja —7w <
Imw <.

El valor principal del logaritmo se reduce al logaritmo natural si z es un nimero
real positivo, en otras palabras, si z = r > 0, entonces Logz = Inr.

La funcién inversa de Log z es €7; en otras palabras, si w es un nimero complejo
tal que —m < Imw < 7, entonces w = Log z si, y sélo si z = e".

La funcién Log z es continua en el dominio (|z| > 0, —7 < argz < 7). (Se deja al
lector la prueba).

La funcién Logz es analitica en el dominio (|z| > 0, —7 < argz < m), y su
derivada estd dada por

d 1
—L = —.
dz 08 % z

(Se deja al lector la verificacién).

Ramas del Logaritmo

Definicién 2.14 (Rama de una funcién multivaluada). Una rama de una funcién mul-
tivaluada f(z), es una funcién monovaluada F(z) que es analitica en cierto dominio
D c C, y coincide con f(z) en D, es decir, F(z) = f(z) para todo z € D.

Definicién 2.15 (Corte y punto ramal). Un corte ramal es una linea o curva de puntos
singulares que se introducen al definir una rama de una funciéon multivaluada. El punto
comun a todos los cortes ramales de una funcién multivaluada se denomina punto ramal.

Observe que Log z es una rama de la funciéon multivaluada log z, ademads, se tiene
que Log z = log z, para todo z # 0 tal que |z| >0y —7 < argz < w. La funcién Log z
se denomina rama principal del logaritmo. El corte ramal de Log z es el eje real negativo
con el origen.

Otras ramas de log z se definen como

logz=1In|z| +iargz (Iz2] >0, a < argz < a + 2m),

donde « es un ntmero real fijo. El corte ramal de esta rama es el rayo arg z = a.

Ejemplo 2.14. Determinemos el valor de log(1 + 7), si log z esta definido por

logz =In|z| +iarg 2z (|z| >0, 7/2 < arg z < 57/2).

Se tiene que 1 + i = \/2¢""/4, pero w/4 & (m/2,57/2). Luego, el argumento principal
de 1+ no es el valor indicado para calcular log(1 4 ). Para encontrar arg (1 + i) €

©W. La Cruz, 2013 - Universidad Central de Venezuela



CAPITULO 2. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 43

(m/2,5m/2), se utiliza el argumento principal de 1+i. Se tiene que el valor del argumento
de 1 + ¢ buscado esta dado por

%4‘27‘( = %T € (n/2,5m/2),

por lo tanto, arg (1 + i) = 97 /4 es el valor indicado para calcular log(1 + 7). Asi,
9
log(1 + i) = 1n\/§+z'f.

2.6.5 Funciéon Exponente Complejo

Sea ¢ un nimero complejo. Se define la funcién exponente complejo como
2° = eclogz, (2.20)

para todo z # 0. Esta funcién generalmente es multivaluada. Los siguientes ejemplos
ilustran este hecho.

Ejemplo 2.15. Calculemos todos los valores de i’. Se tiene que

ji — oflogi _ i(ln 1+i(2n+2)m) _ e—(2n+%)7r

paran =0,£1,4+2,....
Ejemplo 2.16. Calculemos el valor de i2. Se tiene que

i2 — ¢2logi _ ,2(In 1+i(2n+3)m) _ plAnt1)mi

paran =0,£1,4+2,...; pero,

e(4n+1)7r2 _ e4n7r2 e — ~1,

para todo n = 0,41, 42, .. .; por lo tanto, i2 = —1.

El Ejemplo 2.15 muestra que la funcién exponente complejo es, generalmente, una
funcién multivaluada. Por ello, se pueden definir ramas de esta funcion. Las ramas de
la funcién exponente complejo se definen como

- ec(ln|z|+iargz)’
donde |z| > 0, @ < argz < a + 27 con « un numero real fijo. En otras palabras, las
ramas de la funcién exponente complejo se definen segun la rama del logaritmo que se
esté utilizando. De esta forma, cuando o« = —r, estaremos empleando la rama principal
del logaritmo para definir la rama principal de la funciéon exponente complejo. Para
obtener la derivada de la funcion exponente complejo se emplea la regla de la cadena.
Asi, la derivada de cada una de las ramas de la funcién exponente complejo estd dada
por

d _
— 2=t
dz
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Funciéon Exponencial de Base ¢

La funcion exponencial de base c, donde ¢ es un nimero complejo distinto de cero,
se define como
¢ =e”o8e, (2.21)

para todo z € C. De igual manera que la funciéon exponente complejo, la funcion
exponencial de base ¢ es generalmente multivaluada, cuyas ramas se definen segun la
rama del logaritmo que se esté empleando; por ejemplo, si utilizamos el valor principal
de log ¢, entonces la rama que se obtiene es la rama principal de la funcién exponencial
de base c. Para cada rama de la funcién exponencial de base ¢, su derivada esta dada
por:

Z Z
_— = l .
P c c® logc

2.6.6 Funciones Trigonométricas Inversas

Comencemos con la deduccién de una expresién cerrada para la funcién inversa del
seno. Un procedimiento similar se puede utilizar para la deduccion de las expresiones de
las demaés funciones trigonométricas inversas. Para definir la funcién inversa de sen z,
denotada por sen "'z, se escribe w = sen ~!z siempre y cuando z = senw. Ahora,
utilizando la definicién de sen w podemos escribir:

_ e—iw
21

ezw
zZ =

0, equivalentemente,
e — 2ize™ —1=0.

Para expresar w en términos de z, primero se despeja e al resolver la ecuacién, que
es una ecuacién cuadratica en e'”. Se tiene que

e =iz 4 (1 — z2)1/2,

donde (1 — 22)Y/2? es una funcién bivaluada de z. Si tomamos logaritmo en ambos
miembros y recordamos que w = sen "'z, se llega a la siguiente férmula cerrada de la

funcién sen 1z

sen "'z = —i log (z’z + (1 - 22)1/2> . (2.22)

Las funciones inversas del coseno y la tangente se pueden obtener ficilmente reali-

zando un procedimiento similar al antes descrito. Las expresiones de cos™! z y tan™! 2

son, respectivamente:

cos 1z = —ilog (z +i(1— 22)1/2) ) (2.23)
_ ] 1+ 2

tan~' z = - 1 : 2.24

an”" z =  log <z — z) (2.24)

1

Ejercicio 2.2. Deducir las expresiones cerradas de sec™! z, csc™! 2, y cot ™! 2.
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En general, las funciones trigonométricas inversas son multivaluadas. Por ejemplo,
para la funcién sen ~'z podemos elegir dos valores igualmente vélidos para la raiz cua-
drada que aparece en su definiciéon. Una vez que hemos elegido una valor, existe un
numero infinito de valores posibles para el logaritmo de iz + (1 — 22)1/ 2. En resumen,
vemos que, debido a la raiz cuadrada y al logaritmo, hay dos conjuntos distintos de
valores de sen ~'z, cada uno de los cuales posee un nimero infinito de elementos. Este
hecho sucede de forma semejante para las restantes funciones trigonométricas inversas.

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas se obtienen directamente de
sus expresiones cerradas. Las derivadas de las funciones inversa del seno e inversa del
coseno dependen de los valores escogidos de la raices cuadradas, a saber:

1 1

E Sen z = 7(1 — Z2)1/27
. 1

% COS z = m

En cambio, la derivada de la inversa de la tangente,

tan"'z = !
dz 14227

no depende de la manera en que la funcién se haga monovaluada.

1 1

Ejercicio 2.3. Determinar las expresiones cerradas de las derivadas de sec™ z, csc™" z,

y cot™! 2.

FEl siguiente ejemplo ilustra la aplicacién de las expresiones de las funciones inversas
en la resolucién de ecuaciones que involucran funciones trigonométricas.

Ejemplo 2.17. Resolver la ecuacion
sen’z + 2isenz — 1 = 0.
Solucidon. La ecuacién dada se puede escribir equivalentemente como
(senz +1i)? =0,
la cual es cierta si, y sélo si la siguiente ecuacién se cumple
sen z = —i.

Al tomar la inversa del seno en ambos miembros de la ecuacién anterior podemos escri-
bir:

z = sen '(—i)
= —ilog (i(—i) + (1 = (=))"/2)
= —ilog (1 + 21/2>

= —ilog(l:l:ﬁ).
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Segun el valor de la raiz cuadrada empleado, obtenemos dos conjuntos de valores de z
que resuelven la ecuacion dada. Asi, uno de estos conjuntos de nimeros complejos esta
dado por:

2 = —i log (1+\/§> — %7 —iln (1+\/§> . para k=0 +1,+2, ...
El otro conjunto es:

oy = —i 1og<1—\/§> :(2n—|—1)7r—iln‘1—\/§‘, paran = 0,41, +2, ...

2.6.7 Funciones Hiperbdlicas Inversas

Las expresiones cerradas de las funciones hiperbdlicas inversas se pueden obtener
facilmente a través de un procedimiento similar al empleado en la deduccién de la
funcién inversa del seno. Las expresiones cerradas de las funciones inversas del senh z,
cosh z y tanh z, son, respectivamente:

senh™'z = log (z + (2% + 1)1/2> ,

cosh™ 2z = log (z + (2% - 1)1/2> ,

1 1
tanh™ 'z = §log< +Z>.

1—=2
Ejercicio 2.4. Deducir las expresiones cerradas de sech ~'z, csch ~'z, y coth™! z.

Las derivadas de las funciones senh™! z y cosh™' z, dependen de los valores escogidos
de las raices cuadradas, a saber:

d _1 1
& T EigE
d 1 -1
7 cosh™ 2z = 7(22 “ie
La derivada de la funcién tanh™! z,
d _1 1
Etanh z:—1_22,

no depende de la manera en que la funcién se haga monovaluada.

2.7 Mapeos

En esta seccién se estudia la transformacion de regiones del plano complejo a través
de funciones de variable compleja, tales como polinomios de grado 1 y funciones racio-
nales obtenidas como el cociente de dos polinomios de grado 1. Estudiamos el efecto
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de una funcién variable compleja sobre un conjunto de nimeros complejo como una
transformacién, ya que una diferencia entre una funcién f(z) = u + iv de una varia-
ble compleja y una funcién y = f(x) de variable real, es que, en general, la relacién
y = f(x) puede representarse graficamente en el plano cartesiano, en cambio, no es tan
facil elaborar la gréafica de una funcién compleja. Se requieren dos nimeros x e y para
definir un valor z cualquiera y otros dos nimeros para los valores de u y v correspon-
dientes. Por lo tanto, se requiere un espacio de cuatro dimensiones para representar
w = f(z) en forma grafica. Evidentemente una grafica de cuatro dimensiones no es un
medio conveniente para estudiar el efecto grafico de una funcién de variable compleja.
Es preciso recurrir a otros medios para visualizar w = f(z).

Aqui, visualizamos la relacién w = f(z) como el efecto que tiene la funcién f(z) sobre
un conjunto de puntos complejos. A este proceso lo denominamos mapear o transformar
y a la funcién f(z) de variable compleja la denominamos transformacion o mapeo. El
objetivo principal de esta parte es determinar analitica y graficamente el efecto que tiene
un mapeo sobre un conjunto de puntos del plano complejo; en particular, estudiamos
mapeos lineales, inversién y bilineales, para lo cual necesitamos la siguiente notacién:

e denotamos con w = f(z) la imagen de z bajo f, donde z =x +iy, y w =u+iv;

e para todo conjunto S de nimeros complejos, denotamos con f(.S) el transformado
o la imagen de S bajo f;

e la imagen inversa de un punto w del rango de f es el conjunto de todos los puntos
z, en el dominio de f, que tienen a w como su imagen.

En la Figura 2.2 se aprecia la representacion grafica de un mapeo o transformacion.

y %
S w=/)

Mapeo o
Transformacion

/(S
\.W

J
AN O

Plano z Plano w

PO

Figura 2.2. Representacion grafica de un mapeo

Definicién 2.16 (Mapeo inyectivo). Sean z1,z9 € C. Se dice que el mapeo w = f(2)
es inyectivo, si z1 # 2o implica que f(z1) # f(22).

Inicialmente describimos los mapeos lineales: w = z 4+ ¢, w = bz, y w = bz + c.
Seguidamente mostramos el mapeo inversion w = 1/z. Por tltimo, describimos el
mapeo bilineal w = (az 4+ b)/(cz + d).
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2.7.1 Mapeo w=z+c
El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacion
w=z+c, (2.25)

donde c es una constante compleja, es una traslacion en la direccién del vector c¢. En
la Figura 2.3 se aprecia el movimiento geométrico que tiene un punto zy cuando se
transforma con una traslacién.

y A%
20
Traslacion —
Wo= Z()+ C
X u
C

Figura 2.3. Movimiento geométrico de la traslacion

Observacion 2.5.

e El mapeo (2.25) es inyectivo; por tanto, posee mapeo inverso definido como
flw)=w—c (2.26)

e El mapeo (2.25) transforma rectas en el plano z a rectas en el plano w.

e El mapeo (2.25) transforma circunferencias en el plano z a circunferencias en el
plano w.

A continuacién determinamos el transformado de una recta o una circunferencia
bajo el mapeo w = z + ¢, y verificaremos que, efectivamente, una traslacién transforma
rectas a rectas y circunferencias a circunferencias.

Sean z =z +iy, w=u~+1iv,y c=cy +ico. Para obtener el transformado de una
recta o una circunferencia bajo el mapeo w = z + ¢, utilizamos el mapeo inverso dado
por (2.26), esto es, empleando la ecuacién  + iy = f~(u +iv), escribimos a x e y en
funcién de u y v, para luego sustituir convenientemente estos valores en la ecuacién que
describe una recta o una circunferencia. Ahora, la ecuacién general de una recta o una
circunferencia estd dada por

a(z? +y?) + B+ 6y +7 =0, (2.27)

donde a, 3,0, € R. Es decir, todo punto z = = + ity tal que x e y satisfacen la
ecuacion (2.27) pertenece a una recta o a una circunferencia. Utilizando el mapeo
inverso podemos escribir:

rtiy=ftu+iv)=utiv—citico=(u—c1)+iv—c),
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de donde se deduce que £ = u — ¢, e y = v — ¢o. Sustituyendo convenientemente estos
ultimos valores en la ecuacién (2.27), obtenemos la siguiente ecuacién

a(u—c1)?>+ (w—c)?)+Blu—c1)+6(v—cz) +7=0,

que describe analiticamente el conjunto transformado de una recta o una circunferencia,
bajo el mapeo w = z 4+ ¢. Entonces, si @ = 0, la ecuacién (2.27) describe una recta en
el plano z, y la ecuacién del transformado de esta recta bajo el mapeo w = z + ¢ esta
dada por

pu+ v+ (8 — fer — dea) = 0,

que describe una recta en el plano w. En cambio, si o # 0, la ecuacién (2.27) describe
una circunferencia en el plano z, y la ecuacion del transformado de esta circunferencia
bajo el mapeo w = z + ¢ esta dada por

a(u? +v?) + (B — 2c1a)u + (6 — 2c2a)v + (ac? + a3 — Bey — beg + ) = 0,

que también describe una circunferencia en el plano w.

A continuacién damos un ejemplo donde se emplea la ecuacién z = f~!(w) para
obtener el transformado, bajo el mapeo traslacién, de un conjunto de nimeros complejos
definido por inecuaciones.

Ejemplo 2.18. Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4. Conjunto S

Determinemos el transformado de S bajo el mapeo w = f(z) = z —i. Se tiene que todo
z=1x+1iy € S satisface el siguiente conjunto de inecuaciones

20—y > 1
204y <7
y > 1

Ademés, la funcién inversa de f(z) = z —i es f~'(w) = w +i. Ahora, utilizando
la ecuacién x + iy = f~!(u + iv) obtenemos: x = u, e y = v + 1. Sustituyendo
convenientemente estas ultimas expresiones en el conjunto de inecuaciones que describe
a S, se tiene el siguiente sistema de inecuaciones

u—v > 2
2u+v < 6
v > 0
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que describe los nimeros complejos w = u + v del transformado de S bajo el mapeo
w = z — i, cuya grafica se aprecia en la Figura 2.5.

Figura 2.5. Conjunto f(S)

2.7.2 Mapeo w = bz
El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién
w = bz, (2.28)

donde b es un numero complejo distinto de cero, es una rotacion en el angulo Argb y
una expansion 6 contraccion segin sea el valor de |b|. Si [b] < 1, se dice que el mapeo
(2.28) es una rotacién y contraccién; en cambio, si [b] > 1, el mapeo (2.28) es una
rotacién y expansion.

y %
w = bz ‘
cmren W)
b=le#
°
! ©+p)
X u

Plano z Plano w

Figura 2.6. Movimiento geométrico de la rotacion y expansion o contraccién

En la Figura 2.6 se aprecia el movimiento geométrico que tiene un punto z = re®

cuando se transforma con el mapeo (2.28). Si tomamos b = le’® y z = re', entonces el
transformado de z bajo el mapeo w = bz estd dado, en su forma polar, por

w = (lr)e“ﬁw) ,

de lo cual se infiere que (2.28) es una rotacién en el dngulo 8 y una expansiéon o con-
traccién segun |.
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Observacion 2.6.

e El mapeo (2.28) es inyectivo; por tanto, posee mapeo inverso definido como
fHw) = —. (2.29)

e El mapeo (2.28) transforma rectas en el plano z a rectas en el plano w.

e El mapeo (2.28) transforma circunferencias en el plano z a circunferencias en el
plano w.

Ejercicio 2.5. Demuestre que el mapeo lineal (2.28) transforma rectas a rectas y cir-
cunferencias a circunferencias. Ayuda: Utilice la ecuacién general de una recta o una
circunferencia (2.27) conjuntamente con la expresién del mapeo inverso (2.29).

Ejemplo 2.19. Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la Figura 2.7.

Figura 2.7. Conjunto S

Determinemos el transformado de S bajo el mapeo w = f(z) = (1 —i)z. Se tiene que
todo z = = + iy € S satisface que |z — (1 + )| < 1; ademds, f~'(w) = w/(1 — i).
De esta forma, utilizando la ecuacién z = f~!(w) = w/(1 — i) convenientemente con
|z — (1 +14)| <1, obtenemos:

]z—(1+i)\:‘1lﬁi—(l+i)

es decir, todo punto w que pertenece a f(S) satisface que |w—2| < V2. En la Figura 2.8
se observa el transformado de S bajo el mapeo w = (1 —i)z.
2.7.3 Mapeo w =bz+c
El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacion
w = bz +c, (2.30)

donde b y ¢ son nimeros complejos, es una rotacion en el angulo Argb y una expansién
6 contraccion segin sea el valor de |b], seguida de una traslacion en la direccién del vector
c. En efecto, el mapeo (2.30) se puede expresar como la siguiente sucesién de mapeos:
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Q)

Figura 2.8. Conjunto f(S5)

Z =bz w=27Z+c

Rotacién y Traslacién

Expansién 6
Contraccion

Observacion 2.7.

e El mapeo (2.30) es inyectivo ya que es la composicién de mapeos inyectivos; por

tanto, posee mapeo inverso definido como
w—c

fw) = 7 bAO. (2.31)

e Como (2.30) es la composicién de una rotacién y una traslacion, entonces (2.30)
transforma rectas a rectas y circunferencias a circunferencias.

Ejemplo 2.20. Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la Figura 2.9.

Figura 2.9. Conjunto S

Determinemos el transformado de S bajo el mapeo w = f(z) =iz + 3 —i. Se tiene que
el mapeo inverso es f~!(w) = —iw + 1 + 3i, ademds, el conjunto S se puede escribir
como S = Dj U Dy, donde D; y Dy son conjuntos de nimeros complejos definidos
respectivamente por:

Di={z=z+iy: 20 —y>1,204+y<7 y>1}

Dy={z=a+iy:(z—-2%*+@y—-1)%*<1, y<1h
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De esta forma, el transformado de S estd dado por f(S) = f(D1) U f(D2). Ahora,
utilizando la ecuacién z +iy = f~(u +iy), podemos escribir:

r=v+1, y=3-—u.

Sustituyendo los valores de x e y en las inecuaciones que describen a los conjuntos D; y
D5 obtenemos que los conjuntos transformados de Dy y D2, bajo el mapeo w = iz+3—1,
estdn dados por

fD)={w=u+iv:iu+20>2 —u+2v<2 u<2}

f(D)={w=u+iv:(u—-22+@w-12<1, u>2}

Asi, la unién de f(D1) y f(D2) conforma el transformado de S bajo el mapeo w =
iz + 3 — i, cuya representacién grafica se aprecia en la Figura 2.10.

Figura 2.10. Conjunto f(5)

2.7.4 Mapeo Inversion

El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién

w=—, 2.32
. (232
para todo z # 0, se denomina mapeo inversion, y establece una correspondencia uno
a uno entre los puntos de los planos z y w distintos de cero. Por lo tanto, el mapeo
inverso de f(z) = 1/z es f~}(w) = 1/w, es decir, el mismo mapeo inversién.
Por otra parte, el mapeo (2.32) también puede escribirse como
z
w = —>5, paratodo z # 0.
]

Por ello, el mapeo inversiéon se puede expresar como la siguiente sucesién de mapeos:
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El primero de estos mapeos se denomina inversién con respecto a la circunferencia
unitaria |z| = 1. Es decir, la imagen de un punto z # 0 es el punto Z = (1/|z|?)z con
las siguientes propiedades:

|Z] = 1 y argZ = argz.
]
En otras palabras, los puntos exteriores a la circunferencia |z| = 1 se transforman en
los puntos diferentes de cero interiores a la misma y reciprocamente. Cualquier punto
sobre la circunferencia unitaria se transforma sobre si mismo.
El segundo mapeo w = Z es, simplemente, una reflexiéon con respecto al eje real.

Transformaciéon de rectas y circunferencias

Pasemos a ver el efecto que tiene el mapeo inversion sobre las rectas y las circun-
ferencias. Recordemos que la ecuacién general de una recta o una circunferencia esta
dada por

(> + ) + Bz +dy+~=0, (2.33)

donde a, 3,0,7 € R. También recordemos que si @ = 0, la ecuacién anterior describe
una recta en el plano z; en cambio, si « # 0, describe una circunferencia.

Si z = x + iy es un punto que satisface la ecuacién general de una recta o una
circunferencia para ciertos valores de «, 3, , v, entonces su transformado

. 1
w=u-+1v=—
z

satisface la siguiente ecuacion (se deja al lector verificar esta relacién):
y(u? +v?) + Bu — Sv +a = 0. (2.34)

A continuacién consideramos ciertos valores de «, 3, 9,7, que describen algunas rec-
tas y circunferencias muy particulares, que nos servirdn como ejemplo para mostrar la
utilidad de las ecuaciones (2.33) y (2.34), para transformar rectas y circunferencias bajo
el mapeo inversion.

o (Circunferencia que no pasa por el origen.
La ecuacién (2.33) con a # 0y § # 0, describe una circunferencia que no pasa por el
origen en el plano z. Por la ecuacién (2.34), esta circunferencia se transforma, bajo
la inversién, en una circunferencia que no pasa por el origen en el plano w.

Ejemplo 2.21. La circunferencia |z — (1 + ¢)| = 1 que no pasa por el origen en el
plano z, se transforma, bajo la inversion, en la circunferencia |w — (1 —14)| = 1 que no
pasa por el origen en el plano w.

e (lircunferencia que pasa por el origen.
La ecuacién (2.33) con aw # 0y 6 = 0, describe una circunferencia que pasa por el
origen en el plano z. Por la ecuacién (2.34), esta circunferencia se transforma, bajo
la inversién, en una recta que no pasa por el origen en el plano w.
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Ejemplo 2.22. La circunferencia (z — 1)2 4 (y + 1)2 = 2 que pasa por el origen en
el plano z, se transforma, bajo la inversién, en la recta 2u 4+ 2v = 1 que no pasa por
el origen en el plano w.

e Recta que no pasa por el origen.
La ecuacién (2.33) con a = 0 y 0 # 0, describe una recta que no pasa por el origen
en el plano z. Por la ecuacién (2.34), esta recta se transforma, bajo la inversién, en
una circunferencia que pasa por el origen en el plano w.

Ejemplo 2.23. La recta  — y = —1 que no pasa por el origen en el plano z, se
transforma, bajo la inversién, en la circunferencia (u + 1)? + (v + 1)? = 2 que pasa
por el origen en el plano w.

e Recta que pasa por el origen.
La ecuacién (2.33) con a« = 0y 6 = 0, describe una recta que pasa por el origen en
el plano z. Por la ecuacién (2.34), esta recta se transforma, bajo la inversién, en una
recta que pasa por el origen en el plano w.

Ejemplo 2.24. La recta x—y = 0 que pasa por el origen en el plano z, se transforma,
bajo la inversion, en la recta u + v = 0 que pasa por el origen en el plano w.

Ejercicio 2.6. Compruebe cada uno de los transformados de los Ejemplos 2.21-2.24.

Ejemplo 2.25. Sea S el conjunto de niimeros complejos dado en el Ejemplo 2.18 y que
se muestra en la Figura 2.4. Comprobemos que el transformado de S bajo el mapeo
inversion es el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la Figura 2.11.

Se tiene que

S={z=z+iy:2x—y>1,20+y <7, y>1},

ademds, la funcién inversa de f(z) = 1/z es f~'(w) = 1/w. Ahora, utilizando la
ecuacion x + iy = f~'(u + iv) obtenemos: x = u/(u® 4+ v?), e y = —v/(u? + v?).
Sustituyendo convenientemente estas ultimas expresiones en el conjunto de inecuaciones
que describe a S, se tiene que los puntos w = u + iv del transformado de S bajo el
mapeo inversién satisfacen las siguientes inecuaciones

1\?_ 5 1\? 1\?_ 2
—1)2 —2) >= - -] > = 2 1)2<1.
O Ry R
Por lo tanto, el transformado de S bajo el mapeo inversién es el conjunto de ntimeros
complejos que se muestra en la Figura 2.11.

2.7.5 Mapeo Bilineal

El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién

az+b
cz+d’ (2:35)
donde a, b, ¢ y d son ntimeros complejos, se denomina mapeo bilineal o transformacion

de Mobius.
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Figura 2.11. Conjunto f(5)

Observacion 2.8.

e El mapeo (2.35) es inyectivo para todo z € C tal que cz + d # 0; por tanto, en ese
conjunto de puntos posee mapeo inverso definido como

_ —dw +b
Fow) =
cw—a

(2.36)

e Cuando ¢ = 0, el mapeo (2.35) adquiere la forma
w = 4 z+ é
- d d’

lo cual indica que (2.35) es un mapeo lineal.

e Cuando ¢ # 0, el mapeo (2.35) se puede escribir equivalentemente como

a (bc—ad) 1
w=—-+ )
c c cz+d

donde el niimero ad — bc se denomina determinante del mapeo. Esto nos per-
mite afirmar que el mapeo (2.35) se puede expresar como la siguiente sucesién de
mapeos:

z %Z:CZ—Fd%W: L —>w:%—|—<bc_ad>W

Rotacién con Inversién Z Rotacién con

C
Expansién 6 Expansién 6
Contraccién, y Contraccién, y
Traslacién Traslacién

e Como el mapeo (2.35) es la composicién de mapeos lineales, él transforma circun-
ferencias o rectas en el plano z a circunferencias o rectas en el plano w.

e Cuando el determinante del mapeo es cero, ad — bec = 0, el mapeo (2.35) adquiere

la forma
a

w = —,
C

es decir, el mapeo (2.35) transforma todo el plano complejo en el punto w = a/ec.
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Ejemplo 2.26. Sea S el conjunto de niimeros complejos dado en el Ejemplo 2.18 y que
se muestra en la Figura 2.4. Determinemos el transformado de S bajo el mapeo bilineal
izt 1+
o dzA4d

w = f(2)

Se tiene que
S={z=z+iy:2c—y>1,2x+y<T7, y>1}

Ademas, la funcién inversa de f(z) = (iz +141)/(iz + i) es

Ahora, utilizando la ecuacién x + iy = f~1(u + iv) obtenemos:

:—v—((u—1)2+v2) 1—u

(u—1)% 4 02 ’ y_(u—1)2+v2'

Sustituyendo convenientemente estas ultimas expresiones en el conjunto de inecuaciones
que describe a S, se tiene que los puntos w = u + ¢v del transformado de S, bajo el
mapeo bilineal dado, satisfacen las siguientes inecuaciones

32+(+1)2<5 172+ L2 o5 12+2<1
U— = v - U — — v+ — — U — = v —.
2 s 18 18) = 182 2 ~4

La gréfica del transformado de S se aprecia en la Figura 2.12.

Figura 2.12. Conjunto f(S5)

2.8 Ejercicios Propuestos

1. Encuentre el dominio de definicién de cada una de las siguientes funciones:

1
1R

(a) f(2) Resp. {z € C:|z| #1}
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(0) 1) = = Resp. {z € C: 2 # +i)
(c) g(z)zzj_z Resp. {z € C:Rez # 0}
(@ 9 = oy Resp. {z € C:2 i, (-1 VD))
(e) g(z) = |,Zl2 ;.,1 Resp. { € C: » # —i}
(£) h(z):m Resp. {z € C: 2 #i+ 3}
(8) h(z) = Arg(1/2) Resp. {z€ C:z# 0}
() hiz) = 2 ijz_ 2)i Resp. {2 € C 20, +i}

2. Encuentre las funciones componentes, u(z,y) y v(z,y), de las siguientes funciones
f(2), donde z = x + iy:

1
() f(2) = .
z+1
b = .
() £(2) = o
(¢) f(z) =22 =3z +2.
z+2
d =
) f&) =57
. z+2 .
3. Dada la funcién f(z) = 5y — 1’ establecer en cada caso el conjunto de puntos z € C
tales que:
(a) f(z)=1i Resp. z = —i
(b) f(z) == Resp.zz%i@
4
(c) f(z)=2 Resp. z = 3
4. Calcule los siguientes limites:
, 1-2 3 4 -
(b) lim (223 — 322 4+ 2 +14) Resp. 12 — 13
zZ—r21
) 22 7 .
(C) ZEIGH% m Resp. T(]‘ +Z)
22— 2z 7 4.
@ I s Resp- 15~ 13

2 — 9
(e) lim z L

ek ded 1
252 2244 Resp. 5
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2241

(f) ?_)n% 11 Resp. %
z
If Resp. 1 — 2
(&) z—)(lf?—14i) 247z b3 73"
N
h) 1 Resp. 1
() z—)l(Iln—i) |z + 1] P
(i) ?_)Hi Arg(1/z) Resp. —5
() zli>nlz (In|z| +iArgz) Resp. —% i

5. Pruebe que los siguientes limites no existen en punto alguno zy € C.

Z— 20

a) lim
( ) 220 Z — 20

(b) lim Rez — Rezg

Z—r20 zZ— Z0

6. Determine el conjunto de nimeros complejos donde las siguientes funciones son con-

tinuas:
2 _ ks 2
3z2 ?zz—l— 242
(a) f(z)={ % +iz+6 Resp. C — {-3i}
=, z = 2i.
2
1
s —, 2 7é —1;
(b) g(2) =14 ~ T Resp. C
—21, z=1
Rez
T Tms’ Rez # Imz, Imz # 0;
(c) h(z) =141, Rez=1Imz Imz#0; Resp. C—{z:Rez=1Imz# 0}
Rez, Imz=0.

7. Pruebe que cada una de las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann:
(a) f(z) =e"(—seny +icosy).
(b z) =cosx coshy —isenz senhy.

8. Determine en qué conjunto D de numeros complejos z = x + iy, las siguientes
funciones son derivables y calcule su derivada.
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(a) f(z) =a®+iy? Resp.{D:{Z:“iy:y:w}

f(z) =2
D={z=z+iy:z=-1}
2 .
(b) f(z)=2"+2x—iy Resp. { Py =20 41
. D:{_lv _l+i}
(¢) f(z)=2zy+i(z+ %yg) Resp. { () = ;y+2z

9. Si uy v se expresan en términos de las coordenadas polares (r, ), muestre que las
ecuaciones de Cauchy-Riemann pueden escribirse de la forma

ou 10v 1 @ ov

or —ro ro6 o 70

10. Utilizando las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de derivada,
demostrar que f’(z) no existe en punto alguno del plano complejo si f(z) esta dada

por:
(a) f(z) ==
(b) f(z) =2 =
(c) f(z) =2z +izy>
(d) f(z) =ee™™

11. Determine el conjunto D de todos los nimeros complejos donde cada una de las
siguientes funciones f(z) es analitica y calcule su derivada:

p=c
(@) 1) = (117 Resp. { ) oo
OFCEEES Resp { o1y
(&) f(z) = 1i4z4 Resp. ?(:)C:_i;t\?g%fi)}

Log (2 + 4) D=C—{z:z2==i, 6Rez < -4, Imz = 0}
(f) f(Z) =3 Resp , 1 2z Log (2+4)
S (%) = e — e
(6) 1) = [ .
zZ)==¢€ esp.
: P FE = et
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12.

13.

14.

15.

D=cC
(h) f(z) =sen (€e*) Resp. {

1'(z) = €* cos(e?)

Comprobar que cada una de las siguientes funciones son enteras:

(a) f(2) =3z +y+i(3y — ).

(b) f(z) = e e,

(¢) f(z)=(z*—=2)e.

(d) f(2) =sen (x? — y?)cosh(2zy) + i cos(x? — y?) senh(2zy).

Determine en qué conjunto del plano cada una de las siguientes funciones son armonicas,
y encuentre de ser posible su armoénica conjugada.

(a) w(z,y) =Im (2% +32+1)
z—1
(b) u(m,y) = $2+y2 —or+1
(©) v(z,y) = Tm (= +1/2)
Y
(d) v(z,y) = G T

Demostrar las siguientes identidades.

(a e(2+£3mi) e2

(b) e*tmi o

(c) exp(Z) = exp(iz), para z € C

(d) senh(z + mi) = —senh z, para z € C

cosh(z + mi) = — cosh z, para z € C

senh 2z = 2 senh z cosh z, para z € C

)
)
)
)
)
)
(g) Log(ei) =1+ (7/2)i
(h)
)
)
)
)
)

Demostrar que:
(a) silogz =Inr+ 46, para todo z tal que r = |2| > 0y /4 < 0 = argz < 97/4,
entonces log(i%) = 2log .

(b) silogz =Inr+if, paratodo z tal que r = |z| > 0y 3n/4 < § = argz < 117/4,
entonces log(i2) # 2log .
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16. Encontrar todas las raices de cada una de las siguientes ecuaciones:

17. Encontrar el valor principal de;

(a) 4
(b) [(e/2)(—1 —iv/2)™
(c) (1—a)*

18. Determine la rama principal y su derivada, para cada una de las siguientes funciones
multivaluadas:

= C0S 2 log i

sen z log z

Il
aQ

19. Sea f(z) una funcién de variable compleja definida como

f(Z) — 1062 = eez logle

—T

donde se utiliza un rama tal que se satisface |f’(im/2)| = e~™. Determine f'(z) y

f(@).
20. Demostrar que la transformacién w = iz 4+ ¢ mapea el semiplano = > 0 sobre el
semiplano v > 1.

21. Demostrar que si ¢; < 0, la imagen del semiplano & < ¢; bajo la transformacion
w = 1/z es el interior de un circulo. ;Cudl es la imagen cuando ¢; = 07

22. Demostrar que la imagen del semiplano y > c2 bajo la transformacién w = 1/z es el
interior de un circulo, siempre y cuando ¢y > 0. Encontrar la imagen cuando cz < 0;
también cuando ¢y = 0.

23. Sean « un numero real y zgp un numero complejo tal que Im zy > 0. Demostrar que
el mapeo bilineal
2=z
w = e"” < _0> ,
Z—Z0

transforma al semiplano superior Im z > 0 sobre en el disco unitario |w| < 1.
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24. Sean « un numero real y zyp un nimero complejo tal que |zp| < 1. Demostrar que la

; Z— 20
w=e* —— >
2zo — 1

mapea el disco |z| < 1 sobre disco |w| < 1.

transformacion bilineal

25. Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la siguiente figura.

y
S
....... 1 e/
-1 0 1 x
-1t

Figura 2.13. Conjunto S

Determine el transformado de S bajo cada uno de los siguientes mapeos:

1
(a) w:%.
(b) w= H_—j
-
@ w:jj;.
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Capitulo 3

Series de Potencias y
Singularidades Aisladas

En este capitulo se estudian los conceptos basicos de las series de niimeros complejos,
en particular, se estudia la representacion en series de potencias de las funciones de
variable compleja, hecho éste de gran importancia para la resoluciéon de problemas en
Ingenieria. Inicialmente se dan los conceptos de sucesion y series de niimeros complejos;
después, se describen las series de potencias y los desarrollos de Taylor y Laurent.
Finalmente, se caracterizan los puntos singulares asilados de una funcién de variable
compleja.

3.1 Serie de Numeros Complejos

Definicién 3.1 (Sucesién de nimeros complejos). El conjunto de nimeros complejos
{20, 21, 23, .. .}, se denomina sucesién de nimeros complejos, y se denota por {z,}22,.

Definicién 3.2 (Sucesién convergente). La sucesién de nimeros complejos {z,}5%
tiene limite o converge a un nimero complejo z, si para todo € > 0 existe un nimero
entero N > 0 tal que

|zn — 2| < e siempre que n > N.

Cuando la sucesion {z,}2°  converge a z, se escribe

lim z, = z.
n— oo

Observacion 3.1. Para cada sucesiéon de nimeros complejos {z, }72 , existen sucesiones
4 o o
de numeros reales {z,}72, v {yn}o>, tales que

Zn = Tn + 1 Yn, paran =0,1,2, ...

Ejemplo 3.1. Sea {z,}2 la sucesién de nimeros complejos definida por

1
(144

Zn

64
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Entonces, las sucesiones de nimeros reales {z,}72 v {yn}o>, tales que z, = x, + iy,
estan definidas como

2 =272 cos(nm/4) y yn = —2""2sen (nw/4).

El siguiente teorema permite estudiar la convergencia de las sucesiones de nimeros
complejos a través de la convergencia de sucesiones de nimeros reales. La demostracion
de este teorema se obtiene inmediatamente de la definicién de convergencia de sucesio-
nes.

Teorema 3.1. Sean z, =z, + iy, (n=0,1,2,...) con zp,y, ER, yz=z+1iy con
x,y € R. Entonces,

lim z, =z
n—o0

si, y solo si

lim zp, =2 y limy,=y.
n—oo n—oo

Ejemplo 3.2. Determinar si la sucesion

e (10 E2) o

n

converge y halle el limite si es el caso.

Solucion. Se tiene que z, = x, + 7 y,, donde

Ty =

= 3
3

Como lim z, = 0, y lim y, = 1, entonces por el Teorema 3.1 la sucesién {z,}22,
n—oo

n—oo
converge y su limite es

lm z, = lim z, +¢ lim y, = 1.
n—oo n—oo n—oo

O

Definicién 3.3 (Serie de Numeros Complejos). La suma de los términos de una sucesién
de nimeros complejos {z,}°° ), se denomina serie de nimeros complejos, esto es

o
Zzn220+21+22+"'

n=0

Definicién 3.4 (Serie Convergente). Se dice que una serie Yz, converge a un
nimero complejo S, si la sucesién

N
Sy = E Zn
n=0

de sumas parciales converge a S'; entonces se escribe

i Zn = S.
n=0
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66 3.1. SERIE DE NUMEROS COMPLEJOS

Observacidn 3.2. Para toda serie de niimeros complejos Y o 2y, siempre existen series

de nimeros reales Y o0 (Tn ¥ Y opeoYn tales que D07z =300 (xp 0 Y o (Y. A
las series > o7 o &y ¥ oo Yn Normalmente se les denominan respectivamente parte real
y parte imaginaria de )7 2.

El hecho descrito en la observacién anterior permite estudiar la convergencia de las
series de nimeros complejos a través de la convergencia de series de nimeros reales. En
el siguiente teorema se establece que una serie de nimeros complejos converge si, y sélo
si las series de su parte real y parte imaginaria convergen.

Teorema 3.2. Sean z, =z, +iy, (n=0,1,2,...) con xp,yn €ER, y S=X+1iY con
X,Y € R. Entonces,

o

ZZ" =5

n=0

si, y solo si
[o¢] (o]
Dom=X y Y=Y
n=0 n=0

Demostracion. Sean {Xn}02, v {Xn}02, las sucesiones de sumas parciales definidas

respectivamente por
N N
Xy=Ym v =Y

N N N
SN= =3 Tnti) yn=Xn+iVy.
n=0 n=0 n=0

Como
S=X+i¢Y = lim Sy= lim X ;. lim Y]
t Ngnoo N Ngnoo N+ZN1—I>noo N
si, y sélo si
Iim Xy=X Y Iim Yy =Y,
N—oo N—o0

entonces, podemos concluir que la serie Y > z, converge a S = X +14Y si, y sélo si
las series > 07 Tp y D ..o Yn convergen respectivamente a X e Y. O
3.1.1 Serie de Potencias

Definicién 3.5 (Serie de potencias). Dada una sucesién {a, }72, de nimeros complejos
v 29 € C, a la serie

o0
Z an(z — zp)" (3.1)
n=0
se le llama serie de potencias, donde z € C. Los numeros a,, se denominan coeficientes
de la serie y 2y se denomina centro de la serie.

El siguiente teorema da una idea completa del campo de convergencia de las series
de potencias. La demostracién de este teorema se puede apreciar en [5].
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Teorema 3.3 (Teorema de Cauchy-Hadamard). Consideremos la serie de potencias
(3.1). Sea a = im0 W. Entonces: si a = 00, la serie es convergente en el
unico punto z = zg; si 0 < a < 00, la serie es absolutamente convergente en el circulo
|z — 20| < 1/a y es divergente en el exterior de este circulo; y si a = 0, la serie es
absolutamente convergente en todo el plano complejo.

De este modo, cuando 0 < o < 00, existe un circulo con centro en el punto z = 2y,
en el interior del cual la serie (3.1) es absolutamente convergente y en el exterior del
cual la serie es divergente. Este se llama circulo de convergencia de la serie de potencias
y suradio R = 1/a, radio de convergencia de la misma. Los casos @ = 0o, y a = 0 se
pueden considerar como casos limites. En el primero de ellos el circulo de convergencia
se reduce a un punto zy y su radio R es igual a cero. En el segundo, el circulo de
convergencia se extiende a todo el plano, de modo que se puede considerar que su radio
es igual a oo. Llamando en los tres casos al nimero R radio de convergencia de la serie
de potencias, el contenido de la formula de Cauchy-Hadamard puede expresarse por la

férmula )
R=—.
o
Esta ultima se llama formula de Cauchy-Hadamard. Para las aplicaciones de la formula

de Cauchy-Hadamard, en muchos casos suele ser til la relacion siguiente:

|
fim 7S =L (3.2)

n—00 nmn e
La demostracién de esta relacion se deja como ejercicio para el lector.

Ejemplo 3.3. Hallar el circulo y el radio de convergencia de la serie

ol
i nl
Solucion. Se tiene que
nn
apn=— Yy 20=0
n!

Ahora, utilizando la ecuacién (3.2) obtenemos

n
z n
o= lim — —=e.
n—00 n!

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es

1
R=",
(&

y el circulo de convergencia de la misma es

1
|z] < —.
e
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68 3.1. SERIE DE NUMEROS COMPLEJOS

En muchos casos resulta conveniente determinar el radio de convergencia de una
serie de potencias mediante el criterio del cociente, es decir, tomando

, an+1
a= lim |=&
n—oo | Qy
Asi, para la serie del Ejemplo 3.3 se tiene
(”+1)n+1 1 n
, Ap41 , +1)! ,
a= lim |2t lim #:hm 1+—-] =e,
n—o0o | Qy, n—00 % n—00 n

por consiguiente, el radio de convergencia de la serie es R = 1/e.

Ejemplo 3.4. Determine el circulo de convergencia de la serie de potencias

o0
E 2",
n=0

También determine a qué converge esta serie.

Solucién. Como a, =1, paran > 0, y zg = 0, entonces el radio de convergencia de la
serie es R = 1 y su circulo de convergencia es |z| < 1. Ahora, para determinar a qué
converge la serie dada consideremos la sucesion de sumas parciales

N 5 N 1— ZN+1
SN(Z):E Zn:1+Z+Z +---+2 :ﬁ, Z?él
n=0
Por lo tanto, utilizando la ecuacién anterior podemos escribir
00 N+1
1—-=2 1
"= lim S = 1If = <1

2" = Jin Sx) = =

3.1.2 Serie de Taylor

En esta parte se estudia una cualidad muy importante de las funciones analiticas,
a saber: toda funcion analitica se puede expresar como una serie de potencias que co-
nverge a dicha funcion en algin dominio. En el siguiente teorema se establece que si
una funcién f(z) es analitica en un circulo centrado en un punto zy € C, entonces f(z)
se puede representar como una serie de potencias en dicho circulo. Para la descripcion
formal del resultado del siguiente teorema es necesario suponer que f(z) es infinita-
mente diferenciable, lo cual, como veremos mas adelante en el capitulo de Integracion
Compleja, es una propiedad que posee toda funcién analitica.
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Teorema 3.4 (Teorema de Taylor).
Si f(z) es una funcion analitica en todo punto del disco |z — zo| < 1o, entonces f(z) se
expresa como
[e.9]
F (20)
f) =" o e a)h (3.3)

n=0

para |z — zp| < ro.

Observacion 3.3.

. . (n)
e El Teorema de Taylor garantiza que la serie > 7 ! n(!zo)

para todo z tal que |z — zg| < 7.

(z—20)" converge a f(z)

e La serie de potencias (3.3) se denomina desarrollo en serie de Taylor o, simple-
mente, desarrollo de Taylor de f(z) centrado en el punto 2.

e Si zy = 0, entonces el desarrollo de Taylor adquiere la forma

— f™(0) ,
f2)=> 0 ?
n=0
y se denomina desarrollo de Maclaurin de f(z).
El siguiente teorema nos garantiza que el desarrollo de Taylor de una funcién f(z)

alrededor de zp, es la tnica serie de potencias que converge a f(z) en un disco centrado
en zg.

Teorema 3.5. El desarrollo en serie de Taylor de una funcion f(z) alrededor de zy es
la inica serie en potencias de (z — zg) que converge a f(z) en todo punto de un disco
centrado en z.

Observacion 3.4. Sean f(z) y g(z) funciones tales que su desarrollo de Taylor centrado
en zg esta dado respectivamente por

o
flz)= Zan (z —29)", para z tal que |z — 2| < 11,
n=0

[e.e]
g(z) = Z bn (z — 2z0)", para z tal que |z — zp| < ra.
n=0

Entonces del desarrollo de Taylor de f(z) + g(z) centrado en zj es

[e.e]

f(2) +g(2) = Z(an +b,) (2 — 20)", para z tal que |z — 29| <,

n=0
donde r = min(ry, o).

FEl siguiente teorema nos permite calcular el radio de convergencia del mayor circulo
para el cual existe la serie de Taylor de una funcién f(z).
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Teorema 3.6. Consideremos el desarrollo en serie de Taylor (3.3) de una funcion f(z)
alrededor de zy. El mayor circulo dentro del cual esta serie converge a f(z) en cada
punto es |z — zo| < r, donde r es la distancia entre zg y el punto singular de f(z) mds
cercano.

Obsérvese que este teorema no afirma que la serie de Taylor no converja fuera de
|z — z9| = r. S6lo asevera que éste es el mayor circulo en todo punto del cual la serie
converge a f(z). El circulo en todo punto del cual la serie de Taylor (3.3) converge
a f(z) y el circulo en todo punto del cual la serie converge no son necesariamente
iguales. El segundo de ellos puede tener un radio mayor. No obstante, se puede mostrar
que cuando el punto singular mds cercano a zg es tal que |f(z)| se hace infinito, los dos
crculos coinciden. Este es el caso en la mayor parte de las funciones que consideraremos.

Ejemplo 3.5. Comprobar cada uno de los siguientes desarrollos de Taylor.

1
a) eZ:ZEZn’ |z] < 0.

= (_1)n n
b) sen z :Zmzz 2] < oo

o (D",
c) cosz = Z @] 2 z] < oo,
n

[e.9]

1
d) senhz = Z:O @t 22 2] < oo
n—=

o0

1
e) coshz = Z @)l 22 |z < oo

n=0

1 o0
f = " < 1.
)Tzl

g)lizzggem”w,\d<L
h) % S LT LR RS TS
n=0
LI il (o2 ] oy, ey <
2(3—2) 3 ’ '

n=0

Solucidn. a) Se tiene que f(z) = * es una funcién entera y f(™(z) = e*. Asi, por los
Teoremas 3.4 y 3.6, el desarrollo de Maclaurin de e* es
oo

1
ezzzﬁz", |z| < o0.

n=0
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. . s p —€
b) Se tiene que f(z) = senz es una funcién entera, ademas, sen z = — De
i
esta forma, utilizando el desarrollo de Macalurin de e®* podemos escribir:
eiz _ e—iz
senz = -
24
o o
1 1
2 =2
_ = n=0
21
1 1, ,
DTG CHDED
n=0

Ahora, utilizando la expresién anterior y el hecho que

n n 0, si n es par,
(" = (=0)") = {

2i(—1)™, sin=2m+1 es impar,

obtenemos que el desarrollo de Macalurin de sen z es

o (=D"
senz = Z @n 1) 2z < o0
n=0

La verificacién de ¢), d) y e), se deje como ejercicio pare el lector.

f) Se tiene que f(z) = X es analitica en todo z € C tal que z # 1, entonces por

el Teorema 3.6 el desarrollo de Maclaurin de f(z) = {2 es vélido para todo |z| < 1.
Ahora, utilizando el procedimiento empleado en el Ejemplo 3.4 se tiene que el desarrollo

de Maclaurin de f(z) = X es

[e.e]
= Z 2", |zl < L

n=0
g) Como f(z) = ﬁ es analitica en todo z € (C tal que z # 1, entonces por el
Teorema 3.6 el desarrollo de Maclaurin de f(z) = F es valido para todo |z| < 1. A
continuacion hallamos el desarrollo de Maclaurin de f(z) = 1-1+ -~ empleando el desarrollo

de Taylor de ;= dado en f). Se tiene que

1 1 o0 [e.e]

h) Aqui utilizamos el desarrollo de Taylor dado en g) para hallar el desarrollo de
Taylor de f(z) = 1/z centrado en zy = 1. Se tiene que

1 1 o yn n
;:ng(—n (z—1", |z—1] <1
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72 3.1. SERIE DE NUMEROS COMPLEJOS

i) Para hallar el desarrollo de Taylor de f(z) = @ centrado en zy = 1 utilizamos
fracciones simples, desarrollos de Taylor conocidos y operaciones algebraicas simples.
Se tiene que

1 B £+—1/3
23—2) =z z—3
B 1/3 —~1/3
o l+(z=1) (2-1)-2
SO S B
3 14(z2—-1) 3 2 q_G1
D R n I (z—1)"
= 52(—1) (z—1)"+3 22 on
n=0 n=0
001 n n > —(n+1 n
= ;5(_1) (z—1) +7LZ::032< '(z-1)
= Z%[( 1)“+2—("+1>} (z—1" |z—1]<1
n=0

3.1.3 Serie de Laurent

El desarrollo en serie de Laurent o, simplemente, desarrollo de Laurent de una
funcién f(z) centrado en el punto zg es de la forma

[e.e]

F@) =3 ealz— 200",

n=—oo

donde la serie converge a f(z) en cierto dominio o regién y ¢, € C. Asi pues, un de-
sarrollo de Laurent, a diferencia del desarrollo de Taylor, puede contener uno o mas
términos con (z — zp) elevado a una potencia negativa. También puede contener poten-
cias positivas de (z — zp).

Normalmente los desarrollos de Laurent se obtienen a partir de los desarrollos de
Taylor. Por ejemplo, para encontrar el desarrollo de Laurent de f(z) = e!/# centrado
en zg = 0, se considera el desarrollo de Maclaurin de e,

o

1
e’ = E —'s",
O
después, se hace s = 1/z en la ecuacién anterior para obtener
> 1
el/% = E —z " z2#£0,
n!
n=0

que es, efectivamente, el desarrollo de Laurent de e/* centrado en zg = 0 y es vélido
en todo el plano complejo excepto en z = 0.
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., Qué clase de funciones pueden representarse por medio de series de Laurent y en qué
regién del plano complejo serd vélida dicha representacién? La respuesta se encuentra
en el siguiente teorema. Antes de dar el teorema, definiremos anillo o dominio anular.

Definicién 3.6 (Anillo o dominio anular). Sean r; > 0y ro > 0 tales que r1 < ro.
Se denomina anillo o dominio anular centrado en zy € C, al conjunto de numeros
complejos z tales que r; < |z — 2| < 2.

Teorema 3.7 (Teorema de Laurent).
Si f(z) es una funcidn analitica en el anillo r1 < |z — zp| < ra, centrado en zy, entonces
f(2) se puede expresar como

flz)= Z an (z — z0)" + Z bn (2 — 29)7 ",
n=0 n=1

para todo z tal que r1 < |z — zo| < ra.
Observacion 3.5.

e El Teorema de Laurent garantiza que la serie Y 7 g apn (2—20)"+> ooy by (2—20) "
converge a f(z) para todo z tal que r < |z — zg| < r2.

e Si f(z) es analitica en todos los puntos de la regién |z — 29| < 72, entonces el
desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zp, se convierte en el desarrollo de
Taylor de f(z) centrado en z.

e Si f(z) es analitica en todos los puntos de la regién |z — 29| < 72 excepto en
en el punto zp, entonces el desarrollo de Laurent es véalido en toda la regién
0 < |z — 2| <ra.

e Los coeficientes de la serie de Laurent se pueden definir como una integral que
involucra a la funcién f(z). Este tltimo hecho permite calcular integrales utili-
zando los resultados de series de potencias, lo cual se estudiara en el capitulo de
Integracién Compleja.

Ejemplo 3.6. Determine el desarrollo de Laurent en potencias de z de la funcién

_ 1
14z

f(z)

Solucion. Observamos que el tnico punto singular de f(z) es z = 1, entonces existen
dos regiones donde f(z) posee desarrollos de Laurent centrados en zy = 0, a saber:
(a) |z <1,y (b) |2[ > 1.

Como f(z) es analitica en todo punto del disco |z| < 1, el desarrollo de Laurent
de f(z) centrado en zy = 0 vélido en el dominio (a), coincide con su desarrollo de

Maclaurin, es decir,
[ee)

fl2) =Y (1=, | <1

n=0
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Ahora bien, para determinar el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zy = 0
valido en el dominio (b), procedamos de la siguiente manera:

e}

1 1 1 1 —
_ . - 1)y — 1" —(n+1) —1 <1
1+ 2 z 21 +1 Z 7;:0:( ) z E ( ) z ’ ‘Z ‘ )

n=0
de donde se obtiene que el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zy = 0 valido en
el dominio (b) estd dado por

o0

Fz) =S, e > 1,

n=0

O

Ejercicio 3.1. Compruebe que todos los desarrollos de Laurent centrados en zg = i de

la funcion

1
T =6y

estan dados por:

o f(2) = Z [(1 — i)~ (2~ i)_("H)} (z—i)", para z € C tal que |z—i| < v/2,
n=0

[e.e] (e}

o f(z)=— Z(l — i) (z — i)~ (D — 2(2 — i)~ (2 — )", para z € C tal que

n=0 n=0
V2 < |z —i| < V5,
o f(2) = Z [(2—i)" — (1 —i)"] (2 — i)~V para z € C tal que |z —i| > /5.
n=0

3.1.4 Propiedades Adicionales de las Series
Diferenciacion término a término

Siuna funcién f(z) esta representada con una serie de potencias en una regién anular
R, la serie que se obtiene por diferenciacién término a término converge a f’(z) dentro
de R. Este procedimiento puede repetirse un nimero indefinido de veces.

Los siguientes ejemplos utilizan la propiedad de diferenciacién término a término
para encontrar desarrollos de Taylor.

Ejemplo 3.7. Usando el desarrollo de Taylor de 1/z centrado en zy = 1, obtenga el
desarrollo de 1/z? centrado en el mismo punto.

Solucion.  Primero determinemos el desarrollo de Taylor de 1/z centrado en zy =
1, luego diferenciando término a término el mismo obtendremos el desarrollo de 1/22
centrado en zy = 1. Se tiene que

1 1 > . .
P g e H
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ahora, como
d1 1
dz z 22’

entonces utilizando el desarrollo de Taylor de 1/z centrado en zy = 1, podemos escribir:

1 d 1 — d G
- __1n _1n: _1n+l _1n—l 1.
e Db N D
O
Ejemplo 3.8. Calcular el desarrollo de Maclaurin de
z
fO=a—p
Solucion. Se tiene que el desarrollo de Maclaurin de 1/(1 — z) estd dado por:
L _ i 2"zl <1
(1 B Z) N n=0 7 '
Como
d 1 1
dz (1—2)  (1—2)?’
entonces utilizando el desarrollo de Maclaurin de 1/(1 — z), podemos escribir:
z d 1 — d >
- — L, = — "= " 1.
(1—2)2 Zdz(l—z) anz:dzz HZ::O”Z’ 2] <
O

3.2 Singularidades Aisladas

Definicién 3.7 (Punto singular aislado). Se dice que zp € C es un punto singular
aislado de una funcién f(z), si zp es un punto singular de f(z) y, ademés, existe una
vecindad de 2y en todo punto de la cual f(z) es analitica excepto en zg.
Ejemplo 3.9. Cada punto zg indicado es un punto singular aislado de la funcién dada.
1
hd f(Z) = 27 20=10
z+1
(z—=1)(z—1)’

e f(z) =cotz, zn=nm,n=0,%£1,4+2, ...

o f(2) =

ZQZl,lei

Ejemplo 3.10. El punto zp = 0 no es un punto singular aislado de la funcién

1

1) = sen (1/z)
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76 3.2. SINGULARIDADES AISLADAS

Ejercicio 3.2. Verificar lo afirmado en los Ejemplos 3.9 y 3.10.

Definicién 3.8 (Parte principal). Sea zp un punto singular aislado de f(z). Sea
[o¢] o0
f(z) = Zan (2 —20)" + an (z—20)"", 0<|z— 2] <o, (3.4)
n=0 n=1

el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zy vélido en el anillo 0 < |z — 29| < 9. Se
denomina parte principal de f(z) en zg, a la parte del desarrollo de Laurent (3.4) que
posee potencias negativas de (z — 2g).

Ejemplo 3.11. Determine la parte principal de f(z) = P en cada uno de sus
2(z —

puntos singulares.

Solucion. Los puntos singulares aislados de f(z) son z; =0y 29 = 1. Como

1 -1 1

z(z—1) 7+(Z—1)7

el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en z; = 0 valido en el anillo 0 < |z| < 1, esta
dado por:

1 1

2z—1) (1-2) % =) (D + (=Dt o<z <1,
n=0

por lo tanto, la parte principal de f(z) en 21 =0 es (—1)z7L.
Ahora, el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zo = 1 vélido en el anillo
0 < |z—1| <1, estd dado por:

U S
2z—-1) z (z-1)
1
= - - — 1)
Tre-p Y
o
= > )" e-1"+ (-7 0<[z-1] <1,
n=0
por lo tanto, la parte principal de f(z) en 2z = 1 es (z — 1)~ O

Los puntos singulares aislados se pueden caracterizar segin la forma que adquiere la
parte principal de la funcién en tales puntos. Se distinguen tres tipos de singularidades
aisladas: polo de orden m, punto singular esencial y punto singular removible. A
continuacion se definen cada una de ellas.
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CAPITULO 3. SERIES DE POTENCIAS Y SINGULARIDADES AISLADAS 77

3.2.1 Polo de Orden m

Definicién 3.9. Sea zy un punto singular aislado de f(z). Se dice que zy es un polo
de orden m de f(z), si la parte principal de f(z) en 2y tiene un nimero finito de
términos, esto es, el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zy, valido en el anillo
0 < |z — 20| < 79, tiene la forma

= " by by bon
z)= an (2 —20) + + +r
@) =2 a5 T
donde b, # 0y bypr1 = bao = -+ = 0. Los polos de orden m = 1 se llaman polos

simples.

La definicién anterior nos indica que para determinar si zy es un polo de f(z), se
debe observar el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zp; pero este procedimiento
no es practico. Existen otros procedimientos més adecuados para verificar si un punto
es o no un polo. El siguiente teorema nos da un procedimiento para determinar si un
punto es o no un polo de una funcién sin construir su serie Laurent.

Teorema 3.8. Si f(z) tiene un polo en zy, entonces lim,_, | f(z)| = cc.

Demostracion. Como zp es un polo de orden m de f(z), el desarrollo de Laurent de
f(z) centrado en zp, vélido en el anillo 0 < |z — zg| < 79, tiene la forma

b1 . by i . bim
(z—20) (2= 20)2 (2 — 2)™’

f(z) = Zan (z—20)" +
n=0

donde b, # 0. Multiplicando en ambos lados de la ecuacién anterior por (z — zp)™
tenemos

(z—20)"f(2) = Z an (2 — 20)" ™™ + by (2 — 20)™ F + ba(z — 20)" 2+ -+ by,
n=0

de lo cual se deduce que

lim (z — 20)" f(2) = by, # 0, 00. (3.5)

Z— 20
Como lim,_,,, |(z — 29)™| = 0, entonces por (3.5) se tiene que lim,_,,, [f(z)| =oc0. O

El teorema anterior no solo nos permite identificar si un punto es un polo, sino
también el orden del mismo. Basandose en este teorema y, particularmente, en la
ecuacion (3.5), las siguientes reglas nos permiten identificar si un punto singular aislado
Zp es un polo y, ademaés, calcular el orden del mismo.

Regla I Siexiste el lim,_,,,(2—20)™ f(2) y si dicho limite no es cero ni infinito, entonces
2o es un polo de orden m de f(z).
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78 3.2. SINGULARIDADES AISLADAS

Regla II Si 2z es un polo es un polo de orden m de f(z), entonces

0, sin>m
lim (z — 29)" f(2) =} ’
Z—>Zo( )" (2) {oo, sin < m.
1
Ejemplo 3.12. Sea f(z) = 1) Probar que 0 y 1 son polos simples de f(z).

Solucion. Utilicemos el Teorema 3.8 y las Reglas I y II, para determinar que los puntos
0 y 1 son polos simples de f(z). Se tiene que

lm |f(z)] =00y lim[f(z)] = oo,

z—0

luego 0 y 1 son polos de f(z). Ademas,

0, sin>1,
n .2 .
;%z f(z)_lli%(z—l)_ -1, sin=1,
o0, sin <1,
y
0, sin>1,
) n . (2=t .
lim(z—1)" f(z) =lim—— =41, sin=1,
z—1 z—1 z
0o, sin<l1.
Por lo tanto, 0 y 1 son polos simples de f(z). O

Es comtun encontrarse con problemas en los que se quiere determinar el orden de
los polos de una funcién de la forma f(z) = p(z)/q(z), por ello les dedicaremos una
atencion especial. El siguiente teorema nos permite identificar si un punto es un polo
y, ademds su orden, para una funcién f(z) = p(z)/q(z).

Teorema 3.9. Sea zp € C. Sea f(z) una funcion tal que se puede escribir como

donde p(z) y q(z) son analiticas en zy y p(zo) # 0. Entonces, zo es un polo de orden m
de f(z) si, y sdlo si
q(z0) = q'(20) = -~ = ¢ V(z) =0

q(m) (z0) # 0.

Demostracion. (=) Supongamos que zy es un polo de orden m de f(z) y demostremos
que q(z0) = ¢'(20) = -+ = ¢ VD(z) = 0y ¢ (z) # 0. Como z es un polo de
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CAPITULO 3. SERIES DE POTENCIAS Y SINGULARIDADES AISLADAS 79

orden m de f(z), el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en 2y, valido en el anillo
0 < |z — 20| < 7, tiene la forma

_pe) _§ Ly, b b L
f(z)= —nZ:;)an(z 20)" + + 5 T +(z—zo)m’

q(2) (z—20) (2= 2)

donde b,, # 0. Como ¢(z) es analitica en zj, entonces posee desarrollo de Taylor
centrado en zy de la forma

q(z) _ Z qn(TO) (Z _ Zo)n.
n=0

n:

Luego, obtenemos que

_ > q”(Zo) IR - an (2 — z0)" L bim
p(Z) = <n§::0 nl ( 0) ) <n§::0 n( 0) +(Z—ZO)+ +(Z—Zo)m>

= <Z q"i,'zo) (z — zo)") <Z an (2 — zo)”> + Z by, Z q"fjo) (z — z0)" ",
n=0 n=0 k=1 ’

n=0

Como p(z) es analitica en 2y, entonces la expresién anterior es el desarrollo de Taylor
de p(z) centrado zp, por lo que no puede tener potencias negativas de (z —zp). Para que
esto se satisfaga se debe cumplir que ¢(zp) = ¢'(z0) = --- = ¢ V(z5) = 0. Ademas,
haciendo z = z( en el desarrollo de Taylor de p(z) obtenemos

(m)
plo0) = b L) g,
m!

de donde se deduce que ¢(™(zy) # 0.

(<) Supongamos que q(z0) = ¢'(z0) = --- = ¢ V(z) = 0y ¢"™(2) # 0, ¥
demostremos que zg es un polo de orden m de f(z). Como p(z) y ¢(z) son analiticas en
zp con p(zp) # 0y q(z0) = 0, entonces zp es un punto singular aislado de f(z). Ahora
utilizando el desarrollo de Taylor de ¢(z) centrado en zy se tiene que

a(z) _d"™(n) ¢ (=) n—m
(Z _ zo)m - m)! + Z n! (’Z Z(]) )
n=m+1
por tanto,
(m)
0 _a™C0) o
z=20 (2 — 29)™ m!
lo cual implica que
lim (2 — 20)" f(2) = | lim p(2) lim M # 0, 00.
Z—20 Z—20 Z—20 q(z) ’
Lo anterior indica que zp es un polo de orden m de f(z). O
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80 3.2. SINGULARIDADES AISLADAS

Ejemplo 3.13. Verificar que todos los puntos singulares aislados de la funcién

son polos simples.

Solucion.  Se tiene que f(z) = p(z)/q(z), donde p(z) = e* y q(z) = senz. Ahora,

los puntos singulares aislados de f(z) son: z, = nm, paran = 0,£1,£2,.... Como
p(zn) # 0, q(z) = 0y ¢'(2,) = cos(nm) # 0, para todo n, entonces por el Teorema 3.9
todos los puntos singulares de f(z) son polos simples. O

Ejercicio 3.3. Verifique la existencia de los polos y el orden de los mismos para cada
una de las funciones dadas.

1
a) El punto zp = 0 es un polo de orden m = 2 de la funcién f(z) = m.
, . : g (z+1)
b) Los puntos 29 = 3i y 21 = —3i son polos simples de la funcién f(z) = 1)
2
-2

c¢) El punto zp = 2 es un polo simple de la funcién f(z) = %

. senh z
d) El punto zp = 0 es un polo de orden m = 3 de la funcién f(z) = —a

3.2.2 Punto Singular Esencial

Definicién 3.10. Sea zy un punto singular aislado de f(z). Se dice que 2y es un punto
singular esencial de f(z), si la parte principal de f(z) en zy tiene un nidmero infinito de
términos diferentes de cero.

De la definicién de punto singular esencial, se deduce que zy es un punto singular
esencial de f(z) si, y sélo si lim,_,., f(z) no existe (ni finito ni infinito). De esta forma,
para determinar si un punto singular aislado zy es o no un punto singular esencial de
f(2), no es necesario construir el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zj.

Ejemplo 3.14. Verificar que zy = 0 es un punto singular esencial de f(z) = e!/%.

Solucién. El desarrollo de Laurent de e'/# centrado en zy = 0 es
=1
el/? = 1+Zaz_", |z| > 0.
n=1

Se observa que la parte principal de €'/ en zy = 0 tiene un nimero infinito de términos
diferentes de cero; por lo tanto, zp = 0 es un punto singular esencial de e!/%.

Otra manera de ver que zg = 0 es un punto singular esencial de e/, es probar que
el limite, lfim,_,oe!/#, no existe. Si nos acercamos al origen por la recta y = 0, z > 0,
obtenemos que

lim e'/% = lim e'/* = .
z—0 x—0
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CAPITULO 3. SERIES DE POTENCIAS Y SINGULARIDADES AISLADAS 81

Ahora, si nos acercamos al origen por la recta x = 0, tenemos que
e!/? = cos(1/y) —isen (1/y),

que es un numero complejo de médulo 1 para todo valor de y. Por lo tanto, el limite
lim,_,g el/% no existe. O

3.2.3 Punto Singular Removible

Definicién 3.11. Sea zy un punto singular aislado de f(z). Se dice que 2y es un punto
singular removible de f(z), si todos los coeficientes de la parte principal de f(z) en z
son cero.

Si zp es un punto singular removible de f(z), el desarrollo de Laurent de f(z)
centrado en zp, vélido en el anillo 0 < |z — zg| < 79, tiene la forma

) =3 anz — 20)",
n=0

de donde se deduce que

Zh_}ngof(z) = ag.

Por lo tanto, para determinar si un punto singular aislado zg es un punto singular
removible de f(z), basta con verificar que el lim,_,,, f(2) existe y es finito.

sen 2
Ejemplo 3.15. Verificar que zy = 0 es un punto singular removible de f(z) = .
z
Solucion. Se tiene que
, senz i

lim = limcosz =1,

z—0 z z—0

. ) sen z
por tanto, zp = 0 es un punto singular removible de f(z) = . %

z

3.3 Ejercicios Propuestos

1. Determine el dominio de convergencia de cada una de las siguientes series:
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82 3.3. EJERCICIOS PROPUESTOS

2. Encuentre todas las representaciones en serie de potencias de (z — zg) para cada una
de las siguientes funciones, segun el centro zg dado, y clasifique de Taylor o Laurent
segin corresponda:

(a) f(z) =1/z, para zy = 2i.

(b) f(z) =1, parazo=1

(€) fz)= 1, paraz=2
(@) J(2) = 5, paraz =0,

1
(e) f(z)= m, para zg = 0.

1

() flz) = 214,13 para zg = —1.
(2) f(z) = 2%"* para z =0.
(h) f(z) = ﬁ, para zg = —1.
(i) f(z)= z——i—l para zg = —3.

(z —1)2(z+3)’
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CAPITULO 3. SERIES DE POTENCIAS Y SINGULARIDADES AISLADAS 83

. COoS 2
(J) f(z) = 2 para zg = 0.

k) f(=) = 2% cos <£>, para zo = 2.
sen (2z
() f(2) = ﬁ, para zg = —1.

(m) f(z) =1+ 2z+22)e/E D para z = 1.

3. Encuentre los ceros y singularidades de las siguientes funciones complejas. Clasifique
las singularidades encontradas.

(2) f(2) = 22(22 —142 +5)

(b) f(z) = 23 +z§j§z —12°
z—1

© 1=

cos(z — 1

(d) f(=) = 24— 22((1 + z; +1i

() J(2) = =5

(t) 1(z) = et

(8) F2)= .

(h) f(z) = A=)
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Capitulo 4
Integracion Compleja

La integracién de funciones de variable compleja es una herramienta esencial para
el desarrollo tedrico de las ideas del calculo operacional, en particular, el estudio de las
transformadas de Laplace, Fourier y Z, que son temas indispensables para la compresion
de ciertos conceptos estudiados en Ingenieria Eléctrica. En este capitulo se describen
los conceptos béasicos de la integracion compleja, comenzando con la integral definida,
pasando luego por la integral de linea, el Teorema de Cauchy-Goursat y la primitiva de
una funcién, para finalizar con el Teorema de los Residuos.

4.1 Integral Definida
Sea F'(t) una funcién de variable real con valores complejos definida como
Fit)=U(t)+iV(t),

donde U : [a,b] = Ry V : [a,b] — R son funciones continuas a trozos definidas en el
intervalo acotado y cerrado a <t < b. Bajo estas condiciones, la funciéon F' es continua
a trozos y la integral definida de F(t) en el intervalo a <t < b se define como:

/abF(t)dt:/abU(t)dt+i /:V(t)dt

y se dice que F(t) es integrable en [a,b).

Propiedades de la Integral Definida

Sean F'(t) = U(t)+i V(t), Fi(t) = Ui(t)+i Vi(t) y Fa(t) = Ua(t)+i Va(t), integrables
en [a,b]. A partir de la definicién de integral definida se deducen facilmente las siguientes
propiedades:

i) Re [ / "R dt} _ / " Re [F(1)] dt.
b

i) Im [ / " F) dt] _ / T [F(1)] dt.

a
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b b
iii) / cF(t)dt=c / F(t)dt, para todo ¢ € C.

)/b[Fl()—i—FQ | dt = /F1 dt—l—/F2
/F dt‘ /|F )| dt.

Ejercicio 4.1. Demostrar las propiedades de la integral definida.

/4
/ et dt.
0

= cost + isent, se tiene que

Ejemplo 4.1. Calcular la integral

Solucion. Como e

2

w/4 ] w/4 w/4 2 2 /9
/ e”dt:/ costdt+i/ sentdtz%—i—i \/_
0 0 0

4.2 Integracion de Linea

4.2.1 Contornos

A continuacién presentamos conjuntos de puntos muy particulares denominados
contornos que nos permitirdn estudiar la integral de una funcién de variable compleja.

Definicién 4.1 (Curva). Una curva C es un conjunto de puntos z = z+ iy en el plano
complejo tales que = = z(t), y = y(t) (a <t < b), donde z(t) y y(t) son funciones
continuas en el intervalo [a, b]. Los puntos de C' se pueden describir mediante la funcién

continua
2t) = 2(t) +iylt) (a<t<b)

denominada parametrizacion de C.

Ly

a1 b

Figura 4.1. Gréfica de una curva C
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86 4.2. INTEGRACION DE LINEA

En la Figura 4.1 se aprecia la representacion gréfica de una curva. El valor o = z(a)
se denomina eztremo inicial de C'y 8 = z(b) extremo final. Ademas, si z(t) y y(t) son
funciones diferenciables, entonces la funcién z(t) = x(t) + i y(t) es diferenciable, cuya
derivada esta dada por

Z(t) =2'(t) + iy (t) (a <t <b).

Definicién 4.2 (Curva suave). Una curva C se llama curva suave, si 2/(t) existe, es
continua y nunca se hace cero en el intervalo a <t < b.

Ejemplo 4.2. A continuacién se muestran las gréaficas de las curvas C7 y Cy, y sus
respectivas parametrizaciones z1(t) y z2(t). La curva C; es suave, en cambio la curva
C no es suave (se deja al lector verificar esta aseveracién).

y
Y 1 C 1 C
/) N _ .
-1 1* -1 ES
N /
1
Zl(t):eit7 0<t<2or . (t)— —t—|—Z(1+t), —1§t§0,
? —t+i(l—t), 0<t<l.

Definicién 4.3 (Contorno). Un contorno o curva suave a tramos, es una curva que
consta de un nimero finito de curvas suaves unidas por sus extremos.

Ejemplo 4.3. Seguidamente se aprecia una representacién gréafica de un contorno con-
formado por seis curvas suaves Cy,Co, ..., Cq.

Cs* Cs

Definicién 4.4 (Contorno cerrado simple). Se dice que una curva C' es un contorno
cerrado simple, si C' es un contorno y z(a) = z(b) y z(t1) # z(t2) para todo t1 # tg €
(a,b).
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CAPITULO 4. INTEGRACION COMPLEJA 87

Ejemplo 4.4. En la siguiente gréafica se muestran dos curvas C'y S. La curva C es un
contorno cerrado simple, en cambio S no lo es.

~Zz(a) = z(b)

Observacion 4.1. A todo contorno C' representado por la ecuacién
A0 =a) +iyt) (a<t<b)

se le asocia el contorno —C, el cual esta definido por la ecuacién z = z(—t), donde
—b <t < —a. Graficamente, el contorno —C' es el mismo contorno C' pero recorrido en
sentido contrario.

4.2.2 Integral de Linea

Sean f(z) una funcién y C' un contorno representado por la ecuacién
) —alt) +iyt) (a<t<b),

con extremo inicial & = z(a) y extremo final 5 = z(b). Supongamos que f(z) =
u(z,y) + iv(x,y) es continua a trozos en C, es decir, las partes real e imaginaria,
u(z(t),y(t)) y v(z(t),y(t)), de f(z(t)) son funciones de t continuas a trozos. Bajo estas
condiciones, se define la integral de linea de f(z) a lo largo de C' como:

b
Lﬂww:LfMMZ@w
donde 2/(t) = 2/(t) + i y/(t).

Propiedades de las Integrales de Linea

Sean f(z) y g(z) funciones de variable compleja continuas a trozos sobre un contorno
C' descrito por la ecuacién z(t) = x(t) +iy(t) (a <t <b). A partir de la definicién de
integral de linea se deducen facilmente las siguientes propiedades.

i) /Ckf(z)dz:k/cf(z)dz, para k € C.

inéuw+mmwzlwa+A¢ww
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88 4.2. INTEGRACION DE LINEA

i) /_Cf(z)dz: b f(z(—t))z’(—t)dt:—/Cf(z)dz.

iv) Si C consta de una curva C; desde «; hasta 31 y de la curva Coy desde ag hasta (s,
donde ay = B, se cumple:

/ f@de= [ feyde+ [ 1) de.
C C1 Co

b
v) < / F(2(8) # (1)) .

/Cf(z) dz

Ejercicio 4.2. Demostrar las propiedades de la integral de linea.

1
/ —dz,
|z|=1 #

donde |z| =1 es la circunferencia de centro 0 y radio 1, recorrida en sentido positivo.

Ejemplo 4.5. Calcular la integral

Solucion. Una parametrizacién de la circunferencia |z| =1 es:

2(t) = e =cost +isent, (0<t<2m).

1 21 1 ) 27
/ —dz:/ th‘e’tdt:i/ dt = 2mi.
|z]=1 % o € 0

Ejemplo 4.6. Calcular la integral

Asi,

/C(z —1)dz,

donde C es el contorno descrito por la ecuacién

® —t+i(l1+1t), —-1<t<0,
A =
—t+i(l—t), 0<t<1.

Solucion. Utilizando la propiedad iv) de la integral de linea podemos escribir:

-1

0 1
/C(z—z)dz _ /(—t+z(1—|—t)—z)(—1—|—z)dt+/0(—t+z(1—t)—z)(—1—z)dt
0 1
= (—1+i)/ t(—1+z‘)dt+(—1—z‘)/ t(—1—1)dt
0

-1

0 1
= (—1+i)2/ tdt+(—1—z’)2/ tdt

-1 0

- 9 _1+2' LpY
— 7 2 ’L2—Z.
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4.3 Teorema de Cauchy-Goursat

El siguiente resultado se conoce como Teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema 4.1 (Teorema de Cauchy-Goursat).
Sea C' un contorno cerrado simple. Sea f(z) una funcion analitica sobre y en el interior

de C. Entonces,
/ f(z)dz =0.
C

El Teorema de Cauchy-Goursat es uno de los resultados mas importantes en la teoria
de variable compleja. Una de las razones es que puede ahorrarnos una gran cantidad
de trabajo al realizar cierto tipo de integraciones. Por ejemplo, integrales como

/senzdz, /coshzdz y /ezdz
C C C

deben anularse si C' es un contorno cerrado simple cualquiera. En todos estos casos, el
integrando es una funcién entera.
Obsérvese que la direccién de integracion en la ecuacién [, f(z) dz = 0 no afecta el

resultado pues
/ f(z)dz:—/f(z)dz.
-C C

El siguiente ejemplo verifica la validez del Teorema de Cauchy-Goursat.

/ Z2"dz =0,
C

donde n es un entero positivo y C' es la circunferencia |z| = r, con r > 0.

Ejemplo 4.7. Verifique que

Solucion.  Como n > 0, la funcién f(z) = 2"

Cauchy-Goursat
/ Z"dz = 0.
C

Veamos que esto es efectivamente cierto. Una parametrizacion de |z| = r es:

2(t)=ret, (0<t<2n),

2T
/ 2"dz = / (r ™)™ (ir ™) dt
C 0

27
Z~,r,n+l/ (Dt gy
0

es entera, luego por el Teorema de

27
_ it /0 [cos((n + 1)t) + isen ((n + 1)1)] dt

— gl [sen ((n+1)t) — i cos((n + 1)t)]
(n+1)

2w

0
= 0

Luego, hemos verificado el Teorema de Cauchy-Goursat para un caso particular. O
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4.3.1 Extensién del Teorema de Cauchy-Goursat

Pasemos ahora a describir la extensién del Teorema de Cauchy-Goursat. Para ello
necesitamos definir algunos dominios muy particulares.

Definicién 4.5 (Dominio simplemente conexo). Un dominio D se dice simplemente
conezo si todo contorno cerrado simple dentro del mismo encierra sélo puntos de D.

Definicién 4.6 (Dominio multiplemente conexo). Un dominio D se dice multiplemente
conexo si no es simplemente conexo.

Ejemplo 4.8. En la siguiente grafica se muestran dos dominios D y D3, y tres con-
tornos cerrados simples C, Cy y Cs. El Dominio D; es simplemente conexo, en cambio
Do es multiplemente conexo.

Di D:

El Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios simplemente co-
Nexos.

Teorema 4.2. Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces
para todo contorno cerrado simple C, dentro de D, se cumple

/Cf(z) dz = 0.

De igual forma, el Teorema de Cauchy-Goursat se puede extender para dominios
multiplemente conexos.

Teorema 4.3. Se denota a C' como un contorno cerrado simple y a C; (7 =1,2,...,n)
como un numero finito de contornos cerrados simples interiores a C tales que los con-
Juntos interiores a cada C; no tienen puntos en comin. R es la region cerrada que
consta de todos los puntos dentro y sobre C' excepto los puntos interiores a cada C; (R
es un dominio multiplemente conexo). Se denota por B la frontera completa orientada
de R que consta de C' y todos los Cj, descrita en una direccion tal que los puntos de R
se encuentran a la izquierda de B. En este caso, si una funcion f(z) es analitica en R,

entonces
/ f(z)dz = 0.
B

Fl siguiente ejemplo aclara el significado de este teorema.

dz
/B 2@

donde B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccién positiva, y de las
circunferencias |z +1| = 1/2, |2| = 1/2y |z—1| = 1/2, descritas en la direccién negativa.

Ejemplo 4.9. Pruebe que
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Solucion. Sea R la regién cerrada que consta de todos los puntos dentro y sobre |z| = 2
excepto los puntos interiores a |z + 1| = 1/2, |z] = 1/2 y |z — 1| = 1/2. El integrando
es analitico excepto en los puntos z = 0 y z = %1, y estos tres puntos no pertenecen a
R. Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.3 concluimos que

dz
/B ETpy B

4.4 Integral Definida

El Teorema de Cauchy-Goursat es una herramienta valiosa cuando se trata de inte-
grar una funcién analitica alrededor de un contorno cerrado. En caso de que el contorno
no sea cerrado, existen métodos que se pueden deducir a partir de dicho teorema y que
facilitan el cdlculo de la integral considerada.

El siguiente teorema se conoce como principio de independencia de la trayectoria.

Teorema 4.4 (Principio de independencia de la trayectoria).
Sea f(z) analitica en un dominio simplemente conexo D y sean z1,z9 € D. Entonces,

el valor de la integral
z2
| e
sl

no depende del contorno, dentro de D, utilizado para ir de z1 a zo.

Demostracion. Sea D un dominio simplemente conexo y C y Co dos contornos en D sin
interseccién que van de z; a z. Se tiene que los contornos C7 y —C forman un contorno
cerrado simple, que denominamos C'. Luego, por el Teorema de Cauchy-Goursat

/C f(2)dz =0,

f(R)dz= [ [f(z)dz— [ f(z)dz,
Co Cs

pero
/ f()dz= [ f(2)dz+
C C1

por lo tanto,

f(2)dz= [ [(z)dz,
Cl C2

lo cual indica que la integral desde z; hasta zo es asi independiente del contorno seguido,
en tanto ese contorno se encuentre dentro de D. O

Del principio de la independencia de la trayectoria podemos definir la primitiva de
una funcién de variable compleja.

Definicién 4.7 (Integral indefinida o primitiva). Sea f(z) una funcién analitica en un
dominio simplemente conexo D. Sea zp € D. La funcién F(z) definida en D por

F) = / ") ds 4o, (4.1)

donde ¢ € C, se denomina integral indefinida o primitiva de f(z).
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En realidad f(z) posee un nimero infinito de primitivas. Dichas primitivas difieren
en valores constantes y son analiticas en D, y satisfacen

F'(2) = f(2), paratodo z € D.

/f(z) dz

para indicar todas las posibles primitivas de f(z). El valor de la constante correspon-
diente a una primitiva especifica
z
| fes)as
20

queda determinado por el limite de integracion inferior como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Usamos la integral indefinida

Ejemplo 4.10. a) Encuentre las primitivas de f(z) = zsen z.

b) Encuentre la primitiva necesaria para calcular la integral f;r/ 2 zsenzdz y halle el
valor de la integral.

Solucion. a) Usando integracién por partes obtenemos
/zsenzdz = —zcosz+ /coszdz = —zcosz+senz +c = F(z).
b) Usando el resultado de a) tenemos
z
/ ssensds = —z cos z + sen z + c.
™

Para determinar el valor de ¢ observemos que el lado izquierdo de esta ecuacion es cero
cuando z = . Por lo tanto,

0= —m cosm+senm + c,

de donde se deduce que ¢ = —m. De esta forma,
z
/ ssensds = —z cos z +sen z — 7.
™

Utilizando esta dltima ecuacién tenemos que
/2
/ zsenzdz = —(m/2) cos(m/2) +sen (n/2) —m=1—.
™

O

De la ecuacién (4.1) se infiere que una integral definida se puede evaluar como el
cambio en el valor de la integral indefinida, como en el calculo elemental

8 B8
/ f(2)dz = F(B) - F(a) = F(2)

«
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4.5 Férmula Integral de Cauchy

En esta secciéon veremos que si una funcién es analitica en un punto, sus derivadas
de todos los érdenes existen en ese punto y son también analiticas ahi. Previo a este
resultado veremos un resultado curioso que se obtiene a través del Teorema de Cauchy-
Goursat. Si consideramos una funcién analitica sobre y en el interior de un contorno
cerrado simple, basta con conocer los valores que ella toma sobre ese contorno, para
determinar los valores que toma en el interior del mismo. Este resultado se conoce
como formula integral de Cauchy.

Teorema 4.5 (Férmula Integral de Cauchy).
Sea f(z) una funcion analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea C un con-
torno cerrado simple C dentro de D. Sea zy € D interior a C. Entonces,

f(z0) = ! /C(fﬁdz. (4.2)

T 2mi z — 20)

La férmula (4.2) se denomina fdérmula integral de Cauchy. El siguiente ejemplo
aclara el uso de esta férmula en la evaluacién de integrales.

Ejemplo 4.11. Hallar el valor de la integral

1
——dz.
/|z—i:2 252 + 4

Solucion. Factorizando el integrando tenemos

1 1
244 (2 20)(z +2i)

Observamos que el factor (z — 2i) se anula dentro del contorno de integracién y que
(z + 2¢) no se anula ni sobre el contorno ni en su interior. Escribiendo la integral

considerada en la forma ]

(z + 21) »
/Z_H -2 *

vemos que, como 1/(z + 2i) es analitica tanto en la circunferencia |z — i = 2 como en
su interior, podemos usar la férmula integral de Cauchy. Tomando f(z) =1/(z + 2i) y
zp = 21, por el Teorema 4.5 podemos escribir:

o fe) 1 1
1@ =55 /Z_Z-|:2 Go2) %" 9 /|H-:2 2119

1
Asi, como f(2i) = o el valor de la integral considerada es
i

1 T
dz = 2mif(2¢) = —.
/|z_i:2 EEe L
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Veamos que si una funcién es analitica en un punto, sus derivadas de todos los
ordenes existen en ese punto y son también analiticas.

Teorema 4.6 (Extensién de la Férmula Integral de Cauchy).

Sea f(z) una funcion analitica en un dominio simplemente conexo D. Sea C un con-
torno cerrado simple C dentro de D. Sea zy € D interior a C. Entonces, f(z) es
infinitamente diferenciable en D vy

f(”)(zo) — n—!/c(idz

270 z—z)"tL T
Ademds, f™(2) es analitica en D para cada n.

El siguiente ejemplo aclara el uso de la extensién de la férmula integral de Cauchy
en la evaluacion de integrales.

Ejemplo 4.12. Hallar el valor de la integral

1
———dz.
/z—i|=2 (22 +4)2 :

Solucion. Factorizando el integrando tenemos

1 B 1
(22 +4)2 (2 —20)2(z+ 26)2°

Tomando f(z) = 1/(z + 2i)? y 20 = 2i, por el Teorema 4.6 podemos escribir:

o1 &) 41 o
F(2i) = 27i /|z—i=2 (= — 2i)2 de = 2mi /lz—i=2 (2% +4)? =

Asi, como f'(z) = , €l valor de la integral considerada es

_ =2
(z 4+ 20)3

1 T
o dr=2mif!(2) = .
/|z—i:2 e dz = 2mif'(2i) 16

4.6 Residuo

Definicién 4.8. Sea f(z) una funcién analitica sobre un contorno cerrado simple C'
y en todo punto interior a C, salvo en zy. El residuo de f(z) en zy, denotado por
Res [f(z)], se define como

z2=z0

Res [(2)] = 5 /C f(2) dz.
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El siguiente teorema describe la relacién que existe entre Res [f(z)] y una serie de
2=20
Laurent de f(z) centrada en z.

Teorema 4.7. Sea zy un punto singular aislado de una funcion f(z). Entonces, el
residuo de f(z) en zg es igual al coeficiente de (z — 29)~' en la serie de Laurent que
representa a f(z) en el anillo

0<l|z—2|<m

para cierto numero real r > 0.

Demostracion. Como zy un punto singular aislado de f(z), existe r > 0 tal que el
desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zp, valido en el anillo 0 < |z — 29| < 7, esta
dado por

f(Z) = Zan(z - ZO)n + Z bn(z - ZO)_n'
n=0 n=1

Sea C' un contorno cerrado simple contenido en el anillo 0 < |z — 29| < 7 y que contiene
a su interior al punto zg. Asi, integrando en ambas partes de la ecuacién anterior
obtenemos:

/Cf(z)dz = /Clgan(z—zo)"—kgbn(z—zo)_"] dz
= gan/c(z—zo)"dz+gbné(z—zo)_"dz,

ademas,

/(z —29)"dz = 0, paran >0,
C
/(z —z) tdz = 2mi,

C

/(z —29) "dz = 0, paran>2,
C
por lo tanto,
/ f(z)dz = by 2mi,
C
de donde se deduce que
Res [f(2)] = b,

que era lo que deseabamos demostrar. O

Ejercicio 4.3. Calcular los siguientes residuos:
1/z
» Beyle)

ke | ]

Res [2*sen (1/z)]
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4.6.1 Calculo del Residuo

Cuando zp es un punto singular removible de la funcién f(z), su residuo en ese
punto es cero. Ahora, cuando zy es un punto singular esencial de f(z), la tinica manera
que podemos determinar el residuo en dicho punto consiste en obtener el desarrollo de
Laurent centrado zgy, valido en el anillo dado en el Teorema 4.7, y elegir el coeficiente
apropiado. Pero, si la funcién tiene un polo en zy, no es necesario obtener todo el
desarrollo de Laurent centrado en zy para encontrar el coeficiente que buscamos. Existen
diversos métodos de los que podemos echar mano siempre y cuando sepamos que la
singularidad es un polo.

Calculo del Residuo en un Polo

El siguiente teorema nos permite identificar si un punto zy es un polo de f(z) y,
ademds, nos dice como calcular el residuo Res [f(z)].
z=z0

Teorema 4.8. Sea zy un punto singular aislado de una funcion f(z). Si para cierto
entero positivo m, la funcion

¢(z) = (2 = 20)" f(2)

se puede definir en zy de modo que sea analitica ahi y ¢(z0) # 0, entonces f(z) tiene
un polo de orden m en zy y, ademds,

d(20) = lim (z — 29)™ f(2), m=1;

;R:ezi [f(z)] = ¢(m_1)(20) (4'3)
m, m > 1.

Demostracion. Como ¢(z) = (z — z0)" f(z) es analitica en zp y ¢(z0) # 0, entonces la
funcién f(z) se puede escribir como

donde p(z) = ¢(2) v q(z) = (z — 20)™, ademas,

a(z20) = ¢ (20) = =¢"V(2) =0, y ¢"™(20)=ml#0.

Luego, por el Teorema 3.9 z es un polo de orden m de f(z).
Pasemos ahora a demostrar la férmula (4.3). Como ¢(z) es analitica en z ella posee
desarrollo de Taylor centrado en zg, vélido en cierto disco |z — zg| < r, dado por

(m)
e

P(2) = (z — 20)™ f(2) = ¢(20) + ¢'(20) (2 — 20) + -- (2 —20)" 4+

Asi, en cada punto z del disco |z — 29| < r excepto zy, se tiene que

¢(20) ¢'(20) ¢V (20) o™ ()
Gz Gzt oDz | ml

flz) =
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que es el desarrollo de Laurent de f(z) centrado en zy vélido en el anillo 0 < |z—zg| < 7,
con

¢V ()
by = ——~.
(m—1)!
Entonces, por el Teorema 4.7 la ecuacién (4.3) es cierta. O

En el siguiente ejemplo se muestra la utilidad del teorema anterior en el célculo del
residuo en un polo.

Ejemplo 4.13. Hallar el residuo de f(z) = © en cada uno de sus puntos singulares.
sen z

z

Solucion. Los puntos singulares aislados de f(z) = son:

sen z

Zp=nm, n=0,%x1,£2, ...,
ademds, cada z, es un polo simple de f(z). Definamos la funcién ¢,(z) como

lim (z—2zn)f(2) = (=1)"e"™, siz= 2z,

Onl2) = (2 — 2) f(2) = ]
% si z # zn.

Es claro que ¢, (z) es analitica en z,, y ¢,(2z,) # 0. Asi. utilizando la ecuacién (4.3) se
z

tiene que el residuo de f(z) =

en cada uno de sus puntos singulares z,, es

Res [ < ] = (—1)"e™ .

zZ=zn | SEN Z

Ejercicio 4.4. Calcular los siguientes residuos:

) By |y
[ 12

z
b) 1,}:ezS 2(z —2)2

. (Utilizando la rama principal de z'/2)

[ Log=z
0 s o 21

d) Res

senz — 2
zZ=nmi

7}7 paran =0,£1,+2,...
z senh z
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4.6.2 Teorema de los Residuos

El siguiente teorema nos permite calcular la integral de una funcién f(z) a lo largo
de un contorno cerrado simple C, tal que f(z) es analitica en C'y en su interior, salvo
en un numero finito de puntos singulares interiores a C'.

Teorema 4.9 (Teorema de los Residuos).
Sea C' un contorno cerrado simple, dentro y sobre el cual una funcion f(z) es analitica
excepto en un numero finito de puntos z1,zs, ...,z interiores a C. Entonces,

/ f(z)dz = 2mi Z Res [f(2)].
¢ k=1

Z=Z
Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. O

En los siguientes ejemplos utilizamos el Teorema de los Residuos para calcular la
integral de una funcién f(z), a lo largo de un contorno que posee en su interior un
numero finito de puntos singulares de f(z).

Ejemplo 4.14. Calcular la integral
-2
/ 22 g,
c(z—=1)z
donde C es la circunferencia |z| = 3 orientada positivamente.
Z —_—

2
(z—1)z
son puntos interiores a C, ademads, zp y 21 son polos simples de f(z). Luego,

Solucion. Sea f(z) = . Los puntos singulares de f(z) son 29 =0y z; = 1, que

Res[f(:) =2 v Res[f(s)] = 1.

zZ=20 z=z1

Como f(z) es analitica dentro y sobre C' excepto en zy y zi1, entonces por el Teorema
de los Residuos obtenemos

/ 22 dz = 2mi [Res [£(2)] + Res [f(2)]| = 2i.
c

(2: — 1)2: zZ=z0 z2=z1

Ejemplo 4.15. Calcular la integral
/ (14 2+ 22)(eY* + e/ 4 M2y g
C

donde C es un contorno cerrado simple que contiene en su interior a los puntos 0, 1 y 2.
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Solucion. Sean fi(z), fa(z) y f3(z) funciones definidas respectivamente como

= (1+z+22)e'/7,

fi(z)
fo2) = (14z+22)e/GE0,
fa(z) = (Q+z+2%)e/C,
Asi,
f(z) = f1(2) + fa(2) + f3(2),
luego,

/ (14 2+ 22)(e% + /7D 4 /=2y gy = / fi(z)d= —I—/ fa(z)dz + / fa(z)dz
c c c c

Ahora, los tnicos puntos singulares de fi(z), fa(z) v f3(z) son, respectivamente, 0, 1
y 2, ademds, cada uno de ellos son puntos singulares esenciales, lo cual nos obliga a
determinar el desarrollo de Laurent para calcular el residuo en tales puntos. Se tiene
que el desarrollo de Laurent de f1(z) centrado 0, vélido en el anillo |z| > 0, estd dado
por

1
— 2 - —n
filz) = (1+z+z)§_0n!z
_ = 1 -n = 1 1-n - 2—n
= Zmz +Zaz +anz ’
n=0 n=0 n=0
de donde se deduce que
Res[f(z)]—1+1—|-l—E
amo VT ST T T 6

Asimismo, el desarrollo de Laurent de fa(z) centrado 1, vélido en el anillo |z — 1| > 0,
estd dado por

f22) = B4+3(z-1)+(z—1)? Zi'z—l
iiz—l Z 1"—1—2 (21
! n
que implica
Res[fo(s)] =3+ 5 + ¢ = =

Ahora, el desarrollo de Laurent de f3(z) centrado 2, vélido en el anillo |z — 2| > 0, esta
dado por

o0

1

f3(z) = (T4+5(z—2)+ (2 —2)* Z_'Z_Q
© )
Z_;)TL_ 2—2 —|—Zn' 2)1—n+z_;)m(z_2)2_
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luego
5 1 B8
Res[f2(2)] =7+ 5+ 6= 5"
De esta forma, utilizando el Teorema de los Residuos obtenemos
10
/ fi(z)dz = — i,
C 3
2
| hyiz = Fri
C 3

[;ﬁ@wz = 2

en consecuencia, el valor de la integral dada es

/ (14 2+ 22) (V7 4 &V/C7D 4 /=2y gy = % T+ 2—38 i+ 5—38 i = 32mi.
c

4.6.3 Expansion en Fracciones Parciales

Una aplicacién de gran importancia del cdlculo de residuos, es la expansién en frac-
ciones parciales de algunas funciones racionales particulares. La expansién en fracciones
parciales se aplica a funciones racionales propias, esto es, a funciones del tipo

Cbo+biz 4+ by M
- agtaiz+-o 42N

f(z) ;
donde M < N. La expansién en fracciones parciales consiste en expresar la funcion
racional propia f(z) como una suma de fracciones simples. El siguiente teorema nos
muestra explicitamente la forma de la expansion en fracciones parciales, dependiendo
de la multiplicidad de los polos de f(z).

Teorema 4.10. Sea f(z) una funcion racional propia dada por

Cbotbizt o+ by
 aptaz+-e+ 2N

f(z)

)

donde M < N. Sean py los polos de f(z) y i sus respectivas multiplicidades, para
k=1,2,...,T, donde T es un entero positivo tal que N = 25:1 r.. Entonces:

(i) Si todos los polos de f(z) son simples, la expansion en fracciones parciales de f(z)
es:

Aq Ao An
f(z) = + + et —,
O e T e
donde los numeros complejos Ay, denominados coeficientes, se calculan como
Ay = Res [f(2)],
Z=pk,

para k=1,2,...,N.
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(ii) Si todos los polos de f(z) son simples, excepto el polo py que es de orden ry, la
expansion en fracciones parciales de f(z) es:

Ay Ao Ay
1) (z—p1)  (2—p2) (z —pr—1)
Ay Ao Agr,
U U _|_ P + [ e
(z=pe) (2 —pe)? (2 —po)e
Aga Apio Ar
+ e
(z=pe+1) (2 —Dpry2) (z —p1)
donde
Ay = Res [f(2)],
z=py,

para k=1,2,.... T, yk#{; y

1 dr=2)
by = (r—2)! | dztr=

)

7z =p)™ f (z)]]

2=py
para 3 =1,2,...,1p.

El teorema anterior se puede extender a funciones racionales propias que tienen dos

o mas polos cuyo orden es mayor que 1. En el siguiente ejemplo se muestra tal extension.

Ejemplo 4.16. Halle la expansién en fracciones parciales de

144 22 + 144 2 + 144

L Y P T P

Solucion. Los puntos p1 = —1, po = 2 y p3 = 3 son los polos de f(z). Se observa que
p1 es de orden 1y ps v p3 son de orden 2. De esta forma, la expansion en fracciones
parciales de f(z) es de la forma

A A A A A
1 21, 22 3,1 3,2

=iy e " eo22 "oy T
Se tiene que
A = Res [f(2)] =1,
Asp = [(z— 2)2f(z)]222 = 336,
4 -
A == —_— — 2 2 =
2,1 _dz[(z ) f(Z)]_ . 800,
Ass = [(z—3)*f(2)],_, = 468,
4 ) .
Azr = _E[(z - 3) f(z)]_ T —801,
asi, la expansion en fracciones parciales de la funcién dada es
1 800 336 801 468
f(z) =

Cr) G- T Go22 -3 TG_37
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4.7 Ejercicios Propuestos
1. Calcule la integral / 1/zdz sila curva C es:
c

(a) el segmento de recta que va de z =17 a z = 1;

(b) la semicircunferencia |z| = 1, —7/2 < argz < 7/2 (el camino se inicia en el
punto z = —i).

=3
Z

2. Evalte la integral / — dz, donde C es la circunferencia |z| = 1 tomada en sentido
Cc ?

positivo.

3. Evalte la integral / Log z dz, donde C es la curva z(t) = e, 0 <t < 7.
C

4. Sea f(z) una funcién de variable compleja definida por

0, siRez< —1;

2 .

z¢, si —1 < Rez <0
f(z) = .

z, si0<Rez<1;

0, siRez>1.

Entonces, evalte la integral / f(2)dz.
|z|=2

5. Para cada una de las siguientes integrales, diga las caracteristicas del contorno cer-
rado simple C para que el valor de la integral sea cero, segun el Teorema de Cauchy-
Goursat. (Justifique su respuesta.)

Cos 2
(a) /Cz—i-2dz

(b) /C Log = dz

1
(c) /Cl—l—ezdz

W [ ==

6. Para la funcién de f(z) =

1
——— determine la primitiva de f(z) tal que:
(z —0)?

(a) esté definida en el dominio Re z > 0.

(b) sea igual a cero cuando z =7 + 1.
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7. Evalie las siguientes integrales. Use la férmula integral de Cauchy (o su extensién)
o bien el Teorema de Cauchy-Goursat donde sea necesario. En cada una de las
integrales, C' es un contorno cerrado simple.

z
(a) / dz, a > 1.
|z—a|=a 2 —1

1 33‘2 y2
(b) / ———dz, donde C es el contorno — + — =1
ce*(z—2) 9 16

. 2
/C ?,ezn—(el)?% dz, donde C es el contorno % +y* =1
2
@ [ =
|z]=1 <

e® . .
(e) / s dz, donde C es un contorno cerrado simple que contiene a |z| < a.
Cc ? a

ze*
(f) / Goap dz, donde a es un punto interior del contorno C' cerrado simple.
cl{—a

8. En cada una de las siguientes integrales determine el minimo valor de la constante
positiva M que satisface
/ f(z)dz
C

para cada funcién f(z) considerada en cada caso.

(a) / %dz

<M,

|z|=1
1
(b) / I
|z—i|=1/2
1
d
(c) /ez—l :
|z|=2

z—1
en los puntos —1 424, 1 +2¢, 1y —1.

z
(d) / dz, donde C' estéd conformado con los puntos del cuadrado con vértices
C

9. Determine los residuos de las siguientes funciones complejas en cada polo o en el
polo indicado:

() () = oty
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32242
(c) f(z) (z —1)(22+9)
2B—224+2+1
(d) 5
z°+ 4z
() z+1
(z—=1)2(2+3)
CoSs 2z
f =
() P 20 0
2A—1 T
(g) m, Zp = €14
sen z X
h) ——— =e3"
b e 0=
. z
(1) SeIlZ’ 20 =T

10. Use el Teorema de los Residuos para evaluar las siguientes integrales:

zdz
(a) 2 Paa

C
) zl=1/2
S ECREESY
(if) |2 =2
(b)/22+3i—2d
PERT
C
1 z| =
C:{ e
(i) |z| =
/ 22 +2)(22 +4)d
22 +1)(22 4 6) = bam
C
(1) |z[=2
C= (i) |z—1i| =1
(7i1) |z| =4
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dz
(d) /m, para
C

dz
® [ DDz P
C

(i) |z+1 =1

C =19 (i) el rectdngulo de vértices
en +4¢,3+£1
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