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Presentacion

La Teoria de Ondiculas es una teorfa matemdtica muy reciente, su formu-
lacién se da a mediados de los anos ochenta aunque sus origenes, que son
por cierto muy amplios y diversos, datan de varias décadas antes. Precisa-
mente una caracteristica importante de la Teoria de Ondiculas es que par-
tiendo de motivaciones fuertemente aplicadas se desarrolla como una teoria
matemética que unifica temas de investigacién en el Andlisis, asi como en
la Ingenieria y en la Teoria de senales, que hasta entonces se consideraban
sin ninguna relacion.

La Teoria de Ondiculas es tedéricamente un desarrollo del Anélisis de
Fourier, es decir, del Anélisis Arménico. No lo niega ni se lo opone, forma
tipica del desarrollo tedrico de la Filosofia, sino que lo desarrolla y com-
plementa acabando con la “dictadura de Fourier” al posibilitar representa-
ciones de funciones més alla de la base trigonométrica y mas adapatadas a
los problemas.

Una de los dificultades de hacer una exposicion elemental de la Teoria
de Ondiculas es la serie de requisitos en Analisis de Fourier que se requieren,
para comprender y apreciar sus avances. Sin embargo Michael W. Frazier
en su libro An Introduction to Wavelets through Linear Algebra (Springer
Verlag, New York 1999) desarrolla un enfoque novedoso y relativamente
elemental a partir del Algebra Lineal. Las presentes notas estan basadas
en ese libro y son una traduccion “libre” de él. Esperamos que el estudiante
interesado no sélo revise el mencionado libro, que contiene bastante mas
material, ejemplos y aplicaciones que los contenidos en estas notas, sino
también la bibliografia que se anexa a final de estas notas para que pueda
empaparse de esta fascinante teoria. KEste curso fue dictado por el Prof.
Ventura Enchandia en la Maestria de Matematicas de la UCLA y esta
siendo dictado actualmente por el Prof. Wilfredo Urbina en la Maestria de
Modelos Aleatorios IVIC-UCV.

Finalmente, queremos agradecer a los organizadores la oportunidad de
que nos han brindado para participar con este curso en el V TForMa.

Ventura Echandia y Wilfredo Urbina
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Capftulo 1

La Transformada Discreta de
Fourier.

1.1 Propiedades basicas de la Transformada
Discreta de Fourier.

Consideremos el conjunto,
Zyn=1{0,1,2,...N —1}.

A un vector z con n-componentes lo consideraremos indiciada en Zy y sus
componentes serdan consideradas como evaluaciones z; = z(j), es decir z
sera considerada como una funcion definida sobre Z .

Consideremos
C(Zy) = {z = (2(0),2(1),2(2),...2(N =1)) : 2(j) € C, 0< j < N —1}.

(*(ZLN) es un espacio vectorial sobre € con las operaciones naturales de
suma componente a componente y multiplicacién por escalar.
Consideremos el producto interior en ¢?(Zy ),

N—-1

< z,w >= Z 2yw(k),
k=0

N-1 1/2
2= <Z | 2(k) |2> :
k=0

con norma asociada
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Decimos que z es ortogonal a w, zlw, siy solo si < z,w >= 0.

Obsérvese que originalmente z € (?(Zy) estéd definida sobre Zy, sin
embargo extenderemos z a todo Z por periodicidad, mediante la formula

z(j+ N)=z(4),Yj € Z.

En (*(Zy) tenemos la base canénica o euclideana E = {eg,e1, -, en_1}
donde ¢; = (0,---,1,---,0)queestrivialmenteortonormal. Consideramos
ademads,

Definicién 1 Definimos la familia {E; };V;()l como

Enm(n) L oo 0< <N-1
m(n) = —e , para 0 <n,m < N — 1.
VN !

Se tiene entonces el siguiente resultado,

Lema 1 EIl conjunto {Ej}j.\[;()l es una base ortonormal de (*(Zy).

Demostracion

Sean j,k € {0,1,---,N — 1}

N-1 1N

- riG—k)n
<EjEx> = Y EE(n)=—=> ¢ ¥

n=0 N n=0
N—-1 2mi(j—k)
I 2 o L el R0 LYY

2mi(j—k)

N n=0 l—e N

ya que j — k es un entero. Luego si j # k, < Ej;, B, >= 0.

Luego {Ej}j.\[;Ol es un conjunto ortonormal y por tanto lienalmente in-
dependiente y por tener N elementos es una base de ¢2(Zy). 1

Ejemplos:
i.) Si N =2, entonces

Eo = (Eo(0), Eo(1)) =
Ey = (E1(0), By (1)) = —=(1,-1)

ii.) Si N =4, entonces
Eozl(l,l,l,l) ; Ey =



Como {Ej}j.\[;Ol es una base de ¢*(Zy) se tiene entonces que para z,w €

62(21\/)5

—

N
i) 2= <z En>Ey

=0
N-1
i) <z,w>= Z <2,Ep><w E, >
m=0
N-1
i) [ 2 2= 3 |< 2 By 52
m=0
N-1 - N_1
iv.) <z, Ep >= Z z(n) \/Lﬁe%imnﬂv _ \/Lﬁ Z 2(n)e~2mimn/N
m=0 n=0

Definicién 2 Dada z = (2(0),2(1),...2(N —1)) € *(Zy), param =

0,1,...N — 1 definimos

Z(n)€72ﬂ-imn/N'

S~—
I

Z(m

Se tiene entonces que Z =
*(Zy). La funcién ~ : (3(Zy) — (?(Zy), definida por

es denominada la transformada de Fourier discreta,(TDF).

La funcién ~ es periodica de periodo N, ya que,

N-1 N-1
2(m+n) _ Z Z(n)€72ﬂ'i(m+n)n/N _ Z Z(n)€72ﬂimn/N€72#
n=0 n=0
= 2(m),¥Ym € Z.

Nn .
Notaie ™2™ = ¢=27in = 1,

Se tiene que
2(m)=VN < z,E,, >

se tiene entonces los siguientes reultados para TF D,

Teorema 1 Sean z = (2(0),2(1),...2(N —1)), w= (w(0),w(l),...

(?(Zy) se tiene entonces

(2(0),2(1),...,2(IN — 1)) es un elemento de
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i.) Formula de inversion de Fourier

| Nl
Z(n):NZzA(m)GQ’”m"/N , n=0,1.....N—1

m=0

ii.) Formula de Parseval,

1 1

iii.) Formula de Plancherel,

>
(™)

1= 1
2_ 5 2_
217 32 1 5m) P= 1
param=0,1,...N —1
Definicién 3 Definimos F,, € (*(Zy) como
1 .
F(n) = Nez””m"/N , n=0,1,...N—1.

F = {Fm}z;(l) la denominaremos la base de Fourier de (*(Zy).

Con esta notacién la parte i.) del lema anterior se puede escribir como

2

z= Z(m)Fp,

3
I
o

lo cual significa que el vector que representa a z con respecto a la base de
Fourier es 2, es decir,

N>

= [2]p-
La TFD es una transformacion lineal y por lo tanto puede ser representada
por una matriz.

La TFD se puede representar por una matriz ya que ~ es una trnasfor-
macién lineal. Para simplificar notacién definimos

wy = 67271'1/N

3

Se tiene entonces que

—2wimn 2wimn

wyt=e N wy =e N .,



En esta notacién se tiene que la TFD esta definida por:

N—-1

2(m) = Z z(n)wy"

n=0

para hacer compatible nuestra notaciéon vamos a indizar las filas y columnas
de nuestras matrices de 0 a N — 1 en vez de 1 a N.

Definicién 4 Sea Wy la matriz [wp,,]0 < m,n < N — 1 tal que Wy, =

! 1 1 1 1 i
1 wy wi w W%A
1 wJQV wjlv w?v w12v(N71)
Wn = . 3(N-1)
Wy
1wt W ey |

La m—ésima componente de Wz es

N-1 N-1
Z Wnz(n) = z(m)wy™ = 2(m)
n=0 n=0

es decir, se tiene que

Luego veremos que hay un algoritmo rédpido para calcular 2.

Ejemplos: Vamos a calcular ejemplos simples para verificar la definicion,
se tiene que

11 1 1
1 1 1 = -1 4
WQ_[1—1]’W4_ 1 -1 1 -1
1 7+ -1 —i

Ejemplo: Dado z = (1,0,—3,4) en ¢*(Zy) entonces usando Wy, obten-
emos £ = (2,4 + 4i, —6,4 — 4i). (Verificar).

La parte i.) del tltimo lema muestra que la transformacién “:.0%(Zy)
— (2(Zy) es invertible y nos d4 una férmula para la inversa de ",
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Definicién 5 Para w = (w(0),w(1),...w(N — 1)) € (*(Zy) definimos

1 =

Nm

—

w V(n) _ W(m>e2ﬂ-imn/N

=0

, n=0,1,...N -1
Notaremos
A la funcidn

VP (ZN) — P(Zy)

la denominaremos la transformada de Fourier discreta inversa (TDFI).
El tltimo lema nos dice que para z € £2(Zy) tenemos

(2) ) = 2(n)»
paran=0,1,...N — 1, es decir (2)V = z.
De manera andloga se obtiene que (w") = w, para todo w en (?(Zy).

Como "~ es invertible, se tiene que Wiy es invertible y se tiene que z =
W'z, (sustituyendo 2=wy 2z =w") nos da que

wY = Wxytw, Yw e (Zy).

Luego
N—1 1 N-1
w Y (n) = P w(m)NwX,m" = n;) Nw%mw(m)

lo cual muestra que la entrada (n, m) de Wy ' es w7 /N . Si denotamos por
Wy la matriz cuyas entradas son los complejos conjugados de las entradas
de Wiy, se tiene que

1
Wil=—
N N N
Ejemplos:
111 1
-1 _
Wy _2[1 —1]
1 1 1 1
_ 111 ¢« -1 —i
1—_
Wor=711 21 1 4
1 - =1 =1



Dado w = (2,4 + i, —6,4 — 44) en (?(Zy) calcule w".

1
0
-3
4

Vv es una transformacién periédica de perfodo N, es decir wY(n+ N) =
w(n) Vn € Z. Ademds tenemos que

Solucién wY =

Vamos a considerar ahora como la Transformada de Fourier discreta
se comporta bajo operaciones que son muy importantes en el Anélisis
Armoénico.

Definicién 6 Dado z € (*(Zn) y k € Z Definimos el operador traslacién
por

(Rez)(n) = 2(n — k)

Ejemplo: Supongamos N =6, k=2 ; z=(2,3—14,2i,4+14,0,1) se
tiene entonces que

(Ra2)(0) = Z(0 — 2) = Z(~2) = Z(4) = 0,
de manera similar se obtiene que
(R22)(1) =2(-1)=2(5)=1 , (Re2)(2)=2, ...
en general se tiene que

(Rez) = (0,1,2,3 — 14,26, 4+1).

Notese que el operador Ry mueve los componentes de z y nota los
que quedan fuera del dominio {0,1,...N — 1}. En algunos casos Ry es
denominado traslacion circular.

Se tiene el siguiente resultado de la TFD sobre el operador traslacion,

Lema 2 Sea z en (?(Zy) y k en Z, para cada m en 7 se tiene que

(Rpz)(m) = e~ Zmimk/N 2 (),
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El lema anterior muestra una limitacion de la TFD. Ella es que si uno
observa solamente | 2(m) |, m = 0,1,...N — 1, no se puede distinguir de
otra traslacién circular de Z. En particular, las caracteristicas locales de z no
son determinadas por | Z |; informacién estd contenida en el argumento (la
fase)de 2, pero en esta forma es muy dificil de interpretar. Luego veremos
que esta es una consideracion para la cual es ventajoso usar ondiculas en
lugar de transformada de Fourier.

Veamos el comportamiento de la TFD, en el caso del operador conju-
gacion.

Definicién 7 Para z = (2(0), ( )y...2(N —1)) € (*(Zn) definimos la
.Z

funcion zZ como zZ = (2(0), 2(1),...2(N —1)).
Se tiene los siguientes resultados.

Lema 3 Sea z € (*(Zy), se tiene que para m € %

(2)(m) = 2(=m) = 2(N —m)

Corolario 1 Sea z € 2(Zy), z es real (es decir cada componente de z es
real) si y solo si

2(m) = 2(N —m), Vm € L.
Ejercicios

1. Chequee directamente que Fy = % (1,1,1,1)

1

El = 5(151'5_15_1')5
1

E2 = _(15_1515_1)
2

By = S(1,-i-1,i);

3 — 2 y =1 y )3

forman una base ortonormal para (2 (Z,)
2. Dado z = (1,4,2+ i, —3) € (% (Zy4)

i) Calcule 2

ii) Calcule (2)" directamente y chequee que se obtiene z



11

3. Suponga que h es una funcién sobre Z la cual es periodica de periodo
N, es decir h(n+ N) = h(n), para todo n.

Demuestre que para cada m € Z

m+N-—1 N—-1
Yo h(n) =) h(n).
n=m n=0

En otras palabras, podemos sumar sobre cada intervalo de longitud
N y obtenemos el mismo resultado

4. Seaz=(2(0),z(1), -, z2(N=1),w=(w(0),w(l), -, w(N-1)) €
¢? (Zy). Demuestre que

(Y w') = (2 w)

1
121 = 5 ll=I1”

5. Suponga que z € £2 (Z ). Diremos que z es imaginario puro si z = iw
para algiin w el cual es real, en otras palabras si cada componente de
z es imaginario puro.

Demuestre que z es imaginario puro si, y sélosi 2 (m) = —2 (N — m),para
todo m.
6. Supoga que z € (? (Zy)
i) Demuestre que Z es real si, y sélo si z(m) = 2(N —m),para
cada m.
ii) Demuestre que % es imaginario o puro si y solo si z(m) =
—2 (N — m) para cada m.
7. Suponga que z € (2 (Zy). Defina Z € ¢2 (Zy) por z (n) = z (N —n),
paran=0,1,2,---N — 1.

Demuestre que (2)" (n) = —2 (n), para todo n.

1.2 Diagonalizacion de transformaciones lin-
eales invariantes por traslacion.

Definicién 8 Una trasformacion lineal T : (*(Zn) — (*(Zy) se dird

invariante por traslacion si para todo Z en (?(Zy)y k enZ se cumple que



12 CAPITULO 1. LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER.

es decir si Ry conmuta con T.

Una de la méas importantes propiedades de la base de Fourier es el
siguiente resultado.

Teorema 2 Dado T : (*(Zy) — (*(ZN) una transformacién lineal in-
variante por traslaciones, se tiene entonces que cada elemento de la base
de Fourier F' es un autovalor de T. En particular, se tiene que T es diago-
nalizable.

Demostracién
Tomemos F,(n) = 4e2™™m/N el m—ésimo elemento de la base de

Fourier. Luego existen {a; }j.\[;Ol € C tales que

N—

i

1 .
apFr(n) = — arpe?™ /N p—0,1,...N -1
N
k=0 k=0
va que F es una base de (?(Zy).

Tenemos ademés que

1, _
RlFm(n) = Fm(n _ 1) — Ne%mm(nfl)/N _ e2ﬂ'zm/NFm(n)

3

de lo cual se tiene que

T(RiFy)(n) = T(*™™NE, (n))=e*™™NT(E,(n))
N—1 N—1
= ¢e2mm/N Z apFr(n) = Z ak eQﬂm/NFk(n).
k=0 k=0
Ademés
N—
(RiT(Fn))(n) = (T(Fn))(n—1) Z 2min=b/N
N—1 -

_ ag e271-1'Ic/N Fk(n),
k=0
usando la hipétesis de invariancia por traslaciéon de T' y el hecho de que F
es una base obtenemos que

2mwim /N

age =ape?™* /N k=0,1,...N—1
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es cierto si y sélo si k = m, y de esto se deduce que ar = 0 si k # m. Por
lo tanto tenemos que
T(Fn)(n) = amFn(n).

Es decir F;, es un autovector de T con autovalor a,,, asi que T' es diago-
nizable. 1l

En lo que resta de esta sesién vamos a dar un esbozo de prueba del
siguiente resultado mas general.

Teorema 3 Dada T : (*(Zn) — (*(Zn) una transformacién lineal se
tiene entonces que las siguientes proposiciones son equivalentes.

i.) T es invariante por traslacion.

ii.) La matriz Ar g es circulante, donde E es la base candnica.
iii.) T es un operador de convolucion.

w.) T es un multiplicador de Fourier.

v.) La matriz Ap g es diagonal donde F es la base de Fourier.

El teorema anterior establece que las unicas transformaciones lineales
que son diagonalizables por la base de Fourier son las invariantes por trasla-
ciones.

Vamos a adoptar la misma periodicidad para matrices que tenemos para
elementos z € (?(Zy); es decir que para [a,;,,]0 < m,n < N — 1 dado,
definimos a,,, para todo m,n en Z con periodicidan N en cada indice de
la siguiente manera

Am+N,n = Amn 5 OGmun+N = Omn

Definicién 9 Una matriz A = [amn]0 < m,n < N — 1 periodizada, se
dice circulante si para todo m,n,k en Z se tiene que

Um+kn+k = Qmn-
Lo cual es equivalente a decir que

mt1,n+1 = Amn para todo m,n € 7 (1.1)

Esta definicién dice que en una matriz circulante la columna (m + 1) se
obtine trasladando un largo hacia abajo a la columna m; y la fila m + 1 se
obtiene trasladando un lugar hacia la derecha la fila m.
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Ejemplo: la matriz

3 2+1 -1 43

43 3 2+1 -1
-1 43 3 241
2+1 -1 43 3

es circulante, pero la matriz

=0 WoN
N DN =

3
7 no es circulante
3

si la dltima fila fuera i, 3, 2 si le seria.

La implicacion ¢ = i del teorema se demuestra con el siguiente resul-
tado

Lema 4 Sea T : (*(Zy) — (2(ZN) tL., A7 g la matriz de T en la base
canonica. Si T es invariante por traslacion, entonces Ar g es circulante.

Definicién 10 para z,w en (2(Zy) la convolucion z xw es definida como
N-1
(zxw)(m) = z(m —n)w(n), Ym € %.
n=0

Ejemplo: Dado z = (1,1,0,2) y w = (3,0, 1,4) se tiene que

zxw = (26,241,714 24,1 + 30).

Dado un vector fijo b en la convolucion, ella se puede considerar como
una transformacién lineal.

Definicién 11 Dado b € (*(Zy) fijado. Definimos Ty, : 0?(Zyn) — (2(Zn)

por

Ty(z)=bxz , Yz e *(Zy),

se tiene que Ty, es una transformacion lineal, que se denomina un operador
de convolucion.

La demostracién i7) = #it) del teorema se sigue del siguiente resultado.
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Lema 5 Dada A = [aymn] 0 < m,n < N—1 circulante, defina b en (*(Zy)
por
by =ano , n=01,...N—1,

es decir, b es la primera columna de A. Entonces para todo z en (2(Zy) se
tiene que

Az =bxz =Ty(2)
La demostracion del rec

Lema 6 Dado b € (*(Zy) y Ty, su operador de convolucién asociado. Se
tiene entonces que Ty es invariante por traslacion.

Con los resultados anteriores tenemos que ¢ < i@ < it del teorema.
Es decir trasformaciones lineales invariantes por traslacion, operadores de
convolucion y transformaciones lineales cuyas matrices en la base candnica
son circulantes son la misma cosa.

Vamos a dar una aplicacion del resultado anterior.

Definicién 12 Defineremos § € (2(Zy) como

1, sin=0
5(”>{ 0, sin=1,2,...N—1

Este 0 es la versién discreta de la que algunas veces es denominada
la funcién delta de Dirac. Esta version discreta es tamién conocida como
el impulso unidad. Obsérvese que d = ¢y el primer elemento de la base
candnica.

Para 0 se tiene el siguiente resultado.

Lema 7 Para cada w en (*(Zy), se tiene que

Wk =w

Demostracion

Para cada m en Z tenemos que

N—-1

(wx8)(m) =Y _ wim —n)d(n) = w(m).l

n=0
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Este resultado tiene la siguiente interpretacién. Supéngase que se tiene
un sistema que es invariante por traslacion, como hemos probado que cada
trasformacién invariante por traslacion es un operador de convolucién T
para algtin b en (%(Zy), luego si conocemos b la accién de nuestro sis-
tema sobre cada sefial z estd completamente determinado. Ahora ;Como
se puede encontrar b si uno sabe que 7T es invariante por traslacion?. Por
el lema anterior tenemos que

T(6) = T(5) = b#d =b.

Asi, para obtener b, nada mas tenemos que medir la salida del sistema
cuando la entrada es §. Como ¢ es denominado el impulso unidad, b es
denominado el impulso respuesta del sistema.

El problema hasta aqui es que s6lo hemos simplificado notacion, ya
que escribir un operador invariante por traslaciéon como una convolucién
es bonito, pero una convolucién todavia es dificil para los calculos. Sin
embargo no hemos usado TFD, la cual nos resuelve un problema de célculo
mediante el siguiente resultado.

Lema 8 Si z y w pertenecen a (*(Zy), se tiene entonces que

(zxw)(m) = Z(m)w(m), m=0,1,...N —1.

El lema anterior dice que la TFD trasforma la operacién de convolucién,
la cual es complicada de calcular, en una simple multiplicacién.

El lema anterior sugiere considerar transformaciones lineales que se
obtengan de tomar la TFD, multiplicar los compenentes resultantes por
algin nimero y tomar la TFDI. Este tipo de transformaciones lineales son
denominados multiplicadores de Fourier.

Definicién 13 Dado m € (*(Zy), definimos T(mm) : (*(Zn) — (*(Zn)
como

Timy (2) = (m2)",
donde mz es el vector obtenido multiplicando coordenada a coordenada, es

decir
(mz)(n) =m(n)2(n), n=0,1,2,...N — 1.

Tim) es una transformacion lineal que se denomina multiplicador de Fourier.

Otra manera de describir T{,,) es notar que para cada k

(Tim) (2))" (k) = m(k) Z (k)
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La equivalencia ii) <= iv) del teorema viene dado por el siguiente resul-
tado.

Lema 9 Dado T : (*(Zn) — (*(Zy) una transformacion lineal. Entonces
se tiene que T es un operador de convolucion si y solo si T es un multipli-
cador de Fourier.

Es decir, para un operador de convoluciéon dado 7; tomamos m = b,
se tiene que Ty = T{,,). Reciprocamente dado un multiplicador de Fourier
Tm), si tomamos b = mY, entonces se tiene que Timy =T

La udltima parte del teorema viene dada por el siguiente resultado.

Lema 10 Dada T : (*(Zy) — (*(Zy) una tranformacién lineal, T es un
multiplicador de Fourier T(,,) para algin m en (*(Zy) si y sdlo si la matriz
Ar, r es diagonal.

Mids atin, si T =T,y es un multiplicador de Fourier, entonces Ar,p =
[amn] satisface que apn, = m(n)

El teorema se puede usar de una manera de practica para el cilculo de
matrices. Por ejemplo, supéngase que tenemos una transformacién lineal
invariante por traslaciones 7', por el teorema anterior tiene asociada re-
specto a la bdse canénica F, una matriz A = Apr g = (am.n), que debe ser
circulante. Si tomamos la primera columna de A y lo llamamos b, se tiene
entonces que T' = T} un operador de convolucién. Si tomamos m = l;, T es
un operador multiplicador de Fourier T{;,. Si formamos la matriz diagonal
D con d,, , = m(n), entonces D representa a T' en la base de Fourier F, es
decir D = Ap p. A nivel matricial lo anterior significa que,

WnAz = (A2)" = [Az]p = [T(2)]p = D [2]p = Dz = DWnz,

de lo cual se obtiene que, multiplicando por Wﬁl,
Az =Wy'DWyz,
y por tanto,
A= WﬁlDWN 0 equivalentemente WﬁlAWN =D.

Esto es una diagonalizacién expliicita de A. Obsérvese que la matriz de
diagonalizacion Wy es la misma para cualquier A matriz circulante. Las
entradas de D son los autovalores de A y en caso de matrices circulantes
tenemos que las entrdas de D son las coordenadas del vector m. Se tiene
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entonces que para matrices circulantes no es necesario usar el polinomio
caracteristico para calcular sus autovalores.

Ejemplo:

Sea T : (*(Zy) — ¢*(Z4) una transformacién lineal definida por,
T(z)(n) = z(n) + 2z(n+ 1) + z(n + 3).

Encontrar los autovalores y autovectores de T' y diagonalizar la matriz Ay g

Solucién: Se puede verificar que T' es invariante por traslacién, T(Rgz) =
Ry Tz, alternativamente

1 20 1
1 12 0
A=Arp=14 11 9
2 0 1 1

que es una matriz circulante. Entonces b = (1,1,0,2), y se tiene que
m=b=(4,141i,-2,1—1).

las coordenadas de m son los autovalores de A y los autovectores son los
vectores de la base de Fourier, en particular se tiene que

4 0 0 0
0 14+7 O 0
0 0 -2 0
0 0 0 1—4

y se satisface que A = W471DW4.

D =

Ejercicios
1. Para z € (2 (Zy) defina T (z) € Zy por
(T'(2)) (n) = z(n—-1),
para todo n. Demuestre que 7' es invariate por traslacién
2. Defina T : ¢ (Zy) — ¢ (Zy) por
(T(2)) (n) = 82 (n —2) + iz (n) — (2+7) = (n+ 1),
para todo n.

i) Demuestre que T es invariante para traslacién
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ii) Escriba la matriz que representa a T' con respecto a la base can
oncia en el caso N = 4.

iii) Demuestre que los vectores Ey = % (1,1,1,1)

1 . . 1

El = 5(1515_151);E2:5(15_1515_1)
1

EB = 5(15_15_151)3

son autovalores de T en el caso N = 4.

. Defina T': (2 (Zy) — €% (Z4) por
T(z)=(22(0)—2(1),iz (1) +22(2),2(1),0).

Sea z = (1,0, —2,1); calcule T (R1z) y R1T (z), observe que no son

iguales, entonces 1" no es invariante por traslacién.

. Sea z=1(2,4,1,0)y w = (1,0,2i,3).
i) Calcule 2 y w
ii) Calcule z * w
iii) Calcule (z % w)" y chequee que coincide con 2.
. Sea z,w € (* (Zy). Demuestre que
ZHRW =Wk 2.
. Demuestre que la convolucién es asociativa, es decir que para cada
x,y,z 6 €2 (ZN),
. Defina T : 0% (Z4) — (* (Z4) por
(T(2))(n)=32z(n—1)+2z(n).

i) Escriba la matriz Ar g que representa a T con respecto a la base
canonica. Observe que Ay p es circulante.

ii) Encuentre b € ¢ (Z4) tal que T (z) = b 2.
iii) Encuentre la matriz Ap p que representa a 7' en la base de
Fourier.

. Definimos A : (*(Zy) — (?(Zy), por
(A(z))(n)=2z(n+1)—2z(n)+ 2(n —1)
Encontrar los autovalores de A.

A es el llamado operador segunda diferencia que se utiliza en el
método de diferencia finitas.
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1.3 La Transformada Rapida de Fourier

La Transformada de Fourier Discreta (TFD) puede ser calculada via un
algoritmo répido denominado la Transformada répida de Fourier TRF (FFT
en sus siglas en inglés).

Sin la TRF el uso de la TFD para analisis de sehales e imagenes seria
dramaticamente limitada. Como

z2=[z]p = Wnz,
se tiene que para calcular directamente 2 se necesita N2 multiplicaciones

complejas (vamos a despreciar las sumas ya que las computadoras tardan
mucho menos tiempo para sumar que para multiplicar).

Vamos a comenzar con la versién mas simple de la Trasformada rapida
de Fourier, en la cual la longitud N es par, ya que en este caso queda clara
la idea bésica detras de la TRF.

Lema 11 Supdngase que N es par, digamos N = 2M. Dado z € (*(Zy).
Definimos u,v € £*(Zn) por

u(k) =2(2k);k=0,1,2,..., M — 1

o(k) = 2(2k + 1);k=0,1,2,..., M — 1.

i) Para cadam =0,1,...M — 1, se tiene que

2(m) = a(m) + e~ TN g(m).

it) Param =M, M+1,M+2,...N —1, tomemos £ = m— M (note que
1=0,1,...M — 1) se tiene entonces que

2(m) = (1 + M) = a(e)—e~2™/Ng(0).

Note que 2 =Wyz y

Demostracion
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Para cada m =0,1,...N — 1, se tiene

2

2(m> _ Z(n)672ﬂ-inm/N

i

S

M-1
= z(2k)e*2’”'2km/N+ Z Z(2k+1)672m(2k+1)m/1\/
k=0

~
o
L o

M—
_ u(k)ef2rrikm/M + 6727m'm/N Z ’U(k)€727”.km/M.
k=0

—

e
Il
=)

(1.3)
En el caso m =0,1,... M — 1 la dltima expresién es igual a
a(m) + e 2N g(m).
Enel cassom=M,M+1...,N — 1, escribimos
m=0+M{=0,1,...M —1)
y tenemos que
M—1 M—1
2(m> _ Z u(k)ef2ﬂik(E+M)/M + 67271-1'(E+M)/N Z ,U(k)ef2ﬂ-ik(f+M)/M
k=0 k=0
M—1 M—1
_ u(k)ef2rrikf/M _ e271-1'6/N Z ,U(k)ef2rrikf/M,
k=0 k=0
por la periodicidad de e=2™*¢/M v que ¢ 27M/N — =7 — _1_ |
Ejemplo:

Dado z = (1,1,1,4,1,—1,1, —%) encontrar 2.
Solucién: 2 = (4,2v/2 — 2v/24,0,0,4, —2v/2 + 2v/2i,0,0).

El paso basico del procedimiento del lema es comenzar con los valores

a(m),o(m) y d& 2(m)y 2(m + M) de acuerdo al diagrama llamado una
mariposa.

Las mariposas son tan basicas en computacién que el hardware es alguna
veces evaluado por cuantas mariposas puede realizar por segundo. Note
que los mismos valores son usados en (1) y (2) del lema anteior, es decir
a(m),o(m), m=0,1,...M — 1.
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Para aplicar (1) y (2) primero calculamos @, 0. Como u y v son de lon-
gitud M = N/2, estas transformadas pueden ser calculamos directamente
con M? multiplicaciones, luego calculamos los productos e~2 /N p(m)
param =0,1,...M — 1, lo cual requiere M multiplicaciones adicionales, el
resto son sumas y restas de estas cantidades las cuales despreciaremos, asi
que el total de multiplicaciones requeridas para calcular Z usando el lema
seré

N\? 1 N 1
2M2+M_2(5> +M:§N2+5:5(N2+N)

Si N es divisible entre 4 en lugar de por 2 se podria aplicar el lema de nuevo
y seguir bajando el nimero de multiplicaciones que se necesitan. El caso
mas favorable es cuando N es una potencia de 2, es decir N = 2™, para
algin n. Si denotamos #N para el nimero de multiplicaciones complejas
que se requieren para calcular la TFD de un vector de longitud N; tenemos
que si N = 2M, entonces

#n <2#m+M

Se tiene el siguiente resultado en el caso en que N es potencia de 2.

Lema 12 Supdngase que N = 2™ para algin n en IN se tiene entonces que

1
#n < §N logaN.

Demostracién
Vamos a aplicar induccién en N.

Cuando n =1,z= (a,b) y 2 = (a + b,a — b) la cual no requiere ninguna
multiplicacién. En este caso se tiene que

#2=0<1=(2logy(2)) /2

Supongamos ahora que la desigualdad es cierta para n = k — 1 y veamos el
caso n = k. Para n = k se tiene que

1
Hor < 21 + 2P < 252k*1(k —1) 42kt

1 1
= k2 l= §k2k = 5 Nlog, N.

Lo cual demuestra el lema.ll
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Por ejemplo para un vector de longitud. 2'® = 262.144 la TRF reduce el
ntmero de multiplicaciones necesarias para calcular la TDF de 6.87 x 100
a 2.359, 296; haciendo el calculo 29.000 veces maés rapido, es decir si tomara
8 horas calcular la TDF directamente, tomara 1 segundo calcularla usando
TRF. Esta diferencia es por supuesto més extrema si N es més grande.
Esta diferencia en velocidad es esencial para el procesamiento de senales
digitales.

Que pasa si N no es par? Si N es primo el método de TRF no se puede
aplicar; si N es compuesto, es decir N = p.q con p, g en IN, entonces existe
una generalizacién del lema anterior.

Lema 13 Supongase que p,q € N y N = p.q. Sea z € (*(Zy), definimos
W, W1, . . . Wp—1 € L3(Zg) como
we(k) =z(kp+4£), k=0,1,...q—1.
para b=0,1,...q — 1 definimos v, € (*(Z,), como
() = e TN apy(b) £=0,1,...p—1
se tiene entonces que para a =0,1....,p—1;6=0,1,...,q—1

Z(ag + b) = tp(a).

Note que por el algoritmo de divisién, cada m = 0,1,2...,N — 1 se
puede escribir de la forma aq + b para algin o« € {0,1,...p—1} y b €
{0,1,...q — 1}, asi, se tiene que la igualdad anterior permite calcular todas
las coordenadas de la TFD.

Demostracion

Podemos escribir cada n € {0,1,...N — 1} de manera unica en la forma
kp + ¢ para algin k en {0,1,...p—1} y b en {0,1,...q— 1}. Se tiene
entonces que,

2

—1
ZA(CLq + b) — Z(n)€72ﬂ'i(aq+b)n/N

=0
—1

o3

q—1
= Z 2(kp + 0)e~2mileatb)(kp+0)/pa.
=0

~
Il

=)
>

Note que

672ﬂ1(aq+b)(kp+f)/pq _ 67271'1ak67271'1(12/;0672ﬂ1bk/q672ﬂ'1b5/pq
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como e~ 2™ — 1 pg = Ny z(kp + £) = we(k), se obtiene que
p—1 q—4
ZA(CLq + b) _ Z e*2ﬂiaf/p672ﬂibf/N Zwe(k)efwrbk/q

£=0 k=0
p—1

_ Z 672ﬂia2/p672ﬂibE/N,@e(b)
£=0
p—1

= ) ey (0) = dy(a). B
£=0

Esta prueba muestra el pricipio basico detras de la TRF. Para calcular
2(aq+b), las mismas cantidades v, (¢), £ =0, 1,...p— 1 aparecenpara cada
valor de a. la TRF reconoce esto y calcula estos valores una sola vez. El
calculo directo de Z implica implicitamente recalcular estos valores cada vez
que ellos aparecen.

Ejercicio: Verifique que
#pq < p#q+ q#p + pa

Los lemas anteriores dicen como hacer cada paso para el calculo de la TRF,
pero no muestra como organizar los pasos de manera interativa. Vamos a
ver otro algoritmo de TRF para mostrar como se puede organizar el calculo.
Por simplicidad nos restringiremos al caso N = 2™. Entonces cada nimero
men {0,1,2..., N — 1} se puede escribir en base 2 de la forma

m = mo+2m1+22ma+. . 42" "tm,,_1, donde m; € {0,1},7=0,1,...n—L.
Para z € (*(Zy) denotemos
z(m) = z(Mp—1, Mp—2, ..., M1, my).

para cada k = ko + 2k + ...+ 2" 'k, , k;j € {0,1}, y se tiene que

N—-1
2(/6) _ Z Z(m)ef2rrikm/N
m=0
1 1 1
= Z Z 2(Mp—1, Mp—2,... M1, MMg)
mo=0 m1=0 My —1=0

w« e 2milko+2k1+.. 42" k1) (mot2ma .. 42" ) /27
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Ahora

e 2mi(ko+2k1+... 42" kn 1) (mo+2ma .. 42" T 1) /2"
672ﬂi(k0+2k1+...+2"’1kn,1)2"’lmn,1/2" 672ﬂi(k0+2k1+.,.+2"’1kn,1)2m1/2"

% 672ﬂi(k0+2k1+...+2"’1kn,l)mg/2"

n=im m.

1 n—2
,Qﬂikoxin"*le,Qﬂ-i(koJerl)%in"*? 6*2771'(160+2k1+..,+2"’1kn,l)%
...... ,

= e
ya que se pueden eliminar en cada exponente todos los productos que dan
miltiplo de 27i2™ en el numerador, ya que al dividirlo entre 2" el argumento
es un multiplo entero de 27, cuyo exponencial es 1.

Sustituyendo arriba tenemos que

1

1 1
Hag+b) = Z Z Z 2(Mp—1,Mp 2, . ..,m0)672”k02"71mn71/2"

mo:O m1:0 mn71:0

—2mi(ko4+2k1)2™ 2 my, o /27 —2mi(ko4+2k14... 42" L kp_1)mo /27

X e €

Observe que las sumas interiores dependen de las variables de sumacién ex-

teriores mqg, mi,...,Mp_2y en kg pero no en ky, ..., k,_1. Asi si definimos
1
y1(ko, Mn—2,Mn_3,...,mo) = > (M 1,Mn_2,..., mg e 2iko2" a1 /2"
My —1=0
= 2(0,mp—2 ...,mimg)] 1

+2(1, mpy—2,..,m1, m0)€72mk°2n71/2n-
Calcular y; (ko mn—2,..., mg) requiere sélo una multiplicacién para cada una

de las 2" posibles elecciones de kg, my,—2,..mg en {0,1}, lo cual nos da un

total de 2™ multiplicaciones para calcular todos los posibles valores de y;.

En el siguiente paso definimos

1
ya(ko, kv, mn—s, ...mo) = > y1(ko, mn—2,mn 3, ... m0)
My —2 =0

% 672ﬂi(k0+2k1)2"’2mn,2/2n

de la misma manera que antes se tiene que se necesitan 2" multiplicaciones
para calcular los posibles valores y5. Continuando de la misma manera cada
vez reemplazando el indice mas alto de m por el préximo indice de k se tiene

z(My 1, Mp_2,...m1,mo) = y1(ko, Mp_2, Mp_3,...M0)
y1(ko, Mp—2,mp_3,...,mo) — y2(ko, k1, mn_3...,mp)
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ynfl(koykl, k2, .. .kn,Q, mo) — yn(kO; kl, k2, ceey kn,Q, knfl) = 2

En cada paso calculamos el vector y; en todas las 2" posibles elecciones
de sus variables. Asi cada paso requiere a lo sumo 2™ multiplicaciones y
hay n pasos en total y por lo tanto necesitamos a lo sumo n2"” = N log, N
multiplicaciones. Una vez el vector y; ha sido calculado y;_1 no se necesita,
esto permite que el calculo pueda ser hecho ”in place”, es decir en cada paso
la data anterior puede ser reemplazada por la data nueva. Esto reduce la
cantidad de memoria que se necesita para realizar el calculo.

{Que pasa con la transformada inversa? Como tenemos que

1
w(n) = LE(N —n)
el algoritmo de TRF puede ser usado para calcular la TFDI de manera
rapida. Dado que la TFR y TFDI pueden ser calculados de manera rapida,
se tiene que la convolucion se puede hacer tambien de manera rapida. En

efecto, como se puede escribir,

zxw = ().
si z,w € (*(Zn), N = 2", se necesitan a lo méas N log, N para calcular
Z y @ y N multiplicaciones para calcular 2w, y a lo méds (N/2)loga N para
tomar la TFDI. Asi, se tiene que se necesitaran menos de N+ (3N/2) log, N
multiplicaciones para calcular z * w.

Recuérdese que cualquier transformacion lineal invariante por traslacién
en (?(Zy) se puede escribir como un operador de convolucién. Por el teo-
rema visto esto incluye la operaciéon de multiplicacién por una matriz cir-
culante. Asi el producto de una matriz N x N circulante por un vector de
longitud N se puede calcular usando a lo mas N + (3N/2) log, N multipli-
caciones en ez de N2. Es decir que cuando T es invariante por traslaci’on
la TFD no sélo diagonaliza T', sino que da ( via la TFR una manera rapida
y préctica de calcular T'.

Ejercicios
1. Observe que

(a+ib)(c+id)=(a—-b)d+ (c—d)a+[(a—Db)d+ (c+d)b].

Esto significa que para calcular el producto de los nimeros complejos

se necesitan calcular solamente tres multiplicaciones reales, a decir
(a—b)d,(c—d)a,(c+d)b.
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2. Seau=(1,3),v=1(0,4)y 2= (1,0,3,4).

i) Calcule @y 0.

ii) Use parte ) y el hecho que

2(m) = @ (m) + e 2™™/Ng (m)

2(m)=2(e+ M) =1i(e) —e 2Ni (e).
para calcular 2

iii) Calcule 2 directamente y compare con la respuesta de ii).
iv) Sea w = (0, 1,4, 3) calcule .

3. Sea {eg, 1, -,en_1} labase canonica para (2 (Zy), y sea {Fo, Fy, -+, fn_1}
la base de Fourier para % (Zy).

—2mi mk/N

i) Demuestre que é,, (k) = e , para todo k

ii) Demuestre que F=em.
4. Sea z=(1,1,1,1) y w = (1,0,1,0,1,01,0), calcule .
5. Seauw=(l4,—1,-1),0=(1,-1,1,—-1) y
= (1,1,4,-1,—1,1, -4, —1).

i) Calcule @y 0.

ii) Calcule 2.
6' Suponga’u = (al, b, C, d)”L) = (a, 6, FY’ 5) y
Z:(a,a,b,ﬁ,c,v,d,(s)'

Calcule 2.
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Capftulo 2
Ondiculas en Zy

2.1 Construccion de Ondiculas: Primer paso

Muchos de las dificultades del Anélisis de Fourier para analizar sefiales
derivan del hecho de que los elementos de la base de Fourier no son local-
izados en espacio en el sentido de la siguiente definicion:

Definicién 14 Diremos que un vector z € ¢? (Zy) esta localizada (en es-
q

pacio) alrededor de ng si todas sus coordenadas z (n), de z son cero o muy

pequenos, excepto para los valores n que estan “cerca” de ny.

La base de Fourier no esta localizada en el espacio ya que todas sus
coordenadas Fy, (n) = £e*™™"/N tienen las misma magnitud +. Esto es
lo opuesto de ser localizada, la base de Fourier es la mas dispersa posible.

Supéngase que B = {vg,v1, - -,vn_1} es una base de £? (Zy) tal que
todos los elementos de B estan localizados (en espacio). Para un vector z

podemos escribir
N-1
z= E a(n) vy,
n=0

para algunos escalares ag, a1, --,any—1. Supongamos que queremos enfo-
carnos en las coordenadas de z cercana a algin ng. Los coeficientes de
los v, que son cero o despreciablemente pequenos cerca de ng se pueden
borrar sin cambiar el desarrollo cerca de ng de manera significativa. Esto
nos permitiria reemplazar la suma sobre NV términos por una mas pequena
para analizar la data. Esto es una forma de compresién de la senal, como
veremos mas adelante.

Una base localizada es til porque provee un analisis local de una senal.
Si un cierto coeficiente en el desarrollo de z es “grande”, podemos identificar
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la localizacion a la cual esta asociada. Se podria por ejemplo enfocar en
esta localizacién y analizarla en més detalles.

Ejemplos donde se puede usar esas técnicas son, el procesamiento de
imagenes médicas para buscar potenciales tumores, andlisis de senales de
radar, etc.

Tener una base localizada es sumamente til para la llamada compresién
de datos. Una base localizada nos ayudaria a comprimir imagenes de video,
ya que para imagenes de video un cuadro defiere muy poco del anterior,
por ejemplo el anterior puede ser el mismo salvo el movimiento de una
mano, entonces en lugar de transmitir todo el cuadro nuevo se transmite
solamente la diferencia entre un cuadro y el otro, lo cual se podria hacer
nada mas que cambiando las coeficientes “cercanos” al movimiento de la
mano.

Esto no puede hacerse si estamos usando la base de Fourier para repre-
sentar nuestros datos ya que

N—-1
3 (m) _ Z p (n) 6727rimn/N,
n=0

y como e~ 2™/ tiene médulo 1 en cada n un cambio en algiin z (n) puede

afectar todos los valores de % (m) de manera significativa. De manera que
el movimiento de la mano, que es espacialmente localizado, afectaria todos
los valores de la TF'D de manera significativa. Por lo tanto tansmitir las
imagenes en las bases de Fourier puede requerir un gran nimero de datos
a pesar de que la imagen cambie s6lo un poco, localmente.

Un ejemplo de base localizada es la base canénica E = {eg, €1, -+, en—1},
la cual es la més localizada posible ya que cada vector tiene una sola co-
ordenada diferente de cero. Sin embargo también se desea obtener las
ventajas de la base de Fourier, en particular el cdlculo rapido de las trans-
formaciones lineales invariantes por traslacién. Para esto deseariamos que
muestras bases fueron localizadas en frecuencias. Es decir que la TF'D de
nuestra base fueron “localizadas”. Lo cual significaria que los vectores de
nuestra base deberian consistir de un grupo pequeno de frecuencias.

La base conénica no es localizada en frecuencia ya que |é,, (k)| = 1, para
todok =0,1,---, N—1 (Ejercicio), y la base de Fourier estd perfectamente
localizada en frecuencia ya que F,, = e, (Ejercicio).

Como la base de Fourier diagonaliza exactamente a las transformaciones
lineales invariantes por traslacion, esperamos que una base que sea de al-
guna manera localizada en frecuencia, diagonalizara este tipo de transfor-
maciones lineales en algin sentido.
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Trabajar con bases localizadas en frecuencia nos permite realizar técnicas
comunes de filtrado. Por ejemplo puede pasar que los componentes de alta
frecuencia de la senal tengan coeficientes pequenos, de manera que esos
valores pueden ser desechados del desarrollo sin alterar la senal. Puede
suceder que los componentes de alta frecuencia no son humanamente per-
ceptibles, as{1 que borrarlos no afecta nuestra percepcién de la senal (por
ejemplo, sefiales de sonido). Incluso puede pasar que las frecuencias més
altas provengan de ruido adiccionados a la senal, asi que la senal serd més
clara cuando los términos de alta frecuencia son desachados. Con bases
localizados en frecuencia sabemos cuales términos de nuestro desarrollo
debemos eliminar si queremos remover los componentes de frecuenia alta
de la senal. Si el resultado es que la senal es satisfactoriamente representada
por un ntmero reducido de datos, habremos obtenido compresién.

Asi que lo ideal serfa obtener bases cuyos elementos fueron localizados
en frecuencia y tiempo. Una desarrollo en esta base nos proveeria de in-
formacién en el tiempo y en la frecuencia, lo que nos permitiria realizar de
manera simultdnea el anélisis tiempo-frecuencia de una senal. Las ondiculas
nos daran tales bases.

También queremos que nuestra base B sea tal que el cambio de base de
la base canénica E a B sea calculable con un algoritmo rapido, porque de
otro modo B seria inttil para senales para audio y video de tamano real.
Para esto vamos a ver la relacion entre convolucién y producto interno.

Definicién 15 Para cada w € (2 (Zy), definimos w € (? (Zy) como

@ (n) = w(—n) = w (N —n),

para toda n.

Ejercicio: Verifique que

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Lema 14 Si z,w € (* (Zy,) se tiene que
z*w (k) = (z, Rpw) (2.1)

z*w (k) = (z, Riw) (2.2)

Demostracion
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N—1 N—1
(z, Rpw) = z(n) Rrw (n) = z(n)w(n—k)
n=0 n=0
N—1
= z(n)w (k—n) = (0*2) (k) = (z+d) (k) .1
n=0

(El resultado anterior puede ser usado para obtener una base que pueda
ser calculada rapidamente?

Supongamos que w € (2 (Zy,) es tal que B = {Rkw}g;ol es una base
ortonormal de ¢2 (Zy), entonces los coeficientes del desarrollo de un vector
z en términos de B son los productos internos (z, Ryw) que son exactamente
las coordenadas de z * w, es decir

(2] g = z* W,

lo cual puede ser calculado rapidamente usando T'RF. Asi, para una tal
base B, que ha sido generada por traslaciones de un solo vector, podemos
calcular la matriz de cambio de base de E a B rapidamente.

La base canénica es el tinico ejemplo obvio de una base ortonormal de
N—1 g . C PR
la forma {Rrw};_, . Sin embargo existe una condicién simple, en términos
de la TDF de w que caracteriza todas tales bases B.

Lema 15 Dado w en (% (Z), se tiene que {le}i";ol es una base ortonor-
mal de 0? (Zy) si y solo si | (n)| =1 para todo n en Zy

Demostracion

. N-1 C
Se tiene que {Rpw},_, es ortonormal si y s6lo si

1, sik=0
<“”R’““’>_{ 0,sik=12--,N—1

De acé se obtiene que w * W = §, ya que
(w, Rpw) =wxw (k);k=0,1,---N —1

se tiene entonces que

1=6(n) = (ws) (n) = w" (n) (@) " (n) = b (n) B () = b (n) 2

para todon=0,1,---,N — 1.
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Aunque es gratificante obtener una caraterizacién tan simple para que
B sea ortonormal, el resultado anterior es muy desalentador desde nuestro
punto de vista, ya que dice que no se puede obtener una base ortonormal
localizada en frecuencia de la forma {Rkw}ivgol, por que @ (n) deberia tener
la misma magnitud para cadan = 0,1,---, N —1. Asi que la situacién para
. N—1 o e .
bases del tipo {Rrw}, _; es similar a la base canénica.

En lugar de buscar vector cuyas trasladas formen una base ortonor-
mal, buscaremos dos vectores u y v tales que el conjunto de sus trasladas
por nimeros pares formen una base ortonormal. Para esta bisqueda nos
restrigiremos a valores pares de V.

Definiciéon 16 Supongamos que N es par, digamos N = 2M. Una base
ortonormal de (* (Zy) de la forma

{Roku}, = 0™~ U{Rokv}, = 0M~1

para u,v en (2 (Zy) es denominada una base de ondicula de primer
paso. Llamaremos a u y v generadores de la base de ondiculas.

En lo que sigue vamos a determinar cuando un par de vectores u y
v genera una base de ondiculas de primer paso. Vamos a dar algunos
resultados necesarios para nuestra caraterizacion.

Lema 16 Sea N = 2M y z € (*(Zy), si definimos z* € (? (Zn) por
z*(n) = (—=1)" z (n) para todo n, se tiene entonces que

(") " (n) = 2(n + M),

para todo n.

Demostracién
N—-1 N—-1
(Z*) (n) _ o* (k) 6727rikn/N _ Z (—1)kz(k) 6727rikn/N
k=0 k=0
N-—-1 N-—-1
_ p (k) efiﬂ-k€727rikn/N _ Z p (k) 672ﬂik(n+M)/N =3 (TL—|— M) 1
k=0 k=0

Observe para N par y z € (2 (Zy) se tiene que

(z+z*)(n)_z(n)(1+(—1)")_{ s P g

si n es impar.
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De esta relacién queda claro la utilidad de z*, ella permite restringirse
a los valores pares de n.

Lema 17 Sea N = 2M y w € (? (Zy). Se tiene que {ngw},ﬁgl es un
conjunto ortonormal si y solo si

W ())*+ [0 (n+m)?=2n=0,1,---,N —1.

Demostracion

Se tiene que {ngw}iw:gl es ortonormal,
(Raku, Rajv) = 0,
4, k=0,1,--- M — j siy solo si
(u, Ropv) = 0,
k=0,1,---,M — 1. (Ejercicio) y esto tltimo se cumple si y s6lo si

1, sik=0

0,sik=1,2,--,M—1 (2.4)

w * ’LZ) (2k> = <’LU, Rka> = {
Como

2(w+ W) (n) sin es par
0 si n es impar

[ws)+ (0 )] () = {

tendremos que para valores pares de n, n = 2k, la ecuacién (2.4) es cierta
si y s6lo si

~ ~ - 2;8ik=0
[(w*w)+(w+w)](2k)_2w*w(2k)_{ 0:8i ke 1,2, M—1. "

y esto se cumple si y sélo si

wk W+ (wxw)" = 26.
Lo cual es equivalente a
(wxw) " (n)+ ((wxw)*)" (n) =2, paran=0,1,---,N — 1.
Del hecho que

(wx@) " (n) =@ (n) (@) (n) =@ (n)d(n) =@ @)

[(w+@)] " (n) = (w*d) " (n+ M) = | (n+ M),

obtenemos nuestro resultado por sustitucién. I
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Definicién 17 Sea N = 2M y sean u,v € (% (Zy). Para nZ, sea

La matriz A (n) serd denominada la matriz sistema de u,v.

Note que hay un abuso de lenguaje en la definicién anterior, ya que no hay
una sola matriz si no una matriz para cada n € 7,

Ahora caracterizaremos las bases ortonormales generadas por las trasladadas
pares de dos vectores en (2 (Zy).

Teorema 4 Supéngase que, M € BBn y N = 2M. Sea u,v € (? (Zy).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {Rzku}i\igl U {Rzkv},ﬁgl = {u, Rou, -+, Ry_ou,v, Rov,- -, Ry_ov} es
una base ortonormal de (? (Zy) .

it) La matriz sistema A (n) de los generadores u,v es unitaria para cada
n=01,---, M -1

iii) Se verifican

la(n)]* + |a(n+m))* =2, (2.5)
16 (n)|* + 16 (n+m)|)* =2, (2.6)

Y
a(n)o(n)+a(n+M)o(n+ M) =0, (2.7)

para todon =0,1,--- N — 1.

Demostracion

Recordemos que una matriz 2 x 2 es unitaria si y sélo si sus columnas

forman una base ortonormal de €?. Aplicando el lema anterior vemos que
M . N . .

{Raru}y_, es ortonormal si y sélo si la primera columna de A (n) tiene

longitud 1 para cadan=0,1,---. M — 1y {ngv}iw::)l es ortonormal si y
s6lo si la segunda columna de A (n) tiene longitud 1 paran = 0,1,---, M—1.

Probaremos ahora que
(Rok,u, Rojv) =0, para j,k=0,1,---,M — 1

si y s6lo si
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Esto o ultimo es equivalente a que las columnas de A (n) son ortogonales y
ello es equivalente a que A (n) es unitaria, para cadan=0,1,---, M — 1.

Para verificar la suposicién usamos el argumento de la demostracion del
lema anterior. La ortogonalidad es equivalente a

u* 9(2k) =< u, Rogv >=0
para todo k =0,1,---, N — 1, y esto es equivalente a
ux 0+ (ux0)* =0,

va que los valores en los indices impares son autométicamente 0. Por la
inversion de la TFD, esto es equivalente a

(ux?)" 4+ ((ux0)*)" =0.

Pero, otra parte, tenemos que

()" (n) = it(n) 3 ()

(ux®)") " (n) =a(n+M)d(n+ M)
Asi que tomando la TFDI, obtenemos

(ux?)+ (u*x0)" =0

con lo quedemostramos que nuestra suposicién y con ello el teorema. [l

Comparando las condiciones de los resultados anteriores, vemos que
en el lema la restriccion sobre w es que debe tener magnitud 1 en cada
coordenada w (n), a diferencia de la restriccién del teorema que es que
i (n)|* v | (n + M)J* deben tener promedio 1. Esto permite, por ejemplo,
que [a(n)]*> = 2y |a(n+ M)]> = 0, lo cual forzarfa a que d(n) = 0y
|6 (n+ M)|> = 2. De manera que es posible seleccionar u de forma tal que
u contenga solo coordenada de alta frecuencia y v contenga coordenada de
baja frecuencia.

Ejemplo 1:
Dado @ = (\/5, 1,0, 1) y o= (O, 1,v2, —1) , entonces

A(O)_L[\f \%]_I,A(U_%“ _11]

Las cuales son unitarias y por lo tanto el teorema anterior nos permite
concluir que {u, Rou, v, Rov} es una base ortonormal de 2 (Z,).
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Se tiene que

w= (@)’ = Witn= - (24 V2,v2, -2+ V2, V2)

RNy

y analogamente

(\/5—\/§+2i,\/§,\/§—2i).

1=

v =

Ademaés

Rou=1 (-2+V2V2,24+ V2 2).

szzi(\/ﬁ,ﬁ—2i,\/§,—\/§+2i).

Vamos a considerar un ejemplo definido para cualquier N par, el cual
separa en altas frecuencias y en bajas frecuencias. Recuérdese que las altas
. . N-1 P
frecuencias son los vectores de la base de Fourier {F},},,;_, cuyo indice m
estd cerca de N/2 y las debajas frecuencias son los que tienen indice m
estan “cercanos” a0 o N — 1.

Ejemplo 2: (Base de Shannon de primer paso).

Supongamos que N es divisible entre 4. Definimos 1, 9 en ¢? (Zy) por
= \/ﬁsjn:%,%+1,...,%_

o (n) = V2sin=0,1,---,(n/4) —16n =32 3N 4 1 ... N _1
a OSIHZN/45%+155%_2,%—1

Como para cada n, 4(n) = 06 9(n) = 0, se tiene que las columnas
de las matrices A (n) son ortogonales entre si y como en cada n se tiene
@ (n) =2y i(n+ N/2) =0 6 viceversa, se tiene que la primera columna
de A (n) tiene longitud 1 para cada n y lo mismo se observa para v (n).
Aplicando el teorema anterior concluimos que

{Ropu}p 2  U{Ropo} 007

es una base de ondicula de primer paso. Esta base se denomina base de
ondicula de Shannon de primer paso, ya que una base similar se puede
obtener de un resultado conocido como el “teorema de muestreo de Shan-

non”.
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Note que u y v se han dado via m sus transformadas de Fourier u, 0.
Para obtener v y v tenemos que calcular sus transformadas inversas de 4
y 0, cosa que se puede hacer en forma explicita, obteniéndose

)

@ (_1>n efirm/N sin ( -
N

mn
2

. )
sin (37

\/5 —imn/N sin (%)
—€ — -
T

Algunas veces es conveniente tener base que consista de vectores que
tienen solamente coordenadas reales. Por ejemplo, supongamos que la senal
z que queremos desarrollar tiene todos sus valores reales, que es el caso de
las aplicaciones (senales de audio sefiales visuales). Si los elementos de la
base son reales, entonces los coeficientes del desarrollo de z ya que ellos
son el producto interior de z con los elementos de la base. De manera que
en ese caso se pueden guardar los componentes de z en esta base como un
vector real; lo cual simplifica los célculos y salva espacio en la memoria del
computador, ya que los vectores complejos son guardados como pares de
vectores reales.

Note que la base de Shannon no es a valores reales ya que un vector z
tiene solamente coordenadas reales si y sélo si

2(m) = %2(n —m), para cada m.

Mirando la TF D de u vemos que esta condicion es satisfecha para m =
0,1,---, (% —1) ym= (%) +1,---, N — 1 donde ambos valores son 0, y

para m = % +1,---, % — 1, donde ambos valores son v/2. Sin embargo
la condicién falla para m = %N(o equivalentemente en m = %), ya que
3

U (%) = /2, mientras que @ (T) = 0. Una cuestion similar es cierta para
.

Sin embargo podemos modificar 4 y ¥ en estos valores de tal manera
que podamos obtener la condicién de simetria (y asi obtener u y v reales)
mientras que todavia se satisfacen lascondiciones del teorema,
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Ejemplo 3: (Base de Shannon de primer paso real). Supongamos
que N es divisible entre 4 y definamos @ y ¢ por

0 si n=0,1,---(N/4) -1 6 n:(%)+1,.. N -1
i (n) = 1 si n=N/4 6 n=3&

VB s =S () -1

V2 si n=0,1,---,N/4-1 6 n=3)+1,---,N-1
sy—d 1S n=N/4

= S _ 3N
—1 S} N n_TBN
0 si n:Z"'l""’(T)_l

En £ y 23X tenemos que @ (N/4) = 4 (N/4) = @ (2&) = 1; mientras
que @ (N/4) =i=—i=10 ().

Como en los otros valores de m, 4 y v coinciden con la base de Shannon,
satisfacen la condicion de simetria. Se tiene asi que w y v son vectores
reales. Ademés en m = % la matriz sistema es

f3)=al 4

que es unitaria. En los otros valores de m se tiene que la matriz sistema
A (m) coincide con la base de Shannon y por lo tanto es unitaria. Se tiene
entonces que para u y v dados anteriormente,

2

{RQku}k 0 U {R2kv}?
forman una base de ondicula del primer paso y tienen coordenadas reales
solamente.

En este caso es dificil encontrar una formula explicita para v y v. En la
practica para un N especifico se usa un programa para calcular la TF DI
y se obtiene u y v.

Como las matrices unitarias 2 x 2 son faciles de caracterizar, el teorema
anterior puede ser usado para describir todas las bases de ondiculas de
primer paso. Se tiene el siguiente resultado,

Teorema 5 Supongamos que N es par, digamos N = 2M ,

Sean {r (n)}, 51 nimeros reales tales que 0 < r(n) < \/_ n=0,1,---M—

L Sea {0(n)},5 {e (M5 = Lo (5 {p(n)}sy mimeros reales
tales que sin € {0,1,2,--- M -1} y 0 < r(n) < \/5, entonces 6(n) +
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p(n) —p(n) —o(n) = 2k + 1) x, para algin k =k(n) € Z. (si r(n)=0
dr(n) =2, entonces 0 (n),¢(n),o(n), y p(n) no tienen restriccion).
Defina i, v en ? (Zn) tomando,

U (n) =r (n) ei@(n), I (n —+ N/2) = 2 (T (n))2eiap(n),

0 (n) =2~ (r(n)*e"™, @ (n+N/2) =7 (n) e,

paran=0,1,--- M — 1.

Defina u,v en 02 (Zy) por u = (4)", v = (0)", entonces
{Ravu}ily' U {Rao}i Sy
es una base ortonormal de (% (Zy).

Reciprocamente, se tiene que para cada base de ondiculas de primer paso
{Rzku}i\igl U {ngv}iw:gl, existen r(n),0(n),o(n),p(n); 4 y 0 pueden
ser descrita por las formulas descritas en i).

Demostracion

i) Para r(n),0(n), ¢(n),o(n) y p(n) la matriz sistema es

A(n) = i r(n) ci0(n) 2—(r (n))Qe“’(")
v2 2 — (r (n))*ete(™ 7 (n) et

n=20,1,---, N — 1. Cada columna tiene longitud 1 y el producto interno
de las dos columnas es

%T (n)y/2—(r (n))zei(“""’)ei(ef‘yﬂ‘”””l.

Sir(n) =06r(n) =2, este producto es cero y por lo tanto A (n) es
unitaria; en otro caso la condicién sobre 6, o, ¢ y p garantiza que el producto
sea cero.

ii) Reciprocamente, si {ngu}iw:gl U {ngv}iw:f)l es una base ortonormal
de (2 (Zy), entonces A (n) es unitaria paran = 0,1,---, M — 1. Asf que
se debe satisfacer que @ (n) = r(n)e?™ para algin 0 < r(n) < V2y
0 (n) real. Como la primera columna de A (n) tiene longitud 1 se tiene
que satisfacer @ (n + N/2) = 1/2 — (r(n))*e**(") para algtn ¢ (n) real. El
hecho que A (n) sea unitaria implica que |0 (n)| = |@(n+ M)|, asi que
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o (n) = /2 — (r(n))?¢(™ se cumple para algin o (n) real. El hecho que
la segunda columna de A (n) tiene longitud 1 implica que ¥ (n + N/2) =
r(n) €™ se cumple para algiin real p(n) real. En el caso r(n) # 0y
r(n) # V2, la expresién que se obtuvo para el producto interno de las dos
columnas de A (n) muestran que 6(n) + p(n) — ¢(n) —o(n) = 2k+ 1)«
debe ser satisfecho, ya que se tiene e!(#(M+e(n)—¢(n)—o(n)=-1. ]

El lema anterior nos permite crear muchos ejemplos de ondiculas de
primer paso, de hecho este resultado las paramétriza todas.

El siguiente resultado, que nos serd muy 1til, dice que toda potencial
ondicula padre u tiene una ondicula madre companera v, tal que u, v gen-
eran una base de ondiculas de primer paso.

Lema 18 Supongamos que N es par, digamos N = 2M , y sea u € (? (Zy)
tal que {Rzku}i\igl es un conjunto ortonormal de M elementos. Definimos
v € 2 (ZnN) por

(k) = (1" u(l — k),
para toda k. Entonces {Rzku}iw:gl U {Rzkv},ﬁgl es una base de ondiculas
de primer paso de (* (ZN) .

Demostracion
N—-1 N—-1
f)(m) _ Z ,U(n)ef2rrimn/N _ Z(_l)nflmefwrimn/N
n=0 n=0
N—-1

_ (_1)7km672mm(17k)/N

k=0

_ 672771m/N (_1)7ku(k)(67171'>7k67271'1mk/N
k=0
N—-1

_ e*2ﬂ'im/N u(k)6727ri(m+M)k/N — e*2ﬂ'im/N,&(m+M)'
k=0

Por lo tanto,
o(m+ M) = e 2+ M)/NGaR T OM)

672ﬂiM/N€72ﬂim/NW _ e*2ﬂ'im/NW,

ya que 2M = N, asi que a(m + 2M) = a(m + N) = a(m) y e 2mM/N =

e™ = —1. Por lo tanto

3

[0 (m)|* + [0 (m + M)* = |a (m + M) + i (m)|* = 2
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param =0,1,---, M —1 por el lema 17 y la ortonormalidad de {ngu}iw:?)l.
Ademis

w(m)o(m)+a(m~+ M)o(m+ M)
=4 (m) e*™™/N i (m 4+ M) — i (m+ M) ™™/ N (m) = 0.
Luego se cumplen las condiones del teorema 4. I

Supéngase que B = {ngu}iw:?)l U {ngv}iw:gl es una base de ondicula
de primer paso. La matriz de cambio de bases de B a E es la matriz U
con vectores columnas v, Rov, - -+, Ry —9v, u, Rou, - - -, Ry_2u, en ese orden.
Como B es ortonormal U es unitaria, asi que la matriz de cambio de base
de E a Bes U™' = U*. Sin embargo, calcular [z]p directamente es muy
lento, se requieren N2 multiplicaciones. Para calcular este cambio de bases
rapidamente usaremos el hecho que el coeficiente de Rogu en la expansién
de z es (z, Ropu) = (2 * @) (2k) y andlogamente para v. Asi, se tiene que

| (2#9) (N -2) |

El célculo del vector [z]z se puede representar como el resultado de
dos convoluciones de z seguidas en cada caso de la operacién que elim-
ina las coordenadas pares. Esta operacién es denominada submuestreo o
diezmacion.

Definicién 18 Supongase que N es par, digamos N = 2M . Definamos el
operador D : 02 (Zy) — 0% (Znr) por

D(z)(n)=2z2n); n=0,1,---,M — 1.

El operador D es denominado el operador de submuestreo o de diez-
macion.

En otras palabras si

2=1(2(0),2(1),2(2),...,2(N = 1)),
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entonces

El operador de submuestreo es representado usualmente en los diagra-
mas por el simbolo | 2.

Asi, la operacién de calcular [2] 5 se representa por el siguiente diagrama.

(zx0) = (z+a)(0)
(z+1)(2) (z+1)(2)
Clesaw-2 ] | cray(v-2) i
(z%0)(0) (zx0)(0) B
(z%%) (N —2) | (2%9) (N —2) |
Figura 1

Este es un ejemplo sencillo de los asi llamados “bancos de filtros”. En
general, un “banco de filtro” es una sucesion de convoluciones y otras opera-
ciones. El estudio de “bancos de filtros” es una materia de estudio completo
en ingenierfa denominada “Anédlisis multivariado de senales”. El término
“filtro” es usado para notar a los operadores de convoluciéon porque tales
operadores pueden sacar varias frecuencias si el multiplicador de Fourier
asociado es cero (o suficientemente pequeno) en esas frecuencias. Los fil-
tros mas comunes son los llamados filtros de “paso bajo” los cuales sacan
las altas frecuencias y los filtros “paso alto”, los cuales sacan las bajas
frecuencias.

Hemos visto que se puede calcular rapidamente el cambio de base de
FE a B, jpasa con el cambio de B a E?. Por supuesto podemos obtenerla
multiplicando por la matriz N x N, U, pero eso es muy lento. Existe un
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procedimiento de cédlculo rapido basado en el enfoque de banco de filtros
para esto necesitamos definir “sobremuestreo”

Definicién 19 Supongamos que N es par, digamos N = 2M. Defina U :
2 (Zy) — 2 (ZN) como

U= { TG s e

0 sin es impar

El operador U es denominado el operador de sobremuestreo y es de-
notado en los diagramas por T 2.

En otras palabras, el operador de sobremuestreo dobla el tamano de
un vector dado, insertando ceros entre cada dos coordenadas adyacentes
originalmente.

Note que si sobremuestremos y luego submuestreamos obtenemos la
entrada original, es decir

D (U (z)) = z, para cada z.
Si embargo si primero submuestreamos y luego sobremuestreamos, lo
que hacemos es eliminar las coordenadas pares de la entrada original y

luego las rellenamos con ceros, lo que por supuesto no tiene que regresar la
entrada original, es decir, en general,

U(D(2)) # 2
En general se tiene que

(UoD)(z)—%(z—Fz*)

Para tratar de obtener z a partir de la salida del banco de filtro anterior
continuo con otro banco de filtro a la derecha de la manera siguiente.
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Figura 2

La salida de la rama superior del diagrama es §* U (D (z % @)) mientras
que la salida de la rama inferior es £ % (D (z * ©)) . El resulato siguiente da
condiciones bajo las cuales la suma de estas dos salidas es la entrada original
z. Cuando esto sucede diremos que tenemos reconstrucciéon perfecta en
el banco de filtro.

Lema 19 Sea N = 2M y w,v,s,t € {*(Zy). Paran = 0,1,---,N — 1
sea A(n) la matriz sistema de u y v, tendremos entonces reconstruccion
perfecta en el diagrama de arriba, es decir

§xU(d(z*x)*t* (D (2x7)) = 2,
para toda z € (2 (Zy), si y solo si se tiene que
$(n) | _ [ V2
am |50y =19
paran=0,1,2,--- N —1.

Demostracion

Tenemos que

UMD (z+a)==((zxa)+ (z*xa)*)

N~

y analogamente para v.

Para cada n tenemos que (usando los mismos técnicas que en una de-
mostracién anterior),

(2@ + 2 (nx M) (o + )

umpgmmwm:%@mmmm¢m+Mmm+M0.
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Aplicando TFDI tendremos reconstrucciéon perfecta si y sélo si para cada
z inl? (Zy) y cadan =0,1,2,..., M — 1 la férmula anterior coincide con
2 (n), lo cual es equivalente a verificar que se cumple

$(n)a(n)+E(n)d(n) = 2.

s(n)a(n+M)+t(n)o(n+ M)=0.

que es equivalente a

21-12]

lo que queriamos probar.

Vamos a verificar nuestra afirmacion, para ello tomamos conjugados y
sustituimos, obteniendo,

(2)2(n) +0=[5+U (D (2%0) +t+U (D (z%0)]" (n).

N>
~—
3
S~—"
Il
N~

Lo cual dice que nuestra afirmacién es una condicién necesaria para
reconstruccion perfecta.

Reciprocamente, si asumimos reconstruccion perfecta, escojemos z €
2 (Zy) talque 2 (n) =1y 2(n+ M) = 0, lo cual la da la primera igualdad
de nuestra afirmacién. Por otra parte, si escojemos z € ¢ (Zy) tal que
Z(n) =0y 2(n+ M) = 1 tendremos la segundad igualdad de nuestra
afirmacion lo cual verifica la equivalencia de las dos proposiciones y queda
demostrado el resultado.

En el caso que A(n) es unitaria se tiene que A(n) es invertible y
A7'(n) = A*(n) . resolviendo el sistema en el lema obtenemos que
5(n) = a(n) y t(n) = 0(n). Bs decir si A(n) es unitaria para toda n,
entonces

s=uyt=7v

como en el caso de ondicula de primer paso se tiene que A (n) es unitaria,
tenemos que para obtener reconstruccién perfecta en el diagrama debemos
poner s=ayt=1o. I

Note que el lema da un resultado general acerca de bancos de filtros
los cuales no corresponde neceariamente a bases ortonormales. Este resul-
tado se puede utilizar para una generalizacién de ondiculas ortonormales
llamadas ondiculas biortogonales.
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El resultado anterior nos dice como podemos reconstruir z usando el
diagrama de banco de filtros, en el caso en que u y v generan una base de
ondiculas de primer paso. Tomamos s = @ y t = ¥ en el diagrama. En
particular, el paso de reconstruccién implica solamente dos convoluciones
mas y por lo tanto puede ser calculada de manera rapida.

Para decirlo de otra manera para calcular el cambio de base de B a F,
ponga la mitad superior de [z] 5 en la rama superior de la parte derecha del
diagrama y ponga la mitad inferior de [z]5 en la rama inferior, la salida
serd (2] .
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Ejercicios
1. Sean z,w,u,v, € 2 (Zy).

i) Demuestre que (R,z, Rjw) = (2, Rj_jpw) = (Ry_;z,w) para
cada k, j.

ii) Demuestre que el conjunto (ordenado) { Rkw}ivzfol es ortonormal
1, sik=0

siy sélo si (w, Rgw) = 0. sik=1.2.---N—1

iii) Suponga que N es par, digamos N = 2M. Demuestre que
el conjunto (ordenado) {ngu}iw:f)l es ortonormal si y sélo si

1, sik=0
<U;R2ku>_{ 0, Sik:1,2,~~~,M—1

iv) Suponga que N es par, es decir N = 2M.

Demuestre que (Roxu, Rojv) = 0 para todo k,5 =0,1,---,M — 1, si
y s6lo si (u, Roxv) = 0 para todo k =0,1,---, M — 1

2. (La base de Haar de primer paso)
Suponga N = 2M, para M € N. Defina u,v € ¢? (Z) por

1 -1
= _5_50505"'505

1 1
v=|—7=,—&%,0,0,---0].
(\/5 V2 )
. M—1 M-1
i) D26muetre que {Ropu},_ U{Rorv})_, esuna base ortonormal
> (Zn)

ii) Calcule @ y 9. Chequee que la matriz de sistema A (n) es uni-
taria para todo n.

iii) para z en (2 (Zy) defina

v

P(z) = (2, Rogv) Royv

~
o
L o

R(z) = (z, Rogu) Roju.

e
Il
=)
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Se tiene que z = P (z) + R(z). Demuestre que para m =
0,1,2,---, M —1

P(z)(2m)=P((z)2m+1)=(z(2m)+ z(2m+ 1)) /2.

En otras palabras, P (z) es obtenido de z remplazando el valor
de z en 2m y 2m+ 1 por su average. Lo cual puede ser consid-
erado como el vector z visto a una resoluciépn de 2, entonces
R (2) es el “detalle” que se necesita para pasar de una resolucién
de 2 a una resolucion de 1.

iv) Para N = 8, sea z=(4,2,3,7,10,8,10, 14).Calcule p (2) , R (z)
y grafique z,p (2) y R(2).

3. Sea u en (% (Z4) tal que @ = (1,v/2,4,0). Encuentre algin ¢ tal que
{u, Rau, v, Rov} es una base ortonormal para ¢2 (Z,).

2.2 Construccion de ondiculas en Z y: el paso
iterativo.

Hemos construido bases ortonormales de ¢ (Zy) de la forma

N/2)—1 v v (N/2)—1
{Rorul VP U Ry IV

que llamamos bases de ondiculas de primer paso. Dimos condiciones nece-
sarias y suficientes sobre @ y © para que tal coleccién forman una base
ortonormal de ¢? (Zy). Ademas, como hemos visto en los ejemplos, pode-
mos concentrar las frecuencias altas en los terminos del desarrollo que en-
vuelve a u y las frecuencia bajas en Is términos del desarrollo que envuelven
a v, y asi se obtiene algin grado de localizacién en frecuencia. También se
ha obtenido algin grado de localizacién en espacio. Ademds el cambio de
base puede ser calculado rapidamente con el esquema de banco de filtro,
asi como el cambio inverso. Estos cambio se pueden computar rapidamente
porque ellosse pueden obtener como un par de convoluciones.

El banco de filtro (Figura 2) sugiere una posibilidad de iteracién. A
alguna o a ambas salidas de la fase de andlisis podemos aplicar el mismo
procedimiento otra vez. Podemos pasar las salidas de cada rama a través de
otros dos filtros y submuestrar otra vez en cada nueva rama. Anadlogamente
en la parte derecha del grafico, podemos sobremuestrear la senal de cada
una de esta dos nuevas ramas y luego pasarla a través de nuevos filtros. Si
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los filtros de este segundo paso son compatibles, como en el primer paso, to-
davia tendriamos reconstruccién perfecta y asi podemos continuar iterando.

En principio podemos iterar en cada rama pero en el andlisis de ondicula
usual iteraremos en una de las dos ramas del paso previo de una manera
particular ( un esquema mds complicado de iteracién adaptativa ocurren
el la Teoria de paquetes de ondiculas. Estudiaremos este procedimiento de
iteracién y en particular veremos que estas corresponden a un ciertotipo de
base ortonormal, el cual llamaremos base ondicula para ¢? (Zy).

Un comentario acerca de porque queremos iterar. Si consideramos la
base de Shannon de ondiculas de primer paso (Ejemplo 2 de la seccién
anterior) se nota que el elemento v tiene |9 (n)| = 1 para los N/2 frecuencias
altas N/4 <n < (2¥) — 1y |6 (n)| = 0 para las restantes N/2 frecuencias
y las trasladadas de v tienen la misma propiedad. Por otro lado se tiene
que |@ (n)| = 1 para las N/2 frecuencias restantes se tiene asi que v y v
parten la escala de frecuencia en z por la mitad. Pero, por ejemplo en el
caso de la musica. es mas natural considerar frecuencias en octavas. Esto
sugiere que se deberfamos dejar los términos de frecuencias altas iguales y
subdividir las frecuencias bajas en z, es decir, en cuartos de frecuencias y
podemos seguir iterando de manera que nuestra descomposicién en la base
obtenida nos de un analisis de frecuencia de la senal mas refinida.

Para describir el paso de iteracion mis detalladamente consideremos el
gréfico anterior (Figura 2) y denotemos los filtros en la mitad izquierda por
1,1 en lugar de % y 9, si suponemos que u; y v; generan una ondicula de
primer paso, A(n) la matriz delsistema de @1, ¥; es unitaria para todo n y
la reconstruccion perfecta se logra tomando los filtros de la mitad derecha
de gréfico como uy y vy.

Si z € (2(Zy) es la entrada, para el segundo paso que queremos de-
scribir N debe ser divisible por 4. La salida de la fase de analisis es el par de
vectores D (z * @), D (2 *01) € 2 (Zn/2). Dejaremos el vector D (z * i)
solo y operaremos sobre el vector D (z x 91) de la misma manera que lo hici-
mos sobre z. Es decir, escojeremos dos vectores ug, vy € 2 (Z N/Q) cuya
matriz sistema es unitaria para todo n, pasamos D (z x 01) a través de los
filtros que corresponden a us y U9 seguido en cada caso par un submuestreo.
Esta salida maés la salida de la rama de arriba es la salida de muesta proced-
imiento de analisis de segundo paso. En otras palabras la salida del andlisis
de segundo paso es el conjunto de vectores, D (z* ), D (D (z % 01) * U2)
y D (D (z % 01) % D2), en la parte izquierda del siguiente gréfico.
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Figura 3

Para la fase de reconstruccién o sintesis solamente se introducen dos
nuevas ramas correspondiente a la dos ramas introducidas en el segundo
paso. Cada rama consiste de un sobremuestreo seguido de una convoluccién
con ug €n una rama y con vz en la rama mas baja. Entonces sumamos las
salidas de estas dos convoluciones. El efecto de todas las ramas introducidas
en el segundo paso es la identidad, asi, via el resultado para el primer
paso, el efecto total del diagrama completo es la identidad y tendremos
reconstruccion perfecta.

Si N es divisible entre 2P, podemos repetir este proceso p veces, cada vez
subdividimos sélo la rama inferior del diagrama y cada vez usamos filtros
ug, vy satisfaciendo las condiciones que garantiza reconstruciéon perfecta.
Vamos a formalizar lo anterior con la siguiente definicion,

Definiciéon 20 Supongamos que N es divisible entre 2P. Una sucesion de
filtros de ondiculas de p—ésimo paso es una sucesion de vectores ui, v1, Uz, Va2,
tales que para cada £ =1,2,--- p

Uy, Vg € 2 (ZN/Qeil) ,
y la matriz sistema

! i (n) Oe (n)
Ag(n) = 73 | e (niN/TZ) e (niN/Qe)

es unitaria para todan =0,1,---, (N/2e) — 1.

Con una entrada z € (% (Zy) definimos

x1=D(zx1y) € (Zn/2),

y1 =D (z%0y) € > (Zn/2)

.. .up, ’U;D;
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De manera inductiva definimos xa,¥y2,- -, Tp, Yp tomando

xp =D (yg,1 * ug) S 02 (ZN/QE) (2.8)
Y

Yy =D (yg,1 * ’Ug) S 02 (ZN/QZ) (29)

para £ =2,--- p.

La salida de la fase de andlisis del filtro de banco de ondiculas de
p—ésimo paso es el conjunto de vectores {z1,x2, -, Tp, Yp}

Las formulas de recursién (2.8) y (2.9) pueden ser mejor entendidas
considerando el /-ésimo paso de la sucesién de filtros en el siguiente grafico,

Figura 4

Note que y1,¥2, -+, Yp—1 no estdn en la salida de la fase de andlisis.
Para ¢ < p, ye es usado solamente para definir z,41 y yey1. Si escribimos
¢ y ye explicitamente obtenemos que

20 =D(D (D (D(z501) % 3) % Ve_1) * i)
Yo =D (D (- D (D (2%01) %) *Te_y) * be)

Notese que la suma del ntimero de componentes de todos los vectores
salidas del paso de andlisis es

N N N N N_.
Dt Tty Ty T

como era de esperarse.

La fase de recosntruccion puede ser descrita por la siguiente sucesiéon de
pasos. Sea wp, = yp, primero calculamos U (wp) *vp y (U (z,)) * up. Por la
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propiedad de reconstruccperfecta del bloque de abajo del banco de filtro,
tenemos que su suma, es wy—_1, es decir

wpe1 = (U (wy)) * vy + (U (2p)) .

Continuemos de manera similar con wy—1 y Tp—1, entonces wp_z y Tp_2,
etc, como es sugerido por el siguiente grafico,

Figura 5

Formalmente definimos

wp—2 = (U (wp-1)) % vp—1 + (U (zp-1)) * Up—1
wp—3 = (U (wp—2)) * vp—2 + (U (zp-2)) * Up—2
y asi sucesivamente hasta tener
w1 = (U (U]Q)) * Vg + (U ({EQ)) * U.
Entonces un paso mas producimos el vector original z es decir

z2=(U(w1)) xvy + (U (x1)) *ug

Definicién 21 Supongamos que N es maltiplo de 2P. Sea B un conjunto
ordenado de la forma

(Rorfr} V27 0 Ry 2} V0710 U R £, } 2 O Ry g} N2
para fi, fa,+, fpgp € (* (Zn). Si B es una base ortonormal de (* (Zy),

diremos que B es una base de ondicula de p—ésimo paso para €2 (Zy).
Diremos que fi, fa, -, fp, gp generan B.
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Nuestro objetivo es probar que los f1, fa, - -, fp, gp obtenidos via nuestra
definicién generan una base de ondicula de p—ésimo paso. Para considerar
el nimero de multiplicaciones complejas que se necesitan para calcular las
salidas de la fase de analisis de una sucesién de banco de filtro de ondiculas
tenemos el siguiente resultado, cuya prueba, que se basa en el nimero de
operaciones de la transformada rapida de Fourirer, queda como ejercicio.

Lema 20 Supdngase que N = 2", 1 < p < n y Ui, V1, U2, V2, ", Up, Up
forman una sucesion de filtros de ondiculas de p-ésimo paso. Entonces se
tiene que las salidas {x1,x2, -, xp,yp} de la fase de andlisis, correspondi-

endo al banco de filtro de ondicula del p—ésimo paso, pueden ser calculadas
usando no mds de
4N + N logy, N

multiplicaciones complejas

El resultado anterior nos dice que los bancos de filtros recursivos pueden
ser calculados de manera rapida. Aunque la descripcién recursiva es util
para el propésito computacional, es dificil trabajar con ella a nivel tedrico.

Veamos una formulaciéon no recursiva equivalente. Comenzaremos con el
siguiente resultado, cuya prueba queda también como ejercicio,

Lema 21 Supdngase que N es par, N = 2M, z € (? (Zn) y z,y,w €
02 (ZN/Q). Se tiene entonces que

D(z)xw=D(zxU(w))

Uz)«U(y) =U(z*y)

Cuando escribimos D* (z), significa D compuesto con si mismo ¢-veces,
es decir, D' = D, y, por induccién D*(z) = D (D*7!(2)). Lo mismo es
cierto para U, U’ (2) = U (U1 (2)).

Note que D : (2 (Zy) — (2 (Zy ¢ ) estéd dada por
DY (2)(n) =z (2en) ,
mientras U’ : (% (Zyoe) — €2 (Zn) esté dado por

w (n/2*) sin es divisible entre 2°
0 si n no es divisible entre 2¢

0 (w) (o) =

se tiene el siguiente resultado,
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Corolario 2 Supdngase que N es divisible por 2¢, z,y,w € ¢* (ZN/Qz) Y
z € (?(Zy) se tiene entonces que

D' (z) xw = D" (2 U (w))
Ut (zxy) =U"(z) x U (y)

Demostracién Ejercicio. |

Vamos ahora a introducir una notacion no recursiva que serd equivalente
a la notacién recursiva conocida (Definicién 20).

Definiciéon 22 Supongase que N es divisible por 2P.
Sean ui, vi, Uz, V2, - - - Up, Vp, vectores dados tales que para cada £ =1,2,-- -, p,
Ug, Vg € 2 (ZN/QZ—I) .
Definimos fi = w1 y g1 = v1. Entonces inductivamente definimos fo, g¢ €
2 (ZN), para £ =2,3,---,p, como
fo = g x U (uy) (2.10)
g = g1*xU""(ve). (2.11)

Es decir:
fo=v1%U (u2), go =v1 x U (v2),
fa=v1 U (v2) * U? (u3) , g3 = v1 * U (va) * U (v3)
fo=v1%U (v2) U (v3) - x U2 (vg_1) * U1 (uy)

ge=v1 U (v2) x U? (v3) -+ - % Ut—2 (ve—1) * Uit (ve)

Notese que todos los convoluciones en la definicion de f; y g¢ implican
solamente a los v; salvo el dltimo término en fj.

Adems4s se tiene que, (ejercicio)

fo=(ge—1# U (w)) " = Ge—r# (U (ue)) ™ = Gomr * U (i)

Go =g * U (%) .

El siguiente resultado nos permite describir la salida de la fase de andlisis
de un banco de filtro de ondicula de p-ésimo paso como un conjunto de
convoluciones simples (no recursivas). También nos permite describir la
fase de reconstrucciéon de una manrea andloga.
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Lema 22 Supdngamos que N es divisible por 2P, z € (? (Zy) yu1, vy, -, Up, v,
son tales que para £ =1,2,---,p

2
Ug, Vg € L (ZN/QZ—I) .
Definimos x1,%2, -+, Tp, Y1, Y2, "+, Yp cOMo en la definicion recursiva y
flana"'afpaglaQQa"'ag;D

como en la definicion anterior. Se tiene entonces que

Ty = Dt (Z*fg)

Y

yg:De(Z*gg).
Lema 23 Supdngamos que N es divisible por 2P y sea uy,v1, - - -, Up, Vp UNG
sucesion de banco de filtros de p-ésimo paso. Definimos fi, fa, -, fp: Gp

como en la udltima definicion. Si la entrada de la {—ésima rama de la fase
de recosntruccion es xy, entonces la salida de la fase de resconstruccion
serd

Ue (:Eg) * fg.

Si la entrada de la rama final es y,, entonces la salida de la fase de recon-
struccion serd

ur (yp) *Jp-

Se tiene entonces que el p-ésimo banco de filtro recursivo puede ser rep-
resentado por una estructura no recursiva. Aunque la estructura recursiva
es conveniente para computacion, es dificil ver que se debe hacer para lograr
nuestro intento original de construir bases ortonormales para ¢? (Zy). Sin
embargo es més facil verlo con la estructura no recursiva.

Se tiene que la salida de la fase de analisis es el conjunto de vectores
T1,T2,+,Tp,Yp ¥ se tiene que

¢ (k) = D’ (z « fg) (k) = 2 fo (2°K) = (2, Roey fo) ,
Yp (k) = DP (2% gp) (k) = (2 % gp) (2Pk) = (z, Rap, 9p) ,

k=01, (N/2°) — 1.

Ademas se tiene que el nimero total de coordenadas de x1, z2, - - -, Tp, Yp
es N. Se debe esperar que estas coordenadas sean los componentes de la
expansion de z con respecto a una base ortonormal.
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Nuestro objetivo es probar que fi, f2, -+, fp, gp definido por nuestra
dltima definicién general una base de ondicula de p-ésimo paso. Para lograr
ese objetivo vamos a comenzar con el siguiente resultado.

Lema 24 Supongamos que N es divisible por 2P y g1 € (?(Zy) es tal
que el conjunto (ordenado)

N/2¢-1)—1
{Roe-1190-1} - )

es ortonormal con (N/2°71) elementos. Supogamos que ug, vp € 0* (Zpjor-1)
son tales que la matriz sistema Ay (n) es una matriz unitaria para todo
n=0,1,2,---(N/2%) — 1. Definimos

fo=ge-1x U (we) y ge-1+ U (ve),
entonces el conjunto (ordenado)

N/2%)—1 N/28)—1
{RQZka}Ig:O) U{RQZkge}]E;:O) ;

es ortonormal con N/2°~1 elementos.

El resultado anterior muestra como podemos partir un subespacio gen-
erado por trasladadas de 2! de un vector en dos subespacios ortoganales,
cada uno generado por las trasladadas 2 de otro vector. Este resultado
nos permite iterar esta division. Vamos a dar la siguientes notaciones que
nos permitirar describir mejor nuestro objetivo.

Definiciéon 23 Supongamos que X es un espacio con producto interior, U
y V supespacios de X. Supongamos que U y V son ortogonales, U L V.
Definimos

UaV={utv:uelUwveV}.

UdV se denomina la suma directa ortogonal de U y V. En particular,
si decimos U @V = X queremos significar que U,V C X, U LV y cada
elemento de x puede ser escrito como x =u+v, u e U,ve V.

Lema 25 Supdngase que N es divisible por 2°, y go—1 € 0% (Zy) es tal
(N/2871) -1

que el conjunto ordenado {Roe-1,9e—1}5_g es ortornormal y tiene
N/2'=1 elementos. Suponga que ug, vy € 02 (ZN/QZ—I) son tales que la ma-
triz sistema Ay (n) es unitaria paran =0,1,2, -+, (N/2e71) —1. Definimos

fo=g0—1xU""(ug) yge=go—1xU"" (v)
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Definimos los espacios

N/2f71) -1
Voepr = span{Rae1490— 1}1(C P : (2.12)
W_, = span {Rszn }(N/2 )1 , (2.13)
V¢ = span {R2’”‘gz ](jif )=t , (2.14)

se tiene que

Ve ®@W_p =V_yq1.

Los indices negativos en V_; deben sonar extrano, pero estan definidos
de esa manera en parte para significar la inclusion de los espacios (los espa-
cios decrecen con el indice) (V_¢ C V_;41) v en parte para ser consistente
con la notacién que se usard cuando consideremos ondiculas en IR.

Usando entonces el lema anterior, podemos probar que la salida de la
fase de andlisis de un banco de filtros de ondiculas de p—ésimo paso con
entrada z, producen los coeficientes de z con respecto a una base de ondicula
de p-ésimo paso.

Teorema 6 Supongamos que N es divisible por 2P yuy, vi, Uz, V2, - -+, Up, Up
es una sucesion de filtros de ondiculas del p-ésimo paso. Definimos f1, fa,---
como en la Definicion 22. Se tiene entonces que fi, f2, f3,- -, fp, gp; gen-
eran una base de ondiculas de p-esimo paso para (? (Zy) .

Demostracion

Vamos a probar que el conjunto

(N/2) 1 (N/4) 1

{Rarf1}), U{Rur f2};, U+ U{ Rawie fo )y (N/2 )— 1U{R2 kgp}(N/2p) 1,

es ortonormal y como tiene N elementos, entonces es una base de ¢? (Zy).

Para el caso p = 1 se tiene que el resultado es cierto ya que f1 = u; y
g1 = v1 ¥ ya hemos probado que en ese caso

{R2kf1 (N/2) IU{R 91}(N/2) 1

son ortonormales.

Aplicando uno de los lemas anteriores de manera inductiva mostramos

0y_
que {R2zkfg},(ié2 )1 es ortonormal paraf =1,2,---,py {Rzpkgp}(N/2 )-1

es ortonormal. Por lo tanto para probar la ortonormalidad del conjunto

afpaglaQQa"'
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completo nos falta probar la ortonormalidad entre los elementos de difer-
entes conjuntos. Consideremos primero algun Roey, fo y Romj fm y supong-
amos m < £. Se tiene entonces del dltimo lema que

Roerfo eW_y CV_gp1 C--- CV_p,

mientras que Rom;f, € W_,, y como por el lema anterior tenemos que
V_m L W_,,, se tiene entonces que Rom;fy;, es ortonormal a Roey fr. De
manera anéloga obtenemos que Rarrgp, pertenece a V_, C V_, y por lo
tanto es ortogonal a cada Rye;fr € W_y. |

La mejor manera de observar lo hemos hecho es en términos del siguiente
grafico:
pr — pr 1 = s =

Vfg sz — Vfl — €2 (ZN)
D D D D D
Wfp / W7p+1 / w

N
-3 /S W-2 /J W J/

Acé las flechas representan inclusién. Empezando por la derecha, parti-
mos /2 (Zy) en dos subespacios ortogonales V_; y W_; guardamos W_; y
partimos V_; en dos subespacios ortogonales V_o y W_5, guardamos W_so

y continuamos con V_s y seguimos de esta manera hasta el p-ésimo paso
donde nos quedamos con V_, y W_,.

Del hecho que

.Ig(k) = <Z5R2£kff>a€:152a"'a;k:Oala"'(N/2e)_1

yp (k) = (2, Ramgp),k=0,1,2,-- (N/2°) — 1
se tiene que la salida de la fase de andlisis del banco de filtro de ondicula de
p—ésimo paso con entrada z, es un conjunto de vectores cuyas coordenadas
son las coordenadas del desarrollo de z con respecto a la base de ondicula

de p—ésimo paso dada en el teorema anterior. En particular los coeficientes
de ondiculas pueden ser calculadas por un algoritmo rapido.

Vamos a establecer la siguiente notacién pensando en los futuros desar-
rollos.

Definiciéon 24 Suponga que N es divisible por 2P. Sea
U1, V1, U2, V2, * +, Up, Up
una sucesion de filtros de ondiculas de p—ésimo paso. Definimos

flaglanaQQa"'afpagp



60 CAPITULO 2. ONDiCULAS EN Zx

como en la Definicion 22. Definimos paraj =1,2,--- . pyk =0,1,2,---, (N/2j)—
1

3

V_jr = Roipf; (2.15)
Y—jk = Rairgj. (2.16)

En la notacion anterior la base de ondicula del p—ésimo paso generada
por fi, fa,- -, fp, gp tiene la forma

T U AP A AU RRIVE (A /R U PO | SR

Los elementos de esta base ortonormal se llaman ondiculas en Zy .

Note que en esta terminologia

N/29)—1

Vo; = span{¢,j7k}k:0)
N/29)—1

w_; = span{d),jyk},(czo) .

En general el término ondicula se usa usualmente para ondiculas en IR. Lo
que hemos hecho hasta ahora es una versién andloga para el caso finito-
dimensional. Este caso tiene su interés propio y también sirve para hacer
mas facil la introduccion del caso de ondiculas en IR.

Resumiendo nuestros resultados tenemos la siguiente “receta” para con-
struir una base de ondicula de p-ésimo paso en (2 (Zy) .

Receta: Supongamos que N es divisible por 2P. Sea w1, ug, v2, - - -, Up, Vp
unas sucesioén de filtros de ondiculas. Definimos fi, f2, -, fp, 91,92, -, 9p
como en la Definicién 22 y 9_; ; ¢_p 1 como en la Definicién 24, entonces
el conjunto

N/2)— N/4— N/2P)— N/2P)—
YOO P U CRPHY s s VARV CRPY Sk U (W09 s
es una base de ondicula de p-ésimo paso para £ (Zy).

Resulta que toda base de ondiculas para Zy se obtiene de alguna
sucesion de filtro de ondiculas usando esta receta.

Algunas veces es ttil mirar las ondiculas en Z dede el lado de la TDF.
Tenemos que (Ejercicio)

b_jo(n) = fj (n) =01 (n) 2 (n) - dp_1 (n) i (n)

@0 (n) = g; (n) = 01 (n) 02 (n) - -~ 051 (n) ; (n)
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Notese que
Y_jr = Roipfj = Raipb_jp

Y—pk = Rarkg; = Rovrpp,0,

se tiene, por un lema anterior, que

1/A)fj,k (m) _ 6727rim2]k/N1Z)7j70 (m)

G_je(n) = e ZmIRNg o (m)

para todo j, k.

Hasta acd no hemos requerido niguna relaciéon entre los filtros wug, ve
en diferentes pasos. Pareciera que no hay relaciéon posible, ya que ellos
son vectores de diferentes longitud. Sin embargo, el préoximo resultado nos
provee una manera de obtener filtros us, v que satisfagan que la matriz
sistema Ay (n) sea unitaria para cada n, directamente de los filtros w1, v,
que satisfacen esa propiedad en el nivel previo.

Lema 26 (de plegamiento (folding)) Supdngase que N es divisible por 2 y
uy € 2 (ZN) .

Defina uy en 2 (ZN/Q) por
uz (n) = w1 (n) +u1 (n+ N/2), (2.17)

entonces, para toda m,

Q2 (m) = 41 (2m). (2.18)
[Note que el lado derecho de (2.17) es periddico con periodo N/2.]

Supdngase que N es divisible por 2. Definimos uy € £ (ZN/szl) como

2f-1
ug (n) = ur (n+kN/271). (2.19)
k=0
Se tiene entoces que
G (m) =@y (2°7'm) . (2.20)

Demostracion
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i) Escribimos

(N/2)-1
{io (m) — Z Us (n) 67271-1nm/(N/2)
n=0
(N/2)—1 (N/2)—1

— Z Uy (n) e*2ﬂ'inm/(N/2) + Z Uy (n 4 N/2) e*2ﬂ'inm/(N/2)'

n=0 n=0

poniendo k = n en la primera suma y k = n + N/2 en la segunda suma
obtenemos

(N/2)—1 . N—1
Ug (m) = Z uy (k) e 2mik@m)/N Z uy (k) e 2™FCMIN — 41 (2m) .
k=0 k=N/2

La parte i) sigue por un argumento de induccién (Ejercicio). |

Este lema se llama lema de plegamiento porque us se obtiene wup cor-
tando u; en la mitad, justo antes de (N/2), plegando esta parte sobre la
primera parte y sumando. Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3 Supdngase que N es divisible de 2P, y que u, v € (2 (Zy) son
tales que la matriz sistema A (n) es unitaria para toda n. Sea uy = u, v1 =
vy para = 2,3,---p definimos

£

2¢1
ug (n) = uy (n—|—kN/2e71) ,
k=0
Y
2f-1
ve (n) = v1 (n+ kN/Zefl) .
k=0
Se tiene entonces que Ui, Vi, U, V2, -, Up, Up €S uNa sucesion de filtros de

ondiculas del p-ésimo paso.

Asi, el corolario anterior nos permite construir sucesiones de filtros de
ondiculas del p-ésimo paso a partir de dos vectores dados y por lo tanto nos
permite construir base de ondiculas del p-ésimo paso usando la receta. En
este caso diremos que tenemos una base de ondiculas con filtros repetidos.

Note que para el caso de filtros repetidos tenemos,

Y_jo(n) =701 (n)01 (2n) 01 (4n)--- 01 (21'72”) o (2j71n)
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-0 (n) =01 (n) b1 (2n) 01 (4n) -1 (2772n) by (277 ')

Bases de ondiculas de este tipo son particularmente faciles de construir
ya que se requiere solamente construir un par de vectores u, v tales que la
matriz sistema es unitaria.

Notese que si tenemos una base de ondiculas del p-ésimo pasoy 1 < j <

p, entonces
J AN J)_
(U {1/)—5,1@}1(2{)2 ) 1) U {<Pfj,k}1(cg)2 )=

=1
es una base de ondicula de j-ésimo paso.

Dado una base de ondicula del p-ésimo paso y z € ¢? (Zy), definimos
pa’ra’j = 1525"'5p

Pi(2)= > (ze k) ek

Denominaremos a P_; (z) como la reconstruccién parcial a nivel
—j de z . Esta P; (z) representa una aproximacién de z usando solamente
N/27 términos del desarrollo de z en la base de ondiculas del j-ésimo paso.
Por supuesto esta aproximacién es mas mala a medida que j crece.

Si definimos

Recuérdese que
Ve @ W_ypy=V_y41,

luego que {<p,j,k},(fi{)2j)fl U {w,j,k},(fi{fj)*l es una base ortonormal para
V_j+1 (como lo es {<p,j+17k},(fi62]71)71), luego
(N/27)—1 (N/27)—1
Pin(z)= Y. (20 k)Y e+ Y. (20 k) 0 ik
k=0 k=0

para toda z € ¢? (Zy). Por lo tanto,

P_ji1(2) = P_j(2) + Q—;(2)
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para j =2,3,---,p. Definiendo

Rj(z)=) Q-e(2),
(=1

obtenemos inductivamente que
J
2=P;j(2)+> Q(2) =P ;(2) + R (2),
=1

para todo z € (% (Zn). Asi que R_; (z) es el error que se comete al aprox-
imar z por P_;(z). Si pensamos en P_;(z) como la aproximacién a z
en el nivel —j , entonces ()_; (z) contiene los “detalles” al nivel —j + 1
que se necesitan para pasar de la aproximacién P_;(z) al nivel —j a la
aproximacién P_;q (z) en el nivel j + 1.

Ejemplo 4: (El sistema de Haar)

Vamos a usar filtros repetidos. Supongamos que N es divisible por 2P.

Definimos
1 -1
u = —,—,0,0"'O
' (\/5 2 )

1 1
= _5_50505"'50
o (\/5 V2 )

En un ejercicio de la seccién anterior se ha probado que u;, y v; forman
una base de ondicula de primer paso.

Definimos ahora uy, vy como

9t—1 2f—1_1q
_ kn
’LLg(TI,) = Zul (TL+I€N/2E 1), Vy = Z U1 (TL+ 2f—l> .
k=0 k=0
Se puede verificar que (Ejercicio)
1 1
u (0) = —,u(l)=——7,
4 ( ) \/5 4 ( ) \/5
1 1
v (0) = —, () =——,
4 ( ) \/5 4 ( ) \/5
se tiene entonces mediante un argumento inductivo (Ejercicio) que para
= 15 25 Y Y

ue(n) =0sin=23,---(N/2°71) — 1

ve(n)=0sin=23, - (N/2"1) -1

272%in=0,1,---,20-1 -1
fen)=4 —27t2gip=20"1 2147 ... 201
Osin=2020+1,--- N—1
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(n) = 272 6in=01,---,26 -1
I = 0sin=220+1,2¢42,---,N

Por lo tanto se tiene que para k =0,1,--- (N/2e) -1

2(75/2) Sin:2Ek,25k+1,“.,25k+2571_1
Yoer(n) =4 272 sin = 2% 4201 2% 426 4 1 20 (k1) — 1
0sin=0,1,---,2%—1,2(k+1),---,N -1

La reconstruccion al nivel ¢ para el sistema de Haar tiene una inter-
pretacién simple, en efecto se tiene que, (Ejercicio)

Pfe(z)(n):%[z(2ek)+z(2ek+1)+~~~+z(26k+26—1)]

para n tal que 2k < n < 2¢(k+ 1) — 1. Es decir, P_;(z) se obtiene de 2
reemplazando los 2¢ valores consecutivos de z en el segmento n = 2k, 2°k +
1,---,2% 421 — 1, por su promedio.

Ejemplo 5: (Ondiculas de Shannon) En el ejemplo 2 de la seccién
anterior, consideramos la base de Shannon de primer paso. Llamando u, v
de alli como w1, vy respectivamente, definimos w,, vy € £2 (Zp/30-1) como

9t—1 2f—1_1q
kn
-1
ug (n) = kgio ur (n+k N2, v = kgo vy (n—i— 2e1> .

Se puede verificar que (Ejercicio)

de (n) = 0 sin=0,1,---(N/2) =1 6 n=28 3 +1,... N/2F1 -1
¢e(n) = \/§Sin:2£1,2£1+1,-~,%—1

b (n) = \/isin:o,lj...,(n/@;lén:%&%+1 L NJ2H
051n:N/4,I+1,~~~,T—2

Definimos f1, f2, - -, fps 91, g2, - - -, gp como en la Definicién 22y ¢ x5 o—p k
como en la Definicién 24, entonces (Ejercicio)

1/’—1,0 = V1, $-1,0 = U1,

y para £ > 2
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2742 gi NJ2+t <n < NJ/2¢ — 1,
. N —N/20 <n<N-—N/2ttt -1
V-0 =9 g0 <n< N/2HT —1;N/28 <n < N - N/(2¢ - 1);
N—-N/2Ft <n<N-1

540 (n) = 202610 <n < N2 — 1, N — N/2H <n< N -1
Pt ) = 0si N/2+l <n < N — N/2t+1 — |

Ejemplo 6: (Ondiculas de Shannon reales) En el ejemplo 3 de
la seccién anterior, consideramos la base de Shannon real de primer paso,
que era una modificacién menor de la base de Shannon de primer paso.
Aplicando el procedimiento iterativo descrito en el ejemplo anterior para
este caso, tenemos entonces (Ejercicio)

y para £ > 2

2U=1/2 i p = N/2MH1 N — Nj2t+!
20/2 6i N/20H1 41 <n < N/2¢ — 1,
N-N/2t+1<n<N-N/2H 1
Vg0 (n)= 2=1/2j si n = N/2¢
—206=1/2j sin = N — N/2¢
0si0<n< N2 —1;N/28 +1<n<N-N/2' -1,
N-N/2Hl41<n<N-1

20261 0<n<N/2H' —1;N-N/2"'+1<n<N-1
R 2(=1)/2j i n = N/2¢+1
—20=1/2j sip = N — Nj2t+!
0si N2l 4+1<n <N - N/24 — 1.

Ejercicios

1. Suponga que N es pary z € 2 (Zy)
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i) Demuestre que

(D (2))" (n) = 5 (2(n) + 2 (n + N/2))

1
2
para toda n.

Sugerencia: demuestre que DFT N/2 puntos de D (z) coincide
con la DF'T de N puntos de @ para z* (n) = (—=1)" z (n) .

ii) Demuestre que (U (z))" (n) = % (n), para todo n.
2. Suponga z,w € (? (Zy).
i) Demuestre que (z x w)~ = Z x

ii) Suponga que N es par. Demuestre que (D (2))” = D (%)
iii) Demuestre que (U (2))” = U (%)

3. Suponga 1 < p < n. Demuestre que

P
Z (n —k)2"F < n2m,
k=1

Sugerencia: Use induccién en n.
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Capftulo 3
Ondiculas en Z.

3.1 Conjuntos Ortonormales completos en es-
pacios de Hilbert. (*(Z).

En este capitulo consideremos senales infinitas las cuales son, en general,
no periodicas, es decir, consideremos sucesiones de nimeros complejos de-
notadas por

0 mas consisamente,

2= (2(n)hez -
Para poder hacer céculos significativos, z no debe ser “muy grande”, mas
precisamente pediremos que z sea cuadrado sumable

Z |z(n)|? < oo.
neZ

Denotamos por el espacio de todas las sucesiones complejas cuadrado sum-
ables en Z, por

(%) = {z = (2(n)),ez : 2(n) € C para todo n Z | 2(n) |?< oo} .

neZ

Se puede probar que ¢?(Z) es un espacio vectorial sobre € bajo las opera-
ciones naturales, coordenada a coordenada, de suma y producto por escalar
(Ejercicio). Ademds podemos definir para z,w € ¢*(Z)

< z,w >= Z z(n)w(n).

neZ
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Se sigue que < -,- > es un producto interior complejo en ¢?(7Z)(Ejercicio).
Definimos la norma en ¢%(Z) como

1/2
|z =vV<22>= (Z | z(n) |2> :

neZ

Con esta norma se tiene que ¢?(Z) es un espacio de Hilbert es decir un
espacio normado completo.

Una sucesién {fi},cz C H, un espacio de Hilbert se dice ontonormal
completa si es ortonormal y si

< f, fr >=0,Vk € Zimplica quef = 0.

defina por
1 , si n = 3j
ej(n){ 0 . _ J

es un conjunto ontonormal completo de £%(ZZ).

La sucesion {¢;} ¢4

Tenemos el siguiente resultado general.

Teorema 7 Supongamos que H es un espacio de Hilbert, {fj}jGZ un con-
junto ortonormal en H. Entonces se tiene que {fj}jGZ es un conjunto
ontonormal completo si y solo

f=> <faj>a;, VfeH

JEZ
Una caracterizacion importante es la siguiente.

Lema 27 Sea {aj}jez un conjunto ontonormal en H. Las siguientes
proposiciones son equivalentes,

(i) {a;};cqy s ontonormal completa.

(ii) (Identidad de Parseval) Para toda f,g € H

<fg>=> <fa;><ga >
JEZL

(#ii) (Identidad de Plancherel) Para toda f € H

1 17=)" 1< fa5 >

JEZ
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Otro espacio de Hilbert de gran importancia, es el espacio de las fun-
ciones cuadrado integrables,

s

H(kmwn—{f:kmwyec Lﬂmfdo<a},

—T

con producto escalar complejo

)= 5= [ 1@
y norma

M=t = (g [ wisera)”

El sistema trigonométrico es el conjunto de funciones {em(’}n ez - e tiene

que el sistema trigonométrico es un conjunto ontonormal completo en L? ([, ) .

Otro espacio importante para nosotros (de Banach, no de Hilbert) es el
espacio de las funciones integrables,

us

Ll([—w,w])—{f: [-7,7] = C: |f(9)|d9<oo}.

—T

Se tiene que
L*([-m, n]) € L'([~=, 7).

Para L?([—m, 7]) se tiene el siguiente resultado andlogo al visto para un
espacio de Hilbert general H,

Lema 28 En el espacio de Hilbert L?([—m,7]), tenemos

i) St z=(2(n))nem) € (*(Z), entonces la serie
Z Z(n)eine
ne
converge a un elemento de L*([—n, 7).
i) Si f € L?([—m,7]) se tiene que la sucesion {<f, ei"9>}nez € (2(Z) con

us

DL E) P =117 = L[ 1po)12ae
2

neZ -
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ii) Si f,g € L*([—m,7]); entonces

<fa g> = Z <fa ein0> <ga ein9>

neZ

i) Para cada f en L*([—m,7]) se tiene que

f(e) _ Z <f; ein~> einﬁ,

neZ

en sentido de la convergencia en L?([—m,7]).

Ejercicios

1. Sea > w(n) una serie de nimeros complejos.
ne

i)

ii)

i)

ii)

(Criterio de Cauchy) Demuestre que Y. w(n) converge si,
neZ
y sélo si para cada € > 0, existe un entero N tal que para todo

m >k >N,

k m
Z w(n)+2w(n) <e
n=—m n=k

(Criterio de comparacién) Sea {a (1)}, 5 una sucesiéon de
numeros reales no negativos tales que |w (n)| < a (n), para todo
n > N, para algin n € Z. Si Y a(n) converge, demuestre
ne
que > w(n) converge.
ne

Si > w(n) converge absolutamente, demuestre que Y. w (n)

neZ nez
converge.

Demuestre que la serie Y. m converge, pero no converge ab-
neZ
solutamente. En particular, no es cierto que, con la definicién
de convergencia en esta seccién, la convergencia de Y w(n)
neZ
implique que lim w (n) = 0.
n—oo

Demuestre que > w (n) converge absolutamente si, y sélo si
ne

o0 (o]
STw(n)y Y, w(—n) convergen absolutamente.
n=0 n=2
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iii) Demuestre que si > w(n) converge absolutamente, entonces

ne
lim w(n) =0y lim w(—n)=0.

o0 sz . .
3. Sea {z,},_; una sucesién en un espacio con producto interno com-
plejo X. Demuestre que {z,}, ., converge en X a algin z € X siy
s6lo si ||z, — z|| converge a cero cuando n tiene a infinito.

4. Suponga M € Z, {x,},._,; una sucesién en un espacio complejo con
producto interno X y {x,},_,, converge en X a algin z € X. De-
muestre que {z,} -, es una sucesién de Cauchy.

5. Suponga que X es un espacio con producto interno y {v;};_, es un
n n

conjunto ortonormal en X. Siz= > z(j)v; y w= > w(j)v; para
i=1 i=1
escalares {2 (j)};—, {w (j)}}—,, entonces

I211* = > 1= ()1*-

Jj=1

3.2 La Transformada de Fourier y Convolucion

en (*(7L).

En lo que sigue veremos una serie de definiciones y resultados en ¢*(Z)
que son andlogos a definiciones y resultados para el caso £2(Zy,), y que por
tanto las pruebas quedan como ejercicios.

Definicién 25 La Transformada de Fourier en (*(ZZ) es la funcion
A B(Z) — T([~,7])

definida por

20) =) 2(n)e™,

neZ

en sentido de la convergencia en L?([—m,7]).
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Definicién 26 La transformada inversa de Fourier en L*([—m, 7)) es la
funcién V : L*([—m,|) — (*(Z) definida por
in 1 " —in
Fr)=(f.em) == [ fO)e™"db.

o)
Se tiene el siguiente resultado,

Lema 29 La transformada de Fourier A\ es sobreyectiva en (*(Z) con in-
versa V. En particular se tiene para z € (*(Z).

i) 2(n) = (2)¥(n) = & |7 2(0)e""0do.

i) Para todo z,w € (*(Z) se tiene que

(z,w) = Y 2(n)w(n) = %/ﬂ 2(0)w(0)do = (2, %)

ne -
iii) [|21* = Lpem 12(n)* = 52 7, 12(0)2d0 = |21l

Demostracién : Ejercicio

Definicién 27 Sea z = (2(n)), oy una sucesion de mimeros complejos.
Decimos que z es sumable si la serie

neZ

Denotamos por el espacio de todas las sucesiones complejas sumables en 7L,
por

(NZ) = {z = (2(n)),,ez : 2(n) € C para todo n Z | z(n) |< oo} .

ne
Para z € (X(ZL), definimos la norma

Iz ="l =) .

neZ
Definicién 28 Supongamos z,w € (*(Z), para m € Z definimos

(zxw)(m) = Z z(m —n)w(n).

neZ

La sucesion z x w es denominada la convolucion de z y w.
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La convolucién tiene las siguientes propiedades,

Lema 30 Supongamos que v,w € {Y(Z) y z € (>(Z) entonces,
i) (=% w)(6) = (6 (6)
i) zkw =w*z
Qi) vk (wxz) = (V*rw)*z

w) || zxw [[<|| 2 [|[| w [y

Demostracién : Ejercicio

Definicién 29 Para k € Z el operador traslacion Ry : (*(Z — (*(ZL) es
definido por Ri(z)(n) = z(n — k), para toda n € Z.

Diremos que una transformacion lineal T : (*(Z) — (?(Z) es invariante
por traslacion si para todo z € (2(Z) y k € % se tiene que

Definiciéon 30 Sea § = eq, es decir
1 s1 n=0
5(”>_{ 0 si n#0.
Se tiene el siguiente resultado,

Lema 31 Supdngase que T : (?(Z) — (*(Z) es una transformacién lineal
acotada e invariante por traslacién. Defina b en (2(Z) por

b="T(9).
Entonces para todo z en (*(Z) se tiene que T(z) = bx* z.

Demostracién : Ejercicio.

Definicién 31 Suponga que z € (2(Z) para n,k en Z definimos
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Lema 32 Suponga que z,w € (2(Z). Se tiene entonces que
i) Z,2* € (*(Z) y Ryz € (*(Z) para toda k € ZL.
i) (2)"(6) = 2(0)
) (27)M(6) = 2(0 + )
i) (Riz)"(0) = e™2(0)
(
(2,

v) (R;z, Ryw) = (2, Ri_jw), para todo j, k € Z.
vi) (z, Rxw) = zxw(k), para todo k € ZL.

vii) §(0) =1, para todo 6.

Demostracién : Ejercicio.
Ejercicios
1. Para f,g € L? ([-7,7]) y a € C, defina f + g y af por

(f+9)(0)=[(0)+9(0) vy (af)(0) = af(0),

para —m < 6 < 7.

i) Demuestre que L? ([—,7]) con estas operaciones es un espacio
vectorial.

ii) Demuestre

o) =5 | 170

define un producto interno sobre L? ([—m, 7).
iii) Demuestre que L? ([—-7,7]) C L ([—m,7]).

iv) Defina

Demuestre que f € L' ([—m, 7)), pero f & L? ([-m, 7).
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2. Para a > 0 defina

a

L?([-a,a)) = {f : [~a,a] — C: I () dt < oo}

—a

Demuestre que el sistema {e“”"/ “}n cz € UD sistema ortonormal
completo en L? ([—a, al)

3. Defina L2 ([0, 7]) = {f: 0, 7] — €: [T1£(0)]do < oo}.

i) Demuestre que el conjunto {v/2sin (nf)}
ortonormal completo en L? ([0, 7).

oo .
es un conjunto
n=1

ii) Demuestre que el conjunto {1, V2 cos6,1/2cos26,/2cos 36, - - }
es un conjunto ortonormal completo en L? ([0, 7]).

4. Suponga que & : IR — C satisface que,

i) X es 27 periédica en IR : X (6 + €m) = X (0), para 0 € R.
ii) X es multiplicativa: X (6 + ¢) = X (0) X (¢) ;6,0 € R.

iii) X no es idénticamente cero en IR.

iv) X es continua en RR.

Demuestre que existe n € IR tal que,

X(0) =exp\)0,0 € R.

5. i) Demuestre que ¢* (Z) es un espacio vectorial con la suma (co-
ordenada a coordenada) y multiplicacién por escalar usuales.

ii) Demuestre que |||, es una norma ¢! (Z).

iii) Demuestre que ¢* (Z) C (2 (Z).
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3.3 Ondiculas de primer paso en (*(Z).

Vamos a caracterizar ondiculas de primer paso en ¢?(%Z), adaptando las
técnicas utilizadas en (?(Zy) a (*(Z). La gran diferencia proviene del
hecho que ¢?(Z) es infinito dimensional. En ¢?(Zy) un conjunto ortonor-
mal con N vectores genera el espacio pero un conjunto ortonormal infinito
(numerable) en ¢2(Z) no tiene por que generar todo el espacio. Asi que
vamos a poner especial énfasis en mostrar que los conjuntos ortonormales
dados son completos. Se tiene el primer resultado analogo al caso finito
dimensional,

Lema 33 Suponga que z,w € (*(Z).

El conjunto (ordenado) {Raxw}, oy €s ortonormal siy sélo si
[B(0)]* + @6 + )| =2,  para todo 6 € [0, 7).

Se tiene que (Royz, Rojw) = 0;Vj, k € Z, si y sdlo si

2(0)w(0) + 2(0 + m)w(d + 7) =0, para todo 0 € [0, 7).

Demostracion

Se verifica que { Rapw}, o4 es ortonormal si y sdlo si

1 si k=0
<“”R2kw>_{o si k#0

Para cada y € (?(Z) tenemos que

si n es par
si n es impar

4370 = (15 (1) = {2
De lo anterior se obtiene, poniendo y = w * w, que
wx W+ (wx*w)* = 20,
lo cual es equivalente a

(w @)™ (0) + ((w* w)")"(0) = 2

para toda 6.
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Del lema anterior obtenemos que

(w* )" (0) = @(0)(w)"(0) = B(O)w(0) = w(0)|?

(w+ @))6) = (w + @) (O + ) = |7(6 + )
Sustituyendo se obtiene la equivalencia y se demuestra (4) (ii) Ejercicio. I

Las siguientes definiciones son similares a las correspondientes para el
caso 2 (Zy) .

Definicién 32 Para una secesion z = (z (n)) definimos las sucesiones

neZ

D(z)(n)=2z(2n);neZ

Y
| z(n/2) sin es par
Ulz)(n) = { 0 sin es impar
D:0? (L) — *(Z) yU: 0> (%) — (> (%)
Ademds

D" (z)(n) = 2z(2Mn)
z(n/2™); sin es miltiplo de 27
0; si n no es mailtiplo de 27

ur(z)(n) =

D es denominado el operador submuestreo y U el operador sobre-
muestreo.

Definicién 33 Suponga que u,v € (2 (Z). Sea
B = {RQku}k cZU {RQk’U}k [SY/&

Si B es un conjunto ortonormal completo en (? (Z), entonces diremos que
B es un sistema de ondicula de primer paso para ¢? (Z).

Definicién 34 Suponga que u y v € ¢2 (Z). La matriz sistema de u y v
sera la matriz definida por

1 W () v (o)
2| a@+m) 60+



80 CAPITULO 3. ONDiCULAS EN 7.

Vamos a asumir, para propositos futuros, que u y v pertenece a ¢! (Z)
y no solamente a 2 (7Z)

Teorema 8 Suponga que u,v € (* (Z). Entonces
{RQku}k cZu {RQk’U}k SY/A

es un conjunto ortonormal completo en (2 (Z) siy sdlo si la matriz sistema
de u y v,A(0), es unitaria para todo 0 en [0, 7].

Demostracion

Por el resultado anterior se tiene que { Ropu}, 5 es ortonormal si y sélo
si la primera columna de A (¢) tiene norma 1 y lo mismo para { Raxv},cy-
Ademads los elementos de {Raxu}; 5 son ortogonales a los elementos de
{Rakv} ey iy solosi las dos columnas de A (6) son ortogonales para casi
todo 6. De lo cual se tiene que {Ropu}) cp U{R2kV '}y €8 ortonormal si y
s6lo si A (0) es unitaria para casi todo 6. Sin embargo como u y v pertenecen
a ' (k), @, son continuas lo cual fuerza a que la matriz A () sea unitaria
en todo [0,7]. Para finalizar la demostraciéon, debemos mostrar que si
A (0) es unitaria para todo 6, entonces el conjunto ortonormal { Raogu}, o U
{Rakv} ey s completo en (2 (ZZ).

Vamos a mostrar que para todo z en ¢ (Z) se tiene que

z= Z (z, Rogu) Rogu + Z (z, Rogv) Rogv.
keZ keZ

Por una parte se tiene que

(zx @) (m) si m es par
0 si m es impar,

(D (o) m) = {

asi que

uxU (D (z+a))(n) = Z u(n—m)U (D (z*a))(m)

meZ
= ) u(n—2k)(z+i)=(2k) = Y Ropu(n) (z, Rayu) .
keZ keZ

Reeplazando v por u y sumando las dos identidades obtenemos,
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> (2, Rogu) Rogut Y (2, Rogv) Rogv = usU (D (2% @) +vsU (D (2 % 7)) .
keZ keZ

Utilizando el mismo procedimiento que en la demostraciéon del lema
anterior, obtenemos

uxU (D (z*w)) " (0)+ (vxU (D (2%0))) " (6)
=u(0) [ OFO) +2(0+m)a@+m)]|+0(0) 5 [20)0(0) +2(0+m) 5@+ )
=2(0).14z20+7).0=2(0).

De lo cual se deduce (aplicando transformada inversa) que

uxU(D(zxu))+v+xU(D(zx0)) =z
Es decir, que para todo z en ¢? (Z) se tiene que

> (2, Rogu) Rogut Y (2, Rogv) Ropv = usU (D (2 % 1)) +vs(D (2 % 0)) = 2
ke keZ

que es lo que se querfa demostrar. Nl

Notese que la identidad anterior muestra que un banco de filtros similar
al del caso (2 (Zy) se puede utilizar en el caso ¢? (Z) para obtener las fases
de analisis y sintesis.

Un sistema de ondiculas de primer paso {Raopt}, oy U{Rorv} e , Dara
0?2 (Z) con u,v € (* (Z), automaticamente genera una base de ondicula de
primer paso para ¢? (Zy), por un proceso conocido como periodizacién.

Lema 34 (Ondiculas periodizadas para €* (Zy). Supongamos N par, dig-
amos N = 2M 1y supongamos que u,v € £* (Z) son tales que {Ropu}ycq U
{Raiv}cqg €5 un sistema de ondiculas de primer paso para (* (Zy). Defin-
imos u(ny, uny en 0% (Zy) por

uny (n) = Zu(n—kk]\]) y vy (n) = Zv(n—kk]\]).
keZ ke

FEntonces N1 N1
{Rarun) by U {Rarvn) }g

es una ondicula de primer paso para (? (Zy).

Demostracion
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Se tiene que,

N—-1

n=0 n=0 keZ
N-1
= Z Z u(n+ kN) e~ 2mintkNym/N Z Z (n+ kN)e 2minm/N
n=0 k€7 kEZ n=0
; —2m™m
_ / —2milm/N _ n )
Z u(l)e U ~

LeZ

Como u es 2w periodica se tiene que
. (m+ M) = 9 m+ M . 2mm o 27Tm+
Uy (m =u|-2r—y =u\l-—y ) =il s

Sustituyendo v para u, se tiene que la matriz sistema A (n) para u(,) y

v(n) es igual a la matriz sistema A (0) de u y v cuando § = =27 y como
A () es unitaria para toda 6, ya que u y v generan un sistema de ondicul
de primer paso, se tiene que A (n) es unitaria para todon =0,1,2,--+-, N —

1. De lo anterior se deduce que {RQkU(N)};::Ol U {ngv(B)}i\:Ol es una
ondicula de primer paso para £2 (Zy) .

Ejercicios

1. Seanw, z € ? (Z). Demuestre que el conjunto coordenada { Ropw} .5
es ortonormal si, y solo si

1, sik=0
<“”R2’““’>_{ 0,sik+#£0

2. i) Demuestre que D : (?(Z) — (?(Z), es una transformacién
lineal la cual es sobreyectiva pero no es inyectiva.

ii) Demuestre que U : ¢ (Z) — % (Z) es una trasformacién lineal
que es inyectiva pero no es sobreyectiva.

3. Sean z,w € ¢? (7). Demuestre que
1) U(zxw)=U (2) «U (w)

ii) (U(2))” =U(2);
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iil) (zxw)” =Zxw

1/v2,sin=0
4. (Sistema de Haar en Z) Defina u,v € /2 (Z) por u(n) = ¢ —1//2,sin=1
0, en otro caso

V(n)_{ 1/v/2,sin =061

0, en otro caso

i) Demuestre directamente que {Roru},cp U {R2rV },cpy €5 un
conjunto orotonormal completo en ¢2 (Z)

Sugerencia: Demuestre que para z en (2 (Z)

z2(2m) = ((z, Ramu) + (z, Ram V')

L
V2
z(2m+1) = % ((z, Ram V') — (z, Ramu)) .

ii) Demuestre que la matriz de sistema A (6) es unitaria para todo
6.

iii) Para z € (2 (Z) sea
P(z)= Z (z, Rav) Rojv.
kez

Demuestre que
P(z)2m)=P((z)2m+1)=(z(2m)+ z(2m+ 1)) /2.

Asi, se tiene que P (z) reemplaza z (2m) y z (2m + 1) por sus
promedios.

3.4 El paso de Iteracion para ondiculas en 7.

En la seccién anterior vimos que si podemos construir u, v € £ (Z) tal que
la matriz sistema A (f) de v y v es unitaria para todo 6, entonces podemos
dividir ¢? (Z) en dos conjuntos generados cada uno por las trasladadas
pares de u y v respectivamente. En esta seccién vamos a tratar de iterar
esa divisién de manera andloga a como lo hicimos en el caso de ¢ (Zy).

Vamos a comenzar con el siguiente resultado.
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Lema 35 Supongamos que{ € Ny go_y € (% (Z) es tal que { Roe-13,90-1} e
es ortonormal en (2 (Z). Supongamos que u,v € £* (Z) son tales que la
matriz sistema A (0) de v y v es unitaria para toda 0. Definimos

fo=g1x U (W) go=go1 x U (v).

Se tiene entonces que el conjunto (ordenado)

{Roen fe}pem U{Rotk 9t} ez

es ortonormal .

Demostracién
Si U (u), U1 (v) € 01 (Z), entonces fo, g¢ € £ (%), por definicién.
Note que (Ejercicio)
fr= g1+ U (u)" = ger + U1 (0),

de lo cual se obtiene que

(fo; Ry fe) = fox fo (2%)
y ademds

(gg,l * Ueil (u) * ggfl * Ueil (ﬁ,)) (2ek)
= (ge—1 * Ge—1)* (U (ux @) (2°k) =3, ez (9e—1 % Ge—1) (2°%k — n) u* = (u ) (n).

Como

(uxa)(m),sin=21m
0, en otro caso,

(Uef1 (ux)) (n) = {
se tiene que

(fo Rocun fo) = Y (ge-1% Ger) (27 (2k — m)) (ux @) (m)
meZ

Del hecho que

1sim =2k

(ge—1 % Ge—1) (2E71 (2k —m)) = (ge-1, Rye-1(2k-m)ge-1) = { 0 en otro caso

se obtiene que

(fo, Roer fo) = ux 1 (2k)) = (u, Rogu) .

como A () es unitaria para todo 6, se tiene que



85
. 1sik=0 .
1) (fe, Roer fo) = (u, Rapu) = 0sik#£0 De manera analoga se ob-
tiene que

ii) (ge, Roerge) = { (1) : Z ; 8 El hecho que A () es unitaria tambien

implica que (u, Roxv) = 0, para todo k € Z. Usando lo anterior y el
resultado para primer paso obtenemos que, (Ejercicio).

iii) (fe, Roey fe) = 0, para todo k € Z.

i),44) y iii) demuestran el resultado deseado. il

También tenemos el siguiente resultado para ¢* (Z) andlogo al caso
A (ZN )a

Lema 36 Sean u,v,gr—1, fo y ge definidos como anteriormente. Defina

Vo = {Z 2 (k) Ryr-1xge—1: 2 = (2 (k)) ey € O (Z)}

keZ

Ve = {Z 2(k)Roerge : 2 = (2 (k) e € O (Z)}

keZ

W, = {Z 2 (k) Roerfo: 2 = (2 (k))erg € O (Z)}

keZ

Se tiene entonces que V_gy1,V_g, W_y, son subespacios de (* (Z) (ejer-
cicio) y
Ve ®@W_p =V_pq1.

Definicién 35 Suponga que p € N y f1, fo, -+, fp, gp € (> (Z). Sea

B ={Rarfi}rer V{Rakfotyemr U U {R2Pkfp}kez U {RQPkQZD}keZ :

Si B es un conjunto ortonormal completo en (? (Z), diremos que B es
un sistema de ondicul de P-esimo paso para (? (Z). Diremos que f1,- -+, fp, Gps
generan a B. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 9 Sea p € IN. para { = 1,2,---,p supongase que ug, vy € {1 (Z)
son tales que la matriz sistema
1 iy (0) ¢ (0)

AO) =T | G 0+7) 600+ |’
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es unitaria para toda 6 en [0,7). Defina f1 = u1,91 = v1 e inductivamente
para £ =2,3,---,p

fo=090—1xU" (w);90=ge—1 x U (vg).

Defina B = {Roepfe ik € sl =1,2,--,p} U{RorkGp} ey Entonces B
es un conjunto ortonormal completo para (* (7).

Demostracion

{Roey fo} e €5 ortonormal para £ = 1,2, - - -, p por resultado anteriores,
lo mismo para { Rarkgp} ;o Solamente se necesita chequear ortogonalidad
entre conjuntos diferentes. Sim </ <py k € 7 se tiene que

RoepfeeW_, CV_y1 C---CV_p,

y lo mismo para Rarirgp en lugar de Roep fo v para todo j € Z, Romj fp, €
W_, e lo cual se concluye la ortonormalidad entre cojuntos diferentes.

Veamos ahora que B es completo suponga que z € ¢? (Z) es ortogonal a
B; se tiene entonces que z es ortogonal a W_{UW_oU---W_,UV_,; como
W_, ®V_, = V_p,41 esto implica que z es ortogonal a V41, siguiendo este
procedimiento concluimos que z es ortogonal a W_y & Vi = (2 (Z), de lo
cual se deduce que z = 0. I

Se puede hacer la division infinitamente, lo cual lleva a la siguiente
definicién
Definicién 36 Sea f, € (* (Z), para £ € N sea
B ={Roefo: ke, e N}.

Si B es un sistema ortonormal completo de (% (Z), diremos que B es un
sistema homgéno de ondiculas para (? (Z).

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 10 Supdéngase que para cada £ € IN, ug, vy € 01 (%)

1 e (8) ¢ ()
4O =7 | 4,0+ 7) 00 (6+7)

es unitaria para todo 0 € [0,7). Defina f1 = u1,g1 = v1 inductivamente
fo=ge1* V7 (ug), 90 = g1 * U™ (vg) ; V0 € IN

B ={Rytrfe}rempen -

es un conjunto ortonormal completo.
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Demostracion

Para demostrar la ortonormalidad de B se una la misma argumetacién
que en las pruebas anteriores y la observacion de que para cada dos elemen-
tos de B existe p suficientemente grande tal que el sistema de ondicula de
p-ésimo paso contiene a dichos dos elementos. Para probar la completitud
de B supongamos que (z, Roey, fo) = 0 Vk € Z, V¢ € IN ; esto implica que
z es ortogonal a W_;;V € IN y por cada z pertenece a v_j;V; € IN (Ejer-
cicio). En efecto, veamos primero que z € V_1; como £ (Z) =V_1&W_4,
existev_; € Vo1 yw_1 € W_;j talesque z =v_1+w_y ycomo V_; L W_;
se tiene que (v_1,w1) = 0, entonces

(w_y,w_1) = (Vo1 +w_1,w_1) = (z,w_1) =0

lo cual implica w_; = 0 y por lo tanto z = v_1 € V_; ( inductivamente

en ¢). Como z € eﬂlNVg = {0}, concluimos que z = 0, lo cual implica que
€

B es completo. Il

Notese que es posible escojer uy = ui, vy = v; para todo £ en IN. En
este caso veremos que tenemos filtros repetidos.

La notacién méas estandar para ondiculas es

Y_jr = Roipfj
Y_jr = Roipg;

En esta notacion, el sistema de ondicula de p-ésimo paso toma la forma
B={¢y_jr: ke N ke Z}.

En este caso ¢, la ondicula padre, desaparece de escena, dejando solamente
a 1. La ondicula madre y sus descendientes.

Ejercicios
1. Sea z en (% (Z). Demuestre que
(U(2)"(0) = 2(20),
para todo 6.
2. Sea H un espacio de Hilbert y {axr},cpp, U{br}ren

vV = {Z z(k)ak:z—(z(k))k€Z€€2(Z)}

keZ
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W= {Zz(k)bk:z_(z(k))kGZGZQ(Z)}

keZ

Demuestre que
V1w,

es decir, para todo v € V y w € W, (w,w) = 0.

Sugerencia: Primero demuestre que (v, by) = 0 para todo k € ZZ.



Capftulo 4
Ondiculas en IR

4.1 [L*(R), Convolucién y Transformada de
Fourier

Consideraremos ahora el espacio de las funciones cuadrado (Lebesgue)integrable
en IR a valores en C,

L*(R) = {f:]R—>@:/ |f(x)|2dx<oo}
R
L?(R) es un espacio vectorial en € con las operaciones de suma punto a

punto y multiplicacién por escalar (Ejercicio).
Para f,g € L?(IR), definimos

(f, ) = /R H@)a(a)dz.

(-,+) es un producto interno sobre L?(IR (Ejercicio).

Ademés L2(IR es un espacio normado con norma,

1l = (. Y2 = (/R |f(x)|2dx>1/2

M4s atin, L?(IR) es un espacio de Hilbert con este producto interno.

Otro espacio importante para nosotros es el espacio de las funciones
(Lebesgue) integrables,

Ll(]R)—{f:]R—>®:/1R|f(:c)|d:c<oo}.
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1l = /R ()| da

Con esta norma L!(IR) es un espacio normado completo (de Banach).

En este caso no hay ninguna relacién de contencién entre L?(IR) y
L'(R).

Ahora consideramos la convolucién para f, g € L%(IR),
Definicién 37 Dadas f,g € L?>(IR), para cada x en IR definimos
(f * 9) / fo-

f *g se denomina la convolucién de f y g.

Como en el caso (*(Z), f * g no necesariamente pertenece a L?(IR)
para f, g en L?(IR), sino a L*(IR),

[ 1@ =saa < ( [ 156-ay) - (/1R|g<y>|2dy)1/2—|f|2|g|2.

Sin embargo tenemos el siguiente resultado,
Lema 3% Supongamos f,g € L*(IR). Entonces para todo x en IR se tiene

quc
(f ) /fx—

converge absolutamente y

I *glly < I1F1ly llglly
ii) Supdngase que f € L*(R) y g € L*(IR), entonces f * g € L*(IR) con
1 *glly < 11f1l5 llglly

El siguiente resultado da las propiedades bésicas de la convolucién,

Lema 38 Sean f,g,h € (*(IR), se tiene

i) (fx9)"E) =f©)3&) .veeR
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i) (fxg)=gxf
iii) fx(gxh)=(f*g)xh

Para definir la transformada de Fourier sobre L?(IR), vamos a con-
siderar la familia de funciones

Fe(z) =™, z€R
Dada f en L*(IR) estudiaremos el producto (f, F¢) = [ f( Fe(z)dx =

[ f(x)e™ " dx. Puede suceder que esta integral no converja absolutamente
para f en L?(IR) y algin ¢ € IR.

Si f € L*(IR), se tiene que para cada & € R.

] [ i) < [ g@ania,

lo cual nos permite hacer la siguiente definicion

Definicién 38 Supongamos f € L*(IR) y & € IR definimos

= /R f(x)e 8 de

la transformada de Fourier de f.

Supongamos que f € L?(IR), sabemos que no podemos definir f pun-
tualmente. Por lo que utilizamos el siguiente procedimiento,

Definicién 39 Supongamos f € L?>(R) y & € R y sea { fn}5°, una sucesion
de funciones tales que fr, fn € L*() ¥y fnf en L?(R) si n — oo definimos
f como el limite en L? de la sucesion {fn,}52,.

Se puede probar que esta definicion es independiente de la sucesion
aproximante { f, }>2; (Ejercicio). Ademds, las dos definicciones coinciden
cuando f € L*(IR) N L*(IR) (Ejercicio).

Usualmente si f € L?(IR) tomamos para cada N € IN

flz) st |z| <N
f"(x){ 0 si |z|>N
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Se tiene entonces que f,, € L'(IR) para todo n (Ejercicio) y por lo tanto la
podemos usar como la sucesién aproximante de f para definir f, y entonces

f© = lim [ f(z)e " da,

n—oo
—n

en sentido de norma L2.

La transformada inversa de Fourier se define de una manera similar,

Definicién 40 Para g € L'(IR) definimos la transformada inversa de

Fourier ¢ como

¢¥(z) = /1R 9(€)e " de

Note que

En este contexto se tiene también en version de transformada inversa de
Fourier en L?(IR)como el limite en norma L? de las transformadas inversas
de Fourier de una sucesién aproximante,

g’(z) = lim g, ().

n—oo

Entonces se tiene,

Teorema 11 La transformada de Fourier " : L?>(IR) — L*(IR) es sobreyec-
tiva con inversa la transformada inversa de Fourier,

f@) = ()'@) = 3= [ Fleeie aem
para todo f € L*(IR). También se tiene que
(f)"=r
Mads ain, se tiene que
i) Identidad de Parseval: <f, §> =27 (f,g) para f, g€ L*(R).

ii) Identidad de Plancherel: HfH =2 ||f|l , Vf € L*(R)
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La férmula de inversiéon de Fourier tiene esencialmente la misma inter-
pretacién que el contexto discreto. Cuando & crece en magnitud, e’¢ como
frecuencias puras, son cada vez mas rapidamente oscilantes. La formula de
inversién dice que estas diferentes frecuencias pueden ser “sumadas” con
pesos f (¢) para recuperar la funcién f, si se tiene la frecuencia €**¢ en la
reconstruccion de f .

Definicién 41 Si f : IR — C y y € C definimos la traslacién R, por

(Byf)(x) = f(z—y)

y f: IR — C por ~
f(x) = f(=x)

Se tiene entonces las siguientes propiedades

Lema 39 Sean f,g € L*(R) y x,y,& € R, se tiene que

D) (N =F©
i) (Ryf)"(€) = e ¥ f()
iii) (R.f, Ryg) = (f, Ry—z9)
iv (f, Ryg) = (f *9)(y)
La transformada de Fourier diagonaliza todas los operadores acotados

invariantes por traslacién. Una transformacién lineal T': L?(IR) — L2(IR)
se dice invariante por traslacién si para todoy € R y toda f en L?(IR),

T(Ryf) = Ry(T(f))

Como en el caso discreto se tiene que cada transformada lineal acotada, in-
variante por traslacién, T': L?(IR) — L?*(IR) es un operador de convolucién
es decir existe b € L?(IR) tal que

T(f)=bxf , VEeR

Aplicando inversién de Fourier obtenemos que

1)) = 5= [ Befe) e

Asf que T lo que hace es susstituir los “coeficientes” f(£) en la formula de
inversién de Fourier por b(&) f(§) ; es decir que T actua como un operador
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diagonal respecto al sistema {F¢} ¢ceRr - En este este sentido diremos que la
transformada de Fourier diagonaliza operadores invariante por traslacién.

Un ejemplo de transformacion lineal invariante por traslacion lineal in-
variante por traslacién es la derivada ya que

D@ = L=l = (L) @9 = R F @,

aunque la derivada no estd definida en todo L?(IR) ni es un operador aco-
tado. En particular, si derivamos formalmente dentro de la integral con
respecto a x se que

Fa)=— [ iefeeneae,

:27TR

Asi que el operador derivada corresponde al multiplicador de Fourier £ y
la derivada es diagonalizada por el sistema de Fourier. Esta es la razén
por la cual prevalecen las técnicas de Fourier en el estudio de ecuaciones
diferenciales.

Definiciéon 42 Dada f:IR — Cyt e R,t >0, definimos f, : R — C por
1,/
) =25 (3)-
Lema 40 Sea f en L?(IR) y t > 0, entonces se tiene que

(f)"(€) = f(te),

para todo £ € IR.

Ejercicios

1. Defina suma y multiplicacién sobre L? (IR) por

(f+9)(x) = [f(@)+g(2)
(@f)(x) = af(z)

Demuestre que L? (IR) con estas operaciones es un espacio vectorial

2. Demuestre que (f, g) = [ f () () dz es un producto interno sobre
L? (IR)
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3. Sea f € L'(IR). Demuestre que f es continua en cero de las dos
siguientes maneras

i) (Método elemental) Escriba

FO)—f0)= /R f (@) (7€ — 1) da

fije ( # 0 y tome

1 1
A =<z D — =<z s —_—
(©) { €ER IIS\/m}yB(O { €ER:[z|> ICI}

sobre la region A (¢) use la desigualdad
e = 1] <] < VI

sobre B (¢) use que |e7™¢ — 1| <

Deje ¢ tender a cero.
if) Aplicando el teorema de convergencia dominadaa [, f () (e7®¢ — 1) dx

(a) Sea X : R — C tal que X es multiplicativa, no identicamente
cero y diferenciable en 0. Demuestre que X (z)= e°® para algin
ceC

Sugerencia: use la definicién de derivada para demostrar que
X es derivable en cada punto de R con X'(z) = X(x) — X’(0).

4.2 Ondiculas y Analisis Multiresolucion.

Nuestro objetivo en esta seccién es construir un sistema de ondiculas,
es decir un conjunto ortonormal completo en L?(IR) que consiste de
traslaciones y dilataciones de una funcién . Vamos a necesitar algu-
nas notaciones.

Definicién 43 Supdngase que v € L*(R) y j, k € Z, definimos
¥k € L2(IR) por

V() = 29/2p(20 . — k).
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El factor 27/2 en la definicién de ;. es incluido para que todas la
;1 tengan la misma norma en L*(IR), en efecto,

. . 2 . .
sl = [ v 0| de=2 [ o - b de
R R

— [ 1wl dy = . (4.1)
R

Ademas, se puede escribir

Vik(e) =220(2x — k) = 2292 (v - 277k))
=272y j(x — 277k).

Definicion 44 Sea f : IR — C una funcion. El soporte de f, deno-
tado por sop(f) es la clausura del conjunto

{z eR: f(x) # 0}.

Diremos que [ tiene soporte compacto si sop(f) es compact, es decir
acotado. En otras palabras f tiene soporte compacto si existe v < co
tal que sop(f) C [—r,7].

Supongamos que v tiene soporte compacto, digamos ¢ (z) = 0 para
todo x tal que || > r, el radio r del intervalo es una medida del
ancho de la funcién. Entonces v; o tiene ancho /27, ya que ¢; o(z) =
20/2p(2'x) = 0 si [272] > r, es decir si [z] < 7;- Ast el efecto de la
dilatacién es comprimir é dilatar el ancho, por un factor de 27.

Consideremos el efecto de la traslacion en ;1 se tiene que ;1 es
277/2 veces la trasladada de 1o en 277k. En particular si ¢)(x) # 0
solamente en |z| > 7, se tiene que v; x(x) # 0 solo para 27 ’x - 2*jk’ <
r, lo cual es equivalente a 277k — 57 < x <277,k + 57 Asi, se tiene
que ;, tiene el mismo ancho 57 que 1;, es centrado en 277k en
lugar de cero.

Definicién 45 Un sistema de ondicula L?(IR) es un conjunto ortonor-
mal completo en L?(IR) de la forma

{wj,k}jykez ’

para alguna ¢ en L*(IR). Las funciones ;1 son llamadas ondiculas.
La funcion ¢ es llamada la ondicula madre.
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. . ’ 2
Si{t)jk}; pez €8 un sistema de ondiculas, entonces cada f en L*(IR)
puede ser escrita como

F=Y" (fin) bn. (4.2)

kEZ jEZ

Esta identidad es denominadala identidad de ondicula y la funcion
de L*(R) en (*(Z) que manda f en {(f,¢;k)}; ez e denomina la
transformada discreta de ondicula.

La identidad de ondicula deberia ser interpretada de la siguiente man-
era. Normalmente la ondicula madre 1) es concentrada cerca del ori-
gen, si suponemos que ¥ tiene “ancho” alrededor de 1, se tendria que
;1 estard centrada en el punto 277k y tiene ancho 277 Asi que
;1 serfa la ondicula madre 9 vista a escala 27. Como los coeficientes
de ondiculas (f,1; ) es el peso del término v, ; en la identidad de
ondicula;(f, 1; ) se pueden considerar como el valor que mide cuanto
hay de f cerca de 277k en la escala 277. Podemos pensar la identi-
dad de ondicula como la representacién de f en sus componentes a
diferentes escalas 277 y centradas en diferentes posiciones 2~7k, para
J, ke .

Antes de considerar la construccién de sistemas discretas de ondiculas
discutiremos una formula que es similar a la identidad de ondiculas,
excepto que envuelve una integral en lugar de una suma e incluye
todas las posibles traslaciones y dilataciones positivas.

Lema 41 (Formula de Calderén) Suponga que v € L*(IR) N L?(IR)

es tal que
JRGIOE
0 s
Y - )
[ o] 5=
0 S

Para t > 0,y € R, defina ¥4(x) = (%)1/’(%)

o) = o ()

Entonces para toda f en L?(IR), se tiene que

i) f(z) = fooo(d)t 5 1) % (@)% 6, equivalentemente

i) f(x) = [ Jr (- 00) of (x)dy Sk
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La identidad i) es conocida como la férmula de Calderén. La iden-
tidad ii) es un andlogo continuo de la identidad de ondicula. Esta iden-
tidad dice que cada f en L?(IR) se puede escribir como una suposicién
integral de las funciones bésicas {1} },~¢ ,cr - Razonando como en la
discusién para la identidad de ondiculas, las funciones ¢¢ se pueden
considerar que tienen escala t estan concentradas en y. La funcién que
manda en el conjunto de coeficiente {(f, %)}, yer ©s denominada
la trasformada ondicula continua. Se podria esperar que la iden-
tidad de ondiculas en IR se podria obtener con argumentos analogos
a los que usamos en (? (Zy) y ¢* (%), usando la transformada de
Fourier en L? (R) en lugar de versiones anteriores. Desafortunada-
mente estos argumentos no funcionan en el caso de L? (IR). Veamos
la razén. En los casos (2 (Zy) , ? (Z) la estructura de traslacién en
la base de ondicula era compatible con el conjunto entre parentesis.
En particular pudimos verificar que { Raxu},, es ortonormal si y sélo si
wkx U+ (u*@)" = 26, donde § estaba en (2 (Zy) 6 ¢? (Z). Entonces se
podia aplicar la transformada de Fourier y obtener la condicién cor-
recta. En L2 (IR) no hay un elemento que corresponda a §, una funcién
que sea 1 en el origen y cero en otras partes es equivalente a la funcién
oen L? (R) ademés en L?(IR) estamos trabajando con un conjunto de
trasaciones discretas; pero el espacio entre parentisis no es discreto.
La condicién de que {‘/’j,k}J; wez Produce solamente un conjunto dis-
creto de condiciones el cual no corresponde a ninguna funcién. En
vez de usar los argumento de la teoria discreta de ondicula, encon-
traremos una manera de usar los resultados en £%(Z) para construir
ondiculas en L?*(IR). La idea bésica es construir una sucesién cre-
ciente de subespacios {V;} y dividir cada uno en dos partes. En el
caso de L? (IR) la sucesién de subespacios {V;} serd infinita en ambas
direcciones, es decir {V;} ;.. Stéphome Mallat (1989) determind las
condiciones que la sucesién de subespacios {V} }j <z debe satisfacer
para permitir construir un sistema de ondiculas.

Definicién 46 Un Andlisis Multirresolucion con funcion escala ¢ es
una sucesion {V;} de subespacio de L? (IR) que tienen las sigu-
ientes propiedades

JEZ

i) {Vj}jez es creciente, es decir, Vj C Vj1,Vj € Z.

i1) Existe una funcién @, denominada la funcién escala, tal que
el conjunto {@ (. — k)} ez €5 un conjunto ortonormal completo
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en el subespacio Vy y ademds

‘/0—{Zz(k)</7('_k):Z_(Z(k))[(ezeé2(%>}

keZ

i) (Propiedad de dilatacion). Para cada j en ZL, V; consiste de las
dilataciones por 2_j de los elementos de Vy, es decir, f(.) € Vy,
sty solo si, f (2J) eV

) 0 V) = {0}
JEZL
v) (Densidad) |J V; = L? (R)
JEL

En esta seccién demostraremos que un Anélisis Multirresoluciéon en
L*(IR) genera un sistema de ondiculas en L?(IR). De la condicién de
dilatacidn se tiene que (Ejercicio) para cada j € 7

Vi = {Z 2(k)pjk s 2 = (2(k))rezm € 42(2)} :

keZ

El enlace entre teoria de ondicula en IR y teoria de ondicula en 7
es la siguiente observacién. Como ¢ € Vo C Vi y {¢1.k}kez €s un
conjunto ortonormal completo para V; (Ejercicio), se tiene que para

reR
p(r) =Y ulk)err(z) = Y V2p(22 — k),

keZ keZ

para alguna sucesién u = (u(k))rez € (*(Z) (en realidad u(k) =
(p,p1.5);Vk € ZZ). Este es el origen del nombre ” funciénescala’ parap
(también conocida como la ondicula padre) y sugiere la siguiente ter-
minologia.

Definicién 47 Si {V;}jez es un Andlisis Multirresolucion en L*(IR)
con funcion escala ¢ la ecuacion

@)= 3 ulk)VZp(2z — k), (4.3)

keZ

es denominada la ecuacidn escala, identidad de escala 0 la ecuacion
de refinamiento. La sucesion u = (u(k))gem es denominada la sucesion
de escala.
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Se tiene el siguiente resultado.

Lema 42 Si {V;}jez es un Andlisis Multirresolucion en L*(IR) con
funcion escala ¢ y sucesion de escala w. Se tiene entonces que

{Rorutrez

es un conjunto ortonormal completo en (*(ZL).

Demostracion Reemplazando z por x — k en la ecuacién de escala,
tenemos que

pla—k) = ¥ ul@VIp2@—k) - ) = ¥ u()VZp(2z — 2k - 0)

LeZL LeZl

= 3 ulm—2k)V2p2x —m) = 3 u(m — 2k)1m ().

meZ meZL

Es decir

o) = (@ —k) = Y ulm = 2k)p1m(x)
meZ

de lo cual se obtiene que

(), o = k) = (po,0,%0k) = < > uld)prg, > ulm — 2k)<ﬂ1,m>

JEZL meZ

= 2 uld) > ulm=2k)(p1j prm) = > u(j)ulj —2k)

JEZ meZ JEZ

va que {¢(- —k)}rez es ortonormal en L2(IR). De lo anterior se tiene
que {Ropu}rez es ortonormal. il

Este resultado sugiere el siguiente punto de vista. Sabemos que suce-
siones del tipo {Rgru}, aparecen en la teoria de ¢* (Z) y permiten
dividir este espacio en dos partes ortogonales entre si. La sucesién u
corresponde a Vg C Vi, deberia haber una sucesion V', complemen-
taria a u que corresponda a la parte de V; que es ortogonal a Vj y
estas dos sucesiones u y v deberfan dar una divisiéon ortogonal de V.
La misma divisién deberia funcionar para cada V; por la propiedad
de dilatacién. El conjunto de subespacios completamentarios deberia
producir un conjunto ortonormal completo en £2 (IR), de manera sim-
ilar al caso Z, o K. El lema siguiente dice que dada una sucesién
u en (2 (K) tal que {Ropu})cy es ortonormal, existe una sucesién
complementara V en ¢ (K) tal que {Rogu} e U{R2rtV },cqg €5 un
conjunto ortonormal completo en ¢2 (7).
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Lema 43 Sea u € (*(Z) tal que {Raogulrez es ortonormal. Defina
V en (2(Z) como

V(k) = (=) ta(—k — 1) = (=1)*Tu(l — k).
Se tiene entonces que

{Rorutrez U { RtV }rez,

es un conjunto ortonormal completo en (*(ZL).

Demostracion
Como u € (?(Z) se tiene que v € (?(Z). Sea
mo(0) = > u(k)e™?.
keZ

Note que mg(f) = 4(f). Esto es lo mismo que @ () en secciones
anteriores. Vamos a cambiar la notacién acéd para evitar confusiones
y para adaptarnos a la nomenclatura cldsica. El hecho que { Rogu}rez
es ortonormal es equivalente a que

Imo(0)|? + [mo(0 +7)[> =2 c.s.
Definimos
my (0) = Z v(k)e™™®  (note que my (A) = 0 (6)).
keZ
se tiene entonces que
mi(0) = 3 (1) (1= k)T = 3 (<) uls)e
ke JEZL

Escribiendo (—1) 7 = (1)’ = (e7")” = ¢~/ obtenemos

my (0) = Z e~y (§) ed0+m) = ¢¥mg (0 + )
SEZL

Entonces la matriz

_ 1 mo (0) ma ()
A(6) = [mo(t?j-w) my (6 + )

es unitaria. (Ejercicio). De lo cual se sigue el resultado deseado
utilizando uno de los resultados anteriores de la teorfa de ¢2(Z).1

El siguiente resultado muestra que la divisién anterior de ¢2 (Z) pro-
duce una divisién de V;. Mientras la sucesion de escala u corresponde
a ¢ la sucesién V' correspondera a la ondicula madre . il
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Lema 44 Sea {V;},. 5 un Andlisis de Multiresolucion con funcidn
escala . Sea

v=(-1D)""tak-1),
definimos
D)= vk (@) =Y v(k)V2p (20 — k)
kEZ kEZ

se tiene entonces que

{ (.= k)}pem es un cojunto ortonormal en /? (R)

Defina

WO—{Zz(k)w(x—k):z_(Z(k))kGZGKQ(Z)}.

keZ

FEntonces

Vi=Vo® W

Demostracion
De manera similar a la prueba anterior obtenemos que

Y@—k)= > V(m—2k) o1m ()

meZL

s = ) = { 625

Ademss

(to.5; Yo,k) = (¥ Yo,k—j)
De lo cual se deduce que {1 (. —k)}, oy es ortonormal en ¢*(Z).
Tambien tenemos que (Ejercicio)

(¢, po.x) = (u, Rypv) = 0,Vk € Z
y
(0,5, po.k) = 0,Yk,j € ZL

Lo anterior implica que Vo y Wy son ortogonales. Como g € Vi
para cada k € Z, se tiene que Wy C Vi y por ende Vy & Wy C V.
Veamos que V3 C Wy & V. Por una parte se tiene que

- . - ) _ L,sim=j
Zu(2k—])u(m—Zk)—FZv@k—])v(m—2k) = { 0 sim Aj

keZ keZ
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De lo cual se que

S a@k-feor + Y 5(2k—j) o

keZ keZ

= D a@k—j) Y ulm—2k) o1

keZ meZ

+Z€)(2k—j) Z V(m —2k) o1k

keZ meZL

= Y (Zﬁ(%—j)u(m—%)

meZ \keZ

+ Z 02k =)V (m—2k)o1,m = p1,5
kEZ

(4.5)

Entonces ¢y ; € Vo @ Wy, para todo j € Z; de lo cual se deduce que
Vi C Vo@Wy. Por dilatacién cada Vj se puede dividir ortogonalmente
como

Vi=Vis1® Wi

Este proceso nos permite construir una base de ondiculas para L? (IR).1

Teorema 12 (Mallat) Sea {V;}, ., un Andlisis de Multiresolucion

con funcion de escala ¢ y sucesion de escala u = (u (k))yery € 0" (Z).
Defina v por
(k)= (=) alk-1)

$@)= 3 v (k) pup ().

keZ

Se tiene entonces que {wjvk}j,kez es un sistema de ondiculas en

L? (R).

Demostracion

Para j € Z defina

W; = {Z 2 (k) jg 2= (2(k))pex € € (Z)}

keZ
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{W; }j <z tiene la propiedad de dilatacién (Ejercicio), es decir, f (.) €
Woe f(27.)ew;

Ademas Vi =Vo oWy y Vi =V, @ W;, V5 € Z.

El conjunto B = {tj x}; ;¢ €s ortonormal ya que si j es fijo {tj x }1.cz

es ortonormal y si se tiene 1, ¥ ¥r 1 con j # £ se puede asumir que
7> ¢ y como

Yem EWe CVepr C--- CV; LW,

se tiene que (Yo,m, ¥k = 0.

Demostremos ahora la completitud de B. Vamos a usar las propiedades
) y v) de A.M.R que hasta el momento no habiamos usado.

Vamos a usar el siguiente resultado (Ejercicio).

Sea g € V; para algin j € Z y suponga que paratodo ¢ <j—1 g L
W, entonces g = 0.

Supongamos que f € L? (IR) es ortogonal a cada elemento de B, se
sigue que f L w; para cada j € Z. Necesitamos probar que f = 0,
para j € Z sea p; (f) la proyeccién de f sobre Vj, es decir

Pi(f) = {05k 0in

keZ

Pi(f) € Vi y (f—P;(f)) es ortogonal a V; para e < j —1, W, C
Vet1 € Vj, asique (f —pj (f)) es ortogonal a cada We. Como F' L W,
para linealidad del producto escalar se tiene que P; (f) L W, para
e < j— 1,y por el ejercicio propuesto

Ps (f) =0, para toda j € Z.

Ademsés P; (f) es la mejor aproximacion a f en Vj, es decir, para todo
h en Vj

=11 =B (DI < [1f =Rl

Por la propiedad de densidad existe una sucesién {h,} C |J tal que
J€;j

If = hnlln =350,

lo cual implica que

[l =0
y por ende f =0 c.s.

Lo cual completa la demostracién. Il
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Ejercicios

1. Para j, k € Z definamos v;  por

—20/2 s k)20 <x < k/27 +1/27F!
Vi (x) =19 292 si (k/2) + g <2< (k+1)/2
0;8iw < k/26x>(k+1)/27

Demuestre que {1k} oz €s un conjunto ortonormal en L? (R)

Sugerecia: Use la propiedad de que si dos intervalos diddicos se
interpretan, entonces uno es subconjunto del otro.

2. Defina ¢ por

() = ,0<z <1
¥ 1 0,siz<06x>1

i (@) = 2% (Pa — k)
i) Demuestre que p;x () = 29/2 si x € Ij; y pjr(z) = 0 si
S Ij,k

ii) Paraj € Zy f € L* (R), defina P; (f) por

Pi(f) =Y (fr0ik) @ik

keZ

Demuestre que para x € I;
B =2 [ fla)ds
J.k

3. i) Sea ¢, € L? (IR) tales que
Yo7 (27 =1,
JEZ
para todo £ #0,£ € R
Demuestre que para f € L (IR) se tiene que

F= @aiwthoyx f

JEZ
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ii) Suponga que
a) ¢(£) =0, al menos en § < [£| <2y
b) ¢ (&) # para todo & € [—5/3,-3/5]U [2, 3]

Sea

B©)=> l¢©

keZ

Demuestre usando a) que esta suma es finita en cada £ y usando

b) que B (§) # 0 para £ # 0.
Demuestre que B (27¢) = B (), para toda j € Z.

Sea 9 (€) = ¢ (£)|B ()] -

Demuestre que v y ¢ asi defina satisfacen que

S 62¢ (2776 =1, E€R, £#£=0.

JEZ
4. (Teorema del Muestreo de Shannon) Sea h € L? (R) tal que
sop h C [~b, 8]
A\ V
y (h) (z)=h(z),z€R
i) Demuestre que para [£] < b

h(§) = Y Thnm/b)e /b

neZ

Sugerencia: Desarrolle h en términos de la base {e*““’t/ b}
y note que

neZ

<B efintrr/b> _ i /b iL(t) einﬂ-t/b
’ 2b b

ii) Demuestre que

B sin (bx — n)
h(z) = Eh (n/b) — ———

Sugerencia: Aplique inversién de Fourier

1

he) = 5o [ h(eas
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5. (Identidad de la Phi transformada) Sean ¢, como i) del ejercicio
anterior tales que sop (@) y sop (1/;) C [—2, —%] Ul1/2,2].

Defina ¢; 1. y ;1 por

ik (@) = 220 (Pa — k) y j-r () = 272 (e — k)

i) Demuestre que J)M = 9=9/2¢— k27 Azfj
ii) para f € L? (R) demuestre que (f, p; ) = 277/2f % Gy (277k)

iii) para f € L? (R) demuestre que

F=Y20 (frein) bk

JEZLKEZ

Sugerencia: Aplique inversién de Fourier para escribir

7= (%6 i)

note que

sop (f @as)" C{€: 27 < g <PM} C {¢: —2Im < ¢ < 2m}

Observacién: Esta formula es similar a la férmula de ondicula, pero
no proviene de un sistema ortonormal.

6. Para j € Z sea
V; = {fG L*(R) : sop (f) C [—27T,2j7r]}

Demuestre que {V;}; 5 es un Andlisis Multiresolucién.

Sugerencia: Es fdcil ver que cada V; es un subespacio de L? (IR).
Para las otras propiedades defina

1,si — <&
0, en otro caso

Xi—r,m) (§) = {

Sea ¢ (z) = (X[,,Ty,,])v (z) = #202) i ¢ € V) podemos expandir f

T
como una serie de Fourier en [—7, 7]




108 CAPITULO 4. ONDiCULAS EN IR

f (5) = Z a (k) eiikéX[fﬂ',rr] (5) s

keZ

para alguna sucesion (a (k) € 2 (Z). Note que

((.I - k))/\ (5) = eiikéX[fﬂ',rr] (5)

Por inversion de Fourier se deduce que

fl@)y=> ak)¢(z—k)

keZ

4.3 Construccion de Analisis de Multiresolucidon.

Vamos a discutir ahora como los Anédlisis de Multiresolucién pueden ser
construidos. Comenzamos con un ejemplo de vital importancia como es el
Analisis de Multiresolucién de Haar

Para cada j, k € Z, sea I, el intervalo [277k,277(k + 1)] . Los inter-
valos I; ;. son llamados intervalos diddicos.

Para cada j € Z sea
V;={f€L*(R: paratodak € Z ,f es constante enl;y}

Note que [jy16 C Ije Vj, k,£ € Z porlotantosi f € V;, f€ Vi, es
decir, {V;};_4 es creciente.
Tomenos
(@) = 1, si0<z<1
PEI=V 0, siz<06z>1

se tiene que {¢(- — k)}pez = {¥1k}fpey € ortonormal y cada f € Vj se
puede escribir como
F=>" Crplz—k),
kEZ

donde C}, es el valor de f en el intervalo [k, k + 1]. La propiedad de dilat-
acion se sigue directamente de la definicién de V;.

Si f € [V, entonces f es constante en los intercalos [0,277) y

jEZ

[—2*j, O) para toda j € Z, lo cual implica que f es constante en [0, 00) y
(—00,0) (haciendo tender j a —o0). Como f € L?*(IR) se debe tener que
las dos constantes sean cero.



109

La propiedad de densidad es cierta, pero es mas complicada verificarla
y se seguird de un resultado mas general que veremos luego.

Se tiene entonces que {V;} cz definido arriba es un Andlisis de Mul-
tiresolucién con funcién escala . Aplicaremos el resultado anterior para
encontrar el sistema de ondicula correspondiente para L?(IR). Encontremos
los coeficientes (u(k))rez en la ecuacién de escala

@)= 3 ulk)VZp(2z — k).

keZ

sk (k+1)
Notemos que p(2z — k) = { L sigse<™ de lo cual se obtiene
0, en otro caso

que

p(x) = p(22) + (22 — 1),
es decir,

1 1 .
u(0) = u(l) = —=; wu(j)=0; sij#0,1

Sustituyendo u en la féormula
(k) = (1) ta(k - 1) = (=1)"'u(l — k)

tenemos que
—1/v2; sik=0
V(k)=9 1/vV2; sik=1
0; en otro caso

Como
—-1; si0o<z<1/2
()= —p2z)+ 2z —1)=< 1; sil/2<z<]1
0; en otro caso
Entonces
—21/2; i /21 <z < KL/
1/)j,k(33) = 2j/2; si —kE/Q <z< %
0; en otro caso

{1} kez son denominadas las funciones de Haar (1910). Este fué el
primer ejemplo concreto de ondicula que se conocié.

Note que los coeficientes de u y v para el sistema de Haar son los
generadores del sistema de Haar para ¢?(Z). Esto no es sorprendente ya
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que segun uno de los resultados anteriores la sucesién de escala u de un
Analisis de Multiresolucién es tal que { Rogu}rez es ortonormal en £2(ZZ).

Vamos a estudiar ahora el problema inverso, es decir, dada una sucesién
u se desea obtener una funcién que satisfaga la relacion

@)= 3 ulk)VZo(2z - k)

keZ

tal que ¢ es la funcién escala para un AMR {V};cz.

Desafortunadamente, el ejemplo siguiente muestra que esto no es siem-
pre posible.

Ejemplo: Sea u € ¢?(Z) definido por

u(k)_{ 1/V2; sik=06k=3

0; en otro caso

{Rayu} es ortonormal en (? (7).

1/3; si0<z<3

Sea p(z) = { 0; on otro caso  S¢ tiene que

p(r) = p(27) + (22 — 3)

y por lo tanto ¢ es solucién de

@)= 3 ulk)V2p(2z — k).

keZ

Sin embargo el conjunto {p(-—k)}rez = {®o,k trez no es ortogonal ({(p, po.1) =
2/9), asi que ¢ no es la funcién escala de ningtin Andlisis de Multiresolucién.

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 13 Sea u = (u(k))rem € (*(Z). Para £ € R defina

mo(6) = <= 3 ulkye, (4.6)

keZ

Supongamos que {Rogpu}rez es ortonormal en (?(7Z),

Z u(k) = V2,

keZ
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y que para algin € > 0

D Ikl lu(k)] < oo

kinZL
inf |m > 0.
inf {mo(©)

Se tiene entonces que el producto infinito

[T moe/2)

j=1

converge uniformemente sobre conjuntos acotados de IR a una funcion
4(€) € L?(R). Si tomamos ¢ = ($)V, entonces

{p(- = k) trez = {0k trer

es un conjunto ortonormal en L?(IR); ¢ satisface la relacion de escala.

Si definimos

Vi= {Z z(k)pjr 0 2 = (2(k))kez € 52(2)} :

keZ

entonces {V;}jez es un Andlisis de Multiresolucion con funcion escala .

El teorema anterior comienza con una sucesién u € ¢?(Z) tal que sus
trasladadas pares forman un conjunto ortonormal en £2(Z) y satisface otras
condiciones extras y produce un Andlisis de Multiresolucién con sucesion
escala u. Asi tenemos un método de construir ondiculas.

El teorema anterior serd demostrado a través de una serie de lemas.
Veamos que las condiciones impuestas sobre u son razonables. Recuérdese,
que aplicando transformada de Fourier a ¢(- — k) tenemos,

—ix L —i L 5
| ola—meimtan = ge kel [ pgeinelay = gekelpe)),

Supongamos que tenemos la relacién de escala, aplicando transformada
de Fourier a la relacién de escala se obtiene,

plE) = 5 3 ulk)e */%p(e/2).

keZ
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Lo cual es, dicho en la notacién del teorema,

P(&) =mo(§/2)¢(£/2)

reemplazando, £ por £/2, obtenemos

P(£/2) = mo(§/4)p(£/4)

sustituyendo arriba tenemos

P(&) = mo(§/2)mo(§/4)p(£/4)

iterando el proceso tenemos en el paso n € IN que

P(§) = mo(&/2)mo(§/4) - - -mo(§/2")p(£/2").

Lo cual sugiere hacer tender n a infinito y obtener

¢(&) = (0) [ mo(&/27). (4.7)

Jj=1

Si $(0) = 0 se tendria que $(§) = 0 para todo £ lo cual implicaria que
@ = 0 que no es una funcién escala. Asi, debemos asumir, para obtener
una solucién no trivial, que ¢(0) # 0.

Si todo esto funcionara, se tendria que si la solucién ¢ de la ecuacion
escala existe, es Unica, salvo un factor multiplicativo y estd determinada
explicitamente por mg y por lo tanto por u. Para que tenga sentido la
convergencia del producto infinito y la continuidad de ¢ en cero, se necesitan
algunas condiciones adicionales sobre u.

Obsérve que como requerimos para una solucién no trivial ¢ que $(0) #
0 obtenemos ¢(0) = my(0)®(0), y por tanto

mO(O) = 15

y esto es equivalente, por la definicién de mg a

Z u(k) = V2,

ke

que es una restriccién nueva en u que no aparece en el contexto de (2 (7).
Ademds garantiza que el término mg(£/27) converge a 1 cuando j — oo,
que es esencial para la convergencia del producto [7Z, mo(£/27).
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Note que con myg es una funciéon 27-periddica en IR, tenemos que

V2
donde @ denota la transformada de Fourier de u en ¢?(Z). Para u € (*(Z)

las sumas parciales de la serie (4.6) son continuas y convergen uniforme-
mente a mg (Ejercicio), entonces mg es continua.

Recuerde del capitulo anterior, que {Ropu}rez es ortonormal si y sélo
si,
|@(0)]* + a6 +7)* =1,

para todo 6 € IR, lo cual es equivalnete a
mo(&)[* + [mo(€ +m)* =1, (4.8)

para todo £ € IR. Lo que implica trivialmente que |mg(§)] < 1. Por lo

tanto,
P& < @(£/2")].

Supondremos que ¢ es continua en cero, lo cual es cierto si ¢ € L' (IR).

Sea v la “compafiera” de u definida por v(k) = (=1)*"1u(1 — k), tal
que u,v generan una base de ondiculas de primer paso. Definimos

b(@) =Y v(k)pr k(). (4.9)
keZ
Tomando transformada de Fourier a ambos lados de esta ecuacion obten-

emos,
3 w(k)e §
\/_ e (2)'

kEZ
Definiendo,

m1 \/_ Z 7lk£

keZ

esta ultima ecuacién es equivalente a

h(€) = ma(€/2)d(£/2).

Iterando el argumento obtenemos,

$(€) = ma(€/2) [ mo(€/2%), (4.10)

j=2
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usando la normalizacién que ¢(0) = 1.

Note la similitud de las ecuaciones (4.7) y (4.10) con las relaciones
obtenidas par o, en (?(Zy).

Observe que my es 27-periddica y que

1
ml(g) = E’U(_g)a

donde 9 denota la transformada de Fourier de v en £%(Z). Luego
mi(€) = e “mo(§ + ).

Esto suguiere que en vez deempezar con u podemos empezar con mg la
construccién del analisis de Mulitiresolucién.

Sabemos que si {Ropv} ey U {Rort} o € una base de ondiculas de
primer paso de (2(Z) y ello es equivalente a que la matriz

1| mo(§) ma(§)

V2 [ mo€+m) ma(€+ )
es unitaria para todo . En particular se tiene que las columnas tienen
longitud 1 lo cual significa que

mo(€)” + Ima(€)]” =1, V€ € R

Como mg(0) =1, se debe tener m1(0) = 0. Tomando £ =0 en

P(&) = ma(§/2)9(¢/2),

obtenemos que

es decir

/Rw(x)dx = 0.

Es de esta propiedad de cancelacién de donde proviene el nombre de
ondiculas (walvelets), ya que esta propiedad dice v estd oscilando en un
cierto sentido.

En los resultados anteriores se ha asumido que u € ¢*(Z), es decir,
> rez |u(k)| < oo. Esta informacién es suficientete para garantizar la con-
tinudad de mg, pero no es suficiente para dar algunas estimaciones que se
necesitaron en la prueba del teorema. Es por eso que se hace una suposicién
, mas fuerte,

Z |k|® |u(k)| < oo, para algiin e > 0
kEZ
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Lema 45 Sea v = (u(k))kez tal que para algin e > 0

DIk Juk)] < o0

keZ

Entonces eziste ¢ > 0 tal que, mo(§) = 7 > u(k)e= ¢, verifica
keZ

[mo(&) — mo(0)] < CIEI7,

para todo £ € IR.

Demostracion

Vamos a suponer que £ # 0, ya que en ese caso no hay nada que probar.
Usaremos la desigualdad e — 1| <[], V0 € IR (verificarlo).

Sitomamos S ={k e Z: |k| <1/|¢|}y T{k € Z : |k| > 1/|£|}, tenemos
£ ke = Sy ulh)

keZ

que [mo(&) — mo(0)] = 5

1 » 1 1
< 25 2 ) e =1 < 25 SO ulk) kel + 5 3 fu(k)]2

keZ keS keT
< % D lulk)l[KET + V2 fulk)] [KE]" < V2 Ju(k)] kI €] 2
kes keT keZ

Tomando C' = V23", . |[u(k)| |k|° queda demostrado el lema. Il

Nota: Para mg se supone que 0 < € < 1, lo cual no quita generalidad
al resultado.

La condicién |mg (&) — mo(0)] < c|€|°, es dominada una condicién de
Lipschitz de orden ¢ en cero. Esta condicién es suficiente para permitir la
convergencia del producto infinito que aparece en el teorema.

Lema 46 Supongamos que mg : IR — C satisface que mo(0) = 1, |mo(§)] <

Ly
Imo(§) —mo(0)] < Cl¢I°

para toda € € IR . Si definimos
Gn(€) = [[mo(¢/2’) . vneN,
i=1

se tiene entonces que {G"}nGZ converge uniformemente sobre conjuntos

acotado de IR .
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Demostracion

Para cada n € IN se tiene que
Gas1(§) = Gal(©)] = [T mo(€/27) [mo(€/2+) — 1
j=1

< |mo(g/2") — 1] < C'|g/2" "
Por lo tanto si m > n, por la desigualdad triangular, se tiene que

€

§
2(j+1)

Gl = Gal©) < Y- 16531(6) ~ GO < O Y

€ —n g lo—n €
<CIE Y oorme < 027kl 22— < Cr2T g
Jj=n Jj=

donde C’ es una constante que depende de . La desigualdad anterior mues-
tra que la sucesién {G,}, o s uniformemente de Cauchy sobre conjuntos
acotado de IR y por lo tanto es uniformemente convergente sobre conjuntos
acotados de IR. 1

Se tiene entonces que bajo las hipdtesis del teorema , my satisface las
condiciones de los dos resultados anteriores y por lo tanto el producto in-
finito es convergente y se puede obtener que

() = ¢(0) [T mo(e/2%).
j=1
pasando al limite cuando n tiende a infinito.

Vamos ahora a resolver el problema de obtener la ortonormalidad de
{p(- = k) per = {91,k } ez 10 cual no es trivial,como lo evidencia el ejem-
plo anterior. Comenzaremos con un criterio para ortogonalidad.

Lema 47 Seap € L*(IR). Entonces el conjunto {1 1}, cq = {(- — k)}
es ortonormal en L*(IR) si y sélo si

keZ

ST lpe+2mk))P =1, cs

keZ

Demostracion
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Por la identidad de Parseval tenemos que

7'r+27'r€

(povon) = 3= [ oo emae= -3 [ ? e,

e 7'r+27'r€

haciendo el cambio de variable y = £ — 27/ y observando que e*(¥+276) —
e’k obtenemos

(. 0.k) / Z |2y + 2me)|” €*4dy.

Definamos g como g(y) = 3 |p(y + 27€)|?, se tiene que g es 2r—periédica
(eZ

y g € L' [-m, 7] (tomando k = 0 en la férmula d arriba) tenemos que esto

es cierto si y sélo si el coeficiente cero de Fourier de