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PROLOGO

El uso del muestreo se ha expandido cada vez con mayor fuerza, incluso en disciplinas donde tiempo atras
era impensable usarlas, como pueden ser los casos de los censos de poblacion. La preocupacion que por el
muestreo han tenido diferentes profesionales, ha ido en aumento, bien sean estadisticos, profesionales relacionados
y hasta cualquier profesional en general; incluso gente comun se preocupa por conocer, de manera general, algunos
aspectos del muestreo.

Sin embargo, no todos consiguen aprender o profundizar en su busqueda, quedando sin los conocimientos
necesarios para poder enfrentar un proyecto especifico, dando lugar a estudios faltos de credibilidad.

Particularmente, tengo la fortuna de haber trabajado en el Programa Censal correspondiente al XII Censo
General de Poblacion y Vivienda de Venezuela, que se levantd en Octubre de 1990; como Jefe de la Unidad de
Muestreo. Las responsabilidades de dicha Unidad consistian en disefiar todas las muestras que se incluian en el
Programa, dentro de las cuales resaltan el disefio de la muestra para el levantamiento del cuestionario ampliado, en
todas sus fases, desde la recoleccion, hasta la expansion y célculo de errores; también cabe destacar el disefio del
Plan de Control de Calidad de la Codificacion de los cuestionarios.

También he tenido la oportunidad de dictar clases de muestreo en la Escuela de Estadistica de la
Universidad Central de Venezuela, ademas de otros estudios e investigaciones sobre el tema.

Durante mi experiencia, he podido observar un tabl en cuanto al muestreo, por quienes no lo conocen y
por quienes lo conocen poco. El muestreo, como muchas disciplinas, requiere de un estudio y préactica, nadie se
hard muestrista leyendo un libro o tomando un curso, ademas de eso, tendréa que practicarlo, ejercerlo, equivocarse
y corregirse, hasta llegar a dominarlo. Claro esta que mucha gente, que no quiere hacerse muestrista, también
requiere de cierto dominio sobre su terminologia y algunas técnicas.

Este trabajo encontrara utilidad en varios publicos; i) los que se inician, bien para aquellos que continuaran
profundizando, como para los que quieren sélo un enfoque e idea general; ii) los usuarios intermedios, que pueden
disefiar o participar en el disefio de muestras pequefias, y necesitan ciertas formulas de estimadores y varianzas; y
iii) los estudiosos del muestreo, aquellos que el muestreo ocupa parte importante de sus trabajos y necesitan
conocerlo a fondo. No sustituird a textos clasicos como los de Yates; Deming; Cochran; Hansen, Hurwitz y
Madow, Sukhatme, Sampford, Kish, Murthy, Raj, Cansado, Azorin y Sanchez-Crespo; pero a través del enfoque
planteado, puede ayudar a entenderlos y servir de complemento.

Igualmente intenta hacer comprender a todos aquellos interesados en el uso del muestreo, su importancia,
sus principios y sus axiomas, primero para conocerlo mas a fondo, segundo para saber interpretarlo y tercero para
utilizarlo.

En el capitulo 1, se trata de los principios, fundamentos y filosofia del muestreo, asi como los conceptos y
términos que se usaran a lo largo del mismo. Este primer capitulo esta dirigido a cualquier persona que desee 0
necesite de algunas nociones elementales de concepcion del muestreo, y por supuesto, para los mas
experimentados. En los capitulos siguientes se trabaja cada disefio muestral, y se pueden dividir en una primera
parte en la que se deducen los estimadores, partiendo de su forma mas bésica, aplicando los principios
mencionados en el primer capitulo. La misma se orienta a las personas conocedoras como soporte de sus
conocimientos, asi como a todos los interesados, y s6lo se requiere conocimiento matematico basico, mas que todo
para entender los simbolos utilizados, en cambio se necesita un poco méas de sentido comuin, en lo que respecta a
construccion de indicadores, valores poblacionales y estimadores.

En la segunda parte de cada capitulo, se deduce y desarrolla la varianza de cada estimador. Esta es la parte
mas complicada del trabajo, y esta dirigida a los conocedores o interesados con conocimiento mas avanzado de
matematicas. Para el que no esté interesado, puede tomar sélo las formulas finales de dichos desarrollos.



Se trataran los disefios muestrales bajo la estructura del siguiente cuadro sinéptico:

-simple de elementos

- sistematico de elementos

. - conseleccionaleatoria simple de elementos
- estratificado

- conseleccidnsistematica de elementos

- conseleccionaleatoria simple de conglomerados

muestreoaleatorio

- monoetéapico por conglomerados o .
- conseleccidnsistematica de conglomeralos

- conseleccionaleatoria simple de conglomeralos
L y elementos
- bietdpico por conglomeralos B ] . .
- conseleccionaleatoria proporcioral al tamafiode

los conglomerados

-sucesivo

Ademas se incluye el estudio de subpoblaciones y de los estimadores indirectos, como son de razon, de regresion
lineal y de razdn al tamafio, éste ltimo sélo para el caso de conglomerados.

Espero que este esfuerzo sirva para comprender mejor el muestreo y asi hacer un mejor uso de él, con el
objetivo de obtener mejores estimaciones, asi como por el simple hecho de usarlo responsablemente.

Harold D. Martin-Caro M.

ii



1.- INTRODUCCION AL MUESTREO

Hace miles de afios se realizaron los primeros censos de poblacion. Para recaudacion de impuestos se requeria
saber cuantas personas trabajaban; cuando habia una epidemia, se hacian conteos de personas afectadas; se dice que
Herodes hizo un conteo de nifios en sus dominios, aunque con fines perversos. Hoy en dia es cada vez mas
necesario realizar estos estudios. Los gobiernos los necesitan para conocer la realidad social, econémica, industrial,
comercial, agricola y educativa de su poblacién, y para elaborar, orientar y hacer seguimiento de sus programas y
politicas. Las empresas los necesitan para conocer la aceptacion de sus productos, sus ventas, las preferencias de
los consumidores, entre otras. Sin embargo pareciera cumplirse una suerte de "ley de insatisfaccion de
informacion”, ademas bien justificada, que a medida que se tiene mas informacion, mas se necesita para seguir

profundizando en el problema.

De manera que los estudios e investigaciones se han hecho, ademas de necesarios, mas complejos. Esta necesidad
ha traido como consecuencia el surgimiento y desarrollo de una serie de técnicas y disciplinas, entre las cuales se

encuentra el muestreo.

1.1.- Breve historia del muestreo

Los primeros usos del muestreo fueron de manera empirica e informal, como por ejemplo cuando se queria diezmar
a una unidad militar como castigo, se seleccionaban aleatoriamente soldados. En la reunién de Berna del Instituto
Internacional de Estadistica de 1895, Kiaer, Director de la Oficina Central de Estadistica de Noruega, presenté su
trabajo "Observations et experiences concernant les denombrements representatifs”, donde se usaba el término
"método representativo™ en contraposicion a la "investigacion exhaustiva", en lo que se reconoce como el primer
trabajo donde se trata el muestreo de una manera seria. Ademas de dicho trabajo, Cheysson y otros proponian el

"método monogréafico", que investigaba detalladamente un fenémeno Unico, seleccionando "unidades tipicas".

El método de Kiaer fue rechazado en aquella reunion, pero en su reunion de Berlin (1903), recomendd que se
aplicase y fuese sometido a observacion. En 1924 es nombrada una comision para el estudio de estos métodos, y
estuvo integrada por Jensen, Bowley, Gini, March, Stuart y Zicek, pero es en la reuniéon de Roma (1926), cuando se

reconocen las grandes ventajas del método.

Muchos estadisticos opusieron resistencia al método, por temor a que las muestras pudieran sustituir a los censos,
como George Von Mayr que decia "Pas de calcul la ou l'observation peut étre faite” (no se pueden calcular las

observaciones).



Cabe destacar los trabajos de Carroll D. Wright, fundador del hoy denominado Bureau of Labor Statistics en
Massachussetts; el de Arthur Bowley, de la Escuela de economia de Londres; los de Fredholm y Edin en Suecia y
los de A. Kaufmann y A. Chuprov, entre otros. Igualmente, es importante destacar la importancia que tuvo la
publicacion de la primera tabla de nimeros aleatorios para la obtencion de muestras probabilisticas, desarrollada

por Tippet en 1927.

En 1934, el profesor Jerzy Neyman publicé en la Royal Statistical Society de Londres, lo que puede considerarse
como el primer trabajo cientifico sobre el muestreo de poblaciones finitas, en el que hace una critica al disefio y

resultados obtenidos por Gini y Galvani en 1929, sobre la muestra intencional (purposive sample).

El articulo de Neyman dejo establecido, sin lugar a dudas, que la seleccién aleatoria era la base de una teoria
cientifica que permitia predecir la validez de las estimaciones muestrales. El contenido del trabajo sobre la
seleccion de las unidades de muestreo, los métodos de estimacion y la utilizacion de informacion complementaria
para formar estratos, son ejemplo de un nuevo enfoque, que culmina con la afijacion 6ptima, qu consiste en fijar los
tamafios de muestra en cada estrato, para minimizar la varianza para un tamafo fijo de muestra total. En 1935,

Yates y Zacopanay desarrollan un procedimiento mas general que permite minimizar la varianza para un costo fijo.

En 1938 Neyman desarrolla la técnica del muestreo doble o bifasico, utilizada cuando no se conocen los tamafios

de los estratos, ni pueden ubicarse a los elementos en ellos.

En 1942, Hansen y Hurwitz son los primeros en utilizar la palabra "cluster" (conglomerado) para designar un grupo
de elementos que constituye una unidad de muestreo. Una modalidad de este método es el denominado muestreo
por areas, en el que la poblacién en estudio se divide en areas, de forma que cada elemento pertenece a una y solo
una de las unidades de muestreo o areas. Hansen y Hurwitz introdujeron un esquema de muestreo con reposicion y

probabilidades desiguales de seleccion.

Los métodos de muestreo por conglomerados y areas fueron desarrollados ante la imposibilidad de disponer de una

lista de elementos que permitiera su seleccién como unidades de muestreo, asi como por consideraciones de costo.

A finales de los afios 40, surge el submuestreo, como respuesta al muestreo por conglomerados cuando estos,
llamados también unidades primarias o de primera etapa, son muy grandes. Algunas publicaciones sobre este
aspecto fueron "A Chapter in Population Sampling” (1950) del Bureau of the Census, y otras de Gray y Corlett
(1950), Yates (1950) y Jebe (1952).



Propuestas de estimadores para diversas caracteristicas poblacionales y sus varianzas para el muestreo polietapico
pueden verse en Sukhatme (1950, 1953), Sukhatme y Panse (1951), Sukhatme y Narain (1952) y Thionet (1953).

La técnica de seleccion sistematica, con arranque aleatorio, fue utilizada por Bowley en el campo econdmico, pero
la posibilidad de que existiesen correlaciones internas no fue considerada hasta 1942 por Osborne. Los primeros
investigadores de la teoria del muestreo sistematico fueron W.G. y L.H. Madow, en 1944, quienes demostraron la
igualdad en media de las varianzas correspondientes al muestreo sistematico y al muestreo aleatorio simple; este
importante resultado condujo al uso intensivo del muestreo sistematico como una técnica conveniente de seleccion,
mas que como un método de muestreo. También demostraron que para poblaciones con tendencia lineal el
muestreo sistematico es mas preciso que el aleatorio simple, pero menos que el estratificado. L.H. Madow (1946),
Cochran (1946), Yates (1946, 1948 y 1949), Hansen y Hurwitz (1949) y W.G. Madow (1949), Das (1950),

Buckland (1951) y lachan (1982), continuaron la elaboracion de la teoria del muestreo sistematico.

A principios de los 50, se desarrollan los métodos de estimacion indirectos, de razon y de regresion, que en general,
son mas precisos que los directos. La dificultad mas tedrica que practica, de estos métodos radica en que no existen
expresiones exactas del sesgo y la varianza, pero para muestras grandes, el sesgo es despreciable y las expresiones

aproximadas de las varianzas son adecuadas.

Lahiri (1951) propuso un esquema en el que el estimador de razén es insesgado. También se debe a Lahiri el

método de seleccidn que evita enumerar todas las posibles muestras encontrando sus tamafios totales y acumulados.

Midzuno (1950) y Sen (1952) propusieron independientemente un procedimiento para seleccionar una muestra con
probabilidad proporcional al tamafio, que consiste en elegir la primera unidad con probabilidad proporcional al

tamafio (de la variable auxiliar) y las restantes unidades sin reemplazamiento y con probabilidades iguales.

Hansen, Hurwitz y Madow (1953) plantean en 1953, el método de estimacion por diferencias, como alternativa al
método de regresion. Este método se basa en la diferencia entre el valor real de una caracteristica y el de la
informacion complementaria disponible para la misma unidad. Hartley y Ross (1954) desarrollaron un estimador

insesgado de la razon, partiendo de la media de razones (xi/yi) y un factor de correccion.

Sanchez-Crespo (1978) desarrollé un estimador general que resulta insesgado utilizando muestreo con seleccion

con probabilidad proporcional al tamafio.



Horvitz y Thompson desarrollaron una técnica general de muestreo en la que las unidades primarias son elegidas
sin reposicién y con probabilidades de seleccion desiguales. Durbin (1953), Yates y Grundy (1953) propusieron

otros estimadores lineales.

En 1957, Keyfitz proprcioné métodos simples para el calculo de aproximaciones a las varianzas estimadas para

estimadores del tipo razdn, cuando se seleccionan dos elementos en cada estrato.

En los afios 40 se inician dos lineas de evolucion para el tratamiento de los errores ajenos al muestreo. La primera
se dirige al tratamiento de errores especificos y la segunda al desarrollo de una teoria para el tratamiento del error
total. Este andlisis es probablemente una de las etapas méas importantes en el desarrollo del muestreo desde el

articulo de Neyman en 1934.

Segun Murthy, Mahalanobis ya indic6 la importancia de evaluar los errores ajenos al muestreo en 1938 y desarrollé
su técnica de las submuestras interpenetrantes (1946), de gran utilidad para conocer la contribuciéon de los

entrevistadores a la variabilidad del estimador.

De gran importancia en los afios 40 fueron las nuevas técnicas para el tratamiento de la falta de respuesta, como las
de Hansen y Hurwitz (1946) y Politz y Simmons (1949), entre otras. EI método de Hansen y Hurwitz consiste en
tomar una muestra de las unidades que no contestaron. El de Politz y Simmons se basa en una sola visita en k
periodos de tiempo similares que se suponen elegidos aleatoriamente. Al entrevistado se le pregunta en cuantos de
los k-1 periodos restantes hubiese sido encontrado en la casa y los resultados se ponderan de acuerdo a este dato.

Por supuesto, quedan excluidas las personas que nunca estan en la casa.

El problema de la falta de respuesta también fue estudiado por Birnbaum y Sirken (1950), que determinaron el
tamafio de la muestra necesario para minimizar la raiz del error cuadratico medio. Deming (1953) considero la
repeticion de visita como el procedimiento mas eficiente para reducir el error cuadratico medio e hizo un intento
para determinar el nimero 6ptimo de visitas a la misma unidad informante. Durbin (1954) tuvo en cuenta el costo
de las visitas repetidas y sus consecuencias. Finkner (1952) continu6 el estudio de un posible ajuste de los datos
para paliar el efecto del sesgo proveniente de la falta de respuesta. Dalenius (1955) consider6 la posibilidad de

obtener datos de las unidades que no respondieron, cuando aln se esta levantando la encuesta.

Al finalizar los afios 40, se inicia la época en la que se consolida el muestreo de poblaciones finitas, con la
publicacién de los textos de Yates (1949), Deming (1950), Cochran (1953), Hansen, Hurwitz y Madow (1953) y
Sukhatme (1954), y luego los de Sampford (1962), Kish (1965), Murthy (1967) y Raj (1968). El primer texto en
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espariol se debe a E. Cansado (1950).

En los 70 se efectuaron numerosos desarrollos tedricos y practicos, como por ejemplo el disefio de planes de
control de calidad basados en la inspeccion de una muestra, las encuestas continuas, combinaciones de datos de
encuestas por muestreo y datos censales, procedimientos para el calculo de varianzas y estimaciones de estas, como

para estimadores del tipo razén, de los grupos aleatorios y del muestreo sistematico, entre otros.

Se comienza a notar una separacion entre tedricos y practicos, porque algunos de los primeros critican a los

segundos de no prestar suficiente atencion a los Gltimos desarrollos.

Se comienza a utilizar el muestreo, no s6lo en grandes encuestas sobre fuerza de trabajo, produccion agricola,

industrial, sino en investigaciones de mercado, en mediciones de popularidad de politicos o en intencién del voto.

Hoy en dia se ha extendido el uso del muestreo en casi todos los ambitos, y como todo, esto tiene su parte positiva
y negativa. El muestreo es aceptado por todos como un conjunto de técnicas que permiten investigar una gran
cantidad de situaciones en diferentes aspectos y espacios de la vida de las personas, gobiernos y empresas, entre
otros, ya no hay discusion sobre su validez y aceptacion. Sin embargo, esta expansién ha traido consigo un uso
indiscriminado del muestreo, y es muy comun encontrar estudios en los que no se cuidan aspectos importantes, asi
como otros, mas osados, en los que tratan de disfrazar esta falta con medidas sobre el error y la confiabilidad, que

confunden a los menos duchos, pero que suelen ser los que utilizan los resultados.

Deben cuidarse estos detalles, ya que se puede llegar a resultados falsos, y al final puede significar una pérdida de
confianza en los métodos, en el muestreo y en los estadisticos. Por tal motivo, se hace un llamado al uso prudente

del muestreo, y se hacen votos porque este trabajo sirva para orientar a los estudiosos en esa direccién. [1;351-361]

1.2.- Importancia del muestreo - ventajas y desventajas

Desde su inicio, las técnicas de muestreo han ido evolucionando y ganando adeptos, de modo que su uso ha
aumentado de una manera acelerada y cada vez son més las disciplinas que utilizan el muestreo como parte de sus
investigaciones, y cada vez son mas los que lo consideran una disciplina cientifica que aporta resultados de manera

relativamente rapida, econémica y confiable.

Cada vez son mas los “Censos” que incluyen el muestreo tanto para la investigacion de algunas variables, como
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para el propio control de las operaciones censales, algo que resultaba ilégico y contradictorio hace 60 afios. El
Control Total de la Calidad, tan empleado por los japoneses y absorbido por muchas empresas de paises
occidentales, se basa en buena medida en el uso de planes de muestreo, para conocer la calidad de los productos y

procesos.

Aunque las ventajas del muestreo sobre la enumeracion completa son bien conocidas, es importante mencionarlas.
Las mismas se pueden clasificar en varias categorias, mayor rentabilidad, mayor rapidez, menor costo y mejor
medicién de las variables. Es evidente que al investigar s6lo una parte de la poblacion tanto la recoleccion como el
procesamiento de datos es mas rapido, al igual que menos costoso. Se pueden hacer investigaciones de poblaciones
muy grandes a través de muestras relativamente pequefias, por ejemplo, la Encuesta de Hogares por Muestreo de
Venezuela, que tiene como objetivo principal estimar la tasa de desempleo, toma una muestra de 100.000 personas
para obtener informacion a nivel de cuatro dominios de estudio, pero si se quisiera obtener informacién a nivel
nacional, se necesitarian s6lo unas 20.000 personas, y 350.000 si se quiere obtener a nivel de entidad federal,
tamafios éstos que de cualquier modo son mucho menos que los méas de 20.000.000 de personas que conformarian

una enumeracion completa.

Sin embargo, el muestreo también tiene sus desventajas. Cuando se hacen investigaciones estadisticas de cualquier
tipo, se cometen errores, que deben ser controlados y, en lo posible, medidos. En general, estos errores pueden ser
clasificados en "errores muestrales” y "errores no muestrales”. Los primeros se refieren al error cometido por no
incluir en la muestra a todos los elementos de la poblacion en estudio, y pueden ser medidos siempre que la
muestra haya sido tomada de acuerdo con ciertas condiciones, materia ésta que se desarrollara en el presente
trabajo. Obviamente este error no permite que la informacién pueda ser desagregada, ya sea de manera geografica o

atendiendo a otras variables de interés, al menos con altos niveles de confianza y precision.

Los errores no muestrales son aquellos que se derivan de factores distintos al muestreo, y estan conformados por:

- errores en la recoleccion, debidos a fallas en;
- el instrumento de recoleccion
- las operaciones de recoleccion
- los entrevistadores o encargados de hacer la recoleccion propiamente dicha
- el informante o fuente de informacién
- ausencia o negativa del informante a responder

- errores en el tratamiento de la informacion, debido a fallas en:

- la codificacion de datos
- la transcripcidn de datos
- el procesamiento de datos



Estos errores se cometen en cualquier investigacion, pero tienen el inconveniente de que en muchos casos resulta

dificil medirlos.

De manera que tendria sentido contrastar los errores no muestrales asociados a la enumeracién completa con la
suma de los errores muestrales y no muestrales asociados a la investigacion por muestreo, claro esta, con un disefio
muestral apropiado. También se pudieran comparar los costos, la facilidad y rapidez de la recoleccion y el

procesamiento.

Como ya se menciond, los errores no muestrales son dificiles de medir, pero se puede decir que tienden a aumentar
cuando la cantidad de elementos a investigar aumenta, ya que resulta mas complicado controlarlos; y pudiera
suceder que los errores no muestrales de la enumeracion completa sean mayores que la suma de los errores
muestrales y no muestrales de la investigacién por muestreo. En cuanto a los costos, suelen ser mayores en una
enumeracion completa. En lo que respecta a la celeridad de recoleccién y procesamiento, es méas rapido en una
investigacion por muestreo, aunque a veces puede ser mas complicado que en la enumeracion completa, al menos
el procesamiento, ya que hay que incluir los procesos de expansion y estimacion de los errores muestrales, mientras

gue en una enumeracion completa basta con hacer una agregacion de los datos recabados.

Por otro lado, en ocasiones se hace un uso inadecuado y hasta inescrupuloso de las técnicas de muestreo, donde no
se presentan la metodologia de seleccion, los estimadores utilizados ni los errores cometidos; y uso de muestras no

probabilisticas, niveles de desagregacion altos con muestras sumamente pequefias, entre otras cosas.

1.3.- Parametros, valores poblacionales y estimadores

En este apartado se definen algunos términos importantes, como son universo y poblacion. Con cierta frecuencia
se confunden estos términos, incluso hay autores que los aluden indistintamente, como si se tratara un mismo

concepto, de cualquier modo, aqui se haréa una diferenciacion.

Se denomina Universo a cualquier conjunto finito o infinito de elementos que constituyen objeto de un estudio, y
Poblacion al conjunto de medidas de la variable en estudio en cada uno de los elementos que conforman el
Universo. Es decir, cada una de las variables en estudio genera una poblacién que viene dada por el conjunto de
valores que ella toma en los elementos que conforman el universo. Por ello se puede decir, cuando el universo tiene
N elementos, que la poblacion es de tamafio N. Por lo tanto, en un estudio puede haber varias poblaciones, tantas

como variables se definan. [7;76]



En consecuencia, se deben definir con mucha claridad y precision el universo y las variables a estudiar, para poder
definir las diferentes poblaciones en un estudio. A continuacion se muestra un cuadro con ejemplos de universo y la

poblacion, ademas de algunos indicadores.

Figura 1.1.- Ejemplos de Universo, Poblacion e Indicadores

Estudio

Universo

Poblacion

Indicadores

Encuesta de Poblacion

Todas las personas
mayores de 12 afios

- Conjunto de edades de
todas las personas
mayores de 12 afios

- Conjunto de valores de
la variable “Situacion
en la Fuerza de Trabajo’
de todas las personas
mayores de 12 afios

1

Tasa de desempleo =

total personas > 12 afios desempleadas
total personas econdmicamente activas

Todas las personas

- Conjunto de edades de
todas las personas

Edad promedio =
> edades de todas las personas
total de personas

- Conjunto de valores de

la variable “sexo” (masc., |

fem.) todas las personas

Proporcién de Mujeres =
total de mujeres
total de personas

Encuesta Agricola

Todas las reses
menores de 3 afios

- Conjunto de edades de
todas las reses menores
de 3 afios

- Conjunto de valores de
la variable “vacunada”
Menores a 3 afios

Proporcion de reses menores a 3 afios y
vacunadas =

total reses < 3 afios y vacunadas
total de reses < 3 afios

Encuesta Agricola

Todas las fincas

- Conjunto de valores de
la variable “presencia de
ganado porcino” en
todas las fincas

- Conjunto de valores de
la variable “total de ca-
bezas de ganado porci-
no” en todas las fincas

Proporcion de fincas con ganado porcino =

total fincas con ganado porcino
total de fincas

Encuesta Escolar

Todas las personas
Entre 3 y 25 afios que
Estan o han estado
inscritos en el sistema
educativo

- Conjunto de edades de
todas las personas que
estan o han estado
inscritos en el sistema
educativo

- Conjunto de valores de
la variable “situacion
actual en el sistema
educativo”, de todas las
personas que estan o han
estado inscritos en el
sistema educativo

Tasa de desercion escolar =

total personas entre 3y 25 afios
que abandonaron los estudios
en el Gltimo afio
total personas entre 3y 25 afios que
estan o han estado en el sistema
educativo en el ultimo afio




Otras definiciones encontradas denominan universo al conjunto de elementos objeto de estudio, y poblacién como
la parte o subconjunto de éste conformado por los elementos de los cuales realmente se puede obtener informacion,
es decir, los que estan incluidos en el marco muestral. El marco muestral es una lista de unidades de muestreo, que
pueden ser elementos (personas, animales, objetos) o alguna agregacion de ellos, como areas geogréficas, o
cualquier otra agrupacion, de donde se seleccionara la muestra. Dichas listas suelen tener problemas de omisiones o
duplicaciones, entre otros. En lineas generales, la definicion de universo coincide con la mostrada anteriormente, y

entonces se denominara al subconjunto incluido en el marco muestral como “universo estadistico”.

A pesar de ésta diferencia entre universo, universo estadistico y poblacion, se suele utilizar el término poblacional
para referirse a conceptos relativos al universo, como son los casos de subpoblaciones, para denominar a parte del
universo -tema seréa tratado en el capitulo 5-, y “Valor Poblacional”, y en este sentido, es importante definir los
términos “Valor Verdadero” y “Valor Poblacional”, ambos son mediciones que se hacen sobre todos los elementos
del universo, la diferencia radica en que en el primero se supone que las observaciones estan exentas de errores no
muestrales, mientras que en el segundo, éstos si estan presentes. Asi, el promedio verdadero de una variable,
considera a todos los elementos del universo, considerando que no se cometen errores, es realmente el “promedio
verdadero”; el promedio poblacional, igualmente incluye a todos los elementos del universo, pero es el resultado de

la medicidn, en la cual se comenten errores; igual ocurre con un total , una proporcién o una tasa. [4;30]

A menudo algunos autores definen a un parametro como un valor poblacional, sin embargo, aqui se trabajaran de

forma separada, incluyendo la diferenciacién hecha con valor verdadero.

Los parametros estan asociados a distribuciones de probabilidad y no son observables, sélo se pueden estimar. Los
valores verdaderos se pueden determinar con exactitud si se observa el universo completo [3;160-161], sin

embargo, finalmente, lo que se suele obtenerse es el valor poblacional.

. o —_—— . )
Sea una poblacion de tamafio N, y1, y2, ..., yn , entonces, Y = WZ y;  esel promedio verdadero. Supongase
i=1

que dicha variable sigue una distribucion Normal, de promedio x y varianza o% entonces Y es promedio

verdadero, que es el valor esperado de y en el universo.

La idea fundamental del muestreo es obtener esas medidas o indicadores, pero basandose en el estudio de una parte
del universo. A la parte del universo que se estudia se le denomina "muestra” y a las mediciones hechas sobre todos
los elementos de la muestra se le denominara “Valor Muestral”, sin embargo, cuando se utilizan dichos “Valores
Muestrales” o una funcion de ellos para inferir sobre la poblaciéon o sobre los “Valores Poblacionales”, se le

denomina "estimador", que, como su nombre lo indica, estimara o hara inferencias sobre el valor poblacional.



Es importante destacar la diferencia entre los términos "estimador" y "estimacion”, tan similares y confundidos con
frecuencia. Se denomina estimador a la medida o indicador usado para hacer los calculos basados en la muestra, y
estimacion al valor obtenido de aplicarlo. En otras palabras, estimador es una funcion y estimacion es el valor de

dicha funcion evaluada en una muestra, en Gltima instancia, estimador es la formula y estimacion el resultado.

Otro concepto fundamental es el de censo. Originalmente, y a través de muchos afios, se le denomind censo al
conteo 0 enumeracién de toda una poblacion, asi los romanos y otras culturas realizaban sus censos. Luego se fue
anexando la investigacion de otras variables, aprovechando el desplazamiento de recursos para obtener mayor
informacion de la poblacion. Estos censos se fueron haciendo cada vez méas necesarios, de manera que se fueron
sistematizando y complementando con otras fuentes de informacién, como las encuestas por muestreo y registros
administrativos, hasta llegar a los actuales censos de poblacion, vivienda, econémicos, agropecuarios, y otros.
Siendo fieles a los origenes, tradicionalmente se ha llamado censo a una enumeracion completa o exhaustiva, es

decir, a una investigacion que incluye a todos los elementos de la poblacién.

Sin embargo, en los tiempos actuales se puede denominar censo a "una encuesta destinada a medir las
caracteristicas estructurales de un conjunto de elementos"” [5;1], donde una encuesta es "un procedimiento en el
cual se recopilan, procesan y analizan datos acerca de las caracteristicas de un conjunto de elementos (personas,
animales, viviendas, objetos), mediante entrevistas o por observacion, que pueden ser personales, por teléfono o por
correo”, u observacion. "Es necesario sefialar que para la recopilacion de los datos, se debe realizar un estudio
previo que incluye la determinacion de las variables a investigar, el disefio del instrumento para la recoleccién
(cuestionario), el disefio de la muestra (en caso de haberla), la definicion de las operaciones de campo, entre otros

aspectos” que forman parte de la etapa de planificacion. [5; 1]

Entonces, un censo es una encuesta, y como tal puede hacerse por enumeracion completa o a través de una muestra.
Esta definicion de censos no estd en contraposicién a las primeras investigaciones que se hicieron y que
denominaban censos. Aquellas, de hecho, eran censos porque median caracteristicas estructurales de la poblacion,

ademas, el término encuesta es mas reciente y ain mas el uso del muestreo.

Retomando la idea previa, calcular la tasa de desempleo tomando en cuenta a todas las personas mayores de 12
afos del pais, es el valor poblacional, si se toma una muestra y se hacen los calculos sobre ella, se obtendra la “tasa
muestral de desempleo” y que puede fungir también como "tasa estimada de desempleo” o "tasa de desempleo
estimada" o "una estimacion de la tasa de desempleo”. Igualmente ocurre con el caso de las reses, si se consideran a

todas las menores de 3 afios del pais, se obtiene la "proporcion poblacional de reses vacunadas", si se toman en
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cuenta sélo las seleccionadas en una muestra, se obtiene la "proporcion muestral de reses vacunadas", que también

serd la "proporcién estimada de reses vacunadas" 0 "una estimacion de la proporcién de reses vacunadas".

El valor verdadero es una constante, no varia; pero el estimador, depende de la muestra seleccionada, es decir, que
para cada muestra se obtiene un valor (estimacion) diferente. Por esta razon, los estimadores son variables, y

cuando la muestra es aleatoria, son variables aleatorias, y como tal tienen sus varianzas.

1.4.- Muestras probabilisticas

Los disefios muestrales se pueden dividir en dos grandes grupos,
i .- aleatorios o probabilisticos
ii.- no aleatorios o no probabilisticos
y ambos grupos se subdividen, de acuerdo a la técnica aplicada. A continuacion se presenta un cuadro sinoptico de

las divisiones del muestreo:

Figura 1.2.- Tipos y Clases de Muestreo

Tipos Clases
- simple

. . - de elementos
- sistematico

- de conglomerados

. - de elementos
- estratificado

- de conglomeradog

- probabilistico o
- monoetapico

- bietapico
muestreo o
- por conglomerados < - trietdpico

- multietapico
- doble o bifésico

- sin norma

- opinatico

- no probabilistico
- por cuotas

- de poblaciones méviles

También suelen utilizarse los términos “muestreo de listas”, aplicado la seleccion de elementos, y “muestreo de
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areas”, mas inclinado a la seleccion de conglomerados.

Una muestra es aleatoria o probabilistica cuando todos los elementos de la poblacién tienen una probabilidad de
seleccion conocida y distinta de cero. Por supuesto, una muestra no probabilistica es aquella que no cumple con
estas dos condiciones. Dentro de estas Gltimas se enumeran el muestreo sin norma, que es aquel en el cual, como su
nombre los indica, no se sigue ningun criterio para la seleccion de la muestra; el muestreo opinatico se rige por el
juicio u opinion del seleccionador, que a veces suele ser experto o conocedor del tema a investigar, por ejemplo,
"las 20 personas que entren primero a este edificio”, o “las 20 personas de mayor edad que trabajan en esta
oficina”; luego se tiene el muestreo por cuotas, que si bien es no probabilistico, a diferencia de los anteriores,
introduce elementos estadisticos, y consiste en seleccionar elementos de la poblacion, pero cumpliendo con una
cantidad de elementos de ciertas caracteristicas, hasta completar un tamafio preestablecido de ellos; por ejemplo, se

deben entrevistar 200 personas, cumpliendo las siguientes cuotas:

Tabla 1.1.- Cuotas de muestreo por sexo, segin grupos edad
Grupos de Edad Total | Hombres | Mujeres
Total 200 100 100
15 a 24 afios 44 21 23
25 a 34 afios 50 23 27
35 a 44 afios 53 28 25
45 afios y mas 53 28 25

entonces se van entrevistando personas hasta satisfacer las cuotas establecidas, asi, si se consigue una persona que

pertenece a una categoria cuya cuota ha sido cumplida, no se le hace la entrevista.

Mencion aparte merece el muestreo para poblaciones maéviles o silvestres, como peces 0 animales en su habitat
natural, y su objetivo es estimar el tamafio del universo basado en técnicas de captura-marca-recaptura, es decir, se
capturan elementos, se marcan, se regresan a su habitat, y se realiza otra captura, donde se identifican los
elementos marcados de la primera muestra. Existen técnicas estadisticamente bien fundamentadas en este sentido,
pero esta clasificado como no probabilistico porque al ser su concepcion y principal uso en poblaciones silvestres,

la seleccion de las muestras dificilmente cumplira criterios probabilisticos.

Las muestras no probabilisticas se utilizan mucho en pruebas donde lo importante no son las cifras propiamente,
sino mas bien el funcionamiento de instrumentos o procesos, como pueden ser el entendimiento de un cuestionario,
el procesamiento de los datos, entre otras; por ejemplo, para saber si se capta el total de cuartos para dormir de una
vivienda, se toman viviendas donde se conoce de antemano que hay tendencia al hacinamiento; o si se quiere saber

si se incluyen todos los posibles materiales de las paredes, piso y techo de las viviendas, se toman una muestra por
12



cuotas de diferentes tipos de viviendas; o si se quieren probar unos programas computacionales de entrada y

procesamiento de datos, se incluye elementos donde se sepa que va a actuar dicho software.

También son usadas muestras no probabilisticas cuando se requieren resultados rapidos, donde puede resultar
complicado el disefio de una muestra probabilistica. Sin embargo, y basados en este tltimo argumento, se ha hecho
un uso indiscriminado del muestreo no probabilistico, dejando, en muchos casos, mal parado al muestreo como

técnica, y no a los responsables de este hecho.

En las muestras no probabilisticas no se puede calcular ninguna medida del error cometido, ya que una parte de las

posibles muestras tienen probabilidad cero de ser seleccionadas.

En el caso, de las muestras aleatorias, si es calcular o estimar la varianza de los estimadores, aunque en
oportunidades, dependiendo del disefio, puede ser complicado. Ldgicamente, habra disefios mejores que otros, y
parte de esto es lo que se pretende presentar en este trabajo, mediante el uso de las medidas de precision del

estimador, como son el error cuadrético medio, la varianza, el error estandar, el coeficiente de variacion y el sesgo.

Es frecuente escuchar términos como "muestra representativa”, "muestras grandes o pequefias”, que es importante

aclarar.

Cuando se toma una muestra, de la manera que sea, se toma con la finalidad de representar a toda la poblacién, sin
embargo, la idea generalizada que se tiene de una "muestra representativa” es el de una muestra que "represente
bien" a toda la poblacion, pero se acaba de ver que en las muestras probabilisticas todos los elementos tienen
probabilidad conocida y distinta de cero de estar en la muestra, es decir, que toda la poblacidn esta aleatoriamente
representada. Existen diferentes disefios para seleccionar la muestra, asi como diferentes estimadores de un mismo
valor poblacional, l6gicamente, habra disefios y estimadores que se comporten mejor que otros, para un estudio en
particular, es decir que se obtiene mayor precision con unos disefios y/o estimadores que con otros. De manera que
en lugar de hablar de "muestras representativas" se debe hablar de muestras aleatorias o probabilisticas, con tal o
cual precision. Incluso a veces se escucha el barbarismo de "una muestra mas representativa que otra" para decir

que "un disefo arroja resultados mas precisos que otro".

En cuanto a los términos de una "muestra grande o pequefia”, deben tener una referencia, ... esta muestra es grande
respecto a la anterior, o ... esta muestra es pequefia, tomando en cuenta el tamafio de la poblacion. Sin embargo,
es preferible evitar estos términos, y hablar en términos de que se cumple con los objetivos propuestos, bien sean

en términos de confiabilidad y desagregacion de la informacion, entonces, una muestra sera pequefia si por razones

13



del tamafio de muestra y no por el disefio en si, no se logran dichos objetivos, y serd verdaderamente grande si con
un tamafio menor y el mismo disefio, se obtiene una precision similar. Es decir, que para hablar de tamarfios grandes
0 pequenos, se tiene que hablar de una comparacion, en la que ademas, se hayan aislado todos los demés elementos

que afectan la precision de los estimadores.

1.5.- Mediciones de errores muestrales

La medida general para medir el error que se comete al no incluir a toda la poblacion en el estudio, es el Error

Cuadréatico Medio del estimador, que es la suma de la varianza y el cuadrado del sesgo del estimador, es decir:

Sea 6 un estimador de @, entonces el Error Cuadratico Medio de & es

ECM(é):V(é)+[B(é)]2
donde B(0)=E(6)-0

si el sesgo es cero, es decir, si el estimador es insesgado, entonces el Error Cuadratico Medio coincide con la
varianza. El error de muestreo es medido por la raiz del Error Cuadratico Medio, de manera que si el estimador es

insesgado, el error de muestreo es la desviacion estandar del estimador.

El principio del muestreo es asignar a los elementos que no fueron seleccionados, el promedio de los
elementos que fueron seleccionados. En algunos casos, de acuerdo con el disefio aplicado, este promedio sera
ponderado, en otros se fraccionara la poblacién para obtener y aplicar promedios en cada fraccion. Todos estos

casos se veran a lo largo del trabajo.

Otro aspecto importante es el de diferenciar la varianza de la variable a estimar y la varianza del estimador. Para
ilustrar esta diferencia se trabajard un ejemplo. En cierta area de asentamientos agricolas se desea hacer una
estimacion de la produccion de arroz para una determinada temporada. La poblacion estd compuesta por fincas. Sea

yi el total de kilos de arroz producidos en la finca i-ésima para la temporada en cuestion.

Se sabe que la varianza de una variable es el promedio de los cuadrados de sus desvios respecto a su valor

esperado. Entonces,
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N N
20 -VY >y VY
V(Y)=S§=Sz=':lT y S'§=S‘2= |:1N_1

son la varianza y cuasivarianza de la variable “y”, y miden la dispersion de la produccion de arroz entre las fincas.

Por otro lado,

()
(Yk _Y)2 . (v -V
Y\ = — V(Y)=V(y)=52 =11

son las varianzas del estimador del total de arroz producido en todo el area y del estimador del promedio de arroz

producido en cada finca del &rea respectivamente (si la muestra es aleatoria simple de fincas); donde ( j indica el
n

total de muestras posibles y Y, la estimacion del total, considerando la muestra k-ésima, con k=1,2,..., [n] .Enel

capitulo del muestreo aleatorio simple se explicard mas en detalle, y se demostrara que
N

Z(yi _Y)Z

N*(N-n) 5 N 2 N-n
N n N-1 N n

V(Y) = 87 = S

N
Z(yi _?)2
L _ g2
n N -1 N n

Sy — c2 2 _N
VIY)=V(y) = S?—Sy N

Notese que estas varianzas dependen de la cuasivarianza de la variable "y". De manera que debe quedar bien en

claro la diferencia entre V(y), V() , V(Y).

A partir de la varianza se obtienen otras medidas de error, como son el error estandar y el coeficiente de variacion,

cuya expresion se muestra a continuacion,

error estandar ee(d) =V (0)
coeficiente de variacion CV (é) = #

es decir, que la varianza y el error cuadratico medio muestran el error en términos de las unidades de medida de la
propia variable elevadas al cuadrado, el error estandar y la raiz del error cuadratico medio lo expresan en términos

de las unidades de medida de la propia variable, y el coeficiente de variacion lo expresa en términos relativos. En
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este sentido, el error estdndar es mas facil de interpretar que la varianza, pero el coeficiente de variacion tiene la

ventaja sobre los otros, en que, por estar expresado en una escala Unica para cualquier medicion de cualquier
variable, es aun mas fécil la interpretacién y comparaciones.

En el caso especifico de los totales y promedios mostrados anteriormente, los errores estandar y coeficientes de
variacion quedarian como sigue,

A N—-n N-—-n 2 N—-n
ee(Y)= [N? §'% = [N?2 s ;o ee(Y)=| S'
M) \/ N n \/ N n ) N n
\/NZN_nS'Z \/NzN—n g ’N—n g
n N n N n N
CV(Y)= =

2 n
= . CV(Y)=—
v v (Y)

<]

En general, al aumentar el tamafio de la muestra, aumenta la precision de los estimadores; esto ocurre cuando los
estimadores que se utilizan son consistentes. Sin embargo, llega un punto donde aumentar el tamafio de la muestra
no aporta grandes ganancias en precision; utilizando un enfoque de precisién/costo, se puede decir que a partir de

un tamafio de muestra, resulta muy costoso aumentar el mismo en relacion con su aporte en la ganancia de

precision, en consecuencia, quizas se ha llegado a un tamafio de muestra adecuado. Este fendmeno puede verse en
el siguiente gréfico.

Figura 1.3.- Precision de un Estimador (error estandar) segiin tamafio de la muestra

100 H

804 |

60 - \

Error Estandar

] |

en este caso, n=4 6 5 parecen buenos tamarios de muestra, ya que a partir de aqui, aumentarla no aporta grandes
ganancias en precision
20 + \

Tamafio de la Muestra
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1.6.- Principios del muestreo

Mucho se habla sobre el muestreo, y como se ha dicho, son muchos los que los usan como herramienta en sus
trabajos, sin embargo, pareciera haber un cierto misterio en cuanto al conocimiento de las técnicas de muestreo, al

punto de que cuando una persona conoce poco mas de lo elemental, a veces se le considera un experto.

Aunque conocer en profundidad toda la teoria del muestreo es complejo, su enfoque del muestreo es sencillo. Se

pueden enumerar dos principios donde recae basicamente todo el peso de la disciplina. Estos son:

Principio 1 Una vez seleccionada una muestra, cualquier estimacion de cualquier valor
poblacional consiste en asignar el promedio de los valores de la variable en estudio,
de los elementos o unidades que fueron seleccionados en la muestra, a los elementos o

unidades que no fueron seleccionados

Este primer principio esta referido directamente a los estimadores y, como puede notarse, es sencillo de entender,

aungue su construccién a veces puede resultar un poco complicada.

Cuando se aplican disefios sencillos, la construccion de los estimadores es evidente. A medida que los disefios se
van complicando, se va haciendo més dificil entender o deducir un estimador; asi se tiene que cuando la muestra es
estratificada, un estimador consiste en asignar a cada elemento o unidad que no esta en la muestra, el promedio de
la variable en estudio de los elementos o unidades de su estrato, que si estdn en la muestra. En otros casos el

promedio a asignar es ponderado de acuerdo con pesos de cada unidad, que se calculan de diversas maneras.

Como va se dijo, los estimadores son variables aleatorias y tienen su correspondiente varianza, que es una medida

de su precisién. El segundo principio se refiere a la forma como se calcula esta varianza.

Principio 2 La varianza de un estimador consiste en calcular la varianza de las estimaciones

provenientes de todas las muestras posibles

es decir, se toman todas las muestras posibles, de acuerdo con el disefio planteado, se halla la estimacion

proveniente de cada una ellas y se calcula la varianza, tomando como observaciones cada una de las estimaciones.

Claro que en la préctica este procedimiento resulta improcedente, ya que para valorar todas las muestras posibles

habria que hacer una enumeracion completa.
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Sin embargo, el conocer la expresion matematica de la varianza es sumamente Util para analizar las condiciones
bajo las cuales se puede controlar la precision del método utilizado. Igualmente lo es para ayudar a definir la

expresion de su estimador a partir de una sola muestra, sin necesidad de tomar todas las posibles muestras.
Estos procedimientos son mas complejos que los involucrados en el principio anterior, y por lo tanto requieren de

mas conocimientos matematicos. En el presente trabajo se obtendran los estimadores y sus varianzas utilizando

estos dos principios.
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2.- MUESTREO ALEATORIO SIMPLE
El muestreo aleatorio simple, también conocido bajo el nombre de "muestreo irrestricto aleatorio”, como es de
esperar, es el mas simple o béasico de todos los disefios muestrales aleatorios, y consiste en tomar una muestra al

azar de n elementos de un universo de N, sin restricciones de ningun tipo.

El muestreo aleatorio simple (MAS) tiene las siguientes caracteristicas:

a) tamafio del universo = N

b) tamario de la muestra=n

C) seleccion sucesiva de las unidades

d) seleccion sin reposicion de las unidades seleccionadas

e) probabilidades iguales de seleccion en cada extraccion, para las unidades que no han sido

seleccionadas

) las muestras que constan de las mismas unidades se consideran iguales

De manera que la probabilidad de seleccionar la unidad i-ésima en la k-ésima extraccion es:

N-k+1
donde i=1,..N y k=1,.,n.
Entonces, la probabilidad de seleccionar una muestra compuesta por las unidades
i,i+1,i+2, ... ,i+(n-1)
es,
1 1 1 1 1 _(N-n)!

PARLH 2. D=0 NI N2 NeD) N(ND(N-2)(NnD) . NI

como las muestras que incluyen las mismas unidades pero en diferente orden, se consideran iguales, y se tienen n!

permutaciones de las mismas unidades en la muestra, por lo tanto

(N-n)I n!_ 1
N! _(N]
n

que es la probabilidad de seleccion de una muestra posible, que no es otra cosa que 1 entre el total de muestras

P(i,i+1j+2,...j+(n-1))=
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posibles, lo que significa que las mismas son equiprobables. Es decir que existen [ ) muestras posibles.
n

2.1.- Valores poblacionales y estimadores - total y promedio
Sea un universo de N elementos, en el cual se quiere medir una variable "y" que se asocia a cada elemento, es decir,

yi = el valor que toma la variable "y en el elemento i-ésimo , i=12,...,.N

SeanYy Y el total y el promedio poblacional respectivamente,

Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio n, que €S Y1,Y2, ... ,¥a, N<N, Yy se tienen el total y el promedio

muestral, respectivamente,

_n _ gzt _Y
y—iZﬂ:y. y=t—=

n N
Como Y se puede escribir de la siguiente manera, Y =>"y;+ >y,

i=1 i=n+1
. R n N
entonces se define Y como un estimador de Y, Y=Dyi+ DY
i=1 j=n+1

donde, vy es el valor de i-ésimo elemento de la muestra, i=1,...,n

y'j es un valor estimado de y; , j=n+1,...,N , que aplicando el principio 1, viene dado por,

que es el promedio de los elementos que estan en la muestra (promedio muestral), por lo tanto,

n Zyl

y-+(N—n)y:nile +(N-ny=ny+(N-ny =Ny (2.1)

n

. N
YZZYi+ y=

i=1 j=n+1 i=1
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Anéalogamente, se hallara Y , el estimador de Y ,

n

Zyi

) = 4 (N=-n)y

ZYi+ ”

N
) 2.9 D i+(N-ny
Y _ i=1 j=n+1 _ i=1 _
N N N

A

_ny+(N-n)y
N

es decir, que los estimadores de los valores poblacionales son,

. ZYi
N

<>

2.2.- Varianzas de los estimadores

Para el calculo de la varianza, se debe obtener la estimacion correspondiente a cada una de las muestras posibles y

. o, . N N
hallar la varianza de la distribucion resultante. Se tienen ( j muestras de tamafio n. A los totales muestrales se les
n

denominaré y, y se define por

n
Ve = Zyki , ¥, =valordelavariable"y"enel elementoi —ésimode la muestrak
i=1

Z Yii
=)

y a la media muestral, ¥, =

n

La varianza del estimador de la media V(\?) , viene dada por (principio 2):
A
N Z(yk _Y)Z
VY)z Xt
(V) ==
n

que es igual a
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descomponiendo

por lo tanto,

V(Y)

como

Z 123 Yy, -

)
DOV

k=1

, e tiene que

1 (N-1\& , N-2\&
S )X (N 2 9

)

NN 1)nZZy. -V

—Y?2

i=1 j=i+l

entonces (2.3) queda,

:ﬁ{(ﬂ 1JN Y2_NnY +(': any,}

2.3)



_ 1
~ N(N-)n|

(N2n-N 2—Nn(N—1))72+(N—n)i y? }

- 1 I N2 _Nz_(N_n) Nz_—z
_—N(N—l)n_N(n N)Y 2+(N n);y‘}—N(N—l)n{;y‘ NY }

N

N
2_NY? YY)
S\ _(N-n)s? L& 2 )
V(Y) =——+>— donde S“= = (2.4)
N n N -1 N -1

Utilizando la relacién Y = N \? , Se tiene que
N?(N-n) s?
N

V)=V (N Y)= N2 V(Y)= .

(2.5)

2.3.- Estimadores de las varianzas

El estimador de la varianza del estimador del promedio (o varianza estimada del estimador del promedio), resulta

de sustituir los valores poblacionales que no se conocen, por sus respectivos valores muestrales,

n

) y 2 o2
VR VAN ML

= N-ns? N-n4 _
N n

Nn n-1 Nn n-1

N o\ N 2 _ w2
NAN 1) s NE(N-n) > (yi-9) :NZ(N_n)Zyi ny

i=1 i=1

V(Y) =
M N n Nn n-1 Nn n-1

Para el estudio del sesgo de este estimador, se desarrolla su esperanza matematica:

e i:'_ ~ N-n S, oy | N-n V22
E[V(Y)} =E Nn 1n—l _Nn(n—l) E{Z(yi y)}_Nn(n—l) E{Zyi ny} (26)

i=1

desarrollando la esperanza de la suma,

E{Z o 92} - E{Z y?} -nEly?]

i=1
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asi que de (2.6)

€V =% Hiﬂ_ nE[vz]} 27)

i=1

como existen { j posibles muestras diferentes, cada una con la misma probabilidad de ser seleccionada, se tiene
n

que, desarrollando el segundo término,

y desarrollando el primer término

B N N

y 1 1 N -1

2]zt 812
n

7 N\
S5 2

por lo tanto,

St nelr] =% L[ (0

i=1
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sustituyendo (2.7) , se tiene

N
: 2 -NY? :
E[VA(\?)} __N-n {(n—l) Z 2 (n-1) —2} N—nn r) _N-n S2_V(Y)

Nn(n-1) | (N-1)% (N -1) N -1 Nn

luego, VI(Y) es un estimador insesgado de V(Y) . Analogamente, VI(Y) es un estimador insesgado de V(Y).

Notese que en cualquier caso, para calcular la varianza del estimador o para estimarla, es necesario conocer el

tamafio de la poblacién, N. Igualmente se necesita para estimar el total poblacional, no asi para el promedio. El

término (N—n%l es el corrector de poblaciones finitas, que se puede escribir como 1-f, donde f=0 es la

N H
fraccion de muestreo. A medida que N se hace grande con respecto a n, f converge a cero, en consecuencia 1-f
converge a 1; por tal motivo se le denomina corrector de poblaciones finitas, ya que no se utiliza en poblaciones

"infinitas".

Notese que si el universo es muy grande (N —o0), y ademas f converge a cero, se tiene que,
N

(Nom) s _(Non) Z(yi—Y_)z_l_fi(yi—Y_)z (y. vy s

V(YL) i-1 — i-1 _1
N n N n N -1 n N -1 n N n
> (y, -V
—Y
. _NZ(N—n)S'Z_NZ(l—f)iZﬂ:y' ., 82
yo ) NS s
N n n N -1 n
Igualmente,
N 2 2
\i(Y_)zs_ y V(A):NZS_
n n

2.4.- Proporciones

El enfoque de proporciones es un caso particular de lo expuesto hasta ahora, en toda su extension, pero por su

importancia y uso, se tratara en este apartado de forma exclusiva.

Sea un universo de N elementos del cual se tomara una muestra aleatoria simple de n de ellos, n < N. A diferencia
de las variables supuestas hasta ahora, que son del tipo numérico, aqui se desea medir la presencia o no de una

caracteristica, para hallar la proporcion o el total de elementos con la caracteristica. Por ejemplo, se desea medir la
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proporcién o el total de mujeres, o de personas solteras, o de fincas que tienen sembrado café, o de empresas con
mas de 20 empleados, 0 de empresas con servicio telefonico, o viviendas con techo de material de desecho, entre
otras muchas. Si bien puede ser tratado con todas las formulas de valores poblacionales, estimadores y varianzas

planteadas hasta ahora, se tratara de una manera mas especifica.

Se define una variable "a" que indica la presencia o no de la caracteristica, definida de la siguiente manera:

1 si el elemento i-ésimo posee la caracteristica en estudio
0 si el elemento i—ésimo noposee la caracteristica en estudio

Luego se aplican las férmulas conocidas, y se simplifican debido a las propiedades de la variable "a".

Sea "4 ” el total poblacional, definido por,

gue es un cociente entre el total de elementos que tienen la caracteristica y el total de elementos, por ende, mide la
proporcién de elementos con la caracteristica, y que al multiplicar por 100, se tiene el porcentaje. Notese que no es

otra cosa que el total y el promedio poblacional mostrados en el apartado 2.1, pero utilizando la variable "a".

Sean los valores muestrales,

n

n Ya

- a

=1
a= ai p—'_—_
Z I n n

el total y la proporcion muestral respectivamente. Los estimadores del total y de la proporcion poblacional

respectivamente son,
n

Ya

que resultan de sustituir y; por a; en

n

N
y =il

Y =

=

Il

=z
<

=y
n
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Analogamente, para hallar sus varianzas, se sustituye yi; por ai y P por Y en las formulas de V(\?), V(\?) y se

desarrollan,
N 2 A 2 2
a-P a’-NP
~ N?(N-n) Z:l:(' ) NZ(N—n)Zl: '
V(A) = | - |
Nn N -1 Nn N -1
pero como a’=a, ,
VEA) = NZ(N - n)Za. _ N’(N-m)NP-NP*> _ N*(N-n)NPQ
N n N-1 N n N-1
donde Q=1-P;y

A <
V (P) =V(p) :V(N]:NZV(A): NFY

Aplicando el mismo procedimiento a las varianzas estimadas,

n

i=1

VA) =

NZ(N_n)Z(ai_p) (N n)Za.' p

_N*(N-n) npq

N n n-1 N n n-1

N?(N -n) pq . pq
= = 1-f)y "1
N n-1 N( )n-

donde g=1-p.

_y[ A (N-mnpg_(N-n) pg Pq
V(p)_v(NJ N s N e o

Si el universo es muy grande ( N —o0), y ademas f converge a cero, se tiene que,

N’1-f)NPQ _ N?PQ
n N-1 n

V(A) =

yaque (1— f)—>1ycomo (N —1) — N , entonces (

Igualmente, V(p) = PQ
n

-1
N -1)
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2
y las varianzas estimadas,  V(A) = N*P4 V(p) = Pa

n-1 n-1

A menudo se ve en publicaciones de censos y encuestas cuadros que cruzan dos 0 mas variables, como por ejemplo
el sexo, la edad, situacion en la fuerza de trabajo y parentesco con el jefe del hogar. En el cuadro de la préxima
pagina se observa un cruce de estas variables, donde Sexo tiene 2 categorias, Edad 8 categorias, Parentesco con el
Jefe del Hogar 5y Situacion en la Fuerza de Trabajo 3; resultando un gran cuadro de 648 celdas, de las cuales 408
de totales (sombreadas), y solo 240 no incluyen totales (figura 2.1)

En este caso, cada una de las celdas debe ser tratada como una caracteristica, bajo el enfoque de proporciones. Por
ejemplo, para la primera celda (excluyendo las de totales), se le asignara el valor 1 a una persona si es hombre,
entre 12 y 14 afios, que trabaja y es jefe de hogar; si no cumple con alguna de estas caracteristicas tomara el valor
cero, para esta celda y asi sucesivamente. Logicamente, toda persona de 12 afios 0 mas estara ubicada en s6lo una
celda (excluyendo las de totales), y para ella tomara el valor 1y cero para todas y cada una del resto de las celdas

de no totales.

Generalmente, en tabulados, el enfoque es de proporciones, aun cuando se obtengan totales. Nétese que incluso la
edad, que es una variable numérica, es tratada como una variable cualitativa al cruzarse con otras, se puede tratar
como una variable numérica, pero sélo para estimar la edad promedio, o la edad promedio de los hombres que

trabajan y que son jefes de hogar (en el ejemplo).

Cabe destacar que en este cuadro se puede tratar la variable Situacién en la Fuerza de Trabajo con més categorias
(Trabaja, No Trabaja, Estudia, Pensionado/Jubilado, Buscando Trabajo por Primera Vez), e incluir la variable Area
(urbana y rural), que aumentaria el total de celdas a 2916. Con esto se observa que a menudo se obtiene
informacién compleja, y se deben estimar todas las celdas requeridas, por supuesto, con diferente precision cada

una.
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Figura 2.1.- Total de Personas de 12 afios 0 mas, por Situacion en la Fuerza de Trabajo y Parentesco con el Jefe del Hogar, segun Sexo y Grupos de Edad

Total Trabaja No Trabaja Inactivo
Sexoy Jefe Jefe Jefe Jefe
de Otro No de Otro No de Otro No de Otro No
Grupos de Edad Total | Hogar | Conyuge | Hijo | Pariente | Pariente | Total | Hogar | Conyuge | Hijo | Pariente | Pariente | Total | Hogar | Conyuge | Hijo | Pariente | Pariente | Total | Hogar | Conyuge | Hijo | Pariente | Pariente

TOTAL

12 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 afios

VARONES
12 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 afios

HEMBRAS
12 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios

60 afios
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2.5.- Estimacion por intervalos

Las estimaciones mostradas también son conocidas como “estimaciones puntuales”, y como Sse Vvio, estan
acompafiadas de un error muestral, que abre un rango para dicho valor, con el cual aumenta la probabilidad de
abarcar al valor poblacional, esto se hace construyendo un intervalo, que se denomina “intervalo de confianza” y es

lo que se conoce como “estimacion por intervalos”.

Se denomina intervalo de confianza al intervalo (o vector aleatorio) que con una cierta probabilidad, contiene al
valor poblacional que se esta estimando, y a dicha probabilidad “nivel de confianza” o simplemente “confianza,

la misma se indica por 1-a. y en algunas oportunidades se expresa en términos porcentuales 100(1-a)%.

En muchas ocasiones es conveniente hacer estimaciones por intervalos. Por ejemplo, si se esta comparando la
preferencia sobre candidatos presidenciales, ademas de las estimaciones puntuales, es necesario analizar los
comportamientos de ciertos rangos. Supdngase que sobre una muestra de 500 personas, la estimacion de la
preferencia del candidato A es del 39%, y la del candidato B es de 43%; gana el candidato B. Al construir los
intervalos de confianza, se tiene que la preferencia del candidato A puede variar entre 34,7% y 43,3%, mientras que
la del B esta entre 38,7% y 47,3%, ambos con 0,95 de confianza. A claras se observa que se solapan los intervalos
entre el 38,7% Yy el 43,3%, entonces, no se puede afirmar que el candidato B gana, porque existe una zona de
incertidumbre, donde el candidato A puede estar ganandole al candidato B (figura 2.2).

Figura 2.2.- Intervalos de Confianza de mediciones electorales

v

zona de interseccion
(zona de incertidumbre)

Pero si en lugar de 500 personas, se entrevistan 1000 personas, y los resultados son del 35% y 47%
respectivamente, los intervalos son (32% ; 38%) y (43,9% ; 50,1%). Puede apreciarse que no se interceptan los

intervalos, esto indica gque, con una confianza del 0,95 gana el candidato B (figura 2.3).



Figura 2.3.- Intervalos de Confianza de mediciones electorales

| | |l
20 25 30 35 40 45 50 55

Generalmente se supone que las estimaciones Y y Y se distribuyen de forma normal, cuyo valor esperado es el

valor poblacional; esta aseveracion se hace basado en el Teorema del Limite Central, que indica:

Sea y una variable aleatoria, y Y1, Y2, ..., yn Observaciones de dicha variable en un universo de N
elementos, con promedio y varianzas finitos Y y S? respectivamente, y sea ¥ el promedio de “y”
en una muestra aleatoria de tamafio n. Entonces la distribucion de

v-Y o

W converge a una distribucién normal, N(0,1) cuando h — co.

Es decir, que ¥ se distribuye como una normal N(Y ,S?). [9,155]

Basado en este resultado, la estructura del intervalo de confianza de @, el estimador de &, es la siguiente,

[é—kaq/V(é) , é+k1i,/V (é)J
2

2
donde k es el valor de una distribucién de probabilidad, que en este caso es normal o t-student. Se usa la
distribucion t-student cuando no se conoce V(é), entonces se usa el estimador V(). Si se conoce V() se usa la

distribucion normal. Sin embargo, cuando se desconoce V(éb, pero el tamafio de la muestra es grande, se usa la

distribucion normal, ya que, la distribucion t-student converge a una distribucién normal. Es decir,

i) si se conoce V(6), [é—za YV (9) , é+zl_g YV (é)j

2
donde z es el valor de la ordenada de la distribucién normal N(0,1), cuando se deja a la izquierda de
la distribucién % y a la derecha 1—% respectivamente, es decir, para un nivel de confianza de
(1-a).
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ii) si no se conoce V(6), [é -t, W . 0+ t o WV (é)J
2

2

donde t es el valor de la ordenada de la distribucidn t-student, cuando se deja a la izquierda de la
distribucion % y a la derecha 1—% respectivamente, es decir, para un nivel de confianza de

(1-a).

iii) si no se conoce (&), pero n es grande, (é—za W) ,0+z WV (é)}
2 2
ya que, como se menciond, en este caso t,,converge a z,, , analogamente, t,_,,converge a
2,4/, €ntonces es lo mismo usar la distribucion normal que la t-student. Es importante aclarar que

n se considera grande, segin la mayoria de las tablas disponibles de la distribucion t-student, para

valores mayores a 120.

En otros términos,

Figura 2.4.- Distribucion de probabilidad utilizada en intervalos de confianza del estimador del total y promedio

i) siseconoce V(é) y nesgrande => distribucion normal
ii) si se conoce V(é) Yy nes pequefia = distribucién t-student
iif)si no se conoce V(é) y nesgrande => distribucion normal
iv) si no se conoce V(é) Yy nes pequefia = distribucién t-student
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3.- MUESTREO ALEATORIO SIMPLE CON REEMPLAZAMIENTO

El planteamiento de este disefio es muy similar al anterior, y su diferencia radica en que al seleccionar un elemento

en la muestra, el mismo no es retirado del marco, sino gue se mantiene y puede ser seleccionado nuevamente.

En el disefio anterior, la probabilidad de que el elemento i-ésimo sea seleccionado en la primera extraccion es 1/N,
igual que en este disefio. La diferencia es a partir de la segunda extraccion; mientras en el disefio en estudio la
probabilidad se mantiene, porque se repone el elemento seleccionado, en el anterior es 1/(N-1). Asi la probabilidad
de seleccionar el elemento i-ésimo en la h-ésima seleccion, segin el disefio en estudio y el anterior,

respectivamente son:

1 11
’ N—(h-1) N-h+1

3.1.- Estimadores

Curiosamente, los estimadores del total y promedio poblacional son exactamente iguales al caso anterior. Seany;,

Ya ..., Yu las observaciones de un universo de N elementos, y sean

N
Y = - y Y_: i=1 = —
Zl“y N N
el total y el promedio poblacional; entonces, si \fcr es el estimador de Y, se tiene que,

n N ZlyJ

Vo = i + Vi , donde g, =- =y Vij:j=n+1ln+2,..N
‘ El:y j_ZMyJ Jj==—=y i
n n
por lo tanto, Yo=> Vi +(N-n)y=ny+(N-n)y=Ny
i=1
_ Y A
y como Y =N entonces , Yo=Y

Para verificar si estos estimadores son insesgados se hallard la esperanza matematica. Anteriormente se tenian

N . N
( " J muestras posibles, ahora aumentaa N ", ya que hay restitucion. Entonces,
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1 & gy _1sh o
= NNy =— D y; =Y
nN”iZl: N;

por lo tanto, \70, = ¥ es un estimador insesgado de Y . Analogamente, \fcr es un estimador insesgado de Y, ya que,
E(Y, )=E(NY, )=NE(Y, )=NY =Y
3.2.- Varianzas de los estimadores

Para determinar las varianzas, se procedera de la misma forma que en el capitulo anterior, aplicando el principio 2,

esto es,
Nn _2 Nn 2 _ _2 Nn 2 _Nn Nﬂ _2
. Z()_/k -Y) Z(Vk—ZY Yo +Y7) Zyk_ZYzyk +ZY
V(Y_ ) — k=1 — k=1 — k=1 k=1 k=1
“ N" N" N
N _ _ N
Je-2N"Y+NY? @
— k=1 — k=1 Y2
N N"
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entonces,

N" [NZy, +(n- 1)ZZyy} NZY. +(n— 1)ZN:ZN:y,yJ

A -1 j=1 —5 i=1 j=1 v 2
V(Y -Y -Y
(CI’) Nn nN2
Z +(n- 1)Zy yi +2(n— 1)ZZny
_ i=1 j=i+l _Y—z
nN?2
Z +(n- 1)(Zy.y.+22“21y.J o . s
= Sl -Y?= N> y?+(n-1 =Y
nN2 nN2 ;yl ( )(;ylj
13 » (=D 2 1 < 2 72 _ |2
= A ——Y
nN;y'+ - nN;y. Zy. -
donde,
Z(yl Y) Zyl_NYZ
82 i=1
! N N
por lo tanto,
- S?
V(Y ):7‘ (3.1)

vease que si N es grande y %\I es pequefio, la varianza del muestreo aleatorio simple sin restitucion (2.4) converge
a (3.1), es decir,

Si Now y %_>o —  V(Y) > V(Y,)

prueba.

N
—Y)2
2 N-n§S? 1—f§(y' )
V(Y)= = =
N n n N-1

pero como f = %\I tiende a 0 (cero), entonces (1-f ) tiende a 1, y resulta

Z(y. -Y)?

V(= N N-1
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y como N tiende a infinito, entonces S% Sf , por lo tanto

Igual que en el muestreo aleatorio simple sin restitucion,

A 2 N2
V(Y )=N 2 V(Y )= T S|2 (3.2)

Igual que para V(\?), si N es grande y % es pequefio, la varianza del muestreo aleatorio simple sin restitucion
(2.5) converge a (3.2), es decir,

Si Noow vy %—>0 = V)WY, )

Las estimaciones de las varianzas vienen dadas por,

n

. 1 Z(Yi - y)z SIZ

A =

VY, )==dt
(cr) n n n

2

AA P N
V(Y )= NZV(Ycr):TS2

Los valores esperados de las varianzas estimadas son,

E[V(\(LC,)J= {—:I:—E[ 2] 1E ley - - %E 'an:Tyiz—vz =n—12ELZ:,y?}—£E[Vz]

desarrollando el segundo término, sabiendo que existen N " muestras posibles,

ely’)- e ZTy _”i{[ ”-i Z[ZVJ
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3.3.- Proporciones

Como se ha comentado, el enfoque de proporciones es un caso particular del promedio y del total, cuando la variable

en estudio esta definida para tomar Gnicamente como valores ceros y unos. En este sentido, adaptando las formulas

mostradas arriba para este caso, se tiene que,

1 si el elemento i-ésimo posee la caracteristica en estudio
' |0 si el elemento i-ésimo no posee la caracteristica en estudio

i=1 N N
entonces,
ACI‘ = N p ! PCI‘ = p
y las varianzas y sus estimadores,
s . PA-P) P A 5« N?P
vE ) =PRI PR vy, ) = P
n n n
" pq A 7 N’pqg
V(Pcr ) = ) V(Acr ) =N ? V(Pcr ) =
n n
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4.- MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

A veces tomar una muestra aleatoria simple, con o sin reemplazamiento, puede no ser la mejor eleccion, ya que
puede resultar una muestra con alta concentracion de elementos de ciertas caracteristicas y pocos de otras, que
generen un resultado poco ajustado a la realidad. Por ejemplo, si se quiere estimar el ingreso promedio de los
empleados de una compafiia, puede obtenerse una muestra con mayoria de directivos sobre otro tipo de empleados,
y como los directivos tienen mayor ingreso, el promedio queda sobrestimado; analogamente, si se obtiene una
muestra con mayoria de obreros, el ingreso promedio queda subestimado. Lo mismo puede ocurrir si se esta
midiendo el rating de television entre varias emisoras, y quedan seleccionados mas hogares de un sector social bajo
que del resto de los sectores, en una proporcion diferente a como ocurre en la poblacion, o el caso contrario, 0 mas
hogares de descendencia de un determinado pais, 0 de una region especifica del pais, que traeria como posible

consecuencia, una estimacién del rating muy diferente a la real.

En estos casos, lo méas apropiado es asignar a la muestra una proporcién de cada uno de estos grupos que mejore la

estimacion, que en algunos casos puede ser asignar a la muestra la misma proporcién que en la poblacion.

El muestreo estratificado prevé estos casos, y consiste en dividir la poblacion en sectores o "estratos"”, y entonces
seleccionar una muestra independiente en cada uno de ellos. La muestra en cada estrato, en este capitulo, sera
aleatoria simple sin reemplazamiento, y la asignacion puede variar, segin lo que convenga, en términos de reducir
la varianza, el costo o las facilidades de desplazamiento en el campo (levantamiento). En este capitulo se describen

varios tipos de asignacion o afijacion.

Sea un universo de N elementos, que se divide en L grupos exhaustivos y mutuamente excluyentes, que se
denominaran "estratos", con Ni,N2,Ns, ... ,N_ elementos respectivamente, ademas N = Ni+ Na+ Ns+- + N.. El
disefio consiste en tomar una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de elementos en cada uno de los
estratos, de manera que se tendran L tamafios muestrales, que se denotaran por ni,nz,ns, ... ,ni, que indican el total
., L. n
de elementos en la muestra en cada estrato. La fraccion de muestreo en el estrato h-ésimo es f, = N—“ ,h=123, ...
h
,L. La muestra debe ser tomada independientemente en cada estrato, es decir, que la seleccion de elementos en un

estrato no afecta la seleccion de elementos de ningln otro estrato.

Las razones principales para utilizar el muestreo estratificado son:
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i. si se desea obtener estimaciones separadas para cada grupo o sector, entonces éstos deben ser
tratados como estratos.

ii. por conveniencia administrativa, cuando es necesario separar el levantamiento de la informacion
por determinadas zonas o areas geograficas, puede ser conveniente tratarlas como estratos.

iii. Cuando estratificar da lugar a ganancias en la precision de los estimadores. En este caso es
conveniente que los estratos sean homogéneos internamente y heterogéneos entre ellos, de acuerdo

a la(s) variable(s) a estimar. [2, 125]

4.1.- Total y promedio poblacional y muestral

Se denotara por Y al valor de la variable “y” en el i-ésimo elemento del estrato h, h=1,...,L; i=1,...,Ns, entonces,

Y, = Z Yni eseltotal poblaciona I del estrato h
Y, =" esel promedio poblaciona I del estrato h
L
Y=>Y, eseltotal poblaciona |
h=1

Y = % esel promedio poblaciona |

Vi = Z Yhi es el total muestral del estrato h
=
Yy = :—: esel promedio muestral del estrato h
L
y=>Y, es el total muestral
h=1
y= y_ EZL: Vi = EZL: N,V = ZL:Wh Y, eselpromedio muestral
non n

que no es mas que el promedio de los promedios de los estratos, ponderados por el peso de cada estrato en la

nh
muestra | W, = — |.
n
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4.2.- Estimadores y varianzas

Como en cada estrato se toma una muestra aleatoria simple, se utilizan los mismos estimadores mostrados en el

capitulo anterior, para cada estrato, es decir,

~ Z Yhi

YAh = Ny ¥, Yo =Vn =
Nh
2 - 2~ -
V(Y'\h )=Nh(Nh nh)ShZ V(Yh ):Nh Nh Sﬁ
N nh Nh Nh
o v NE(Nh-nn) -n
V(Yh)—“—““ sh V(Y, )=Na=n 2
Nh h Nh nh
donde
Nh Nh )
(ym Yh)2 Z(yhi ‘yh)
2= il §2 = izl
" N, -1 y " n, —1

El estimador del total poblacional es:
L

Y st Z h Y

h= h=1

donde st indica que la muestra es estratificada. Para estimar el promedio poblacional, se tiene,

1 L L
N\f ZNhyhzthyh
h=1 h=1

A

Y, =

gue es equivalente a tomar el promedio ponderado de los promedios de los estratos, ponderando cada estrato por

N .
W, = Wh , que es el peso del estrato h en la poblacion.

La varianza del estimador del total poblacional es:

h=1k=h+1

V(Yy) = V[ZNh th—ZV(Nh Yo)+ 22 ZCOV(Nh Yo N %)

pero como las muestras son independientes en cada estrato, entonces

y se tiene que,
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z N, (N, —ny) S,f

L
h=1 ny,

V(Vyq) = DV(N. ) = D NZV(T,)
h=1

- 1. 1 5 1 &N (N, —n) L (N, —n,) S?
VY. =V =Y., | ==V =_§ MS2ZEW2M_P1
y ( st) (N stj N2 ( st) N2 = nh h - h Nh nh

4.3.- Afijacion de la muestra

La afijacion de la muestra consiste en determinar los tamafios muestrales de cada estrato, es decir, fijar los nn.
Existen varias formas de hacerlo, y en gran medida dependera del tipo de estudio, el tiempo y recursos econémicos
disponibles para hacerlo, la disponibilidad y condiciones del marco muestral, precision de las estimaciones. Sin
embargo, aqui se enumeraran las formas de hacerlo, para poder evaluar las ventajas y desventajas de los mismos, y

asi determinar, tomando en cuenta los factores mencionados, la afijacion a efectuar.

En principio se conocen 4 formas de afijacion, igual, proporcional, arbitraria y ptima o de Neyman.

Afijacion
Igual: se toman muestras aleatorias simples del mismo tamaiio en cada estrato
n=n,+N,+--+N_ , N =N,=---=N_
n
= n,=— , h=12,....L (4.)
L
Afijacion

Proporcional:  se toman muestras aleatorias simples en cada estrato, de manera de distribuir la muestra de
tamafio n de acuerdo con el peso relativo que cada estrato toma en la poblacion, segun el
total de elementos. Sea Wh el peso relativo del estrato h en la poblacion, Wh=Nu/N, y w el

peso relativo del estrato h en la muestra, wh=nn/n; se tiene que

n, _ N
W, =—=— = W
h n N h
entonces
N
n, = nWh ,Vh,h=12,...L (4.2)
nétese que

N, N, N, n
n+n,+--+n. = n—+n—=+--+n—=—(N; +N, +---+N J=—N =n
1 2 L N N N N( 1 2 L)
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Afijacién

Arbitraria;

Afijacién de

Neyman:

Si los tamafios de los estratos (Nn) son iguales, las afijaciones proporcional e igual

coinciden.

consiste en asignar un tamafio de muestra a cada estrato, que no responde a ningun criterio

pre-establecido

esta afijacion debe satisfacer la condicion que V() sea menor que la correspondiente a

cualquier otra afijacion. EI nombre se debe a su autor Jerzy Neyman (1934), aungue mas
tarde se encontr6 un articulo de A. A. Tschuprow (o Chuprov) que data de 1923, con
algunas formulas aplicadas por Neyman. Para hallar los tamafios muestrales se debe

minimizar (min) la varianza del estimador, sujeto a (sa) que ni+ny+...+n = n, esto es,

min ! ZL:N (N, —n )Sﬁ
N2 Lt h h h nh

Cabe destacar, que aunque el tamafio de muestra es un valor entero, es decir, no es
continuo, por facilidad, se hara la abstraccién de considerarlo como tal. Aplicando el
método de los multiplicadores de Lagrange, se tiene la siguiente ecuacion,
1 L g2 L
L=—"1> N, (N, —nh)—“}ﬂ{Znh —n}
N* | n, h=1
:% Z Ny Sy - thshz}ﬂ{inh —n}

hmr Ny h=1

y derivando,
NZS? N 1
L L (1)
on,  N?n/ N | 4

42



22
oL =_NLZS; -1=0 = an—NLSL,/—1 (L)
on, N°n/ N A

oL

a_n—nl—nz—---—anO (L+1)

sustituyendo n, ..., n_hallados en las ecuaciones 1,...,L, en la ecuacion (L+1),

noMNiS 1 NS, o1 NS 1
N A N A7 N A
1) ([ 1

n_(ﬁj( —ZJ[Nl S,+N,S,+..+N,_ S ]=0

2

L
N,S
Lo [NS NS, NS, o hZ‘ nn
N n N n

sustituyendo este resultado en la ecuacion h-ésima,

N,S, 1 NS,
N - L 2 =n L
Z:NhSh ZNhSh
h=1 h=1

_Nn

n, = (4.3)

Puede observarse que es una afijacion proporcional al peso relativo del estrato, medido en
términos del total de elementos y dispersion de la variable a medir (y), simultaneamente,
es decir que no s6lo toma en cuenta el tamafio, sino también la variabilidad del estrato;
entonces, si dos estratos tienen el mismo tamafio, el tamafio de la muestra serd mayor para
aquel que sea més heterogéneo, mientras que la afijacion proporcional asigna tamafios de

muestras iguales.

Sin embargo, si las varianzas de los estratos (S,f) son iguales, entonces la afijacion de

Neyman coincide con la afijacion proporcional (4.2).
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Afijacion

Optima: este es un caso generalizado de la afijacién de Neyman, que considera los costos, y que se
debe a Yates y Zacopanay (1935). Consiste en minimizar la misma varianza del caso
anterior, pero sujeto a un costo fijo, aunque también se puede hacer al contrario,
minimizar el costo sujeto a una precision o varianza fija, a continuacién se presentan
ambos procedimientos para hallar n,. Antes se debe definir la variable c como el costo del

levantamiento de la informacion, y

C=Cp+Cinp+CnNp+ - +CLNL

la funcion de costo, en su forma mas simple, donde ¢ es el costo fijo, y ¢ es el costo de

incluir a un elemento en la muestra en el estrato h, h=1,2,...,L.

i) minimizar la varianza sujeta a un costo fijo

min iZL:N (N, —n )ﬁ
Nzh:l h h h nh

aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, se tiene la siguiente ecuacion,

h
2
N* | = n,

1 [& g2 L
L=—| >N, (N, -n,) }J{Cﬁ chnh—c}
h=1

1 |« N, ) L
=7 DN, | =2 -1|S? |- c,+ D con, —cC
h=1

y derivando,
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L _ N/ S/ N
a lzsi —-4¢,=0 = n= S @
6n N n, N /10

2 2
A N; SZL —-Ac =0 = nL:M b (L)
6n N°n/ N Ac,
%zc—co—clnl—cznz—...—anLzo (L+1)
sustituyendo en la ecuacion (L+1), los valores de ny, ..., n_ hallados en las ecuaciones
1,..L,

C—C,—C N, S, |1 -C N, S, |__1 —..—C NS, |-
N Ac, ° N Ac, LN
oo (NS Ve ) (NS, e ) NS, Ve |_
"IN V2 N J-1 N J=21

(€—Co) NV=2 =N, S, \Je, +N, S,.fc, +..+N_ S Je,

L 2
ﬂ,:—[ lel’\/c—1+ stz\/€+"'+ NLSL\EIZ _ M

(c—Ccy)N (C—c)N

sustituyendo este resultado en la ecuacion h-ésima,

N, S
(C—C) h h}
n. — N, Sy 1 _ i [ VCh
h = N - L 2 L
N,S,+/C
hZ;NhSh,/ch hZ:;, h>hy/Ch

_(C_Co) N

pero se tiene n, en funcidn del costo fijo, de los costos variables, de las desviaciones y del
tamafio de los estratos, pero no en funcion del tamafio de la muestra, n. En tal caso habria
que calcular los nn y luego sumarlos para obtener n. Esto puede ser un poco tedioso y a

veces hasta impreciso, ya que si al calcular n por la suma de los ny, se obtiene un tamafio
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de muestra mas grande de lo previsto, habria que ir modificando los n, para cuadrar a n.
Por ello seria conveniente tener n, en funcidn de los costos, desviaciones y tamafios de los

estratos, pero también del tamafio muestral total, n. Obsérvese el siguiente artificio,

L

h=1
z NSy /Cy
h=1

entonces,

_—W=—

%)

y de aqui se puede escribir n, en funcién de n,
Nh Sh

Ve )

ZL: Nh Sh

n,=n (4.9)
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Si se aplica el otro planteamiento,

i) minimizar el costo sujeto a una varianza fija

L
min ¢, + Y c,n,
h=1

1 < S¢
— E N, (N,—n )—=V
Nz s h( h h)nh

donde V es la varianza deseada, ya que se tiene que fijar un nivel de precision. La

ecuacion de Lagrange es,

L 1 L Sﬁ
L=c,+>.c N, —4 W(Z N, (N, —nh)—J—V
h-1 h-1 n,

h=1 h

\ )l : 2 Nh 2
=c0+2chnh—m DN, S§| —-1|-VN
h=1 n

y derivando,
N/ S? N,S
iZCl+Z, 12 ; =0 = nl:# _i @)
on n; N C,
NZ S/ _N
a—L:CL+/1 ;SZL =0 = n S i (L)
on, N°n/ C,
oL 1 |<
—=—— N, SZ ——1 +V =0 L+1
A N2 [hzll " } (L+D)
sustituyendo en la ecuacion (L+1), los valores de ny, ..., n_ hallados en las ecuaciones
1,...L,
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entonces,

L 2
N{ZNhSh\/a}

h=1 - -
{v N2+2Nhsﬁ}

h=1

ﬂ/:

sustituyendo este resultado en la ecuacion h-ésima,

L
>N, Spafeh

_ NpS, o

- L
Ven VN?+>'N,S?
h=1

Ny

aplicando el mismo artificio del caso anterior para obtener n en funcién de ny,

L
nzz
h=1

L
() 2 Mesuler
Je

L
VN*+> NiSi
h=1

entonces,

e

y de aqui se puede escribir ny en funcién de n,
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[
3

gue es el mismo resultado al que se llegé en (4.4).

(4.5)

La afijacion éptima le asignard mayor tamafio muestral a los estratos que sean:

- méas grandes
- mas dispersos

- mas econdmicos (la captura de informacion)

Notese que si se toma la férmula de n, en la afijacién 6ptima, pero con un costo fijo en cada estrato, es decir

c,=¢, , h=k , con hk=12,.,L;entonces c=c,+Lc,, y se obtiene la formula de la afijacion de Neyman vista en

(4.3). Por esto se dijo que la afijacion 6ptima es un caso general de la afijacién de Neyman.
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5.- ESTUDIO DE SUBPOBLACIONES

A menudo se requiere hacer estudios sobre un grupo especifico del universo, del cual no se dispone un marco
exclusivo o detallado, sino de uno gue incluye tanto a esta poblacion como a otras, sin que sea factible identificar a
los elementos de interés a partir de este. Por ejemplo, se desea hacer un estudio sobre los hogares con nifios en edad
escolar, para medir su nivel socioeconémico, asi como el total de hogares con nifios que no asisten a la escuela. Lo
mas seguro, en el mejor de los casos, es que se disponga de un marco que consista en una lista de hogares, con su

respectiva ubicacién geografica.

En general, se desea hacer un estudio sobre un grupo o subconjunto del universo, contenido en el universo
estadistico, pero que no puede identificarse a priori en el marco muestral. A dicho grupo se le conoce como

“subpoblacion.”

Otro caso es cuando se desea hacer estudios similares sobre varias poblaciones, y se requiere recolectar la misma
informacion para cada poblacion, y seria muy costoso hacer selecciones independientes para cada una, aun en el
caso de que se disponga del marco especifico. Tal es el caso de una encuesta que captara el total de hombres entre
15 y 19 afios que trabajan, hombres entre 20 y 24 afos, igualmente para mujeres. Suponiendo que se tiene un
marco de personas, diferenciadas por sexo y edad, con su respectiva ubicacion geografica, se hace costoso e
improcedente hacer cuatro muestras independientes, en lugar de seleccionar hogares e incluir a todas las personas

de esos hogares.

En otros casos, se requiere estimar la proporcion de hogares cuyo jefe sea mujer, con nifios y que ademas sea
pobre; lo méas probable es encontrar un marco que incluya a todos los hogares, y ademas el s6lo hecho de medir la

pobreza es algo complejo.

De cualquier modo, el muestreo es complicado, ya que no se sabria si un elemento pertenece o no a la subpoblacién

especifica sino hasta después de que ha sido seleccionado.

A efectos de ilustrar el procedimiento, se tomard inicialmente el muestreo aleatorio simple. Sea N el total de
elementos en el universo estadistico, y N; el total de elementos en la subpoblacién i-ésima, i=1,2,...,H; se toma una
muestra de n elementos, donde n; pertenecen a la subpoblacion i-ésima. Se define y;; como el valor de la variable

y" arrojado por el elemento j-ésimo de la subpoblacion i-ésima, donde j=1,2,...,Ni.
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Se tienen los siguientes valores poblacionales:

Yi = Z Yii total de la subpoblacion i-ésima
=1
Ni
Z Yij
Y, = =1 promedio de la subpoblacién i-ésima
N
Ni
Z (yij -Yi )2
Sf=r varianza de la variable “y” en la subpoblacion i-ésima

Ni-1

y como es una muestra aleatoria simple, sus respectivos estimadores son:

Z Yij
. =

Y = Ni =NV, estimador del total de la subpoblacion i-ésima (5.1)
ni
Ni
. 2. Vi
Y=y = =1 estimador del promedio de la subpoblacion i-ésima (5.2)
Ni
nj )
Z( Yi - Vi)
§2 =g = Fl—l varianza muestral de la variable “y” en la subpoblacion i-ésima (5.3)
n —

y las varianzas de los estimadores son los siguientes:

7 F(Ni-ni) S¢ F(-f 7 i-ni Sf 1-f,
Ni ni ni Ni ni ni
y las varianzas estimadas
7V |2 i~ Ni |2 izl'f' va i~ Ni |2 1-f,
V)= NiNen) st NE@-T) . gy sy =N st o
Ni Ni Ni i N Ni

En muchos casos no se conoce N;j entonces los estimadores y, por supuesto, sus varianzas sufren algunas
modificaciones. El procedimiento para hallar los estimadores, bien sea del total o del promedio, es similar al de

proporciones, en el sentido de que se le asigna el valor 0 (cero) a los elementos que no pertenecen a la subpoblacion
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en cuestion y si pertenece, toma el valor que ya tiene, es decir,

0 si la subpoblacion en estudio no es la i—ésima

, {yij si la subpoblacién en estudio es la i—ésima
ij =

Para determinar el estimador del total de la subpoblacion i-ésima, se aplica el estimador conocido para el total en el

muestreo aleatorio simple, que es,
H Nj
> ;Z‘ylk" N[ < b N | < Ny
Y=N—" = Zy'ij+zzylkj :F Zylij+0 :Fzyij:Yi (5-4)
j=1

n n j=1 k=l j=1 j=1
k=i

. L N; N . .
en otras palabras, se sustituye el factor de expansién de —- por — . De igual forma se calcula la varianza,
n, n

sz:(y.kj _y')? jzzl:(y'ij -y )+ ZZ(y'kj -y')

Ni

(yij'yl)2+(n'ni)y‘2 iy?j'ny'z
=1

. : k=1 j=1 4 2
§?=g? =2 - i _ = (55)
n-1 n-1 n-1 n-1
n; H N
H n zy.__ +Z y. ] n; n;
' 1] Kj ]

z _ Y A k=l j ) Yij ) Yij

donde, y'=s?=2L1L ke _Jt
n n n n

Notese que para estimar el promedio no hace falta conocer Ni, entonces, para el estimador del promedio se
mantiene la expresion (5.2). La férmula para hallar la varianza estimada es la misma utilizada en el muestreo

aleatorio simple,

12

V() = v(Y) = N¥N — n)%

Como ilustracion, supdngase que se hace una encuesta para investigar ciertas caracteristicas sobre los estudiantes
de una universidad. EI marco muestral esta compuesto por una lista de 4375 estudiantes de toda la universidad y se
toma una muestra aleatoria simple de tamafio 125, de los cuales 28 estudian administracion, 35 ingenieria, 18
medicina, 12 derecho, 9 economia y 23 sociologia. Sea y la siguiente variable

y;; = matricula pagada a través de todos sus estudios, por el estudiante j-ésimo de la carrera i-ésima

Se abtiene el siguiente cuadro,
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Tabla 5.1 — Tamafios de muestra y valores muestrales
nj
Carrera N Vi Z yﬁ
i=1
Total 125 1.286.158 16.789.753.206
Administracion 28 245.881 3.139.138.023
Ingenieria 35 353.897 4.247.781.979
Medicina 18 214.291 2.867.810.289
Derecho 12 178.529 2.840.802.275
Economia 9 100.616 1.336.507.834
Sociologia 23 192.944 2.357.712.806

Se desea estimar el total cancelado por carrera, por concepto de matricula, y ademas el promedio cancelado por
cada estudiante, segun la carrera. Para estimar el promedio, se toma el promedio muestral, y como no se conocen
los N;, para estimar el total de bolivares cancelados por todos los estudiantes, segun la carrera, se utiliza la férmula

(5.4), y se obtienen los siguientes resultados (opcion A):

Tabla 5.2 — Estimaciones de la opcién A

| Carrera | promedio | Total Estimado (A) |

Total 10.289,26 45.015.530,00
Administracion 8.781,46 8.605.835,00
Ingenieria 10.111,34 12.386.395,00
Medicina 11.905,06 7.500.185,00
Derecho 14.877,42 6.248.515,00
Economia 11.179,56 3.521.560,00
Sociologia 8.388,87 6.753.040,00

Supongase que las coordinaciones de administracion y economia tienen registrados el total de estudiantes de sus
respectivas carreras, que son 1.013 de administracion y 526 de economia, de las demas se desconoce el nimero. Se
recalculan las estimaciones del total de bolivares cancelados por todos los estudiantes, segln la carrera; para
administracion y economia se utiliza la formula (5.1), y para el resto, se aplica la formula (5.4), pero so6lo con los

estudiantes de esas carreras, es decir, ahora se tendrd N=2836 y n=88 (opcion B).

Tabla 5.3 — Tamafios de poblacionales y muestrales, estimaciones opcion B
| Carrera | Ni | Ni | Total Estimado (B) |
Total 4.375 125 45.058.780,86

Administracién 1.013 28 8.895.623,32
Ingenieria 35 11.405.135,14
Medicina 18 6.906.014,50
Derecho 12 5.753.502,77
Economia 526 9 5.880.446,22
Sociologia 23 6.218.058,91
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Luego de una ardua busqueda, se encontro el total de estudiantes de cada carrera; entonces se procede a recalcular
las estimaciones de las carreras para las cuales no se disponia de esta cifra, aplicando la férmula (5.1). Para

administracion y economia las estimaciones resultan igual a las anteriores (opcién C),

Tabla 5.3 — Tamafios de poblacionales y muestrales, estimaciones opcién C
Carrera | Ni | ni | Total Estimado (C) |

Total 4375 125 46.292.560,47
Administracion 1013 28 8.895.623,32
Ingenieria 1426 35 14.418.774,91
Medicina 456 18 5.428.705,33
Derecho 565 12 8.405.740,42
Economia 526 9 5.880.446,22
Sociologia 389 23 3.263.270,26

Obsérvese que, salvo para las carreras mencionadas, las estimaciones son diferentes. Es de suponer que las
mostradas en el Gltimo cuadro son las mejores, ya que se dispone del total de estudiantes de cada carrera, y en las
otras no, sin embargo, habria que revisar sus respectivas medidas de precision. De cualquier modo, esta Gltima
estimacion dio mas trabajo que las anteriores, en el sentido de encontrar los datos necesarios. A continuacion se

muestran las varianzas, errores estandar y coeficientes de variacion para cada caso, a efectos de compararlos.

Tabla 5.4 — Varianzas estimadas de los estimadores del total, por opcidn segln carrera
Varianzas Estimadas

Carrera (A) | (B) | (C)

Total 4.265.926.872.946,29 4.265.926.872.946,29 4.265.926.872.946,29
Administracién 3.185.503.195.077,90 1.293.375.434.539,39 1.293.375.434.539,39
Ingenieria 3.893.695.937.996,29 2.875.230.168.538,69 1.115.811.007.943,13
Medicina 2.999.526.029.019,03 2.388.065.562.448,35 206.688.474.421,62
Derecho 3.101.943.063.189,19 2.523.073.240.726,96 437.309.276.923,77
Economia 1.506.116.780.281,13 799.455.364.381,33 799.455.364.381,33
Sociologia 2.471.041.848.392,42 1.969.377.157.307,56 207.970.360.358,51

Tabla 5.5 — Errores estdndar y coeficientes de variacion estimados de los estimadores del total, por opcién segin carrera

Errores Estandar Estimados

Coeficientes de Variacion Estimados

Carrera @ | ® | © @ | ® | (©
Total 2.065.412,03 2.065.412,03 2.065.412,03 0,0459 0,0458 0,0446
Administracién 1.784.797,80 1.137.266,65 1.137.266,65 0,2074 0,1278 0,1278
Ingenieria 1.973.245,03 1.695.650,37 1.056.319,56 0,1593 0,1487 0,0733
Medicina 1.731.913,98 1.545.336,71 454.630,04 0,2309 0,2238 0,0837
Derecho 1.761.233,39 1.588.418,47 661.293,64 0,2819 0,2761 0,0787
Economia 1.227.239,50 894.122,68 894.122,68 0,3485 0,1521 0,1521
Saociologia 1.571.954,79 1.403.344,99 456.037,67 0,2328 0,2257 0,1397
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Notese que, como se esperaba, tienen mejor precision las estimaciones hechas en ultima instancia (C), ya que se
conocian todos los N;, ademds, puede observarse que las varianzas y demas medidas de precision para
administracion y economia en las estimaciones (B) y (C) son iguales, porque, como se aclarg, son los mismos
estimadores. Resulta curioso que si bien las estimaciones de los totales de bolivares cancelados por todos los
estudiantes sin tomar en cuenta las carreras, son diferentes, las varianzas y errores estandar son iguales, no asi con

los coeficientes de variacion. Estos ultimos son diferentes, debido a que los totales son diferentes, ya que

cv([;):ee(%(ﬂ) .

Al estimar la suma de los totales de las subpoblaciones, se utiliza la formula (5.1), donde Ni y ni son N y n
respectivamente, ya que los elementos de la subpoblacion son todos los elementos de la poblacion. Esto hace que
las formulas (5.1) y (5.4) resulten iguales para la suma de los totales, y ademas resulten igual a (2.1), que es la
férmula del estimador del total en el muestreo aleatorio simple. Por este hecho, las varianzas y errores estandar son
iguales. Lo extrafio, después de esta explicacion, es que las estimaciones de los totales sean diferentes. Resulta que
en este ejemplo, al igual que ocurre en la mayoria de los estudios, el total mostrado en cada caso, no es producto de
aplicar la citada formula, sino que es la suma de los totales para cada subpoblacion, y esto se hace para que la

presentacion de los resultados luzca con mayor coherencia.

Existen estudios mas complejos que este ejemplo, como cuando se hacen encuestas para determinar el desempleo y
caracterizar la fuerza de trabajo, o cuando se toma una muestra para levantar informacion adicional, aunque
simultanea, al Censo de Poblacion, o en encuestas agropecuarias, donde se investigan muchas variables -en
ocasiones puede variar entre 30 y 50-, entonces se trata de buscar una o varias variables con alta correlacion o
asociacion positiva (si se trata de variables cualitativas) con las variables a estimar, y que ademas se conozcan sus

totales poblacionales, para que funjan como variables auxiliares.
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6.- TAMANO DE LA MUESTRA

El célculo del tamafio de la muestra es un tema que preocupa a todos los que tienen que ver con investigaciones por
muestreo. A menudo se oyen expresiones como "cuél es el tamafio de la muestra para estimar el coeficiente de
penetracion de este producto”, o “para estimar el total de hogares con nifios que no asisten a la escuela”, y mucha
gente no sabe darle respuesta a estas situaciones. Algunos osados sacan a colacion formulas aprendidas
rdpidamente, que en algunas circunstancias no bastan, y que ademas, de la manera en que la usan, siempre obtienen
el mismo tamafio de muestra para estimar cualquier valor poblacional, a cualquier nivel de desagregacion de la

variable misma o geogréaficamente.

Como anécdota, recuerdo a un grupo de personas de una compariia, que cada vez que calculaban el tamafio de la
muestra para cualquier investigacion, obtenian que era 400, independientemente el producto o servicio. Pero no
s6lo eso, sino que pretendian dar informacién para diferentes clases sociales o tamafios de empresas (segun fueran
productos residenciales o empresariales, respectivamente), y para unas 550 areas geogréaficas aproximadamente.
Claro, se excusaban en decir que lo mas importante era obtener Unicamente dicho coeficiente y que el

comportamiento entre areas era homogéneo, en dichos casos falso desde cualquier punto de vista.

Como estos, muchos casos, y algunas personas menos osadas y conscientes de sus limitaciones en el tema, dicen
gue parece un enigma, un misterio el determinar tamafio de muestra adecuado para un estudio, esto sin incluir

ademas, el disefio muestral apropiado.

Lo que debe hacerse es tomar en cuenta la informacién disponible, asi como la precision deseada, los recursos
financieros, humanos y materiales disponibles, los niveles de desagregacion deseados y la premura en la
disponibilidad de los datos, para abordar la investigacién con la seriedad del caso. Los usuarios de la informacion
siempre requieren una gran cantidad de variables, al mayor nivel de detalle y en el menor tiempo posible; algo que
resulta incompatible en la mayoria de los casos, a menos que ya se disponga de la informacion, es decir, que no
haya que realizar la investigacion. En general, a medida que aumenta el nivel de detalle deseado, debe aumentar el
tamafio de la muestra, sin embargo, tamafios de muestras grandes, requieren mayores recursos y tiempo de
recoleccion, tratamiento y procesamiento que tamafios pequefios. Este Ultimo detalle, pudiera reducirse si se
disponen de los recursos econémicos y humanos necesarios para acelerar los procesos, pero esto siempre tiene un

limite.

Como puede apreciarse, para determinar el tamafio de la muestra deben considerarse varios factores, Cochran
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[2;103-105], lo explica de una manera muy didactica, a través de un ejemplo y luego una enumeracion de pasos.

Aqui se tratara de hacer algo similar.

Siempre se debe tomar en cuenta los siguientes aspectos:

1.- Nivel pretendido de desagregacion de la(s) variable(s) - (cobertura vertical)
2.- Nivel pretendido de desagregacién geogréfica. - (cobertura horizontal)
3.- Precision deseada de las estimaciones.

4.-  Recursos disponibles.

5.- Tiempo disponible.

Los tres primeros responden a criterios analiticos, los dos ultimos a facilidades disponibles. La precision puede
expresarse en términos del error cuadratico medio, la varianza, el error estandar, el coeficiente de variacion y el
sesgo. Como se indico en el capitulo 1, el error cuadratico medio es la suma de la varianza y el sesgo, para
estimadores insesgados el error cuadratico medio coincide con la varianza, por tal motivo el sesgo no es muy
utilizado para fijar una precision a priori en funcion de determinar tamafios de muestra. A su vez, el error estandar y

el coeficiente de variacion son funciones de la varianza, pero expresados en unidades mas féciles de trabajar.

Azorin [1;68] y Félix Seijas [7;143], utilizan el término "error méaximo admisible" (EMA), definido como el
maximo error dispuesto a aceptar, y consiste en el término que se le suma y se le resta al estimador para determinar

el intervalo de confianza.

En lineas generales, el enfoque es considerar alguna medida de precision y su nivel deseado, utilizar su formula, de
acuerdo con el disefio muestral establecido, determinar o asumir la varianza de la variable a estudiar (puede ser
estimada de estudios anteriores o poblaciones similares), y entonces despejar el tamafio de la muestra. En otros

casos el tamafio de muestra puede estar determinado exclusivamente por el tiempo o los recursos disponibles.

En este orden, consideremos la varianza del estimador del promedio,

y N-ng§s? : : N . :
V(y): N n <V siendo V un valor de la varianza fijada a priori, como cota superior de la
n
varianza del estimador
. : Ns?
Despejando n se tiene que, n>———
NV +S

Replicando el procedimiento, de acuerdo a la medida utilizada para fijar la precision a priori, y al valor poblacional
a estimar se tiene el siguiente cuadro,
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Tabla 6.1 — Tamafios de muestras por medida utilizada, segln clase de muestreo y valor poblacional a estimar

Disefio Valor Medida utilizada para fijar la precision
Poblacional a . . - L ‘o -
Muestral Estimar Varianza Error Estandar Coeficiente de Variacion Error Maximo Admisible
_ N?k? ,S?
m.a.s. sin N2 S2 N2 2 N2 2 -2
reemplaza- Y VNS = T P VN 2 2 o2
miento V+NS E°+NS CY“+NS M +Nkl_%S
Nk? ,S?
m.a.s. sin N S2 N S2 N S2 1,%
reemplaza- Y n>——— n>——— n>———
i Y NV +52 N EZ+5°2 N C 2+ 8?2 NMZ+kZ,S?
2
m.a.s. sin N3 PQ NE PQ N3Q N° kZ_ZPQ
reemplaza- A n> 5 n> —— n> 5 > n> i
miento (N -1V +N°PQ (N-D)E“+N“PQ (N-DC“P+N-“Q (N-DM“ +N k1 . PQ
2
N%k? PQ
m.a.s. sin NPQ NPQ NQ 1.2
reemplaza- P nz————— n=> 5 n>—————— n> > 2 5
miento (N -2V +PQ (N-DE“ +PQ (N-DCP+Q (N-DM* +k° ,PQ
2
m.a.s. con N2 2 N2 2 NZS|2 Nzkzmsl2
reemplaza- Y n> ' n>——" nz—5 n> 2
miento v E cy RYE
m.a.s. con _ S|2 Slz SIZ k? SI2
reemplaza- Y n=— nz—- n = 2
miento \ E*? cry? ==
21,2
m.a.s. con 2 2 N 2 N“k*, PQ
reemplaza- A n> N“PQ n> N F;Q n= 2Q n> )
miento v E c°p EYE
m.a.s. con k?,PQ
P P a
reemplaza- P n= —Q n> ? nz ? n )
miento v E c°p M2

Donde V, E, C y M son las varianzas, errores estandar, coeficientes de variacion y errores maximos admisibles fijados con anterioridad como cota superior de
precision a efectos del calculo del tamafio de la muestra, y k es el valor de t-student o de la distribucién normal.
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Para mostrar el siguiente razonamiento se tomara la formula del tamafio de muestra para estimar Y, en muestreo

aleatorio simple sin reemplazamiento, utilizando como medida de precision la varianza, que es

N?s?
2c2 -, 22
n 2N—82 pero multiplicando y dividiendo por V se tiene que n > v 5= o donde Ny = N*S
V+NS NS Ny
1+—— 1+
\Yj N

Luego, si se desconoce S? se puede tomar una muestra inicial o piloto, aleatoria simple sin reemplazamiento de

tamafio no, estimar S? con dicha muestra (s?) y el tamafio muestral seria,

donde se puede deducir no de n, es decir, el tamafio de muestra faltante sera n-n,.

Este procedimiento se puede aplicar a todos los casos, y los n, se presentan en la siguiente tabla,

Tabla 6.2 — Tamafios de muestra inicial o piloto por medida utilizada, segun clase de muestreo y valor poblacional a estimar
- Valor Medida utilizada para fijar la precision
Disefno . — o~
Poblacional a . ) Coeficiente de Error Maximo
Muestral . Varianza Error Estandar L .
Estimar Variacién Admisible
m.a.s. sin N2 2 N2 2 N2 2 N?k? S°
reemplaza- Y ny = Ny = 2 No=—"37 n 2
miento v E cy 0 M 2
m.a.s. sin _ 52 g2 g2 kl2 ,S?
reemplaza- Y Ny =— Np=— Ny =—"F= n—_-2
miento v E cry L VE:
. 3,2
crml R POl O S Y P TN L U
- 0~ 0~ 2 0~ 2 n=——2
m.a.s. sin NPQ NPQ NQ Nk?*,PQ
reemplaza- P Ng=——7— N=——"s5 |No= . o :1_—E
Donde V, E, C y M son respectivamente las varianzas, errores estandar, coeficientes de variacion y errores maximos
admisibles fijados con anterioridad como cota superior de precision a efectos del célculo del tamafio de la muestra, y k es
el valor de t-student o de la distribucion normal.

Notese que si N es suficientemente grande (N —>oo) todos los no coinciden con los n respectivos del MAS con

reemplazamiento.

Cuando la muestra es estratificada, el calculo del tamafio de muestra se puede dividir en dos, de acuerdo con la
razon por la cual se toma este disefio. La decision sobre el uso del muestreo aleatorio estratificado (con seleccion

simple o sistematica de elementos) se debe a una de las siguientes consideraciones:
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i.- para reducir la varianza de los estimadores (si el disefio realmente lo permite)
ii.- para generar/obtener estimaciones en cada estrato

Para el primer caso, se debe calcular primero n (el tamafio total de la muestra) y luego hallar los n, (el tamafio de

muestra para cada estrato) segun la afijacidn seleccionada. Las formulas para calcular n se muestran en la siguiente

tabla.

Tabla 6.3 — Tamafios de muestra en el muestreo estratificado, por estimador, segun afijacion utilizada

Afijacion Estimacion de Y Estimacion de Y Estimacion de P Estimacion de A
s WSy 5o NoSs 3 W Py 3 N Potly
ne h-1 WLh n=— V\ih e h—1 \LNh n=— h-1 \LNh
2 2
General A ;thh V(YS‘)+§ Ny S ZWh P 4a;, V(Ast)+ZNh Pnan
= = - h=1
V(Ys)+ N V(pst)+h1 N
L L L L
2?2
LZWh Sy I—Z NSy LZWhZ Pran I—Z N7 p,g,
h—1 h=1 = -
N : n=— . = h=1 - n=— h-1 .
2
Igual ~ ZWhShz V(Yst)+hZNhSh ZWh P,d, V(Ast)"‘Zthhqh
h=1 =1 _ —
V(Yst)+ T V(pst)+7h_l N h=1
L L L L
2 2
ZWhSh ZWhSh ZWh P ZNh Pnds
_ h=1 _ h=1 h=1 h=1
n= L n= L n= L n=—/ L
2 2
Proporcional ~ hZ;,WhSh » hZ;,WhSh ;Wh Pndhn V(As) + Z Ny, Py dp
V(Ys — V(Y5 = —_— h=1
(Ya)+ N (Ya)+ N V(py) + N
L 2 L 2 L 2 L 2
(;thh) (Z Nhshj (th 2 thhj (Z N+ thhj
=1 h=1 h=1 h=1
n= L n=-— L = L =T . L
Optima N D> W, S? V(Ys)+ D, N,S? > W, p.d, V(As) + DN, p,Qs
V (Y St) + h=1 N h=1 V ( pst) + h=1 N h=1

Si se desea obtener estimaciones en cada estrato, entonces se calculan los directamente los n, de acuerdo con las

férmulas del muestreo aleatorio simple mostradas en las tablas 6.1 y 6.2, y luego se totalizan para obtener n.

Si la varianza (S es muy alta, es porque existe gran heterogeneidad, y se debe incluir a muchos elementos en la
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muestra; si la varianza es muy baja, es porque hay gran homogeneidad en la poblacion, y el tamafio de muestra
puede ser pequefio. En todo caso, el tamafio de muestra (n) debe variar entre 2 y N; se debe evitar n=1, ya que no se

puede calcular la varianza muestral (%)

De manera que si al realizar los célculos del tamafio de muestra, resulta que n<0, 0 6 1, se debe hacer n=2, si por

otra parte, n>N, se hace n=N.

Cabe destacar que ningun célculo garantiza una precisién fijada de antemano, ya que la verdadera varianza, y
deméas medidas, se desconocen en la gran mayoria de los casos, por lo tanto, lo que se hace es estimarlas a partir de
la muestra tomada, sin embargo, se pueden obtener tamafios de muestra que permitan obtener estimadores con una
precision aproximada. Por lo tanto, aquellos estudios que usan como precision el coeficiente de variacion

determinado a priori, no sélo est4 mal calculado, sino que es inapropiado.

Claro esta que esta precision va asociada a un estimador y a un nivel de desagregacion determinado. Se puede
determinar un tamafio de muestra que permita obtener estimaciones del ingreso promedio por vivienda de un
barrio, con un coeficiente de variacion (cv) del 5%, pero al desagregarlo por manzana, seguramente el cv va a
aumentar en cada una, y por supuesto, en las manzanas con una observacion no se pueden dar estimaciones.
También se podria obtener el ingreso promedio por vivienda, segun el tipo de vivienda, pero con un error mayor

que al darlo agregado.

Se consideraran algunos casos para ilustrar una secuencia de pasos, sin que esto impligue un orden pre-establecido.

Supbngase que un agronomo desea probar un insecticida en plantas de aguacate, y habla con un estadistico para

gue le indique el tamafio de una muestra aleatoria simple que le permita obtener las estimaciones necesarias.

Como respuesta, el estadistico le hace las siguientes preguntas:

¢Qué informacion necesita?
¢A qué nivel necesita desagregar la(s) variable(s)?
¢A qué nivel de desagregacion geogréafica desea las estimaciones?

¢A qué nivel de precision desea las estimaciones?

El agronomo respondié diciendo que queria estimar la proporcion de plantas sanadas por el insecticida, y la
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proporcién de las que dieron aguacates con sabor diferente al usual, a causa del producto, segln si la planta habia
sido curada o no. También dijo que el estudio lo haria en una plantacion de 5000 matas de aguacate, de las cuales
aproximadamente 1500 estaban enfermas; el procedimiento seria seleccionar una muestra de plantas enfermas,
aplicar el insecticida y observar, luego de un tiempo prudencial, cudles de ellas han sanado. En cuanto a la
precision, se conforma con un error de (+/-) 5%. Es decir que si la proporcion estimada de efectividad es de 0,6

entonces la verdadera proporcion estaria entre 0,55 y 0,65, con una confianza de 0,95.

Esta medida del error dado por el agronomo, se refiere al "error maximo admisible". Se sabe que si la muestra es
aleatoria simple y el tamafo de muestra es grande, la proporcién muestral se distribuye como una normal, pero

como no se conoce la verdadera varianza, el intervalo de confianza seria:

(P-te-1:005) €8(P) , PHi-1,095) €e(P) )
pero el valor de t-student depende del tamafio de la muestra y no se tiene. Al buscar en la tabla, se nota que esta

cerca de 2, se toma este valor, entonces, se tiene que el intervalo es:

(p-2ee(p) , p+2ee(p) )

donde 2ee(p) = 0,05, entonces ee(p) = 0,025. El error estandar de p es la raiz cuadrada de la varianza de p, que es

N-n P
v = 0 PR
n -1
es decir, que se tiene que
ee(p) = ‘/N-n PQ 005 _ 0,025
n N-1 2
despejando n,
NPQ

n= (0,025)* (N-1)+PQ

donde P=1-Q. Entonces se tiene que el tamafio de la muestra es una funcién de la precision, del tamafio de la
poblacion y del valor poblacional a estimar. Pudiera parecer una contradiccion, tener que conocer el valor
poblacional a estimar, si precisamente eso es lo que se desconoce, y si se conociera, N0 se tomaria una muestra;

pero no se requiere sino una aproximacion, una idea, para poder hallar n.

Se puede tomar P=0,5, para maximizar el producto PQ, y por ende, maximizar el tamafio minimo de la muestra,

sin embargo, este método puede aumentar el tamafio de la muestra mas de lo necesario, y desperdiciar recursos, por
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ello se debe aplicar este criterio cuando realmente no se tiene idea alguna del comportamiento de P.

Al consultarle al agrénomo sobre un valor aproximado de P, este reviso un informe del producto que indica que el
porcentaje de efectividad es del 90%, y que en estudios previos se determind que afecta el sabor del 15% de los

frutos. Al calcular n para ambas estimaciones, se obtiene,

i 1500(0,9)(0,1) ~
~ (0,025)* (1499)+(0,9)(0,1)

para la efectividad

1500(0,15)(0,85) 1797
~ (0,025 (1499)+(0,15)(0,85)

para alteracién de sabor
Se toma el valor entero méas proximo por la derecha, es decir, la parte entera mas 1. Entonces, para la estimacion de
la efectividad, hace falta una muestra de 132 matas enfermas, y para la estimacion de la proporcién de sabor
afectado se necesitan 180 matas enfermas. Como es un so6lo estudio, se tomara una séla muestra que debe ser de
180 plantas enfermas para satisfacer ambos requerimientos de precisién. El agronomo indica que estos tamarfios son
muy grandes, que le resulta costoso por la cantidad de insecticida a utilizar, ademas que va a tardar mas de lo
esperado, a menos que contrate mas empleados que lo estipulado, y se encarece mas el estudio. Asi que propone

bajar la precisién al 7%. Se obtiene,

1500(0,9)(0,1) ~
~ (0,035)* (1499)+(0,9)(0,1)

para la efectividad

i 1500(0,15)(0,85) ~
~ (0,035)* (1499)+(0,15)(0,85)

para alteracion de sabor ;
Es decir, que la muestra debe ser de 98, y el investigador queda satisfecho con este tamafio. Aqui se tienen dos
opciones,

- el investigador tiene o construye un marco con las plantas enfermas, de las cuales selecciona 98
aleatoriamente

- no se tiene dicho marco y se selecciona una muestra aleatoria de mas de 98 plantas, esperando encontrar
aproximadamente 98 enfermas. Esto es, la proporcion de plantas enfermas es 0,3, entonces se
seleccionan 327 plantas, esperando que el 30% (98) estén enfermas

Otro procedimiento, muy utilizado, es recorrer la plantacion y tomar las primeras 98 plantas enfermas, pero el

mismo no es aleatorio, y en consecuencia se descartara como opcion valida.

Veaése el siguiente ejemplo. Una empresa de lacteos desea hacer un "store audit” en una ciudad, para medir las

ventas de los clientes de uno de sus quesos, claro que aprovecharan para medir las de otros productos. La empresa
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tiene dividida la ciudad en tres zonas, y ellos quieren conocer el comportamiento del mercado en cada zona, y
ademas diferenciada segun sean pequefios establecimientos (panaderias, charcuterias y pequefios abastos) y grandes
establecimientos (supermercados, automercados y grandes abastos). El siguiente cuadro muestra el total de

establecimientos,

Tabla 6.4 - Total de establecimientos por tipo, segin zona
| Total | Pequefios | Grandes |
Total 1.065 803 262
Zonal 435 330 105
Zona 2 372 289 83
Zona 3 258 184 74

Se quiere que la estimacion tenga un error no mayor al +/- 10%, pero no se conoce comportamiento alguno de las
ventas, por lo cual se decide tomar una muestra piloto, fijada arbitrariamente en 10 establecimientos pequefios y 10

grandes, y se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 6.5 — Ventas de establecimientos de la muestra piloto y valores muestrales

Establecimiento Pequefios Establecimientos Grandes Establecimientos
No. Ventas (Kg) | Zona Ventas (Kg) | Zona
1 10.3 1 203.2 1
2 25 2 351.2 3
3 28.1 1 233.4 2
4 315 3 275.1 1
5 15 2 384 2
6 18.5 1 309.5 1
7 23 3 193.8 3
8 25 2 301.7 2
9 215 3 285.7 3

10 29.6 1 215.9 1

Valores Muestrales

Total Muestral 227,50 2.753,50
Promedio 22,75 275,35
Varianza 39,70 3.667,59
Cuasivarianza 4411 4.075,10
Desviacion 6,30 60,56
Cuasidesviacion 6,64 63,84

como la estimacién por intervalo debe ser, (V- (010)y , y+(010)y)

y el intervalo de confianza es, (V-2ee(y), y+2ee(y))

entonces, 2eefy) < (0,10)y
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es decir, ee(y) < (0,05)y

despejando n se tiene,
2
n > N S_
N (0,05)* Y2 +g?2

Entonces se toma S?y Y de la muestra piloto, suponiendo que en las tres zonas, la dispersion de las compras del
queso en los establecimientos pequefios es similar, al igual que con los grandes. Se sustituye N, S? y Y para cada
zona y tipo de establecimiento, de manera de hallar un tamafio de muestra para cada cruce, funcionando como

estratos. Los resultados son:

Tabla 6.6 - Tamarios de Muestra Calculados
Pequefios Grandes
Establecimientos Establecimientos
Zonal 30,898244 17,845498
Zona 2 30,493194 17,076233
Zona 3 28,761436 16,659380

y aproximando al entero superior,

Tabla 6.7 - Tamafios de Muestra Definitivos
Pequefios Grandes
Total Establecimientos Establecimientos
Total 144 91 53
Zonal 49 31 18
Zona 2 49 31 18
Zona 3 46 29 17

Pero como se tomd una muestra piloto, esos elementos se deducen del tamafio muestral, entonces, la cantidad de

nuevos elementos a seleccionar son:

Tabla 6.8 - Total de Nuevos Establecimientos a Entrevistar
Pequefios Grandes
Total Establecimientos Establecimientos
Total 134 91 43
Zonal 41 27 14
Zona 2 53 38 15
Zona 3 40 26 14

Es importante aclarar que para la dispersion de la variable “ventas de queso”, si bien se hizo una diferenciacion por
tipo de establecimiento, se considerd que dentro de ellos su distribucién era igual en cada zona. Si se toma una
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muestra piloto en cada estrato los calculos para el tamafio de muestra serdn mas confiables.

Ahora se vera un ejemplo mas complejo. Supdngase que el Ministerio de Desarrollo Social (MDS) de un pais
necesita elaborar un plan de distribucién de alimentos gratuitos a la poblacion mas necesitada. Desea conocer el
perfil de los hogares, de acuerdo con su conformacion, el tipo de la vivienda que habitan, su ingreso, la clase
socioecondmica a la cual pertenecen, el total de nifios y su asistencia escolar, el empleo y el nivel educativo de los

adultos, entre otras.

Al investigar varias variables, el clculo del tamafio de muestra es mas complejo, y se debe determinar la o las
variables sobre las cuales se efectuaran dichos calculos, ya que hacerlo sobre todas seria engorroso. Luego de
varias conversaciones con el Instituto Nacional de Estadistica (INE), se determiné que utilizarian la tabla 6.9 para
el calculo del tamafio de la muestra, debido a su importancia, al comportamiento heterogéneo de algunas variables
y a la disponibilidad de dichas variables en estudios anteriores, como el mas reciente Censo de Poblacién que
levanto el INE hace 5 afios. Dicho cuadro forma parte del plan de tabulaciones del estudio, y se requiere para todas

y cada una de las Entidades Federales.

Tabla 6.9 - Total de Hogares por Tenencia de Automévil y Tipo de Hogar, segin Tenenciay Tipo de Vivienda (MAQUETA)

Tenencia TOTAL Con Vehiculo Sin Vehiculo

y Tipo Uni- Multi- Uni- Multi- Uni- Multi-
de Vivienda Total personal | personal Total personal | personal Total personal | personal

Total
Quinta
Casa-Quinta
Casa
Apartamento
Rancho

Vivienda Propia
Quinta
Casa-Quinta
Casa
Apartamento
Rancho

Vivienda Alquilada
Quinta
Casa-Quinta
Casa
Apartamento
Rancho
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Se tienen 162 celdas, 122 de las cuales son de totales (sombreadas). Cada indica la presencia de una o mas

caracteristicas, y cada una de las celdas sombreadas, indica una subpoblacion.

Cada hogar esta ubicado en una de las 40 celdas no sombreadas, y en otras 15 celdas de totales. Nétese que al

excluir las celdas sombreadas se esta en presencia de estimacion de totales bajo el enfoque de proporciones.

En principio se acuerda que los coeficientes de variacion (cv) de las estimaciones deben estar entre 0,10 y 0,15,
incluso pueden llegar hasta 0,2 en algunas celdas consideradas por los usuarios no tan importantes o con poca

poblacion.

La varianza del estimador del total en subpoblaciones, cuando se conoce N; (tamafio de la subpoblacion) es,

_ N7 (Ni-ni) NiPiQ;

V( A.
(A) Ni n Ni-1

y el coeficiente de variacion es,

\/Niz(Ni'ni) NiPi Q;
CV(A-): Ni nj N;-1 =\/(Ni-ni) Ni'Aiz\/(Ni'ni)Qi
' Ai (Ni-Dni A (Ni-1)niR

Para hacer una prueba, se seleccion6 una Entidad Federal de 347.530 hogares, y los valores poblacionales -de
acuerdo al censo maés reciente- se muestran en la tabla 6.10. Se aplica la formula donde las columnas 4 y 7
(referentes a totales), indican los N; y las columnas 5, 6 y 8, 9 las respectivas caracteristicas. Cuando se le aplica la
férmula a una celda, esa es la caracteristica, asi que si el hogar esta alli, la variable toma el valor 1 (uno), si no,
toma el valor 0 (cero). Al aplicarle la formula al archivo respectivo, con cv=0,10, se obtuvieron los resultados que

se muestran la tabla 6.11.
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Tabla 6.10 - Total de Hogares por Tenencia de Automovil y Tipo de Hogar, segiin Tenencia y Tipo de Vivienda

(Censo Anterior — Entidad Federal seleccionada)

Tenencia TOTAL Con Vehiculo Sin Vehiculo
y Tipo Uni- Multi- Uni- Multi- Uni- Multi-
de Vivienda Total personal | personal Total personal | personal Total personal | personal
@) @ (©)] 4 ®) (6) @) 8 ©)

Total 347530 21.266 326.264 86.292 5131 81.161 261.238  16.135 245.103
Quinta 5.132 281 4.851 4534 246 4.288 598 35 563
Casa-Quinta 22.917 842  22.075 11.564 421 11.143 11.353 421  10.932
Casa 216.069  12.233 203.836 49.316 2.777  46.539 166.753 9.456 157.297
Apartamento 41.091 3.305  37.786 19.754 1582  18.172 21.337 1.723  19.614
Rancho 62.321 4605 57.716 1.124 105 1.019 61.197 4500  56.697
Vivienda Propia 268.618  16.169 252.449 64.640 3.831  60.809 203.978  12.338 191.640
Quinta 3.621 211 3.410 3.199 176 3.023 422 35 387
Casa-Quinta 16.907 632  16.275 8.506 316 8.190 8.401 316 8.085
Casa 171.427 9.631 161.796 39.157 2179  36.978 132.270 7.452 124.818
Apartamento 26.785 2215  24.570 12.900 1.090 11.810 13.885 1.125  12.760
Rancho 49.878 3.480  46.398 878 70 808 49.000 3.410  45.590
Vivienda Alquilada 78.912 5.097 73.815 21.652 1.300  20.352 57.260 3.797  53.463
Quinta 1.511 70 1.441 1.335 70 1.265 176 0 176
Casa-Quinta 6.010 210 5.800 3.058 105 2.953 2.952 105 2.847
Casa 44.642 2.602  42.040 10.159 598 9.561 34.483 2.004  32.479
Apartamento 14.306 1.090 13.216 6.854 492 6.362 7.452 598 6.854
Rancho 12.443 1125  11.318 246 35 211 12.197 1.090 11.107

Tabla 6.11 — Tamafios de muestra calculados para el (hogares) por Tenencia de Automdvil y Tipo de Hogar, segiin Tenencia y

Tipo de Vivienda

(Tamafios Muestrales con cv=0,10 - Entidad Federal seleccionada)

Tenencia TOTAL Con Vehiculo Sin Vehiculo
y Tipo Uni- Multi- Uni- Multi- Uni- Multi-
de Vivienda Total personal | personal Total personal | personal Total personal | personal
Total
Quinta
Casa-Quinta
Casa
Apartamento
Rancho
Vivienda Propia
Quinta 176 6 35 9
Casa-Quinta 316 4 316 4
Casa 1.627 6 1.655 6
Apartamento 1.000 10 1.049 9
Rancho 70 9 1.302 8
Vivienda Alquilada
Quinta 70 6 0 1
Casa-Quinta 105 4 105 4
Casa 598 7 1.548 7
Apartamento 492 8 598 9
Rancho 35 16 941 10

68




Los tamafios resultantes para las columnas de hogares unipersonales son sumamente altos, de hecho en algunas
celdas ni=Ni. Como se trata de subpoblaciones, no se pueden identificar dichos hogares a priori, por lo tanto se
debe calcular el tamafio de muestra (n) que garantice el total de elementos calculados en cada celda, que en este
caso serd n=N=347.530. Se flexibilizan los requerimientos de precision y se llega a un tamafio de muestra de
12.100 hogares, y se espera que la misma esté distribuida como se muestra en la tabla 6.12, de acuerdo a la

distribucion poblacional.

En la tabla 6.13 se muestran los coeficientes de variacion esperados para cada una de las celdas. No6tese que las
celdas correspondientes a hogares unipersonales, tienen coeficientes muy altos, de forma acentuada en las celdas
blancas, esto indica que no se deben generar estas estimaciones, o hay que manejarlas con cuidado;
afortunadamente, los totales poblacionales no son tan altos, por lo tanto, las desviaciones en términos

porcentuales pueden ser grandes, pero no necesariamente en términos absolutos.
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Tabla 6.12 — Distribucion esperada de la muestra (hogares) por Tenencia de Automavil y Tipo de Hogar, segin Tenencia y

Tipo de Vivienda

(Tamafios Muestrales definitivos - Entidad Federal seleccionada)

Tenencia TOTAL Con Vehiculo Sin Vehiculo
y Tipo Uni- Multi- Uni- Multi- Uni- Multi-

de Vivienda Total personal | personal Total personal | personal Total personal | personal
Total 12.177 743 11.434 3.022 178 2.844 9.155 565 8.590
Quinta 179 9 170 158 8 150 21 1 20
Casa-Quinta 804 30 774 406 15 391 398 15 383
Casa 7.572 428 7.144 1.728 97 1.631 5.844 331 5.513
Apartamento 1.439 115 1.324 692 55 637 747 60 687
Rancho 2.183 161 2.022 38 3 35 2.145 158 1.987
Vivienda Propia 9.413 565 8.848 2.264 133 2.131 7.149 432 6.717
Quinta 127 7 120 112 6 106 15 1 14
Casa-Quinta 592 22 570 298 11 287 294 11 283
Casa 6.008 337 5.671 1.372 76 1.296 4.636 261 4.375
Apartamento 938 77 861 452 38 414 486 39 447
Rancho 1.748 122 1.626 30 2 28 1.718 120 1.598
Vivienda Alquilada 2.764 178 2.586 758 45 713 2.006 133 1.873
Quinta 52 2 50 46 2 44 6 0 6
Casa-Quinta 212 8 204 108 4 104 104 4 100
Casa 1.564 91 1.473 356 21 335 1.208 70 1.138
Apartamento 501 38 463 240 17 223 261 21 240
Rancho 435 39 396 8 1 7 427 38 389

Tabla 6.13 — Coeficientes de Variacion Esperados de Hogares por Tenencia de Automévil y Tipo de Hogar, segiin Tenencia 'y
Tipo de Vivienda, para los tamafios muestrales de la tabla 6.12 - Entidad Federal seleccionada

Tenencia TOTAL Con Vehiculo Sin Vehiculo
y Tipo Uni- Multi- Uni- Multi- Uni- Multi-

de Vivienda Total personal | personal Total personal | personal Total personal | personal
Total 0,00 0,03 0,00 0,02 0,07 0,00 0,01 0,04 0,00
Quinta 0,07 0,31 0,02 0,03 0,33 0,02 0,20 0,86 0,05
Casa-Quinta 0,03 0,18 0,01 0,03 0,25 0,01 0,03 0,25 0,01
Casa 0,01 0,05 0,00 0,02 0,10 0,01 0,01 0,05 0,00
Apartamento 0,02 0,09 0,01 0,03 0,13 0,01 0,02 0,12 0,01
Rancho 0,02 0,07 0,01 0,16 0,50 0,05 0,00 0,08 0,01
Vivienda Propia 0,00 0,04 0,00 0,02 0,08 0,01 0,01 0,05 0,00
Quinta 0,09 0,35 0,02 0,03 0,38 0,02 0,24 0,84 0,08
Casa-Quinta 0,04 0,20 0,01 0,04 0,29 0,01 0,04 0,29 0,01
Casa 0,01 0,05 0,00 0,02 0,11 0,01 0,01 0,06 0,00
Apartamento 0,03 0,11 0,01 0,03 0,15 0,01 0,03 0,15 0,01
Rancho 0,02 0,09 0,01 0,18 0,61 0,05 0,00 0,09 0,01
Vivienda Alquilada 0,02 0,07 0,00 0,03 0,14 0,01 0,01 0,08 0,01
Quinta 0,13 0,62 0,03 0,05 0,62 0,03 0,38 - 0,00
Casa-Quinta 0,07 0,35 0,01 0,07 0,50 0,02 0,07 0,50 0,02
Casa 0,02 0,10 0,01 0,05 0,21 0,01 0,01 0,11 0,01
Apartamento 0,04 0,15 0,01 0,05 0,23 0,02 0,04 0,21 0,02
Rancho 0,04 0,15 0,01 0,33 0,86 0,14 0,01 0,15 0,01
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7.- ESTIMADORES INDIRECTOS

En cualquier caso es conveniente mejorar las estimaciones, y en muchas oportunidades se puede lograr utilizando
los métodos indirectos. Estos consisten en aprovechar la informacion auxiliar, basica o complementaria, relativa a
una variable correlacionada con la que se estudia, entendiéndose por auxiliar informacidn proveniente de estudios
anteriores -encuestas o censos-, de registros administrativos o de estudios de poblaciones diferentes, pero altamente

correlacionada con la variable a investigar.

Los estimadores indirectos generalmente son usados para mejorar la precision de las estimaciones, y tienen la
caracteristica de utilizar adicionalmente otra variable, diferente a la variable a estimar, y que se denomina "variable
auxiliar”. De esta variable se necesita conocer los valores de los elementos de la muestra, igual que de la variable
en estudio, pero ademas, ciertos valores poblacionales, como el total y el promedio. La precisién de las
estimaciones mejorard en la medida que la variable auxiliar esté mas correlacionada, en algunos casos

positivamente, con la variable en estudio.

Estos estimadores son muy utilizados porgue permiten ajustar los resultados a los totales 0 promedios de otras
variables conocidas, dandole mayor consistencia a los resultados; es decir, para investigar la situacién en la fuerza
de trabajo, una variable auxiliar puede ser los tamafios poblacionales por edad, obtenidos por proyecciones de

poblacion, asi los resultados siempre mostraran dichos totales por edad.

Estos estimadores tienen la particularidad de ser sesgados, pero suele suceder que al tener tamafios de muestra
grandes, el sesgo se hace despreciable, logrando, en algunas oportunidades, un error cuadratico medio menor al del
estimador directo.

Los estimadores indirectos conocidos son los de razon y los de regresién. En los puntos siguientes se trataran cada
uno de ellos.

7.1.- Estimadores de razon

Sean Y, V. ..., Yu Y Xy X, ..., X« l0S valores de las variables y , x para cada uno de los N elementos de la poblacién.

Se denomina "razon de y a X" o simplemente "razon" y se identifica por R, a
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y su estimador es,

entonces, los estimadores de razén del total y el promedio respectivamente son,

ve=R x=Y x
X

7.1.1.- Esperanza de los estimadores de razén

En principio debe recalcarse que en los estimadores de razén, tanto el numerador como el denominador son
variables aleatorias, por lo tanto los calculos de la esperanza y la varianza son complejos, y se usaran
procedimientos diferentes a los mostrados en los capitulos anteriores, especificamente se utilizara un procedimiento
mostrado por Sukhatme [8;141].

Se definiran
{y, < ' donde e, , e'; son los desvios de y, , x; respectode Y , X respectivamente.
de manera que,
n _ n _ n n
(Y +¢) Y + ei — ei
o =l _ =1 = _hNY 3 _v.s
y= = = + =Y +e
n n n n

siendo & la media muestral de los desvios de y. Entonces,
E({)=E(Y + &)=E®) + E(€)=Y + E(@©) (7.1)

desarrollando el segundo miembro,
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donde E es el promedio poblacional de los desvios de y. Es decir que la esperanza del promedio muestral de los
desvios, es el promedio poblacional de los desvios, que a su vez es cero. Entonces, sustituyendo este resultado en

(7.1), se tiene que,
Ey)=Y

gue es un estimador insesgado, tal como ya se conoce. Lo que se hizo fue verificar que esta manera de definir ay. es
correcta. Ahora se hallara la varianza de e.
V@=E| @ - E@)) [=E(e?) + E[@)F
desarrollando el primer término,
N N
[ nj 2 [ nj
€k 2

2. (n) . 1 N-1) & N

k=1 — k=1 —
R N NJ( jze”[_)ZZe.ej

)

N -1 N N -2 N N-1 N
[ ]zeg [ jzze.e, Ze. S ee
— n-1) i=1 + 2 i=1 j=i+l 2 (n-1) = 501
z[Nj Z(Nj n N N -1 n N
n n
n n

| =1 i=1l j=i+l
B T I S - -1, ne1
=N IZl:e.JfZ—_1 2. j;le.ej+—_1;e.-—_1;e.
1 i n_l N ) N-1 N ( n_lj N
=— — P2 i +1-—— ?

1 -1 N _ N-1 N _ _ N - N 3
:W [LleZ(yi'Y)2+2 Z z (yi—Y)(yj-Y)]+(N__2j;(yi_Y)z]

i=1 i=1 =i+l
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1 Y _ n-1 N1 _ _
=N ; (y;i-Y ) +2 No1 ; j;l (yi-Y)(y;-Y)
1 I N = n- N N _ _
TN ; (yi-Y ) + N-1 =1 JZ:; (yi-Y)(y;-Y)
L J=i
N _ N N N N N N N N
= _Z:(yi—\7)2+lr\]_lZZy,yJ 1YZ“Z:yJ 1YZZyI+n_122Y2 (7.2)
i=1 i=l j=1 i=1l j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
J#1 J:tl J:tl J;tl
pero como,
N N N N
DDV EY Y VY -V (7.3)
i=1 :ig i=1 j=1 i=1
y
N N N N
> > y;=(N- 1)2yJ NN-1)Y 5 Y > y=(N- 1)Zy| N(N-1)Y (7.4)
i=1 j=1 i=1 j=1
1=l J=i
ademas,
N N
ZZV =N(N-1) v (7.5)
i=1 j=1
J#i
sustituyendo (7.3),(7.4) y (7.5) en (7.2)
N
E(e))= = Dy, Fr ZZ V,Y,- Zy. 2(n- N2+ (n- NV
i=1 | 1j=1
descomponiendo,
N N N N
2LV YiEL N 2 Y =N

i=1 j=1

entonces,

i=1 j=1
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E(g? :LN{Z(y Y)+N2n L V- 112 yf-(n-l)N?Z}

N-1' N-1%&

1 [ n-1_, n-19 1, e (n-1)< =
:_N{Z(y Y RN —Zﬁ}m{;(yﬂ)2-(m](i;yf-'\lvzj]

=2 S (R Ry A (R S o |

por lo tanto,

z (yi'Y_ )2
n < 1-f (7.6)

es decir que,
1-f
V(e)=E(g*)= V(y)=— sy

De la misma manera,
X=X+¢€
V(8) = E(2) =V (%) _usz (7.7)

Desarrollando R,

- Y_(1+Sj

|:'§:1:Y+e: \

X X+@ )?(1+e_j

X

por lo tanto,

(& g g
Y(1+Vj 7 145 145
E(R)=E 5| =% E|—Y- |-RE[—
X1+ X 1+ I+=
X X X
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para resolver la esperanza, se desarrollara la serie de Taylor del denominador. La serie de Taylor de una funcién
f(x) respecto de x. es,

i f (Xo )k

donde f ¥ (X,) es la derivada de orden k de la funcion f, evaluada en el punto x,. En este caso la funcion es,

l J—
f(e"'):(1+e:J - 1@,: 1 X
X 145 X ie X +8€
X X
y se debe hallar la serie de Taylor de f(€') respecto de cero. Al hallar f'(e*), f''(e'), f''(€"),..... ,sellegaala

expresion genérica

k!
foE)=(-)" ———
€)=(-D <
y evaluando en cero,
f‘<(0)=(—1)k_L

entonces la serie es,

o0

D (-1 i_ (7.8)

k=0

entonces, Z( )k k €=0)" ) Z( 1)"( )

luego,

AR e
E(R)=R E{(l v jz(_l)k xk} -

_RE1+ £ _%¢ . ° | e e
Y X YX X? yx? x® yvyx® x* yx¢

truncando la serie, suponiendo que
—Ik oY=y
€e
e_—k vk >2 A T
X Y X

no aportan mucho y se pueden despreciar,
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E(R) :RE{1+———'——'+;} R{1+Y1E(e)——E(e)—éE(éé)JriE(e )}
N

1 -n SXZ} (7.9)

=R :I.—:E(éél)'f'i
Y X X?

ahora se hallara E(e€");

L1 W G
z_zTJ zzek'ek' +zzzeklek1

k=1 i=1 k=1 i=1l j=1
j#i

)

_ling, ., n(n-)
- Z{Nzl:e'e' N(N - 1)22' l
j¢l

N N _ _
=—Z(y. ~Y)(x = X)+ N(N 1);JZ(yi—Y)(x,-—X) (7.10)
J=i
desarrollando la doble sumatoria,
DN -X)= ZZ(y. —Y) (x; - X) - Z(y. -Y) (% = X)
i=1 j=1 i=1 j=1

:Z(yi _Y_)Z(Xj - >Z)—Z(Yi _Y_)(Xi _X)
i1 -1 =)

sustituyendo este resultado en (10), se tiene que,

E(éé')=$;(yi—v‘><xi—>?)+ NN 1)Z(y. Y)Z(x— )~ nN(N 1)Z(y. V) (% - X)

pero como,
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Z(yi_Y_)ZO y Z(x,-—)?):o

nsS
E(€e)=——— —V) (- X) =2 7.11
(€e') = nN(N 1)2(3/. ) (% = X) = - (7.12)
y al sustituir (7.11) en (7.9), se obtiene,
. -nS -nS? - 2 S
E(R)=R|1-—_N-N> 1 N=nSc| ply [N=nfSc v (7.12)
YX N n X% N n Nn (X2 XY
que evidencia que R no es un estimador insesgado de R, y ademas su sesgo es,
A A sz S N-n(S g2
B(R)=R-E(R)=R-R|1+ —~Z ||=R == 7.13
®) ®) { Nn(x2 XYII Nn [XY X? (7439

7.1.2.- Error cuadratico medio de los estimadores

Ahora se hallara el error cuadratico medio, que en este caso sera diferente de la varianza, por existir sesgo.
N A A \2
ECM(R) =V (R) + (B(R))

Debe desarrollarse la expresion de la varianza de R,

r 2
V(F3)=E[(F?—E(Fi))z}=E(F§2)—[E(FE)]2=E(F§2)—R2 1+ [ 2__XVH

VR - €| R-ER |- E®)-[ER] - ERY) -’ AL [ s, _S_xyﬂ

2 2
_E(R?)-R?|142 N0 Si Sy | (Non)Se Sy
Nn | X2 XV Nn ) [ X2 XY
. _n)s? -n)S “n¥(sz s, Y
_ERY)-R2—2R2| NN |50 ozl N2 S pof N2 S - P (7.14)
Nn ) X? Nn )XY Nn X2 XY

Al igual que para E(FAQ), para hallar E(Ifiz)se desarrollara la serie de Taylor del denominador de la siguiente

expresion,
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e:f
Y (7.15)

es decir,

entonces, se tiene que,
v 2
o (KeDIXE y evaluando en cero, fX(0) = ()" (k +1)

Kia'y=(—
tE)=(D" (X 1e)?

z( 1)k (k +1)e

—N\-2 i
y la Serie de Taylor de (1+ %) respecto de cero es, Z( 1) « (k+De™ +1) 3

gue sustituyendo en (7.15)

52 2 e kkl'k 5 5= a2\ (=  (k+De"
oo oo g

_2 — —
_RPE 1428+ 8 28 48
Y vz XY

|| @

Truncando la serie en las potencias de 2, se tiene,
éZ él éél élz

E(R) R? E1+2—+——2:—4::+3_—

Y Y2 X YX @ X?

~R? { E(e)+—E(e )——E(e)—iE(ee)JrX E(e? )}

como E(8)=0 y E(e')=0,
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oy p2lq, L2y 4 N, S a2
E(R*)~R {1+Yz E(e?) YXE(efe)+Xz E(e )}

Nn Y Nn XY Nn X?

—nS; —nS —n S?
zR{uN N2y _4N=Nv 4N ”S—X} (7.16)

Sustituyendo (7.16) en (7.14)

,N-nS> _ N-n ixy,T ,N-n§?2 R2_opzN-D S?

. ns nY(sz s, Y
V(R)~R%+R >V _4R 13R S S yore NN Oy ol NN Sy Sy
ny Nn XY Nn X Nn X Nn XY Nn X< XY

2 2 2
B L A L [
n n n

entonces, el error cuadratico medio de R es,

ny? Nn X?2 Nn XY

2 2 2 2 2
e N=nSy o N-nSE oo N-nSy o(N=n) S Sy | po(N=n)'( Sy Sy
Nn Y2 Nn X?2 Nn XY Nn X2 XY Nn XY X2

o . _nS?2 “ns? nS sz s, Y _nY'S
EMC(R):V(R)+[B(R)]2zR2NN N> gz N=N5c g2 NN W—RZ(N ”J YXZ_X_X\YF + R(N nJ_—W_

y como
2 2
S; Sy Sy Si
X% XY XY X2
se tiene que
. N—n S’ N—n S2 N-nS, 1-f 1
EMC(R) ~ R? —L4R? X _9R? — -~ [S24R2S?-2RS 7.17
(R) Nn Y2 Nn X2 Nn XY n XZ[y X xy] (7.17)

Luego, la Esperanza, Varianza, Sesgo y Error Cuadratico Medio para el estimador de la Razén son,
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Igualmente, la Esperanza, Varianza, Sesgo y Error Cuadratico Medio para el estimador del Promedio, del tipo
Razén son,

E(?R)J{H_Tf(;i —%ﬂ (7.18)
v (50 i (51 -2

B(\?Qz\?[%j (%— ;XZZJ (7.19)
ECM (Yg) ~ V2 (% [;—§2+ )S{zz —2%}:(?} (s2+R°S?-2Rs, ) (7.20)

Finalmente, la Esperanza, Varianza, Sesgo y Error Cuadratico Medio para el estimador del Total, del tipo Razén
son,

R —f(s?2 S
E(Y,)=Y |1+ | =X % 7.21
WAYOTESL) | S SPE AN CEA (R
R n Jly? X2 XY n X2 XY
. 1-f\( S g2
B(Y,)=Y|—— || =X = 7.22
(Yr) ( - j[xv ij (7.22)
. 1—f)(S? §2 S 1-f
ECM Y| || 2Ly =X 2 Y :NZ(—) S2 + RS2 -2RS 7.23
(YR) ( n [YZ X2 XY] n (y X Xy) ( )

P.V. Sukhatme [8;145-147] realiz6 una mejor aproximacion a la varianza de R desarrollando las series de Taylor

hasta las potencias de orden 4, y llegé a que el sesgo de R (B(R)) es
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By redyl1. 3 Sk
B'(R) = B(R)[1+ - )?2}

donde B(FAQ) es el sesgo mostrado en la ecuacion (7.13), es decir, truncando las Series de Taylor en las potencias de

orden 2. Notese que si n es grande, ese incremento se hace despreciable, ocurriendo lo mismo con la varianza;

incluso con el propio sesgo.

Nétese que las expresiones ECM (R), ECM () y ECM (Y,) estan en funcién del término

[s2+R?s2-2RS, ]

entonces, se desarrollara éste, para llegar a una expresion equivalente de las varianzas, que sera de utilidad mas

adelante.

Z(Yi -Y)?

Z(Xi_)?)z Z(Xi_i)(yi -Y)

[s2+R?s2-2RS, ]| ==
1
N_
1
N_

1
N —

1
N—

[LEN

1
N —

1
N —

[EXN

1

[EXY

[EXY
I

[
I

=
I

=
I

N-1
ZN:(Yi -Y)?+R? ZN:(Xi -X)?-2R ZN:(Xi -X)(; —Y_)}

=

=

Li=1

ZYiz_
Y-
Z:(Yi2
Z(Yi_
[N

Z(Yi—

Z(yi_

} R2 i=1 2R i=1

N-1 N-1

N N
NY?+R? > xZ-R*N X?-2R D (xy,~X y, —%Y +XY)}
i=1 i=1

N N
NY?+R? D 2 -R*NXZ-2R D xy;+2RY + XY)}
i=1 i=1

—2Rx; yi+R2xi2)—N(VZ—ZR)?\7+R2)?2)}

inf—N(v‘—R%f}
in)Z—N(Y-R)?)2+N(\7—R>?)2—N(?-R)?)Z}
Rx;)?—2N (Y =RX)?+N (V—R)?)Z}
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Z(yi_RXi)

_ L ISy —Re)2_2N (T —RX) Y —RX)?
-~ ;(y, RG)*=2N (Y —RX)H=———+N (Y -RX)
:N%ii“[(yi—in)z—Z(V—Rf)(yi—in)+N(V—R)?)z]
1 < vaay
- > [ty =R~ (7 = RX)) (7.24)
pero, B
V—R%:Y-[L}X:O (7.25)
X
entonces,
1 & 2
S2-2RS, +R?S =m2(yi —RX;) (7.26)

1-f 1 &

ECM (R) = =7 N1 (7.27)

il 2

N 1-f Z(y| _RXI)
ECM (Yg) = - =L 1 (7.28)

> (v, ~R, )
yi - XI

ECM (Yy) = N ) 5 (7.29)

7.1.3.- Estimadores de los errores cuadraticos medios de los estimadores

Para estimar los errores cuadraticos medios de los estimadores, bastaria con sustituir en la formula de la varianza,
los valores poblacionales por los estimados, es decir, las cuasivarianzas, las razones, los totales y los promedios.

Esto es,
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2 2
ECMR) < [MJ[SMS;_zSWJ L (s,

2 2
ECM (V) =~ y2 (Tj{syﬁ;—zsw :(_fj(s§+stf—2Rsxy)

7.1.4.- Estimadores de razon en el muestreo estratificado

Si la muestra es estratificada, se tiene, en principio, un estimador para cada estrato, es decir,

y su estimador es,

|
|
5=
>

N 1
YRh=YRh=Rh Xy =% thvah
h

Yy SUS esperanzas, varianzas, sesgos y errores cuadraticos medios son:

para el estimador de la Razon son,



—f (S: S
E(R,) =R, 147 fh( b J

1= )82 82 s, (1-1,\(S2 Sy )
V(R,)~R} h 2+ o O _ h no_ O

Yo Xy XY Xp Xy Y,

S 2
(X th

Sy S 1-f
P IR S b (] (R S
thh Xh nh h h h

B(Rh) = Rh

ECM (R,) ~ Rh(

para el estimador del Promedio,

. 1-f, (S S
E(Vg,) =Yy [1+—1] -2
N | X5 Xy Yy

2 2 2 2
VICAR POl Ko ] P P N o
“ moJ|VE X TR Y U (XX Y

para el estimador del Total,

1-f (S2 S
E(Vg,) =Yy |1+= "] = 2
Ny | Xy XaYh
2 2 2 2
V(Y )thZ 1- fh SYh +th _9 Sth _ 1- fh th _ Sth
i Ny Y XP o XYy Ny X Xn Yy
1-f,\[ S Se
R e ]
Xh

Nh
_ sz g2 S 1-f
R -2 P =N h (s§ +R?SZ —2R;S,, )
Ny Yoo o Xy X Yh Ny " " "

-
2
=9

ECM(Yg, ) =Yy (
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Aplicando el razonamiento de Muestreo Estratificado,

L L L L L
R L 3 I A LA » A
h=1 h=1 h=1 Xh N o1

A estos estimadores se les denominaran “Estimadores de Razdén Separado” del total y del promedio
respectivamente, y se denotaran por Y, , Vg, . Es decir,

L

L Ly, R 1 1 & L L R
ZYRh thxhsz*Xh : YRSZNYRSZHZY Z z h YR,
h=1 h=1 h=1 “h h=1 h=1

7.1.4.1.- Estimadores de razon separado

Como se indicd en el apartado anterior, los Estimadores de Razdn Separado del total y del promedio,

respectivamente son,

L L L 5 1 1< ;
vRs=zth=Zthh=Zixh : VRS=NYRS=NE%— Z'\' Z

y se denominan asi porque utilizan una Razo6n para cada estrato, dicho de otra forma, trabajan con la razon separada

por estrato.

Para hallar la esperanza se tiene que,

- - Szh Sth S 1-f th SXYh
_E{ZYRJ:ZE( ) ZYh{h— N, LXh—XthH=Y+;Yh[ nhhj[xh_xh\fh]

h=1 h=1 h=1

porlotanto
1-f, Sk

Y h

ee) z “( Ny ][x Y Xﬁ}

En el caso de la varianza, se tiene que,

L
V(YRS):V[ZYRJ ZV(Y )+2Z ZCOV(YRh Ve )= ZV(YR
h=1

h=1 k=h+1

ya que las muestras en los estratos son independientes, entonces,
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2
3 1-f Szh Szh S h 1-f Szh S h
A e RN
h=1 Ny Yoo Xy X Yh Ny Xy Xy Vi

y el error cuadratico medio,

ECM (Ygs) =V (Vo) + [B(Yrs) ]

2 2 2 2

ECM (Y )~ZL:Yh2[1_ch S, S _ 2w, +ZL:ZL:Y Yk(l fj(l—ka Son  Sx | S Sk,
)~

: h=1 Mh Yo Xy thh hol k=1 Ny, Ny Xo Yo XE )| X Yo X

k#h
L - L& sz | s s?
~ Nﬁ{l ch(Si+R§5x2h—2Rh3wh)+ZthYk(l fj(l f] Do | T x
) Ny 1 Ny Nk X Yo X X Yo X
h

f 1—f S s2 ) s 52
h (35 +RZS2 —2R,S,, )+ZZZYYk fn k O _ T AT
h " " ny, Ny Xo Vo X2\ Xu Vi X7

h=1 k=h+1

L
=~ Nz(l_

De manera que,

;L. S,
E(YRS)_hZ::Y [1+ _x 7 J] (7.30)

Ny h

A s?
BV )= _2m 7.31
(Rs)hZ( St o
2
sf S 1-f,\[S: S,
RS T AR .
Xh Xn Yy ny, Xnp Xy Yy
- 21_fh 2 202
ECM(YRS)zZNh . (52 +RESZ —2R,S,,, )+
h=1 h

2 2
+ZZZYYK( j[l‘ fkj _S'Wh_ —S_—X; _SL_—S_—Z (7.33)
h=1 k=h+1 ny, Ny X Yo Xg N X Y Xg
J( 2 +R§sfh -2Rys,, )+

L1 L 1— f 1—f S 52 S 82
+2 ZYhYk( J[ J S e R (7.34)
hel k=h+1 ny, Ny Xp Yoo Xn A Xn Yn o X
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y para el estimador del Promedio,
E(YA ) ZWY f th _ SXVh
Rs n, | X X.Y,
v 1-f, S S?
B(Y WY, T
( Rs) Z [ J(Xh Yh Xhzl
~ SZ SZ S _ SZ S 2]
V(¥ee) ZWZY ( h ] oy —2*“—(1 fhj 0
n, Y, X, X, Y, n, X2 XY,

va - 1- f 2 2 Soo[1- fh
ECM(YRS)zEW[ - J(s +RIS2 ~2R S, )+2D §thk( . J
h=1 h h=1 k=h+1 h

k
L L-1 L 2 2
A ~ 1-f o (1-f 1-f S Sy Syy X
ECM (Yg,) ~ WZ[ “Jszmzsz —2RS,, J+2 y ( h ( k Oh T L.
e hZ:;' " Np (yh n hXYh) hzlk:zhﬂhk Nh Ny Xh Yoo Xp |\ Xn Yo X
El estimador de la Razo6n es,
Y, 1< (X
R=="Ff="V3RX, = Zh R 0 bien
e R =Y R
va 1 L 1 L 1 L L
R="="""3NVY =—3YNRX="%XR-= h IR llegando al mismo resultado
e BN, = e SNRX, = LIRS R e

1-f (S;, S,
1+ Rl
n, X, hY
1<y, o 1—f f
B(Rs) :%th h( (
1 < 1-f )| S2 S S 1-f3s2 s Y
V(R,) zizWZYZ _n oy Tx o T | =T Th o S
s XZ — h "h nh Yhz X; thh nh Xﬁ thh

1 &1 1-f\( S, S2Y S, S
EcM®R)~ = w2 T |(s2 wresz —2rs, )+ 23 Y9, S Sn | Sm S
R~ 2 h( n J(y“ o ") ( n, ( (thh X

2
h h=1 k=h+1 n, XY, X,

w1 f S (- (1= F ) Se S Se Sk
ECM(Rs)lezZWf[ : “J(S§h+R§th—2F?hsxyh)+2 Vh‘k( “j kj o ZJ( o _ ;]
h=1 h

Ny Xo Yoo X AXa Yoo Xy

En la bibliografia clasica, se muestra el error cuadratico medio como la varianza, y se desprecia el segundo término
en todos los casos -estimador del promedio, total y razon-, es decir, la doble sumatoria.
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7.1.4.2 - Estimadores de razén combinado

El uso de estimadores de razdn y/o del tipo razon en el muestreo estratificado, contempla dos casos, en el primero
(estimadores de razén separada), visto anteriormente, se consideran las razones de cada estrato “separadamente”,
en el segundo se utiliza una Unica razon para toda la poblacion, “combinando”, de alguna manera, la informacion
de cada uno de los estratos, y estan basados en el hecho de que las razones en cada estrato son muy similares, de
manera que no se justifica trabajar con diferentes razones para cada estrato si la ganancia en precisién no es

sustancial, o visto de otra manera, no se sacrifica mucha precisién por simplificar el procedimiento.

Cabe destacar que para aplicar los estimadores de razon separado, se requieren tamarios de muestra suficientemente
grandes en cada estrato que permitan estimaciones confiables de las razones Rn. En el caso de los estimadores de
razén combinado, no se requieren tamafios de muestra grandes en cada estrato, sino un tamafio de muestra total
suficientemente grande para estimar la razon combinada; esto lleva a la conclusion de que generalmente se

requieren tamafios de muestra mas grandes para aplicar razones separadas que combinada.

Por otra parte, si las razones en cada estrato son iguales, tendria el mismo efecto utilizarlas de forma separada, que
una razén comun. Realmente esto es muy dificil que ocurra, pero si pueden ser parecidas, y en ese caso se puede

usar, no una razén comun estrictamente hablando, pero si una raz6n combinada, esto es,

R =R, =..=R_ =R, que no es mas que,
LA AU A A A AR A
X, X, X, X X, X, X, X
es decir, R, :Y::i
X X

Para estimar R_ se tienen dos opciones,

i) usar la razon de los promedios, R, = =

L L
i) usar el promedio de las razones, R, = W,R, = ZW{YhJ =R,
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El primero, que se tratard a continuacion, se denomina “estimador de Razoén Combinado”, y es ampliamente
conocido y trabajado en muchos textos, el segundo se denominara “estimador de Razéon Combinado Estratificado”,
suele tener menor precision y la estructura de la varianza y el sesgo son bastante mas complicadas que el anterior,

motivos por los cuales no son trabajados ni conocidos.

Los Estimadores de Razén Combinado del total y del promedio, respectivamente son,

A

YARc :&X ; Yoo =

X

<l

sti

st

XI

st

a continuacion se procedera a desarrollar la esperanza, sesgo, varianza y error cuadratico medio de Yi., y luego
para Yg,.

n, n, n,
2 2% e
_ =l _ =l 4=t

Npi Nhi Nhi

haciendo yni =Yn +e, , Setiene, Y =Y, +¢,

2
Np—ny, Sy,

E(Yh):Yh"'E(eh):Yh"'Eh:Yh vV(Yh): N N
h h

L L L
Vet =2Wh Yh =ZWth +2Wheh =Y +e
h=1 h=1 h=1
E(Vy)=E(V +e)=Y+E()=Y+E=Y
analogamente para x,; = X, +¢€';

entonces,

, Y[1+ e) SN o (1+ ej
YS[ — (Y + e) — Y Iuego E st — L E Y
A ) X

Xy (X+e) X(“;j

aplicando el mismo procedimiento desarrollado en la seccion 7.1.1. (Esperanza de los Estimadores de Razon), se
tiene,

X YX

o Vet L) e L e
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entonces,

m
VR
pa3 =
N
Il
x| =<

h=1
luego,
R 1< 1- f Y
E(YRC):Y_*ZWhZ " [Sxyh_ 5,1}
h=1 Nh X
por lo tanto,
5N o fo ) 1 o(1-1, Y o2
B(YRC):Y E(YRC):X;Wh[ n, SXYh_XSXh

Para el desarrollo de la varianza,

A

v(vl)=v[§>?}=%2v[éj
XSt XS'[

(7.35)

Aplicando el procedimiento desarrollado en la seccién 7.1.2. (Error Cuadrético Medio de los Estimadores de
Razon), a partir de la ecuacion 7.15 hasta la 7.16, se tiene que,
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y como E(§§')=ZL:Wh2[1 f jsxyh . E(éZ)zith(l— f, JS§ ; E(é'z):ZL:WhZ(l fhj
h-1 ny h=1 M h=L "
entonces,
NS ) L L

2
L 1 f 1 (¢ 1-f Y
~ ) W2 hlls? —2R.S,, +R2S2 J]——| Y w2 his ——8§?2
;h(nh j()’n =Xy CX) thz=1:h nh XYh Xxh
finalmente,
S S 2 2 L 1-f
ECM(YRCJ :V[YRCJJ{B(YRCH = >wW?| =" |2 -2R,S,, +R2S? )
h=1 Ny

Resumiendo se tiene,

2 — 1, f1-1, Y 5| o 1<, .(1-f, 5 Y .,
E(YRC) =Y _?;Wh [ nh ]|:Sxyh —? Xn :Y +?§Wh nh RCSXh _Sth :th
> 1< 1-f Y 1< —f
B(Y ) ==>wW? 1S, —=S2 |==) W2 h S, —R.SZ
Re X hZ:l: h { n, Y X Xp X hZ:l: h n, [ XY c Xh]
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ECM (Yy, ) ziwhz(l_ f“j(szh ~2R,S,, +R2S2)

h=1

ECAM(YLRC) ziwhz[l_ fhj(s2 —2R_s,, +R2s? )

h=1 Ny

y para el total

5 L 1-f Y L 1-f Y
E(YRC) =Y—%ZN§( “J{sm —;:sfh}n%ZNﬁ( - hj{RCth—Sxyh —;:sfh}
h

h=1 h h=1
; 1 & (1t Y 1 & (1
I e D o o2 e LI
_ 2
V(R,) ziNﬁ(l_fhj(Sj ~2RS,, +R2S2 )—%{iNh{l_f“I . —fsfhﬁ
h-1 Ny X\ = n, X
EcM(R, ) z%iNﬁ(lgch(Si 2R S, +R2S?)
h=1 h
ECM(R,) z%iN,{l;f“J(sﬁh 2R, +RZs?)
h=1 h

Ahora se desarrollaran los estimadores del tipo razén combinado estratificado, donde la razén combinada se

estima como el promedio ponderado de las razones de cada estrato.
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L L i L —
~ A y A A A= = y
Rt = 2 W, Ry, = th( th = Yeet =Rt X Yeet =R X =X ZW (__hj
h=1 h=1 h

Se desarrollara primero el del promedio, y luego el del total y la razén.

~ _ L y _ L y _ L y _ L R
E[YRN} = E[X th(_—hﬂ =X E{th (_—hﬂ =X> E{W{_—hﬂ =X ZEMh Rh]
h=1 Xn h=1 Xn h=1 Xn

aplicando las mismas transformaciones y procedimientos de la seccion 7.1.1 (Esperanza de los Estimadores de
Razén), se tiene que,

ﬁ@+%j
|:\3h Yh

R[]
entonces, EENh Ifih]z E —)_/h =
e

por lo tanto,

L 2

2 - N, -n,[S S )

E[Ym} =X th Rh[1+ M[% - %J] , que es un estimador sesgado, Yy Su Sesgo es,
h h 'h

- _o_g —n.(SZ S
B[Ymt}:\( S W R[4+ DT O Do
h=1 Npny ( Xy XY,

Ahora se desarrollara la varianza,

[ €] (o o)) |- () |- )]

se desarrollara el primer término,

e 4 )] e () o) A 22

h=1k=h+1 h

=X? iw,f E[(%ﬂ + 2§ ZL: W W, EK%J @ﬂ
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desarrollando las esperanzas, y aplicando el mismo procedimiento de 7.1.2 (Error Cuadratico Medio de los

Estimadores de Razon), por el cual se llegé a (7.16), ahora aplicado al estrato h,
— \2 = \2 2 2

el | L] =[] 2o Moz S No=y So  gNo = S
Xy Xh N,n, Y, N,n, X,V N,n, X

AIEATAINE Y“[“?:H“%] IEARAT Y,
KX][XH xh[ﬂ%jxk@{{j [xIxj _[“e'hj(“e'kJ

desarrollando las Series de Taylor en el denominador, se tiene que,

TEE]

1 12 13 ) 1 ] 12 13 1
=E 1+e7h 1+e7k 1_97h+€7hz_€72+“'+(_1)167h_+“. 1_97k+€7k2_€73 +( ]_)J &%
Y Yy Xy Xy Xy Xy Xe X X Xk

truncando las series en potencias de 2°. grado,

S | PR ACRT PRRPI | PR i
Y T T T ) TxE T X, T xe

~El1+ 2

€ i+ii_i_ €€ _ €€ _ ELEE +ﬂ+ ehelﬁ + ekelﬁ n Erh('fk('fﬁ _

Yo Yo YiYeo Xy Xy YX, VWYX, XD VXD Y XYY XY

_i_ €ne'y _ €€’y _ €h€8'y + €' ey + €' €' + €€ ey + €68, €'y _
X WX WX VX X X VX X VX X Y X X,
e'ﬁ elk ehe'ﬁ e'k eheke'ﬁ e'k ekelﬁ elk e'i ehe'i eke'i ehekeli

CXEX VXX YYXIX YXOK o XEYXE VXDV XE

_e,e} ee,e} ge el eege e} . ete? ee’le” N ge’e” N eeele’l }
XX XGXE VX XE VYXGXE XoXe XEXE Y XeXe VY XX¢

como se ha mencionado anteriormente, E(g;, )= E(e, )= E(e',)=E(e', )=0 . Se revisaran los otros

miembros,
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N, N,
1 Ny N zehi Zeki
i=1

NhNk ;;ehlekl Nh Nk h =k
N, N,
Zeki Ze'hi
igualmente, E(ge', )= Izlil L —E _E', =0, yanalogamente, E(e,e', )= E(e', &' )=0.

k h

Esto ocurre porgue los estratos son independientes. Asi,

—f
E(ehekelh): E(ehelh )E(ek): (1 N : S JOZ 0 Y E(ehekelk)z E(ehe'h &'y ) = E(eke'h &'y )= 0.
h
E(eke'ﬁ): [1; L S5, JOZ 0 Y E(glﬁ e'k): E(ehe'i): E(elh e’ ): 0.
h
E(e,e.e?)=Ele,e? E(e,)=0 .y Ele,e?e, )=Ele,e.e?)=Elee’, e?)=0.

Los términos

ehe'ﬁ ekeli eheke'i eheke'ﬁ ekelh G'E ehekeli ehekelﬁ e'k ehekelh eli ehe'ﬁ eli ekelﬁ eli eheke'ﬁ eli

Y X Y XYY XYY XY X XYY XYY XX Y Y X XY XX Y XX Y XX
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se despreciaran, suponiendo que aportan poco a la serie, pero ademas, por facilidad en la consecucion de la
12 elﬁ Eli
+ 272

formula final
Entonces,
E Yo || Y ~ i i El1— €Y +Ei_€k€'k i_i_ehekelhelk_ekelﬁek € €
Xn N\ X X A Xy X, Xi Y X XE VXX VXX VXX XX
2 2
[T Y fy (1) S (2o (= fe) Se 1) S
Xh Xk nh thh nh Xh nk kak nk Xk
+ 1- fh 2 S hSXYk _ 1- fh thSXYk _ 1- f Sthka + 1- fh zsfhsfk
I’]h Y7h)ThY7k7k nh )TEYT(KI( I’]h YhXth2 I’]h Xﬁxkz
S2 S — S2 S
T | Y o |
Xh thh Iﬂlk Xk kak

Por lo tanto,
~ L 2 B SZ ~ 5
[V f | x° th{Yh) 1o Re =t 2 g N ;
h=1 Xh Nhnh Yh Nh nh thh
_ g2 S
25 S [ a0 T e
hol k=h+l X X, n, Y. X, .
N _nh Syzn _4Nh_ = + Nh_nh Sixzh N
n h Nh nh Xth
Sf Sxyh 14 1- fk szk B Sxyk B
no A X¢ Y.X,

h

Por tanto, la varianza es

[?R“t}z {ZWZ( ﬂ N, n, Y.
+2Z wa ( j( ;k J(u[l;hfq
)

h=1 k=h+1
N, —n
- X? SR |1+ "
Nhnh

L

>w

h=1

y el error cuadratico medio



Y, 1-f, S5 S 1-f, \(Si S
+ZZZWhWk( ][ k 1+( hJ - 1+[ kj oo |-
h=1 k=h+1 X Ny Xn YaXy Ny Xe oYXy

| N -n (S S _
= X2 D W Ry| 1 =D - P +Y2 4+
h_

S —n (SZ S
+ X2 > W, R, 14 N0 =My _X“—_XVLJ
h_

h L 1+ 1- fh th . SXYh 1+ 1- fk ka . SXYk +
Xy n, A Xy Y.X, no A X VX,

I n(s: s
Y2 2XY S W, Rh£1+Nhnh(X“2— XVB
H Xh Y

Ny N,

Para finalizar, el estimador del Error Cuadratico Medio es,
L — 2 2 2
. 2~ _ N. —n. S N. — S N, —n, Si
ECM[YRm}zXZ ZWhZ[@j WAL B TR RAL AL B TR LA R
ho1 Xh NyNy o Yy Ny Ny Xy Ya Ny, X
1—f \s2 s 1—f, \s2 s
+222thk(th(ykjl [ hJ__;__th 1+( k]__;__XY_k +
h=1 k=h+1 Ny, Xy YnXn Ny Xe o YiXk

X
. R . N.—n. [s2 s
B2 2R Y, R 1 M S
h ''h

2
Xn Xy Y
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Para el total se tiene,

YRcst = Rcst X=N Rcst X = NY_Rcst

R L N. —-n (SZ S
BV J= X W, Ry |1 S| Do 2o
h=1 Nyn, | Xy Xy Yy,

. L N, —n (SZ S
B |2 = X S IW, Ry |14 Sn 0| 5 2o
h=1 Nyn, | X5 Xy Yy

L — 2 2 2
. N, —n, S N, —n, S N, —n, Sy
V[YRcst zlezwhz(i_hJ [1+—|\T g h Py 3h h—“}u
h=1 h hho Y,
1

Npnp Xy Yy N,n, X7
S YA 1-1, Sz S -1 S S
+2ZZWhWk[_“j(_kJ1+( b= - 1+[ kj e I
h=L k=h+1 Xn N Xy Ny, Xn o YpXy Ny X Y Xy
, -2
L N, — S S
S X2 W, Ry 14| 2 o
h=1 Npn, | X5 Xy Yy,

- L (VY n, S2 —n, S _n, S
ECM[Y }zXZ D W7 LT Ll TR Tk T L il
h=1 Xh

N nh Y, Non, X.Y,  Nyn, X2

_ s2 s _ SRS
+2Z Zthk( j{ J1+(1 fh] o 1{1 ka ==L
hel k=h+1 Xk Ny, Xn YaXp Ny X Y Xy

L —n, (S5 S
PYZ XY YW R [ 14 DT e e
h=1 Ny, Xy XpYh

L _\2 2 2
SR N, —n, S N, —-n, S N, —n, S
ECM | Vo | = X7 EW,E(—X“J A I TR B TP S T B
h=1 Xp Ny, n

—2 RV g2
h Y Npn, X, Yy Npn, Xy

(S e | M E

X Yi Xy
2 s X 5 Ny, —n, Sf Sy
+RE—2R D W, R, |1+ S
h=!

Ny ny



Finalmente, para la razén,

. L Y, N : N, — N. —n, S2
V|_RcstJ Z\th[)?_hJ N I\r; Ny _y£_4 |\: ny o g Nn Ny |y
ho1 h h My Yy hh XYy Npn, Xg
=8 Y, Y, 1—f ) S? S 1-f, Y SZ S
+2) thwk(_h J[Tk] 1+( “J_—;—A 1+ S e
hol k=h+1 h k ny, Xy Y X, Ny X Y Xy

k

h
2
~ 'h SXh SXYh 1 (1_ ka ka Sxyk
= oo + = oo +
h=1 k=h+1 h Xn o YaX ny Xe o Y Xy

L N, —n, (S}
—2RY'W, Rh[1+ [\T - h[%;_iw\%
h=! h "'h h h 'h

2 2

N -n, s N, —n. S N, —n, S

ECM[RCSJ ZWZ yh —h Yo g 7h Ny _Xy_n £330 Ny ©x, +
Ny Ny V7 Ny Ny Xy ¥y N,n, xZ

+zzzwwmm( i

h=1 k=h+1
SR 2R, W, Ry |14 Nh_nh
cst cst e h "*h N nh )_(hz Xh yh
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7.2.- Estimadores de regresion lineal

Sea una poblacion de N elementos, y sean  y;,y, yy Y X, X, Xy las observaciones de las variables y, x

sobre cada uno de ellos.
Se puede expresar a la variable “y”” como una funcion lineal de “x”, de la siguiente manera,
y; =a+bx +e (7.36)

donde “a” es el punto de corte de la recta en el eje de la variable “y”, “b” es la pendiente de la recta, y “ei” es el

desvio que tiene “y;” respecto de la recta, ademas,

N
geR y >e=0
i=1

Sea y'i =a+bx (7.37)
N N

un estimador de y;, y se cumple que Zyi =Zy'i
i=1 i=1

ya que,

iyi = ) (a+bx; +e;)=N aerixi +iei =N a+bixi =i(a+bxi )=iy‘i
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Si se aplica a (7.36) sumatoria hasta N y luego se divide entre N, se tiene,
N N N N _ .
Y=Y y;=Na+b) x,+> e =Na+b> x y Y =a+bX (7.38)
i= i=1 i=1 i=1

si se toma una muestra de tamafio n, n<N, y se le aplica a (7.36) las mismas operaciones anteriores, pero hasta n, se

tiene que,

n

Zyizna+bzn:xi+zn:ei y y=a+bx+€ (7.39)
i1 i

donde € es el promedio muestral de los desvios y ademas es diferente de cero. Restando (7.39) de (7.38),

Y-y=bX-bx-&8 =  Y=y+b(X-X)-€
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si se hace e',=—¢, , entonces Y =y+b(X —X)+¢€' (7.40)
El valor de “a” se puede obtener igualando (7.40) a (7.38), a=y-bx+e
Si los datos se comportan como una recta, entonces g=e'=0

de lo que puede decirse que un estimador del promedio poblacional es,

Y, = y+b(X -X) (7.41)
y seré bueno en la medida que e; converja a cero, es decir, cuando yi se aproxime a la recta a+bx; .El estimador

mostrado en (7.41) es el “estimador de regresion lineal del promedio poblacional”, y el estimador del total viene
dado por la expresion,

S =NY,, =Y +b(X - X) (7.42)

7.2.1.- Esperanza de los estimadores

Vease la esperanza del estimador de regresion lineal del promedio,
E(Y, )=E[y+b(X —%)] =E(¥)+ X E(b)—E(bX)=E(¥)+E(X) E(b)—E(bX)
= E(Y) - [E(bX) - E(X) E(b)]=Y —COV (b, X) (7.43)
por lo tanto, no es un estimador insesgado, y Su Sesgo es
B(Y, ) =Y —E(Y,)=Y —Y +COV (b, X) = COV (b, X) (7.44)

Al no ser un estimador insesgado, el error cuadratico medio es,

ECM (V,)=V () +( BT, )

7.2.2.- Error cuadratico medio de los estimadores

como ya se demostro, Boﬁr) =COV(b,X)=E(bX) - XE(b)

entonces,

A 2 _ _
(B(V,r)j — (E(o%))? - 2X E(b) E(bX) + X (E(b))? (7.45)
Se procederd a hallar la varianza del estimador del promedio.
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V() =E[¥, £ | =€V e | =edid)-r -EbXE®]
—E(Y,2)- [ 2 +(E(o%))? + X2(E (b)) ~2V E(bR) +2XY E(b)~2X E(D)E(bX) ]

—E(Y2)-Y? —(E(X)) = X*(E(b)F +2Y E(bX) —2X Y E(b) +2 X E(b) E(bX) (7.46)
pero,
E(Y2) =E[(y+b(>?—>-<))2}:E[y2+2by(>?—>-<)+b2(>?—>-<)2]
=E[y2 +2bX y—2bXy+b?X 2 —2b2 X X+b? >‘<2]
—E(y%)+2X E(by)—2E(bxy)+X *E(b?)-2X E(b*X)+E(b*X?)
que al sustituir en (7.46), se tiene que,

V(Y,) =E(§2)+2XE(by)—2E(b%y)+ X 2E(b?)—2XE(b?%)+E(b%?)—Y 2_(E(bX)) -
—X?(E(b))* +2YE(bX)—2XYE (b)+2XE (b) E (bX)
[E(7?) -V 2 |+ E2%?)~(E®R) + X ?E(0?) - X 2 (E(b))? + 2XE(by) —2E (bxy) -
—2XE(b*X)+2YE (bX)—2XYE (b)+2XE (b) E(bX)

=V (y)+E(b*%x?)—(E(bX))* + X 2E(b?) - X 2(E(b))? +2XE (by) —2E (b%y)—
— 2XE(b?X) + 2YE(bX) — 2XYE (b) + 2XE(b)E (bX) (7.47)

entonces el Error Cuadratico Medio es la suma de (7.45) y (7.47), es decir,
ECM (\ﬁr) =V (y) + E(b*X?) + X 2E(b?) + 2XE (by) — 2E(bXy) — 2XE (b°X) + 2YE (bX) — 2XYE(b) (7.48)

Es de hacer notar que si X=X, entonces, por (7.40), Y =y+¢€', es decir que si & y &' estan cerca de cero, ¥
estara cercade Y .

En el caso del estimador del total se tiene que, como se habia mostrado en (7.42),
Y, =NY,, =Y +b(X - X) (7.49)
su respectiva esperanza, varianza, sesgo y Error Cuadratico Medio son:

E(Y,) =E[Y +b(X - X)] =E(Y) + X E(b) - E(bX) = E(Y) + E(X) E(b) — E(bX)
—E(Y) - |E®X) - E(X) E(0)|=Y —Ccov (b, X) (7.50)
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V(Y,) =V (¥)+E®ZX2) = (EOXR)) + X 2E(b?) — X 2(E(b))* + 2XE (bY) — 2E(bXY) —
—2XE(b%X) + 2YE(bX) — 2XYE(b) + 2XE(b)E(bX) (7.51)

B(Y,)=Y —E(Y,,)=Y —Y +COV (b, X) =COV (b, X) (7.52)
ECM(Y,,) =V (Y) + E(®*X?) + X 2E(b?) + 2XE(bY) — 2E(bXY) — 2XE(b*X) + 2YE(bX) — 2XYE(b)  (7.53)

Cabe destacar que en la mayoria de los casos b es una constante, considerando esta situacion, se tiene que,

COV(b,x)=0 , en consecuencia, E(Y,,)=Y Yy B(Y,)=0 , es decir, que Y, es un estimador insesgado del
promedio poblacional.

Su error cuadratico medio seria,
ECM(Y,) =V (Y,.) =V (¥) + E(?%?) - (E(BX) ) + X2E(b?) — X 2(E(b))? + 2XE(by) — 2E(bXY) —
—2XE(b?X) + 2YE (bX) — 2XYE(b) + 2XE (b) E (bX)
=V () +b?E(x?) —b*(E(X)  +b*X? —b*X? + 2bXE(y) — 2bE(XY) — 2b° XE(X) + 2bYE(X) — 2bXY + 2b*XE(X)
=V (¥) +b?E(X?) —b*(E(X) } + 2bXY — 2bE(Xy) —2b?X? + 2bXY —2bXY +2b*X 2
=V (¥) +b?E(X?) —b*(E(X)f + 2bXY — 2bE(Xy)
=V(y) +b?[E(®) - (EX)F |- 2b[E(xy) - XV ]
=V (Y) +bAV (X) — 2bCOV (Xy)

N—-n

como se sabe, V (Y) = N=n
Nn

N n

S2 y V(X)=

2
y Sx

desarrollando COV (Xy) = [E(x_y) - )?\7],

n n

E(RY)- XV —E Zlnleny —W:%E{(ixi](iyiﬂ—i\?

)|
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J?tl -

- XY

ﬁ(l I:__lljiz_l:xiyi+( j;]_lx,y,+2x y, |- NnXY
L ji
1 i N N N N
e (G2 EEo oo
1 |(N-n
Nn(N JZx,y, ( JN XY — NnXY}
1
e
T
N n (N —1) —an Vi } Nn(N 1)[2)( ne XY}
(N -n)
Nn o (7.54)
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De manera que

ECM(Y,,) =V (%) + b2V (X) — 2b[E(xy) — XY | = (NN_n”) [s2 +b2s2 — 208, |

y para el total,

ECM(Y,) = N? ('\l'\l‘n”) [s2.+b752 - 205, | = N(Nn_”) |52 6257 - 203, |

7.2.3.- Estimadores de los errores cuadraticos medio de los estimadores

Para estimar los errores cuadraticos medios de los estimadores, bastaria con sustituir los valores poblacionales por

los estimados, es decir, las cuasivarianzas, las razones, los totales y los promedios. Esto es,

(N -n) [sf, +b%s? - 2bsxy]

ECM(ﬁr) = NN

y para el total,

ECM(Y,) = N? (NN_nn) [35 +b%s? - 2bsxy] = N(Nn—n) [si +b%s? — 2bsxy]

De cualquier modo, a continuacion se desarrollan algunos casos especiales, y en cada uno de ellos se mostraran los

errores cuadraticos medios y sus estimadores.

7.2.4.- Casos especiales de los estimadores de regresion lineal

A continuacidn se presentan algunos casos particulares del estimador de regresion lineal.

7.2.4.1.- Estimador insesgado

Cuando b=0, el estimador de regresion se transforma en el estimador insesgado.
Ve =¥ +0(X-%)=§
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Verficando la esperanza y el sesgo por (7.43)
E(Y,,)=Y —COV (bx)=Y —[E(bX)—E(X) E(b)]=Y —[E(b%)- X E(b)]

pero si b=0, entonces E(bx)=E(0)=0 ,y E(b)=E(0)=0 , por lo tanto,

E(Y,)=Y  ;yelsesgo  B(Y,)=0
lo que verifica que es un estimador insesgado. Entonces, por (7.48),

2
N—nS_y

ECM(Y,.) =V (Y,.) =V () cesdecir,  ECM(Y, )=

gue es la varianza conocida del estimador insesgado del promedio, la varianza del promedio muestral. El error

cuadratico medio del total es

~ . . _nS2 S2
ECM (Y,,) =V (%,) =V () = N2 020 (N —n)2x
n n

los respectivos estimadores también son conocidos,

N —n

ECM(Y,) =V (%) =V (¥) = .

w
3|~<|\)

2
~ S A A A A —-nS

ECM (7)) =V (7)) =V (") = N2 S0 (N —n)

n

w
3|~<|\)

7.2.4.2 - Estimador de razén

Véase ahora qué ocurre si b=Y < Sustituyendo en (7.41),

que no es mas que el estimador del promedio del tipo razon, visto en la seccion 7.1 (Estimadores de Razén) Ahora
se verificara si su esperanza, sesgo, varianza y error cuadratico medio son iguales a los mostrados en las secciones

7.1.1 (Esperanza de los Estimadores de Razon) y 7.1.2. (Error Cuadratico Medio de los Estimadores de Razén)

Por (7.43) E(Y, ) :V—[E(bi)—)fE(b)]:V—{E((%}‘(J—)?E(yﬂ:\?—E(y)HTE(y):)TE(VJ

X X X
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s (VY. N-n[SZ Sy )| |, N-n[SZ S,
y por (7.12), E(er)—x(?j{l"'N n(gz WJ:I_Y{l Nnkx2 XYH

gue es la esperanza de YAR mostrada en (7.18). Para hallar el error cuadratico medio, se sustituye bz% en (7.48)

y se obtiene lo siguiente,

I |“<r'\,
x| |<i

J—zE(yz)—2>?E(77_2J+2\7E(y)—2>?\7E( j
) +X2 E[ ZJ

=V (y)- [ E(y?)-(E(Y)) ]+Y2—2XYE(EJ+>?2E[{7—§J
X

ECM(Y,) =V (7)+E(y%)+X E(yz}z (

<I

=V (V)+ E(72)+2\7E(7)—2)7\7E(

x| |~<|
x|

:V(y)+E(yz)+2(E(y))2—2>WE(yj+x E(

><I‘<

X

:V(y)—V(y)+\7E(y)—2)?\7E(%j+)?2E(Y—zJ
X

2
sustituyendo E(yj y E(y J por (7.9) y (7.13) respectivamente,

_ vl N-on(s? s _v2[ Nen[S? s 2
ECM (Y,) =V 22XV 1| 14N (S5 Sy )|, 2% (1+N n(_—y—4_xy_+3ix
X|© Nn{X? XY xzt Nn V2 XY TX?
2 S _ _S _ 2
V2277 2N Ng2 S pNTNG3w g2 NoNga JNoNgZy  gN=NG2 S,
N Nn X2
2 oV A
ECM(Y,,)_ S; 258, +| < | (7.54)

que es el error cuadréatico medio de Y, mostrada en (7.20). Para el total se tiene que,

Y, =Y +b(X -X)=Y+ T (X -X)=Y +Ix -V =T x
X X X
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2
E(er) =V {1+ N—n[ sz _SXVH
N n{ X° XY

2
ECM(Y”)=N2N_ 32—2Ys (Yj 52
N n X

XX)’

Los estimadores de los errores cuadraticos medios son,

ECM(YTr)z(I\:\I_nn){Si 2Ys, +(YJ s)f:l ECM(\ﬂr):N(N—n)i{s?—zysw{y} sf}

X X

7.2.4.3.- Estimador por diferencia

Este es el caso cuando b=1, entonces se corrige el promedio muestral s6lo por la diferencia entre los promedios

poblacional y muestral de la variable auxiliar; esto es,

A

=§+(X-X)

al sustituir b=1 en (7.43), se tiene,
E(Y,)=Y +[E(X)-E(QEQ®]=Y

por lo tanto es un estimador insesgado. Haciendo lo propio en (7.48),

ECM (Y, )=V (Y,,) =V (§)+E(X2)+X2+2XY —2E(Xy)—2X 2 +2XY —2XY
v (¥)+{EE?)-X2)-2(E(xy)- XY )
—V () +V (X)-2COV (X,¥)
NNz 52 o ]
NN
Para el caso del total se tiene que,

Y, =Ny+N(X-=x)=Y +(X = X)
E(%) =Y +[E(X)-E(X)]=Y

por lo tanto, también es un estimador insesgado.
ECM(Y,) =V(Y,) =N(N —n)[sZ +s2 - 25 |

y su estimador,
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ECM(Y,) =V/(Y,) = N(N —n)[s2 +s2 - 25, |

7.2.4.4.- Estimador de varianza minima para b constante

Sea b=Db, constante, entonces, sustituyendo en (7.43),

E(Y,)=E(¥)-[boE(X)-bE(X)-E(y)=Y
se tiene que es un estimador insesgado. Sustiyuyendo b=b, en (7.48),

ECM (\?,r)=v (ﬂ) =V () +bZE(X?)+bZ X 2 +2b, XE(¥)—2b, E(Xy)—2bZ XE(X)+2b,YE (X)—2b, XY
=V (7)+bZE(X?)+bZ X 2 —2bZ XE (X)—2b, E(Xy) +2b, XE(¥)+2b,YE(X)—2b, XY
=V (y)+bFE(X?)+b§ (E(X))* —2b5 (E(X))* —2b, E(Xy)+2b, E(RE(Y)+

+2b, E(Y)E(X)—2b, E(X)E(Y)
=V (3)+bZ |[E()~(E(®))? |20, [E()-ER)E()]
=V (y)+bZV (X)-2b,COV (X,Y)

N-N[.2 242
=W[sy +b2S2 20,5, |

Para minimizar la varianza, se deriva respecto de b, y se iguala a cero,

V (Y, - -
V) pN=Ng NNy 52y
ob, Nn Nn

NN_n” lbosz-s,, Jo

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,

a) n=N
6
b) bySZ -S,, =0

no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del estimador

igual a cero, porque se tiene el parametro. Tomando el caso (b) y despejando b, ,

Z(Xi -X)(y;-Y) in yi—NXY

Py =1
by= =

g2 N - Y -
x D (% —X)? D xE-NX?
i=1 i=1
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y la segunda derivada es,

S
V(Y - —S
aazi Ir)zzl\:\I nSfZO ; por lo tanto, en b, = X;/
n
0

X

se minimiza V(\?,r)

Es importante destacar que b, , es el coeficiente utilizado en los estudios de regresion a través del metodo de los

minimos cuadrados. Por lo tanto,

2 2
v >y _N-Nle2 \2c2 N-n|., (Sy |.o Sk N-n| , SZ
ECM(Y,)=V (") == s; +bon—2bosxy]=W[Sy+(s—4 R el v

N-n 2l: szy } N-n 2[ 2

" Ngzly szl ]

y 202 y xy
Nn S¢Sy | Nn

Para el total,

N — S2 N —
com ) =ver,) | Nn”jss{l—sxgz}w[ b g o win-nisi- )
xX=y

Cuando no se dispone de los valores poblacionales, entonces,

b(,:s—xzy y  entonces,
X

2 2 N-n s N-n
AN T N \ipoy L N =N w | _N=n 5 2
ECM(YIr)_V(YIr)_ Nn Sy|: - 55)2,:|_ NN Sy[l_pxy]

S
donde p,, ="

Sy Sy

7.2.5.- Estimadores de regresion en el muestreo estratificado

Igual que para los estimadores de razén, los estimadores de regresion lineal pueden ser usados cuando la muestra es

estratificada, considerando los mismos enfoques que entonces. En principio se verd que ocurre en cada estrato.

Supobngase que se tiene una muestra estratificada, entonces, igual que en los estimadores de Razon, al aplicar los
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estimadores de Regresion Lineal en cada estrato se tiene que los estimadores de Regresion Lineal del promedio y

total poblacional, respectivamente son:

YAIrh =Y + 0y (Xy — %)
Vi, = NhYTrh =Yy + by (X, = X))

Yy sus respectivas esperanza, sesgo, varianza y Error Cuadratico Medio son:

Para el estimador del promedio,

E(Y),) =Y, ~COV (b,%,)

B(Y,, ) = COV (b,X )

V(Yi) =V (T,)+E®%3) - (EM, %)) + XFED) — X3 (E(b,))* +2X,E(, V) — 2E(0,%, V) -
- 2>zh E(br?)_(h) + 2Y_h E(bnX,) - 2>?hY_h E(b,) + 2>zh E(0,)E®,X,)

ECM (Yilrh )=V (¥n) + E(bhz)_(hz) + XﬁE(bﬁ) + ZiﬁE(bhyh) — 2E(by X, Y1) _ZihE(bﬁ)_(h) + 2Y_hE(bh)_(h) - 2>zhY_hE(bh)

para el estimador del total,

E(Y,,) =Y, —COV(b,, X,)
~ ~ A A 2 A A A
V(Y. ) =V0(h)+E(bﬁXﬁ)—(E(thh)) + XZE®Z) - X2 (E(,)) +2X,E(b,Y,) — 2E(b, X,,Yy,) —
—2X, E(d2X,)+2Y,E(b, X, ) —2X,Y,E(b,) +2X,E(b,)E(b, X, )

B(Y,, ) =Y, —E(Y;) =Y, =Y, +COV (b,, X,) =COV (b, X,)

ECM(Y,, )=V (Y,) + EQF X?) + XZE(bZ) + 2X, E(byY,) — 2E(by, XY, ) — 2X  E(bZ X ) + 2Y, E(b, X ) — 2X .Y, E(by,)

Si se considera b, como una constante, los errores cuadraticos medios resultan,

S _ _ _ ——— N, —n
ECM (Y, ) ZV(yh)+bﬁv(xh)_2bh[E(thh)_Xth]:%[th +bﬁth _2thxyh]
h My

(N, =ny) [s2 +b2s2 — 208, | _Na(Ny n,) [sz +bgs? 2,5, |

ECM(Y,,) =N}
h My h

y sus estimadores,
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ECM (\ﬁrh) =(Nh—_nh)[sf,h +bZs? —2bhsxyh]
Nj N,

—Nh(Nn“ )5z p2s? —2n,5, ]

h

ECM(Y,, ) =

también se pueden aplicar los casos especiales de estimador insesgado, de razén, por diferencia y de varianza

minima para b, constante, que resultan de aplicar los mismos procedimientos a cada estrato, 0 en términos

generales, al estrato h.

Para hallar el estimador de promedio y del total poblacional, se tienen los mismos dos casos que en los estimadores

de Razon, tratar cada estrato de manera separada o de forma combinada.

7.2.5.1.- Estimadores de regresion lineal separado

Aplicando el razonamiento de Muestreo Estratificado, considerando los valores de bn de forma “separada” o
diferenciada para cada estrato, se obtienen los “Estimadores de Regresion Lineal Separado” del total y del

promedio respectivamente, y se denotaran por Y, . , Y, . . Estos son:

Irs *

h=1 h=1 h=1 h=1

E(Y,.) :E{ZL:Y,J ZL:E[erh] ZL:E[Yh—COV(bh,Xh)]:iE[Yh]—iE[COV(bh,Xh)]

:ivh iCOV(bh,X) =Y - ZCOV(bh,X)

h=1 h=1 h=1

h=1 h=1

L L
E(Vys) = E{th [yh +by (X, _Xh)]:| :th E[yp +bp (Xy, —x3)]
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Il
[\g.— M- I

L
Wi, [E(yn) + XpE(oy) — Ebrxy)] = D Wy [E(yn) + E(xy)E(br) — E(byxy)]
h=1

L
Wi, [E(y3) - (EBrxn) — E(xy)E(DR))] = D W, [¥, ~COV (by, x,)]
h=1

h=1

L L
2= W, COV (b, Xy) =Y = > W, COV (b, X;,)
h=1

=>
Il
N

por lo tanto, no son estimadores insesgados, y sus sesgos son

L L
B(Yy.) =Y —E(Y)s) =Y =Y + > COV (b,, X)) = > COV (b, X,,)
h=1 h=1

rs

L L
B(Yirs) =Y —E(¥js) =Y =Y + D "W, COV (by,, Xy) = Y W, COV (by,, ;)
h=1 h=1

Desarrollando las varianzas, se tiene que,

L L L
V(ers) :V(Zvlth:ZV( )+22 ZCOV( I, » Y“,h):ZV(Y" )
h=1 h=1 h=1

h=1k=h+1

V(¥ys) =V[Z ] thvmmzZ thvvkcovmh Vi, ) = Zvvhvmh)

h=1 k=h+1

ya que las muestras en los estratos son independientes, entonces,
L L 2
ECM (Y,s) = DV (V) ) + {Zcov (b, X, )J
h=1 h-1

~ L S L S ?
ECM (Y, ) = > W2V (Y, )+ [Zvvh COV (by, xh)]
h=1 h=1

pero considerando b, como una constante en cada estrato, los errores cuadraticos medios resultan,

L —
ECM (Y,.) = ZN2 Ngh (s . bs? —2bhsxyh]=h_1N“(Nr:h”“)[siﬁbﬁsxi—thsxyh]

ECM(Y,,) = thinh[s2 +b2S2 —2b,S,,, |

y sus estimadores,
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L
ECM(Y,.) = ZN"('\L“_nh) [sih +bls? —2bhsxyh]
h=1 h

ECM (V) = iwhz W [s2 +b2s2 —2b,s,, |
h=1 h ''h
Cabe destacar que aqui se presentan los mismos casos para los estimadores de regresién lineal en el muestreo
aleatorio simple, estimador insesgado, de razon, por diferencia y de varianza minima, incluso, debido a la
independencia de los estratos, pueden presentarse combinaciones de ellos, es decir, tratamientos diferentes en cada
estrato, por ejemplo que en algunos estratos se aplique el estimador por diferencia y en otros el de varianza minima,
aungue se debe decir que no es ni mucho menos lo més aplicado. A continuacion se muestra la férmula para el

célculo de b cuando se desea minimizar la varianza, que por supuesto, variara en cada estrato.

b SXYh B.. = Sth
ho — Sz ' h0 =~ 2
Xh Sx,

Esto no puede aplicarse en el caso siguiente, ya que, los estratos son tratados, a efectos del uso de b, de manera

combinada, en consecuencia, el valor de b Unico,

7.2.5.2.- Estimadores de regresion lineal combinado

Igual que para el caso de los estimadores de razon, aqui se presenta la diferencia en el tratamiento de los estratos, a
efectos del uso de los estimadores, sin embargo hay una ligera diferencia en el enfoque, y es que, en principio, los

valores de b 0 b, no son calculados, necesariamente, a partir de la relacion entre las variables, como ocurre con la
razon R ; Unicamente se hace asi cuando se quiere minimizar la varianza, que es cuando se calcula b, (ver seccion

7.2.4.4.- Estimador de varianza minima para b constante).

De manera que, para el caso general, manteniendo b , que en este caso es b, , como una constante, los estimadores

Yy Sus respectivas esperanzas y varianzas son los siguientes,

L
Vire = th(yh +bg (X, — X))
h=1
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M-

L
E(Virc) = E| D Wa (¥ +be(Xn = %)) | = D EW (v +be (Xp = xy)]
h=1

=
Il

1

L L _

=" WhE(Fh) + WL E(X) = bW E(%,)] = D WYy + bW, X, — bW, X, ]
-1 h=1

L

2 WhY;

h
h=1

por lo tanto es un estimador insesgado.
ECM (ﬁrc) =V (YAIrc)

L
= > W2 () + BRE(R) + 02X + 20, XZE(y,) ~ 20,E(%, ) — 202X E%,) + 206, E(%,) ~ 20, X, ¥ |
h=1

L
= vvhz[v(yh>+b5E(x§>+b§(E<xh>)2—2b§(E<xh))2—ZbCE(xhvh)+2bcE(xh)E(yh>
h=1

+2bE(¥3)E (%) — 20,E (%) E(i)]

L

=S W2 () + b2 (B - (B0 - 26, (ECxy ) ~ EC)E(Y))

h=1

-

= > W2 (y) + bV (,) — 26,00V (%, ¥i)]

h=1
L
Ny —n
2 h h 2 2c2
D A
h=1 h "'h

, LN, =N
ya que por analogia de (7.54) Cov(xh,yh)zz Nh h S,
het Np Ny

A 2 A D L N
ECM (Vi) =V (Vo) = 2 Wi =9
h=1

-n

h [si +b2s2 —2b_s ]
n h h

h

C=XYp

Para el total se tiene que,

A~ L J—
Yirc :zNh(yh +b. (X, _ih))

h=1

E(Y_Irc) = E(NY_Irc) =N E(Y_Irc) =NY =Y

L
A N
ECM(YIrc):V(YIrc z [ h [82 +b 52 ZbCSXYh]
h=1

L
ECM(Y,..) =V (Y,,.) E N (Ny = 1) [s +b?s2 —2b.s ]
rc Irc Yh C X, C XY
h=1 Ny
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Cuando se quiere minimizar la varianza, se deriva la varianza respecto de beo Yy se iguala a cero,

ZWZNh il [s +b2S2 —2b,oS,, |

oV (Yire) B 0
abco ach
L
N, —n N, —n
=Y owZ —hhpsk —owl - hs =0
et Ny Ny N Ny
L
N, —n N, —n
=2y w2 hb 2y w2 hhg -0
hzzl Ny n Z Ny n, "
L
N, —n N
=2bgy > W h52 —2Zw2 h— sxyh=o
h=1
entonces,

N n N, —n
Z 2 Ny —lh 2_2 2 Nh h
CO W Nh nh S - Wh 7Sxyh

despejando b, ,

y la segunda derivada es,

2 A
N N L
0 VZ(Y"C) Z“ZW2 h nh 82 22“W2 h 82 >0 ;por lo tanto, en b,, se minimiza V(Y,)
0 bO h=1

En general resultan mejor los estimadores de regresion lineal que los de razén, sin embargo, si la relacién entre las
variables y, x es lineal y la recta de regresion pasa por el origen, tienden a igualarse la precisién de ambos
estimadores, y como trabajar con los estimadores de razon resulta mas comodo debido a que el calculo de R es més
sencillo que el de B, puede decirse que si la relacion entre las variables es una recta que pasa por el origen, es

preferible utilizar el estimador de razén, pero si no pasa por el origen, es preferible utilizar el de regresion lineal.

Por otra parte, entre los estimadores separados y combinados, es preferible el uso de los primeros, pero cuando las

razones (Rn) 0 los coeficientes B, son muy parecidos entre los estratos, debido a la facilidad de célculo de las
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varianzas, es preferible utilizar los combinados; igual pasa si los tamafios de muestra en cada estrato no son los
suficientemente grandes como para obtener estimaciones confiables de Ry o de By Pero si por el contrario se
requieren estimaciones del total o el promedio para cada estrato, se deben utilizar los separados, asegurandose de

contar con tamafios de muestra relativamente grandes.
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8.- MUESTREO ALEATORIO SISTEMATICO

El muestreo aleatorio sistematico o simplemente muestreo sistematico, es muy usado y tiene razonas para ello, es
muy facil de aplicar, basta con tomar un sélo nimero aleatorio para seleccionar una muestra, ademas, los elementos
de la muestra se reparten por toda la poblacién, de manera que, si el marco muestral responde a ciertos criterios de
ordenamiento, o puede ser ordenado convenientemente, a través de éste método de seleccion se puede evitar
concentraciones de elementos de un mismo tipo en la muestra, cosa que no es posible en el muestreo aleatorio
simple. Igualmente, es mas facil hacer una supervision sobre el levantamiento de la informacion que en el muestreo
aleatorio simple, ya que es mas facil identificar los elementos seleccionados. Por otra parte, es a menudo mas facil
no cometer errores con un muestreo sistematico que con el aleatorio simple, aunque se corre el riesgo de obtener

resultados sesgados si en la poblacion se dan periodicidades o rachas.

Al compararlo con el muestreo estratificado, el muestreo sistematico puede resultar mas costoso, tanto el
levantamiento como la supervision; en cuanto a la precision, ambos tienen grandes ventajas, y dependera de la
distribucion de la poblacién, usualmente son utilizados simultaneamente -muestreo aleatorio sistematico

estratificado-, aspecto que se trabajara en el proximo capitulo.

Sea un universo de N elementos, del cual se extraerd una muestra de n de ellos. Sea k=N/n el intervalo de
seleccion. Se divide la poblacion en n intervalos, cada uno de tamafio k, entonces se selecciona un nimero aleatorio
entero r, entre 1 y k, y se selecciona el r-ésimo elemento de cada intervalo, de manera que hay k muestras posibles.

Los elementos seleccionados son:

Yor Yoo Yesoo Yesaer 0 Yramok

donde r+(n-1)k < N, y r+(n-1)k = N si y so6lo si r=k, para k entero. Cuando k no es entero, existen

procedimientos alternos, que mas adelante se trataran.
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8.1.- Valores poblacionales y estimadores - total y promedio

Sea Yii la observacion j-ésima de la muestra i-ésima, j=1,...,n ; i=1,....k , es decir, el valor de “y” en el elemento j-

ésimo de la muestra i-ésima, entonces,

n
Ysyi = Z Yii el total de la muestra i-ésima
j=1
Ysyi = % el promedio de la muestra i-ésima
K n K
Y= D= Yy el total poblacional
i=1 j=1 i=1
- Y . .
Y = N el promedio poblacional

como de los k totales y promedios muestrales, sélo uno es el seleccionado,

Kk
YAsy =Y T 22 ylsyi
=
donde y'si es un valor estimado de los totales ysi, que no estan en la muestra, y consiste en el promedio de los
totales que si estan, que en este caso es s0lo uno, por lo tanto y'.; =Y., , i=2,.,K.Entonces,
n N _
Ysy =Y (k _1) Ysp = k Yspp = F Ysyp = N Vs
y como hay un s6lo promedio en la muestra, que en este caso es Y, , pero puede ser cualquier otro,

va :&: Nysyl =

YN N =Y = ysy
por lo tanto, Yy, =NV,

A Y. Ny
y para el promedio, Y, = D % =¥,

es decir, que el estimador del promedio poblacional, es el promedio muestral.
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8.2.- Varianzas de los estimadores del promedio y el total

Las varianzas de los estimadores vienen expresadas por:
[
— 7 \2
A Z(ysyi —Y )

V(Y_sy):V(YSy): = K

[

k
Z(Y,\syi _Y)2 Z(N ysyi - NY_)Z N ZZ(VSyi —Y_)Z R
V)= S = S— =N?V(Y,) =N (7,)

El muestreo sistematico tiene la ventaja que la muestra esta distribuida por todo el marco, y si éste se puede arreglar
y ordenar de acuerdo con la variable a investigar, el muestreo sistematico puede funcionar muy bien. Cuando se
investigan varias variables, donde cada una puede tener un comportamiento parecido al de las otras, el muestreo
sistematico puede ser una buena opcién. Sin embargo, el muestreo sistematico presenta dos problemas, el primero
de ellos se presenta cuando k no es entero, y el segundo es la estimacion de las varianzas. El célculo de las
varianzas viene expresado en funcién de tomar las k muestras posibles, pero al hacer un estudio, se toma s6lo una,
es decir, “no es medible” [4;148].

Para ello se han estudiado varias maneras de estimar las varianzas de los estimadores, que resultan unos mejores

que otros de acuerdo con la distribucion de la poblacién. Estas son:

i.- muestreo aleatorio simple; cuando la poblacidn esta ordenada al azar,

O T
V(Ysy) = T Z(y| - ysy)
i=1

ii.- selecciones pareadas; cuando la poblacién tiene un comportamiento que se asemeja a una
estratificacion implicita, donde los estratos estarian conformados, cada
uno por dos intervalos completos. Se aplica la férmula de muestreo
estratificado donde,

n, 2 N, 2
N,=2k ; n,=2; w=—"==;W=-—-"]==; L=

n n N n
luego,
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V(Ysy )=

iii.- diferencias sucesivas;

n? 4k 24 Yo

ke 2k -2 & v
Z(nj 2(2k) - l(yhi_yh)
2 2k 1%2:( 1= Vo)

/

yh2

h=1

se trata de una modificacion del anterior, pero usando todas las

diferencias entre elementos sucesivos, que son (n-1). Adaptando la

férmula queda,

A

V(Yy,)

1
- 2n(n-1) gz_;(y

—f n-1

g yg+1)2

en cada caso, para hallar la varianza estimada del estimador del total, se hace

V(YAsy )=N ? V(Y_sy)

Para la aplicacion de estas tres formulas de estimacién de las varianzas de los estimadores, se considera el

comportamiento u orden de la poblacion, y en vista de lo descrito, es conveniente en los siguientes casos

Comportamiento de la Poblacion

| Formula a Aplicar

Orden al Azar
Efecto de Estratificacion
Tendencia

=> Muestreo Aleatorio Simple
=> Diferencias Pareadas
=> Diferencias Sucesivas

Otro método para solventar el problema de la estimacién de varianzas, y a la vez contrarrestar algin efecto de

conglomeracién o estratificacién de la poblacién, es el "muestreo sistematico replicado”.

8.3.- Muestreo sistematico replicado

Como se mencion6 anteriormente, uno de los problemas del muestreo sistematico es la estimacion de la varianza de

los estimadores, ya que sélo se tiene una de las k posibles muestras; el muestreo sistematico replicado aborda este

problema generando varias muestras sistematicas o replicaciones, todas de igual tamafio, manteniendo el tamafio
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original de la muestra, es decir, que la suma de los tamafios muestrales sea n, luego se aplica la teoria del muestreo

aleatorio simple para determinar los estimadores y sus respectivas varianzas. [6;182]

Sea | el total de muestras replicadas que se tomaran, y n' el tamafio de la muestra de cada una de ellas, de manera

gue In'=n. Entonces,

k'= ﬂ =1 (ﬁj =1k  eselintervalo de seleccion.
n n

De cada muestra se tiene una estimacion del promedio y del total, que son:
o
ysyrgi R

Vo, = i=1 . : Yor, =N Vo , 0=12,.,1

Para estimar el promedio y el total poblacional se hace,

| [ |
z ysyrg zleyrg z N Ylsyrg z ysyrg
. _ 9= —

A

syr syr
y | I I y

De manera que se tiene dividida la poblacion en n' intervalos, cada uno con k' elementos. De modo que existen k'
muestras sistematicas, de las cuales se seleccionaran | de ellas, es decir, se tomaran | muestras sistematicas de un

total de k'; la seleccion de las muestras se hard de manera aleatoria simple. De modo que se tienen
k' kl .
Nhil muestras posibles.

Como es una muestra aleatoria simple de muestras sistematicas, se usan las férmulas del muestreo aleatorio simple

para las varianzas, pero usando los valores aqui obtenidos, entonces,

> (5, -7 S -VF Y, -¥F

V(Y. )—'k_| g=1 _ k-1l 1-f
Y k)l k-1 Kl k-1 | 1
k "
R R K_1 ()_/syrg _Y)2 1_ f Z(ysyrg Y)z
n ~ ~ & ~ .
V(¥ ) =V(N Yy ) = N* V(Y ) =N kI g = N I g )

y para las varianzas estimadas,
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> (7o, ~orf

3o, ~orf

> 7o, ~orf

V(Y )=Ik_| = _ k-1 -t
RNTSY -1 ki -1 | -1
! |
n ~ ~ K—_1 Z(ysyrg - ysyr)2 1t Z(V% - ysyr)z
V(¥ ) =V(N Y ) = N* V(Y ) =N ki N -1 =N I . -1

Como puede observarse, esté método consiste en una muestra aleatoria simple de | muestras sistematicas, de un

total de &’, en consecuencia la estructura de los estimadores y varianzas responden a éste criterio, es decir,

8.4.- k no entero

En la mayoria de los casos resulta que al generar k, éste no es entero, y se presenta el problema de dividir el marco
en n intervalos con un nimero no entero de elementos. Este hecho introduce una perturbacion en la teoria del
muestreo, que puede ser despreciable cuando el tamafio de la muestra es grande, aungue se espera que no sea

grande en ningun caso. Existen varias formas de abordar este problema,

i.- tomar la parte entera de k ( [k] ), entonces resultaran unas muestras de tamafio n y otras de tamafio
n+1. Se divide la poblacién en n+1 intervalos, los primeros n de [k] elementos cada uno, y el
altimo de N-[K]n; si r=1,2,..., N —[k]n , la muestra tendra n+1 elementos, y si r=N —[k]n +1,

N —[k]n +2,...,[K] , la muestra tendré& n elementos.

ii.- sumar 1 a la parte entera de k, entonces el tamafio de muestra variara entre n-2, n-1 y n elementos.

Si <n-1 = resultan n-1 intervalos;
[k]+1
sir=1.2,.., N-([kK]+1) (n-2) = la muestra tendra n-1 elementos
si r = N-([k]+1) (n-2)+1, N-([k]+1) (n-2)+2,..., [k]+1 = la muestra tendra n-2 elementos
Si K1 =n-1 = resultan n-1 intervalos, y la muestra siempre sera de n-1 elementos
J’_
Si >n -1 = resultan n intervalos;
[k]+1

sir=1.2,...,,.., N-([k]+1) (n-1) = la muestra tendra n elementos

si r =N-([k]+1) (n-1)+1, N-([k]+1) (n-1)+2,..., [K]+1 = la muestra tendra n-1 elementos
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es decir, que aunque el intervalo de seleccion siempre seria igual ([K]+1), el tamafio de la muestra
puede ser n-2, n-1 o n, lo que hace que el método resulte poco confiable en cuanto al control del

tamarfio de la muestra.

iii.- método del intervalo fraccional

sea k*=10"k , y se selecciona un nimero aleatorio entero (r) entre 1 y k*, entonces,
el ler elemento en la muestra es el que corresponde al N° [10™r] en el marco muestral
el2do  elemento en la muestra es el que corresponde al N° [10™r + k] en el marco muestral

el 3er elemento en la muestra es el que corresponde al N° [10™r +2k]  en el marco muestral

el n-ésimo elemento en la muestra es el que corresponde al N° [10™r + (n-1)k] en el marco muestral

iv.- método circular
éste método fue sugerido por Lahiri en 1952, y considera el universo dispuesto en un circulo, se
toma k como el entero més cercano a N/n, entonces se selecciona un nimero aleatorio r entre 1y
N, entonces, el ler elemento es el r-ésimo, y luego se toma cada k-ésimo elemento a partir de alli,

hasta completar los n elementos de la muestra. [2; 258]

Las opciones (iii) y (iv) son las que garantizan que todas las muestras sean de tamafio n, manteniendo la
aleatoriedad de la seleccion y la equiprobabilidad de seleccion de todos los elementos de la lista. De cualquier
modo, la opciodn (i) resulta muy préctica cuando la seleccidn se hace en el terreno, ya que las instrucciones son

maés sencillas que para el resto.
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9.- MUESTREO ALEATORIO SISTEMATICO ESTRATIFICADO

Este disefio consiste en principio, de un muestreo estratificado, es decir, se divide la poblacion en L estratos, cada

uno de tamano Ny, h=1,...,L. De cada uno de ellos se toma una muestra sistematica de tamafio n.

9.1.- Total y promedio poblacional y muestral

Se denotara por Yi;i al valor de la variable “y” en la j-ésimo elemento de la i-ésima muestra del estrato h, h=1,...,L ;

i=1,...kn; j=1,...,nn, donde k, = M , entonces,

Ny
N
Yoy = Z Yhij
=1
y — ySyhi
Yni
h n,
K, np Ky,
Yh - ZZ yhij - ySyhi
i=1 j=1 i=1
- Y

Y =

=<
I

|

Z|<IMr- =z
<

los valores muestrales equivalentes son,

n
donde w, =—-

ysyh = Z Yhi
j=1

y. =
ySYh nh
L
Yoy = Z Y
h=1

el total de la muestra i-ésima del estrato h

el promedio de la muestra i-ésima del estrato h

el total poblacional del estrato h

el promedio poblacional del estrato h

el total poblacional

el promedio poblacional

el total muestral del estrato h

el promedio muestral del estrato h

el total muestral

el promedio muestral
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9.2.- Estimadores y varianzas

En cada estrato se toma una muestra aleatoria sistematica e independiente de elementos, entonces, los estimadores

del total y del promedio del estrato h, respectivamente son,

A
~

YSYh = Nh yth ; YS)’h = ySYh

y los estimadores del total y del promedio poblacional,

L
Y’\stsy = z Y’\sy,1 = Nh ySyh

L L
z Nh ysyhz th ysyh
h=1 h=1

1

A

h=1
1 .
Ystsy = N Ystsy

le—‘ IDI_MI_

Como puede observarse, los valores poblacionales, muestrales y los estimadores, no difieren en gran medida de los
del capitulo 4 (Muestreo Aleatorio Estratificado), pero no asi las varianzas. Veamos las varianzas de los

estimadores del total y del promedio de los estratos.

Kn
. Z(yhi -Y,)° N
V(Y )= , donde k,=—"
" Kn Ny
V(Yy, )=NZV(Y,, )
para estimar estas varianzas, se tienen los mismos problemas y tratamientos que en el muestreo sistematico, de tal

manera que resulta:

i.- muestreo aleatorio simple; cuando la poblacidn en el estrato h tiene un orden al azar,

P 1-f, & _
V(Ysyh )= : Z(yhi ~ Y )2
Ny o

ii.- selecciones pareadas; cuando la poblacién en el estrato h tiene un comportamiento donde los
intervalos de seleccién se comportan como estratos.

n,/2

S 1o
V(Ysyh)z—zh Z:(yht1 - yht2)2
L ——]

iii.- diferencias sucesivas; cuando existe alguna tendencia en la poblacion,
oA 1— f n,-1 )
V(Y. J)=——Nh -
(Y, ) 2n,(n, —1) gz_l()’hg yh(g+1))
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iv.- aplicando muestreo sistematico replicado;

1— Z (ysyrhg -

hrl

V(Ysyrh ) =

Z ()/syrhg ysyrh )
A(Y_ 1- h g=1

l, l, -1

en cada caso,
V(Y )= N?V(Y,,, ) : V(Yy, )=N?V(Y,, )

Las varianzas de los estimadores son:

L Z(Ym _Yh
V(Vysy )= ZWN y )= ZNvmm ZN“l
Z Yhi — Z Yhi — 2

1 L
vmm— V(Yg,) = ZZN
h=1 h h

y los estimadores de estas varianzas,
A A L A el L 2.4 el
V(Ystsy) = ZV(Nh \ )= Z Ny V(Ysyh )

V(Ystsy) V(Ystsy) ZW V(Ysy )

Segun las varianzas estimadas de \Fsyh gue se enunciaron anteriormente, se tiene,

i.- muestreo aleatorio simple;

LNZ(@L-f)
V(Ystsy) z%sﬁ
h

h=1

LW2(1- f,)
V(Ystsy) Z%Sﬁ
h

h=1
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ii.- selecciones pareadas;

o L N nh/2

V(Ystsy )= Z Z:(Yht1 Yht2
h=1

S L w2 1— f,) w2

V(Ystsy )= Z ( ) Z(yhtl )’ht2
h=1

iii.- diferencias sucesivas;

L
V(Ystsy) = Z N z (yhg Yng+1) )2

A A LwW2Al-
V(Ystsy)zz v Z(yhg Yh<g+1))2

iv.- muestreo sistematico replicado;

oSO

h=1

>

R ()

h=1

En los casos de estratos donde kn no es entero, se aplican los mismos tratamientos mostrados en el capitulo anterior.
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10.- MUESTREO MONOETAPICO ALEATORIO DE CONGLOMERADOS

Sea un universo de tamafio Mo que se divide en N partes, que se denominaran conglomerados, de los cuales se
seleccionan ny se incluyen en la muestra todos los elementos de los conglomerados seleccionados. Se denotara por

y;; = al valor asociado al elemento j-ésimo del conglomerado i-ésimo

M, = al total de elementos del conglomerado i-esimo

donde i=1,...,N ; j=1,....M;
sean los siguientes valores poblacionales, relativos a la variable y,
N
M, = Z M, esel total de elementos en el universo
i=1
MI
es el total poblacional en el conglomerado i-ésimo

Y, = es el promedio poblacional en el conglomerado i-ésimo

M
N
Y =>Y, eseltotal poblacional

<
I

es el promedio poblacional por conglomerado

=<l
[l

es el promedio poblacional por elemento

y sean

M. el total de elementos en la muestra

n
n
y =2, eltotal muestral
i=1
y el promedio muestral por conglomerado
n
y

el promedio muestral por elemento

<l
Il



10.1.- Seleccién de conglomerados con iguales probabilidades
Se presentaran dos casos, el primero consiste en considerar que todos y cada uno de los conglomerados tienen la
misma probabilidad de ser seleccionados, es decir, se selecciona una Muestra Aleatoria Simple de Conglomerados.

10.1.1.- Estimadores
Bajo el principio que se ha venido enfocando en este trabajo, de ""asignar a lo que no esta en la muestra el
promedio de lo que si esta™ (principio 1), para estimar el total poblacional, se trabaja con los totales de los

\ :Zn:Yi + iv' j
i=1 j=n+1

conglomerados, esto es,
donde Y’ es la estimacion del total de los conglomerados que no estan incluidos en la muestra. A estos se les

asignaré el promedio de los conglomerados que si estan en la muestra, es decir,

Yij,j=n+1..N

Y' =
'"n
n
>
= (10.1)
n

por lo tanto, Y', ., =Y",,,=...=Y"y =Y. Entonces,
n n
Y=>Y,+(N-ny=ny+(N-ny=Ny=N

i=1

el estimador del promedio poblacional por conglomerados es,
(10.2)

>
i=1 -y

n

vy
N

Y,

n
N5

y el estimador del promedio poblacional por elemento es,
n

Y" —_—

N
M
i=1

<

0

_Y
I\/IO

'<||>

(10.3)
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pero si no se conoce el total de elementos Mo, se estima, y resulta lo siguiente,

=<

V=

v N3y
=R b= 2
0 n E n mo

;Mi ngl’,l\/li

<l

<

El Principio 1 también puede aplicarse a los elementos, es decir, asignar a los elementos que no estan en la muestra,

el promedio de los que si estan; asi se tienen los “estimadores de razon al tamafio”, que se desarrollan a
continuacion.

y su estimador Yor = =1 j=1 k=n+1 j=1

(10.4)

_2 3 vk,j k=n+l..N ,j=L..M,

(10.5)

a estos estimadores se le denomina respectivamente "'estimador de razén al tamafio del promedio poblacional

por elementos” y "estimador de razén al tamaifio del total poblacional”, ya que usan la variable "tamafio del
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conglomerado™ como variable auxiliar de un estimador de razon. Igualmente, el “estimador de razon al tamaiio

del promedio poblacional por conglomerados” es

Yer 1 i-1 G
Yor = N NZM Wy = Yar (10.6)

i=1 Zn:MI

10.1.2.- Varianzas de los estimadores

La varianza de Y resulta de tomar cada Y; ,i=1,...,.N , como una observacion, de manera gue, COMo es una muestra

aleatoria simple de esas observaciones, se obtiene la misma formula del muestreo aleatorio simple,

N N
(N-n) 200 =YY o2 > (Y, - V)
V(Y)=N? =1 =N2(1-f)=— donde S?=1=% (10.7)
Nn N -1 n N-1
y por ende,
A 7 2
V(Y):V[iJ iV(Y) @a- f)s— (10.8)
N) N?
- Y 1 N2 (@1-f) S2
VY)=V| — |=—=V(Y)=——F — 10.9
(Y) (MOJ M2 ) MZ (10.9)
y las varianzas estimadas son:
Z(YI 2 Z(YI - y)z 2
Vo= NN =) _N(A-N15 —N2L-f) S
Nn n-1 n n-1 n

Para el caso de los estimadores de razén al tamaiio,
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M-
=<
>

Il

<
Il

Yar Yer
N M,

=1
<
P
3
I
I
|

Il
LN
1
[iN

Notese que es equivalente a utilizar la formula del estimador de razdn desarrollados en el capitulo 7 (Estimadores

Indirectos), pero aplicando el tamafio del conglomerado (M;) como variable auxiliar, esto es,

Zv. s i '
X el I
ZX i=1 Z i=1

y sustituyendo x; por M en las férmulas de la esperanza, sesgo, varianza y error cuadratico medio, se tiene,

i N M2 N _ ]
DM MY =M Y N N
N I , | Y2ME=M D> MY,
(Vo)=Y |14 2] N-1 _ N-1 -y 1+(1_fj N2 &
n M2 M, Yj n MgY N -1
N2 N JUN
por lo tanto el sesgo resulta,
N N
) YY MZ-M > MY,
A 1-f N i1
B =(-1
(Yar) =( )( . j(MS} N1
N 2 N
1- f 2 Z1YI N 2 02 Z1YI N MO
ECM (Yo, ) = N2 ( jsy+ = [ZM,—N 2]—2 = (ZMiYI—NY—
ZMi =1 ZMI i=1
i=1 i=1
N 2 N ]
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(S [ S

zN2[l‘fj(Nl_J ZYZ NY +YZZM2 ;—ZYZMY+2 Y}

pero

NY? NY2 Y entonces, Ecm(y, JESLA ETR e 2\72 ?ZNM —2Y MY, +2MY Y
—=— , ECM (V) ~ N2 =L | = 2_pl
YT =W 7 | 2 -2 P -7

y L M Y2 M2\72 por lotanto, ECM (Y,,) (1 fj( ! j{ZY Y ZM 2YiMY}
- = J ~ + ili
N |v| N N RT n -

N —
2w
luego, ECM(\?RT)zNZ(l_n ji-l N1 (10.10)
n 2~ \2
o 2% -t |
y EéM(\?RT)zNZ(l_n ji—l — (10.11)

Anéalogamente, para el promedio por conglomerado,

) f , YiMf—MOZN:MiYi
E(Vgr)=Y 1+[1_n j(MNZY] = = (10.12)
0
YZN:MiZ—MOiMiYi
B(Yer) = (1)( f][MiJ — (10.13)
0
A >f-my
ECM(YRT)z(l_nf] - (10.14)
ECM(YRT)z[l_nfjl_l( — j (10.15)
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y para el promedio por elemento,

N N
, | YD ME=M Y MY,
= = 1-f N i=1
E(Yer)=Y |1+ 10.16
(Yer) [ . j(MéY] N1 (10.16)
N ) N
2 1- f( N2 YZ;M' Mo MY
B(Yer)=(-D || — || — || == 10.17
(RT>(>[an§, — (10.17)
Sf-ay
Y. — M.Y
Gy N -tV ET 10.18
ECM (Yar) ~ g[ - J 1 (10.18)
n 2 \2
Y. — MY,
My N (1 i_l(' 'RT) 10.19
ECM(YRT)~§( - j — (10.19)

10.2.- Seleccidén de conglomerados con probabilidades desiguales

El segundo caso, que se estudiara a continuacion, es cuando los conglomerados tienen diferente probabilidad de
seleccion, es decir, basta con que uno de los conglomerados tenga diferente probabilidad de seleccion, para que se
diferencia del caso estudiado en 10.1. Se pueden presentar diversos casos, el mas sencillo es cuando se asigna la
probabilidad de seleccion de cada conglomerado en funcién de su tamafio, es decir, que la probabilidad de
seleccion coincide su tamario relativo; entonces se dice que la probabilidad es proporcional al tamafio. También se

pueden fijar las mismas en funcién de otros criterios diversos.

Para el primer caso se tiene que la probabilidad de seleccion es,

. - M,
P(seleccion del conglomerado i-ésimo) = —
0

el estimador se denotara por Y, (para el total), y la seleccién se puede hacer con o sin reemplazamiento, aqui se

desarrollard la seleccion con reemplazamiento.

En principio se tiene que,
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entonces, Ypps = {ZY + ZY } , aplicando el principio 1,  Y;'=- vV j,j=n+1.. N siendo

j=n+1

n el total de conglomerados en la muestray Ys, Ya, ..., Yn los valores muestrales.

Z Mo | (o N-n)| My(&e ) n+N-n) My(&o
YPPS_ ZY +(N —n)2— '-1Y :TOHZY‘J(“ - ]}TO(ZY'](TJZTO(ZY'J

Sin embargo, a veces no se conoce con exactitud el tamafio de todos los conglomerados, o se tienen los tamarios de
periodos anteriores, o simplemente se considera que es preferible utilizar una “medida de tamafio” que estd
altamente correlacionada con Y;, distinta del total de elementos. Por ejemplo, en una encuesta de consumo de un
producto alimenticio, el “tamafio” de un area residencial puede medirse en el total de viviendas, total de personas,
total de supermercados y abastos. Para estos casos, se generalizara el planteamiento inicial, y a dicha medida de

tamafio del conglomerado i-ésimo se denotara por M;’y la probabilidad de seleccion sera,
M.’ N

P(seleccion del conglomerado i-ésimo) = z, = v - donde M,'= Z M,
0 i=1

y un caso particular es cuando M;’= M; paratodo i, i=1,2,...,N.

Generalizando ain mas, z; puede ser cualquier probabilidad prefijada. Donde z, >0 Vi,i=12,...,N Yy

N
Zzi =1 . Dichos estimadores se denotaran por Y,,, (para el total), e igual que para el caso anterior, la seleccion
i=1

puede hacerse con o sin reemplazamiento. A continuacion se desarrollara el primero de ellos, seleccion de

conglomerados con probabilidades diferentes con reemplazamiento.

Sea
Y, Y Y N
VS Y N =i24 y el estimador
Nz, z, zy | N7z
1| &Y, Y' . . 1&Y, ..
Y o= 4+ — ,aplicando el principiol, Y.'==—>» - V¥ j,j=n+1..N
"N |:|le Z; Jzn;lz P P P J niz—*1:Zi "
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n

(RS PETED B PR A R (S SR

i=1 j=n+li i Z;

Notese que si se sustituye zipor M, /M se obtiene Y, , lo que confirma que es un caso particular.

Para hallar la esperanza,

1Y, 1 Y. ., . .
E(YPPZ ): E{Z'} == E[ '} , como la seleccién es con reemplazamiento, se tienen N" muestras
N4z i1 Z

posibles, entonces,

E(Y..,) = ZZ Pk , donde Py es la probabilidad de seleccion de la k-ésima muestra, k=1,2,...,N"

k=1 i=1

11( $%. S0, ] va(zz S, J

i=1 i B1=1i=1 jngy=l 1=1j2=1 jngy=l

S8 S {815 2]

i=1 =li=1 =l i=1 ji=1 =1 iy =1
1

YV(@0).0) = 3Y, =Y

N

Por lo tanto Y,,, es un estimador insesgado de Y , y en consecuencia, Y,., también lo es. Ahora se procedera a

determinar la varianza; para ello se utilizara la formula de la esperanza de los desvios al cuadrado,

V(YPPZ ): E[(YPPZ _Y)z]: E[YPZPZ - ZWPPZ +Y* ]: E(YPZPZ )_ 2Y E(YPPZ )+Y = E(YPZPZ )_Y ’

donde,
VYT 1 [ay T 1&Y? n-1
E(YPZPZ):;P{n;ZJ znsz‘Pk[i_l ZJ {nz_m(n 1)Y} H;?+TY2 (10.20)
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es decir, V(Y. ) = ii z,

véase,

E|.\7(YAPPZ)J= n(nl—l) E g(:_:_YAPPZJ ]: n(nl—l) E[il(z_:_ APPZ +Y —YJ ]
:n(nl_l)E > C—:—Y]—(\?sz—v)j ]n(nll) E[Z;(:——Yj —n(\fppz—Y)Z]
1 A R R
- n(n-1) = = ?_Y) }_n_—lE[( PPz _Yﬂ

L gy ﬁ_sz - fefz,)-v?

zn(n—l) =\ z n—
i n 2] N 2 _
por (10.20) U= b o ALV I R B Lt VSRV (10.22)
nin-1) |\ z n-1| n{7 z n

ademas,

Bl BT e B e B e o

y analogamente al desarrollo de E(\fppz )

PIRGEE LIS RTS8 SR

i=1 k=1 i=1 h=lj=l  jpy=l

ii2 [J_ZN_;-J_ZN_:J-”.J-ZN_;LZMZJ-Z'”ZJ-(“_D\J _nig{[i J[ﬁ;z,z} [lej(n 1)D
C (00.0) =3 Y

i i=1 “i

<

Y

i=1

N
-y
i=1

N

| <

N
N

sustituyendo en (10.22) y luego en (10.21),
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2|1 1 . ﬁ_'_n__le_Yz
n-1n47 z n

bl -y | P32

N y2 1 [1 NYiz_l ,

s 1)[21 . }m[ﬁéz—i nY}
[ Yi2 , _1 N L_ 2
n(n 1){( _1)2__(n 1)Y} n[ZZ__Y }_ni—lzi(zi YJ

|1i i=1 “i

~V(Vory )

por lo que se demuestra que es un estimador insesgado.

Si se sustituye z; = M%/I , Se tiene que,
0

(APPS) OZM(Y Y)2 PPS %E[Y__Y&PPSJ

2y ) =y
donde Ypps =—22° |, analogamente Yppy = —2%
IVIO I\/IO

2~ YA Z YA
ademas Yppg = —02 , Yop, = —22
N PPZ N

10.3.- Seleccién de conglomerados con probabilidades desiguales sin reemplazamiento

En algunas oportunidades se desea hacer la seleccion de los conglomerados sin reemplazamiento, es decir, los

conglomerados seleccionados no se consideran para las siguientes extracciones.

Debido a que el desarrollo es diferente a la manera como se ha enfocado este trabajo, no se desarrollara este caso,

simplemente se mostraran el estimador y las varianzas, desarrollados por Horvitz y Thompson (1952).

Supongase que el primer conglomerado seleccionado es el i-ésimo, y se selecciona con probabilidad zi. Entonces,
las probabilidades de seleccion de los N-1 conglomerados restantes, en la segunda extraccion, es %_ z)’ Por lo
i

tanto, la probabilidad total de seleccionar el i-ésimo conglomerado, en la primera o segunda extraccion, es,
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N

N7 2,
T =1 +z(1_ +Z(—z) (1+A—(1 z)]
j;tl

N Nz, .
donde 7, =z, + =7z 1+z z{1+ JR— j
J]_(l Z; ) ] ( —Z; ) (1_Z|)

j?il j¢|

Para el caso general, donde n>2, se considerara,

= probabilidad de que la i-ésima unidad esté en la muestra

mij = probabilidad de que la i-ésima y j-ésima unidades estén ambas en la muestra

N N-1 N N-1 N 1
entonces, Yz =n , > > (n-1r, D my==n(n-1)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=i+l 2

J#i
El estimador de Horvitz-Thompson del total poblacional es,

YHT = Z— , que es un estimador insesgado de Y, cuya varianza es,

V(Y”HT)zz(l;ﬂi)Yz 22 Z

i i=1 j=i+l J

En cuanto a las varianzas estimadas, se tienen dos, que son,

Vl(\fHT)zz(l;T”‘)Yz ZZZ i ””) , siempre y cuando ;>0 Vi, j=12,... El

i=1 joir1 i

segundo fue desarrollado por Yates y Grundy en 1953, y paralelamente por Sean, también en 1953, y es,

2
Y
-5 3O B

i=1 j=i+l i j

Los términos (mj - m m; ) varian considerablemente, y a veces son negativos, en consecuencia, Vl(\fHT) y

V, (Y,,; ) tienden a ser inestables. [2; 321]

Cabe destacar que existen otros estimadores, como los desarrollados por Brewer (1963), Durbin (1967), Sampford
(1967), Murthy (1957), Rao-Hartley-Cochran (1962), entre otros. [2;323-330]
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11.- MUESTREO MONOETAPICO SISTEMATICO DE CONGLOMERADOS

Este disefio se diferencia del anterior sdlo en que la seleccion de los conglomerados se hace en forma sistematica, y
no aleatoria simple. Entonces, los N conglomerados se dividen en n intervalos, cada uno compuesto por k
conglomerados, donde k=N/n. Luego se escoge un nimero "r" entre 1 y k, y se seleccionan los conglomerados r ,

r+k, r+2k, ..., r+(n-1)k, donde r+(n-1)k < N, y r+(n-1)k = N si y s6lo si r=k, para k entero.

Sean
Yii = observacion j-ésima, del conglomerado i-ésimo de la muestra t-ésima
Mii
Y, = Z Yii = total del conglomerado i-ésimo de la muestra t-ésima
j=1
M, = total de elementos del conglomerado i-ésimo de la muestra t-ésima
n
my, = ZMti = total de elementos en la muestra, de la muestra t-ésima
i=1
Kk n k
M, =>">"M, => m, = total de elementos en la poblacion
t=1 i=1 t=1
n_ M
Vo= 2> Yy = total de la muestra t-ésima
i=1 j=1
Yy, = Y = promedio por conglomerado de la muestra t-ésima (o total promedio
n
muestral por conglomerado de la muestra t-ésima)
n
pR?
y=—t—=— = promedio por elemento, de la muestra t-ésima

Z M, My,

t=1
donde t=1,...k; i=1,.., n; j=1,.., M
Los valores poblacionales son:

n_ Mg kK n k

Y= Zklzz Yy = ZZYti = ;Yt = total poblacional, que coincide con Y = ii y; = iYi

t=1 i=1 j=1 t=1 i=1 i=1 j=1 i=1

En la notacion convencional, sin considerar las muestras sistematicas. También se tiene que,

Y = Y = promedio poblacional por conglomerado
N
Y = l\; =promedio poblacional por elemento

0

Adaptando las formulas del muestreo sistemético a los conglomerados, se tiene que los estimadores del total, el
promedio por conglomerado y el promedio por elemento son,
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n . n ch o : ch
chy=':ZYﬁ , chy:iZYﬁ: d SV, = DY, =2 (11.1)

donde Y, ,\Qyt ,?Zyt son las estimaciones del total, el promedio por conglomerado y el promedio por elemento

arrojados por la muestra t-ésima.

Las varianzas estimadas, segun las férmulas del capitulo 8 son,

n

N —n Z(Yti _YAt)z

muestreo aleatorio simple, V(chy)z i=1
N n n-1
_n&
selecciones pareadas, V(v )= l\l\ll?é(Y‘“ e
n i=1
donde Y,

w11 Yy, SON los totales del ler y 2do conglomerado del h-ésimo

par de la muestra t-ésima

diferencias sucesivas, V(chy)z ZI\II\rlm(_nn—l)Zn:(Y“ —Yt(M))2
i=1

para determinar las formulas de las varianzas estimadas del promedio por conglomerado y por elemento se utilizan
las equivalencias mostradas en (11.1), esto es,

v (Yicsy) = %\7 (YAcsy ) ' v [Yécwj - #\7 (YACSY )
0

Aplicando el muestreo sistemético replicado de conglomerados, se tiene se seleccionaran | muestras replicadas
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sistematicas o replicaciones, cada una de tamafio n', de manera que n=1n', y el intervalo de seleccion de cada

replicacion es k':ﬁl = I(E) =1k, donde k = N
n n n
o
Zchyrgi A
ymyrg == n' ; chyrg =N ycsyrg g:1121---v|
|
~ Z csyrg . N & Y’\
Y los estimadores, YVeor = % : Ve = N Yoy Yy = I\C/ISV'
0
Las varianzas vienen dadas por las siguientes expresiones,
k' _ | ~ 2
Voo, —V (T, =Yoo
viv,, )N IR Vi, )- N0 &l o
csyr ) I k'—1 ’ csyr ) = | -1
2o 1 ~ N 1 ~f~
v (YCSW j = FV (YCSVI’ ) ; \ (chyr ) = WV (chyr )
= 1 [x NS 1 ~fn
\Y (chyr ) = WV (chyr ) ; \ (chyr j = WV (chyr )
0 0

En los casos de estratos donde kn no es entero, se aplican los mismos tratamientos mostrados en el capitulo 8

(Muestreo Aleatorio Sistematico).
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12.- SUBMUESTREO CON UNIDADES DE IGUAL TAMANO

Sean N conglomerados, cada uno con M elementos, se toma una muestra aleatoria simple de n conglomerados, y en

cada uno de ellos se seleccionan m elementos de manera aleatoria simple.

Se tienen las siguientes medidas:

_ N MY
Total de Muestras Posibles;
n){m
Total de Muestras posibles donde esta N1\ M -1\ M\
incluido un elemento determinado; J J( J
n-1/{ m-1 )\ m
Total de Muestras Posibles donde esta n-1
Lo - N-1)(M-2)(M
incluido un par de elementos determinados,
del mismo conglomerado; n-1){ m-2 ) m
Total de Muestras Posibles donde esta N—2YM -1\ (M \"2
incluido un par de elementos determinados, ( j ( J
de conglomerados diferentes; n-2){m-1){m
12.1.- Total y promedio poblacional
Sean los siguientes valores poblaciones,
Yi = valor de la variable "y" en el elemento j-ésimo de la unidad i-ésima
M
Y= >y, = eltotal de la unidad i-ésima
j=1
Y . e
Y. :ﬁl = elpromedio por elemento de la unidad i-ésima
N M N
Y=>>y,;=>Y, = eltotal poblaciona
i=1 j=1 i=1
Y . . .
Y :N = el total promedio poblaciona I por unidad
_ Y . .
Y =W = elpromedio poblaciona I por elemento
m
sea ademas, y; = Zyij = el total muestral de la unidad i-ésima
j=1
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12.2.- Estimadores

Como la muestra en cada conglomerado seleccionado es aleatoria simple de elementos, se tienen los siguientes

estimadores,

Y, =y, = Yi = elpromedio muestral por elemento de la unidad i-ésima, que esasu
m
vez, el estimador del promedio por elemento de la unidad i-ésima
. M &
Y, =My, =—Z y; = eltotalestimado de la unidad i-ésima
m “
j=1

Aplicando el principio de asignar a los conglomerados que no estan en la muestra el promedio de los que si estan,

se tiene que
n N
Y= Y+ DY,
i=1

j=n+1

donde Y'; es el total promedio por conglomerado, de los conglomerados que estan en la muestra, es decir,

de tal manera que,

entonces,
~ N, N _
V== Y,=—> My,
n i=1 n i=1
- Y
como Y =—
y N
n p—
Ly XMV A
entonces, Y=ﬁ='=l—=|v|y Y Y=NY
n
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Otra manera de hallar Y es asignandole a los elementos que no estan en la muestra, el promedio de los elementos

gue si estan,
. n m M N M n m n M N M
; =z(zyu . zy'i,-} S 3= Sy Sy 3 S
i=1\ j=1 k=m-+1 h=n-+1k=1 i=1 j=1 i=1 k=m+1 h=n+1k=1
anzmlvu

i1 j-1

ZZyu
+(N—n)M
nm

i—1 j-1

n m
yij +n(M —m)
n m

ZZyu

L _ i=1 j=1
jZZViJ—NM —m

14 n(M —m)+(N—n)M
nm nm =S

entonces
n m
ZZyu

Y=NM| =2
nm
n m
= Y = YA Zyij
ycomo Y :W setieneque Y = NIV ==t que es el promedio muestral por elemento, es decir
nm
que,
n m
A Z Yij ~
Y=y=—:lr::n1] Ly Y=NMy

Si al hacer,
. n m M N M
(IDRTED R TN LD IPRGY
i=1\ j=1 k=m+1 h=n+1k=1
se le asigna a los conglomerados que no estan en la muestra pero pertenecen a conglomerados que si estan en la

muestra, el promedio de los elementos de su conglomerado, se tiene,
n m
ZZyn

2 Vi
+(N-nM| —=—
nm
147
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ZZ zy” +(M-m) m

i=1| j=1
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>, 3y,
_ZZy”Jr(M m)IlJl +(N-n)M 7ljn11

i=1 j=1
n m

ZZyu
i=1 j=1

=[nm+n(M —-m) +(N-n)M ]

2.2
i=l j=1
nm

=NM =NM7y

que es el mismo resultado al que se lleg6 anteriormente. Esto sucede porque,

- los conglomerados son de igual tamafio
- se toma la misma cantidad de elementos en cada conglomerado seleccionado

- tanto en primera como en segunda etapa, la seleccion es aleatoria simple.

12.3.- Varianzas

3G - V)

Sea V(y)= % la varianza del estimador del promedio por elemento, donde

NY (MY
L= ( nj ( mJ es el total de muestras posibles

n m
Z z yllj
y, =1 esel promedio muestral de la |-ésima muestra
nm

desarrollando V(¥), se tiene,

Z yi—Y)? 237 -LY? YW
V(y)— 1=1 _1=1 _1=1 _Y_Z
L L L

trabajando el primer término,

(12.1)
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gue es la suma de todos los totales muestrales, de todas las muestras posibles. Aplicando los totales de muestras en

las que esta incluido un elemento determinado, sélo y en pareja,

S U1 i i o 2o O b b 08

1 N-1Y M -1\ M 1N M N M-1 M n-1
=—— +2 +2 —
nzmz(n—lj[m—lJ(mJ 22 ( )ZZy i (N—lj

N-DYM-DYMY LY, (me1 )Lt n-1
S+2 Y 2 ——
(n 1j(m J(m] 22 (M—Jg 2. 2 (N—lj

V() = -Y?

NYMY' NM(N=1)M-1)M)""
pero como = entonces,
nj)im nm{n=-1/{m=-1){m

$3 TR o J(E JJ sure

yljyhk
i=1l j=1 i=1 j=lk=j+1 i=1 h=i+1 j=l1k=j+1
V(y) = v 2
) NMnm

N M N M-1 M N-1 N M-1 M

2 m-1 m(n-1)

Yij + 2[) Yij Yik Yii Yk

NMnm
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N M nmiZE TUNM (M -1) nm = =54

ahora se hacen las siguientes operaciones:

al primer sumando;

al segundo sumando;

se multiplica y se divide por
se sumay se resta
se multiplica y se divide por

se multiplica y se divide por
se sumay se resta
se multiplica y se divide por

N M1 M
ZZ ZYinik +2

N-1 N M-1 M

2(n-1)

i=1 h=i+1 j=lk=j+1

(N-1) (M-1)
m (n-1)
M

(N-1)
2nm
M

operando sobre el cociente (la primera parte de la ecuacion) de (12.2) resulta,

N M-1 M

N M
_ M(NM —N-M +1—nm+m)+Mm(n—1)Zz 5

N(N-)M?2(M-L)nm

M (NM =N —M +1-nm+m)+Mm(n-1) ZN:i
= Yi

i=1 j=1

2(n-1)

2M (Nm—N —m-+1+nm—-nm)
! i Yie T
N (N —1) M 2 (M —1)nm ZZ Zylj Yik

N-1 N M-1 M

i=1 j=lk=j+1

NN-1)M? nZZZZy.,yhk -y?

i=1 h=i+1 j=1k=j+1

N(N-DM?2(M-1)nm =

N (N —]__) M 2 nz Z Z Zyijyhk ~-Y? (12.2)

N M-1 M

resolviendo, agrupando términos y sustituyendo en (12.2), se tiene,

(n-1) M y2s 2M (Nm—=N—nm-+1)+2Mm(n-1)

IN(N-DM?n nZZ N(N-)M2(M-1)nm ZZ Zy”Yi

1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=lk=j+1

2(n-1) N-1 N M-1 M
N N-DMn 22,22, 2 21

M (Nm=N —nm+1)+m(n—1)+ Nm—Nm - &+ & =

( +)J2r (- ZZZYinik_Y2+
= N(N-1)M?(M-1)nm e

~ M(N-)(M-m)—(N-1)(M-m)+m(N-n)(M -1 g=n
- N(N-)M2(M-L)nm 22.Yi+2

L (D)
N(N-1)M2n| &

TN M(M 1)nmzzy' i

i=1 j=1

M
Zyu Yk
1

m(N =M~ (N =DM ~m) $:3 . |

N(N-DM*(M-D)nm

i=1 j=1

m(N-n)(M =)= (N -D)(M —m) Q¥ M Zh (=) Y
+2 N(N-)M2(M-2)nm 2.2 2 ViYu Y {ZZ

i=1 J=1k=j-¢-1I N(N 1)M i=1 j=1

2
yij:|



NM2 N=m(M —D—(N-1)(M — NM o NMLM =, N(n-1)| 1 M
5y g MM X ‘“’(ZZWZ zy”yik}Y +(N(il)r)[wZ y"]

NM(M—l)nm. 11 N(N-)M?(M-1)nm Li:l -1 io1 jolk=j+1 i-1 j-1 !

A 2 M(N-n)(M-D)—(N-)(M —M) {2 v2 NI =
NM(M—l)nmIZ;JZ; N(N-)M?*(M-1)nm .Z; - n(N—l)Y

N

NM(M 1)nmz_1:,Z_1: N(N 1)nz_1:Yi N(M 1)nm21: n(N 1)

_ N [ 72| Mem
_N(N—l)n{ZY‘ NYJ NM(M—l)nmLZ

N — N M v
Z(Yi -Y )2 ZZ(YU _Yi)

_1- = 1-f, T3 1= fler 1-1, o,
= + = S+ S;
n N-1 nm N(M-1) n nm

por lo tanto,  V(y) = - fl SZ+ e fz S2

<l

Ahora se hallara la esperanza de

donde vy es el valor del elemento j-ésimo del conglomerado i-ésimo, de la muestra k-ésima, y L es el total de

muestras posibles. Desarrollando el numerador,
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E@_(':j]mﬂ[m“i ,- Vi _ (I:—_llj('\:]__ljmjﬂiiyj _ZN:iyii
W I e O EA

es decir, que 3:/ es un estimador insesgado de Y . Como es de esperarse, Yy, también es un estimador insesgado de

M=

Il
JUN

Y, , como se aprecia a continuacion,

TR e

donde yi; es el valor del elemento j-ésimo, de la muestra I-ésima, del conglomerado i-ésimo. NGtese que si se asocia

\7i como el valor esperado del promedio del conglomerado i-ésimo, entonces el estimador del promedio por

elemento y su varianza son,

3,

EEEE

(';‘l)L (’:) n_v N N
g ) () f
R I

si se denomina a

como la esperanza de segunda etapa de Y =y, que consiste en obtener el valor esperado de Y una vez

seleccionados los n conglomerados de la muestra, contemplando todas las posibles muestras de elementos o
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unidades de segunda etapa, en los conglomerados seleccionados, y se denota por E{\?J: E, (y) entonces,

El[Ez(ij}El[Ez<y>](;Ji“£¢k

gue es la esperanza de primera etapa, que consiste en contemplar todas las posibles muestras de conglomerados o
Y

A

unidades de primera etapa. Es decir, que E(

j _ E{Ez[\% ﬂ -E[EG)]

Este planteamiento servira para hallar la varianzade Y , V

Il

A

1

j:V()z/) , de otra manera, que serd de mucha utilidad
Este planteamiento servira para hallar la varianzade Y , V

A

(\7
en los proximos capitulos, para hallar la varianza cuando los conglomerados son de diferente tamafio.

[\7] =V(§) , de otra manera, que serd de mucha utilidad
en los proximos capitulos, para hallar la varianza cuando los conglomerados son de diferente tamafio.
Para hallar V(Y)=V(¥), se hace,

V(y) = E[(}?—? ﬂ: E{E{():/—\? ﬂ }: E, [EZ():/Z )—2Y E,(7)+Y 2]: E, [EZ@Z )Y 2]
pero como V() = E,(y?) - [EZ@)]2 , entonces,

VG) = ENG) + [E0)] - 27 EG) + V2]

e NG+ E[EG]- 27 e+ V2
= ElB/Z():/)]"' Ell[Ez(?)]ZJ_Yzz

sustituyendo Y = El[EZ():/)] , se hace,

V@) = MG+ E[E6 - E[E.®]
= Eiﬁ/z(ﬁ)]"'Vl[EZ@)]
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desarrollando cada uno de los miembros,

V[EG) - E{(EZ@)—Y: )} _e|e®)]-27 e[e@]: 7 - e 7 (123)

1Nl

Z PRAZ

|1h i+1

N n

ZY +2

i= i=1 h=i+1 i=1 h=i+1 1 i=1 h=i+1

Nn[z 2—2 Zwh 3 7_—2;_1&1%%@}

sustituyendo en (12.3) ,

N — N
Yi2-NY? (Y; - Y)?
:i{[n—lJNzin{N—nji?iz_Nn?Z}:N—niz_l“ :N—niz_l“ =1_flsf

Nn|(N -1 N —1)&

donde
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Por otro lado,

. 3 ZN:(Yij _Y_i)2
V-V -

ya que se toma una muestra aleatoria simple en cada conglomerado seleccionado. Entonces,

O 2W] T
Vo) =V| 5= = | 2 VA0 + 2 > o5 Vi)

pero como las muestras son independientes en cada conglomerado,
cov,(Y;, ¥,) =0 Vi#] i=12..,n j=23..,n

por lo tanto,
M
(Vi _Y_i)2
M — ,Z;‘ :
Mmn> M-1

V)=

aplicando E; se tiene que,

= M-m 3= j=1 M-m =1 i=1
ENG)| =—— -
N _ 2 N
M mn ( J(M 1) M (M —1)mn ( J
n n
ZN: i( ) _2) N M
y| MYl (yl Y| )2
M-m |5 M- 1;;’ 1-f,
M (M —1)mn N M mn N(M-1) mn °
donde
N M .,
m ZZ(yij_Yi)
fo— g2_ i=1 j=1
Y Y 27 N(M-1)
yentonces,
_ _ _1 1-f 1-f
VOV [E@EN G s+ 28

que es el mismo resultado obtenido mediante la anterior metodologia.
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13.- SUBMUESTREO ALEATORIO CON UNIDADES DE DIFERENTE TAMANO

Esta clase de muestreo es también llamada muestreo bietapico o de dos etapas, porque realmente se toma una
muestra en dos etapas. Se tienen N conglomerados, con Mi, My, ... , My elementos en cada uno de ellos
respectivamente, entonces se toma una muestra de n< N, y en cada uno se seleccionan m; elementos, con i=1,2, ...

,N. Sean los siguientes parametros,

Yi = valor de la variable "y" en el elemento j —ésimo de la unidad i — ésima
M;
Y=y, = total de la unidad i — ésima
j=
M, = total de elementos en la unidad i — ésima
- Y . . .,
i =M—' = promedio por elemento de la unidad i —ésima
i
M;
Y=>y; = total poblaciona |
j=1
- Y . . .
Y :W = total promedio poblaciona | por unidad
N
M, = Z M, = total de elementos en la poblacion
i=1
N M;
_ X2
Y=12J2% ___ — promedio poblaciona I por elemento

13.1.- Seleccion de conglomerados con iguales probabilidades

Este disefio consiste en que los conglomerados se seleccionan de manera aleatoria simple, es decir, con iguales
probabilidades. Una vez seleccionada la muestra, se tienen dos formas de estimar, a través de los estimadores

insesgados o de los estimadores de razén al tamafio.



13.1.1.- Estimadores insesgados - seleccién sin reemplazamiento

Para hallar los estimadores respectivos, se aplica el principio 1, tomando en cuenta que se selecciona una muestra

en dos etapas. De manera que,

iyij m
vy = Y13 : P omy =iyt
Yi—yi— i m ) YI m; Y m, ;yu

ya que, como se dijo, en cada conglomerado se toma una muestra aleatoria simple de elementos.

Aplicando el principio 1 a los conglomerados, es decir, asignandole a cada conglomerado que no estd en la

muestra, el promedio de los conglomerados que si estan, se tiene,

n n
; ) N s no N ZYi n ! N=n)<4 ~
Yo=Y+ QY= Nk | B =2 Y+ (N =) 2 =(1 ]ZY.
i=1 j=n+1 i=1 j=n+1 n -y n e
— no n_
n i=1 n =
y como
y-T
N
entonces
n noM. M
=~ Y 1 N( . ZMiYiZm_Yij
Y=—=_—__ Z (= =L :|=1 i j=1
N N n{Z I n n

A

Estos son los estimadores insesgados de Y ,Y respectivamente, y para identificarlos se denotaran por \fu .Y, €s

decir

n ~
2
i=1

n

u

v _N<y : v =
n

Para verificar la propiedad de insesgamiento, se procedera a hallar su esperanza.
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("\‘I) n M
2202 Yy

k=1 i=1 j=1

O e (mafBm || [
=Ny 2 ||
S)ETEm )] e

por lo tanto, \fu es un estimador insesgado de Y. Igual ocurre con VU , ya que
~ YY) 1 _ .Y o
E(Y )=E| Y |[=—EY )=—=Y
(Yy) (NJ N vy) N

Para hallar la varianza de Y, se hace uso de la igualdad

V(Y,) =V V) |+ E )]
donde,
>
EZ(YAU ): N =
n
aplicando la formula VV (8)=E(5°)—(E(B)?) , se llega a la siguiente expresion:

V[E,)]= E[EC)FFEEC)] = EE)F]-v2 (131)

entonces, se desarrolla el primer término de la diferencia,
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NZ( ){Zn“v, +ZZZYYh} N{(E‘_‘ﬂg\(i%z( jzllhzqvh}

k=1 i=1 =1 h=i+1
N-1
(%)
n )\l n-1

e A

i=1 h=i+1
n N
Nz'N n_1 2 W N n—1)d
w2 A e (R (R
Nn_i=1 i=1 h=i+l i=1 N-1)i=

_N° ( j(zy,azNzliY.Yh] ( JZY }

i i=1 h=i+1
-
Nn[(N-1 N-1
sustituyendo este resultado en (13.1),
V.|E (\f)J—NZ = 1) jZY N (—n_1)Y2+(N_anY2_MY2
e NN (N1 N-1 N-1)&" N?

_NZ[ N2(n-1)-Nn(n = J{N—n]i\(ﬂ:N_z{ N(N—n)Y2+N—nZY_2}
i N 14 i

B

Nn_ N 2 (N-1) N-1) n N -1 N-143
. 2 72 . ( —)2
_NZ(N—n); _Nz(l—fl);
Nn N-1 n N-1

por lo tanto,
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Y-V}

WD E

ahora se hallara E; h/z (\fu )J ,

N ZYi N 2 n
Vo (Yy) =V, ; =n_2 [ZY j {ZV (Y, )+Z ZCOV (A

i=1 h=i+1

como las muestras se toman independientes en cada conglomerado, COV (Y;,Y,)=0, para todo i=h, i,h=12,..,N

Por lo tanto,

Z(y., -Y;)?
vz(vL)——z_ZV( )——  MEM,m) i

m.

Z(y., -Y;)?

M (1 fZI)J—l
n2 ~ M, -1

ya que en cada conglomerado se estd tomando una muestra aleatoria simple de m; elementos. Tomando la

esperanza se tiene,

Mkl
(’r\-,‘) 2 Z(yku Ykl)
5 1 N M (1-f =
Elblz(Yu )J :T 2. n2 IZ:;‘ kl(mki 2k|) j=1 Mki 7
’
Mkl

(’r\]‘) n Z(yku Ykl

_ N? ZMk.(l foi) 2
nz['\lj k=1 i-1 my; M -1
n

CON? (N1 ZM 2(1- le)z‘(y” )
(N n-1)& m M, -1
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(v —Y;)?
NiMZ(l fz.); ‘

donde,
M; _
Z(yij_Yi)z
Sz.:j::l
2i Mi—l
finalmente,
ZN: 2
(Yi_ ) 2
7 N(l )1 NNM(]- f2)2
V(Y,)= +— ! 2S5
(u) n N—l n; | 2i
>
(v,
201 . (1-1)% 1 SMA1-1,) o
VIY)=—V(Y, )= 17 1=l ) 12— 21/ gz
(u) N2 (u) n N -1 nN,Z;‘ mi 2i

Notese que si los conglomerados fueran de igual tamafio y se toman muestras de igual tamafio en cada

conglomerado, es decir, si

Mi=M,= ... =Mx=M Yy mMi=my= ... =Mn=Mm => for=fp= ... =fon=Ff
se obtiene la misma férmula vista en el capitulo anterior, cuando los conglomerados eran de igual tamafio. De
manera que el sub-muestreo con unidades de igual tamafio es un caso particular del sub-muestreo con unidades de

diferente tamafio, como era de suponer.

Las varianzas estimadas vienen dadas por,
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m;

v _YT)Z
1

m -1

donde, s5 = n , ¥ son estimadores insesgados de sus respectivas varianzas.

Cabe destacar que estos estimadores suelen usarse para estimar el total y el promedio por conglomerados, sin
embargo también pueden utilizarse para estimar el promedio por elemento. En este orden de ideas, a continuacion

se presenta dicho estimador , su varianza y su varianza estimada.

Yy —_u
u MO
_ \ 2
: (¥, -Y)
vV Y: :iv(y” )= 1 Nz(l— f) |Z:1: N iMf(l fz.)sz_
u Mg u M02 n N —1 n - m| 2i
_ e
~ (YI _Yu)
Vi Y: :7\20{ _ 1 Nz(l— fl)izzl“ EZ”: Miz(l— f2i)52_
)omg Y Mg n n-1 n&g  m, 2

Por otra parte, los estimadores de razon al tamafio, que se detallaran mas adelante, son mayoritariamente utilizados

para estimar el total y el promedio por elemento, pero igualmente se puede estimar el promedio por conglomerados.

13.1.2.- Estimadores insesgados - seleccién con reemplazamiento

Este disefio difiere del anterior en que la seleccién de las unidades o muestra de primera etapa, se hace a través de
muestreo aleatorio simple, pero con reemplazamiento, de manera que las demostraciones se se pueden tomar del
caso anterior, sustituyendo en el primer sumando de la varianza el término correspondiente expresado en el capitulo
3 (Muestreo Aleatorio Simple con Reemplazamiento), por tal motivo, aqui sélo se presentaran las formulas. De este
modo, se tiene que los estimadores del total , del total promedio por conglomerado y del promedio por elemento

son,
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n A~
N - iy
YA = — YA , Yi = i=1 =_"
Z ! N

gue son exactamente los mismos que en el apartado anterior, tal como ocurre en el muestreo aleatorio simple con y

sin reemplazamiento. Sus respectivas varianzas son,

Z(Y Yy

N MAL-fy) o
== *E i 2i/ g2
( cr) n N—l n - mi 2i

Z(Y - ) N 2
_ 1 M f2|) 2

y las varianzas estimadas,

,-Y,)
N? < M1 f) §2
Ut =

n N

> (Y=Y, )
A 14 1 M (1-f
V(Y””):H : n-1 +nNZ (m- = 5

Z(y., Y,y

donde, sf=""
m. —_

, ¥ son estimadores insesgados de sus respectivas varianzas.

Igual que en caso anterior,
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13.1.3.- Estimadores de razén al tamafio

Ahora se tiene que aunque la seleccion de los conglomerados se hace con iguales probabilidades, se considera el
tamafio de los mismos para realizar las estimaciones, es decir, se le asigna a los elementos que no estan en la
muestra, el promedio de los que si estan, esto da origen a los “estimadores de razon al tamafo”, los mismos que se

trabajaron en el apartado 10.2, pero ahora se hara en submuestreo. El desarrollo se muestra a continuacion,

ENE ML y su estimador Yq = — i J e
M, oM,
i=1 i=1
Considerando que,
n m
. Yij
Y=Yy ="—rr—=y Vk,j ,k=n+l.,N , j=L.M,
m

entonces,

YRT _ i=1 j=1 i=1l j=m;+1 k=n+1 j=1 _ i=1
N N
2M, 2 M
i=1 i=1
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A

\

n
2Ny

o1

M;

1 N
N i=1 M.

M-

i=1

Al ser estimadores del tipo razén, no son insesgados, entonces se procedera a determinar su Error Cuadratico
Medio. Notese que tienen la misma estructura que los mostrados en (10. 10), (10. 14) y (10.18), por lo tanto el
componente de primera etapa del ECM se mantiene igual al error cuadratico medio mencionados arriba. En cuanto
a la segunda etapa, esta vez no varia respecto a los estimadores insesgados en submuestreo con unidades de

diferente tamafio, por lo tanto el componente de segunda etapa de la varianza coincide con éstos. De manera que el
error cuadratico medio queda como sigue,

, 1-1,) “ N < MA(1-fy)
ECM (Ygr) = N2| —1 | &= +—=) — a2 ss
( RT) ( j N—l n ; mi 2i
N —
Y. -M.Y
2 1-f Z( ' 1 LMY L-fy,)
ECM (Ygr) = L= + ! a2z
( RT) ( j N -1 Nn; mi 2i
N =
EC|\/|(Yé )~N_2(1_ flj |_1(Yi_|vIiY + N iMf(l f2|)SZ
Rt 2\ n N -1 MZn& m, 2

S-
n-1 i=1 m; “
n 2 2
Y, — MY
N 2 Z i i'RT N 2
N 1-f\ 4 ( ) N ML= f,)
ECM ~— 1 |.i=1 + i 2i 52_
(r) Mj—( n J n-1 Mgnig‘ : 2
Donde,
M; m;
Z(ylj Y| )2 Z(yij Y| )2
82 j: , SZ — j:]-
2i M, -1 2i m —1
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13.2.- Seleccidén de conglomerados con probabilidades desiguales

En este caso la seleccion de las unidades primarias o de primera etapa, se seleccionan con una probabilidad
asignada a cada una, y que se denotara por zj, es decir, que z; sera la probabilidad de seleccionar la i-ésima unidad
primaria en la primera etapa. La seleccién de los elementos se hace de manera aleatoria simple, a efectos de las
férmulas y desarrollos que se presentaran, pero se debe hacer la salvedad que puede hacerse de cualquier manera

(sistematico, estratificado u otro), pero se deben adaptar las formulas.

Los estimadores y el desarrollo tedrico es similar al presentado en la seccion 10.2.- (Seleccion de Conglomerados

con Probabilidades Desiguales).

El estimador del total a utilizar es el siguiente,

. 18Y, 1M,V
Yepz =D =D —
niz=l:Zi niZ=1: Zj

y su esperanza
1Y |1

E(YF,PZ ): E{Z'} == E{Z '} , ndtese que es muy similar a la presentada en la seccion 10.2

Nz Zi n |

(Seleccion de Conglomerados con Probabilidades Desiguales), y sélo difiere en el término Y, que el muestreo

monoetapico es Y; ; pero como Y, es un estimador insesgado de Y, , al tomar esperanza queda la misma expresion,

ya que también se tienen N" muestras posibles de primera etapa, es decir,

n Y. N . . ) ..
E(YPPZ) = i;; Py Z—k' = ;Yi =Y , como ya se demostr6 en dicha oportunidad, donde Py es la probabilidad

de seleccién de la k-6sima muestra, k=1,2,...,N". Entonces, Y., €s un estimador insesgado de Y.

Para hallar la varianza, se utilizara el desarrollo de esperanzas y varianzas de primera y segunda etapa utilizadas en
el punto 10.1.1. (Estimadores en Seleccion de Conglomerados con lguales Probabilidades, en Muestreo

Monoetépico Aleatorio de Conglomerados).

Se denominara a
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como la esperanza de segunda etapa de Yepz, que consiste en tomar la esperanza sobre los elementos (0 unidades de
segunda etapa) conociendo ya la muestra de primera etapa, es decir, las n unidades de primera etapa seleccionadas;

de modo que,

(APPZ) Z => E(\?PPZ): E:LlEZ(YAPPZ )J:Y

i 1

y V(YAPPZ): Eli(YAPPZ _Y)Z} = E:L[E (YAPZPZ _ZWPPZ +Y2)]_ E:L[E (YAPZPZ)_ 2YE (YAPPZ)+Y2]
pero como VZ(YAPPZ): Ez(YAPZPz )_ I:EZ(YAPPZ )]2 == V PPZ l:VZ(YPPZ) Ez( sz) —2YE,\Y, ( PPZ)+Y :|

+
= E o [Eoboez | -2 [E e v
= Ei[\/ (YPPz)]‘*'{ 2(Yppz) —2Y24+Y?

—Eiﬁ/ (Yppz)]+ Z(YPPZ) -v

haciendo Y = E [E (Yppz)]

Vlion = BNl | £ Eolis ) |- [BlE: i I = £l v o ) (132

desarrollando cada uno de los términos,

Vl[Ez(VPPz)]: Ei[Ez(VPPz) -Y? (13.3)
R DR R T T

sustituyendo en (13.2)

1 Y2 n12 o _IQ(YE 1, 1Y a1
e B T _n{zzY}_{

i1 i n

N Y2
Z——ZYZY +Y }
i=1 ZI i=1

SRt e T R

£ HRENE

Para desarrollar el otro miembro de (13.2), se debe hallar primero la varianza de segunda etapa de \fppz y luego
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hallar su esperanza de primera etapa.

b i) B B B

YI Yh

Z; Zh

‘-<>

H

pero como las muestras son independientes en cada conglomerado, COV, { J 0 ,Vi#h,i,h=12,..,N ,

entonces,

M; M,

>l %S

Y.
. 11 M2(M,—m) S 1 1 MEM, —-m) S

Y, = i I i/ ) - = WV i i) |
a[\/z( "PZ)] & n?&<z2  Mm M, -1 n & ;zf M, m M, -1

M; M;

Z(yij _Yi)z "

1 " M21-f,) S 13 MZ(1-f,) 4=
:7E12 i 22| i 1 :72sz i 22| i 1

n i1 Mz i N T Mg i

M;

1 |\/|(1f)z_;(y”Y)2 Ny W
:7Zn 2i/ ] (ZIZZ lejl 212 ](nl)J

n° 43 m, zi M, -1

M;

SR [

n" = m, z; =1 =i i(n1)=1

| =Y.
:1iMafmJM i
ns mz M;-1
M;
2
zliMafm;M ")
n<  mz M, -1
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Por lo tanto, sustituyendo este resultado y el obtenido en (13.4) en (13.2) se obtiene la varianza definitiva de

Yppz » QUE €S,
MI

2 (y| i)
1 1 & M2A- 1) 45
(PPZ) HZZIEi ] +Ez m_z_2 J Mi_l

i=1

y un estimador insesgado es,

W)

lll
n n-1

A

v (YPPZ ):

Para el estimador del promedio por elemento,

=y 1 &Y 1SMy
Y. o —'pPz _ i+ i i
P2 M, nMOizzllzi nizzll z

> (yi,- _YT)Z

V[Yppzjzl\jgv(ﬂpz)z . iﬂg iZ::Zi (z—y}r n;g ZN;M S]i Zifz.) J:lMi_l
(v . Y
. z,{' YPPZJ
e = ™
y para el estimador del promedio por conglomerado
s, 1 &Y, 1&M
Yorz _%:W,ﬂ z: _Hiz:;‘ z,yl
il —\
R S 1 &y, 1 M- fz,),l(y”_Yi)
V[YPPZJ NZV(YPPZ) nNz,Z:l:Z{zi_YJ+nN2,Z=1: m; z; M; -1
(Y. 2
| i
(i) i) o

Igual que en el muestreo monoetapico, cuando la seleccion se hace con probabilidades diferentes, un caso

particular, que merece especial atencion es cuando la seleccion se hace con probabilidad proporcional al tamafio, y
169



resulta de sustituir z; por M%/I . El resultado es,
0

YAPPS :erlozn: Yi
>y, -f

A

VA(YPPS):n. n-1

Sy 18
Yops = 5= Y
I\/IO n i= I
M;
= 1 ('\ ) 1 N —\ 2 1 N Mz(l—f) ;(yu |)Z
V[ Yops |= 5 V¥ops )= M.(.—Y) LI MIE-fa)
( PPS] Mg i nMOiZ:;‘ Y n .Z:;‘ m; z; M;-1
n — 2
- M (-—Y )
y Y: 1 VA(YA )_ g & Yi = Ypps
PPS —NTg PPs | = nM, n-1
y para el estimador del promedio por conglomerado,
I My
Y. .=_PPs_"70 )
PPS = nN;y'
M, B
~ 1 (A ) M N —\2 |V|2 N Mz(l—f )_zl(yij_Yi)2
V1Y, = VIYpps J=— M,(i—Y) 40 i 217 1=
(Ppsj 2 NP nNz,Z:l: d nNziZl: m; z, M, -1
n — 2
M. |y —
s 1 M, < |( i PPS)
V[YPPSJ:NZV(YPPS) nN02 l n-1
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13.3.- Seleccidén de conglomerados con probabilidades desiguales sin reemplazamiento

Este disefio consiste en que la seleccion de unidades en todas las etapas, se hace sin reemplazamiento. Tal como se
comento en el apartado 10.3. (Seleccién de Conglomerados con Probabilidades Desiguales sin Reemplazamiento),
en el presente trabajo no se desarrollara este caso, s6lo se mostraran los estimadores y varianzas desarrollados por

Horvitz y Thompson (1952).

En dicho apartado se defini6, para el caso general, donde n>2,
= probabilidad de que la i-ésima unidad esté en la muestra

mij = probabilidad de que la i-ésima y j-ésima unidades estén ambas en la muestra

El estimador de Horvitz-Thompson del total poblacional es,

Yir = > ==, que es un estimador insesgado de Y, donde Y, = Z yi =M, ¥,

i=1 ‘% m; j=1

Yy Su varianza es,

i=l j=i+l i=1 i a

X N-1 N N 52
V)= 2 (mr )[ j o> MM, Zm)Ss
i T
[2; 369]

y la respectiva varianza estimada es,

NN
V(¥ )= 22(727; -7y )[Y__Y_JJ +2Mi(Mi_mi)szi

i=1 j=itl T T i1 m; 7,

Otro desarrollo de la varianza de este estimador, mostrado en [1; 204], es,

V(Y )= ZG TT; +Z—+2Nz‘i y ( ){Yi L}zij —y?

T i=1 j=i+l i

Existen muchos otros desarrollos para estos estimadores, en principio existen extensiones para todos los de una

etapa. Brewer y Hanif (1983) describen 50 procedimientos, dentro de los cuales destacan Sen, Grundy y Yates

(1953), Brewer (1963-75), Durbin (1967), Rao (1962) y Cassel et al (1977), Sampford (1967), Murthy (1957), Rao-
Hartley-Cochran (1962), entre otros. [1; 205] y [2;323, 369-370, 377-379]
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Es de resaltar que existe otro procedimiento desarrollado por Azorin [1;206] denominado “Muestreo con

probabilidades gradualmente variables (pgvpt)”.
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14.- MUESTREO SUCESIVO

Esta clase de muestreo se justifica cuando no se conoce la distribucion de las variables a investigar, y no hay

manera de determinar el tamafio ni el disefio a utilizar, y ademas se dispone de tiempo.

El procedimiento consiste en tomar muestras aleatorias sucesivamente, hasta encontrar que la varianza se estabiliza,

es decir, que por mucho que se aumente el tamafio de la muestra, la varianza no se reduce de manera sustancial.

Supongamos que se va a tomar una muestra aleatoria simple de una poblacién de N elementos. En principio se

toma una muestra de tamafio no, y se hallan los estimadores y varianzas,

Ny Mo —
DN A N 20T A
Vo=l . Y =NY, V()= ——0 il ; V(Yy)=N2V(Y
= 0=NYy (Yo) Nno o1 (Yo) ()

Luego se toma otra muestra de tamafio ni, y se vuelven a hacer los calculos de estimadores y varianzas, pero esta

vez el tamafio de la muestra es no+ny,

Np+Ng No+Ng

Zyi Z(Yi _Y_l)z

7 N-(np+n) 3

A= : Y, =NV, © V(Y= = V(Y) = N2V(Y,
Congn ' ' () N(n,+n) (ng+n)-1 (Y1) ()
y asi se toman otras muestras de tamafio n,, ns, Na,..... , hasta llegar a la muestra (k+1)-ésima, de tamafio ny, donde

los estimadores son:

A Zy‘ A ) o Z(yi -Y, )? .
Y, =it Y, =NY, V(Y )e— ;o V(Y )=N2V(Y,)
n Nn n -1

donde n"=n;+ny+---+ng; que se cumpla con algln criterio de parada pre-establecido, como por ejemplo:

V(%) ~V(Y,.)

<¢ , €20

N ) ~V0Y, )

En ese caso, el tamafio de la muestra n, es n=n;+ny+--+n..
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