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RESUMEN

En el presente trabajo se plantean y se generan, por primera vez, los “Estimadores de Regresion Lineal
Multiple”, que consisten en la generalizacion de los estimadores de regresion lineal, que utilizan una

variable auxiliar y que en este desarrollo se denominan “Estimadores de Regresion Lineal Simple”.

En el enfoque utilizado se integra la generacion de los estimadores propiamente con el desarrollo de su
esperanza, sesgo, varianza, y error cuadratico medio, utilizando rigurosos procedimientos matematicos,
todos a partir de la distribucién muestral, que garantizan resultados validos, haciendo

un analisis exhaustivo de los estimadores en el muestreo aleatorio simple y el muestreo estratificado,
y en éste se trabaja cada componente de manera separada y combinada, y con capitulos separados

para los casos de una, dos, tres y k variables auxiliares.

Este trabajo es de caracter tedrico y se centra en la formulacion y desarrollo de los estimadores. Luego
se comparan con los estimadores directos y los otros estimadores indirectos conocidos, de razony de
regresion lineal simple, asi como con los estimadores de razon-regresion y de regresion-razon,
formulados por el autor (Martin-Caro 2010), de forma analitica y préctica. En principio sobre
poblacionales artificiales pequefias y controlables, generando todas las muestras posibles, para
determinar cuando resulta ventajosa su aplicacion. Luego se trabaja con un universo real, utilizando

data del XII1 Censo de Poblacion y Vivienda de Venezuela, llevado a cabo en 2001.

En el trabajo se evidencia que los estimadores propuestos -de regresion lineal multiple-, mejoran la
precision de otros estimadores, y cuando se determinan los coeficientes de forma que minimicen su
varianza, se obtiene la mayor precision, que ademéas mejora a medida que se agregan variables

auxiliares.
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INTRODUCCION

El muestreo es cada vez mas utilizado, va ganando adeptos y se va ampliando su campo de aplicacion,
sin embargo, para garantizar su buen uso, se deben cuidar diversos aspectos, que se pueden agrupar en

5 componentes, segun Deming (1960, pp. 38-39),

- marco muestral

- procedimiento de seleccion de la muestra

- estimadores a utilizar

- formulas para estimar el error estandar y el sesgo de los estimadores

- evaluacion de los errores no muestrales

Todos los componentes, sobre todo del primero al cuarto, estin muy relacionados entre si, el marco
muestral condiciona el procedimiento de seleccion a aplicar, éste a su vez, a los estimadores a utilizar,
y éste a las formulas del error estandar y el sesgo. Haciendo énfasis en los estimadores, se pueden
agrupar en dos tipos: directos e indirectos. Ambos consideran los tamafios poblaciones y muestrales,
pero los primeros utilizan informacién de la variable a estimar, proveniente de la muestra y los
estimadores indirectos, ademas de esto, incorporan el uso de “variables auxiliares”, que son variables
diferentes a la variables a estimar, con informacién proveniente de la muestra y del universo, que de
acuerdo a su tratamiento se tienen “estimadores del tipo razon”, “estimadores del tipo regresion
lineal”, que son los estimadores mas ampliamente conocidos y expuestos en todos los textos de
muestreo, que utilizan una variables auxiliar, otros son los estimadores indirectos compuestos, del tipo
“razon-regresion” y “regresion-razon” (Martin-Caro 2010), que utilizan dos variables auxiliares y

consisten en hacer uso simultaneo de los estimadores anteriores.

A partir del desarrollo de los estimadores de razon-regresion y de regresion-razon, que utilizan dos
variables auxiliares, surge la iniciativa de analizar y evaluar la factibilidad y el impacto de afiadir mas
variables auxiliares a los estimadores, como resultado se tiene el planteamiento y desarrollo de los
“estimadores de regresion lineal multiple”, que se plantean, se definen, se desarrollan y se aplican en

este trabajo.



Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple 2

Cabe destacar que no cualquier variable puede ser usada como auxiliar, en general debe estar
altamente correlacionada con la variable a estimar, definido por algunas condiciones especificas,
ademas se deben conocer valores poblacionales como el total, promedio o proporcién. Por otra parte,
generalmente los estimadores directos son insesgados, por su parte, los indirectos pueden ser sesgados
0 insesgados, pero aun asi, en muestras grandes y con relaciones convenientes entre variables, los

estimadores indirectos pueden ser mas precisos que los estimadores directos.

En este sentido, en este trabajo se plantean y generan, por primera vez, los “Estimadores de
Regresion Lineal Miiltiple”, que consisten en estimadores de regresion lineal con varias variables
auxiliares, que pueden ser 1, 2, 3, ..., k, donde, por supuesto, con una variable auxiliar es el
estimador de regresion lineal conocido, que para diferenciarlo, en este trabajo se denominara

“Estimador de Regresion Lineal Simple”.

Este trabajo es de caracter tedrico y como tal se centra en la formulacion teérica del Estimador de
Regresién Lineal Multiple, asi se van planteando, definiendo y desarrollando analiticamente uno a
uno los diferentes casos, con 1, 2, 3y k variables auxiliares, en el muestreo aleatorio simple y en el
muestreo estratificado, tanto el estimador propiamente, como sus varianzas, Sesgos Yy errores

cuadraticos medios, asi como los estimadores de éstos.

En cada caso se va probando como todos los estimadores conocidos se pueden expresar COMo €asos
particulares del estimador de regresién lineal multiple, asi es el caso del estimador directo, de razén,
de regresion lineal simple, de razn-regresion y de regresion-razon, ademas, se observa en la mayoria

de los casos trabajados, que al afiadir una nueva variable auxiliar, mejora la precision del estimador.

El desarrollo se hace a partir de la distribucién muestral, se plantean los estimadores, luego se
desarrollan las esperanzas, sesgos, varianzas y los errores cuadraticos medios. Luego se van

trabajando hasta llegar a expresiones finales manejables.

Es importante recalcar que el procedimiento que se aplicaré en el desarrollo de los estimadores ya fue
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utilizado en Martin-Caro (2006 y 2010) para el desarrollo de los estimadores indirectos sencillos y

estimadores indirectos compuestos respectivamente, probando su validez.

Por altimo se hacen unas pruebas practicas, con una data artificial pequefa, donde se puede trabajar
a partir de la distribucion muestral y luego con una data real grande, correspondiente al XIII Censo
de Poblacion y Vivienda de Venezuela, llevado a cabo en 2001.

Si bien desde hace mucho tiempo se ha trabajado los modelos de regresion lineal mualtiple en métodos
multivariantes, incluso como modelos de prondstico, el uso de estimadores de regresion lineal en
muestreo ha estado supeditado al caso de una variable, y aunque algunos autores han desarrollado
diferentes planteamientos, no se ha encontrado desarrollos similares. Asi, el Instituto Vasco de
Estadistica (Espafia, EUSTAT., 2009) plantea un estimador de regresién generalizado, utilizando
modelos de regresion como un medio para conseguir estimadores consistentes, en muestreo

estratificado, resultando el estimador del total en el estrato h,

Nh

~ Nh
Yine = thj +Q W, (th - 9hj)
j=1 j=1

donde Yy, son valores predichos por un modelo dado en el estrato h'y Wi es el peso del estrato,

N

Wh=Wh .

Este tipo de estimadores ha sido propuesto fundamentalmente por Sarndal, Swensson y Wrettman
(1989).

El mismo Instituto (Espafia, EUSTAT., 2009) plantea un estimador compuesto, que resulta una
combinacion lineal de dos estimadores, uno directo (Y,,) y otro indirecto (Y,,), también en

muestreo estratificado, de la forma,

YAh.c = %YAh.D +(1-4, )YAh.I
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donde ¢, es el peso de estimador directo en el estratoh y 0< ¢, <1.

Pfefferman (2002) propone algo similar,

YAh.c = ¢YAh.D + (1_ ¢)YAh.SYN

= X, 22 esun estimador de razén combinado.

Cabe destacar que la notacion es diferente y ha sido adaptada a la utilizada en el presente trabajo.

Estos estimadores son combinaciones lineales de un estimador directo y uno indirecto, pero s6lo

incluyen una variable auxiliar.

Alex Costa Saenz de San Pedro (Institut d'Estadistica de Catalunya), Albert Satorra (Universitat
Pompeu Fabra) y Eva Ventura (Universitat Pompeu Fabra), también utilizan este enfoque de
combinacion lineal entre un estimador directo y otro indirecto, en diferentes trabajos (2002, 2003,
2004 y 2008), pero en ningun caso aplican un estimador de regresion mdltiple.
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1.- ESTIMADORES DE REGRESION LINEAL SIMPLE EN MUESTREO ALEATORIO
SIMPLE

En Martin-Caro (2006), se tiene el desarrollo de los estimadores indirectos con una variable auxiliar, a
partir de la distribucion muestral, y como uno de los casos, se tiene el estimador de regresion lineal.
En Martin-Caro (2010) a éstos estimadores se les denominé “estimadores indirectos sencillos”, ya que
en esa oportunidad se desarrollaron los “estimadores indirectos compuestos”. La metodologia que se
siguié en ambos trabajos es la misma que se seguira en el desarrollo de los Estimadores de Regresion

Lineal Multiple, que se presenta en el actual trabajo. Igualmente, se utilizara la misma notacién base.

A lo largo del trabajo, se presentaran y desarrollaran los estimadores de regresion lineal con méas de
una variable auxiliar, primero con 2, luego con 3 y posteriormente con k variables auxiliares, que se
denominaran “estimadores de regresion lineal multiple”, al estimador de regresion lineal con una

variable auxiliar se le denominara “estimador de regresion lineal simple”.

A todos los efectos de desarrollos posteriores, se supondran universos de tamafio N, y se trabajaran
cuatro variables, “y”, “X”, “z”, “t”. Asi, las observaciones poblacionales seran y1, Y, ... , YN ; X1, X2, ...
XN Z1, 22, -, 2N 11, B, .., tn respectivamente. Para el desarrollo tedrico, se supondréa que de dicho
universo se extraera una muestra, que en algunos casos sera aleatoria simple y en otros estratificada,
los cuales seran indicados en su oportunidad. Cuando el universo se arregle en estratos, los tamafios de
cada uno seran N1, Na, ..., Ni, donde L es el total de estratos y las observaciones se definiran por yi,

Xni, Zni, thi , para indicar el valor de y, x, z 0 t en el elemento i-ésimo del estrato h.

Tal como se comentd, en Martin-Caro (2006), se hace un desarrollo minucioso de los estimadores de
regresion lineal (llamados aqui “estimadores de regresion lineal simple”), tanto para el muestreo
aleatorio simple como estratificado, de manera que en este trabajo no se har4 mayor énfasis en su
desarrollo, sino en mostrarlos, a fin de no perder foco en el planteamiento central, que es el desarrollo

de los estimadores de regresion lineal maltiple.
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La notacion es la siguiente,

N

Dy,

Y = % = promedio poblacional de la variable y

X.

X=T
N

N
= = promedio poblacional de la variable x

N

S

Z= I;\l = promedio poblacional de la variable z

n

zyi

¥ =-=— = promedio muestral de la variable y
n

X = -2 = promedio muestral de la variable x
n

NI
Il

=L = promedio muestral de la variable z
n

1.1.- Estimadores, Esperanzas y Errores Cuadraticos Medios

Los estimadores de regresion lineal simple se definen como

A

V. =y+b(X=%) . Y, =NY, =Y +b(X - X)

Yy SUS esperanzas, sesgos, varianzas y errores cuadraticos medios son, para el estimador del promedio,



Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple 7

E(Y, )=Y ~COV (b,%)

B(Y, )=COV (b,X)

V(Y,) =V (9)+EDR?)~(E®R) P+ X 2E(b2)-X2(E(b) F+2XE (by)—2E (b%y)—
—2XE(b?X)+2YE (bX)—2XYE (b)+2 XE(b) E (bX)

ECM (\?,,) =V (Y)+E (b°X?)+X 2E (b?)+2 XE(by)—2E (bXy)—2 XE (b*X)+2Y E (bX)—2 XYE (b)

para el estimador del total,
E(Y,)=Y —COV (b, X)
B(Y, ) =COV (b, X)
V(%) =V(V)+E®2R2)—(EOX)f+X2ED?)-X(E(b) P +2XE(bY )—2E(DRY)-
—2XE(b2X)+2YE (bX)—2XYE (b)+2XE(b)E(bX)

ECM(Y,, ) =V (Y)+E(b*X 2)+X ’E(b?)+2XE (bY )—2E (bXY )—2XE (b? X )+2YE (bX )—2 XYE (b)

De manera que Y,y Y, son estimadores sesgados. Pero si b es constante, entonces,

COV (b,X)=COV (b,X)=0, entonces ?,r y Y,, son estimadores insesgados y sus errores cuadréticos

medios son,

ECM(Y,)=V (Y,.) =V (¥)+b*V (X)—2bCOV/(X, )

donde, V(y)=%s2 , V(i)zwsf , covm:%s

y n Xy

entonces,
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Ecmoﬁr)=('\'N—_n”)[s§+bzsf—2bsxy] , ECM(\?,J:M[sgmzsf—zbsxy]
ECM(Y,) = (NN_nn) [si +b?s? —2bsxy] . ECM(Y,) =—N(Nn_n) [si +b?s? —2bsxy]

1.2.- Casos Especiales

Se tienen unos casos especiales, de acuerdo al valor de b, que se describen a continuacion.

1.2.1.- Estimador Directo

Cuando b=0, el estimador de regresion se transforma en el estimador directo, que es un estimador

insesgado.

B(Yilr)z0

(N_n)82
Nn ~

(N —n)sz
Nn 7

ECM(Y,) =V (Y,) =

ECM (Y,) =V (%) =
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1.2.2.- Estimador por Diferencia

Si b=1, se denomina el estimador por diferencia, ya que se corrige el promedio muestral sélo por la

diferencia entre los promedios poblacional y muestral de la variable auxiliar; esto es,

A

Yir =y +(X-X)

1.2.3.- Estimador de Razdén

Si b==, entonces b no es constante y el estimador de regresion lineal toma la forma del estimador

x| <

de razoén,

Y, =7+b(X %) =+ L (X-%) =g+ L X -y =L X =¥,
X X X

|
=<

2 -~ _ - 82 S
E(Y,)=E(Yz) =Y {1"'%[){2 ——”’H

2
2 2 _,(1-f)SF sz S 1-f\[s2 S
VY=V o7 [ F) 2, S 550 _j S _Sw
(R) (R) [ n j X2 XY ( n XZ XY
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~ A~ . (1-f)[S? sz _S _
ECM (Y, ) = ECM (Y,) ~ Y 2 (ﬁj{_u S —2—W]=(u] (s2+R?S2 -2Rs, |

ECM(Y,)=ECM (V) = [ﬂj (52 +R?s2 — 2Rs,, )
n

1.2.4.- Estimador de Varianza Minima para b constante

Uno de los casos mas importantes es el estimador de varianza minima para b constante, donde se

determina el valor de b que minimiza el ECM del estimador. Para ello se derivada ECM(Y, ), se

iguala a cero y se despeja b. Luego se toma la segunda derivada para determinar si en ese punto hay

un maximo o un minimo. A dicho valor de b se denomina bo y su desarrollo es el siguiente,

(N

-N
= ) [s2 +b252 - 2,5, |

oM (7)=v ) - 8 sz sz —ans, |-

Derivando respecto de by,

N(Y,) N
o,

N_n” [2b,52 — 25, =0

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,
a) n=N a) n=N
0 0
b) 2b,S;-2S,, =0 b) bSZ-S,=0
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no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del
estimador es igual a cero, porque se tiene el valor poblacional. Tomando el caso (b) y despejando b, ,

b =i donde S2 >0
0 Sz ! X

X

Para verificar que haya un minimo, se halla la segunda derivada y se verifica que sea mayor que cero
en bo. La segunda derivada es,

N(Y,) .N-n
ag") =2 N S2>0 'y sera estrictamente > O si S2>0, que se cumple si x no es una
0

constante.

S A
es decir, sin<N y S? >0 (x no es una constante), cuando b =b, =—>- se minimiza V(Y,,) .

X

B SXy —_
entonces, Y, = y+?(x —X)

2
0 (N-n) 2 (Sw ez ofSw (N-n) Sz _S:
ECM (") =~ sy{s—z sx—zs—zsxy = Nn s§+SX2y 2S—x2y
X X
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Para comparar la precision del estimador de regresion lineal simple con la del directo, se deben

comparar sus errores cuadraticos medios, que son,

1-f

ECM (Y, ) :(T] (2 +b2s2 —2bs,, )

1-f

entonces, el estimador de regresion lineal simple sera méas preciso que el estimador directo si

ECM (Y, ) <ECM(Y)

es decir,

1-f
n

j(85 +b?S? —2bSXy)<(

1-f) .,
n JSV

y esto se cumple si b2S? — 2bS,, <0, que si se iguala a cero es una ecuacién de segundo grado,

cuyas raicesson b=0y b=2

Si

b<0
b=0
S
O<b<2—X2y

X

S
b=2—2
S

2
S
Xy
b>2—2
X

pero si b>0, entonces

2
X

entonces
entonces

entonces

entonces

entonces

Xy

. Entonces,

ECM (Y) < ECM (Y,,)
ECM (Y) = ECM (Y,,)

ECM (Y)> ECM(Y,,)
ECM (Y) = ECM(Y,,)

ECM (Y) < ECM(Y,,)
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S 2 2

b>2 szy entonces ECM (Y)<ECM(Y,)
SX el el

Si 1b=2 szy entonces ECM(Y)=ECM(Y,)
s N N

b<2—= entonces ECM(Y)>ECM(Y,)

o de otra forma,

S 2 -~

p<1b . entonces ECM(Y)<ECM(Y,)
2°S,

S 2 A

Si p=£b < entonces ECM (Y)=ECM(Y,)
2 :y

p>%bsx entonces ECM (Y)>ECM(Y,)

Sy . :
5z es decir, que siempre
X

para el caso de b constante que minimiza el error cuadratico medio, b, =

S S -
by, < ZS—XZV, incluso, bo esta en justo en el medio del intervalo (0 , ZS—XZYJ y en consecuencia Y, con

X X

A

bo siempre sera mas preciso que Y, y seran iguales s6lo cuando p, =0, ya que

1. S 1S, S 1
=—ph, X == "X _= 5 yesto sélo se cumple cuando p=0.
P=2%s, "2s2s, 27 P P

(Martin-Caro, 2010, pp. 164, 165)
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1.4.- Comparacion con el Estimador de Razon

Igual que en el apartado anterior, se compararan los errores cuadraticos medios de los estimadores de
regresion lineal simple y de razén, que son,

ECM(Y,) :(%] (2 +b2s2 —2bs,, )

ECM (%) z(%) (s2+R?SZ-2Rs, )

entonces, el estimador de regresion lineal simple sera méas preciso que el estimador de razon si
ECM(Y, ) <ECM(YR)

es decir,

(%) (s2+b%s? - 2bsw)<[$) (s2+R?s? -2Rs,)

2 22 2 202

S, +b°S; —2bS,, <S; + RS} —2RS,,
202 202

b?S? - 2bS,, <RS2 - 2RS,,

esto es

b?$2 - 2bS,, - (R?S2 ~2RS  )<0

gue si se iguala a cero es una ecuacién de segundo grado, y aplicando la férmula general para hallar
sus raices, se tiene que,

L2, +/(-25,,)7 +4S2(R*S2 ~2RS, ) 2, +J(2Rs? 25, f

252 257 52
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i S
y las dos raicesson b, =R , b, =—>—R. De manera que,

X

b<min {b,,b, } entonces ECM (V,,) > ECM (Y, )
b=min{b,,b, } entonces ECM (Y,,) = ECM (V)
Si <minfo,,b,}<b<max{p,,b,}  entonces ECM(Y,)<ECM (V)
b=max{b,,b,} entonces ECM (Y,,) = ECM (V)
b > max{b,,b, } entonces ECM (Y, ) > ECM ()

S
Cuando b=Db, =S—X2y, gue es el valor de b que minimiza el Error Cuadratico Medio, siempre

X

ECM (Y, ) < ECM(Y,), incluso by esté junto en la mitad del intervalo (min {b,, b, }, max{p,, b, }), ya

que si bi<by, la amplitud del intervalo es

y el punto medio del intervalo es

S S S
R+32—X2y— =R+ —Xg— =—X2y-
2| s2 s? S?2

Y si bi>by, la amplitud del intervalo es

25 S
R-|—--R|=2 R-—
SX SX

y el punto medio del intervalo es

2S S 2S S S
SIS S ) | P - O =S T B 2

S? 2 S? S? sz ) s?

S
La igualdad se da cuando R =h, =—>-, es decir, cuando p,, = eV
S, CV(y)

(Martin-Caro, 2006, p. 165)
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2.- ESTIMADORES DE REGRESION LINEAL CON DOS VARIABLES AUXILIARES EN
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

En este caso se tienen dos variables auxiliares, que se denotardn por “X” y “z”. La estructura del

estimador del promedio de “y” viene dada por la expresion,
Y, =7 +by (X %) +b, (Z ~2)

Que se desarrollara a continuacion.

2.1.- Estimadores

Sea un universo de N elementos, y sean Y;,Y, Yy : XX Xy 3 Z,Z, Zy las observaciones de

las variables y , x, z sobre cada uno de ellos.

Se puede expresar a la variable “y” como una funcion lineal de “x”y de “z”, resultando un plano, de
la siguiente manera,

y, =a+bx +b,z +e 1)

donde “a” es el punto de corte del plano en el eje de la variable “y”, “b1”, “b,” las pendientes del
planoy “ei” es el desvio que tiene “y;” respecto del plano, ademas,

geR Yy ieizo
i=1

Sea yi=a+bx +b,z )
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N N
un estimador de yi , y se cumple que Zyi =Zy'i
i=1 i=1
ya que,
N N N N N N N N N
i= i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Si se aplica a (1) sumatoria hasta N y luego se divide entre N, se tiene,
N N N N N N _ . _
Y=Yy =Na+b Y x +b, > z;+ ) &, =Na+b, Y ', +b, > 7, y  Y=a+bh X+b,Z ©)
i= i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

si se toma una muestra de tamafio n, n<N, y se le aplica a (1) las mismas operaciones anteriores, pero
hasta n, se tiene que,

Zn:yi :naerlZn:xi erzznzzi +Zn:ei y y=a+b,X+b,Z+€ (4)
i= i=1 i=1 i-1

donde & es el promedio muestral de los desvios y ademas es diferente de cero. Restando (4) de (3),

sisehace ¢, =—e, ,entonces Y =¥+ (X —X)+b,(Z —-2) +¢&' (5)

El valor de “a” se puede obtener igualando (5) a (3), a=y—-bXx-b,z+¢e'



Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple 18

@
I
o

Si los datos se comportan como un plano, entonces e=e"

de lo que puede decirse que un estimador del promedio poblacional es,
Yie =Y+ (X %) +b,(Z - 2) (6)
y serd bueno en la medida que e; converja a cero, es decir, cuando y;i se aproxime al plano a+bix+b.z.

El estimador mostrado en (6) es el “estimador de regresion lineal del promedio poblacional” y el
estimador del total viene dado por la expresion,

A
A Z

Y, =NY,

Ir

=Y +b,(X = X)+b,(Z-2) 7)

2.2.- Esperanza de los Estimadores

Véase la esperanza del estimador de regresion lineal del promedio,

E(Y,) =E[y+b,(X-%)+b,(Z-2)|=E(y)+ X E(b,)~E(b,X)+ZE (b,)~E(b,2)
=E(y)+E(X)E(b,)-E(b,X)+E(Z)E(b,)—E(b,Z)

=E(Y)-[E(b,X)-E(X)E(b,)]-[E(b,2)~E(Z) E(b,)]=Y ~COV (b,,X)-COV (b, ) 8)

por lo tanto, no es un estimador insesgado, y su sesgo es

B(Y,.)=Y —E(Y,,)=Y —Y +COV (b,,X)+COV (b,,z)=COV (b, ,X)+COV (b, ) )

Al no ser un estimador insesgado, el error cuadratico medio es,

ECM (Y, )=V oﬁr)+(soﬁ,))2
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2.3.- Error Cuadratico Medio de los Estimadores

como ya se demostro, B(\?Ir )=COV (b,,X)+COV (b, ,z)=E(b,X) - XE(b, ) +E(b,2) - ZE(b,)

entonces,
(8071 ) =(EGR) + X2 (B0 +(EG2) +Z2(Ew,) -

—2X E(b,) E(b,X)+2E(b,X)E(b,2)-2E(b,X)Z E(b,)—

—2X E(b)E(b,Z) + 2X Z E(b)E(b,) — 2Z E(b,) E(b,2) (10)

Se procederd a hallar la varianza del estimador del promedio.
2 2 ~ 72 2, A T2
V(er) :EI:YIr_E(YIr)il :E(er )_|:E(er):|

—E()- -[EG0-E®ED)HE®R,)-E@E®,)]]
—E(Y,2)-[ —E(b,X)+E(X) E(b,)—E(b,2)+E(Z) E(b,) [
=E(2)- V2 +(E(00)* + X2 (Eby)f +{E,2)) +Z2(E(,))* -
—2YE(b,X)+2XY E(b,)-2YE(b,2)+2YZ E(b,)—-
—2XE(b,X)E(b,)+2E (b,X)E(b,2)—2Z E(b,X)E(b,) -

—2X E(b,)E(b,Z)+2XZE(b,)E(b,)-

—~27E(b,7)E(b,) ] (11)



Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

=E(V,2)-Y 2—(E(b,%))’ - X 2(E(b,))’ —(E(b,2))* ~Z 2(E(b,))* +
+2YE(b,X)—2YXE(b,)+2YE (b,2)-2YZE (b, ) +
+2EX (0, X)E (b,) -2E(b,X)E (b,2) +2Z E(b,X)E(b,)+

+2XE (b,)E (b,Z) — 2XZE (b,)E(b,) + 2ZE (b,Z)E(b,)

desarrollando E(Y,?), se tiene,
E(Y,2) :E[(y+|ol(>?—>-<)+b2 Z-2)f J :E[(y+ Xb, ~b,X+Zb, —bZZ)ZJ
=E[)72 +X b2 +bfX? +Z %07 +b5 7% +
+2Xb, §—20, Xy +2Zb,y—2b,yz -
—2Xb?X+2XZbb, —2Xb,b,z—
—2Z,b, X +2b,b, X7 ~

—27b27|

—E(y? - E(X2b2 1+ E(02x? |+ E(Z %02 )} E(b222 )+
+2XE(b, ) 2E (b, Xy) +2ZE(b,¥)-2E(b, ¥Z)-
—2XE(bZX)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,7)—
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b,X7)—

—2ZE(b37)

que al sustituir en (11), se tiene que,

20
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_E(y? W E(X %7 W Elbx I EZ 702 JrE0227 )+
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b, V) - 2E (b, y7) -
—2XE (b X)+2XZE(b,b,) -2 XE(b,b,7) -
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b, X2) -
—27ZE(b%7)

V2 +E@R) + X2 EG)) +E®,2) +Z2(E®,)) -
—2YE(b,X)+2XY E(b,)-2YE(b,2)+2YZ E(b,)-
—2XE (b, X)E(b,)+2E (b, X)E(b,2)—2Z E(b,X)E(b,) -
—2X E(b,)E(b,Z)+2XZE(b,)E(b,)-

~27E(b,2)E(b,)]

~[E(y? )2 |+ (X 202 }+ Eo2%2 I+ E(Z 22 )+ Eb222 )+
+2XE (b, ¥) - 2E (b, Xy)+2ZE (b, ¥) - 2E (b, y7) -
—2XE (b X)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,7) -
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b,X7)—
—2ZE(b37)

~(E@x)) -X? (E@)) ~(E(b,2))" ~Z*(E(b,))" +
+2YE(b,X)-2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b, )+
+2XE (b,X)E(b,)—2E(b,X)E (b,2)+2Z E(b,X)E(b, )+
+2X E(b,)E(b,2)-2XZE(b,)E(b,)+

+2ZE(b,2) E(b,)

21
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entonces el Error Cuadratico Medio es la suma de (10) y (12), es decir,
~ ~ 2 \2
ECM (Y,) =~V (%) (B )

ECM (Y, ) =[E(y? -V 2 |+ E(X 2b2 )+ E(02x? }+ E(Z 202 }+ E(0222 }+
+2XE (b, y)—2E(b, Xy) +2ZE (b, y)-2E(b, y7) -
—2XE(b2X)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,2)—
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b,X7)—

—2ZE(b37)

~(E@x)) -X* (E@)) ~(E(b,2))" ~Z*(E(b,))" +
+2YE(b,X)-2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+
+2XE(b,X)E(b,)—2E (b, X)E(b,2)+2Z E(b,X)E (b, )+
+2X E(b,)E(b,2)—2XZE(b,) E(b, )+
+2ZE(b,Z)E(b,)

+HE®X))’ +X2(E(y))* +(E(0,2)) +Z*(Eb,))" -
—2X E(b,) E(b,X)+2E(b,X)E(b,2)-2E(b,X)Z E(b,)—

—2X E(b,)E(b,2)+2X Z E(b,)E(b,)-2Z E(b,)E(b,2)

vV (y)+E(X 2b2 1+ E(b2x2 I E(Z b2 I E(b22% 1+
+2XE(b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b, ¥)—2E (b, yZ)—
—2XE (b X)+2XZE(b,b,) -2 XE(b,b,7) -
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b,X2) -

—27ZE(b%7)

+2YE(b,X)-2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)
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V() +E(X 202 }+ Eo2%2 JE(Z b2 )+ E(02 22 }+
+2XE (b, y)—2E (b, Xy) +2ZE (b, y)-2E(b, yZ) -
—2XE (b2 X)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,2)—
—2ZE(b,b,X)+2E(b,b, X2) -

—2ZE(b%7)

+2YE(b,X) - 2XY E(b) + 2YE(b,2) - 2YZ E(b,) (13)

En el caso del estimador del total se tiene que, como se habia mostrado en (7),

A

Y, =NY,, =Y +b,(X —=X) +b,(Z - 2) (14)
Su respectiva esperanza, varianza, sesgo y Error Cuadratico Medio son:

E(Y,) =EY+b,(X—X)+b,(Z-2)| =E(Y)+X E(b,)—E(b,X)+ZE(b,)~E(b,2)
=E(Y)+E(X)E(b,)-E(b,X)+E(Z)E(b,)-E(b,2)

—E(Y)—|E(6,X)-E(X) E(oy) |- [E(b,2)-E(2) E(b,) Y ~COV (b, X)-COV (b, 2)  (15)

V(Y,) =EN?}E(X%2 02X (2762 J+ E(6222 )+
+2XE(b,Y)~2E(b, XY ) +2ZE (b,Y) —2E(b,YZ ) —
—2XE(b? X )+2XZE (b,b,)—2XE (b,b,Z)—
—27E(b,b, X)+2E(b,b, XZ)—

—27E(b27)

| v2EE0f +x* €P HEG.2F +23(E0,)7 -
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—2YE(b,X)+2XY E(b,)—2YE(b,Z)+2YZ E(b,)—
—2XE (b, X)E(b,)+2E(b, X )E(b,Z)—2Z E(b,X)E(b,)—
—2X E(b,)E(b,Z)+2XZE(b,)E(b,)—

—27E(b,2) E(b,) | (16)
B(Y,)=Y —E(Y,)=Y —Y +COV (b, X) +COV (b,,Z) =COV (b, X) + COV (b,,Z) (17)

ECM (Y,) =V (7)+E(X 202 + E(b?x2 + E(Z b2 J+Elb22° }+

+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b, y)—2E (b, yZ)—

—2XE(bX)+2XZE (b,b,)—2XE(b,b,7) -

—2ZE(b,b,X)+2E(b,b, X2) -

—2ZE(b37)

+ 2YE(b,X) — 2XY E(b) + 2YE(b,2) - 2YZ E(b,) (18)
Como se comento en el capitulo 1 y en Martin-Caro (2006), en el estimador de regresion lineal con
una variable auxiliar, en la mayoria de los casos b es una constante, considerando esta situacion y

adaptandola al estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares, es decir, si bi1 y b, son

constantes, se tiene que entonces, el sesgo es cero,

B(\?,,) = E(b,X) - XE(b) + E(b,Z) — ZE(b,) =b,E(X) —b, X +b,E(Z) -b,Z =b, X —b X +b,Z —0b,Z =0

En consecuencia, ?n es un estimador insesgado de Y , por lo tanto ECM (\ﬁr):v (\ﬁr)

V(%) =V(y)+bZE(X2}+b2E(R? JbZE(Z2 +b2E(z2 J+

+2b, XE (¥)—2b, E(Xy) +2b, ZE (¥) 20, E(yz) -



V(Y,)

Es decir,

EMC(Y,,) =V(Y,) =V (¥)+b2V (X)+b2V () —2b,COV (X,y)—2b,COV (V,2)+2b,b,COV (X,Z)

—2bZ XE(X)+2b,b, XZ —20,b, XE(2)—
—2b,b, ZE(X)+20,b, E(XZ)—

—2b2ZE(2Z)

—(b,E(X))’ —bZX 2 ~(b,E(2))* —hZZ * +
+2b,YE(X)—2b, XY +2b,YE(Z)~20,YZ +
+2b2 XE(X)—2b,b, E(X)E(Z)+2b,b,Z E(X)+
+2b,b, X E(2)—2b,b, XZ +

+2b2ZE(2)

V() +h2 X 2 +b2E(x2 }+b2Z 2 +h2E(z2 I+
+2b, XY —2b, E(xy)+2b,ZY —2b,E(yz)-
~2b7 X% +2b,b, XZ —2b,b, XZ —

~2b,b, XZ +2b;b, E(XZ) -

—2b2Z2

—bEX?bIX?-0IZ?*-02Z?+

+2b, XY —20, XY +2b,YZ —2b,YZ +

+2b7 X —2b,b, XZ +2b,b, XZ +
+2b,b, XZ —2b,b, XZ +

+2027

Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple
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como se sabe, en muestreo aleatorio simple, que es caso trabajado,

N-n_,

—« N-n_, = - N-n_,
V(iy)=—-5S;, , V(X)=——-S; V(Z)=——S,;
) N o (X) Nn y V() Nn

y como se demostrd en Martin-Caro (2006, pp. 104, 105)

COV (x,y) =[E(xy)- XV ]=%sxy

donde, Sy = !

N-1 N-1

Anélogamente, COV/(y,z) =[E(yz)-YZ ]=¥syz coV (x,2) =[E(x2)-XZ ]=¥sxz
n n
N N N N
Z(yi—\?Xzi—Z_) vz, -z Z(Xi—)?Xzi—Z_) D %z, -XZ
donde, Syz — i=1 — i=1 y o= i=1 — i=1
N -1 N -1 N-1 N-1
Entonces, se puede escribir
Sy vy N=Nleo 1202 | p2e2 _
EMC(Y, ) =V (Y,) == =[5 +bS] +bJS - 2bS,, - 20,5, + 20p;S,,
n
Y para el total,
2N\ _2(N—n)2 202  h2c2
EMC(Y, ) =V(Y,) =N =[S ] +bST +b3S7 ~20;S,, ~2b;,, +20,b,S . (19)
n
N(N —n
:(—)[sj #0282 +b287 25, — 20,8, + 20,5, | (20)

n

En el préximo apartado se desarrollan algunos casos especiales, y en cada uno de ellos se mostraran

los errores cuadraticos medios y sus estimadores.
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2.4.- Casos Especiales de Estimador de Regresion Lineal con 2 variables auxiliares

A continuacion se presentan algunos casos particulares del estimador de regresion lineal con dos

variables auxiliares, en funcion de los valores de b: y b..

2.4.1.- Estimador de Regresion Lineal Simple
Este caso se presenta cuando b,=0, de esta forma sélo se tiene una variable auxiliar. Esto es, para el
estimador del promedio, con b; y b, constantes,

\ﬁr =y+b (X -X)+b,(Z -2)=y+b (X —X)+0(Z —2) =y +b, (X —X)

gue tiene la misma estructura que el estimador de regresion lineal simple.

La esperanza es,
E(Y,) =Y —COV(b,,X)-COV (b,,)
Pero como h,=0,
E(Y,) =Y —COV(b,,X)—~COV(0,7) =Y — COV (b, X)

y si by es constante COV (b,,Xx)=0, entonces,

E(Y,) =Y

Luego, es un estimador insesgado y su error cuadratico medio es,
EMC(Y, ) =V(\ﬁr) =V (y)+b2V (X)+b2V (2)—20b,COV (X,¥)—-2b,COV (¥,2)+2b,b,COV (X,2)

=V(¥) +b/V(X) - 2b,COV (X, V)
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—~ N-n
donde, V(y)= N y

- s2 V(x)=—s2 . COV(x.y) =|E(xy)- xv]——s

567 boxF kX))
Y, S§='=1— , Sf=l— , Sxy: i=1
N -1 N -1 N_1

N
=1

n

de manera que, EMC(Y,,) =V(Y,) = NN_ [Sj +b,S2 - 2blsxy]
n

y su estimador, EMC(Y, ) =V (Y, ) = N-n [55 +bys? - 2blsxy]
n

Para el caso del total se tiene que,

Y, =NY,, =Ny +b,N (X —%)=Y +b, (X - X)
EY,)=E(Y)-[Eb,X)-ECOE®) Y b [EC)-E(X) Y
ECM(Y,)=V(Y,) :W[sgbfsf_zblsxy]:W[sgmfsf—zqsxy]

N(N

ECM(Y, ) =V (Y, ) )[s +b2s zﬁlsxy]

28

De esta manera se demuestra que el estimador de regresion lineal simple es un caso particular del

estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares, cuando b,=0, incluyendo todos sus casos

especiales, que son,

Estimador Directo: b1=b,=0
Estimador de Razon: b, :% b,=0
Estimador por Diferencia: bi=1 , b,=0

S
Estimador de Varianza minima para b: y b, constantes: b, = 2 =0
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2.4.2.- Estimador por Diferencias

Este es el caso cuando bi=h,=1, entonces se corrige el promedio muestral sélo por la diferencia entre
los promedios poblacional y muestral de las variables auxiliares; esto es,

Y, =y+(X-X)+(Z-2)
al sustituir b1=b,=1 en (8), se tiene,

E(Y,) =E)-[EQ)-EQEQ-E@)-E@ED]=E7)=Y

por lo tanto, es un estimador insesgado. Haciendo lo propio en (13),
EMC(Y, ) =V (Y,,) =V (7)+ X 2 +E(x? }+ Z2 +E(2?) +2XY —2E(xy) +2ZY —2E(72) -

—2X242XZ -2XZ —2XZ +2E(XZ) —2Z 2 +2XY -2XY +2YZ -2YZ

2V (7)-X2+E(X2 |- 2%+ E(2? }+ 2XY —2E(xy)+ 2ZY —2E(y2)+

+2XZ —2XZ -2XZ +2E(X2)

=V (y)+V (X)X 2 +V (2)—2COV (X,y)—2COV (y,2)+2COV (XZ)

N-N[e2 o2 a2
:W[sy +82+82-25, -2, +2S, |

Para el caso del total se tiene que,

Y, =Ny+N(X-X)+NEZ-2)=Y +(X = X)+(Z-2)

E(Y,)=Y +[EC)-EX) +E@)-E@) =Y
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por lo tanto, también es un estimador insesgado.

NZ(N-n
ECM(Y,.)=V(Y,) =%[s§+sf+sf—2sxy—2sﬂ +2sxz]

N(N-N)[e2, a2, o2
s} +5i+57-25,-25,,+25,

y su estimador,

ECM(Y,,) =V () =M[s§ +55+52 =25, 25, +2$XZ]

2.4.3.- Estimador de Razén-Regresién

Los estimadores del tipo Razdn-Regresion se presentan en Martin-Caro (2010) y consisten en aplicar

el estimador de regresion a estimadores de razon, esto es,

A A A

Yo =Yetb(Z-Z3) i Ye=Ye+b(Z-Zy)
y en Martin-Caro (2010, p. 154) se demuestra que es un estimador de regresion lineal con 2 variables

auxiliares, que para el estimador del promedio es,

Yo, =Y tD(Z~Z) =Yy tbZ —bZy =2 X +bZ b

x| <
x|

Pero, tal como se demostro en Martin-Caro (2010, p. 153), los estimadores de razon son estimadores

de regresion lineal, de manera que \7R y Z_R pueden escribirse como
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Ve =+b,(X-%)+b(Z ~(7+b, (X X))

=§+by (X —X)+hZ ~b(z+b, (X X))

y+b, X b, X+bZ —bz —bb, X +bb,X

y+(b, —bb, ) (X —X)+b(Z -Z)

Que es un estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares. Los coeficientes se pueden

renombrar como,

c,=b,—bb, , c,=b

de forma que ?R, =§+¢,(X =X)+¢,(Z-7)

= V{Z—sz()z ~X)+h(Z-2)
X X

Su Error Cuadratico Medio es,

ECM (Y, ) =V (PHE(Xc? JE(ci J-E(Z%c2 JE(ciz?
+2XE(c,y)-2E(c,Xy)+2ZE(c,y)-2E(c,yz)-
—2XE(C7X)+2XZE(cc,)-2XE(CC,Z)-
—2ZE(c,C,X)+2E(C,C,X7)—

—27E(c%2)

+2YE(c,X)-2XY E(c,)+2YE(c,2)-2YZ E(c,)

sustituyendo ¢, =b-bb, , c,=b

ECM (Y, ) =V (7)+E(X2 (b, —bb, )2} E((b—bl,)2%2 H E(Z %02 - (022 }r

+2 XE((b,—bb,) ¥)-2E (b, —bb, ) X¥)+2ZE (by)—-2E (byz) -
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—2XE (bbb, ) X)+2 XZE ((b,~bb, )b) -2 XE ((b,~bb,)bz)—
—2ZE((b,—bb, )bX)+2E ((b,—bb, )oxz)-
—2ZE(b?*7)

+2YE((b,—bb,)X)-2XY E(b,—bb,)+2YE(bz)-2YZ E(b)

Si b es constante y aplicando la aproximacion de series de Taylor ya desarrolladas en Martin-Caro

Y

VA
(2010), donde bﬁi y bfi , utilizando en el ECM los valores poblaciones y no los

muestrales, entonces,

ECM (Y, ) =V () + (b, —bb,)2E(X? )+ (b, —bb,)? E(x? )+ b2E(Z? )+ b?E(z? )+
+2(b,~bb,) XE(¥)—-2(b,—bb,) E(Xy)+2bZE (y)—2bE(yz)—
~2(by—bby,)* XE(X)+2((by —bb,)b) XZ ~2((b, ~bb, )b) XE(Z)-
~2((b,~bb,)b)ZE (X)+2((b,~bb, )b) E(%2) -

—2b?ZE(2)

+2(b,—bb,)YE(X)-2(b,—bb,) XY +2bYE (Z)-2bYZ

ECM (Y,,) =V/(¥) + (b, —bb,)? X2 + (b, —bb,)?E(x? )+ b?Z? + b2E(z? )+
+2(b,—bb,) XY —2(b,—bb, ) E(Xy)+2bZY —2bE(yZ)-
~2(by~bb,)* X *+2((b,~bb,)b) XZ ~2((b, ~bb,)b) XZ ~
~2((b,~bb,)b) XZ +2((b, ~bb, )b) E (Xz)-

—2b%Z7

+2(b,—bb,) XY —2(b,—bb,) XY +2bYZ —2bYZ
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ECM (Y, ) =V (9) + (b —bb,) 2V (X) + bV (2) -
—2(b,—bb,)COV (X,¥)—2bCOV (¥,2)+

+2((b,—bb,)b)COV (X2)

ECM(Y,,) ~ % [S2 + (b, —bb,)?S2 + 252 — 2(5, —bb,)S,, — 2bS, + 2b(b; —bb,)S,, |

ycomo ¢, =b,-bb, , c,=b , entonces,

ECM(Y,,) =

N-—Nl.2 | 202, 202
- [s2+ 282 + 282 ~ 265, - 26,5, +26,G,S,, |

Que es el ECM del estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares. Y su estimador,

N-n 22,2

EMC(Yy,) - [sﬁ +CFs + 6057 — 265, — 26,5, + Zélézsxz]

Con lo que se demuestra que el estimador del tipo Razdn-Regresion es un caso particular del
estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares.

Para el estimador del total,
Y, =NY+N(X =X)+N(Z-2)=Y +(X = X)+(Z-Z)

E(Y,)=Y +[E()-E) |+ [E@)-E@) Y
ECM(Y,) =V (Y,,) =W[s§+sf+sf—2sxy—2sﬂ +28, ]

N(N-n)
:T[s§+sf+sf—zsxy—2syz+zsxz]

ECM(Y,,) =V () :M[si +55+87 =25, —25,, +25xz]
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2.4.4.- Estimador de Regresién-Razon

Igual que el caso anterior, los estimadores del tipo Regresion-Razén se presentan en Martin-Caro
(2010) y consisten en aplicar el estimador de razon a estimadores de regresion lineal, esto es,

YLR:L_ - </ — ] A — v —
' 7, I+b(X-X) 7, I+b(X-%)

donde en el primero se tiene el mismo valor de b para ambos estimadores de regresion lineal, en
cambio en el segundo se tienen valores diferentes de b, by y b, respectivamente para cada estimador
de regresion lineal. En Martin-Caro (2010, p. 157) se demuestra que ambos son estimadores de

regresion lineal con 2 variables auxiliares.

Véase que el segundo estimador se puede reescribir como

A

2, 2 Y_ _ 2
YrR =le + Lrl (Z _Zrlj
Z

rl

_ — v [ Vb (X=%X))s (V+b,(X=%))._ —
=y+b, (X =X)+ :X—X)JZ_[Z : ___j(z+bZ(X—x))
_ )7+by(>_7—_) 7

Z+b,(X - %)
(i)
Z_Ir

que es el estimador de Regresion-Razon con dos valores diferentes de b.
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Pero notese que

a0 e y+b, (X —X) - y+b, (X =%))_ e
Yo =7+, (X X)+[—z+bz(>?—>‘<)JZ [—z+bz(>?—i)J(z+bz(x X))

:y+by(>?—>-<)+[—y_’+by()_(_f)]z‘—(—y_'my()_(_f)}z-b {—¥+by()_<_f)j(>?—>-<)
Z+b,(X —X) Z+Db, (X —-X) Z+b,(X —X)

. (Vb (X=X | (Vb (X -X)) o
_y{by bz(z+bz(>?—>‘<)ﬂ(x X)+(z+bz(>?—>‘<)J(z )

que es un estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares (“X” y “Z”) y dos coeficientes,

y+b, (X -X) y+b, (X -X)
Cl:by_bz = S o 2T o -
Z+b,(X -X) Z+b,(X —X)

y su error cuadratico medio es,

A

ECM (Yr'Rj :%[35 +C28% +6282 — 20,8, — 2,5, +26,C,S, |
— 2 — 2 —
_ y+b, (X =X y+b, (X =X y+b, (X =X
Nomige [y [0 e (TR ) g oy (YRR Y
Nn Z+b, (X -X) Z+b, (X -X) Z+b, (X -X)

_2[¥+by(>_?—f)szz +2[by bz[y_/+by(>_?f)ﬂ[¥+by(>_?T)JSXZ]
Z+b, (X —X) Z+b,(X —X) Z+Db,(X —X)
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— 2 —
_ y+b, (X =X y+b, (X -X
= N n Sé + b§ +b22 % —ZbybZ % Sf +
Nn Z+b,(X —X) Z+Db, (X —X)

z

— 2 —
V+b (X=X V+b (X=X

+ —3_’ y(_ _) S?—-2b,S,, +2b, —3_' y(_ _) Sy —
Z+b, (X -X) Z+b, (X -X)

_ — — 2
y+b, (X =X y+b, (X =X y+b, (X =X

-2 —3_/ y(_ _) S, +2b, —3_/ y(_ _) S, —2b, —Y y(_ _) S,
Z+b,(X —X) Z+b, (X -X) Z+b,(X —X)

Nn yw/T g X

B )
“NoNfsz 4 p2s2 -2, ){MJ (87 b8! -20,5,)-

2
NG J(syz ~b,S, —b,S, +b,b,S’ )]

y como se esta trabajando el ECM, se tomaran los valores poblacionales, entonces, en lugar de
y+b, (X -X)
Z+b,(X -X)

Y
se tomara ? , entonces,

2, 2
ECM (Ym) {%){(35 1b2s? —2bysxy)+(;=] (52 +b2s? —2bZSXZ)—2(;:j(SYZ ~b,S, —b,S, +b,b,S?)

que es el error cuadratico medio del estimador de Regresion-Razon con b’s diferentes.

Para el caso de un solo b,
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e o [ TEDX=R) Y5 (oo
—y +b(X X)+[—Z+b()?—>‘<)J(Z (z+b(X -%))

g o [THBX=R) )5 (X =X)L o
—y+b(X - %)+ z+b(>?—>-<)JZ (Nb(i_)_()j(ub(x X))

¥ +b(X —X) 7
Z+b(X =X)

Pero notese que

> e o [YHb(X=%))s (Y+b(X=X) ). v o
Y =Y +b(X X)+(Z+b()?—>"()jz [Z+b()?—)‘()j(z+b(x x))

N

¥ +b(X —X)
Z+b(X —X) Z+b(X —X)

[ ¥+b(X -%) s b ¥ +b(X — %) X9
Z+b(X —X)

=y+b()7—)"<)+(

_ y{b —b[wﬂ(i _%) +(MJ(Z _7)
Z+b(X —X) Z+b(X -X)

g1 YRR g gy [ YERX = )7 5
Z+b(X =X) Z+b(X =X)
que es un estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares (“X” y “z”) y dos coeficientes,

Cl:b{l_[¥+b()§—f)ﬂ o= 7+b(>§—>?)
Z+b(X -X) Z+b(X -X)

y su error cuadratico medio es,

N —-n
Nn

ECM (\ij =252, ¢282 4¢28% — 26, — 26,8, +26,C,S,, |

37
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_N-n [s§ +b2{1—[—y+b(g_f)ﬁzsf +[—Y+b(g_f)]zsf _Zb[l_[—¥+b(§—f)ns -

Nn Z+b(X -X) Z+b(X —X) Z+b(X-%x)))
_z(w}ﬂ +2b(1—(¥+b(§‘f)n(3__’+b(g_f)Jsxz}

Z+b(X =X) Z+b(X =X) J\ Z+b(X =X)

N n{sg +bz(1+(_¥+b<§—f>f _2(_¥+b<§—§>j}sg .

Nn Z+Db(X =X) Z+Db(X -X)

_ AN _ S -
+(wj 322 -2bS,, + zb(szxy -

Z+b(X —x)

— 2(; - b—()z — )__()js z + Zb(stxz - 2b(>:/+L>E_)__()j2 SXZ}
Z+b(X -x) )" 7 +b(X —X) Z+b(X —X)

y+b, (X -X)
Z+b,(X -X)

N—-n
n

2
N J (52 +b2s? —2bS, )-

[(s2 +b2s? —2bSXy)+(
I X-R 202
2(z+bz(>?—>-<)}(syz bS,, ~bS,, +b s)]

y como se esta trabajando el ECM, se tomaran los valores poblacionales, entonces, en lugar de
Y +b(X —X) Y

—— S€ tomara Y: , entonces,
Z+b(X —X) Z

—\ 2
ECM (ﬁRj _ (%){(55 +b752 — 205, )+ (;:J (52 +bs2 - 205, ) 2%)(% ~bS,, ~bS,, +b?S?)

que es el error cuadratico medio del estimador de Regresion-Razdn con un b Unico.

Con lo que queda demostrado que ambos estimadores de Regresion-Razén (con 1 by con 2 4’s) son

casos particulares del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares.

Para el estimador del total,
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ECM (\er)= N2ECM (VRJ , ECM (Y}'R): N2ECM (VRJ

ECM (Y o )= N?ECM (\ERJ , ECM{YV, )= N2ECM (\Fm)

2.4.5.- Estimador de Varianza Minima para b; y b, constantes

Sean b, =b,, Yy b, =b,, constantes, entonces, sustituyendo en (8),

E(Yy) =E(9)~[byE(Q)~byE(X)}-byE(2) by E(2)=E()=Y

se tiene que es un estimador insesgado. Sustituyendo b, =b,, ¥ b, =b,, en (13),

ECM (Y,)=V (Y,,) =V (7)+b3 X ? +b2 E(x? }+b3,Z 2 +b2 E(z2 J+
+2b,, XY =20, E(XY) +20,,ZY —2b,,E(yZ) -
—2b% X ? +2b;,b,0 XZ — 2,00, XZ —
—20,3D,0 XZ +20,b,, E(X2) -
—2b2,Z°

V()b X2 +b3 E(x? }-b2,7 % +b2 E(z? }+
+2b,, XY —2b,, E(X¥) +2b,,ZY —2b,,E(YZ) -

—2b,50,0 XZ +200,0b, E(XZ)

39
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=V () +b3V (X)+ b2V (2)—2b,,COV (X,¥) —2b,,COV (¥,2)—2b,,b,,COV (X,2)
:%[SS +b1203x2 +b220822 —2by,S,, —2byS,, +2b10b208xz]

Para minimizar la varianza, en principio se hallan las derivadas parciales, se igualan a cero y se
obtienen los valores de by y bs.

Derivando respecto de bso,

A

oV (Y _
N _N-n M2b,,s2 -28,, +20,S , |0
oby, Nn

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,

a) n=N a) n=N
6 = 6
b) 2b,S?-2S,, +2b,S,, =0 b) bS; -S,, +b,S,, =0

no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del
estimador es igual a cero, porque se tiene el valor poblacional. Tomando el caso (b) y despejando b, ,

b, — Sxy _bZOsz
0~ .2
8%

Derivando respecto de by,

V() N-
M) N0y 295 1abys,, o
ob,, Nn

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,
a) n=N a) n=N
0 = 0
b) 2b,SZ 25, +2b,,S,, =0 b) b,SZ-S,, +by,S,, =0
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no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del
estimador es igual a cero, porque se tiene el valor poblacional. Tomando el caso (b) y despejando b,,,

S (Syz blOszj
Sxy_bzosxz _ Y SZ - _Sxyszz_syzsxz +b10(sxz)2 :SXYSZZ_SYZSXZ _‘_blo(sxz)2

S Sx S%S; S¢S, S¢S,
2
(5SS,
T WTTgagr T gege
(sz )2 stzz_(sxz)2 SXYSZZ_S)’ZSXZ
blo 1 SZSZ :blo 8282 = SZSZ

$.S2-S_S
por lo tanto, by, =———>=—=-
Sx Sz _(sz )

Luego se sustituye bio en bz,

S _(Sxyszz_syzsxzjs S _{ xysxzszz_syz(sxz)zj
yz Xz yz S

b stzz_(sxz )2 SESZZ_(SXZ )2 yszSzz_Syz(sz )2 _Sxysxzszz+syz (sz)2
20 = =

822 Sz2 SZZSfSZZ—SZZ(SXZ )2
S,,S787-5,5,57 S,5/-5,5.

yz¥x ¥z xyv¥xzvz yz ¥ x

(s2Psz-s2(s, ) S282-(S.)

2
S,S2-S,S $,.5%—S, Sy

vz xz _
? Szzsf_(sxz)2

Entonces, b,,=
. stzz_(sxz)2

Luego, para determinar si se alcanza un minimo, se debe hallar la matriz hessiana y verificar que sus
menores principales son mayores que cero. Esto es
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OV (M) VM) | [N-n._, N-n

H b2 abb, || TNn 2ox TNp 2o®
H(V(er)): P Py = N—n N—n
oV(Y,) o°V(Yy) | | —2S5, ——2S2
abb,  ab? Nn Nn

H,(V(Y,)) :% 252 >0, y seré estrictamente mayor que cerosi n<N A S?>0.
n

N—nZSXZ N —n

25
> w_| Nn Nn 2 (N-n_ .2 N-n_ ) (N-n N-—n
HZ(V(YIr))_ N —=n N—=n 2 _( Nn ZSXJ( Nn 282) ( Nn Zsz Nn stz
—-2S 2S
n

Xz z

Nn
2 2 2
JZ(MJ 5533_22('\'_”) 5,5, :22('\"”) (s2s2-52)
Nn Nn Nn
:22 N_n 28282 _ sz
Nn ) *f0 s2s?

2
N —n
-2/ N0 sisth- ot )0

2
N —n
porque ZZ(WJ >0, S2>0, S7>0 y 1-p2>0 (ya que —1<p, <1, 0<p?<l), entonces,

H,(V(Y,)) > 0,y sera estrictamente H,(V(Y,))>0 sin<N,S2>0,52>0 y —~1<p,, <1, €s
decir,

2 2
S,S2-5,5, bzozsyzsx—sxysxz
Sfszz_(sxz )2 , SZZS)%_(SXZ )2

sin<N,S$?>0,S2>0 y-1<p, <1, b= minimizan V(?n)-

En contraposicion, si el tamafio de muestra es todo el universo (n=N) o x es una constante (S>=0) o
z es una constante (S2=0) o la correlacion entre x y z es perfecta positiva o negativa (p,=-1 0
P, =1), entonces no se puede determinar si hay un minimo. Al analizar cada situacion, la primera no
tiene sentido, ya que si n=N, la varianza es cero. En la segunda situacion, para que Sf =0, X tiene
que ser constante, en ese caso también, S, =0y S,, =0, y se tendria una indeterminacion, ya

0 . N -
queb, =6 Yy b, :% , igual pasa cuando SZ=0. Cabe destacar que estas dos situaciones también se

presentan cuando se trabaja una sola variable auxiliar. Por Gltimo, cuando p,=-1 0 p,, =1, el
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denominador de by y b, es cero (S2S?—S2 =0), entonces b, =oo Y b, =oo, por lo tanto, no puede
trabajarse el estimador.

De manera que si n<N, las variables auxiliares X, z no son constantes (SX2 >0, SZZ>0), y su
correlacion no es perfecta (-1<p,, <1), entonces

2
S4S2-5,S S,.5%—S,Sx

yz = Xz yz =X

stzz_(sxz)2 Y e SZS)%_(SXZ)Z

10 —

son los valores que minimizan la varianza del estimador, para b y b, constantes.

Es importante destacar que b, Y b,,, son los coeficientes utilizados en los estudios de regresion a
través del método de los minimos cuadrados, igual que para el caso de una variable auxiliar.

o b sxysz2 S5y ] STV 6l el »
Sustituyendo —_— ———— en la férmula del ECM de
Y o stz2 _(sz )2 Y & Sz Sf _(sz )2

promedio y del total, respectivamente,

EMC(Y, )=V (Y,,) :%[S§+bfosf+b220822—2b108xy—2b208yz+2b10b208XZ]

EMC(Y, ) = V(Y,r)— [s +b282+4b282-2b,S, ~2b,S , +2b;b,S , |

Cuando no se dispone de los valores poblacionales, entonces,

2

S8y =SSy Sy /S5 =S,

Sy
= y
. S)%Szz _(sz )2 sz )2

y los estimadores de los errores cuadraticos medio,

~ >\ _N- n[s +h2s2 +h2 52 25103Xy—26208yz+26106203xz]
n

EMC(Y, ) =V(Y,) =——— ( )[s +b2s? +h2s? 261sxy—2623ﬂ+261625x2]
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2.5.- Comparacion con otros Estimadores

A continuacion se comparar la precision del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares
contra la precision de diversos estimadores, como el directo, de razon, de regresion lineal simple y los
estimadores indirectos compuestos. Sin embargo, al tener 3 variables (y, x, z) y 2 coeficientes (b1,
b2), en todas las comparaciones se llega a resultados dificiles de aplicar.

2.5.1.- Comparacion con el Estimador Directo

Para comparar la precision del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares con la del

directo, se deben comparar sus errores cuadraticos medios, que son,

EMC(Y, ) = (%j(ﬁ +b?S2 +b2S2 —2bS, 20,8, +20b,S,,)

ECM(Y) =(¥js§

entonces, el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares serd mas preciso que el estimador
directo si

ECM (Y, ) <ECM(Y)
es decir,

[—1_ f j(si +b78% +b2S% — 2bS,, —2b,S,, + 20,8, )< (1_ f j 52
n

n

y esto se cumple si

b’Ss +b7S7 - 2bS,, — 20,5, + 2bb,S,, <0
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2.5.2.- Comparacion con el Estimador de Razén

Los errores cuadraticos medios de los estimadores de regresion lineal con 2 variables auxiliares y de

razon, son,

EMC(Y, ) = (%j(sj +b782 +b2S2 —2bS, — 20,8, +2bb,S, )

ECM (Y;,) {%) (s2+R?S2-2Rs, )

entonces, el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares serd méas preciso que el estimador
de razon si

ECM (Y,,) <ECM (Yy)
es decir,

(—1_ f ] (52 +b757 +b2S2 - 20,8, ~ 20,5, +2bp,S,, )< (uj (s2+R?s2-2Rs, )
n n
S;+b7SE+bS?-2bS,, —2b,S, +2bb,S,, <SF +R*SF —2RS,,

b?S? + b2S? - 2bS,, — 2b,S,, + 2bb,S,, < R?S? — 2RS,,

b?SZ +b2S2 —2bS,, — 2b,S,, + 2bb,S,, — R?SZ +2RS,, <0

(b2 - R2)s2 + 0282 - 2(b, — R)S,, — 2,5, + 2bb,S, <0

2.5.3.- Comparacion con el Estimador de Regresion Lineal Simple

Ahora se tienen dos estimadores de regresion lineal, con 2 y con 1 variable auxiliar, cuyos ECM,

respectivamente son,
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EMC(Y, ) = (%j(s@ +b2S2 +b2S2 —2bS, —2b,S,, +20p,S,,)

ECM(Y,) = (%} (s2+b%s2 - 2bs,, )

entonces, el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares serd méas preciso que el estimador
de regresion lineal con 1 variable auxiliar si

(ﬂJ (82 +b7S2 +b2S2 —2bS,, —2b,S , +2bb,S,, )< (ﬂj (52 +b%s2 - 205,
n

n
S +biS; +biSZ —2bS,, —2b,S, +2bb,S,, <S; +b?S} - 2bS,,
b’S? +biS? - 2bS,, - 2b,S,, +2bb,S,, <b?S} —2bS,,

b?S2 +b2S? —2bS,, —2b,S,, + 2bb,S,, —b?S? + 2bS,, <0

(b7 ~b2)s2 + b2S2 — 2(b, ~b)S,, — 20,S,, + 2b,S,, <0

2.5.4.- Comparacion con el Estimador del Tipo Razon-Regresion

Aqui se tienen los siguientes Errores Cuadréaticos Medio,

EMC(Y, ) = (%)(sj +b782 +b2S2 —2bS, — 20,8, +2bb,S, )

1-f

ECM (Vy,) :(Tj (s2+Rr?s2 2R S, )+b2(S2 + R2S2 = 2R;S,, )~ 20(S,, ~R,S,, —R,S, + R R,S?

y ' zYx

Y el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares serd méas preciso que el estimador de
Razon-Regresion si,

)
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[ﬂj(sg +b2S2 +b2S2 —2bS, —2b,S , + 2bb,S, )<

(ﬂ) 52+ R2s2 2R 5, )+ b2(s? + RS2 - 2R;S,, )~ 2b(S,, ~R,S,, — RS, + R,R,S2)

esto es,

(82 +b7S2 +b2S2 —2bS, —2b,S,, + 2bb,S,, )<
(52 +R252-2R 5, )+ b2(s2 + RS2~ 2R S, )-2b(S,, ~R,S, R S, + R RS’

yoxy

(b2 —b2 R + 20R R, )52 + (b2 ~b? )52 — 2(b, - R, +bR, }$,, —2(0, ~b)S,, +2[0,b, + bR, —bR, )5, <0

2.5.5.- Comparacion con el Estimador del Tipo Regresion- Razén

Como se ha mencionado en 2.4.4, se tienen dos estimadores de Regresion-Razén,

>
>

>
<<

~— [
N
—<
3 -
|
N> I
N
Il
N
+ |+
o
N
|
|
>
[
N

cuyos Errores Cuadraticos Medios son

—\ 2
ECM (Y., :(%} (52 +b?s? —2bsxy)+(;=j (2 +b2s2 —2bS,, ) 2(

j(syz —bS,, ~bS,, + bZSf)}

N|| <]

] ., _
ECM(Yr'R)z(l_nfj (s§+b§sf—2bysxy)+(g (322+b2253—2b23xz)—2[zj(8y2—bZSXy—bysxzwLbbeSf)}
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Comparando con el primero, el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares serd mas

preciso que el estimador de Razon-Regresidn con 1 coeficiente, si,

1- f
(Tj(sj +b2S2 +b2S2 —2b,S, —2b,S,, +2b,b,S,, )<

2 —
(%Jl:(S)% +b253 —Zbey)+[;=j (SZZ +b285 _ZbSXZ)_Z(;:J(Syz ~bs,, —bS,, +b255)

operando se tiene,

S2+b2S? +b7S? -2b,S, —2b,S,, +2bb,S,, <

2 _
(52 +b2s? —2bSXy)+(;:} (52 +b?SZ —2bS,, )- 2%}(% ~bS,, ~bS,, +b?S?)

Para el segundo caso, el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares sera mas preciso

que el estimador de Razdn-Regresion con 2 coeficientes, si,

1-f
(TJ(SS +b2S2 +b2S2 ~2b,S, —2b,S, +2b,b,S,, )<
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) _
1-f 2, h2c?2 Y 2 | h2c2 Y 2
( - j[(sy +b28? —2bysxy)+(?j (s2+b2s2-2b,S, )2 = (S, -b,S,, ~b,S, +b,b,S?)
esto es,

S2+b2S? +b7S? -2b,S, —2b,S,, +2byb,S,, <

2
(52 +b2s? —2bysxy)+@:j (52 +b2s? —2szXZ)—2[;:J(syZ ~b,S,, ~b,S,, +b,b,5?)
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3.- ESTIMADOR DE REGRESION LINEAL CON TRES VARIABLES AUXILIARES EN
MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Siguiendo con la agregacion de variables auxiliares, en este capitulo se trabajard con 3 variables

auxiliares, que seran x, z, t.

En principio se trabajarda en muestreo aleatorio simple, y la estructura de los estimadores es la

siguiente,

¥y, =9 +by (X —%)-+b, (Z~2)+by (T -£)

A

Y = NY, = N[y 4+, (X = %) + b, (Z = 2) + by (T =)=V +b, (X = X) +b,(Z —Z) + by (T = T)

r

A continuacion se muestra el desarrollo de los mismos.

3.1. - Estimadores

Sea un universo de N elementos, y sean Y;,Y, Yy ; X.Xp Xy o Z.Zp Zy 5 b, ty las

observaciones de las variables y , x , z, t, sobre cada uno de ellos.

Se puede expresar a la variable “y” como una funcién lineal de “x”, “z” y “¢”, de la siguiente

manera,

y, =a+DbX +b,z +bt; +¢ (22)
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donde “a” es el punto de corte del hiperplano en el eje de la variable “y”; “b1”, “b,”y “b3” son las

pendientes del hiperplanoy “ei” es el desvio que tiene “yi” respecto del hiperplano, ademas,

geR Yy ieizo
i=1

Sea yi=a+bx +b,z +byt; (22)
N N

un estimador de y; , y se cumple que Zyi =Z Y
i=1 i=1

ya que,

ZN:yi :i(a+blxi +b,z, +b,t; +€;)= Na+b1ixi +b, izi +b, iti +ZN:ei
i= i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N

=Na + blZN:xi + bZZN:zi +b3ZN:ti = (a+bx +byz; +bit;) :ZN:y'i
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Si se aplica a (21) sumatoria hasta N y luego se divide entre N, se tiene,

Y:ZN:yi:Na+blzN:xi+b2izi+ZN:ei:Na+blZN:xi+bZZN:zi+b3iti y Y =a+bX+bZ+bT
i= i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

si se toma una muestra de tamafio n, n <N, y se le aplica a (21) las mismas operaciones anteriores,

pero hasta n, se tiene que,

dyi=na+b) x+b,> z+b > t+>e Yy y=a+bhX+bZ+bi+e
i= i=1 i=1 i=1 i=1

(24)
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donde €& es el promedio muestral de los desvios y ademas es diferente de cero. Restando (24) de
(23),

sise hace e',=—e, ,entonces Y =¥+ b (X —X)+0,(Z —2) +by(T ~) +& (25)

El valor de “a” se puede obtener igualando (25) a (23), a=y-bX—-b,Z-ht +¢&

Si los datos se comportan como un hiperplano, entonces e=e'=0

de lo que puede decirse que un estimador del promedio poblacional es,

Yy = §+b,(X ~X)+by(Z ~2) + by (T ~1) (26)

y serd bueno en la medida que e; converja a cero, es decir, cuando y; se aproxime al hiperplano
a+bix+byz+bst. El estimador mostrado en (26) es el “estimador de regresion lineal del promedio

poblacional” y el estimador del total viene dado por la expresion,

Y, =NY, =Y +b,(X = X) +b,(Z — 2) + by(T —T) (27)

3.2.- Esperanza de los Estimadores

Véase la esperanza del estimador de regresion lineal del promedio,
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E(Y,) =E[y+b,(X=%)+h,(Z-2)+by(T -1)]
=E(y)+)?E(bl)—E(b1>‘<)+Z_E(b2)—E(b2Z)+fE(b3)—E(b3f)
=E(Y)+EX)E(b,)-E(b,X)+E(Z)E(b,)—E(b,z)+E(t)E(b;)—E(bst)
= E(¥) - [E(0x) - E(®) E(b)]-[E(b,2) - E(2) E(b,)] - [E(b:D) - ET) E(b,)] (28)

=Y —COV (b, X) - COV (b,,Z) - COV (b,,{) (29)
por lo tanto, no es un estimador insesgado Yy su sesgo es

B(Y, )=Y —E(Y, )=Y —Y +COV (b,,X)+COV (b,,2)+COV (b, )
—COV/ (b, X) + COV (b,,Z) + COV (b,. ) (30)

Al no ser un estimador insesgado, el error cuadratico medio es,

~ Y = 2
ECM (Y|r ):V (Y|r )+(B(er ))

3.3.- Error Cuadratico Medio de los Estimadores

Como ya se demostro,
B(Y,.) = COV (b, X) + COV (b,, Z) + COV (b, )
=E(b,X) - XE(b,) + E(b,Z) - ZE(b,) + E(bsT) ~TE(bs)

entonces,
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(B(\ﬁr ))2 =(E®R) +X*(E@)) +EW02)) +Z*(E,)) +HE®D) +T *(E®,)) -
—2X E(b,)E(b,X)+2E(b,X)E(b,2)~2ZE (b,X) E(b,)+2E (b, X) E(bs{) -
—2T E(b,X)E(b;)—2XE(b,)E(b,2)+2XZE(b,)E(b,)—2XE(b, ) E(b,t)+
+ 2XTE(b,)E(b,) - 2ZE(b,)E(b,Z) + 2E(b,Z) E(byf) — 2TE(b,Z)E(b;) —

—2Z E(b,)E(byt) + 2 ZT E(b,)E(b,) - 2T E(b,) E(byf) (31)

Se procederé a hallar la varianza del estimador del promedio.
= Ky Y 2 =5 K3 2
V(7)) =E|Y, ~E() | (%2 )| ECL)|

—E(Y,%)-[Y ~[E(b0,0)-E(X)E(b,)]-[E(b,2)-E(2) E(b,) - [E(b,5)~E ) E(by) ][
—E(Y,%)-[Y ~E(0,%)+E(X) E(b,)~E (b,2)+E(2) E(b,)~E (b,£) + E(E) E(b,) |

—E(12)-[7 2 +(E0,0)2+ X2 (B0 +(E(b,2) +Z2(E b)) +EBD) +T2(Eb,)) -
—2YE(b,X)+2XY E(b,)-2YE(b,Z)+2YZ E(b,)—2YE(b;f)+2YT E(b,)-
—2XE(b,X)E (b, )+2E (b,X)E(b,2)—2Z E(b,X)E (b, )+2E(b,X)E(bsf)—2T E(b,X)E(b,)-
-2X E(bl)E(b22)+2ﬁE(bl)E(bz)—Z)T E(bl)E(bSt')+2)?fE(bl)E(b3)—
—ZZ_E(bzz)E(b2)+2E(b22)E(b3t')—2T_E(b22)E(b3)—

—27E(b,)E(bsf)+2ZTE (b, )E(b,)-2T E(b,)E(b,l)]
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=E(%2)-Y 2 ~(E0X)) - X (E(,) ~(E,2))° ~Z2(E(b,)) ~(E(osD)) -T 2(E(ba)) +
+2YE(b,X)—2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+2YE (bsT)—2YT E(b,)+

+2XE (b, X)E (b, )—2E (b, X)E(b,2)+2Z E(b,X)E (b,)—2E (b, X) E (b5t)+2T E(b,X)E (b;)+
+2X E(b,)E(b,2)-2XZE(b,)E(b,)+2X E(b,)E(bs)-2XTE(b,) E(b,)+
+2ZE(b,Z)E(b,)—2E(b,Z) E(b,)+2TE(b,Z)E(b,)+

+2ZE(b,)E(bs) — 2ZTE(b,)E(b,) + 2T E(b,)E(bsi) (32)

desarrollando E(\ﬁf) , se tiene,

E(Y,2) :E[(y+bl(>?—>-<)+b2 (z‘—Z)+b3(F—t'))2]:E[(y+>?bl—bl>-<+2b2—bzz+T‘b3—b3t‘)2J
=E[)72+)?2b12 +0Z2X%+Z 205 +057% +T b2 +b2t %+
+2Xb,y—2b, Xy +2Zb,y—2b, yz+2Tb, j—2b, i —

—2XbZX+2XZhb,b, —2Xb,b,Z+2XTh b, —2Xb bt —
—2Zb,b, X +2b,0,XZ — 2T b, b, X +200,b, X —
—27Z0b27+2ZTh,b, —2Zb,b,t -

—2Tb,b,7-+2b,b, zf—2Th2f]

=E(y? (X207 E(7% J+E(Z 03 Eb322 hE(T 202 JrEit?

+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b,y)—2E(b, yz)+2TE (b, ) - 2E (b, yi) -

—2XE (b2X)+2XZE (b,b,)—2XE (b,b, )+ 2 XTE (b,b, ) —2 XE (b, b,f) -
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—2ZE(b,b,X)+2E (b,b,XZ)— 2T E (b b, X)+2E (b,b, XT) -
—2ZE(b7)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t)—

—2TE(b,b,2)+2E(b,b,z{)—2TE(bit)

gue al sustituir en (32), se tiene que,

V(Y,) =E(y? FE(X b2 b E(b2X2 - E(Z b2 }+ Eb22? b E(T 02 + Eb2E2 )+
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b,y)—2E (b, yZ)+2TE (b, )~ 2E (b, y) -
—2XE(bZX)+2XZE(b,b,)—2XE (b,b,Z)+2XTE(b,bs)—2XE(b,b,t) -
—2ZE (b;b,X)+2E (b,b,XZ) — 2T E (b,b,X) +2E (b,b, X ) -
—2ZE(b27)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t) -
—2TE(b,b,2)+2E(b,b,zt)—-2TE(bit)
V2 —(EMR) - X (E()) ~(E(,2)) ~Z*(E(b,))* ~(EbsD)) ~T *(E(bs))" +
+2YE (b, X)—2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+2YE (bsT)—2YT E(b,)+
+2XE (b, X)E (b, )—2E (b, X)E(b,2)+2Z E(0,X)E (b,)—2E (b, X)E (b5t)+2T E(b,X)E (b;)+
+2X E(b,)E(b,2)~2XZE(b,)E(b,)+2X E(b,)E(b,1)-2XTE(b,) E(b,)+
+2ZE(b,Z)E(b,)—2E(b,Z) E(b,)+2TE(b,Z)E(b,)+

+2ZE(b,)E(b,t)—2ZTE(b,)E(bs)+2T E(bs)E(b,t)
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V(Y,) =[E(72)-¥2]+ B(X202)+ E(OZR)+ E(Z%62 )+ E[B22%)+ E(T202)+ E022)+

+2XE(b,y)—2E(b,Xy)+2ZE (b, ¥)-2E(b, Z)+ 2TE(b,y) —2E (b, ) -

—2XE(bZX)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,Z)+2XTE(b,bs)—2XE(b,b,t) -

—2ZE (b;b,X)+2E (b,b,XZ) — 2T E (b,b,X) +2E (b,b, X ) -

—2ZE(b27)+2ZTE((b,b,)—2ZE (b,b,t)—

—2TE(b,b,2)+2E(b,b,zt)—-2TE(bit)

~(E®X)) -X* (@) -(E(,2))* ~Z*(Eb,))" ~(E0sD))* T *(E(03))" +

+2YE(b,X)—2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+2YE (bsT)—2YT E(b,)+

+2XE (b, X)E (b, )—2E (b, X)E(b,2)+2Z E(b,X)E (b,)—2E (b, X) E (b5t)+2T E(b,X)E (b;)+

+2X E(b,)E(b,2)-2XZE(b,)E(b,)+2X E(b,)E(bs)-2XTE(b,) E(b,)+

+2ZE(b,Z)E(b,)—2E(b,Z)E(b,)+2TE(b,Z)E(b;)+

+2ZE(b,)E(bs) — 2ZTE(b,)E(b,) + 2T E(b,)E(bsi) (33)

entonces el Error Cuadratico Medio es la suma de (31) y (33), es decir,
S S 2 \2
ECM(Y,) =V (%) +( BV,
ECM(Y,) =|E(y2 -7 2 |+ E(X b2 }+ E(02x }+ E(Z 202 }+ E(b22 + E(T b2 I E(b2E }+
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b, y)—2E (b, yZ)+2TE (b, )~ 2E (b, yi) -
—2XE(bZX)+2XZE(b,b,)—2XE(b,b,2)+2XTE(b,bs)—2XE(b,b,t) -

—2ZE (b, X)+2E(b,b,X7)—2TE (b,b,X)+2E (b, b, Xt) -
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—2ZE(b27)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t)—
—2TE(b,b,2)+2E(b,b,z{)—2TE(bit)
~(E®x)) -X2(EM®)) ~(E(b,2))* ~Z *(E(b,) ~(E(bsD) ) —T 2(E(by)) +
+2YE(b,X)—2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+2YE (bsT)—2YT E(b,)+
+2XE (b, X)E(b,)—2E (b,X)E(b,2)+2Z E(b,X)E(b,)—2E (b,X)E (b,f)+2T E(b,X)E(b,)+
+2X E(b,)E(b,7)-2XZE(b,)E(b,)+2X E(b,)E(byf)-2XTE(b,) E(b;)+
+2ZE(b,7)E(b,)-2E(b,7) E(b,{)+2TE(b,Z)E(b,)+
+2ZE (b, )E (b,f)-2ZTE(b,)E(b;)+2T E(b,)E(b,f)
+E®R)) +X2(E(0,)) +(Eb,2)) +Z2(E(b,))" +(E(bsD)) +T *(E(by))* -

~2X E(b,) E(b,X)+2E(b,X)E(b,7)-2ZE(b,X) E(b,)+2E(b,X) E (bsf) -

—2T E(b,X)E(b,)—2XE(b,)E(b,2)+2XZE (b, )E(b,)-2XE (b, ) E(b;f)+

+2)?fE(bl)E(b3)—ZZ_E(b2) E(b,z)+2E(b,2) E(bsf)—Z'FE(bZZ)E(bS)—

~2Z E(0,)E(b,t)+2ZT E(b,)E(b,)—-2T E(b,) E(bst)

ECM(Y,) =V (7)+E(X 207 Jr E(b2%? Jr E(Z 202 Jr Eb222 )+ ET %02 )+ E 032 )+
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b, ¥)—2E (b, yZ)+ 2T E (b, ¥) —2E (b, yT) -
—2XE(b?X)+2XZE (b,b,)—2XE(b,b,2)+2XTE(b,b, ) —2XE (b, b,f) -
—27E (b,b,X)+2E (b,b,XZ)—2TE(b,b,X)+2E (b,b, X{ )

—2ZE(b27)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t) -
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—2TE(b,b,7)+2E (b,b,zf)—2TE(b) +

+2YE(b,X) — 2XY E(b) + 2YE(b,Z) — 2YZ E(b,) + 2YE(bit) - 2YT E(b,)

En el caso del estimador del total se tiene que, como se habia mostrado en (27),

Y. =NY, =Y +b,(X = X) +b,(Z ~2) + by(T - T)

Su respectiva esperanza, sesgo, varianza y Error Cuadratico Medio son:

E(Y,) =E(V)-|E®X)-E(X)E®)HEW®2)-E@) Eb,) HE®GT)-ET) E®)]

=Y—COV (b, X)-COV (b,,Z)-COV (b, T)

B(Y,,) =COV (b,, X) +COV (b,,Z) + COV (b,, T)

V(7,) =[E0? v (0 B X7 e El20; B3 22 (T 07 b2
+2XE (b)Y )—2E (b, XY )+2ZE (b,Y )—2E(b,YZ )+ 2TE (b,Y )—2E (b,YT )—
—2XE (b2 X )+2XZE (bb,)-2XE (bb,Z)+2XTE (bb,) -2 XE (bo,T)—
—27E (bb, X )+2E (bb, XZ)—2TE (bjb, X )+2E (bb, XT)—

—27E (b%Z)+2ZTE (b,b,)-2ZE (b,b,T)-

—2TE (b,b,2)+2E(b,b,ZT)-2TE (b2T)

—(EGX)f - x2E®)Y - (E0,2)f - 22(Ew,)F - (E®T)f ~T2(E®,) +

59
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(35)



Estimadores de Regresion Lineal Multiple 60

+2YE(b,X)—2XY E(b,)+2YE(b,Z)—2YZ E(b,)+2YE(b,T)-2YT E(b,)+

+2XE(b, X )E(b,)—2E(b, X )E(b,2)+2Z E(b, X )E(b,)—2E (b, X )E(bT)+2T E(b,X)E(b,) +
+2X E(by)E(b,2)-2XZE (1) E(b,)+2X E(b)E(b,T)-2XTE (by) E(by) +

+27E (b,7) E(b,)—2E(b,2) E(b;T)+2TE(b,Z) E(b,)+

+2ZE (b,)E(b;T )—2ZTE (b,) E(b,)+2T E(b;)E(b,T)

ECM (Y,,) =V (V)}+E(X 20 JrE(62 X ? (2202 )+ E(0322 I (T 202 LT 2 )
+2XE(BY)—2E (b, XY )+2ZE (b,Y )—2E(b,YZ)+2TE (b,Y ) —2E (b,YT ) —
—2XE (b2 X )+2XZE (bb,)-2XE (bb,Z)+2XTE (bb,) -2 XE (bo,T)—
—27E (bb, X )+2E (bb, XZ)—2TE (b, X )+2E (b, XT)—

—27E (b22)+2ZTE (b,b,)—2ZE (b,b,T)—
—2TE (b,b,2)+2E (b0, ZT)—-2TE (b2T )+

+2YE(b,X)—2XY E(b,)+2YE(b,Z)-2YZ E(b,)+2YE(b,T)-2YT E(b,)

Igual que en el capitulo anterior, si se asumen by, b, y bs constantes, se tiene que entonces, el sesgo es

Cero,
B(Y_Alr)=E(bl)_()—)?E(bl)+ E(b,Z)-ZE(b,)+E(bst)-TE(b;)

=b, E(X)—b, X +b,E(2)~b,Z +b,E(f)~b,T =b, X ~b, X +b,Z —b,Z +b,T —b,T =0

En consecuencia, ?n es un estimador insesgado de Y . Entonces ECM (\ﬁr) =V (\ﬁr)
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ECM (Y;) =V (7)+b2 X2 +b2E(x? }+b2Z % +h2E(z? }+b2T 2 +b2E(E? 1+
+2b, XY —20, E(Xy)+2b,YZ —2b, E(¥2)+20,YT —2b,E (i)~
—2b2X? + 2bb,XZ — 2bb,XZ + 2bb, XT — 2bb, XT —

—2b b, XZ +20,b, E(XZ) - 2b,b, XT +2b, b, E(Xt) -
~2037 % +20,b,ZT —20,b,ZT -
—2b,0,ZT +2b,b,E(zt)—2b2T * +

+2b, XY =20, XY +20,YZ ~2b,YZ +2b,YT —2b,YT

ECM (Y,,) =V (y)-b2 X2 +b2E(%? }-b2Z 2 +h2E(z2 |-b2T 2 +h2E(E? )+
+2b, XY —20, E(Xy)+2b,YZ —2b, E(¥2)+20b,YT —2b,E (i) -
—2b,b, XZ +2b,b, E(XZ) -2, b, XT +2b, b, E(XT)—

—2b,b,ZT +2b,b,E(Zf)

Eem(y) v )b el )X Jeoglele2 -2 fos[eee) -
26, [E(9)- XY |26, [E(72)-Z 20, [E(7) VT |+

+ 2,0, [E(X2)— XZ |+ 2,0, [E(XE)— XT |+20,b,[E(2E)-ZT|

Es decir,
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EMC(Y,, ) =V (Y,,) =V (§)+b2V (X)+b2V (2)+b2V (F)-
—2b,COV (X,¥)—2b,COV (¥,2)—2b,COV (¥.T)+

+200,b,COV (X,7)+20,b,COV (X,T)+2b,b,COV (Z,f)

como se sabe, en muestreo aleatorio simple,

—~ N-n_, N-— n N-— n -~ N-n_,
V(iy)=——S; , V(X)=——-S;, , V(Z)=——-S, , V({t)=——-S
=55 )="qn D=1 O=35 >

Y como se demostr6 en Martin-Caro (2006, pp. 104, 105)

62

i(xi - X)(y; -Y) i‘,xi yi — XY

COV(x,y) =[E(W)—>z\7]=%5Xy donde, S,, =~

Anéalogamente,

COV(¥,2) =[E(yz)—ﬁ]=%syz |5, =12

_ v =] N—-n i
COV (¥,0) =[E(yt)—YT]=WSy[ Sy =t

COV (%,2) =[E(>‘<Z)—)§]=¥SXZ s, oiT =
n

cov (x.f) =[E(xf)- XT]__S 1SXt:i:1
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ZN:(Z ~Z)t,-T) th -XT

cov (zii) =[E(zf)- ZT]——S , S, =i

N-1 N-1

Entonces, se puede escribir

)=V (V)= 5241252 10252 1252 2b,S, ~2b,5,,~2b;S,, +20b,S,, +20b,S,. +2b,bS,
EM (er)_V(er)_W y+b.|. x T z+b3 (S b.L xy  EMN2Cyr T b3 yt+ bl b9y T b1b3 wt 2b3 zt
Y para el total,

EMC(Y,)=V (Y,)= N2%[Sj+be§+b22822+b328t2—2blsxy—2b28yz 2,8, +200,S,, +20,5,S ( +20,:8,,

N(N-n
%[s§+bfsf+b§sf+b§sf—2blsxy ~2b,8,,-20,8,,+2b,S,, +2bb,S  +20,b;S, |

Los estimadores de los errores cuadraticos medios son,

EMC(Y, ) = V(Y,r)_ [s +b2s? +b7s? +bjs? — 20,5, — 20,5, — 2b;5,, +20,0,5,, + 20,05, +20,b5,,

Y para el total,
‘A_‘A_Z(N—n)zAzz 2202 L R2.2 o A A . ~ R "
EMC(Y,. )=V (Y,,)=N N sy +brsy +bys; +bysg —2bys, —2b,s,, —2bss,, +2bb,s,, +2bb;S, +2b,b;s,,
n

_NIN-n)f [s +b7s? +bs? +bIs? - 2bys,, —2b,5,, —2b;5, +20,0,5,, +20,bs5,, + 2625332t]
n

ENIC(Y, )=V () =52 5753 +B267 +B3E 255, 26,5, 26,5, +266,5,,+ 26555, 426,55, |

Y para el total,

EMC(Y, )=V (Y, )= Nz(NN )[s +h7s? +07s2 +b7st 2055, 20,5, ~20;5,, +20,5,, +2b1b33ﬂ+2b2bgszt]

N(N NP i
——[si +bfsf+b§sf+b§sf—2blsxy —2b23yZ ~20,5,,+20y0,5,, +2D055,, +20,b,5,, ]
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A continuacién se desarrollan algunos casos especiales y en cada uno de ellos se mostraran los errores

cuadraticos medios y sus estimadores.

3.4.- Casos Especiales de los Estimadores de Regresion Lineal con 3 variables auxiliares

De acuerdo a los valores que tomen de b, b,. y bs.se presentan los casos particulares del estimador de

regresion lineal con 3 variables auxiliares.

3.4.1.- Estimador de Regresion Lineal con 2 variables auxiliares

En principio se demostrara que el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares es un caso

particular del estimador de regresion lineal con tres variables auxiliares.

Sea el estimador del promedio, de regresion lineal con 3 variables auxiliares,
Yy, =9 +by (X —%)-+b, (Z ~2)-+by (T -£)

Si by=0, Y, =y+b, (X =%X)+b,(Z -2)

que es el estimador lineal con dos variables auxiliares. Se estudiara la esperanza. De (28) y (29) se

tiene que,
E(Y,) =E)-[EbR)—EX)E(b)]-[E(b,2)~E(2)E(b,)]-E(bs))—E @) E(by)]
=Y —COV (b, ,X)-COV (b,,Z)-COV (b, f)

Sibs=0, E(b,t)=0 , E(b;)=0 entonces,
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E(Y,) =E®)-[E0R)-E®E®)]HE®,2)-E@)ED,)]

=Y —COV (b, ,X)—COV (b,,2)

por lo tanto, no es un estimador insesgado Yy su sesgo es
B(Y,,) =COV (b,,X)+COV (b, )

Igual que el estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares.

Por (33), la varianza del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares es,
V(Y,) =[E(y? |V JeE(x 702 - Eb? % JeEZ %05 JrEb:z2* JrE(T %03 b2 J
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b,y)—2E (b, yZ)+2TE (b, ) - 2E (b, y) -
—2XE(bZX)+2XZE(b,b,)—2XE (b,b,Z)+2XTE(b,bs)—2XE(b,b,t) -
—2ZE (b,b,X)+2E(b,b,XZ)—2T E (b,b,X)+2E (b,b,Xt) -
—2ZE(b27)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t)—-
—2TE(b,b,2)+2E(b,b,z{)-2TE(bit)
~(E@X) ~X*(Eb)) ~(EM,2)° ~Z*(Eb,)) ~(E@,D)" ~T *(E(s))" +
+2YE(b,X)-2XY E(b,)+2YE(b,2)-2YZ E(b,)+2YE(bs{)—2YT E(b,)+
+2XE(b,X)E (b,)—2E (b, X)E(b,2)+2Z E (b,X)E(b,)—2E(b,X)E (b,t)+2T E(b,X)E(b,)+
+2X E(b,)E(b,Z)-2XZE(b,)E(b,)+2X E(b,)E (b,{)-2XTE(b,) E(b,)+
+2ZE(b,2)E(b,)-2E(b,Z) E(bsf)+2TE(b,2) E(by)+

+27E(b,)E(bsf) — 2ZTE(b,)E(b,) + 2T E(by)E(bsf)
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pero si bs=0,
V(Y,) =[E(72)- 2]+ E(X 262 )+ E(02x? )+ E(Z 202 )+ E(b22? )+
+ 2XE(b,Y) — 2E(b,Xy) + 2ZE (b, y) — 2E(b, yZ) —
— 2XE(bX) + 2XZE(b,b,) — 2XE(b,b,Z) —
— 2ZE(b,b,X) + 2E(b,b,X7) -
—2ZE(b37) -
~(E®X)° = X*(Eb)) ~(E(,2)" -Z*(E(R,)) +
+2YE(b,X) - 2XY E(b,) + 2YE(b,Z) — 2YZ E(b,) +
+ 2XE (0,X)E(b,) — 2E(b,X)E(b,Z) + 2Z E(b,X)E(b,) +
+2X E(b,)E(b,2) - 2XZE(b,) E(b,) +

+2ZE(b,Z) E(b,)

gue es la varianza del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares.

Y por (34), el error cuadréatico medio del estimador es,

ECM (Y,) =V (7)+E(X?0? b E(o2x2 }+ E(Z %02 (622 JE(T 202} (026 -
+2XE (b, ¥)—2E (b, Xy)+2ZE (b,y)—2E(b, yz) +2TE (b, ) - 2E (b, yi) -
—2XE(b7X)+2XZE(b,b,)—2XE (b,b,Z)+2XT E(b,bs)—2XE(b,b,t) -

—27E (byb,X)+2E (b,b,X2)—2TE (b,b, %)+ 2E (b,b, X)
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—2ZE(b27)+2ZTE(b,b,)—2ZE (b,b,t)—
—2TE(b,b,Z)+2E(b,b,z)—2TE(bit)+

+2YE(b,X) — 2XY E(b,) + 2YE(b,Z) - 2YZ E(b,) + 2YE(bsi) — 2YT E(b,)

pero si bs=0,
ECM (V) =V(9) + E(X?02 )+ E(b7%? )+ E(Z%3 )+ EbZ27 )+
+2XE(b,¥) - 2E(0,%Y) + 2ZE (b, ) - 2E (b, ¥2) -
- 2)?E(b12 X) + 2X_ZE(b1b2) — 2)7E(b1b2 Z)—
— 2ZE(b,b,X) + 2E(b,b,XZ) -
—2ZE(b’7) -

+2YE(b,X) - 2XY E(b,) + 2YE(b,Z) - 2YZ E(b,)

que es el error cuadratico medio del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares.

Ahora, si b; y b, son constantes,

E(Y,) =E@)-[EX)-E®E®)]-E®,2)-E@)E®,)]
=E(Y) — [0,E(X) — b, E(X)] - [0,E(2) —b,E(2)]
-y

y es un estimador insesgado, igual que el estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares

con by y b, constantes.
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Por lo tanto, el error cuadratico medio es igual a la varianza, la varianza es
V() =[E(y?)-V2]+b2E(X?)+ b2E(R? )+ b2E(Z? )+ b2E(22 )+

+ 20, XE(Y) — 20, E(XY) + 2b,ZE(Y) — 2b,E(VZ) -

— 2b2 XE(X) + 2b,b, XZ — 20,b, XE(Z) —

—2b,b, ZE(X) + 2b,b,E(XZ) -

—2b2ZE(Z) -

—bZ(E(X))° -b?X? —bZ(E(2))* —b;Z?% +

+2b,YE(X) — 20, XY +2b,YE(Z) - 2b,YZ +

+ 207 XE(X) — 2b,b, E(X)E(Z) + 20,b,Z E(X) +

+2b,b, X E(Z) - 2b,b, XZ +

+2b2ZE(2)
V{Y,) =[E(372)—\72]+ bz X? +b12E(>"<2)+ b;Z? +b22E(22)+

+ 20, XY — 20, E(Xy) + 20,ZY — 2b,E(yZ) -

—2b2X? + 20,0, XZ — 2b,0, XZ —

—2b,0,XZ + 2b,b,E(XZ) -

272 -

—bZX? —bZX? -biZ? -biZ% +

+2b, XY =20, XY +20,YZ - 2b,YZ +

+202X % - 20,0, XZ + 2b,b, XZ +

+2b,b, XZ — 2b,b, XZ +

+2b5Z°
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V(%) =[E(y?)-V?]-b2X? + bZE(x)-b2Z2 + bZE(z? )+

+ 20, XY — 20, E(XY) + 2b,YZ — 20,E(¥Z) — 2b,b, XZ + 2b,b, E(XZ)

V() =[E(y?)- 2 o2 [E(?)- X2+ 2 E2?)- 27 )
— 2b, [E(xy) - XV |- 2b, [E(y2) - YZ |- 20,0, [E(x7) - XZ |
Vv (\?,r) =V (¥) + bV (X) + b2V (z) — 2b,COV (X, ¥) — 2b,COV (¥, 7) — 2b,b,COV (X, 2)

1-f
(Bt (s3 ebisebis? -2ns, -5, 2.5,

que es la varianza del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares. Y con el error

cuadratico medio,

ECM(Y,) =V(¥) +b2[E(x?)- X |+ b2[E(z2)-Z2]-

— 2b, [E(Ry) - XY |- 2b, [E(y2) - VZ |- 2byb, [E(x7) - XZ |

ECM(Y,) =V (¥) + b2V (X) + b2V (2) — 2b,COV (X, §) — 2b,COV (¥, Z) — 2b,b,COV (X, 2)

1-f
(A3 it vbisi -2, 2,5, -2bs,

que es el error cuadratico medio del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares.



Estimadores de Regresion Lineal Multiple 70

De manera que queda demostrado que el estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares es un
caso particular del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares, cuando bs;=0, también son

casos particulares todos sus casos especiales desarrollados en el capitulo 2, que son los siguientes,

Tabla 1 - Valores de by, by, bs del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares, segun caso particular

b1 b, bs
Estimador de Regresion Lineal Simple b1 0 0
Estimador directo 0 0 0
Estimador de razén y 0 0
X
Estimador por diferencia 1 0 0
Sy
Estimador de varianza minima para b constante Y 0 0
X
Estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares by b 0
Estimador por diferencias (con 2 variables auxiliares) 1 1 0
. . ., y z
Estimador de Razon-Regresion (*1) ; -b % b 0
_ _ y+b(X -X) y +b(X —X)
Estimador de Regresion-Razén (con b) (*2 bjl-| ——— P — 0
] (conb) -2 { (Z+b(X—x) 7 +b(X —X)
o - 1 y+b, (X -X) y+b, (X -X) .
Estimador de Regresion-Razén (con *3 - =
i gresi z6n (con by y by) (*3) r T T (X =) +b,(X—%)
2 2
Estimador de varianza minima para b; y b, constantes M M 0
S:87 ~ (S, ) S78% ~ (S, )

donde, (*1) b= es el coeficiente del estimador de Razdn-Regresion
(*2) b= esel coeficiente del estimador de Regresion-Razdn cuando éste tiene un coeficiente b tnico

(*3) by= coeficiente del estimador Y_Ir en el estimador de Regresion-Razon con dos coeficientes b diferentes

b,= coeficiente del estimador Z_Ir en el estimador de Regresion-Razén con dos coeficientes b diferentes



Estimadores de Regresion Lineal Multiple 71

3.4.2.- Estimador por Diferencias (con 3 variables auxiliares)

Este es el caso cuando bi=h,=bs=1, entonces se corrige el promedio muestral solo por la diferencia

entre los promedios poblacional y muestral de las variables auxiliares; esto es,
Yy =JHX -R)+H(Z-2)+(T )
al sustituir b1=h,=bs=1 en (28), se tiene,
E(Y,) =EG)-EGX)-ER EG)HE®R,2)-E@ EGHEGH-EO E®,)]
=Ey)-E®)-EX) EQHE@)-E(@) EQHE®-ED EQ®)]

=E@3)=Y

por lo tanto, es un estimador insesgado. Haciendo lo propio en (34),
EMC(Y, ) =V (Y,,) =V (7)+ X 2 +E(x? }+ Z2 +E(2?) +2XY —2E(xy) +2ZY —2E(72) -

—2X 2 4+2XZ —2XZ —2XZ +2E(XZ) -2Z % +2XY =2XY +2YZ -2YZ

V() - X2+ E(x2 - 22+ E(22 )+ 2XY —2E(xy)+2ZY —2E(yz)+

+2XZ —2XZ —-2XZ +2E(X2)

=V (y)+V (X)X 2 4V (2)—2COV (X,y)—2COV (y,2)+2COV (X2)

N-N[e2 o2 a2
=] +57+57-25,,-25,, 425, |
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ECM(Y,) =V (Y)+E(X2 }E(x2 HE(Z2 - E(z? hET2 )+ E[2 )+

+2XE (¥)-2E (Xy)+2ZE(y)-2E(yZ)+2TE(y)-2E(yt)-

—2XE(X)+2XZ —2XE(Z)+2XT —2XE (t)- —2ZE(X)+2E (x2)-2TE(X)+2E (xt)—-

—27E(2)+2ZT -2ZE(t)- —2TE(Z)+2E(zf)-2TE(f)+

+2YE(X)-2XY +2YE(Z)-2YZ +2YE(D)-2YT
ECM(Y,) =V (7)+ X 2+E(x2 J-Z2+E(22 kT 2+E(2

+2XY —2E(Xy)+2ZY —2E(yz)+2TY —2E(yf)-

—2X24+2XZ -2 XZ +2XT =2XT - —2ZX +2E(X2)—-2T X +2E(X{)—

~27°427T -27T — —2TZ +2E(zt)—2T >+ +2YX -2 XY +2YZ —2YZ +2YT —2YT
ECM(Y,) =V (¥)-X2+E(x2 - Z2+E(22 -T2 +E(E2

+2XY —2E(XY)+2ZY —2E(yz)+2TY —2E(yf)-

—2ZX +2E(XZ)-2T X +2E(Xt)— —2TZ +2E(zt)+
ECM(Y,) =V (9)+V (X)+V (2)+V (f)—2COV (Xy)-2COV (¥z)—2COV (Vi)

+COV (XZ)+2COV (Xf)+2COV (zf)

2 2 N-n
EMC(Y, )=V (er):W[S§+Sf+SZZ+St2—ZSXy ~25,,-25,,+2S,,+25,,+2S,

y el estimador del error cuadratico medio,

~ K A D N-=n
EMC(Y,,)=V(Y,) :W[s§+sf+sf +57=25,,—25,,—25,, +25,,+25, +Zszt]
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Para el total se tiene que,

A
A Z

Y, =NY,

Ir

=NJ+N(X=X)+N(Z-2)+N(T =) =Y +H(X =X)+(Z-Z)+(T-T)

E(Y,)=Y+[ECO)-EX) HE@)-E@) HEM)-ET) Y

por lo tanto, también es un estimador insesgado y su error cuadratico medio es,

EMC(Y, )=V (Y, )—m[s%s%s%sz—zs —2S,-2S,+2S_+2S  +2S
Ir]— Ir/— NN y X z t Xy yz yt Xz xt 7t

_ N(’\r‘]—”) [s2452+52+52-25 25,25, +25,+25,+25, |
Y su estimador,
EI\?IC(\f,r)=\7 (\ar)=W[S§+Sf+sz2+5t2_25xy_25yz —28,,+28,,+28,,+25,
:M[sﬁsfjusf +s? —25,,—25,,—25;+25,,+25,,+25,

3.4.3.- Estimador de Varianza Minima para by, b, y bs constantes

Sean b, =b,, , b, =b,, ¥ b;=b,, constantes, entonces, sustituyendo en (28),

E(Y,) =E)-[EbX)—EX)Eb)]-[E(,2)~E(2)E(b,)]-[E(bs)—E ) E(by)]
=E(¥)~[b1oE(X)~E(X)byo |- [by E(2)—E(Z) by J-[bsg E(E)—E(E) b |

=E(Y)

=Y
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se tiene que es un estimador insesgado. Sustituyendo b, =b,, , b, =b,, Y b,=b,, en (34),

EMC(Y, )=V (Y,.) :%[35+bfsf+b§sf+b§sf—2blsxy 2,8, —20,8,,+2b10,S,, +200,8,, + 20,5,

N-n

Para minimizar la varianza, en principio se hallan las derivadas parciales, se igualan a cero y se

obtienen los valores de b1 , bao Y bso.

Derivando respecto de bio,

A

V() N-n
THJZW[Z%SXZ 228, 420,08, +230S ]

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,

a) n=N a) n=N
6 - 6
b) 20,pS2 —2S,, +2bS,, +205,S =0 b) b1pS2 —S,, +b20S,, +050S, =0

no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del

estimador es igual a cero, porque se tiene el valor poblacional. Tomando el caso (b) y despejando b, ,

S><y _bZOsz _b3OSxt
Sy

10 —

Derivando respecto de bz,

V() N-n
5b2;r =W[2b20822 —28, + 2,8 ¢ +203S , |0
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para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,

a) n=N a) n=N
6 = 6
b) 20,57 -2S,, +2b,,S,, +205,S , =0 b) byyS7 =S, +b1oS,, +b5eS =0

igual que para b,,, no tiene sentido hacer n=Ny se toma el caso (b), que despejando b,,, se tiene

_Syz _blOsz _bBOSzt
S;

20—

y finalmente, derivando respecto de ba,

v (i)
oy

=%[2b3033 —28 42,0 +2D,08 |20
n

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,

a) n=N a) n=N
6 = 6
b) 203y —2S ; +20;,S  +20,,S , =0 b) DyeS7 =S +01S ¢ +b0S, =0

tomando el caso (b), por las razones antes explicadas, y despejando b,,, se tiene

b _Syt —0;0S, D505 4
30 = 32
t

Entonces se tiene,

Sxy_bZOsz _bSOSxt Syz _blosxz _bBOSzt b _Syt_blOSxt_bZOSzt

10 = 2 20 = 2 30 = 2
Sy S, St

Debido a lo laborioso de hacer tantas sustituciones, se trabajara como un sistema de ecuaciones,

tomando las opciones (b) de cada caso, que resulta,
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bioS2 =S,y +D20S,; +b36S . =0
by0S7 =Sy, +b16S,, +b50S, =0
baoSE =Syt +b1eS, +D S =0

Si se reescriben las ecuaciones resultantes como,

bioS S +050S,, +D50S ¢ =S,y
bzosz2 +010S,, 0505, =S,
b3OSt2 +D1Sy +DS 1 =S,

b,S2+b,S,, +0;S, =S,
b2822 +blsxz +b382t :Syz =
b3St2+blSn+bZSZt=Syt

b,S: +b,S,, +b;S, =S,
blsxz +b2822 +b382t :Syz
byS +0,S, +b;S7 =S,

Y se resuelve el sistema de ecuaciones. En forma matricial es,

76

S2 Sy Su () (S, b} (S Sk S| (Sw
Se S2 S, ||b,|=|S, | entonces, |b, |=|S, S S, S,
S Su St2 b, Syt b3 Sxt Szt St2 Syt
Al desarrollar, se tiene,
-1
S)E sz Sxt 1 Szzstz_szzt SxtSzt_StZsz szszt_szzsxt
2 _ 2 2q2 2 2
Xz Sz Szt _528252—8282—8282—8252 425 S S SxtSzt_Sthz SxSt _Sxt szsxt_sxszt
Sxt Szt St2 e o e Lo e szszt_szzsxt szsxt_sfszt stzz_sfz
Es decir,
bl 1 Szzstz_szzt Sxtszt_stzsxz szszt_szzsxt Syx
b2 = 2a2c2 2a2 242 2a2 SXtSZt_SIZSXZ sttz_sft SXZSXt_stzt SyZ
b3 SXSZSt _SXSZt_SZSXt_St SXZ +ZSXZSXtSZtLszSzt_SZZSxt sszxt_stzt stzz_sfz Syt

Entonces,
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Syx(szzst2 _Szzt)+syz (SxtSzt _Stzsxz )+Syt (szszt _Szzsxt)

h =
' S%S7S¢ —55S5 575 ~S¢Sx +25,,5,Sx
) 5,u(9,5,-528,0 J+5,, (578752 45, (6,05, -85,
2 2c2c2 22 2c2 2c2

SszSt _stzt_szsxt_st sz+28xzsxtszt
b =Syx(sxzszt_szzsxt)+Syz(sxzsxt_stzt)_"syl(s)fszz_sfz)
3 §25%82_-5252_5252 5252 125 S S

x¥z >t xztzxttxz+xzxtzt

Para determinar si se alcanza un minimo, se debe hallar la matriz hessiana y verificar que sus menores

principales son mayores que cero. Esto es

V() VM) VM| - :

N—-n N—-n N—-n
ab? obyb, db,b, n 287 v 2S,, o 2S,
N NYVa NTa Nva _ _ _
HOV(Y ) = oV (Y,) 6V(\2(|r) oV, |_| N nZSXZ N n2822 N nZSZt
ob,b ob; ob,b, NNn NNn NNn
2 ES 2 -n -n -n
VM) V() OV | (S e T e g 2S¢

ob,b, ob,b, b2 - -

Analizando el menor principal de orden 1,

N—-n

zsx2 >0, Y sera estrictamente mayor que cerosi n<N A Sf >0.
Nn

H, (V(Y,)) =

Analizando el menor principal de orden 2,

N-n_., N-n
R 2S; 2S,, B _ _ _
HZ(V(Y_Ir)) =[N Nn = N-n 283 N-D 2522 - N-n 28, N-n 25,
N-n N-n_ .2 Nn Nn Nn Nn
25, 257

Nn Nn




>0

>0
>0

>0 (yaque-1<p,, <1 = 0<p2 <1)
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= H,(V(Y,)) > 0

y serd estrictamente Hz(\/(\?,r))>0 si n<N , S>>0, SZ2>0 A -1<p, <1.

Analizando el menor principal de orden 3, que es el determinante,

Ho(V (Y,)) =

3
_23(N _nj 828282(8382285 +28XtSXZ
- X<z >t

23[M 35
Nn

28282

S, t(1+2

N—nZSXt

SZt

=zs(

—§2g2

N —n
Nn

x>zt

3
j (s2s252+25,S

Snsnsn Si

SeH

S?

2
Sn

—8/8% - S!S, J

878,8¢

3
N-n
= ZB(WJ $28282 (142, P pu—Po—Po—pL )

Como

SZ
S7S¢ S8/ SfoJ

XZ

sn

-§2g2

x>zt

78

_s5252 -5252)
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52 >0 b= H,(V(,)=0 Siysolosi 1+2p,p,p, —pr—pi—ps 20
S2 >0
S? >0
n<N
N S:>0
y sera estrictamente H,(V(Y,,))>0 si $250
SZ >0

1+2pxtpxzpzt _pzzt _pft _pfz >0

considerando todas las condiciones encontradas en los menores principales de orden 1, 2 y 3, se

tiene que,

n<N
SZ>0
. SZ >0 L =
Si z —, bio, b2o y b3o minimizan Vv (Y, )
SZ>0
-1<p,, <1
l+2pxtpxzpzt _pzzt _pft _pfz >0

Como tiene que ocurrir que —1< p,, <1, es decir p,, #-1 A p,, #1, se evaluara que ocurre con la

Gltima condicion, si las otras relaciones entre variables auxiliares son perfectas,

Si py =1, 14204y — P 1= Ph =2pPu — Pa — P =P —Pn)' >0 => (p —py ) <0
Si Py ==L 1-2p, Py —Pa —1= Pl =200 P~ Pr —Ph =P +Pa) >0 => (pg +py)° <O
Si pu =1, 14200y —1-ph —Ph =204Pr —Ph —Ph =Pa —Pu ) >0 => (o —p, ) <0

Sipu ==L, 1=2p P —1=Ph = P =203 Px = Pr — P =P =P ) >0 => (o +py ) <0

Si p, =p, =1, 1+2p, -1-1-p2 =-1+2p,, —p2 =—(1-p, )* >0 => (1-p,)* <O
si Pxt = Pzt =-1, 1+2pxz _1_1_/052 :_1+2pxz _pfz z_(l_pxz )2 >0 => (1_/0xz )2 <0
Si py =L pp=-1, 1-2p,, -1-1-p% =-1-2p,, —p5 =—(1+pxZ )2 >0 => (1+pxZ )2 <0

si Psxt :_]"pzt =1, l_szz _1_1_:052 :_1_2pxz _pfz :_(1+pxz )2 >0 => (1+pxz )2 <0
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y ninguno de estos casos son validos, es decir, que p,, #-1 A p, 21 Y p, #-1 A p, #1.

n<N
SZ2>0
SZ>0
Entonces, bio, bz Y bso minimizan V(Y, ) si S¢ >0
-l<p, <1
-l<p, <1
-l<p, <1

1+2pxtpxzpzt _pzzt _pft _pfz >0

es decir, si n<N, las variables auxiliares x, z, t no son constantes (S2>0,S2>0,S?>0), sus

correlaciones no son perfectas (-1< p,, <1,-1<p, <l-1<p, <1) Yy

142y P P =P —Px —Pr >0 -

Cabe destarcar que los mismos coeficientes big, bao y bso , con las mismas condiciones, minimizan

V(YAIr)'

3.5.- Comparacion con otros Estimadores

Tal como se ha hecho en otros capitulos, se debe comparar la precision del estimador de regresion
lineal con 3 variables auxiliares contra la precision de diversos estimadores, sin embargo, al tener 4
variables (y, X, z, t) y 3 coeficientes (b, b2, bs), en todas las comparaciones se llega a resultados muy
dificiles de aplicar, por lo tanto, se comparar&n unos pocos casos, basicamente para reflejar la

complejidad de dichas comparaciones.
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3.5.1.- Comparacion del Estimador de Regresion Lineal con 3 variables auxiliares con el

Estimador Directo

La primera comparacion se hara con el estimador directo, por ser el mas sencillo. A continuacién se

tienen los errores cuadratico medios que se van a comparar.

EMC(Y,.) V(er)— [s +b282+b282 +b282 2,5, —2b,S , —2b,S  +2b,b,S , +2b,b,S , +2b,b,S,, |
VS
EMC(Y) V(\?)_M

Para que el estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares sea méas preciso que el estimador

directo, debe ocurrir que,

EMC(Y,,)<ECM(Y)

y esto es
NN_n[SS +b1285 +b22822 +b§st2 _Zblsxy _ZbZSYZ _2b3syl +2b1b28xz +2b1b35xt +2b2b382t]< NN_nS)%
" n

Sy +b’S; +b7S7 +biS7-2b;S, —2b,S,, —2b,S ; +2byb, S, +2byb, S, +2b,b,S , <S)

b?S?+b;SZ+b;S?-2b,S, —2b,S , —2b;S ; +2byb,S,, +2bb;S, +2b,b;S <0

025220, (S, +b,S,, +byS  JrbZSZ +b2S2 20,5 , ~2b,S , +2b,b;S, <0
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Como puede observarse, resulta complejo establecer una condicion sencilla que indique cuando el
estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares es mas preciso que el estimador directo.

Igual ocurrira con las otras comparaciones.

3.5.2.- Comparacion de los Estimadores de Regresion Lineal con 1y 3 variables auxiliares

A efectos de diferenciar ambos estimadores, se modificara ligeramente la notacién, entonces,

EMC(Y,,,) = error cuadratico medio del estimador de regresion lineal con 1 variable auxiliar

EMC(\?”?)) =error cuadratico medio del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares
b,; =coeficiente “b, ” del estimador de regresion lineal con 1 variables auxiliares
b5 = coeficiente “ b, del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares
b, = coeficiente “b, ” del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares

bs; = coeficiente “b,” del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares

Los errores cuadratico medios que se van a comparar son los siguientes,

A

EMC(YA"3):V (Y_Irs):%[sj +b5S: +b7S7 +b3;S! —20,3S,, —20,3S, =203, S +20,30,5S,, +2013055S  +20,303,S
VS

A~ o N —n
EMC(Y,1) =V (Y1) :W[Si +b3S? _2bllsxy]

Para que el estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares sea mas preciso que el estimador

de regresion lineal con 1 variable auxiliar, debe cumplirse que,

EMC(Y_"3) < EMC(Y_Irl)
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y esto es,

N-—n
N—[s§ +b2S2+b2,S% +b2S? —2b13S,, —2b3S , —2b55S ; +2b13b, S, +2Dy3035S  +2b,30e3S | <

n
N

—-N
- [s2 +b2s2 - 2b,,8,, |

S +bS] +b5,87 +b35SE =208, —2b)S,, — 2033 S  +213b,5S , +2b13b35S ¢ +2D,5b5,S <
S2+bfS7 —2byS,

blzssxz + bzzssz2 + bszsstz —2b;3S,, — 2038, — 2033, +2b;30,3S,, + 2030538, + 2050555, <
biiSE —2b,S,,

2 2 2 22 22
(bl3 - bn)sx +b5,87 +b5S¢ —2(by; - bll)sxy = 20535, = 20555y + 20;30,5S ; + 20,3055, + 20530535, < O
Como puede observarse, existen infinitas combinaciones que cumplen la condicion, y es
complicado establecer una condicién mas sencilla. Se pueden comparar los errores cuadraticos
medios, cuando los valores de b; son los que minimizan la varianza en ambos casos, aungue también
resulta poco manejable,

blzssf + b223822 + b§38t2 - 2b138xy - 2b23syz - 2b33syt +2b130,3S,, + 20130535, + 2050555, <

2
S
XY @2 Xy
S4 SX _2 SZ SXy

b&Ss +b%S7 +b%SE = 20,3S,, — 20,55, — 20555 + 2030,,S, + 2013055 + 2bybssS, <

2 2
Sy 5

sz sZ

2

S
b1238>3 + bzzasz2 + b§38t2 - 2b138xy - 2b238yz - 2b3ssyt + 230,58, + 20,5055 + 20,508, < - —F

2
X



Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple 84

SZ
blZSSf + b223'Sz2 + b3233t2 — 20138, — 20,5, — 205,S, + 20505, + 2050555, + 2by5ba.S, + S_Xzy <0
X

donde,

b _ Syx (S;-Stz - Szzt)+ Syz (Sxtszt - Stzsxz )+ Syt (szszt - Szzsxt)
: S:S7S —SiSy —SISq —S{Sg +25,5,5,

o S, (S Sy — 528, )+5,,(5282 —82)+5,.(S,S, —S2S,)
” S%SiS —S{S% —S;Sk — S¢Sk +25,5,Sx

b _ Syx(szSzt - Szzsxt)"- Syz (szsxt _stzt)"' Syt(sfsz2 _sz)
» SfSZZStZ _stzzl_szzsfl —SIZSEZ +28xzsxtszl

v [5,c(5257 8245, (S5 — 528, )+ $,1 (S8 528, JF
’ [s25257 ~528% ~ 5752 5257 +25,5,S,, |

oSS =578, ) 8,687 -85 )+ 5, (5.5, - 25
“ 525252 — 5252 — 5252 —S2S2 +25,5,,5,,

v 15, (S0S s 828, )+ 5,1 (S,0S — 828, )+ S (5282 -2 )
; [s75257 ~525% ~ 5752 ~ 8752 +25,5,,S,

b |5,(5252 =52 )+ S, (S8 = 5250 )+ Sy (S St — 528, IS e (S5 — $75 0 )+ $,2(5252 =52 )+ 1 (S0 S — $25, |
o [s25252 - 5252 — 5252 — 5282 +25,,5,5,,

- [5,(5787 ~52 )5, (5,5, ~ 575, )+ 5y (S.0S ~ 528, 15y (S,05 ~ 528, )+ S, (05, — 525, )+5,, (5252 ~ 52 )]
o [s75757 5757 5787 ~5752 +25,5,5,.]

b [5,(5,S, — 828, )+8,,(5257 =82 )+ 5 1 (,, S — 578, 1,1 (5,08 — 828 )+ 8, (8,8 — 528, )+ S, (5252 =52 ]
23M33 —

x>zt

[s25252 ~5252 —5252 — 5752 +25,5,S,, [
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3.5.3.- Comparacion de los Estimadores de Regresion Lineal con 2y 3 variables auxiliares

A efectos de diferenciar ambos estimadores, se modificara ligeramente la notacidn, entonces,

EMC(Y,,,) = error cuadratico medio del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares

EMC(Y,,3) =error cuadrético medio del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares

b,, =coeficiente “ b, ” del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares

b,, =coeficiente “b, ” del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares
b,5 = coeficiente “ b, ” del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares
b, = coeficiente “b, ” del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares

D55 = coeficiente “ b, del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares

Los errores cuadratico medios que se van a comparar son los siguientes,

EMC(Yy5)=V (V)= 52 +h2,S2 +h2S7 153,52 ~ 20y, 2355, ~ 20555, + 2013, +2isbssS + 2035055
(Yi3)=V(Yy3)= NN y 10139, T0539, +D339; 139xy ~ 40239y, 339yt T20130039,; +20130339,4 +20,30539,

VS

EMC(Yilrz) =V (Ylnz) :%[85 +b5S 5 +b3,S? —2b,,S,,-2b,,S,, +2b12b228xz]

Para que el estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares sea méas preciso que el estimador

de regresion lineal con 1 variable auxiliar, debe cumplirse que,

EMC(Y, ;) <EMC(Y, ,)

y esto es,
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N—n
W[sj +b2S2 +h2,82 +282 ~ 20,8, 20,58, ~ 2038 +2D;0,08 . +2Dy3hssS ¢ +20,eS . | <

N—n
W[Si +b2S2+b2 8% ~2b,,S, —2b,,S,, +20,,0,,S , |

S +b5Ss +b5,S 2 +b5 S —2b15S,, —2b)3S , —2055S i +20130,5S 1, +2Dy3D3S ¢ +2Dy3b5 S, <

S2+b5S2 +b5,S2-2b,S,, —2b,,S,, +2b;,b,,5 ,
b1238x2 +b223822 "‘b323st2 —2013S,, —20,3S , —2033S ; +2b;30,3S , +20;3053S ; +2b,503,S <

blzzsf +b222822 —20;,S,, =20, S, +2b;,b,, S,

(b123 - b122 )Sf + (b223 - b222 )Szz + b3238t2 - 2(b13 -by, )Sxy - 2(b23 —b,, )S vz T 2b33Syt + 2(b13b23 —by,b,, )S e T
+ 2b,30,,S . + 2b,5bs,S, <0
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4.- ESTIMADOR DE REGRESION LINEAL CON K VARIABLES AUXILIARES EN

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Luego de desarrollar el estimador con 3 variables auxiliares, ahora se procedera a generalizar el

estimador, incluyendo k variables auxiliares. A los efectos de este desarrollo, las variables auxiliares

se denominaran Xu, Xz, Xs, ..., Xk.

La estructura de los estimadores es la siguiente,

Vi = T B~ %) +5,(X, %) +by(Kg =) + - +b,(X, ~ %)

A

er

A

NY,,

A

er

A continuacion se muestra el desarrollo de los mismos.

4.1.- Estimadores

Sea un universo de N elementos y sean las observaciones de las variables y , X1 , X2, Xs, ..

cada uno de ellos,
yl 1 yz 9 yN

X L X X

11 12 0 N
Xa 1 X e Xy
X31 , X32 yeees X3N
X , X X

k1 kN

Y +by (X = Xy) +b, (X, = X,) +by (X5 = Xg) + -+ +b (X, — X

NY,, = N[y+bl(>?l = %) +b, (X, = %,) + b5 (X5 = %) + -+ +b, (X, _)_(k)]

)

., Xk, sobre
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Entonces, la variable “y” se puede expresar como una funcion lineal de X1 , Xz, X3, ... , X, de la

siguiente manera,
Yi =a+bxy; +0,Xp +byXg + - X + 6 (36)

[T 2 T

donde “a” es el punto de corte del hiperplano en el eje de la variable “y”; “b1”, “b2”, “b3”, ..., “bx”

son las pendientes del hiperplano, y “ei” es el desvio que tiene “y;” respecto del hiperplano, ademas,

ggeR Yy ZN:ei:O
i=1

Sea Yi=a+bX; + 0% +ByXg + - Xy 37)
N N

un estimador de yi , y se cumple que ZVi =z Y
i=1 i=1

ya que,

N N
ZYi :Z(a+blxli +0,Xp + 03Xy + -+ DX +€)

i= i=1

N N N N N
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N
=Na+bllei+b22X2i+b3ZX3i+"'+bkzxki
i1 i1 i1 =

N
=Z(a+blxli +D, Xy +03X5 + -+ D Xy)
=

N
= Z Y
i=1
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Si se aplica a (36) sumatoria hasta N y luego se divide entre N, se tiene,

Y :ZN:yi =N a+blzN:x1i erZZN:xzi +b32N:X3i +...+kaN:in +ZN:ei
= = i=1 i=1 i=1 i-1

N N N N N
=Zyi =N a+bllei +bZZX2i +b3zx3i +"'+bkzxki (38)
= i=1 i=1 i=1 i=1

<]

=a+b X, +b, X, +by X5 +---+b, X, (39)

si se toma una muestra de tamafio n, n <N, y se le aplica a (36) las mismas operaciones anteriores,

pero hasta n, se tiene que,

zn:yi =na+blzn:xli erzzn:xzi +b3zn:x3i + ---+bkzn:xki +Zn:ei (40)
i- i1 i1 i1 i1 i1

y=a+bX +b,X, +bX; +---+b X +€ (41)

donde €& es el promedio muestral de los desvios y ademas es diferente de cero. Restando (41) de
(39),

= Y=y+b X, -bX +b,X, —b,X, +b; X5 —bX; +---+b X, —b X, —€

si se hace e',=—e, , entonces,

Y =§+b X, —bX +0,X, —0,X, + by X5 —byX, +---+ b, X, —b X, +& (42)
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El valor de “a” se puede obtener igualando (42) a (39),

a=y-—-bx +bX, +bX;—---—b X, +€

Si los datos se comportan como un hiperplano, entonces e='=0

de lo que puede decirse que un estimador del promedio poblacional es,

Y, =V +0,(Xy = %) +0,(X, = X,) + by (X5 — %) + -+ by (X, — %) (43)

y serd bueno en la medida que e converja a cero, es decir, cuando y; se aproxime al hiperplano
a+bixi+boXo+bsxs+... +hX. El estimador mostrado en (43) es el “estimador de regresion lineal del

promedio poblacional”, y el estimador del total viene dado por la expresion,

A
Z A

NY,, =Y +by (X, = X,) +b, (X, = X,) +0y(X5 = Xg) +-+-+ b (X, = X))

=

Ir

4.2.- Esperanza de los Estimadores

Aqui se desarrollara la esperanza para el estimador del promedio.

E(Y,) =E[7+b, (X, = %) +b,y (X, = %,) +by (X = X;) + -+ b, (X, —%,)]
=E(y)+ )TlE(bl) —E(o,X) + )TZE(bZ) —E(b,X,) + )T3E(b3) —E(0X5) +--- + )?kE(bk) -E(b.X,)
=E(y)+EX)E(D,) — E(b,X)+ E(X,)E(b,) — E(b,X,) + E(X;)E(b;) —E(bsX;) +---+ E(X, )E(b,) — E(b. X, )
=E(9) - [E(.%) - E(%)E(b,)] - [E(b,%,) — E(%,)E(b,)] - [E(0:%;) — E(%)E(by)] -+~ [E(b X ) — E(X)E(D,)]

=Y —COV (b,,%,) - COV (b,,X,) — COV (b, X;) —---— COV (b, , X, )
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Que resulta un estimador sesgado, pero si by, bz, bs, ..., bk son constantes, el estimador es insesgado.

Se puede desarrollar desde un principio la esperanza para b, by, bs, ..., bk constantes.

E(Y,.) =E[7+b, (X, =) +by (X, = %,) +by (X = Xp) + -+ by (X, — %, )]
—E@y) +b,X, ~b,E(X,) +b,X, — E(%X,) +b; X5 — E(Rs) + -+ b, X, — E(X,)
=E(y) +b, X, =0, X, +b,X, —=b, X, +b,X; —by X5 +---+b, X, —b, X,
=E(Y)

=Y

Resultando un estimador insesgado, mismo resultado que se llegé anteriormente.

4.3.- Error Cuadratico Medio de los Estimadores

Debido a la complicacion que implica el desarrollo de la varianza y el error cuadratico medio con k
variables auxiliares, que ya se ha visto en sus desarrollos con 1, 2 y 3 variables auxiliares, y que, tal
como se ha comentado, en la mayoria de los casos los valores de los coeficientes b; son constantes,
aqui se desarrollaré solo el caso para bs, by, bs, ..., b constantes, que el estimador es insesgado, de

manera que la varianza coincide con el error cuadratico medio.
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V() =Y, —E(Yﬁ,)T =E(Yﬁf)—[E(¥ﬁr)T
=E((2) - [V ~[E0X) - EG)E®)] - [E0%) - ER)E®,)]- [E(%) - EG)E®)] -~ [E0,X) - ERIEG]
=E(V2) - [V - [E®) - EE )]~ [b,E(%,) ~ E(X, )b, ]~ [b4E (%) — ERo)bg |-+~ [0 %) - EE®)T

~£(V)- ] (44)

desarrollando E(Y,?), se tiene,
E02) = E|[7+b,(X, ~R)+b,(%, ~ %) +by(Xy %)+, (X, ~%,)F

=E:)72 +bE X2+ bR +DIXZ +05%X5 +bI X2 +hiXZ +---+bZ X7 +bIX] +

+2b,yX, — 20, VX, +2b,¥X, — 20, VX, + 20, X 5 — 205X, +---+ 2b, YX, —2b, yX, —

—2b2 X, %, +2bb, X, X, —20,b, X, X, + 2bby X, X5 — 20,0, X, X, +---+ 20,0, X, X, —20,b, X, X, —
—2b,b, % X, +20,0,%, X, — 2b,b, X, X 5 + 20,0, X5 + -+ — 20,0, X, X, + 2b,b, X, X, —

—2b2 X, X, +2b,0, X, X5 — 20,0, X, X, +---+ 20,b, X, X, —2b,b, X, X, —

— 2b,b,X, X5 + 2b,b,X, X, + ---— 2b,b, X, X, + 2b,b, X, %, —

— 202 X o5 + -+ 20,0, X5 X, —2b,0, XX, —
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E(Y,?) =E(72)+b2XZ + b2E(R2 )+ b2 X2 +b2E(XZ )+ b2 X2 +b2E(X? )+ -+ b2 XZ + B2E(R2 )+
+2b, X, E(Y) - 20,E(VX, )+ 2b, X, E(Y) - 2b,E(YX, )+ 20, X, E(Y) - 2b,E (V%5 ) + -+ 2b, X, E(V) - 2b, E(VX, ) -
—2b2 X, E(X, )+ 20,b, X, X, —2b,b, X, E(X, )+ 20, b, X, X5 —20,b, X, E(X; ) +- -+ 2b, 0, X, X, —2bb, X, E(X, )—
—2b,b, X ,E(X, )+ 2b,0, E(X,X, ) — 20,b, X,E(%, ) + 2b b, E(X,X; ) + -+~ — 20,b, X E(X, ) + 2b,b, E(X,X, ) -
— 202X, E(X, )+ 2b,0, X, X5 — 20,00, X, E(X5 )+ - -+ 2b,b, X, X, —2b,b, X,E(X, )—
— 2b,b, X,E(X, )+ 2b,0,E(X, X, ) + --- — 2b,b, X, E(X, ) + 2b,b, E(X,%, ) -
— 22X ,E(X; )+ -+ 2bsb, X, X, —2b,b, X,E(X, )—

—---—2bsb, X, E(X, )+ 2bb, E(X,X, )—---— 202 X E(X, )

E(Y?) =E(y?)+b2[E()F +b2E(X? )+ b2[E(X,)[F +b2E(R2 )+ b2[E(%,) ] +b2E(%2 )+
ot B2[EROF +2E(R2)+
+2b, E(X, )E(Y)—2b, E(yX, )+ 2b,E(X, )E(Y)— 20, E(VX, )+ 2b, E(X; )E(Y)— 20, E(VX, )+
+---+2b, E(%, )E(Y)—2b E(V%, )—
~ 207 [E(%, )J? +20,b,E(X,)E(X,) — 20,0, E(%, JE(X, )+ 20,0, E(X, )E(%, )—2b,b, E(%, )E(X; )+
+-+ 20, by E(X, )E(X, )—2b,b, E(X, JE(%, )—
— 20,0, E(%, )E(X, ) + 2b,b, E(X,X, ) — 2b,b, E(X, )E(X; ) + 2b,b, E(X, X5 ) +
+---—2byb, E(X, )E(X, )+ 2b,b, E(X, X, )—
—202[E(X, ) + 2b,b,E(X, )E(X; ) — 20,0,E(X, )E(X; ) + - --+ 2b,by, E(X, )E(X, ) — 2b,b, E(X, )E(Xy ) —
— 2b,0,E(X, JE(X;3 ) + 2b,b,E(X, X5 ) + - - - — 2b,b, E(X, JE(X, )+ 2b,b, E(X, %, ) —
— 20Z[E(%, ) + -+ 2b3b, E(%5)E(X, ) — 2b3b, E(%5)E(X, ) -

== 2bgby E()_(s )E()_(k )+ 2bsb E()_(3)_(k )_ T 2bk2 [E(ik )]2



Estimadores de Regresion Lineal Multiple 94

() =E(y? )+ b2[ER)F +b2E(R? )+ b2[E(X,)F +b2E(R2 )+ b2[E(Xs)F +b2E(%2 )+
oot B2[EROF +02E(RZ)+
+2b, E(%, )E(Y)—2b, E(V%, )+ 2b, E(X, )E(V)—2b, E(VX, )+ 2b,E(X, )E(Y)— 2b, E(YX5 )+
+-+++ 20, E(%, )E(Y)— 2b E(YX )—
— 2b2[E(% )] — 2b,b,E(%, JE(X, )+ 20,0, E(X,X, ) — 20,0, E(X, JE (X5 )+ 2b,b, E(%, X, ) +
+---—2bb, E(X, )E(X, )+ 2b,b, E(X, %, ) —
—2b2[E(X, )] — 2b,b5E(X, )E(%5 )+ 20,0,E(X, X5 ) + -+ — 20,0, E(X, )E(%, ) + 2b,b E(X, %, ) —

— 203 [E(Rs )" +---— 203, E(X, JE(R, )+ 205, E(%;%, ) —-+-— 207 [E(%, )]

E(Y,?) =E(y?)-b2[Ex)F +b2E(x? )~ b2[E(X,)[ +b2E(X2 )-b2[E(X,)[F +b2E(R2)+
+ o —BR[E(ROF +b2E(R? )+
+2b,E(X, )E(Y)—-2b, E(¥%, )+ 2b,E(X, )E(Y)—2b, E(VX, )+ 2b, E(X, )E(Y)— 2b, E(VX, )+
+---+2b, E(X, )E(Y)—2b E(VX, )—
— 2bb, E(X, )E(X, ) + 2b,b, E(X, X, ) — 2b,b, E(X; )E(X, ) + 2b,b, E(X, X5 ) +
+---—2byb, E(X, )E(X, )+ 2b,b, E(X, X, )—
— 2b,b,E(X, )E(X; ) + 20,0, E(X, X5 )+ - - - — 2b,b, E(X, )E(X, ) + 2b,b, E(X,%, )—
— 2b,b, E(X5 )E(X, )+ 2byb, E(X5X, )+ - --— 2b,b, E(X; )E(X, )+ 2bsb, E(X;%, ) —

— o= 20y by E(X 4 JE(R, )+ 26 _1b E(%y 1%, )
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E(2) = E(72)+ bZ[E(? ) - (B P+ b2E(2)- (B P ]+ 2 [E(R2) - (ER) P+

+o+E[E() - (EROF |-

— 20 [E(y% ) - E(% JE(Y)] - 20, [E(¥%, ) - E(X, JE(Y)] - 205 [E(¥%s) — E(%, JE(V)] -+~

=20 [E(y%) - E(XEY)] +

+2b,b, [E(%, X, ) — E(% )E(%, )]+ 2b1bs [E(%,%5) — E(% JE(R; )]+ -+ 2byby [E(% %, ) — E(%y JE(%, )]+
+ 20,05 [E(R, %5 ) — E(%, JE (R )] -+ 20,0, [E (%%, )~ E(%, JE(%, )] +

+ 203, [E(%%, )~ E(% JE(R, )]+ -+ 2b5by [E(Rs5%, ) — E(% JE(R )]+

+---+2b,_,b, [E()_(k_l)_(k )— E()_(k_l )E()_(k )]

E(%2) = E(y2)+ b2V (%) + b2V (X,) + b2V (R,) + -+ b2V () -
—2b,COV/ (Y, %,) — 2b,COV (¥, X, ) — 2b,COV (¥, X;) —--— 2b, COV/ (¥, X, ) +
+ 2b,b,COV (X, X,) + 2b,b,COV (X, X3) + - - -+ 2b,b, COV (X, X, ) +
1 2b,0,COV (%,, %5) + -+ 2b,b, COV (X, X, ) +

+ 2b;b,COV (X5, X,) + -+ -+ 2bsb, COV (X5, X, ) + -+ -+ 2b,_,b, COV (X, , X))

al sustituir en (44), se tiene que,

V() =72+ V(%) + BV (%) + BV (%) + -+ BV (R, ) -
—2b,COV (¥, %, ) —2b,COV (¥, X, ) — 2b,COV (Y, X;) —---—2b, COV (¥, X, ) +
+ 2b,b,COV (X, X,) + 2b,b,COV (X, X3) + - -+ 2b,b, COV (X, X, ) +
+2b,b,COV (X,, ) + -+ 2b,b, COV (X,, X, ) +

+2b,0,COV (X;, X, ) + -+ 2b,b, COV (X,, X, ) +---+ 2b,_,b, COV (X, ;, %X, ) -V ?



V()
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=V(9) +b0V (%) +03V (%) +b3V (%) + -+ BV (%) —

—2b,COV (¥, X,) — 2b,COV (¥, X, ) — 20,COV (¥, X5 ) —+-— 20, COV (¥, X, ) +

+2b,b,COV (X, X,) + 2b,0,COV (X, X3 ) + - + 2b,b, COV (X, X, ) +

+2b,b,COV (X, X5 ) + -+ 2b,b, COV (X, X, ) +

+ 2b,b,COV (X5, X, ) + - - -+ 2bb, COV (X5, X, ) + - - -+ 2b,_,b, COV (X, 4, X,.)

V(y)=$s§ . V(X AR

cov<y,m:%s

YXi !

Entonces,

ECM(Y”) V(er)_ {s +Zb S ZZb,SYX +2Z Zb, J J

i=1l j=i+l

y su estimador,

K K

A 2 Ao 1-f N
ECMmr)=vmr)=T(s§+besi 23 bis,, +

i=1 i=1

Para el total se tiene,

Kk

i=1 i=1

y su estimador,

EéM Nlr) :VA(YAIr) = Nzﬁu)(si + iﬁizsfi z I 2yx;

n

k-

+2

_bIJXX}

ECM(Y,)=V(Y,,) = N[ j{ +D bS]~ ZZb. yx+222b.b, -

i=1l j=i+l

isa ]

=12,...k, j=12,..

J

96
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4.4.- Casos Especiales de los Estimadores de Regresion Lineal con k variables auxiliares

Tal como en los capitulos anteriores, se presentan unos casos especiales, que sera los estimadores de
regresion lineal multiple con menos de k variables auxiliares, el estimador por diferencias y el de

varianza minima.

4.4.1.- Estimador de Regresion Lineal con 1, 2, ..., k-1 variables auxiliares

En los capitulos anteriores se demostro que el estimador de regresion lineal con 1 variable auxiliar es
un caso particular del estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares, y este un caso particular
del estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares, cada uno incluyendo sus casos especiales.
De manera que haciendo uso del principio de induccion, se continta hasta llegar a que el estimador de
regresion lineal con k-1 variables auxiliares es un caso particular del estimador de regresion lineal con

k variables auxiliares, incluyendo todos sus casos especiales.

Asi, se llega a la siguiente tabla,
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Tabla 2 - Valores de by, ba, ..., bk del estimador de regresion lineal miltiple, segin caso particular
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b1 b2 bs b1 | bk
Estimador de Regresion Lineal Simple b1 0 0 0 0
Estimador directo 0 0 0 0 0
Estimador de razén % 0 0 0 0
X
Estimador por diferencia 1 0 0 0 0
Estimador de varianza minima para b constante SX;, 0 0 0 0
X
Estimador de regresion lineal con 2 variables auxiliares b1 b2 0 0 0
Estimador por diferencias (con 2 variables auxiliares) 1 1 0 0 0
: . y y .2
Estimador de Razon-Regresion (*1) i b 0 0 0
X X
_ . . y+b(x—x)] ¥+b(X -%)
Estimador de Regresion-Razon (con b) (*2 bl 1- [ T o 0 0 0
9 (conb) (2) { Z+b(X -X) Z+b(X -X)
: : y+b,(X-%))  y+b,(X-%)
Estimador de Regresion-Razén (con by y b2) (*3) by -0, ————=———— — 0 0 0
Z+b, (X -X) Z+b, (X -X)
$,S2 5,5, S,S2-5S,S
Estimador de varianza minima para b1 y bz constantes s y; 2 20 0.0
stz _(sz) stx _(sz)
Estimador de regresion lineal con 3 variables auxiliares b1 b2 bs 0 0
Estimador por Diferencias (con 3 variables auxiliares) 1 1 1 0 0
Estimador de Varianza Minima para bz, b2y bs
constantes (*4) by bz bs 010
Estl_mador de regresion lineal con k-1 variables by by bs bt 0
auxiliares
Estimador por Diferencias (con k-1 variables auxiliares) 1 1 1 1 0

(*1) b= coeficiente del estimador de Regresion-Razén

(*2) b= coeficiente del estimador de Razon-Regresion cuando éste tiene un coeficiente b Gnico

(*3) by= coeficiente del estimador Y|r en el estimador de Razon-Regresién cuando éste tiene dos coeficientes b

diferentes

A

b.= coeficiente del estimador Z; en el estimador de Razén-Regresion cuando éste tiene dos coeficientes b

diferentes
v b Sw(8I80 =501+, (5,5,~575, )+5, (8,8, -85,
4 b = 2@2¢2_g2c2 _c2c2 _g2g?
SXSZSt SXSZt SZSXt St SXZ+ZSXZSXtSZt
o Su(8uS. =878, )5, (5757 -5 }+5,.(8,,5, ~S!5.)
© o SISIS/-SISi-SISL-S/S} +25,5,S,
o, _Sn(5uSu =515 )r5,, (5,8, 8IS, )5 [s]5:-53)

87878/ -85, 885 ~8/S; +25,5,S,
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4.4.2.- Estimador por Diferencias (con k variables auxiliares)

Este es el caso cuando bi=b,=bs;=...=b=1, entonces se corrige el promedio muestral sélo por la
diferencia entre los promedios poblacional y muestral de las variables auxiliares; esto es, para el

estimador del promedio y del total respectivamente,

Y_Ir = y+()z1_)_(l)+()z2_)_(2)+()z3_)_(3)+"'+()zk_)_(k)

A

Ve = NY, =Y+ (Xy = Xp) + (X, = Xp) + (X5 = Xg) -+ (X, = Xy)

Como by, by, bs, ..., bx son constantes, entonces el estimador es insesgado. Sustituyendo

bi1=b,=bs=...=bx=1 en la varianza, se tiene,

ECM(Y, )=V (Y, ) = ( +Zs2 ZZS_+ZZZS ]

i=1 j=i+l

y su estimador,

ECM(Y, ) = V(Y,r)——(s +Zs —223 _+ZZZS J

i=1 j=i+l

Replicando para el total,

A A _f k-1 k
ECM(Y.r)ZV(Y”):NZ(lT] S; +ZSZ 22_;,5 +ZZ= SJ

i=1 j=i+l

EéM(\?,r)z\f(\?lr)=N2(¥j s§+gsi ZZst +ZZZS J

i=1 j=i+l
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4.4.3.- Estimador de Varianza Minima para by, by, bs, ... , bk constantes

Ahora se buscaran los valores de by, bz, bs, ..., by, que minimicen la varianza del estimador V (Y,,).
Sean b, =b,, , b, =b,, , by=b,, , ..., b, =b,, constantes, entonces,
E(Y_Ir) =Y

el estimador es insesgado. Sustituyendo b, =b,, , b, =b,, ¥ b;=b,, Yy su varianza es,

~ ~ _ k k k-1 k
ECM(Y,,)=V(Y,) =T [35 + > bESE =23 "b,S,, +2> Zbiobjosxin j
i=1 i=1

f
n i=1 j=i+l

Para minimizar la varianza, en principio se hallan las derivadas parciales, se igualan a cero y se

obtienen los valores de bio, b2o, b3o, ..., bko .

Derivando respecto de by,

8V(\?|r)_N—

n
B [2b,,S2 — 25, + 20,08, +2b558,, +-+ 20,8, |=0

para que se cumpla la igualdad debe ocurrir uno de los siguientes casos,
a) n=N
0
b) 2by,SZ —2S,, +20,S, . +20yS,, +---+2bS,, =0

gue es equivalente a
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a) n=N
0
b) blosf1 _Syxl +b208x1x2 +b3OSx1x3 +'”+kaSx1xk =0

no tiene sentido hacer n=N, ya que la investigacion seria por enumeracion completa y la varianza del
estimador es igual a cero, porque se tiene el valor poblacional. Tomando el caso (b), se tiene,
2
blOSx1 + bZOlex2 + bSOlex3 oot kalexk =3

X

Anélogamente, derivando respecto de ba,

NE,) N-

oby, Nn

Il
o

M (20,082 ~ 25, +2bS, . + 2055, +-+20oS,., |

XXz

y se tiene,

a) n=N
0
b) bZOSf2 _Syxz +b108x1x2 +b308x2x3 +"'+bk08x2xk =0

Igual que para by, no tiene sentido hacer n=N, entonces se toma caso (b), y se obtiene,

2 —
bZOsz +blOSx1x2 +b3OSx2x3 +"'+bk08x2xk _Syxz

y asi sucesivamente hasta finalmente derivar respecto de by,

N(Y,) N-n

b, Nn

[2boS2 ~25,, +2b,0S,, + 20,08, +++ 20,08, |=0

y se tiene,
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a) n=N
6
b) 2b,,S j—k —2S,, +20yS,, +2byS,, +-+ 20,08, =0

Igual que para bz, no tiene sentido hacer n=N, entonces se toma caso (b), y se obtiene,

2
bkosxk + blOlexk + bzosxzxk oot kaSxK,lxk =Sy,

Entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones,

2

blosx1 +b208x1x2 +b3OSx1x3 +"'+biOSx1xi +"'+bkosxlxk :Syxl
2 —

bZOsz +blOSx1x2 -"bSOszx3 +"'+biosx2xi """"'bkosxzxk _Syxz
2 2

biOSxi +blosx1xi +b203x2xi +"'+biosxi +"'+kaSxixk :Syxi

2

bkosxk +b108x1xk +b208x2xk +"'+biosxixk +"'+kaSxka :Syxk

Que reordenandolo queda,

blosf1 +b208x1x2 +b308x1x3 +"'+biOSx1xi """'{_bkosxlxk :Syxl
blOlex2 +b208>%2 +b3OSx2x3 +"'+biosx2xi +"'+bkosxzxk =Sy><2
2
blOlexi +b208x2xi +b308x3xi +'”+biOSxi +"'+kaSxixk :syxi
2
blOlexk +b208x2xk +b3OSx3xk +"'+kaSxixk +'”+bkosxk :Syxk
En forma matricial es,
52 g S ... 8 by Sy
X XXz X1X3 XX X1 Xk b S
S 52 ... S 2 e
X1 Xz X2 X2X3 X2Xi XXk b3 S -
. . . . . 3
2 =
lexi SXZXi SX3Xi o Sxi o Sxixk b. Syx
. . . . . i :
S S ... S ... §2
XX XoX XaX XX X
1 Xk 2%k 3%k k k bk Ska




y su solucién,

1 2
b2 S X S xlzx2
b3 S XXz S X2
b. S XX S XaXi
i . .
bk S X1 X S X2 X
2
S X S %X
2
S X1 Xa S X2
donde
XX S XX
Xy Xg X Xy

X1X3

X2X3

X3X;

X3Xi

*1X3

X2X3

X3X

XgXy

XX

X2Xi

XX

X2 X

Sy

Xi X

X1 X

Xa X

XiXg

2
S

Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

es la inversa de la matriz de varianzas y

covarianzas de las variables auxiliares. Si se denota por C a dicha matriz,

2
S %
S XXz
C=
XX
XXy
Entonces,
1
Ciy
2
Co
3 .
=l
b; *
Cc
b, k1

S

X1 Xa

2
S %
XoX;

X2 X

*1X3

XaX3

X3Xi

XgXy

XX

XX

-1

X1 X

Xa X

XiXg

Xk

Ci1 Cpp Cyp Cyi Cox
Cy1 Cyp Cys Cyi Cox
Ci G G Cii Cix
Cii G2 Cys Cyi Cix

103
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es decir, que los valores de by, by, ..., bk, que minimizan la varianza del estimador son,

blO = Cllsyx1 + ClZSyxz + C13Syx3 teeet C‘lisyxi + ClkSyxk
b, = 0218yxl +CyS o+ c23SyX3 et CZiSyxi + CZKSka
B;y =C5,S p, €325

yX

, +0338yX3 + -4+ C5S +c3kSka

yX YX;

) +Ci3SyX3 """C“Sy)(I +CIkSka

biO = Cilsyxl + Clzsyx

yX yX

Para determinar si se alcanza un minimo, se debe hallar la matriz hessiana, y verificar que sus

menores principales son mayores que cero. Esto es

PN ' NIa 25y |
aV(ZIr) aV(er) aV(Yll‘) r N_n282 N_n252 N_n282
ab1 . ablbg ablb’lf Nn Xy Nn XX o Nn X Xy
N oV(Y,) V() V() N-n,e2 N-n,.o  N-n,
HV (M) =| ab,b, ob? obb, [T| Nn T Nn T Nn = %%
:; :L :L N—n. 2 N—n‘ 2 N—ﬁ 2
oV (Yy,) oV ) oV (er) | "Nn 2 YXaXe NN 2 XX, Nn ZSXK |
) oby?

En el apartado 3.4.3. (Estimador de Varianza Minima para bs, b, y bs constantes), se analizaron los
menores principales de orden 1, 2 y 3, encontrandose unas condiciones que deben cumplirse para
que bio, b2, ..., bo Sean los valores que minimicen la varianza del estimador. Generalizar estas
condiciones es sumamente engorroso e impractico, como muestra, a continuacién se hara el
desarrollo para 4 variables auxiliares y se mostrara, a manera de resumen, las condiciones para 1, 2,

3 (encontradas en capitulos anteriores) y 4 variables auxiliares.

Para las condiciones que se deben cumplir para 4 variables auxiliares, se tiene la matriz hessiana,
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N —n N —n N—n N—-n

Nn 2831 Nn 25 Nn 25 Nn aXa
N —n N-n_., N —n N-n

Nn SO TNn SOt TN S0 n cow
N —n N—-n N—n N—n

Nn X Nn 28X2X3 Nn 2853 Nn ZSXSX“
N —n N-n N —n N-n__.,
Nn % Np % Nn XeXa Nn 25

Se debe verificar que los menores principales. Ya se ha trabajado las condiciones que deben cumplir
los menores principales de orden 1, 2 y 3, en casos anteriores, que por ser 1os mismos menores

principales, se mantienen. Analizando el menor principal de orden 4, que es el determinante,

N—n N—n N—n N—n
n stzl Nn 25 Nn 25 Nn X
N—n28 N—n282 N—n28 N-n
s | N X1 X2 Nn Xz Nn XoX3 Nn X2Xq
H vV (Ye)) = N—n28 N—n28 N—n282 N —n
N ks Nn Xo¥s Nn % Nn XXa
N —n N—n N —n N—n282
Nn s Nn XoXs Nn X% Nn X

Tomando la 4ta fila para trabajar, se tiene que el determinante es,

N-n N-n N-n N-n N —n N-n
Nn 2o Nn 2w 2o N0 2% n w2
(_1)N_n28XX N_n )% Mzsxx MZSXX +N_n28XX N_nZSXX N_n X5 X: M X5X,
Nn | Nn 2 Nn 2 Nn 2 Nn 21 Nn b Nn 2 Nn o
N-n N-n_., N-=n N —n N n282 N —-n
Nn X Nn o Nn o Nn s Nn % Nn ..
N-n_ ., N-n N-n N-n_., N-n N-n
2S 2S 2S —_—
Nn . Nn we Nn W Nn . Nn we Nn W
N-n_., [N=n N-n_., N —-n N-n_.,|N=n N-n_., N-n_.,
+(-1 2S 2S 2S 25, |+ 2S 2S
( ) Nn XaX4 Nn X1 Xp Nn Xy Nn XoXg4 n X4 Nn X1 Xp Nn X N XpX3
N —n N —n N-n N —n N —n N_n282
Nn W Nn 2% Nn o Nn W Nn 2% Nn s
resolviendo,

4
o4 N=n ( 22 2 2 )
=-2 ( N J Sxe S S Saxs T S S Sxoxs T 556 S50 Skxe — S Soxts Sxxs — Oy Sy Sxoxs — Sy S Sy )T

4
s N—-n ( 2 2 2 2 )
+2 ( Nn j szx4 lesx2x38x3x4 + lexzsxzx‘,sxlx3 + lexzsxasx1x4 - S><1><3S><2><3S><1><4 - S><1><ZS><1><SS><3><4 - SX3SX2XASX1 -
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|
N
IS
/N
zZ
|
S

4
JSXQXA(SfleZSXW+SX1XZSXZXASX1X3+SX1XZSXZXSSX1XA—SWBSZS S S Sex, — S S S )+

Xo 2 Xy Xy Xy Xo 2 Xy Xo 2 XgXy XoXg 2 XoXy & Xy

4
+24(N_”j SZ (528252 45, S Srms + S S S — S SZ St — S S S2 — S, S, S )

XX 2 XoXg 2 Xq X3 XX 2 XoXg 2 Xy X3 X X3 2 X5 2 X Xg XoXg 2 XoXg O X Xy Xo 2 XqXo 2 X5

4
=24(N‘“j (—Sx1x25x1x43x2x33x3x4—Sx1x33x1x43x2x35x2x4—55255352 +82 S #5528, Six S + S5 S S S +

Nn X1 X4 XaXg 2 X1 X4 XXz 2 Xy Xy 2 X3Xy Xy Xa 2 XX Xo X,

0SS S St Sme T S St S Sxte — S S St St~ Sty S Sxte St — 5255 S5

X XoXa  XoXg ¥ XgXy XXg  XoXy XXo & XXy ¥ XoXy XXg  XoXg & Xy Xs © XoXg XXo & X Xg P XoXg ¥ XaXy X V% XX

=S St Six S, St S Sxaxe = Sty St St St + S, Sty S Sty + S, S,

XaXy XXp X X3 S Xo Xy XaXy XXo XXy P XoXs S XaXy XiXg ¥ X1Xg © XgXy XXo ¥ XaXy

+55 S S, S, +

XoXg P Xo X4 XgXy

+sflsfzsfss§4+sf4s S..S +s§43 S..S —sfzsxis2 —sflsfdza2 —sfssxisz)

XXp 7 XqXg T XoXg XiXa T XXg T XoXg X1X3 XoX3 XX

X3X4 Xo X4 X5 X3 X1 X4 X1 X3 X1 Xz

4
:24(NN_”j (s2s2s2s2 —s25282, —S2S282, —S2S2S2, —S2S2S2, —S2S2S2, —S2S7S?2
n 1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

2
+ 28x18x2x38x2x4sx3x X

+ 2332 S, St San, + ZSisxlszxlesz L+ 25343%3 S

XX = XoX3

+82, 8%, 482,87, 82,82, <25, 8, S, S ~25, S S S ~25 4 Sy S Srn )

X Xp XXy X Xg ¥ XoXy X X4 XoXg XyXo & XyX3 P Xo Xy © X3Xy XX & XX P XoXg P XaXy X Xg X Xg  XoXg

Multiplicando y dividiendo por Sy Sy Sy Sy, .

XyX3 X X4 X X3 X Xp
2g2g2c¢2
S S5, 55,5y,
2 2 2 2
+ Zle szx3 S’xzx4 Sx3x4 + Zsz lex3 S><1><4 S><3><4 + 28x3 lexz lex4 Sx2x4 + ZSX4 lexz S><1><3 szx3

2c2c2q2
S S5, 5% Sy,

=24(N_nj482828282 851852853834_851852853)(4_Sisfssfzxz:_sisfasz —85285352 _szsfztsz _85383482

+82, 82, +52, 82 452,82, =25, S, S, S\ 25, Suu S Sun ~ 2 S, S S

XaX4 XoXg XX XoXg 2 XXy XXg 2 XoXg XXy XX 2 XoXs © XoXy

2c2c2a?
S5 S5 S%, S,
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4

N-—n
~ (NG| sistSESL- P, ~ s ol Pl Pl
2Py, P P, 2P P Py 2P P Pt + 2Pty P P

2 2 2 2 2 2
+ ,Dxlx2 :0x3x4 + px1x3 pxzx4 + px1x4 px2x3 - szlxz pxlx3 pxzx4 px3><4 - 2'0X1X2 px1x4 px2x3 :0><3x4 - 2’0X1X3 px1x4 pxzx3 pxzx4 )

Como
4

ﬁ(N_”] >0
Nn
H 20 2 si 'y slo si
SZ >0 = H4(V(er))20
X =
Sy >0
Sh >0

2 2 2 2 2 2
1- pxlx2 - IOX1X3 - px1x4 - pxzx3 - IOX2X4 - :0x3x4 + prlx2 :0x1x3:0><2x3 + 2:0x1x2 px1x4 pxzx4 + 2:0><1><3 px1x4 :0x3x4 + sz2x3px2x4 px3x4
2 2 2 2 2 2
+ p><1><2 :0x3><4 + pxp(3 pxzx4 + px1x4 :szx3 - 2/0x1x2 pxlxspxzx4 :0><3x4 - prlxz px1x4 :0><2x3px3><4 - 2:0x1x3p><1><4 pxzx3 pxzx4 20

y sera estrictamente H,(V (\?Ir )) >0si,

n<N
S: >0
S;>0 LY
S: >0
S; >0

2 2 2 2 2 2
1- :0><1><2 - px1x3 - :0><1><4 - pX2X3 - :0><2x4 - px3x4 + 2px1x2 px1x3 :szx3 + szlxz :0><1><4 :szx4 + 2px1x3 :0><1><4 :0><3x4 + pr2x3 pxzx4 :0><3x4
2 2 2 2 2 2
+ pxlx2 px3x4 + :Dxlx3 szx4 + px1x4 pxzx3 - 2:0x1x2 px1x3 pxzx4 px3><4 - 2'0X1Xz px1x4 pxzx3 px3x4 - pr1x3 px1x4 IOXZX3 pxzx4 >0

Resumiendo, las condiciones que se debe cumplir para que los valores de los coeficientes b, para 1,

2, 3y 4 variables auxiliares minimicen la varianza son,
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1 variable auxiliar: n<N, s?2 >0

X

2 variables auxiliares: n<N , s2 >0 , S?

. x, >0, =1 , l—pf1x2 >0

pxlxz

3 variables auxiliares: N<N, S? >0 , S7 >0, Si >0, |, |#1, |0 |71, |00 %1
2 2 2
:I-_,Dxlx2 _:0><1><3 _pxzx3 + 2px1xsz1x3px2x3 >0
4 variables auxiliares: n<N, s? >0 , s? >0, 82 >0, 82 >0, |p,|#1 ,

2 2 2 2 2 2
1- pxlx2 - :Dxlx3 - px1x4 - pxzx3 - pxzx4 - :0><3><4 +
+ 25, Pt Py T 2Pt Prix Poxy 2P P Pxoxy + 2P, P Py +
2 2 2 2 2 2
+ loxlx2 px3x4 + px1x3 pxzx4 + px1x4 pxzx3 -

- Z/Oxlx2 px1x3 pr X4 px3x4 - 2/Ox1x2 px1x4 pxz X3 px3x4 - pr1x3 /Oxlx4 pxz X3 /0x2><4 >0

que puede observarse la complicacion en la Gltima condiciéon que involucra ir aumentando el
numero de variables auxiliares, de manera que llegar a una expresion genérica resulta engorroso. Lo
que puede decirse es que las varianzas de las variables auxiliares deben ser estrictamente mayor que
debe cero, y que los coeficientes de correlacion entre variables auxiliares sean diferentes a 1 o -1.
De resto se deben calcular las varianzas de los estimadores, contrastar y verificar si se reduce la

varianza al incorporar nuevas variables.

4.5.- Enfoque matricial

Como vya se ha indicado, el estimador del promedio y del total son,

Y_Ir = y+bl()zl _)_(1)+b2()z2 _)_(2)+b3()?3 _)_(3)+"'+bk()zk —Xy)

A

Yie = NY, =Y + by (Xy = Xp) +b,y (X, = X,) +by(Xg = X3) 4+ +b (X, = X,)
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Y sus errores cuadraticos medios y errores cuadraticos medios estimados,

ECM(Y”) V(er)_ {s? Zb S ZZb,SYX +222b, J J

i=1 j=i+l

ECM(Y, )=V (Y,) =N ( j[ Zb 2 - ZZb,Syx +2Z Zb, , J

i=1l j=i+l

A A 1-f k. k. k=1 k
ECM(Y,,):V(Y,,)zT(si+besfi -2>'b;s,, +2Z bib;Sx
< :

_ ko k.
ECM (Y,\Ir):v\(YAlr) = N2(¥j(55 +Zbizsi _zzbisyxi + 2

Bajo el enfoque matricial, se deben definir algunas matrices y vectores,

Sj = cuasivarianza de la variable “y
(x)

5 = vector de coeficientes de regresion
(kx1)

Y¥

yXa

wmw 0 wmw

o =] Sy = matriz de covarianzas entre la variable “y”’y las variables auxiliares

YXk (kxl)

109
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2
S X S X1 X S XXg S X1 Xk
S S¢S - 8 _ _ _
we 2 X2 2 = matriz de varianzas y covarianzas entre
Sx: Sxx Sxx Sx XX
173 273 3 37k . oy
: : : : variable auxiliares
2
X Xy X2 Xk SX3Xk o S X (k)
2
Sy “Sp Sy, Sy ~ Sy,
2
- Syxl le SX1X2 X1X3 X1 Xk
2 2 '
S= - Syxz X1 Xa sz Sx2x3 X2 X :( Sy S YXJ
P T A S o
- Syxs X‘lxs SX2X3 Sxa Sx3xk B Syx X J((k+1)x(k+1))
2
- S)’Xk lexk szxk X3Xk Sxk ((k+1)x(k+1))

= matriz de varianzas y covarianzas ampliada y modificada. S',, es la matriz traspuestade S, .

[

=

= vector ampliado de coeficientes de regresion

o T o
N

)

bk ((k+1)x1)

Yaxy = Promedio muestral de la variable “y”

=

|
=4
I

3 = vector de promedios poblacionales de las variables auxiliares

X1 X1 X

X J o)

= vector de promedios muestrales de las variables auxiliares

|
p=l
[
x|
w

(ke1)
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xl - )_(1
>z2 - )_(2
X=X 3 — X; = vector de diferencias de promedios poblacionales y muestrales de las variables
auxiliares
Xy — Xy (1)
y
Xl - )?1
— | X,-X : : : , .
X, = )?2 2 = vector ampliado de diferencias de promedios poblacionales y muestrales
- X
3 3
Xie =X ((k+1)x1)
Entonces,

Vi =¥ +b(Xy — X,) =y +bX

Y el error cuadratico medio,

ECM (ﬁ,]:v(ﬁ,):(%)[si +b'S,b-20'S, ]
De otra forma,

Y, =b. X,

Y el error cuadratico medio,

ECM (VI) =V(\ﬁr):(%jb'a Sb,
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5.- ESTIMADORES DE REGRESION LINEAL MULTIPLE EN MUESTREO
ESTRATIFICADO

En este capitulo se desarrollaran los estimadores de regresién lineal en el muestreo estratificado,

contemplando los siguientes casos,

i.- que los coeficientes de regresion se consideren “separados” o independientes para cada

estrato

ii.- que los coeficientes de regresion se consideren “combinados” o globales para todo el

universo

A los primeros se les denomina “estimadores de regresion lineal separado”, y a los segundos
“estimadores de regresion lineal combinado”. Se desarrollaran ambos estimadores, considerando que
al utilizar mas de una variable auxiliar los coeficientes para cada variable seran o todos separados o

todos combinados.

Tal como se hizo en los capitulos previos, en primer lugar se trabajara los estimadores de regresion
lineal simple (con una variable auxiliar), luego con 2 variables auxiliares, luego 3 y por ultimo se

generalizara con k variables auxiliares.

Como es sabido, la muestra en cada estrato es aleatoria e independiente, y tal como se expone en la
bibliografia sobre el tema, en este trabajo se supondrd que dichas muestras, en cada estrato, serdn
aleatorias simples. Cabe destacar que la misma pudiera ser sistematica o por conglomerados en una o
varias etapas, o incluso diferente en cada estrato, pero estos casos ameritan diversos desarrollos para

cada uno, y se haria demasiado extenso para mostrarlo.
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5.1.- Estimadores de Regresion Lineal Simple en Muestreo Estratificado

Sea un universo de N elementos, agrupados en L estratos, exhaustivos y mutuamente excluyentes, de
N1, Na,..., N elementos respectivamente, y se extrae una muestra aleatoria e independiente en cada

estrato, de tamafios ny, n,,..., NL respectivamente. Para cada estrato h, h=1,2,...,L, se tiene,

Y_Irh =V, + bh()zh -X,) YAIrh = NhY_Irh :Y’\h +b, (X, = >2h)

Tal como se comentd, cuando la muestra es estratificada, se tienen los estimadores de regresién lineal

separado y combinado.

5.1.1.- Estimadores de Regresion Lineal Simple Separado

Los estimadores de regresion lineal simple separados para el promedio y para el total son,

Eal L —
Yirs = hZ_;Wh [yh +Db, (X, = Xh)]

. L L
Yirs =NV :Zerh :ZYh +0, (X =X,)
h=1 h=1
Yy SUS esperanzas, sesgos, varianzas y errores cuadraticos medios son,

A L
E(Y,)=Y ) W,COV (b,.%,)
h=1

~ L
B(Ys) =Y W,COV (b, %,)

h=1
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L A
\ (ers ZW 2V (er )+22 ZW W cov (er 'er Z\thv (erh )
h=1

h=1k=h+1

. L R L 2
ECM (7,.)= S WV (7, )+(Zvvhcov &, ,fh)}
h=1 h=1

E(Yis)= Zvv COV (b, Xy)

h=1

L
B(Yirs)= Y W,COV (b, X,,)
h=1

V(Y,\Irs) ; Ir +ZZ ZWW COV(er ! Ir ;V(Y’\Irh)

h=lk=h+1

ECM (\?,rs)ziv " )+(ZLLCOV (by, Xh)]
h=1 h=1

considerando b, como una constante en cada estrato, se tiene,
E(Y,.)=Y

B(Y,.)=0

ECM (Y,.)=V (¥,.) = ZWZ NN“ nnh)[ Sy, +br th—thswh]

h''h

E(YAIrs):Y

B(YAIrs):O
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. . L N -n
ECM (V) =V (V) = > N =Th) “[ +02S% -2hS,

h=1

y son estimadores insesgados, ademas,

~ ~ L N, —n
ECM(Y,,) :thZM [sjh +b,$sfh -2, ]

h=1 h''h

ECM(Y, ) = ZL:N“ =) [s2 +b2s2 ~2bs,, |

h=1

Se presentan los mismos casos especiales que en el muestreo aleatorio simple.

5.1.1.1.- Estimador Directo

Cuando by=0, para todo h, h=1,2,...;L, el estimador de regresion se transforma en el estimador

directo, que es un estimador insesgado.

2 L — L 2
Yirs :hz_;,wh [yh +0(X,, _)_(h)]: hz_;wh Yn =Yg

E(Yilrs):Y_

B(YL“,S):O

2~ -nNn
ECM (ers) =V (ers ZW 2 h : Sz

A S A D L Z(Nh—n
ECM (ers) =V (ers) :th N Syh
h=1 h
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5.1.1.2.- Estimador por Diferencia

Si by=1, para todo h, h=1,2,...;L, se denomina el estimador por diferencia, que es un estimador

insesgado.

Yirs= ZW [yh+(x _Xh)] ZWth +ZW ZL: Wi Xy :Y_AstJr()z_)%stj
h=1

E(Yy)=Y

B(Y,.) =0

ECM (ers) V(ers) ZWZ [SZ +SZ _ZSth]
ECM (Yilrs) =V (ers ZWZ [ yo T SZ B ZSXYh]

5.1.1.3.- Estimador de Razén

Si b, =¥ , para todo h, h=1,2,...;L, entonces b, no es constante, y el estimador de regresion lineal
Xy

separado toma la forma del estimador de razén separado,

L g _ L G
ers ZWh|:yh+_(Xh_Xh):| th|:yh ___Xh:|_zwh|:yh+¥xh_yh:|zzwh|:#xh:|:
h=1 Xn h=1 Xn het | %n
L A S
= WhYRh =Yrs

h=1

x|

~ oo & | (1-f YS2 s
EY, )= WY, 1{ hJ X
* ; Ny X XY,
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=& _(1-f Y S, S
B(ers)zz Wth( -
h1 n A XpYn X

h=1

- Lo (1-f Sz S S
ECM(Y,rS)zZWhZYh{ “J[ ng FRRLURY, SRS

L (1 f
szhz[n—“J(sih +R2SZ —2R,S,, )+
h
= < o (1- fh 1- fk Sth th Ska ka
*22, 2 WhWthYk( . ]{ )XY XZ Xy xe
h=1k=h+1 h k h'h h k 'k k

.~ 2 L 1-f A R
ECM (ers)szh{ - “J(s§h +RisZ —2R;s,, )+
h=1

h
I (1= 1= ) Sy SE [ Sy, S
+zzzwhwkyhyk[ j( kj_”’_“—_*; T
holk=h+1 ny, Ny Xn¥noo Xy N X Ye o X¢

gue son la esperanza, sesgo, varianza y error cuadratico medio del estimador de razon separado. Cabe

destacar que de esta manera se demuestra en Martin-Caro (2006, p. 88), pero en la bibliografia sobre
el tema, y en los apartados (1.2.3.- Estimador de Razon y 1.4.- Comparacion con el Estimador de

Razo6n) se muestra la formula el error cuadratico medio es

1-f

h

N L
ECM(Y,,) ~ thz( h](sgh +R2S2 ~2R S, )
h=1

descartando el segundo término. Si bien es cierto que con dicho término se aproxima mejor al

verdadero valor del ECM (Y,,) , suele ser pequefio, y descartandolo simplifica la formula.
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5.1.1.4.- Estimador de Varianza Minima para b, constante

El dltimo caso es el estimador de varianza minima para b, constante, para todo h, h=1,2,...;L. Como
br para todo h, el estimador es insesgado, entonces se debe derivar la varianza para hallar el valor de
br que la minimice. El resultado es,

S

~ S
by = —oh , b, =—2 vh, h=12,..L
hO th ho s

2 & _ L S, _
ers ZZ\Nh [yh +bh0 (X h _)_(h )]=ZVVh l:yh +S_th(x h _)_(h )]
h=1 h=1 Xh

E(Yilrs):Y_

B(Y,)=0

2~ LS L N, —n Szh
ECM (ers) =V (ers) :Z\NhZ( r;\I h) Sih XZ
h=1

h Xp

. 2 . a L (N,-n S
ECM () =V (Vi) =D W= ) éy]
h=1

h S

5.1.2.- Estimadores de Regresion Lineal Simple Combinado

Los estimadores de regresion lineal combinado utilizan un dnico valor de b para todos los estratos,

que se denotard como b, y los estimadores para el promedio y para el total son,

~ L _ L L . L ~ A
?IcmE :Wh[yh +bc(xh_)_(h)]:§ :Whyh +bc{z“hxh _E WX, }:Yst"'bc[x_XStJ
h-1 h-1 h-1 h-1
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Yy SUS esperanzas, sesgos, varianzas y errores cuadraticos medios son,

. L
E(erc):Y —Z\NhCOV (bc ’)_(h)
h=1

~ L
B(Y_Irc ) :Z\Nh Cov (bc ’)_(h )

V(%) = gvvfﬁ/(vh) + E(b7%7) - (E(b.X,))* + XZE(D?) - XZ(E(b,)) +2X,E (b F) -
—2E(b.X, ¥, )—2X, E(bZX,)+2Y, E(b.X.)-2X,Y, E(b,)+2X, E(b,)E(b,X, )]
ECM (7,0) =S WAV (7, +E@2RE)+ XZE () +2X, E0,5,)

“2E (b, X, ¥ )—2X, E(0ZX, )+ 2% E(b.X.)—2X Y E(b,)]

considerando b, como una constante, se tiene que los estimadores son insesgados,

E (Y_Irc ) :Y_

L L _

E(Yilrc) =E zwh(yh +bc()zh - Xh)) :ZEMh(yh +bc(>zh _)_(h))]:Y

h=1 h=1
L _ L L _ L
:Z[E(Wh yh )+bc E(\Nh X h )_bc E(Wh )_(h )]:ZE(Wh yh )+bc ZE(\Nh X h )_bc ZE(Wh )_(h )
h=1 h=1 h=1 h=1
L

L L L L L _
:Z\Nh E(yh )"’bc Z\Nh Xy =, Z\Nh E()_(h ):ZWth +b, Z\Nh Xy =, ZWh Xy,
h1 h=1 h=1 h=1 h=1

h=1

¥ +b, X —b, X =Y

B(Y..) =0
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ECM(Y,.)=V(Y.) sz [32 +b2s2 ~2b.S, |

ECM (%)= (%) = sz - )l 52 ans, |

h''h

ENIrc):Y
B(YAIrc)ZO
L
ECM (¥,,0)=V/ (Y, ZN“ [82 +b282 -20.8, |
(erc) (erc) C =X C ™= Xyp
h=1 h
L
ECM(Y,¢)=V (Y, ZN“ [s +bZsi —2b;s |
(erc) (erc) CoXYh
h=1 h

Se presentan los mismos casos especiales que para el estimador de regresion lineal separado.

5.1.2.1.- Estimador Directo

Cuando b:=0, el estimador de regresion combinado se transforma en el estimador directo, que es un

estimador insesgado.

Irc_ZW [yh +0(X _Xh)] Z\Nh Yh —Y

E(Yilrc) = Y_

B(Yilrc) =0
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~ A L f—
ECM (Vo) =V (Ye) =th2Ms§h
h=1

A L L
ECM (erc) :V(erc) :thz N Yh
h=1 h

es decir, que si b.=0 es equivalente a que b,=0, para todo h, h=1,2,...;L, entonces, estimador de
regresion combinado se iguala con el estimador de regresion lineal separado, y a su vez, ambos se

igualan al estimador directo.

5.1.2.2.- Estimador por Diferencia

Cuando bc=1, se denomina el estimador por diferencia, y al ser constante bc, es un estimador
insesgado.

L L L .
|rc—ZW [Yh+(x Xh)]z 2o+ D W, X, - Wh)_(h:YstJ’_()?_)zst)

h=1 h=1 h=1
E(Y,.) =Y
B(Y, ) =0
ECM (Y,.) =V (¥,,) = sz [s 223, |

que ademas resulta exactamente igual al estimador por diferencia separado, es decir, es decir, que si

b.=1 es exactamente igual a que bn=1, para todo h, h=1,2,...;L.
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5.1.2.3.- Estimador de Razén

'<|>

Si b.=-=, entonces b, no es constante, y el estimador de regresion lineal combinado toma la

X

st

forma del estimador de razén combinado,

Yy ]zw oS, S,

h=1 X h=t

Yiee Zvvh[ Ya (%, xh] Z\Nh[

st

h=1 st h=1 xst xst
L 2 2 A > 2~ .
= st S T st st v _ st vy v
= hynh+= § Wi X —= nXn =Ygt =X == Xg==X=VYg,
h=1 st h=L st h=L st Xst Xst
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S

C

S 1-f
ECM (Y.rc)zZth[ —
h=1 h

N—
w
=N
+
0>
SN

XN

—2R sxyh)

5.1.2.4.- Estimador de Varianza Minima para b constante

El Gltimo caso es el de varianza minima para b constante, que se denotara por beo, entonces se deriva
la varianza respecto de b y se iguala a cero, y se despeja beo, entonces,

L

ZWZ Lsxyh ZL:WhZ = fh Sxyh

N, n
h 1 h 'h
beo =

sz Ny —ny, S2 szl fh

Ny

Y_Irc =Y_st +bc0(>z_)zstj
E(Y_Irc):Y_

B(Y_Irc)zo

ECM(YIrc) _V(erc) Z\Nh )[ bczOS2 2chS ]

h

ECM (erc) =V (erc) ZW 2 N [S + bCOS 26005)% ]

donde,
L
W2 Ny —n, S W 2 1- 1,
h N.n XY h n XY
~ b=t h Nh h=1 h
0= =
N, —n 1-f
2Ny =Ny 2 2 h o2
Vvh N X Wh th
ho1 h Mh ho1 Ny
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y para que haya realmente un minimo, la segunda derivada debe ser mayor que cero, y esto se

cumple si,

L _ L _
2y W, Ny =) SZ2 >0 esdecir Y W} Msfh >0
h=1 Nh h=1 Nh

De manera que la varianza de la variable auxiliar puede ser constante en algin o algunos estratos,
siempre y cuando no lo sea en todos. Esto es una gran ventaja sobre el estimador de regresion lineal
separado.

5.2.- Estimadores de Regresion Lineal con 2 variables auxiliares en Muestreo Estratificado

Igual que para una variable auxiliar, aqui se tienen dos planteamientos, pero con dos variables
auxiliares, el estimador de regresion lineal separado y el estimador de regresion lineal combinado,
en el primero tanto b, como b, se calculan o establecen de forma separada para cada estrato, y en el

segundo, ambos se calculan de forma combinada o global para todo el universo.
5.2.1.- Estimadores de Regresion Lineal Separado con 2 variables auxiliares

Este caso es relativamente sencillo de desarrollar, ya que, al ser la muestras de cada estrato
independientes y aleatorias simples (tal como se asumié en un principio) y los coeficientes
separados, lo que se tiene en cada estrato es el mismo caso de una muestra aleatoria simple, y solo

se requiere consolidarlo en todo el universo.
Sean, Y, = Vh + b (X, = X,) + b2 (24 - Z,)

YAIrh = NY_Irh :YAh + by (X, = )zh) +by, (24 - 2h)
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los estimadores del promedio y del total en el estrato h, h=1, 2, ... , L, donde,

n, n,
Z Yhi thi zzhi
= _ i i

Yo = X Iy =——
Ny ny, ny
Ny Ny
PR PR
ih — i=1 b= i=1
Ny, N
X _thi Zy _Zzhl
i=1 i=1
Yh:Nh Y Xh:Nh Xn Zh:Nh Z,

Y sus esperanzas, sesgos, varianzas y errores cuadraticos medio,

E(Y,,) =V, —COV (b, X, ) -~ COV (by,, Z,)

B(Y;) =COV (b, X, )+ COV (b, 2,)

V(o) =|E(2)-Y2 |+ (X262 )+ E(b2x2 )+ E(Z202 )+ EbZ 22 )+
+2X, E(b,,V,) - 2E(0,, X, V) + 2Z, E(D,, V) — 2E(b,, ¥ Z,,) —
—2X, E(bi%,) +2X, Z, E(b,yb,,) — 2X, E(bysb;,Z,) —
—2Z, E(byby,%,) + 2E(by by, X, Z,) —
-27Z,E(b,2Z,)
= (Er%n))” = X3 (Eow))* ~(E(2,)) - Z3 (Eby,)) +
+2Y,E(b,, X, ) - 2X,Y, E(b,,) +2Y,E(b,,Z,) - 2Y,Z, E(b,,) +
+2X 4 E(0y Xy )E(Br) = 2E (B X )E (B, Z,) + 22, E(Dy Xy )E (D) +
+2X, E(by)E,,Z,)—2X,Z,E(by,) E(b,,) +

+ ZZ_h E(by,Z,) E(by,)

125
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ECM (V1) =V (5,) + E(X2b5 )+ Eb3 12 )+ E(Z202 )+ 2,22 )+
+2X, E(b,,V,) - 2E(0,, %X, V) + 2Z, E(D,, V) — 2E(b,, ¥ Z,,) —
—2X, E(04%,)+2X,Z, E(b,b,,) —2X, E(b,b,,Z,) —
—2Z,E(byb,,X, ) + 2E(b,, by, X, Z,)) —
-2Z,E(b,2Z,)

+ 2Y_h E(by X,) - ZihY_h E(by) + 2Y_h E(by,Z,) - 2Y_hz_h E(by,)

pero si bn y bz Son constantes para todo h, h=1,2,...,L, entonces, el estimador es insesgado, y su
error cuadratico medio es,

o 2 N, —n
EMC(Y1,) =V (V) = ICI N " [Sih +bﬁls>€h +b§2822h —2by Sy, —2by,S,,

h''h

h + 2bhlthszh

y su estimador,

AT v Ny =Ny[2  r22  p2.2 ° N ~on
EMC(YIrh) =V(erh) = N.n Syh +bhlsxh +bh252h _2bhlsxyh _2bh25yzh +2bh1bh23xzh
h''h

Para el estimador del total,

R n e N, (N, —n
ECM (Y1) =V (Y) = N2V (Y, = % [th + bﬁlsfh + bhzzszzh = 2b,,S,, —20,,S,, +2byb,,S,,
h
M[sih + Bﬁlsfh + 6hzzszzh - 26hlsxyh - 26hzsyZh + 2I5h16hzsXZh ]
My

EéM (Y,\Irh) zv\(YAlrh) = NN(YLIrh) =

donde,
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n n n
V(Yh)— N nhh i V(Xh)_ N nhh th , V(Zh)—N—nhhSZZh
N, —n N, —n
COV (X, V) =——"S] COV(¥yy,2,)=——="57
(Xhs Yn) N Y (Yn:Z4) N o %
COV (¥,.2,) = 52,
h Mh
N —\2 N — Ny —
Z(yhi _Yh) Z(Xhi - Xh) Z(Zhi _Zh)
82 i=1 SZ i=1 SZ i=1
"N, -1 & N, —1 “ TN, -1
N, N,
Z(Xm )(Ym _Yh) thi Yhi = XpYh
S — i=1 — i=1
o N, -1 N, -1
N _ _ Ny R
Z(yhi Yh)(zm Zh) thi Zyi =Yy
S — i=1 — i=1
Ve N, —1 N, —1
Np
Z(Xhl )(Zm ) zxm Zy — Xy Z,
S — i=1 _
& N, -1 N, -1
n, ) n, n, )
(Yo — ) (X — %) (2w - Z4)
2 _ i3 2 _ a1 _ it
0 = n, —1 > -1 > n, —1
n, n,
Z(Xhi Xo )(Yni = V) thi Yhi = Xn¥n
s =it _
Y n, —1 n, —1
Mh
Z(yhi )2y - Zth Zni = YnZp
s o _
i n, -1 )1
h
Nh
Z(Xhi — % )(zn — thl Zpi = XnZp
5, = _

h—1

127
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Tomando el caso de bn1 y bn, constantes para todo h, h=1,2,...,L, al consolidar se tiene que,

h=1

. L. L —
Y, :ZWherh Z h[yh + by (X, = Xy) + by, (Z, _Zh)] Yst +Z\Nh [bhl(x = Xp) + by (24, _zh)]
h="

Vie =DV, =Z[ by (X = X) + B, (Zy = Z)|= Ve + Y b (X = X))+ by (2, = Z,)]

h=1

gue son estimadores insesgados, y sus errores cuadraticos medio,

ECM (ers) V(ers) ZWhZV(YIrh) ZWh ( N J[th +bhzlsfh +thZSzzh —2byS,, —2b,,S,, +2bh1bh28xzh]
hh

5 5 5 -n
ECM (ers) =V (ers) = ;V (erh) :; Nr?[ l:lhnh : ][S.\fh + bﬁlsfh + bﬁZSZZh - thlsxy.1 - 2bh28yzh + 2bhlthSXZh ]

y sus estimadores,

ECM(Y,,) =V (¥,,) = th( . J[s +bis? +b2s? 26hlsxyh—26hzsyzh+26h16hzsxzh]
h''h

M o2 R2e2 [ R2 .2 - - AR ]

ECM (ers) V(ers) ZN ( N.n ][ Vi +bhlsxh +bhzszh _thlsxyh _thzsyzh +2bhlbhzs’xzh
h h

Se presentan los mismos casos especiales que con 1 variable auxiliar. Se desarrollaran sélo para el

estimador del promedio, para el estimador del total basta con hacer

YA =N Y_Irs ] V(YAIrs) =N 2V(Y_Irs) ) V(YAlrs) =N 2\7(Y_Irs) .

Irs
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5.2.1.1.- Estimador de Regresion Lineal Simple

Cuando bn=0, para todo h, h=1,2,...;L, el estimador de regresion con 2 variables auxiliares se

transforma en el estimador de regresion lineal simple, en muestreo estratificado, resultando

ers =

L L
th[yh + by (X, = %,) + by, (Z, _zh)]zzwh[yh + by (X, = X,) +0(Z, _Zh)]
h=1 h=1
L J—
= th[yh + by (X, = )_(h)]
h=1

gue tiene la misma estructura que el estimador de regresién lineal simple

Su esperanza es,

E(Vys) = Y W, [Y, ~COV (b, %,) ~COV (by, Z,)]

h=1

L L
=ZWhY_h Z LCOV (b, X;,) — ZWCOV h2s Zn)

h=1

Como bn,=0,

A L
E(Vys) = D W,Y, ZW COV (b, X,) = ZW COV (b, X,)
h=1 h=1 h=1

si by es constante COV (b,,,X) =0, para todo h, h=1,2,...,L, entonces,

que es un estimador insesgado, y su error cuadratico medio es,
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2 S L N, —n
EMC(YIrs) :V(ers) :ZWhZ( Nh n : J[Sih +bﬁls>§n +OSZZh _thlsx)’n _ZOSYZn +2bhlos><2n]
h=1 h''h

Sl

h=

J[ +b2S2 ~2b,S, |
y su estimador,

EMC(YIr) V(ers) zwh( N nnh J[ Yh bhls 26h18>‘)’h]

h''h

Para el estimador del total, si bn: es constante y bn,=0 para todo h, h=1,2,...,L,

Yis = Z [yh+bh1(x — %) + by, (2 h)] ZN [yh+bh1(x )_(h)+0(z_h_zh)]

L L L L
:ZNh[yh +by (X, _)_(h)]=ZYAh +th1(xh - >2h):YAst +thl(xh - >2h)
h=1 h=1 h=1

h=1

gue es un estimador insesgado, y su error cuadratico medio es,

N
EMC(Y,,) =V (V,.) = ZN [ — ”“j[s2 +b382 +082 ~2b,8, ~20S,, +2b,08,

h=1 h

L
Z N ( " ][s 2 4b2S2 2,8,
h=1 h h

Que se corresponde con el estimador de regresion lineal simple separado. Por lo tanto, se demuestra
que el estimador lineal simple separado es un caso particular del estimador de regresion lineal

separado con 2 variables auxiliares, e incluye todos sus casos especiales, que son,
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Estimador Directo: brn=10 bn2=0
. ) _Yn

Estimador de Razon: by =2 be=0
h

. . . Vh,h=1,2,...,L

Estimador por Diferencia: bri=1 bn2=0
Sth

Estimador de Varianza minima para constante: by = 52 br2=0

5.2.1.2.- Estimador por Diferencias

Si bri= bnp=1, para todo h, h=1,2,...;L, se denomina el estimador por diferencia, que es un estimador
insesgado.

E(Yilrs):Y_

B(Y,)=0

L
2 2 N, —
ECM (ers) =V (ers) :Z\th%[sih +th _2Sxyh

h=1 h

~ 2 A D L N, —n
ECM (ers) =V (ers) = ZWhZ % [S)zlh + Sih - ZSth ]
h=1 h''h

5.2.1.3.- Estimador de Razén-Regresion Separado-Separado

Los estimadores del tipo Razén-Regresion en muestreo estratificado se presentan en Martin-Caro

(2010, p. 37), y pueden ser del tipo separado-separado, separado-combinado y combinado-combinado,
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en este apartado se trataré el estimador de Razdn-Regresion separado-separado, ya que los otros son

combinados, y este es,

A . Lr. .
Yerss = ZW [ rn 1D ( ZRh)i| ; YRrss ZZ[YRh +by (2, -Zg)

i=1

S Yo z g . ,
Donde Yg, = PRl Xy gy = Fa Xy, , son estimadores de razon, que tal como se ha demostrado en
h y h

|
I |~<|
=

=
<
o
=
1
x| | N
=

Y_Rh:yh"'ch()zh_)_(h) ., Zgy=I,+d, (X, -X,) donde C=

=

De manera que

A

YRrss :Z\Nh [(yh +¢, (X, - ))+b (Z, = (Z, +dy (X, - )_(h)))]

h=1

L
Z W, [, + ¢, (X, —%,) +b,Z,, b, Z, —byd, (X, = %,)]

L
= th [yh +(C, —bydp )X, = %,) + by (2, - zh)]
h=1
Que es un estimador de regresion lineal separado con 2 variables auxiliares, donde

by =cp —bydy, y bh, =Dy,

. L . _
de formaque  Ygrs = ZWh [yh +bpy (X = Xy) + 0, (2, - Z, )]
h-1

I |~<|
=
|
O
o
x| | N
o0

()zh _)_(h)+bh(z_h -Zy)

=
=>

()zh _xh)'i'bh(z_h -1y)

I |~<|
=
|
o
=
I | N
=

=
=

que no es un estimador insesgado.
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Considerando b, constante, y aplicando la aproximacion de series de Taylor ya desarrolladas en

Y, Z,
Martin-Caro (2006 y 2010) donde by, =XT y b= )z—h , utilizando en el ECM los valores
h
poblaciones y no los muestrales, entonces,
- -n
ECM (YR,SS)zZWh( i hJ[sjh +B3S2 +b3,S2 —2b,S, —20,S,, + 20,5, |
h=1 h''h
L Y, 7, Y, . Z Y, . Z
z S| —by 2| SZ +b2S2 -2 =t —b, = S, —2b,S,, +2| =~ —b, = b,S,,
N nh ' h X Xh h X X

Que es el ECM de un estimador de regresién lineal con dos variables auxiliares. Y su estimador,

ECM (Yp.,) = ZWh( N J[ 2 +bhsE +bl,st —20ys, —2b,S,, +26h16h23xzh]
h h

L _ _ 2 _ B - )
2 Yo » Z,) 2 2.2 Yo o I Vo -~ Z
hz ( NN, J Sy, +[Z_ h z} Sx, +b] Sz, _2()_(——bh z]sxyh _thsyzh +2()_(__bh )_(—ththzh

Con lo que se demuestra que el estimador del tipo Razon-Regresién separado-separado es un caso

particular del estimador de regresion lineal separado con dos variables auxiliares.
5.2.1.4.- Estimador de Regresién-Raz6n Separado-Separado

El estimador de Regresion-Razon consiste en aplicar el estimador de razon a estimadores de regresion
lineal, y el estimador de Regresion-Razon separado-separado en muestreo estratificado, aplica un
tratamiento separado en cada estrato, tanto de las razones como de los coeficientes de regresion
(Martin-Caro, 2010), esto es,
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N L YL _ L
Yo.=YW |-z =YW —
s Z Nz ; " Z, + by, (X, = Xy)

h=1 Zn

Para el estimador del total se tiene,

. L Ly, +b (X, — X
YI’RSSZZLﬂh thz¥h bh(_h _h)Zh
h1 Z 3 Zn +0, (X = X)
y con 2 coeficientes,
. Ly Ly +b. (X, - X
YrRss:Zth Zh=ZYh bhl(_h _h) i
1 Z,, 7 2, + Do, (X, = Xy)

En el apartado 2.4.4. se demostrd que ambos eran casos particulares del estimador de regresion lineal
con 2 variables auxiliares en muestreo aleatorio simple, pero como aqui se seleccionan muestras

aleatorias simples independientes en cada estrato, se aplica lo demostrado en cada estrato, y luego se

consolida en todo el universo, y resulta,

Para el primer caso, el estimador puede escribirse como

~ L Vi
Yore = > W[V, +b, (X, —%,))+ hao
rRss Z hl:(yh h (X h)) (zh""bh(xh_)_(h)
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=ZLlW{Vh +by, (X, -zh){y“ by (X, _’_‘h)j(zh —(z, +b, (X, -xh)))}

h=1 Zh+bh()?h_)_(h)

zh+bh()?h_)_(h) zh+bh()zh_)_(h)

=

Il Mf_

1

Wh[yh _l_bh()zh _)—(h)+(yh +bh(>?h —)_(h)jz—h _(yh +bh(>zh —)_(h)J(Zh _'_bh()zh _)—(h))}

Wh_¥h +bh(>_zh _fh)z_h:|
T [ Zn +b (X —Xy)

=

I F”4|_

Il
el
=

r 1
> _'<|)
N

|

=
1}
N
N/
=
e

gue es el estimador de Regresién-Razon con un valor de by. Pero nétese que

YLrRss ZZL:WhI:yh b, (X, _)—(h)+£yh +by, (X, —)_(h)jz—h _[yh +b, (X, —)_(h)J(Zh b, (X, _)—(h))}
h-1

zh+bh()zh_)_(h) Zh+bh(>zh_)_(h)

I
M-
=

Vi 0y (Xy = X) + )_/h+bh()—(h_)_(h) Z, - )_lh+bh()—(h _)_(h) Zn— )_lh+bh(>—(h _)_(h) (bh(ih_)_(h))
Z, +b, (X}, —X;) Z Zy +b, (X}, = X;)

=
Il
LN

yh +(1_(yh+bh()zh_)_(h)]]bh(>?h_)—(h)+ ?h +bh()_zh _fh) (Zh_zh):l

I
M-
=

z, +bh()zh -Xp)

>
I
[N

que es un estimador de regresion lineal separado con dos variables auxiliares (“X” y “z”), y los

coeficientes son,

_ _ yh+bh()zh_)_(h) _ Yn +Bu (X, = %)
Cy=hb|l-| F—"=—"" 1 G =o————
Zp, + b, (X, = X%,) Zy + b, (X, — Xy)

Su error cuadratico medio y su estimador son,

va 5o Ny —ny
ECM (Yres) = D W, N
h=1 h

h

+ 2C:hlchzsxzh

2 2 2 2 2
J[s 2 4482 40582 — 20,8, —26,S,,
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N0,

M2 | a2.2 | a2 <2 A A A A ]
ECM (YrRss) zwh [ J[Syh +Chlsxh +Ch252h _2Chlsxyh _2Ch25yzh +2Ch1ChZszh

para el estimador del total,

- Yo +bn (X =%0) )| - Yo +by (Xo =%4) ) 5 e
Yirss = ZN[ [ (_h+b (X, - h)D(Xh Xh)+(zh+bh(>zh_)_(h)J(Zh Zh)]

h=1

ECM (¥ o) ~ Z N ( )[s +C4S2 40587 ~ 2048, — 26158, +26nCiaSy |

A2 o2 A2 o2 A A A A
j[s +CrSy. +ChaSy, —2chlsth —ZChZSyZh +Zcmchzsxzh]

ECM (Y ) = ZN [

Para el segundo estimador, se puede reescribir como

h=1 r

ya que al desarrollarlo se verifica,

>

L — N7 —
2 . T o Yi + D (X = X4) V(5
Vo =W, (7, + by (X —x)+(_ 2o X (z—
R hzzl: h[( h +D0p (R =Xy ) 2. 10, (X, —%,)

z,,h)}

=Zvvh[vh +by(X, —m{f“ o ‘fh’j(fh (2, +De (X, —m))}

Zy +by, (X = X;)

L p— ~7 — — ~7 p—
= T o Vi + 0y (X = X3) |5 Vi + 0y (X = %3) |- T o
=y W, +b, (X, =X, )+ — Z, - — Z. +b, (X, —X
E: h|:yh h (X —Xp) (zh+bh2(xh_)_(h) h 7, +b, (X, —X,) (h ha (X h))

:ZL:Wh_yh +bmozh - Xp) Z—h}
T L Zn t b (X —Xy)
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que es el estimador de Regresion-Razon con dos valores diferentes de bn. Pero nétese que

. L _
Y rRss ZZWh|:Yh + by (X, _)_(h)"'(
h=1

1]
M-
:5

o>

I
M-
=

>
I
N

Yh +bhl(x _Xh)J{

Yh +bh1(>zh - X

A Xh)J
Z, + by, (X —X;)

(Yh +bh1(xh
Zh+bh2(x - Xp)

+bh1()zh

— %)

-X, )]
h +bh2()zh —Xp) "

(yh +by (X, _)_(h)JZ _[yh
- v h—| o
Zy, +by, (X, = X;,) Zp

‘fh)J(z‘h—zh)}
—Xy)

_—

Yh +bh1()zh

Zp +bh2(>zh

+bh2()zh -Xp)

137

j(zh + by (X, = )_(h)):l

](bhz(% h —m)}

que es un estimador de regresion lineal separado con dos variables auxiliares (“X” y “Z”), y los

coeficientes son,

Chy =Dy — bhz(

Yo + bm()?h — %)

— — 1 C =
h+bh2(xh Xh)] "2

y el error cuadratico medio es y su estimador son,

ECM (Yyes) = Zvvh( N

ECM (Y,.) = Zvvh[

Nhh

h

s

+ chls

para el estimador del total,

A2 o2

{ [ ()_’h +bh1(>zh
b — Pz

z, +bhz(x —Xn)

A2 2
+€yS;,

e

Y +bh1()zh —Xp)

— 26,8,

h

Zy +bh2()?h —Xp)

-Nn
“J[s2 +CAS2 +C5S2 — 20,8, — 26,5,

(yh+bhl(xh )_(h)J(Z —Zh)]
Zp, +bpy (X = X4)

. L N, —n
ECM (V) = Nh{#)[s 2 1282 +C2S2 —20S,, — 26,8, +26CSy |
h=1 h*''h

+ 2C:hlchzsxzh

- 2Ch23yzh + 2Ch1Ch25xzh ]
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L N, —n

~ 7! _ 2 h h 2 A2 o2 A2 o2 A A A A

ECM (Y rs) = E Nh(WJ[SV“ +CiuSy, +ChpS; —2C1S,y, —2C,Sy, +20hlch25xzh]
h=1 h''h

5.2.1.5.- Estimador de Varianza Minima para b; y b, constantes

En este caso, se debe minimizar la varianza del estimador, para bn y bz constantes, para todo h,

h=1,2,...;L. Si se logra minimizar la varianza del estimador en cada estrato (V (Y,.) ), entonces la

varianza global (V (Y,,;) ) también serd minima, y esto se cumple cuando,

2 2
5052 ~ Syz, S, A T A vh, h=12,.L

thszzh _(szh )2 , 0 SZZthh _(szh)z

h10 —

Que son los valores de by y b, desarrollados en el apartado (2.4.5.) para muestreo aleatorio simple, que

es el caso en cada estrato.

5.2.2.- Estimadores de Regresion Lineal Combinado con 2 variables auxiliares

Ahora se tiene que, aun cuando las muestras de cada estrato son independientes y aleatorias simples
(tal como se asumid en un principio), los coeficientes son iguales para todos los estratos, porque son

combinados, y se identificardn como be1 y beo.

Considerando be: y be, constantes, los estimadores del promedio y del total son,
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Yirc =§Wh [yh +Dbg (X =X, ) + Db, (24, _zh)]:Yst +Z\Nh [bcl(xh = Xy) + D0, (24, _zh)]

h=1

~ L A ~ A ~ L A ~
Vo = S [ + b (X = ) +bia @y = Z0) =V + Y b (X, = X)) + B2 (2, — 20)]
h=1 h=1

que son estimadores insesgados. Los errores cuadraticos medio y sus estimadores son

L
ECM (erc) :V(erc) = z NI?

h=1

~ A L
ECM (erc) =V (erc) = Zth
h=1

A A L
ECM(Y,0) =V (Y,.) = D N}
h=1

N, —

h
Ny —n,
Nyn,
Ny —n,
NN,
Ny —np |
Ny,

~ S L n
oM (1) v - S T 2 b st -2
h=1 h

—2b,S,, +2b.b,,S, |

XYh

[s2 +b2S2 +b3S2 —2b,S,, —2b,S,, +2b,by,S,, |

2 2242 22 .2 " " A
[syh +bclsxh erczsZh —2bclsth —2bczsyzh +2bc1bc28xzh]

2

2 - 2 22 .2 - N A
sy, +bclsxh +bczsZh —2bclsth —2bczsyZh + 2bclbczsxzh]

5.2.2.1.- Estimador de Regresion Lineal Simple

Cuando b=0, el estimador de regresion con 2 variables auxiliares se transforma en el estimador de

regresion lineal combinado, resultando,

Yire :zwh [yh +bg (X, = X,) +b, (2, _Zh)]:zwh [yh +bgy (X = X,) +0(Z,, _zh)]
h=1 h=1

L J—
= th[yh +by (X, = )_(h)]

h=1

que tiene la misma estructura que el estimador de regresion lineal combinado con 1 variable auxiliar.
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Su esperanza es,

A L —
E(Vye) = O W[V, ~COV (b, %,) ~COV (b, 2,)]

h=1

L L L
= ZWth - ZWhCOV (b, Xy ) - ZWhCOV (b2, Z)
h h=1 h=1

=1

Como be=0,

A L _ L L
EM.) = ZWth B ZWhCOV (b, X)) =Y - ZWhCOV (b, X;,)
h=1 h=1 h=1

como be: es constante COV (b, X) =0, entonces,

A L — —
E(Y) :Z\Nh h=Y

que es un estimador insesgado, y su error cuadratico medio es,

S 2 L N, —n
EMC(Y,.) =VWIrC)=ZWh2( |\h| - “j[sjh +bgS; +0S7 —2b,S, —20S, +2b,0S,
h=1 h''h

L N, —n
E 2 h h 2 22
h''h

y su estimador,

A2 A 2 L N, —n ~ ~
ENC(Y,) =V (o) = 3 Wy [ﬁj[si +bZs2 2,5, |
h=1 h''h

Para el estimador del total, si b es constante y be=0,

140
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L L
Yirc :hZ_;Nh[Yh +by (X = %,) + b, (Z, _Zh)]:ZNh[yh +by (X, = X,) +0(Z, _Zh)]

h=1

:ZNh[yh +bg (X, _)_(h)]:ZYh +Zbc1(xh = X)) =Yy +Zbcl(xh = Xp)
h=1 h=1 h=1 h1

que es un estimador insesgado, y su error cuadratico medio es,

N, —n,

. L
EMC(YAIrc) :VWIrc) :Z Nﬁ[ N
h=1

~20S,, +2b,0S,,

)[s 2 1 b2S2 +0S2 —2b,S,,

hh

L N, —n
2 h h 2 2g2
:hE: Nh( N, ][Syh +byS, —20,S,,

1

Que se corresponde con el estimador de regresién lineal simple combinado. Por lo tanto, se demuestra
que el estimador lineal simple combinado es un caso particular del estimador de regresion lineal

combinado con 2 variables auxiliares, e incluye todos sus casos especiales, que son,

Estimador Directo: ba=0 be=0
. , Yo
Estimador de Razén: Dy =—= be=0
Xst
Estimador por Diferencia: ba=1 be2=0 Vh,h=1,2,...,L
L 1-f
> WS,
. . - = n, "
Estimador de Varianza minima para b, constante: by, =" Ll be2=0
ZW 2 1 fh S 2
h Xp
h=1 h
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5.2.2.2.- Estimador por Diferencias

Si ba= be=1, se denomina el estimador por diferencias, que es un estimador insesgado.

. L _ _ I St e S
Yire = ZWh [yh + (X =%) +(Z, - Zh)]: ZWth + ZWhXh —Z:thh +thZh —Zthh
h=1 h=1 h=1 h=1 h=1 h=1
V(XX )+(Z-2)

E(Yilrc) =Y

B(Y_Alrc) =0

ECM (Yilrc) ZV(YAIrc ZWZ [SZ +SZ ZSth]

ECM (erc) V(erc) ZWZ N nnh) [Syh + )fh - Zsth ]
h''h

5.2.2.3.- Estimador de Razdn-Regresion Combinado-Combinado

En Martin-Caro (2010), dentro de los estimadores de Razdn-Regresion Combinados, se establece el
Estimador de Razon-Regresion Separado-Combinado, el Estimador de Razén-Regresion Combinado-
Separado y el Estimador de Razon-Regresion Combinado-Combinado, y se determina que el segundo
es exactamente igual al tercero. Aqui se verificara que el tercero de ellos es un caso particular del

estimador de regresion lineal combinado con 2 variables auxiliares.

Los estimadores del promedio y del total son,

A A
el A

Ychc = Y_Rc + bc(z_ - Z_Rc) ’ Ychc ZYRC + bc (Z - ZRC)

que son estimadores sesgados. Siendo b constante, sus respectivos errores cuadraticos medio son,
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ECM (?chc)zithW[(s +R%S2 ~2R, S, J+b2(S? +RZS2 ~2R,S, )-
h=1 h ''h

~2b,(S,, ~RyeSy, —RyeSp, +ReR,:S2 )|
ECM (\ercc)zzL:N}fW[(S +R%S2 2R, S, J+b2(S? +R2S2 ~2R,S, )-
h=1 h "'h

_2bc<SyZh - chSXy RVCSXZ + RVCRVCSXh )]

ECM (Vaeo) = ZWZ )[(s +RESE —2R,S, )+ b2 (s +RZs? —2RZCsXZh)
—Z%@ﬂh—ﬁmsm1—ﬁwsﬂh+§W§Wsiﬂ

ECM (Y,.) = ZNZM[(§ +R2s2 “2R s, J+B2(s? +RZs? —2Rs, )-

N, n,
_ZBC (syzh IQZC XYh Iféycsxzh + Iﬁycliyc82 )]
Y_ Z_ 5 Yist 5 _ ZLst
Donde Ryc :? ) ch :7 , Ryc - )% ) ch - )%

A ~ A 2 - = _ Y_st d _ Z_St
Yo =Yg ( o) , Zpe=Zy+d (X -Xg) donde Cc=-= Yy YeT 7z
XSt XSt
ya que,
2~ A Yi — =z L YA — YA = YA 3
YRc :Yst + ASt (X _xst):Yst + LSt X - :t Xst = ASt X
X Xt X X
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También ocurre con el error cuadratico medio, tal como se demuestra en Martin-Caro (2010, p. 153),

pero llevandolo al estimador de razén combinado. Analogamente pasa con ZRC . Entonces,

\?ch0=? (X Xst)+b (Z (Zst+d (x xst)))
:Y_ (X X5t)+b (Z Z dc(i_)zst))
=Yy +(C, —bd )(X = Xy)+b,(Z - Zy,)

Que es un estimador de regresion lineal con dos variables auxiliares. Los coeficientes son,

bclzcc_bcdcz - —D ) b, =b

c

Entonces, su error cuadratico medio es,

ECM (Ychc) th( N )[32 +bc182 +b02232 2b4S,, —2b,S,, +2bclbc28ﬂh]
h
L LS 2 \2
N z
=th2( L ”hj s2 +[;t ~b, _} S2 +b2S2 -
h=1 hh X X
Y, . Z Y, . Z
-2 L_St_bCL_St S 2bcSyz +2 :t _bc LSt bcsxzh
Xt X Xt Xt
L A 2 2 \?2 2~ 2~
N, — Y VA Y VA
=ZWh2( ,\“I nn“j s? J{;tJ s? +b§{j] S —2b{j J{ ot Jsfh +bZS? -
h=1 h™'h Xst xst xst xst
Y. z Y, Z,
—2f 2L, +2b | 2 S, —2b.S, +2b, , 20
X Xt Xst Xst

Reordenando términos,
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L (N, —n Y ¥ 7 z
:thz[ I:ln hj Sy +| =4 Sx —2 =[Sy, |+be] Sy +| = S5 -2 =2
h=1 h''h >(st xst Xst Xst
_2bc Syzh T = Sxyr1 B szh o o th
Xst Xst Xst Xst

Aplicando la aproximacion de series de Taylor ya desarrolladas en Martin-Caro (2006 y 2010) y

utilizando en el ECM los valores poblaciones y no los muestrales, entonces,

A L _
oM ()= w7 Bl mis: om s, Jeoils: crist -2m,, )-
h=1 h ''h

~20,(S,, ~RyeSy —RyeS +ReR:S2 |

e xyy yc Y xz yc ' yex,

Que es el error cuadratico medio del estimador del estimador de Razon-Regresion Combinado-
Combinado, es decir, que se demuestra que dicho estimador es un caso particular del Estimador de

Regresion Lineal Combinado con 2 variables auxiliares.

Anéalogamente ocurre con el estimador del total.

5.2.2.4.- Estimador de Regresion-Razén Combinado-Combinado

Igual que con los estimadores de Razdn-Regresion, en Martin-Caro (2010) se desarrollan los
estimadores de Regresion-Razén Combinados, contemplando tres casos, el Estimador de Regresion-
Razon Separado-Combinado, el Estimador de Regresién-Razon Combinado-Separado y el Estimador
de Regresidén-Razén Combinado-Combinado, pero el segundo caso coincide con el tercero, igual que

ocurre con los estimadores de Razon-Regresion. En este apartado se verificard que el Estimador de
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Regresion-Razon Combinado-Combinado es un caso particular del estimador de regresion lineal

combinado con 2 variables auxiliares.

Tal como se ha presentado en otros capitulos, en el estimador de regresién-razon se tienen dos casos,
y con dos coeficientes (\7,'Rcc), que para el estimador del promedio,

A

con un coeficiente dnico (Y, )

respectivamente son,
L L .
N > ) th(yh +b (X, Xh)) . Vo Z\Nh(yh +bg, (X, Xh)) 3
Ychc = Arlc Z= hil _ z ’ Ychc = Arc Z= hil yA
Zie th (zh +b, (X, - )_(h)) Z 1o ZWh (Zh +Dbg, (X, )_(h))
h=1 h=1
Y para el estimador del total,
L _ L _
v o) th(yh+bc(xh_)_(h)) L Vo) th(yh+bcy(xh_)_(h))
Ychc = Lrlc Z = hil Z 1 YTIRCC = Lr : Z = hil
Z 1o th(zh +b. (X, _)_(h)) Zri Z ( +bg, (X, _)_(h))
h=1 h=1
. . - O 7 -
El primer estimador puede escribirse como  Y,g., =Yy +| = (Z - “Cj ,
ZrIc
Véase,
2 2 YA — YA Jay 2 YA _ 2 YL —
Ychc =lec +(4“C }Z _(Lr : }Zrlc =lec +{4“C }Z _lec _[;r : }Z
Zrlc Zrlc Zr c Zrlc

Pero,
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L ZW (yh"—bc()?h_)_(h)) o
:Z (yh+b (X _Xh)) i (

(Zh +b, (ih - )_(h))

Z Wy (¥ +Bo (X, - %) |

W, (z, +b,(X, - %))

Ml‘ I

=
1

1

W, (7, +b, (X, ~%,)) ) th(vh+bc(>?h—xh))( )
st |t hil Z__Z_st
&

W, (z, +b. (X, - %))

X

X —

>
| h=t
L [—
Z\Nh (Zh +b, (X, - Xh))
h=1
Que es un estimador lineal con 2 variables auxiliares, cuyos coeficientes son,

L _ L _
> W, (3, +b, (X, - %)) > W, (7, + b, (X, - %,))
h=1 h=1

L de; =| ¢
th(zh +b, (X, _)_(h)) ’ th(zh +b, (X, _)_(h))
h=1 h=1

dy =b,|1-

c

Por lo tanto, su error cuadratico medio y su respectivo estimador son,

va =2 Ny —ny
ECM (Yo ) = D W, N
h=1

h''h

o —20,8,, +2d,d,S,, |

][s; +d382 +d3S2 —2d,S "

-n n R n A
ECM(Y ) = th[ hJ[§ +dzs? +d2s? ~2dys, ~2d,s, +2dgdys, |

Nhh

Para el estimador del total,
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Ny —ny,

~ L
ECM (YrRCc)zZNf%[ N.n
h=1

][Si +d382 +d3S2 —2dyS,, —2d.,S,, +2dyd.,S,, ]
h''h

~ S L N n N A A A
ECM (Ypee) = N"Z(N—nh [ 2 +dist +d%s? —2dys,, —2dg,s, +2dyd.s,, ]
h=1 h"'h

De manera que el Estimador de Regresion-Razén Combinado-Combinado es un caso particular del

Estimador de Regresién Lineal Combinado con 2 variables auxiliares.

5.2.2.5.- Estimador de Varianza Minima para b: y b, constantes

En este caso, se debe minimizar la varianza del estimador, para be: y be, constantes. Para ello se debe

minimizar la varianza del estimador, derivando parcialmente e igualando a cero.

2 2 L N, —n
ECM (Y, )=V (¥,.) :thz(#J[Sih +b3SE +b5S2 —2byS,, —2b,S, +2byb,S,,
h''h

h=1

a\gE)Y”S) ZWZ NI:I _nnh [Zbclsfh - ZSth + 2bczsxzh ]: 0 (45)
1 h''h
L —

i (Yl -3 w? N,'\wl M 20,52 - 25, +2b,S,, |=0 (46)
02 h=1 nfh

N, —n
De (45), 22Wh(l:| “][bclsfh—sxyh+bczsxzh]=o
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- N, —n - N, —n
thz (l:lhjsx)/h - bc2 ZWhZ (hhjsxzh
_ e hMh
L

b =t h=1 Npny,
“ of Np =Ny o2

th N Xn

h=1 hh

b — h=1 h=1
. 2[ Np =Ny o2
Z\Nh N Zn
h=1 hh

Sustituyendo b, en by,

iwz Ny, —ny, s  _
h-1 " Ny, o

bcl =

149
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N, —n L N, —n L N, —n L N, —n
W h — Nh w2l Y =M ez | NTyy2f Na T e w2l M= e
[Z h( NNy, J Wh]{hz—; h( NN, o hZ:; " Nyny, & ; " Ny, th

Bl [ )
(B e

e

+

Despejando b,

by|1- - _
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Entonces,

P P T IR P TN T

2
L N L N, —
zwhz( o J Xy ZWh ( T Szzh - thz (hthszh
h=1 N0y NNy, h=1 NNy,

bcl =

Sustituyendo b en bez,

I N e e A Cro

R R R0

Ahora se debe verificar que en dichos valores hay un minimo. Se halla la matriz hessiana y se verifica

c2 —

si los menores principales son mayores que cero.

aZV(Y_Irc) 62V(Y_Irc) ziWhZ(Nh _nh jSZ ZiWhZ[Nh _nh JSXZh

HV (%) = zabli fblbf = 7 NN“”“ o NN“”“
OV(Mi) VM) | |2 th[ h_nhjsxz Zzwhz( h_thszz
ob,b, b2 ho1 Ny S Nyny '

2 S N, —n,

Hl(V(er))ZZZWhZ( : Jsxzh 20,
h-1 nh

y seréa estrictamente mayor que cero si N, <N, A szh >0, paratodo h, h=1,2, ..., L.

Para el menor principal de orden 2,
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H,(V(Y,)=| "™ N _r: L N“_:]
22wh2( h “Jsxzh 22Wh2( h “jsfh
ho1 NN, el NN,

=22

r———
:'M
Il L
LN
z
7\
P
Z|=
=
=]
= =]
=
N—
[72]
N
N—
7~ N\
=
M-
LN
z
VY
P
Z|=
=
: |
= =]
=
N—
NN
N—
|
VR
=
|M
LN
z
VY
P
Z|=
=
=]
= =]
=
N——
&
=
N——
N}
A

L L
es decir, ZWhZ[Nh_n“JSXZ thz[Nh_n“JSf
h=1 Ny, = N,y '
Luego, si n, <N,

ol e e 2
B o B e

entonces,

c01 — 2
L N, — L N, — L N, —
[thz (hthth J[zwhz( h — Ny Szzh j _[thz (hnh]SXZh]
hot Ny, h-1 Ny, h-1 Ny,
ZL:WZ(Nh_thS ZL:WZ(Nh_thSZ B sz(N j sz( ]S
W o = [Py W o [Px, h )
= Npny g h=1 NNy " h=1 NNy, Npny *
02 =

2
S N, —n - N, —n - N, —n
2 h h 2 2 h h 2 2 h h
[th (Nn}sxhj{zwh( Nom Sth‘(ZWh anJS]
h=1 h''h h=1 h''h h=1 h''h
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son los valores de be1 y bez que minimizan V (Y,,) , y sus estimadores son,

L L L L
Z N, —n Z N, —n Z N, —n Z N, —n
6 h=1 h''h h=1 h''h h=1 h''h h=1 h''h
c0l — 2
L L L
N, — _ _
[2 th( = 2 J(E th(Nh L sﬂ—(} W,f(Nh L ]s
ho1 NN, h=1 NN, ho1 NN,

L _ L _ L _ L _
[thz( N, —n, ijZh J(zwhz( Ny, —n, )Sih J _ {thz( N, —n, Jsxyh }(zwhz[ N, —n, JSXZh ]
! Ny h-1 Ny = Ny, h-1 N,y

o2 = 2
L N, —n L N, —n L N, —n
(thz[ I\hl h sfh ZWhZ ’\hl h szzh _ Z\th IQI h szh
h=1 hh ) hh het hIh

Cabe destacar que estos mismos valores, bajo las mismas condiciones, minimizan V (Y,.,) .

5.3.- Estimadores de Regresion Lineal con 3 variables auxiliares en Muestreo Estratificado

Tal como ocurre con 1y 2 variables auxiliares, con 3 variables auxiliares se tienen los mismos dos
planteamientos, el estimador de regresion lineal separado y el estimador de regresion lineal
combinado, en el primero tanto by , b, y bs se trabajan de forma separada para cada estrato, y en el

forma combinada o global para todo el universo.
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5.3.1.- Estimadores de Regresion Lineal Separado con 3 variables auxiliares

Los estimadores de Regresion Lineal Separado con 3 variables auxiliares, para el promedio y el total
son,

~ L

W, Vo = S Wa 7 b1 (K, = %) + by (2 = 20) + by (T — )]

h=1

—<

ggr

Irs

=>
Il
LN

>

I
ﬂ—<
Mr

W, by (K, = %) + b4 (Z, = Z,) + by (T — )]

>
|l
N

L L
Yirs :Zerh :Z[Yh + by (X = X)) +0p2 (2, = Zy) + bya (T, _Th)]

h=1 h=1

L

=Y, +Z[bm(xh —X,)+b,(Z, —Z,) +bs(T, _fh)]

=1

=

Si bn1, brz ¥ bns son constantes para todo h, h=1, 2

., L, son estimadores insesgados, y sus errores
cuadraticos medio son,

ECM (YL”S) =V (Y_Alrs) = ZWhZV (Y_Alrh)
h=1

L

-y h( e j[s2 +b2S? +b%S? +b3S2 —2b,S, —2b,S, —2b,S, +
h=1 h

+2D,,0,S,;, +2DP3 S, +20,D,3S

; = o N =y
ECM(YIrs):ZNh N.n
h=1

J[Si #3482 402,82 +b%SZ ~ 20,8, — 20,8, —2b,,S, +
h''h

+2D,0,Sy, +2D DS, +20,D,3S

-Nn ~ ~ ~
ECM(Y,,) = ZW{ w h][ +bls2 +b%s2 +b%sE — 20y, — 20,5, —2DS, +
h

+ 2014125y, + 20010138, + 20,03,
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L N

A A —-Nn A A A A ~ A

E 2 h h 2 2.2 2 o2 2 .2
h=1 h''h

+201D4,S, + 2050038, + 20120458, ]

5.3.2.- Casos especiales de los Estimadores de Regresion Lineal Separado con 3 variables
auxiliares

En primer lugar, se tiene que si bns=0, para todo h, h=1, 2, ..., L, se tiene el estimador de regresion

lineal separado con 2 variables auxiliares, incluyendo todos sus casos.
Si bri=bn=bns=1 se tiene el estimador por diferencias con 3 variables auxiliares.

El estimador de varianza minima para bni, brz ¥ bz constantes para todo h, se tiene cuando en cada
estrato se cumplen las condiciones establecidas en (4.4.3.- Estimador de Varianza Minima para bs, bo,

bs, ..., bk constantes), esto es,

Syxh (Slzh Sti B Szzth )+ Syzh (SXthSZth B Sti SXZh )+ Syth (szh SZth B Szzh SXth )
sfhsfh sfh —sfhsfth —sfhsxih —sfhsfzh +25, S, Sy

h10 —

Sth (SXthSZth _Stzhsxzh)+syzh (thstzh _Sf‘h)+syth (SXZhSXth _thSZth)

b =
" S2s2s?-sisi —S2si —-S’S2 +25,5,S

zt,

2 2 2 2 2
b _ S)’Xh (SXZhSZth _SZhSXth )+Syzh( XZhSXth _SXhSZth)_'_Syth (SXhSZh _szh)
h3o sfhsfhsfh —sfhs2 —sfhsfth —sfhsfzh +2S,, S Sy

zt,
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n, <N,
th >0
$2 >0
minimizan V(Y,,) si S;, >0
-1< Px, <1
-1< Px, <1
—1<py, <1
1+2pxthpxzhpzth _:Dzzth _pfth _pfzh >0

5.3.3.- Estimadores de Regresion Lineal Combinado con 3 variables auxiliares

Los estimadores de Regresién Lineal Combinado con 3 variables auxiliares, para el promedio vy el

total, son,

2 L _ _ _
Yie = th[yh + by (X = %,) + 0, (24, = Z,)) + bes (T, _th)]

h=1

>

<

L
st +ZWh[bcl(Xh = Xp) +be, (2, = Z,) + bes (T, _fh)]
h1

Y_st +bcl()z_ Xst)"'bcz(z__z_st)""bca(fh _-rst)

YAIrs: [YAh+bc1(xh_Xh)+bcz(zh_2h)+bc3(rh _fh)]

L
h=1

:YAst + bcl()2 - )zst) + bcz(z - ZAst) + bcs(Th _fst)

Si b1, bez y bes son constantes, son estimadores insesgados, y sus errores cuadraticos medio son,
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ECM (Yilrs) =V (Yilrs)

L N, —n
=3 w2 lls2 1 p282 402,52 +b3S2 —2b,S,, —2b,,S,, —2bS, +
h=1 Ny,
+ 2005, Sy +20Pe3S,, +20:,0:5S,,
N, —n
ECM(Y,.) = ZN ( ~h T “j[s2 +b382 +b3S2 +b2S2 ~2b,S, ~2b,S, ~2b,S, +
h=1 h h

+ 2bclbc28><zh + 2bc1bc3s><th + 2bc2bc382th

A 2~ L N. —n ~ ~ ~
ECM(Y,) = thz( l:l n : J[ bczls + bczzs + bc3St =208y, =228y, — 23Sy, +
hMh

h=1

A A

+ 2b<:1bc2$><z,1 + 2bc1bc3sxth + 2bc2bc3szth ]

N . . A
ECM(Y,.) = ZN ( r\hn - J[ +bgsE +b5s2 +b%s? —2byS,, —2D,S, —2DS, +
h''h

h=1

+ 20,58, + 20,038, + 20,05,

cl™c

5.3.4.- Casos especiales de los Estimadores de Regresion Lineal Combinado con 3 variables

auxiliares

En primer lugar, se tiene que si be=0, se tiene el estimador de regresion lineal combinado con 2

variables auxiliares, incluyendo todos sus casos.

Si bei=b=bes=1 se tiene el estimador por diferencias con 3 variables auxiliares, que ademas
coincide con el estimador por diferencias del estimador de regresion lineal separado con 3 variables

auxiliares. Cabe destacar que esto también se cumple, para 1 y 2 variables auxiliares.
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El estimador de varianza minima para bci, bez Y bes constantes, requiere un desarrollo complejo, algo
mas que lo desarrollado en (3.4.3.- Estimador de Varianza Minima para b1, b, y bs constantes), ya que
se tienen L estratos, sin embargo, haciendo uso del principio de induccion, se puede decir que los

valores que minimizan la varianza de los estimadores del promedio y el total son,

b _Syx(szzstz_Szzt)"'syz(sxtszt_Stzsxz)+Syt(sxzszt_szzsxt)
L $25257-5252-5252 8252 425 S S

x>~z vt x>zt z v xt txz+ Xz < xt >zt
b _Syx(sxtszt_stzsxz)+Syz(s)§st2_sft)+Sy[(sxzsxt_stzt)
2~ 202¢2_c2e2 _c2c2 _g2c?

stzst SXSZI Sszt St sz+28szxtSzt

S (S8, 528, 18, (S, S, —528, S (5282 -52 )

b _ Xz ™zt Xz < xt
3 =

87878 ~878;-5;85 875, +25,5,S

zt

entonces,
. 3, (2207 - 32 )42, (5,2, - 228, )+ 2, (BT, - 228, )
> DIDIED IR IPIAESD NGRS O DARIED 0 2400 )
b _ Z:yx(zxtzzt _thzxz)+zyz(zizt2 _Zit)—i_zyt(zxzzxt _Zizzt)
w DIIE0 HIESD IRDIARSD Jp MRS O SAED N 00 O
b _ ny(zxzzzt _2§2X[)+ZW(ZXZZXI —Zizzt)+2w(2§2§ _Ziz)
> DD DED D 0 FAESD I SRS X AT I 0 O
Donde,
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Ahora se debe verificar que en dichos valores hay un minimo. Se halla la matriz hessiana y se verifica

si los menores principales son mayores que cero. Sea la matriz hessiana,

OV (i) OV (Vi) 0V (Viro)

aloj1 b, b
2V(erc) 62V(Y.rc) BZV(Y.m)
ab,,b, o, b, b,
ANVEY,.) oV, VY,
| dbybe;  Bbybyg obZ

HV (%) =

[ & N, —n L N, —n L N, —n ]
2 th[ h — My Szh 23w S g 2 w2 =M g h
; NNy, " ; NNy, * ; NNy, &
L _ L _ L _

— ZZWhZ(M\JSXZh ZZWI.?{Nh nh JSZZh ZZWhZ(Nh nh JSZth
h=1 NNy, h=1 NN, h=1 s
L N, —n L N, —n L N, —n

ZZWhZ( h h Sxth zzwhz h h " zzwhz h h ZZh

h=1 NN, h=1 Ny, h=1 Ny,

Los menores principales de orden 1 y 2 coinciden con los trabajados en el estimador de regresion
lineal combinado, de varianza minima con 2 variables artificiales (5.2.1.5.- Estimador de Varianza

Minima para b1 y b, constantes), llegandose a que deben cumplirse las siguientes condiciones,

n, <N

o> >B}Vh, h=12..,L

L B L B
) 2 ](thz[ujsi ] S (thz[ N, —n, ]szh J
h=1 Npn, h=1 Ny,

(5

Al resolver el determinante, se tiene que debe cumplirse que

ot ek ik )
I EON TS N eI
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N, —n L N, —n L N, —n
+ 23 th2 l:l n " szh thz[ l:l n " jszth J(thz( li]l n b \Jsxth J -
h''h h''h h

N, —n L N, -n
“Yh —h WZ R S W2 h h SZ _
= N hnh zty Z h N ) nh zty Z h N Xh

N, —n L N, —n N, —n
=28 3w —r\h| - " 1Sy, thz( h hJszh thz( h “jsch >0
h''h

Es decir, que,

R e e e )

A e

2

L N, —n L N, —n
B thz h =M |g2 thz h— My S | -
h=L NN, h=L Ny,

2
L L N -n
- his? W2 ——" s >0
Z ( N nh Zp z h Nhnh XZpy
Generalizando las condiciones,

Moo, ho12.L
th>0 ’ e L AR

L N, — L N, — L N, —
h=1 NN, h=1 NN, h=1 NN,



Estimadores de Regresion Lineal Miltiple 161

- N, =n - N, —n - N, -n
thz[ h — M jsfh zwhz( h — M jszzh thz( h ~ M Jszzh
Nyny Nyny h-1 Nyny

L N, —n L N, —n L N, —n
2 h h 2 h h 2 h h
3 2 [W]S 2\ (W Sa, | 25 (WJS

h=1

h T Th o hs
hot Nyny, het Nyn,

h=1

2
L N, —n L N, —n

- ZWhZ(MJSZZh ZWhZ(M]szh >0
N,n, N,ny,

5.4.- Estimadores de Regresion Lineal con k variables auxiliares en Muestreo Estratificado

El caso general se trata de k variables auxiliares. En el capitulo 4 se trabajaron estos estimadores en
el muestreo aleatorio simple, aqui se veran en el muestreo estratificado. Igual que en los casos
anteriores, se tienen los dos planteamientos conocidos, el estimador de regresion lineal separado y

el estimador de regresion lineal combinado. Ademas, se tienen varios casos en cada uno de ellos.

En principio se asumira que los valores de by, by, ..., bk, son constantes, para ambos planteamientos,
y tal como se ha hecho en los casos anteriores, se supondra que las muestras en cada estrato son

aleatorias simples.

Sea un universo de N elementos, agrupados en L estratos, de N1, No, ... N. elementos respectivamente,

y sean las observaciones de las variables y, X1, X2, Xs, ... , Xk, Sobre cada uno de ellos,
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yhl ! yh2 2 thh

hir  * “h12 hiNp,
Xh21 ! Xh22 2 > X h2Nh
a1 Xy 5o X h3N,
Xog 1 X oo xhth h=1,2,....L , N1+ No+...+ N =N

5.4.1.- Estimadores de Regresion Lineal Separado con k variables auxiliares

La estructura de los estimadores es la siguiente,
el L J— — J— J—
Yis = th [yh + B (X = Xia) + B (X = Xn2) +Bpg (Xng = Xpg) + -+ 0 (X — th)]
h=1

.L B
=Yg "‘Z [hl(xhl_xhl)+bh2( Xng = Rng) + g (X = Kog) + - + by (X _)_(hk)]

h=1

-

Yirs = Z [yh by Xy = Rin) + By (Ko = Ky) + By (Xipg = Xg) + -+ + by (X _)_(hk)]

h=1

L
Z[ B (Xpg = Xg) 40y (X, — h2)+bh3(xh3_xh3)+ o+ by (X _th)]
h=1

Sus errores cuadraticos medio y sus respectivos estimadores son los siguientes,

fh ]{Sﬁy +ibﬁishx 2zbhlshyx +22 thlbhjshxx J
i=1

~ ~ L 1-—
ECM (V) =V (Y,,5) = ZW&[
h=1

i=1 j=i+l

fh J(Sﬁy +Zk:br?ishx 2Z:bhlshyx +22 thlbhjshxx J
i=1

i=1 j=i+l

L
A N 1-
ECM (ers)ZV(ers)ZZNﬁ[ n

h=1
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. . L 1 f K K k1 ko
ECM(Y) =V (Yirs) :zwhz( o . Sﬁy +zbhzisﬁxi _Zzbhishyxi + 22 thibhjshxixj
i=1 i=1

h=1 h i=1 j=i+l

o L L 1—f Ko ko k1 ko
ECM(ers)=V(Y|rs)=ZN§( N " Sﬁy +thzisﬁxi _Zzbhishyxi +ZZ thibhjshxixj
i1 i1

h=1 h i=l j=i+l

5.4.2.- Casos especiales de los Estimadores de Regresion Lineal Separado con k variables

auxiliares

En primer lugar, se tiene que si bn=0, para todo h, h=1, 2, ..., L, se tiene el estimador de regresion
lineal separado con k-1 variables auxiliares, y si bn= bn.1=0, para todo h, h=1, 2, ..., L, se tiene el
estimador de regresién lineal separado con k-2, y asi sucesivamente, b= bnk.1=...= bnz =0, para
todo h, h=1, 2, ..., L, se tiene el estimador de regresién lineal simple separado, incluyendo todos sus

€asos.
Si bra=bno=...=bns=1 se tiene el estimador por diferencias con k variables auxiliares.

El estimador de varianza minima para b, bro, ... , ba constantes para todo h, se hara bajo el enfoque
matricial, y se tiene cuando en cada estrato se cumplen las condiciones establecidas en (4.4.3.-
Estimador de Varianza Minima para by, bz, bs, ... , bk constantes), para ello debe resolverse el

siguiente sistema de ecuaciones, para el estrato h, h=1, 2, ..., L,

b S
2 h1 hyx,
th1 thlx2 Sh><1><3 e ShX1Xi o ShX1Xk b S
S S2. Sy, - S S n2 e
hxy X, hx, hx, X5 hX, X; hx, X bh3 Shyx
: : : : : 3
S S S ... §2 .o S -
hxy X; hX, X; hxzX; hx; hx; X, bh‘ Sh
. . . : . i YX;
S S S S S
hxy X hx, Xy hXa X hx; Xy hx bhk Shyx
k

y su solucién es,



donde

covarianzas de las variables auxiliares. Si se denota por Cy a dicha matriz,

82

hx

hx X

hxg X

hxy X, hxy X3
2
Sth S hx, X5
hX, X; hX3X;
hX, X th3><k
S hx X, hx X3

S hX, X;

S Xy X

2
S hx hx X,
2
S hx X, S hx,
hx X hX, X;
hixg Xy S X, X,
Entonces,
brg
Chi1 Chi2
Bhz
b Cha1 Ch22
h3 . .
- Chiz  Chiz
bhi . .
Chkr  Chk2
bhk

es decir, que los valores de b, bna, .

2
S hxg X, S hx, S hXo X3

hxgX;

hXgXy

Chia

Chos
Chiz

Chis

hxy X

ShXZXi
2
th

thixk

hx X

hX, X
2
S hx;

S

hx; Xy

-1

S hyx,
S hyx,
S hyxs
S

hyx;

S hyx
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-1 Shyxl
S

hyx,

S hyx,

Shyxi

S

hyx,

164

es la inversa de la matriz de varianzas y

Chi1

Cho1

Chir

Chit

Chiz

Chao
Chiz

Chk2

Chas

Chos
Chis

Chis

.., bk, que minimizan la varianza del estimador son,
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Brio = ChisShyy T Cri2Shyp, + ChiaShyx, T 7+ ChaiShyx T Chik Shyx,
Bhoo = Cho1Shyx, + Ch2oShy, + Ch2sShyx, T F ChaiShyx, + Chok Sy,
Brao =Cha1Shyx, T ChazShyx, + ChazShy, T "+ ChaiShyx, T Chak Sty

Phio = ChitShyx, T ChizShyx, + ChiaShy, 7"+ CriiShyx T Chik Shy,

Brio = Cria Sy, + CriaShyx, + ChiaShye, 7"+ Chi Sy, + CricS

hyx; hyx
Y para que realmente haya un minimo en cada estrato, debe cumplirse,

Nh<Np ,

Sy, >0 Vh h=12..,L

#1 Vvh, h=12..L ,i=12..,k-1 , j=ii+l.,k

‘phxixj

Ademéas de otra condicién que complica en la medida que aumenta el nimero de variables

auxiliares.

De manera que deben calcularse las varianzas, contrastar y verificar si se reduce la varianza al

incorporar nuevas variables, pero cumpliendo con las condiciones expuestas arriba.

5.4.3.- Enfoque matricial de los Estimadores de Regresion Lineal Separado con k variables

auxiliares

Aplicando el enfoque matricial, se tiene lo siguiente, para cada estrato h, h=1,2,...,L,

[T ]

Sﬁy ) cuasivarianza de la variable “y” en el estrato h
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Brg
bh2
b, = by = vector de coeficientes de regresion en el estrato h
bhk (kxl)
Shyxl
Shyx2
Sy =| Sy, = vector de covarianzas entre la variable “y” y las variables auxiliares en el estrato h
S hyx (kx1)
S2 S -+ S
hx, hxyx, hx; X3 hx X
thx Sr?x sh><>< thx : . : :
v ? 2 2 = matriz de varianzas y covarianzas entre variables
th = Sh><1x3 th2x3 th3 th3xk -
. . . : auxiliares en el estrato h
2
ShX1><k SthXk th3xk T thk (o )
2
Sty “Shx “Shp, T Shyx, 0~ Sy
2
- Shyx1 th1 Sh><1><2 th1x3 S hx X
2 2 : '
S - - Shyx2 thlx2 th2 th2x3 e SthXk _ Shy -S hyx
h — 2 eI R T
- S.hyx3 S h>.<1><3 Sh)fzx3 Srjx3 e Sh><3xk -S hyx S ) (1)
2
=S hyx, S hx; X S X, X S hxgXy e S hx (k)
= matriz de varianzas y covarianzas ampliada y modificada. Donde S',, es la matriz traspuesta de
Sx enelestrato h.
1
brg
b . - .
b, = bhz = vector ampliado de coeficientes de regresion en el estrato h
h3
bhk

(k1)

Yh @y = Promedio muestral de la variable “y " en el estrato h
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X hl
X h2
Xon =| X = vector de promedios poblacionales de las variables auxiliares en el estrato h
X hk (kxl)
)_(hl
Xhz
X =| Xia = vector de promedios muestrales de las variables auxiliares en el estrato h
Xhk ) (1oa)
X h1 — )_(hl
Xy — . . : :
< ihz h2 = vector de diferencias de promedios poblacionales y muestrales de las
h =| Ahz ~ Xns . -
variables auxiliares en el estrato h
Xk = X (k1)
Yi
X h1 — )_(hl
% Xna = Xip = vector ampliado de diferencias de promedios poblacionales y muestrales en
ha =| & -
Xz = X el estrato h
Xk = X (k1)
Entonces, Yien = Vi + by (KXo = X)) = ¥ + 0, X,

De otra forma,

1

A~ A~ — f . .
ECM(Y,,hjzv(Y,,hjz( : “J[s§y+bhshxbh 20, Sy,

h

nh Jblha Sh bha
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h=1

Para todo el universo, vy, = ZL:Wh [yh +b, (X — )?hn)]: iwh [yh +b, )?h]

2 2 L 1-f
h

h=1

o de otra forma, Vi = D W, by, X,

5.4.4.- Estimadores de Regresion Lineal Combinado con k variables auxiliares

La estructura de los estimadores es la siguiente,

N L _ _ _ _
Yire :th [yh + by (Xpg = Xpg) + 005 (Xp = Xip) 055 (Xpg = Xpg) + - + by (X = th)]
h=1

Il
-<|>

L
Z [ — Xiy) +bep (Xpz = Kyp) + b (X h3_Xh3)+"'+bck(xhk_)_(hk)]

h=1
L

Yie = Z [yh + by (Xig = Xig) + by (Xig = Xp) 405 (Xig = Xyg) + -+ + by (X = th)]
h_

L
=Yg +Z[bcl(xhl = Xp1) + 0o (Xpp = Xp2) +beg (Xipg = Xppg) + -+ + by (X _th)]
h1

Los respectivos errores cuadraticos medios son,

RN 1-f -
ECM (erc) :ZWhZ( n " Sr?y +Zb§8hx 2Z:bushyx +ZZ Zbubqshxx }
i=1

h=1 h i=1 j=i+l

h

ECM (Y’\Irc):iNﬁ( Sﬁy +ib(§shx ZszIShyX +22 mebqshxx \]
h=1 i=1

i=l j=i+l
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y sus estimadores,

k k-1

k
bcishyxi + ZZ Zbci bcj thixj
=1

i=1 j=i+l

A 2 L 1-f K
ECM (erc) = Z\th( n P Sﬁy + Z:bczisﬁxi -2
i=1

h=1 h i

k-

k [
bcishyxi + 22 Zbci bcjshxixj
=1

=1 j=i+1

LN

A L 1—f LS
ECM(YI,C):ZNﬁ[ - h sﬁy+Zb§sﬁxi -2
i=1

h=1 h i

5.4.5.- Casos especiales de los Estimadores de Regresion Lineal Combinado con k variables

auxiliares

En primer lugar, se tiene que si ba=0, se tiene el estimador de regresion lineal combinado con k-1
variables auxiliares, y si b= be-1=0, se tiene el estimador de regresion lineal separado con k-2, y
asi sucesivamente, si ba= be1=...= b =0, se tiene el estimador de regresion lineal simple

separado, incluyendo todos sus casos.

Si ba=be=...=b;s=1 se tiene el estimador por diferencias con k variables auxiliares, que ademas
coincide con el estimador por diferencias del estimador de regresion lineal separado, visto en (5.4.2-
Casos especiales de los Estimadores de Regresion Lineal Separado con k variables auxiliares), ya que

todos los bri son constantes, en este caso 1.

El estimador de varianza minima para be, bez , ... , b constantes, se hara bajo el enfoque matricial,

para ello debe resolverse el siguiente sistema de ecuaciones,
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L 1-f L 1-f L 1-f L 1-f
thz( n : Jsﬁ’ﬁ thz( n : jS hxx, " Z\th [n—hjs hxy X ZWhZ : ShyX1
h = h =1 h

h=1 h=1 h= bcl hel n,

L 1-f L 1-f L 1-f L _
ZWH{ " ]S hxX ZWhZ [—h]s ﬁxz thz( " js hyX, b, _ ZWhZ 1= Shyx
h=1 r_]h h=1 'nh h=1 I:]h ol ?

: : : b ) :
a1 a1 f a1 f ck 1-f
ZW"ZL n hJthlxk ZW“{ hjshxzxk ZW“{ n hJsﬁxk ZW : Sy,
h=1 h=1

-1
N 1-f N 1-f - 1-f L 1-f
zwhz( - hJShzx1 zwhz( - hjshxm thz( - hJthlxk thz h Shyxl
h h=1 h =

bcl h=1 h=1 h h=1 n,
L 1-f L 1-f L 1-f L 1—f
b, thz( " J hx,X, th( " JS ri(2 thz[ " JS hXy%, ZWhZ h S hy,
| ny hel ny, hot My

L 1-f L 1-f L 1-f S 1- 1
zwhz ( n : ]S hx X, th?- [n—hjs hxoxe zwhz ( " js ﬁxk zwh S hyx,
h h h=1

h=1 My h= ny, h= My -
' ' d. d d
L 3 L B L ki O Kk
zwh2£1 fh Jshxixk zwhz[l fh J hx, Xy th(l fh Jsﬁxk
h=1 Ny h=1 Ny h=1 Ny,

Entonces,
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1-f
thZL J hyx;
b h-1 ny
° dll d12 dli dlk y th(l_ fh Jsh
0:2 Ay Oy = oo dy - dy || &S n, Ve
T de de e e de e d :
bci .|l .|2 . ‘|| ‘Ik L 1— f
: : : : : : zwhz( n : Shyx,
] dy dp - o dy e dy )| ™ : h
ck L 1o ¢
thz( : JShka
Ny

es decir, que los valores de bei, bea, ..., bek, que minimizan la varianza del estimador son,

H

L 1-f, L 1-f, 1-f
bclO:dllehz( n ]Shyx +dlZZWh( Jshyxz . th( n jshyx +d1kzwh( n hJShyxk
h=1
L 1-f 1- " 1-f — f
Beso =le2th( “)shm +d222wh( j e whz( hJshyxi +d,, th{_h)shyxk
. h=1 h=1 1 h=1 nh
hyx2

L 1-f Lo (1 f
:1 Ny Ny

S a1, 1- 1-f, Lo (11
beco zdklzwhz( Jshyx +dkzzwh( jshyx +etdyg th( 0 Jshyxi +dy Z\Nh{ N h]Shyxk
h=1 h=1

Ny h h

' L 1-f L
beio :dilzwhz( n : Jshyx1 +diZZWh (
h=1

Las condiciones que deben cumplirse para que haya realmente un minimo, resultan complicadas, no
s6lo por la cantidad de variables, sino por ser un estimador combinado. Entonces, la forma de
operar es calcular las varianzas, contrastar y verificar si se reduce la varianza al incorporar nuevas

variables.
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5.4.6.- Enfoque matricial de los Estimadores de Regresion Lineal Combinado con k variables
auxiliares

Aplicando el enfoque matricial, ademas de utilizar los vectores y matrices definidos en (5.4.3.-

Enfoque matricial de los Estimadores de Regresion Lineal Separado con k variables auxiliares), se
definird lo siguiente,

bcl
bc2
b, =| b, = vector de coeficientes de regresion
bck (kxl)
1
bey
b . . -
Dea = b°2 = vector ampliado de coeficientes de regresion en el estrato h
c3
bCk (kx1)
A L _ _ L _
Yie = th [yh +b (X — th)]: th [yh + bcxh]
h=1 h=1
va va 21 i Ve ' '
h=1 h
~ L
o de otra forma, Yie = D Wyb'e, X
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6.- PRUEBAS PRACTICAS

En el presente capitulo se realizan una serie de ejercicios con diferentes datas, a efectos de analizar
el comportamiento de los estimadores de regresion lineal multiple, y ademés compararlo con otros
estimadores. Los ejercicios 0 pruebas se dividen en dos, la primera consta de data artificial, donde
se generan universos compuestos de diversas variables, con diferentes tendencias, en segunda
instancia, se tiene una data real, del XIII Censo General de Poblacién y Vivienda de Venezuela,
llevado a cabo en 2001.

6.1.- Pruebas con data artificial

Para estudiar el comportamiento de los estimadores, se generaron 4 grupos o set de datos, tres con
variables cuantitativas, y otro con variables dicotémicas, que muestran la presencia o no de una

determinada caracteristica, y se trabajé en Excel.

Al comienzo de cada grupo de datos, se tiene una tabla que muestra las observaciones de un
universo artificial de 20 elementos, cada uno con 8 variables, denotadas por y1, Y2, ¥ 3, X1, X2, X3, X 4,
X5 Y Xe, Seguida por dos tablas, la primera muestra las cuasivarianzas y cuasicovarianzas entre todas
las variables, la segunda contiene los coeficientes de correlacion de Pearson entre ellas. Luego se
tienen otras tablas con los coeficientes de variacion del estimador del promedio de y1, y 2y Y 3, para
una muestra de 5 elementos, a través de 10 diferentes estimadores, utilizando a X1, X 2, X3, X4, X5y X6
como variables auxiliares. De los 10 estimadores, el primero que se muestra es el estimador directo,
el resto son estimadores indirectos, que utilizan desde 1 hasta 6 variables auxiliares. Para cada

estimador, se tienen por filas las variables auxiliares utilizadas.
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A continuacion se tiene la lista de estimadores y la cantidad de variables auxiliares utilizadas por

cada uno,

Tabla 3 - Estimadores que se van a trabajar, con la cantidad de variables auxiliares utilizadas

Estimador | Cantidad de variables auxiliares a utilizar
Directo 0
de Razon 1
de Regresion Lineal lab
por Diferencias lab
de Razdn-Regresion (1,2) 2

de Razdn-Regresion (2,1)

de Regresion- Razén con 1 coeficiente (1,2)
de Regresion- Razdn con 1 coeficiente (2,1)
de Regresion- Razén con 2 coeficientes (1,2)
de Regresion- Razén con 2 coeficientes (2,1)

NNDNNDN

[II13

En los cuadros de los coeficientes de variacion, pueden encontrarse dos simbolos; cuando no
aplica el célculo de un estimador, por ejemplo, el coeficiente de variacion del estimador directo con
1,2, 3,4 ,5 y 6 variables auxiliares; y “//” cuando el calculo no puede realizarse, generalmente

porgue se tiene cero en un denominador, esto se explicara en cada caso.

En dichas tablas, se demarca con un recuadro, los calculos de acuerdo a la cantidad de variables
auxiliares utilizadas, que se denominaran “bloques”, y se sombrea en verde el menor coeficiente de
variacion para cada estimador y en rojo el mayor, adicionalmente, se demarca en linea punteada el

menor coeficiente para cada bloque, y en linea continua el menor de todo el cuadro.

En la tabla 3 se puede observar que se tienen 2 estimadores de Razén-Regresion y 4 de Regresion-
Razén. Los dos de Razon-Regresidn, responden a simple hecho de considerar la primera variable
mencionada como variable auxiliar para el estimador de razén y la segunda como variable auxiliar
para el estimador de regresion (1,2) o de considerar el caso contrario (2,1). Igual ocurre para los
estimadores de Regresion-Razén, afiadiendo el hecho que en este estimador se puede trabajar con

un unico coeficiente b o con dos. Resumiendo, se tiene,
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Tabla 4 - Estimadores que se van a trabajar, con la cantidad de variables auxiliares utilizadas

| Nombre del Estimador | Férmula del Estimador
Directo Y=y
de Razén \7R _Ix
X
de Regresion Lineal Vi =948, (K, = 5) b, (K, = %) +by (X = Kg) + -+ 4, (K, = %,)
por Diferencias Yilr =y+ ()?1 -X)+ ()?2 —X)+ ()?3 —X3)+ o+ ()zk %)
Y A —_ 2~ vV — — 7 —
de Razén-Regresion (1,2) Y =Yg +0(Z - Z) = (% X J + b[Z - (§ X D
3 L ~ 2~ - 2~ y — — X —
de Razon-Regresion (2,1) Yar =Yg +B(X = Xg) = EZ +bl X - EZ
de Regresion- Razdn con 1 \7 B Y.\ 7_ V+b()?—>‘<)Z
i R== &= o -
coeficiente (1,2) 7 7+b(X —X)
rl
de Regresion- Razén con 1 \7 _ _,l " y+ b(Z_ -2) g
coeficiente (2,1) R X X+b(Z - 7)
rl
de Regresion- Razdn con 2 Vo Y., 7_ ¥+, (X —X) 7
coeficientes (1,2 RT2 T 5 X — %
(1.2) 7. Z+by(X-X)
de Regresion- Razén con 2 G Y, g Y+ b(Z -7) 5
coeficientes (2,1) R X X +by(Z - 7)
|

Es importante destacar, que en todos los casos de estimador de regresion lineal, los coeficientes b

son calculados por la féormula que minimiza la varianza, excepto el estimador por diferencias, en el

cual b=1.

En la tabla 5 se tiene el primer set de datos, se observa que los valores de todas las variables son
similares, los promedios varian un poco, pero estan entre 10 y 14,45, y las cuasivarianzas también
varian, teniendo y; tiene una variabilidad intermedia, mayor en y, y mucho menor en ys, en cuanto a

las variables auxiliares x, también se tienen diferencias, la mayor la tiene xs y la menor Xs, que es
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constante. En la tabla 7 se pueden observar las correlaciones, que para y; con todas las variables

auxiliares, comienza con una correlacién alta negativa (x1) y paulatinamente llega hasta una alta

positiva (xs), pasando por una muy baja (xs), aparte Xs, que por ser constante es cero.

Tabla 5 - Valores de las variables para cada elemento - Set 1

No. yi | ye |y x| x X3 X4 Xxs | X
1 10 9 13 12 12 17 8 7 10
2 12 13 15 11 11 16 14 10 10
3 14 10 14 9 10 9 13 16 10
4 9 14 13 13 15 13 13 10 10
5 11 18 14 12 13 14 11 11 10
6 8 12 15 15 14 15 10 7 10
7 16 10 15 5 11 16 16 15 10
8 13 5 16 9 10 7 10 19 10
9 7 10 13 15 15 7 9 5 10
10 10 17 12 15 11 10 10 11 10
11 11 14 16 10 11 10 10 10 10
12 14 8 13 11 11 13 13 17 10
13 10 18 14 13 13 18 12 10 10
14 9 15 16 12 14 10 10 8 10
15 7 14 12 16 16 14 10 6 10
16 14 12 16 10 12 14 14 18 10
17 13 8 18 10 9 18 14 16 10
18 12 20 15 10 10 14 14 13 10
19 12 15 14 13 12 12 10 14 10
20 17 14 15 8 14 14 14 19 10
Promedio 11,45 12,80 14,45 11,45 12,20 13,05 11,75 12,10 10,00
Cuasivarianza 7,7342 15,0105  2,3658 7,4184 3,8526 10,9974 4,8290 19,6737  0,0000
Tabla 6 - Cuasivarianzas y Cuasicovarianzas - Set 1
vi | v | vy x| x X3 Xa Xs | X
y1 7,7342  -2,6947 1,7868 | -6,6868  -3,2000 1,3974 4,3290 11,1105 0,0000
y2 15,0105 -1,3263 3,2000 2,0421 2,1684 0,1053  -5,2947 0,0000
y3 2,3658 | -2,3711  -1,4105 0,7132 1,2237 2,9526 0,0000
X1 7,4184 3,1158 -0,9711  -4,0395 -8,7842 0,0000
X2 3,8526  -0,2737  -1,5263  -5,1263 0,0000
X3 10,9974 3,0132  -0,3737 0,0000
X4 4,8290 5,8684 0,0000
X5 19,6737 0,0000
X6 0,0000
Tabla 7 - Coeficientes de Correlaciéon - Set 1
Y1 | Y2 | Y3 X1 | X2 X3 X4 X5 | X6
y1 1,0000 -0,2501 0,4177| -0,8828  -0,5862 0,1515 0,7084 0,9007 1
y2 1,0000 -0,2226 0,3033 0,2685 0,1688 0,0124  -0,3081 1
Y3 1,0000| -0,5660 -0,4672 0,1398 0,3620 0,4328 Il
X1 1,0000 0,5828 -0,1075 -0,6749 -0,7271 I
X2 1,0000 -0,0421 -0,3539  -0,5888 1
X3 1,0000 0,4135  -0,0254 I
X4 1,0000 0,6021 I
X5 1,0000 I

X6

1,0000
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. Por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,09407 - - - - - - - - -
X1 - 0,18066  0,04419 | 0,18066 - - - - - -
X2 - 0,14001 0,07621 0,14346 - - - - - -
X3 - 0,12542 | 0,09298 0,13503 - - - - - -
X4 - 0,06665 0,06684 - - - - - -
X5 - 0,07033 0,07704 - - - - - -
X6 - 0,09407 1l 0,09407 - - - - - -
X1 X2 - - 0,04340 | 0,22693 0,13123 0,13123 0,07319 1 0,14057  0,14419
X1 X3 - - 0,04386 0,19950 0,12491 0,12491  0,10237 1 0,15774  0,17904
X1 X4 - - 0,04180 0,13789 0,06415 0,06415 0,05723 1 0,13296  0,12667
X1 X5 - - 0,09810 0,05343 0,05343 0,06737 I 0,13763  0,09808
X1 X6 - - 1 0,18066 0,04419 0,04419 0,04419 1 0,12788 1
X2 X3 - - 0,07527 0,17128 0,11781 0,11781 | 0,11458 0,13899 0,14206 0,13899
X2 X4 - - 0,05718 0,11272 0,06542 0,06542 0,05976 0,10835 0,10308 0,10835
X2 X5 - - 0,04035 0,07704 0,04585 0,04585 0,06432 0,06972 0,10579 0,06972
X2 X6 - - 1 0,14346 0,07621 0,07621 0,07621 1 0,11341 1
X3 X4 - - 0,06477  0,14404 0,06559 0,06559 0,06478 0,12271 0,06545 0,12271
X3 X5 - - 0,03743  0,12027 0,04182 0,04182 0,06803 0,09012 0,06867 0,09012
X3 X6 - - 1 0,13503 0,09298 0,09298 0,09298 1 0,09345 1
X4 X5 - - 0,03588 0,12240 0,03788 0,03788 0,06776 0,05246 0,10315 0,05246
X4 X6 - - 1 0,06684 0,06640 0,06640 0,06640 I 0,10226 1
X5 X6 - - 1 0,07704 0,04087 0,04087 0,04087 i 0,12875 1
X1 X2 X3 - - 0,04305 | 0,24090 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,04076  0,18542 - - - - - -
X1 X2 X5 - - 0,02627  0,12943 - - - - - -
X1 X2 X6 - - 1 0,22693 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,04177  0,18186 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,12622 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 0,19950 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,02549  0,09709 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 1 0,13789 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 1 0,09810 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 0,05620  0,16840 - - - - - -
X2 X3 X5 - - 0,03704 0,11764 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 1 0,17128 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,03528 0,10719 - - - - - -
X2 X4 X6 - - I 0,11272 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 1 0,07704 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,03519 0,17438 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 1 0,14404 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 1 0,12027 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 1 0,12240 - - - - - -
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Tabla 8 - Coeficientes de Variacion de Y_1 , por Estimador, segin Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set1 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,04073 0,21866 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 - - 0,14978 - - - - - -
X1 X2 X3 X6 - - 1l 0,24090 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 - - 0,02546  0,11430 - - - - - -
X1 X2 X4 X6 - - 1 0,18542 - - - - - -
X1 X2 X5 X6 - - 1 0,12943 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 - - 0,02399  0,15043 - - - - - -
X1 X3 X4 X6 - - 1 0,18186 - - - - - -
X1 X3 X5 X6 - - 1 0,12622 - - - - - -
X1 X4 X5 X6 - - 1 0,09709 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 - - 0,03468 0,16214 - - - - - -
X2 X3 X4 X6 - - 1 0,16840 - - - - - -
X2 X3 X5 X6 - - 1 0,11764 - - - - - -
X2 X4 X5 X6 - - 1 0,10719 - - - - - -
X3 X4 X5 X6 - - 1 0,17438 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,02388 | 0,16013 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X6 - - 1 0,21866 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 X6 - - 1 0,14978 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 X6 - - 1 0,11430 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 X6 - - 1 0,15043 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 X6 - - 1l 0,16214 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - I 0,16013 - - - - - -
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,11723 - - - - - - - R R
X1 - 0,12522 0,11171 0,12114 - - - - - R
X2 - 0,11706  0,11292 0,11632 - - - - - -
X3 - 0,13977 0,11555  0,14086 - - - - - -
X4 - 0,13704 0,13406 - - - - - -
X5 - 0,21013 0,20359 - - - - - -
X6 - 0,11723 0,11723 - - - - - -
X1 X2 - - 0,11092 0,14201 0,11445 0,11445 0,11705 0,12323 0,11705 0,12323
X1 X3 - - 0,10916 0,13782 0,11132 0,11132 0,13193 0,12165 0,13193 0,12165
X1 X4 - - ] - 0,10727 0,10695 0,10695 0,10793 0,10785 0,10793 0,10785
X1 X5 - - 0,16216 0,11725 0,11725 0,15778 0,12136 0,15778 0,12136
X1 X6 - - 0,12114 0,11171 0,11171 0,11171 0,11171
X2 X3 - - 0,11093 0,13830 0,11177 0,11177 013515 0,11489 0,13515 0,11489
X2 X4 - - 0,11212 0,12233 0,11241 0,11241 0,12457 0,11467 0,12457 0,11467
X2 X5 - - 0,11081 0,17847 0,11656 0,11656 0,17582 0,11705 0,17582  0,11705
X2 X6 - - 0,11632 0,11292 0,11292 0,11292 0,11292
X3 X4 - - 0,11531 0,17201 0,12993 0,12993 0,13666 0,13414 0,13666 0,13414
X3 X5 - - 0,10992 0,21648 0,13873 0,13873 0,20882 0,13566 0,20882  0,13566
X3 X6 - - 0,14086 0,11555 0,11555 0,11555 0,11555
X4 X5 - - 0,10768 | 0,23754 0,12589 0,12589 0,19260 0,11146 0,19260 0,11146
X4 X6 - - 0,13406 0,11722 0,11722 0,11722 0,11722
X5 X6 - - 0,20359 0,11153 0,11153 0,11153 0,11153
X1 X2 X3 - - 0,10842  0,15488 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,10568 0,11919 - - - - _ _
X1 X2 X5 - - 0,11032  0,14968 - - - - R R
X1 X2 X6 - - 0,14201 - - - N _ _
X1 X3 X4 - - 0,10590 0,14610 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,10855 0,17301 - - - - - _
X1 X3 X6 - - 0,13782 - - - - - -
X1 X4 X5 - - - 0,18405 - - - - - .
X1 X4 X6 - - 0,10727 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 0,16216 - - - N _ _
X2 X3 X4 - - 0,11082 0,16149 - - - - - _
X2 X3 X5 - - 0,10902 0,19174 - - - - R R
X2 X3 X6 - - 0,13830 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,10693  0,20983 - - - - - R
X2 X4 X6 - - 0,12233 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,17847 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,10761 & 0,25953 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 0,17201 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,21648 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,23754 - - - - - _
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Tabla 9 - Coeficientes de Variacion de Y_z , por Estimador, segin Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 1 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,10532  0,15343 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 - - 0,10812 0,15981 - - - - - -
X1 X2 X3 X6 - - 0,15488 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 - - 016488 - - - - - -
X1 X2 X4 X6 - - 011019 - - - - - -
X1 X2 X5 X6 - - 0,14968 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 - - 0,10369 0,20743 - - - - - -
X1 X3 X4 X6 - - 0,14610 - - - - - -
X1 X3 X5 X6 - - 0,17301 - - - - - -
X1 X4 X5 X6 - - 0,18405 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 - - 0,10682  0,23337 - - - - - -
X2 X3 X4 X6 - - 0,16149 - - - - - -
X2 X3 X5 X6 - - 0,19174 - - - - - -
X2 X4 X5 X6 - - 0,20983 - - - - - -
X3 X4 X5 X6 3 - 0,25953 - 3 3 3 - -
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,10361 | 0,18931 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,15343 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,15981 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,16488 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,20743 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,23337 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,18931 - - - - - -
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,04123 - - - - - - - R R
X1 - 0,12036 | 0,03399 = 0,10215 - - - - - R
X2 - 008935 0,03645 0,08058 - - ; ; - )
X3 - 0,10125 ' 0,04082 0,09260 - - - - - -
X4 - 0,06917 0,03843 0,05840 - - - - - -
X5 - 0,12957 0,03716 | 0,10766 - - - - - -
X6 - 0,04123 1 0,04123 - - - - - -
X1 X2 - - 1 0,03327 | 0,14038 | 0,08918 0,08918 0,06652 0,09573 0,08482 0,09573
X1 X3 - - - 0,12616 0,08435 0,08435 0,10044 ' 0,11934 0,11339 @ 0,11934
X1 X4 - - 0,03397 0,07964 0,05399 0,05399 0,06427 0,09242 0,08307 0,09242
X1 X5 - - 0,03396 0,08778 0,06078 0,06078 0,10201 0,08538 0,11478 0,08538
X1 X6 - - 1 0,10215 0,03399 0,03399 0,03399 1 0,06264 1
X2 X3 - - 0,03611 0,11391 0,07419 0,07419 0,10011 0,08895 0,10861 0,08895
X2 X4 - - 0,03540 0,07754 0,05563 0,05563 0,06887 0,08134 0,08073 0,08134
X2 X5 - - 0,03555 0,09497 0,05665 0,05665 0,11247 0,07077 0,12010 0,07077
X2 X6 - - 1 0,08058 0,03645 0,03645 0,03645 1 0,05570 1
X3 X4 - - 0,03843 0,12089 0,06657 0,06657 0,06480 0,09791 0,06608 0,09791
X3 X5 - - 0,03664 0,13390 0,07438 0,07438 ' 0,12923 0,09918 ' 0,12988 0,09918
X3 X6 - - 1 0,09260 0,04082 0,04082 0,04082 1 0,04282 1
X4 X5 - - 0,03679 | 0,14742 0,06902 0,06902 0,10868 0,06419 0,11125 0,06419
X4 X6 - - 1 0,05840 0,03843 0,03843 0,03843 1 0,04518 1
X5 X6 - - 1 0,10766 0,03716 0,03716 0,03716 1 0,06027 1
X1 X2 X3 - - 0,03309 | 0,15746 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,11585 - - - . ; )
X1 X2 X5 - - 0,03326  0,09804 - - - - - -
X1 X2 X6 - - 1 0,14038 - - - - _ _
X1 X3 X4 - - 0,03370 0,12709 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,03378  0,11247 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 1l 0,12616 - - - - - -
X1 X4 X5 - - 0,03393  0,10975 - - - - - _
X1 X4 X6 - - 1 0,07964 - - - - _ _
X1 X5 X6 - - I 0,08778 - - - R _ _
X2 X3 X4 - - 0,03538 0,12970 - - - - - _
X2 X3 X5 - - 0,03513  0,12233 - - - - - -
X2 X3 X6 - - I 0,11391 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,03516  0,13026 - - - - R R
X2 X4 X6 - - 1 0,07754 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 1 0,09497 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,03657  0,18000 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 1l 0,12089 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 1 0,13390 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 1 0,14742 - - - - - -




Estimadores de Regresion Lineal Mltiple 182

A

Tabla 10 - Coeficientes de Variacion deY_3 , por Estimador, segln Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 1 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - £ 0,0329 15112 - - . - . -
X1 X2 X3 X5 - - 003308 0,11900 - ; ; ) . .
X1 X2 X3 X6 - - 1 0,15746 - - - N - _
X1 X2 X4 X5 - - 0,03325 0,10843 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 1 0,11585 - - - - _ _
X1 X2 X5 X6 - - 1 0,09804 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 0,03357  0,14600 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 1 0,12709 - - - - _ _
X1 X3 X5 X6 - - I 0,11247 - - - - _ _
X1 X4 X5 X6 - - I 0,10975 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,03502 0,16506 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 1 0,12970 - - - - _ _
X2 X3 X5 X6 - - I 0,12233 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 1 0,13026 - - - R _ _
X3 X4 X5 X6 - - 1 0,18000 - - - R _ _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,03298 | 0,14365 - - - R N -
X1 X2 X3 X4 X6 - - 1 0,15112 - - - - R R
X1 X2 X3 X5 X6 - - 1 0,11900 - - - R _ _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 1 0,10843 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 1 0,14600 - - - - R R
X2 X3 X4 X5 X6 - - 1 0,16506 - - - R _ _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - I 0,14365 - - - - _ -

En las tablas 8, 9 y 10, se tienen los coeficientes de variacion de \? \72 y? , separado en bloques de

acuerdo a la cantidad de variables auxiliares utilizadas, sombreado en gris claro el menor
coeficiente de cada estimador en cada bloque, y en gris oscuro el mayor, ademas estd enmarcado en
lineas punteadas el menor coeficiente del bloque, y en linea continua el menor coeficiente de toda la
tabla. El coeficiente de variacion no puede calcularse en los estimadores de regresion lineal, cuando
alguna de las variables auxiliares es xs, ya que los respectivos coeficientes b son calculados para
minimizar la varianza, y en el denominador se tiene la desviacién de xs, que es cero, y estan

1IR3

identificados como “//”, a diferencia de los que estan con “-“, que no pueden calcularse porque no

estan definidos.

Analizando los resultados, puede notarse como el estimador de regresion lineal tiene el menor
coeficiente de variacion en cada bloque, asi como de toda la tabla, ademés se observa como
consistentemente va disminuyendo a medida que se agregan variables, y la mayoria de las veces en

el menor de cada bloque, mantiene las variables que generan el menor en el blogue anterior.
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Adicionalmente, el estimador de regresion lineal tiene la menor diferencia o rango que existe entre

el menor y mayor valor del coeficiente de variacion en cada blogue. Este comportamiento se

mantiene utilizando de 1 a 5 variables auxiliares, pero no puede contrastarse con 6 ya que Xs €S

constante, y su cuasivarianza es cero.

En contraposicion, los mayores coeficientes de variacion en cada bloque los tiene el estimador por

diferencia, asi como el mayor rango en la mayoria de los casos. También presenta mucha

inestabilidad al agregar variables, puede aumentar o disminuir, sin presentar un patron.

Otro aspecto importante es la cantidad de estimadores que se tienen cuando se utilizan 2 variables

auxiliares (8 estimadores), y a excepcion del estimador por diferencia, el resto presenta buenas

precisiones y bajo rango, resultando los estimadores indirectos compuestos (razén-regresiéon y

regresion-razon) estables y precisos. Todo esto se muestra en la tabla 11.

Tabla 11 - Menor, mayor y rangos de coeficientes de variacién segun bloque y estimador - Set 1

cV(Y,)

CV(Y,)

cV(Y,)

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Sin variables auxiliares
Directo
Con 1 variable auxiliar
Razén
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 2 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Razén-Regresion (1,2)
Razén-Regresion (2,1)
Regresion-Razén 1 coeficiente (1,2)
Regresion-Razén 1 coeficiente. (2,1)
Regresion-Razén 2 coeficientes (1,2)
Regresion-Razén 2 coeficientes (2,1)
Con 3 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 4 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 5 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 6 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias

- - 011723 - - 1.0,04123 | -
0,06665 0,18066 0,11401  0,11706 0,21013 0,09307  0,04123 0,12957 0,08835
10,04087 : 0,09298 | 0,05212 |  0,11153 | 0,11722 | 0,00569 | : 0,03399 | 0,04082 | 0,00683 |
0,06684 0,18066 0,11382  0,11632 0,20359 0,08727  0,04123 0,10766 0,06643
10,02637 | 0,07527 | 0,04890 |  0,10625 : 0,11531 | 0,00906 ; : 0,03327 | 0,03843 | 0,00516 |
0,06684 0,22693 0,16009  0,10727 0,23754 0,13027  0,05840 0,14742 0,08902
0,03788 0,13123 0,09335  0,10695 0,13873 0,03178  0,03399 0,08918 0,05519
0,03788 0,13123 0,09335  0,10695 0,13873 0,03178  0,03399 0,08918 0,05519
0,04087 0,11458 0,07371  0,10793 0,20882 0,10089  0,03399 0,12923 0,09525
0,05246 0,13899 0,08654  0,10785 0,13566 0,02781  0,06419 0,11934 0,05515
0,06545 0,15774 0,09229  0,10796 0,20883 0,10086  0,04282 0,12988 0,08706
0,05246 0,17904 0,12658  0,10785 0,13566 0,02781  0,06419 0,11934 0,05515
10,02402 | 0,05620 | 0,03218 |  0,10371 : 0,11082 | 0,00711 ; : 0,03309 | 0,03657 : 0,00349 |
0,07704 0,24090 0,16387  0,10727 0,25953 0,15226  0,07754 0,18000 0,10247
10,02389 | 0,04073 | 0,01684 |  0,10364 : 0,10812 | 0,00448 |  0,03299 | 0,03502 | 0,00203 |
0,09709 0,24090 0,14381  0,11919 0,25953 0,14034  0,09804 0,18000 0,08197
0,02388 | - - 0,10361| - - 0,03298 | - -
0,11430 0,21866 0,10436  0,15343 0,23337 0,07993  0,10843 0,16506 0,05663
1016013 - - 018931 - - 1014365 - -
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En lineas generales, se puede decir que en este grupo de datos, el estimador de regresion lineal
multiple es el més preciso y estable, aunque es necesario recalcar que se esta trabajando con el

estimador de regresion lineal maltiple de varianza minima.

El estimador de regresion lineal siempre tiene el menor coeficiente de variacion, y este disminuye a
medida que se agregan variables auxiliares, aunque dicha ganancia en precision va desacelerando, y

ademas, casi siempre conserva las variables que minimizaron la varianza con una variable menos,

esto es, CV 0?1) pasa de 0,09407 con el estimador directo (caso particular del estimador de regresion

lineal con b=0, es decir, sin variables auxiliares), a 0,04087 con 1 variable auxiliar 8(xs), a 0,02637
con 2 variables auxiliares (xs, X1), a 0,2402 con 3 variables auxiliares (Xs, X1, X3), a 0,02389 con 4
variables auxiliares (Xs, X1, X3, X2), a 0,02388 con 5 variables auxiliares (Xs, X1, Xs, X2, X4), a partir de 3

variables auxiliares la ganancia por agregar una variable auxiliar no es tan grande. Analogamente,

Ccv 072) comienza con 0,11723 con el estimador directo, y luego 0,11153 (xs), 0,10625 (X1, Xa),

0,10371 (X1, Xa, X5), 0,10364 (X1, X4, X5, X2) Y 0,10361 (X1, X4, X5, X2, X3), Y para CVO(LS), 0,4123
(directo), 0,3399 (x1), 0,3327 (X1, X2), 0,3309 (X1, X2, X3), 0,3299 (X1, X2, X3, Xa) Y 0,3298 (X1, X2, X3,

X4, X5).

El asunto es determinar cudl es el punto en el cual agregar mas variables auxiliares no aporta mucho
en ganancia en precision, y en el caso de varias variables a estimar, escoger las variables auxiliares
que funcionen bien en conjunto para estimar varias variables. En este set de datos, tomar las
variables auxiliares xi, X3 ¥ Xs 0 X1, Xa Y Xs, da buenos resultados, y el coeficiente de variacion
respectivo para estimar el promedio de y1, y» y ys son 0,02402, 0,10855, 0,03378 en el primer caso,
y 0,02549, 0,10371 y 0,03393, en el segundo, que son razonablemente buenos.

Para verificar que con 6 variables auxiliares se mantiene la tendencia de reduccion del coeficiente
de variacion, se incluird un nuevo grupo de datos, igual al anterior, pero donde Xs no es constante,

sino que por el contrario tiene una variabilidad alta.
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No. vi |y | vy x| % X3 X4 X5 X6
1 10 9 13 12 12 17 8 7 5
2 12 13 15 11 11 16 14 10 14
3 14 10 14 9 10 9 13 16 10
4 9 14 13 13 15 13 13 10 7
5 11 18 14 12 13 14 11 11 13
6 8 12 15 15 14 15 10 7 17
7 16 10 15 5 11 16 16 15 15
8 13 5 16 9 10 7 10 19 11
9 7 10 13 15 15 7 9 5 6
10 10 17 12 15 11 10 10 11 9
11 11 14 16 10 11 10 10 10 12
12 14 8 13 11 11 13 13 17 16
13 10 18 14 13 13 18 12 10 18
14 9 15 16 12 14 10 10 8 14
15 7 14 12 16 16 14 10 6 10
16 14 12 16 10 12 14 14 18 5
17 13 8 18 10 9 18 14 16 8
18 12 20 15 10 10 14 14 13 12
19 12 15 14 13 12 12 10 14 14
20 17 14 15 8 14 14 14 19 17
Promedio 11,45 12,80 14,45 11,45 12,20 13,05 11,75 12,10 11,65
Cuasivarianz 7,7342 15,0105  2,3658 7,4184 3,8527 10,9974  4,8290 19,6737 16,5553
Tabla 13 - Cuasivarianzas y Cuasicovarianzas - Set 2
Y1 I Y2 | Y3 X1 | X2 X3 X4 X5 X6
y1 7,7342  -2,6947 1,7868 | -6,6868  -3,2000 1,3974 4,3290 11,1105 2,8500
Y2 15,0105  -1,3263 3,2000 2,0421 2,1684 0,1053  -5,2947 4,2421
Y3 2,3658 | -2,3711  -1,4105 0,7132 1,2237 2,9526 0,7447
X1 7,4184 3,1158  -0,9712  -4,0395 -8,7842  -1,9395
X2 3,8526  -0,2737  -1,5263  -5,1263 0,1790
X3 10,9974 3,0132  -0,3737 2,9132
X4 4,8290 5,8684 2,0132
Xs 19,6737 2,5105
X6 16,5552
Tabla 14 - Coeficientes de Correlacion - Set 2
yi | ye |y x| x X3 Xa Xs X6
V1 1,0000 -0,2501 0,4177| -0,8828  -0,5862 0,1515 0,7084 0,9007 0,2519
Y2 1,0000  -0,2226 0,3033 0,2685 0,1688 0,0124  -0,3081 0,2691
Y3 1,0000 -0,5660  -0,4672 0,1398 0,3620 0,4328 0,1190
X1 1,0000 05828 -0,1075 -0,6749 -0,7271  -0,1750
X2 1,0000 -0,0421  -0,3539  -0,5888 0,0224
X3 1,0000 0,4135  -0,0254 0,2159
X4 1,0000 0,6021 0,2252
X5 1,0000 0,1391

X6

1,0000
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,09407 - - - - - - - R R
X1 - 0,18066  0,04419 & 0,18066 - - - - - R
X2 - 0,14001 0,07621 0,14346 - - - - - -
X3 - 0,12542 | 0,09298 0,13503 - - - - - -
X4 - 0,06665 0,06684 - - - - - -
X5 - 0,07033 0,07704 - - - - - -
X6 - 0,14400 0,09104 0,14584 - - - - - -
X1 X2 - - 0,04340 ' 0,22693 0,13123 0,13123 0,07319 1 0,14295 0,14419
X1 X3 - - 0,04386 0,19950 0,12491 0,12491 0,10237 1 0,15986 = 0,17904
X1 X4 - - 0,04180 0,13789 0,06415 0,06415 0,05723 1 0,13547  0,12667
X1 X5 - - 0,09810 0,05343 0,05343 0,06737 1 0,14005 0,09808
X1 X6 - - 0,04320 0,20154 | 0,13328 0,13328 0,13119 1 0,17969 0,17622
X2 X3 - - 0,07527 0,17128 0,11781 0,11781 0,11458 | 0,13899 0,14591  0,13899
X2 X4 - - 0,05718 0,11272 0,06542 0,06542 0,05976 0,10835 0,10832 0,10835
X2 X5 - - 0,04035 0,07704 0,04585 0,04585 0,06432 0,06972 0,11090 0,06972
X2 X6 - - 0,07202 0,18278 0,12126 0,12126 0,13173 0,13823 0,15973 0,13823
X3 X4 - - 0,06477  0,14404 0,06559 0,06559 0,06478 0,12271 0,06525 0,12271
X3 X5 - - 0,03743 0,12027 0,04182 0,04182 0,06803 0,09012 0,06848 0,09012
X3 X6 - - 0,09055 0,19318 0,11132 0,11132 ' 0,14322 0,12539 0,14344 0,12539
X4 X5 - - 0,03588 0,12240 0,03788 0,03788 0,06776 0,05246 0,09391 0,05246
X4 X6 - - 0,06580 0,14661 0,06586 0,06586 0,13938 0,06624 0,15380 0,06624
X5 X6 - - 0,03906 0,15524 0,05178 0,05178 0,12803 0,07022 0,17901 0,07022
X1 X2 X3 - - 0,04305  0,24090 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,04076  0,18542 - - - - - -
X1 X2 X5 - - 0,02627  0,12943 - - - - - R
X1 X2 X6 - - 0,04206 & 0,24472 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,04177  0,18186 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,12622 - - - N _ _
X1 X3 X6 - - , 0,23334 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,02549  0,09709 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,04116  0,17777 - - - - - _
X1 X5 X6 - - 0,02489 0,15281 - - - - _ _
X2 X3 X4 - - 0,05620 0,16840 - - - - - _
X2 X3 X5 - - 0,03704  0,11764 - - - - R R
X2 X3 X6 - - 0,07170 0,22098 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,03528 0,10719 - - - - - -
X2 X4 X6 - - 0,05574 0,17361 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,03820 0,15655 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,03519 0,17438 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 0,06382 0,21081 - - - - _ _
X3 X5 X6 - - 0,03642 0,19823 - - - - R R
X4 X5 X6 - - 0,03482  0,19430 - - - - - -
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Tabla 15 - Coeficientes de Variacion de Y_l , por Estimador, segn Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 2 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,04073  0,21866 - - - R N N
X1 X2 X3 X5 - - 0,14978 - - - - - _
X1 X2 X3 X6 - - 0,04191 | 0,27036 - - - - R R
X1 X2 X4 X5 - - 0,02546  0,11430 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,03981 0,21767 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - 0,02488 0,17575 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 0,02399 0,15043 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,04789  0,22875 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,03375 0,19059 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,03437 0,16661 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,03468 0,16214 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,05970 0,22905 - - - - - -
X2 X3 X5 X6 - - 0,04356 0,19768 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,04188 0,18620 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,04224  0,24463 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,02388 0,16013 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,25976 - - - - - _
X1 X2 X3 X5 X6 - - . 0,20793 - - - - - R
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,02428 0,17835 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,02308 0,21824 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,03358 0,23693 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,02305 | 0,22594 - - - R - N
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,11723 - - - - - - - R R
X1 - 0,12522 0,11171 0,12114 - - - - - R
X2 - 0,11706  0,11292 0,11632 - - - - - -
X3 - 0,13977 0,11555 0,14086 - - - - - -
X4 - 0,13704 0,13406 - - - - - -
X5 - 0,21013 0,20359 - - - - - -
X6 - 0,15331 0,11290  0,14537 - - - - - -
X1 X2 - - 0,11092 0,14201 0,11445 0,11445 0,11705 0,12323 0,11705 0,12323
X1 X3 - - 0,10916 0,13782 0,11132 0,11132 0,13193 0,12165 0,13193 0,12165
X1 X4 - - 0,10625 0,10727 0,10695 0,10695 0,10793 0,10785 0,10793 0,10785
X1 X5 - - 0,11070 0,16216 0,11725 0,11725 0,15778 0,12136 0,15778 0,12136
X1 X6 - - . 0,13606 0,10637 0,10637 0,14141 0,11579 0,14141 0,11579
X2 X3 - - 7011093 013830 0,11177 0,11177 0,13515 0,11489 0,13515 0,11489
X2 X4 - - 0,11212 0,12233 0,11241 0,11241 0,12457 0,11467 0,12457 0,11467
X2 X5 - - 0,11081 0,17847 0,11656 0,11656 0,17582 0,11705 0,17582  0,11705
X2 X6 - - 0,10863 0,14577 0,10978 0,10978 0,15065 0,11311 0,15065 0,11311
X3 X4 - - 0,11531 0,17201 0,12993 0,12993 0,13666 0,13414 0,13666 0,13414
X3 X5 - - 0,10992 0,21648 0,13873 0,13873 ' 0,20882 0,13566 = 0,20882 0,13566
X3 X6 - - 0,11212 0,18045 0,12563 0,12563 0,15302 0,13939 0,15302  0,13939
X4 X5 - - 0,10768 | 0,23754 0,12589 0,12589 0,19260 0,11146 0,19260 0,11146
X4 X6 - - 0,11276  0,17043 0,12676 0,12676 0,15054 0,13619 0,15054 0,13619
X5 X6 - - 0,10523 0,23116 | 0,14944 0,14944 0,14313 | 0,20980 0,14313 | 0,20980
X1 X2 X3 - - 0,10842  0,15488 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,10568 0,11919 - - - - _ _
X1 X2 X5 - - 0,11032  0,14968 - - - - - R
X1 X2 X6 - - 0,10466 0,15599 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,10590 0,14610 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,10855 0,17301 - - - - - _
X1 X3 X6 - - 0,10363 0,16783 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,10371  0,18405 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,13795 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 0,10374  0,18637 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 0,11082 0,16149 - - - - - R
X2 X3 X5 - - 0,10902 0,19174 - - - - R R
X2 X3 X6 - - 0,10762 0,17938 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,10693  0,20983 - - - - - R
X2 X4 X6 - - 0,10846  0,16238 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,10494 0,21015 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,10761  0,25953 - - - - R R
X3 X4 X6 - - 0,11150 0,21447 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,10466 0,25334 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,10273 | 0,26851 - - - - - -
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,10532  0,15343 - - - R N N
X1 X2 X3 X5 - - 0,10812 0,15981 - - - - _ _
X1 X2 X3 X6 - - 0,10336  0,18299 - - - - _ _
X1 X2 X4 X5 - - 0,16488 - - - N _ _
X1 X2 X4 X6 - - 0,14852 - - - - _ -
X1 X2 X5 X6 - - 0,10371  0,17654 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 - - 0,10369 0,20743 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,10592 0,18494 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,10788  0,20905 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,10343  0,21447 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,10682  0,23337 - - - - R _
X2 X3 X4 X6 - - 0,11252 0,20692 - - - - - _
X2 X3 X5 X6 - - 0,10938 0,23326 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,10747  0,24501 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,10782 | 0,29725 - - - - R _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,10361 0,18931 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,15212 0,19164 - - - - - _
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,10273  0,19909 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,09822  0,19909 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,24593 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,10239 = 0,27531 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,09816 | 0,23156 - - - - N N
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,04123 - - - - - - - R R
X1 - 0,12036 | 0,03399 = 0,10215 - - - - - R
X2 - 008935 0,03645 0,08058 - - ; ; - )
X3 - 0,10125 0,04082 0,09260 - - - - - -
X4 - 0,06917 0,03843  0,05840 - - - - - -
X5 - 0,12957 0,03716 0,10766 - - - - - -
X6 - 0,13664 0,04093 0,11190 - - - - - -
X1 X2 - - 1 0,03327 | 0,14038 0,08918 0,08918 0,06652 0,09573 0,08620 0,09573
X1 X3 - - - 0,12616 0,08435 0,08435 0,10044 0,11934 0,11443 0,11934
X1 X4 - - 0,03397 0,07964 0,05399 0,05399 0,06427 0,09242 0,08448 0,09242
X1 X5 - - 0,03396 0,08778 0,06078 0,06078 0,10201 0,08538 0,11581  0,08538
X1 X6 - - 0,03398 0,13591 0,09301 0,09301 0,13663 0,11851 ' 0,14722 0,11851
X2 X3 - - 0,03611 0,11391 0,07419 0,07419 0,10011 0,08895 0,11066 0,08895
X2 X4 - - 0,03540 0,07754 0,05563 0,05563 0,06887 0,08134 0,08346 0,08134
X2 X5 - - 0,03555 0,09497 0,05665 0,05665 0,11247 0,07077 0,12196 0,07077
X2 X6 - - 0,03606 0,13257 0,08103 0,08103 0,13430 0,08928 0,14281 0,08928
X3 X4 - - 0,03843 0,12089 0,06657 0,06657 0,06480 0,09791 0,06586 0,09791
X3 X5 - - 0,03664 0,13390 0,07438 0,07438 0,12923 0,09918 0,12977 0,09918
X3 X6 - - 0,04065 0,15357 0,09003 0,09003 0,13461 0,09992 0,13512 0,09992
X4 X5 - - 0,03679 0,14742 0,06902 0,06902 0,10868 0,06419 0,10953 0,06419
X4 X6 - - 0,03840 0,13087 0,06652 0,06652 0,13575 0,06822 0,13643 0,06822
X5 X6 - - 0,03708 0,16131 0,09708 0,09708 0,13663 0,12872 0,14544 0,12872
X1 X2 X3 - - 0,03309 | 0,15746 - - - - - -
X1 X2 Xa - - 0,11585 - - - . ; )
X1 X2 X5 - - 0,03326  0,09804 - - - - - -
X1 X2 X6 - - 0,03321 0,16733 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,03370 0,12709 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,03378  0,11247 - - - - - R
X1 X3 X6 - - 0,03383 0,16774 - - - - - _
X1 X4 X5 - - 0,03393  0,10975 - - - - - _
X1 X4 X6 - - 0,03395 0,13142 - - - - _ _
X1 X5 X6 - - 0,03395 0,13910 - - - - _ _
X2 X3 X4 - - 0,03538 0,12970 - - - - - _
X2 X3 X5 - - 0,03513  0,12233 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 0,03585 0,16805 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,03516  0,13026 - - - - R R
X2 X4 X6 - - 0,03525 0,14137 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,03534 0,15397 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,03657  0,18000 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 0,03839 0,18032 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,03662 0,19117 - - - i, R R
X4 X5 X6 - - 0,03676 = 0,19762 - - - - - -
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - £ 0,03299 | 0,15112 - - . _ N R
X1 X2 X3 X5 - - 0,11900 ; ; ) ] ) .
X1 X2 X3 X6 - - 0,03306  0,19306 - - - - _ _
X1 X2 X4 X5 - - 0,03325 0,10843 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,03320 0,15686 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - 0,03319 0,14667 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 - - 0,03357  0,14600 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,03408 0,17682 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,03416  0,16875 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,03429 0,16303 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,03502 0,16506 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,03561 0,18703 - - - - - _
X2 X3 X5 X6 - - 0,03540 0,18395 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,03540 0,18587 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,03691 0,23218 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,03298 : 0,14365 - - - _ N N
X1 X2 X3 X4 X6 - - | 0,04620 0,19547 - - - - - _
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,03306 0,17392 - - - - - _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,03319 0,16294 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,03357 0,20010 - - - - - _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,03493 = 0,22138 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,03295 | 0,19904 - - - R - N
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cV(Y,)

cV(Y,)

cV(Y,)

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Sin variables auxiliares
Directo
Con 1 variable auxiliar
Razén
Regresién Lineal
por Diferencias
Con 2 variables auxiliares
Regresién Lineal
por Diferencias
Razén-Regresion (1,2)
Razén-Regresion (2,1)
Regresién-Razon 1 coeficiente (1,2)
Regresion-Razén 1 coeficiente. (2,1)
Regresion-Razén 2 coeficientes (1,2)
Regresién-Razon 2 coeficientes (2,1)
Con 3 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 4 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 5 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 6 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias

0,06665 0,18066 0,11401  0,11706 0,21013 0,09307  0,06917 0,13664 0,06747
10,04087 | 0,09298 | 0,05212 |  0,11153 | 0,11722 | 0,00569 ; : 0,03399 | 0,04093 | 0,00695 |
0,06684 0,18066 0,11382  0,11632 0,20359 0,08727  0,05840 0,11190 0,05351
1 0,02637 | 0,09055 | 0,06419 |  0,10492 | 0,11531 | 0,01039 ; | 0,03327 | 0,04065 : 0,00738 |
0,07704 0,22693 0,14990  0,10727 0,23754 0,13027  0,07754 0,16131 0,08377
0,03788 0,13328 0,09540  0,10637 0,14944 0,04307  0,05399 0,09708 0,04309
0,03788 0,13328 0,09540  0,10637 0,14944 0,04307  0,05399 0,09708 0,04309
0,05723 0,14322 0,08599  0,10793 0,20882 0,10089  0,06427 0,13663 0,07236
0,06419 0,12872 0,06453  0,10785 0,20980 0,10195  0,06419 0,12872 0,06453
0,06525 0,17969 0,11443  0,10793 0,20882 0,10089  0,06586 0,14722 0,08136
0,05246 0,17904 0,12658  0,10785 0,20980 0,10195  0,06419 0,12872 0,06453
10,02402 | 0,07170 : 0,04768 |  0,10079 | 0,11150 | 0,01071 ; | 0,03309 | 0,03839 | 0,00530
0,09709 0,24472 0,14763  0,11919 026851 0,14932  0,09804 0,19762 0,09959
10,02389 | 0,05970 | 0,03581 ;|  0,10060 : 0,11252 | 0,01192 | : 0,03299 | 0,03691 : 0,00393 |
0,11430 0,27036 0,15606  0,14852 0,29725 0,14874  0,10843 0,23218 0,12375
, 0,16513 0,14207 | 0,09817 | 0,15212 | 0,05395 : | 0,03298 | 0,04620 | 0,01322
0,16013 0,25976 ; 0,09964  0,18931 0,27531 0,08600  0,14365 0,22138 0,07773
0,02305 | - - 0,09816 | - - 0,03295 | - -

022594 - - 023156 - - 0,19904 - -

Al afadir una variable auxiliar (xs), mejora la precision del estimador de regresion lineal multiple,

para Y,y Y;, conserva las variables del menor coeficiente de variacion con una variable auxiliar

menos, no para Y, , esto es, las variables con las que se obtiene el menor CV (\71) ,conl,2,3,45y6

variables auxiliares, respectivamente son (Xs), (Xs, X1), (Xs, X1, X3), (X5, X1, X3, X2), (Xs, X1, X3, X2, Xe), (X5,

X1, X3, X2, Xs, X4), para CV (Y_z) (Xs), (X1, Xs), (X1, X6, Xa), (X1, X6, Xa, X2), (X1, X6, X4, X5, X3), (X1, X6, X4, Xs,

X3, X2), Y para CV (Y;) (X1), (X1, X2), (X1, X2, X3), (X1, X2, X3, Xa), (X1, X2, X3, X4, Xs), (X1, X2, X3, X4, X5, Xs).

Igual que para el set anterior, en este se puede tomar las variables auxiliares X1, X3 ¥ X5 0 X1, X4 Y Xs,

con buenos resultados.
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El siguiente grupo de datos, consta exclusivamente de variables dicotdmicas, que indican la

presencia o no de una caracteristica.

Tabla 19 - Valores de las variables para cada elemento - Set 3

No. yvi |y |y x| x X3 X4 X5 X6
1 0 0 0 0 1 0 1 1 0
2 1 1 1 0 0 1 0 0 1
3 0 0 1 1 1 1 0 0 0
4 1 1 0 0 1 1 1 1 0
5 1 1 1 0 0 0 1 1 1
6 1 0 1 0 1 0 1 1 1
7 0 0 1 1 1 1 1 0 0
8 0 0 1 1 0 0 0 0 0
9 0 0 1 0 1 0 1 1 0
10 1 1 0 0 1 0 0 1 1
11 1 1 1 0 0 0 0 0 1
12 0 0 1 1 1 1 1 0 0
13 1 1 1 0 0 1 1 1 1
14 1 0 1 0 1 0 0 1 1
15 1 1 0 0 0 0 1 1 0
16 1 0 1 1 0 1 1 1 1
17 0 0 1 1 0 0 0 0 0
18 1 1 1 0 0 1 1 0 1
19 1 1 1 0 1 0 1 1 1
20 1 1 1 0 0 1 1 1 1
Promedio 0,65 0,50 0,80 0,30 0,50 0,45 0,65 0,60 0,55
Cuasivarianza 0,2395 0,2632 0,1684 0,2211 0,2632 0,2605 0,2395 0,2526 0,2605
Tabla 20 - Cuasivarianzas y Cuasicovarianzas - Set3
Y1 | Y2 | Y3 X1 | X2 X3 X4 X5 X6
Vi 0,2395 0,1842 -0,0211| -0,1526 -0,0790 0,0079 0,0290 0,1158 0,2026
Y2 0,2632 -0,0526 | -0,1579  -0,1053 0,0263 0,0263 0,0526 0,1316
y3 0,1684 0,0632  -0,0526 0,0421  -0,0211  -0,0842 0,0632
X1 0,2211 0,0000 0,0684 -0,0474 -0,1368 -0,1211
X2 0,2632  -0,0263 0,0263 0,0526  -0,0790
X3 0,2605 0,0605  -0,0737 0,0026
X4 0,2395 0,1158  -0,0079
X5 0,2526 0,0737
X6 0,2605
Tabla 21 - Coeficientes de Correlacion - Set 3
vi | oy [ v x| x X3 X4 X5 X6
y1 1,0000 0,7338 -0,1048| -0,6634  -0,3145 0,0316 0,1209 0,4708 0,8113
Y2 1,0000 -0,2500| -0,6547  -0,4000 0,1005 0,1048 0,2041 0,5025
y3 1,0000 0,3273  -0,2500 0,2010 -0,1048  -0,4083 0,3015
X1 1,0000 0,0000 0,2851 -0,2059 -0,5791  -0,5044
X2 1,0000 -0,1005 0,1048 0,2041  -0,3015
X3 1,0000 0,2423  -0,2872 0,0101
X4 1,0000 0,4708  -0,0316
Xs 1,0000 0,2872

X6

1,0000
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,29158 - - - - - - - R R
X1 - 0,82961 0,21818 0,52142 - - - - - R
X2 - 0,56195 0,27679  0,48426 - - - - - -
X3 - 0,51952 0,29144  0,41462 - - - - - -
X4 - 0,38663 0,28944  0,38663 - - - - - -
X5 - 0,31814 0,30413 - - - - - -
X6 - 0,21016 | 0, . 0,18340 - - - - - -
X1 X2 - - 0,19798 0,64913 055186 0,55186 0,52761 0,82453 0,52765 0,82453
X1 X3 - - 0,20759 0,63824 051948 051948 0,41030 081327 0,41036 0,81327
X1 X4 - - 0,21813 0,55019 0,38654 0,38654 1 0,81400 0,36295 0,81400
X1 X5 - - 0,21597 0,42683 0,31069 0,31069 0,31809 0,67036 0,31816 0,67036
X1 X6 - - 0,36679 0,20562 0,20562 0,20981 0,62746 0,20991 0,62746
X2 X3 - - 0,27679 0,55019 0,44158 0,44158 051734 055980 0,51825 0,55980
X2 X4 - - 0,27309 0,56361 0,38256 0,38256 I 0,56191 0,36806 0,56191
X2 X5 - - 0,22633 0,52854 0,31811 0,31811 0,27618 055914 0,27786 0,55914
X2 X6 - - 0,16914 0,35646 0,19301 0,19301 0,20950 043451 0,21171 0,43451
X3 X4 - - 0,28944 052854 0,37273 0,37273 I 051462 0,38233  0,51462
X3 X5 - - 0,25219 0,35646 0,26798 0,26798 0,30121 0,44778 0,30198 0,44778
X3 X6 - - 0,17035 0,34985 0,19327 0,19327 0,21008 046479 0,21118 0,46479
X4 X5 - - 0,25509 0,48906 0,30707 0,30707 0,29565 I 0,29567  0,38663
X4 X6 - - 0,16504 0,30413 0,17047 0,17047  0,20492 1 0,20495  0,29848
X5 X6 - - 0,15437 0,30566 0,16114 0,16114 0,20738 0,28401 0,22049 0,28401
X1 X2 X3 - - 0,18934 = 0,73359 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,19791 0,68621 - - - - - _
X1 X2 X5 - - 0,60749 - - - N _ _
X1 X2 X6 - - - 0,47746 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 020574 0,69366 - - - ; ; ;
X1 X3 X5 - - 0,20330 0,51511 - - - - - -
X1 X3 X6 - - - 052142 - - - - - -
X1 X4 X5 - - 0,54336 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,14574  0,39970 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 0,14377  0,31171 - - - - _ _
X2 X3 X4 - - 0,27283 0,65486 - - - - - -
X2 X3 X5 - - 0,22173  0,54336 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 0,16908  0,44400 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,22404  0,66687 - - - - - -
X2 X4 X6 - - 0,16302 0,45234 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,14708 0,47353 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,24431 0,56278 - - - - - R
X3 X4 X6 - - 0,16500 0,47353 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,15139  0,36037 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,15418 0,48426 - - - - - -
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Tabla 22 - Coeficientes de Variacion deY_l , por Estimador, segln Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 3 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,18873 | 0,79413 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 - - 0,17815 0,65841 - - - - - -
X1 X2 X3 X6 - - 0,13766  0,58875 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 - - 0,18884  0,70766 - - - - - -
X1 X2 X4 X6 - - 0,14040 0,52142 - - - - - -
X1 X2 X5 X6 - -] 047746 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 - - ,19473  0,64913 - - - - - -
X1 X3 X4 X6 - - 0,32021 0,58316 - - - - - -
X1 X3 X5 X6 - - 0,31074  0,42683 - - - - - -
X1 X4 X5 X6 - - 0,31311 0,45234 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 - - 0,21386  0,70963 - - - - - -
X2 X3 X4 X6 - - 0,29682  0,56361 - - - - - -
X2 X3 X5 X6 - - 0,30475  0,49192 - - - - - -
X2 X4 X5 X6 - - 0,31055 0,61967 - - - - - -
X3 X4 X5 X6 - - 0,29901  0,56029 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,16928 | 0,77989 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,65841 - - - - - -
X1 X2 X3 X5 X6 - - - 0,54250 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,13542  0,59506 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,13618 0,57672 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,14355 0,66687 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,12690 0,68074 - - - - - -




Tabla 23 - Coeficientes de Variacion de Y_2 , por Estimador, segn Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 3

A

Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

196

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,39736 - - - - - - - R R
X1 - 0,91766 © 0,30038 = 0,69282 - - - - - R
X2 - 066491 036419 0,66491 - - ; ; - )
X3 - 0,56195 | 0,39535 0,53163 - - - - - -
X4 - 0,46757 0,39517  0,51962 - - - - - -
X5 - 0,45883 0,38899  0,49630 - - - - - -
X6 - 0,37887 0,34354  0,39537 - - - - - -
X1 X2 - - - 0,25488 © 0,87419 0,65919 0,65919 1 0,90379 0,61191 0,90379
X1 X3 - - - 0,82876 0,55447 055447 0,40899 0,90796 0,40899 0,90796
X1 X4 - - 0,30013 0,73162 0,46275 046275 0,42259 0,90241 0,42259 0,90241
X1 X5 - - 0,28802 0,63578 0,45692 045692 045311 0,80930 0,45311 0,80930
X1 X6 - - 0,28972 0,57720 0,37870 0,37870 0,37058 0,76565 0,37058 0,76565
X2 X3 - - 0,36339 0,73162 0,52165 0,52165 ' 0,55010 I 0,55010 0,66010
X2 X4 - - 0,35943 0,76537 0,46754 0,46754 0,42745 1 0,42745 0,66491
X2 X5 - - 0,34522 0,77051 0,45826 0,45826 0,39978 1 0,39978  0,66491
X2 X6 - - 0,32756 0,58804 0,37391 0,37391 0,37548 1 0,37548 0,58312
X3 X4 - - 0,39397 0,68364 0,44977 0,44977 0,46656 0,55820 0,46656 0,55820
X3 X5 - - 0,38335 0,53163 0,40105 0,40105 0,43910 052232 0,43910 0,52232
X3 X6 - - 0,34144 0,53311 0,35590 0,35590 0,37712 052694 0,37712 0,52694
X4 X5 - - 0,38897 0,70524 0,43487 0,43487 0,44518 0,46419 0,44518 0,46419
X4 X6 - - 0,34018 0,50887 0,34568 0,34568 0,37514 0,41831 0,37514 0,41831
X5 X6 - - 0,34265 057720 0,35843 0,35843 0,37822 0,44630 0,37822 0,44630
X1 X2 X3 - - 0,23316 | 0,96926 - - - - - -
X1 X2 Xa - - 0,92253 - - - . ; )
X1 X2 X5 - - 0,25051  0,86694 - - - - - -
X1 X2 X6 - - 0,25361 0,72293 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,27060  0,90263 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,26739  0,72293 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 0,26958  0,73699 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,28662 0,77358 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,28972 0,61559 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 0,27706  0,58804 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 0,35931 0,86694 - - - - - _
X2 X3 X5 - - 0,34030 0,77358 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 0,32641 0,66491 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,34517 0,93612 - - - - - -
X2 X4 X6 - - 0,32227 0,69282 - - - - - _
X2 X5 X6 - - 0,32185 0,76537 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,38229 0,77866 - - - - R R
X3 X4 X6 - - 0,33910 0,67784 - - - - _ _
X3 X5 X6 - - 0,33931 0,61044 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,34017  0,75811 - - - - - -
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Tabla 23 - Coeficientes de Variacion de Y_2 , por Estimador, segn Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 3 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,23102 = 1,04831 - - - R N N
X1 X2 X3 X5 - - 0,91565 - - - - _ _
X1 X2 X3 X6 - - 0,23299  0,83729 - - - - _ _
X1 X2 X4 X5 - - 0,24896  0,98862 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,25347  0,77460 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - 0,24875 0,77358 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 0,26657  0,88852 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,36014 0,81338 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,35122  0,68364 - - - - _ _
X1 X4 X5 X6 - - 0,36071  0,72837 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,33955 0,97657 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,38415 0,80557 - - - - _ _
X2 X3 X5 X6 - - 0,39088 0,77051 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,39476  0,92679 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,40265 0,82876 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 - - - 0,23014 © 1,06623 - - - _ N N
X1 X2 X3 X4 X6 - - 023562 092253 - ; ; ) . .
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,23040 0,82971 - - - N _ _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,24641  0,90263 - - - N _ _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,26061 0,85131 - - - - - _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,31820 0,96926 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,23000 | 0,98862 - - - R N N
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,19868 - - - - - - - R R
X1 - 057354 0,18773  0,24835 - - - - - -
X2 - 0,48666 0,19237 0,35471 - - - - - -
X3 - 0,44426  0,19462 0,28425 - - - - - -
X4 - 0,36965 0,32476 - - - - - -
X5 - 0,44426 0,37170 - - - - - -
X6 - 0,35440 0,18943 0,26633 - - - - - -
X1 X2 - - 0,18104 0,38474 0,38378 0,38378 0,48230 | 057138 0,53331 0,57138
X1 X3 - - 0,18640 0,36752 0,38762 0,38762 0,44016 055788 0,49553 0,55788
X1 X4 - - 0,18758 0,32476 0,28922 0,28922 0,34785 0,56401 0,41570 0,56401
X1 X5 - - 0,18001 0,31019 0,28557 0,28557 0,36525 050581 0,43037 0,50581
X1 X6 - - . 0,19076 0,18287 0,18287 0,25479 0,44151 0,34165 0,44151
X2 X3 - - 7018914 039346 0,34584 0,34584 044423 0,48007 044700 0,48007
X2 X4 - - 0,19173 0,45183 0,34728 0,34728 0,36083 0,48264 0,36424 0,48264
X2 X5 - - 0,17819 0,49918 | 0,40327 0,40327 0,42888 045883 0,43174 0,45883
X2 X6 - - 0,18651 0,34680 0,28219 0,28219 0,34950 045227 0,35301 0,45227
X3 X4 - - 0,19207 0,41853 0,32978 0,32978 0,36837 0,42564 0,36867 0,42564
X3 X5 - - 0,18054 0,38071 0,31990 0,31990 0,42385 0,44197 0,42411 0,44197
X3 X6 - - 0,18531 0,33688 0,27875 0,27875 0,35253 0,44079 0,35285 0,44079
X4 X5 - - 0,18030 ' 0,50836 0,36413 0,36413 0,40896 0,29825 0,41163 0,29825
X4 X6 - - 0,18848 0,36500 0,27527 0,27527 0,35427 0,36313 0,35736 0,36313
X5 X6 - - 0,15922 0,45183 0,33456 0,33456 0,30268 0,44301 0,33013 0,44301
X1 X2 X3 - - 0,18023  0,45726 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,18103  0,45183 - - - - - -
X1 X2 X5 - - 0,17606  0,45523 - - - - - -
X1 X2 X6 - - 0,15345  0,29280 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,18575 0,45523 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,17945  0,36752 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 0,15398  0,33320 - - - - - -
X1 X4 X5 - - 0,17914  0,44078 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,15369  0,27655 - - - - - -
X1 X5 X6 - -] 032476 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 018741 051138 - . . . . -
X2 X3 X5 - - 0,17748  0,49359 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 0,18298 0,38793 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,17706 ' 0,61789 - - - - R R
X2 X4 X6 - - 0,18585 0,44148 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,15922  0,52741 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,18004 0,54184 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 0,18296 0,45183 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,15898  0,46062 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,15472 0,56632 - - - - - -
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Tabla 24 - Coeficientes de Variacion deY_3 , por Estimador, segln Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 3 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,18002 0,54184 - - - R - -
X1 X2 X3 X5 - - 0,17567  0,48349 - - - - _ _
X1 X2 X3 X6 - - 0,15344  0,38474 - - - N - _
X1 X2 X4 X5 - - 0,17518 0,56360 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,15309 0,37170 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - . 0,42365 - - - - ] ;
X1 X3 X4 X5 - - ,17900  0,51138 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,17000 0,42365 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,16096  0,38152 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,15669  0,44703 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,17689  0,63609 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,19174  0,50348 - - - - _ _
X2 X3 X5 X6 - - 0,17292  0,52331 - - - - _ _
X2 X4 X5 X6 - - 0,16951 = 0,63802 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,16762  0,59759 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,17513 0,61035 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,16815 0,47836 - - - - _ _
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,14463  0,45523 - - - - R _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,13990 0,53496 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,51797 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,15434 ' 0,65660 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,13712 | 0,58507 - - - - B _
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cv(Y,)

cV(Y,)

cv(Y,)

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Sin variables auxiliares
Directo
Con 1 variable auxiliar
Razén
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 2 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Razon-Regresion (1,2)
Raz6n-Regresion (2,1)
Regresion-Razén 1 coeficiente (1,2)
Regresidon-Razon 1 coeficiente. (2,1)
Regresion-Razén 2 coeficientes (1,2)
Regresion-Razén 2 coeficientes (2,1)
Con 3 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 4 variables auxiliares
Regresién Lineal
por Diferencias
Con 5 variables auxiliares
Regresién Lineal
por Diferencias
Con 6 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias

021016 082961 061946 037887 091766 053880 035440 057354 0,21914
70,17049 7 0,29144 1 0,12095 | | 0,30038 | 0,39535 | 0,09497 | | 0,18137 | 0,19759 | 0,01622 |
018340 052142 033802 039537 069282 029745  0,24835 037170 0,12335
70,1473170,28944 1 0,14214 " 0,25488 | 0,39397 | 0,13909 | | 0,15400 | 0,19207 | 0,03807 |
030413 0,64913 034500 050887 087419 036532  0,19076 050836 0,31760
06114 055186 039072 034568 0,65919 031351  0,18287 040327 0,22039
016114 055186 0,39072 065919 031351  0,18287 040327 0,22039
025479 0,44423 0,18944 1044423 018944 025479 0,48230 0,22751
0,29825 057138 0,27314 057138 0027314  0,29825 057138 027314
020495 052765 032270 037058 061191 024134 033013 053331 0,20318
028401 0,82453 054052 041831 090796 048964  0,29825 057138 0,27314
70,14235 1 0,27283 1 0,13047 | | 0,23316 | 0,38229 | 0,14912 | | 0,14476 | 0,18741 | 0,04265 |
031171 073359 042187 058804 096926 038123 0,27655 0,61789 0,34134
70,13549 | 0,32021 | 0,18473 | 1 0,23076 | 0,40265 | 0,17189 | | 0,14475 | 0,19174 | 0,04699
042683 079413 036730 068364 104831 036466 037170 0,63802 0,26633
70,12835 1 0,18081 | 0,05247 | | 0,23014 | 0,31820 | 0,08805 | | 0,13720 | 0,17513 | 0,03792 |
054250 077989 023739 082971 106623 0,23652 045523 0,65660 0,20137
012690 - - 023000 - - 0,13712] - -

068074 - - 098862 - - 0,58507 - -

Se mantiene lo visto en datas anteriores, salvo que con 2 variables auxiliares, en el estimador deY,

el menor coeficiente de variacion es el de regresion-razon, aunque es por muy poco. Cabe destacar

que, tal como se demostro, el estimador de regresion-razén es un caso particular del estimador de

regresion lineal con 2 variables auxiliares, pero el estimador de varianza minima es para b constantes,

que no ocurre con el estimador de regresion-razén, por tal razén puede resultar con mayor precision,

pero el margen es muy pequefio.

Algo notorio es que los coeficientes de variacion son mayores que en casos anteriores, es decir, que la

precision disminuye, en todos los estimadores, sin embargo, siempre es mejor el estimador de

regresion lineal, y ademas, éste mejora a medida que se incluyen mas variables auxiliares. En

principio se pudiera concluir que cuando se tienen variables dicotomicas, se deben observar bien los
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valores que toman las variables, ya que al tomar sélo 2 valores (0 y 1), aun cuando existan altas

correlaciones, éstas pueden resultar engafiosas.

Las variables con las que se obtiene el menor coeficiente de variacion, con 1, 2, 3, 4, 5y 6 variables

auxiliares son las siguientes, para CV (\71) , (X6), (X6, X1), (X6, X1, X2 / Xe, X1, X3), (X6, X1, X2, X5), (X6, X1,
X2, X5, X3), (X6, X1, X2, X5, X3, Xa), para CV (Y,) (1), (X1, X2), (X1, X2, X3), (X1, X2, X3, Xs), (X1, X2, X3, X5, Xa),

(X1, X2, X3, Xs, X4, Xe), y para CV (Y_3) (Xs), (X1, Xs), (X1, Xe, Xs), (X1, X6, X5, X2), (X1, X6, X5, X3, Xa), (X1, Xe,

Xs, X3, X4, X2), Véase que para el estimador de Y,y de\72 , al agregar una nueva variable que reduzca el
CV, conserva las variables que reducen y agrega otra, pero no ocurre lo mismo con el estimador de

Y,.

Para este set de datos, para estimar Y, \72 y Y,, se pueden tomar las variables auxiliares X1, X2 ¥ Xs ¥

los coeficientes de variacion respectivos son 0,14235, 0,25361, 0,15345, que si bien no parecen tan
bajos, si lo son comparando con el resto.

En los grupos de datos 1y 2, las variables tienen valores similares, varian entre 5y 20, como
contraste, el Gltimo grupo de datos que se presentara es de variables cuantitativas, pero los valores

vélidos de las variables seran diferentes unos de otros.

La variable y1 y x1 son exactamente iguales a los grupos 1y 2, pero el resto cambia, teniendo

valores, rangos y cuasivarianzas mayores.



Tabla 26 - Valores de las variables para cada elemento - Set 4
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No. vi | y2 | s X1 X2 X3 xa | x5 | X
1 10 90 1.599 12 120 175 984 83 1.000
2 12 130 2.250 11 110 130 2100 10 1.610
3 14 150 2.268 9 150 90 2.106 5 1.630
4 9 140 1.599 13 150 145 1.599 83 930
5 11 210 2.100 12 210 140 1.650 98 1.495
6 8 120 1.845 15 140 163 1.230 70 2.771
7 16 150 1.900 5 165 160 1.900 15 1.725
8 13 50 2.592 9 100 122 1.620 19 1.265
9 7 95 1.950 15 95 70 1.350 50 978
10 10 170 1.476 15 110 85 1.230 11 1.035
11 11 140 2.000 10 110 90 2.000 0 1.380
12 14 120 1.950 11 165 148 1.950 70 2.608
13 10 180 2.268 13 130 180 1.944 83 2.070
14 9 158 2.400 12 158 200 1.500 120 1.750
15 7 210 1.944 16 240 150 1.620 83 1.630
16 14 180 1.968 10 180 125 1.722 135 1.050
17 13 80 2.700 10 90 85 2.100 10 920
18 12 300 1.845 10 150 150 1.722 0 1.956
19 12 150 2.268 13 120 120 1.620 140 1.610
20 17 163 2.100 8 163 169 2.100 33 1.955
Promedio 11,45 149,30  2.051,10 11,45 142,80 134,85 1.702,35 55,90 1.568,40
Cuasivarianza 7,73  2.949,91 100.505,25 7,42 1.498,48 1.313,29 107.71508 2.168,94 280.667,31
Tabla 27 - Cuasivarianzas y Cuasicovarianzas - Set4
vi | v |y X1 X2 X3 x« | x5 | X
V1 7,73 -2,19 247,01 -6,69 141 0,23 582,57 -37,74 181,02
y2 294991 -5.001,29 8,17 1.247,75 508,15 1.922,78 222,72 7.116,45
Y3 100.505,25 -274,73  -2.531,66 -991,98  56.321,65 -727,67 7.101,06
X1 7,42 3,88 -6,72 -537,74 50,89 -35,56
X2 1.498,48 639,76 784,13 732,82 6.184,72
X3 1.313,29  -1.557,52 720,14 9.860,12
X4 107.715,08 -5.648,23  33.583,01
Xs 2.168,94 1166,78
X6 280.667,31
Tabla 28 - Coeficientes de Correlacion - Set 4
yi | y2 |y X1 X2 X3 x« | x| X
Y1 1,0000 -0,0145 0,2802 -0,8828 0,0131 0,0023 0,6383 -0,2914 0,1229
y2 1,0000 -0,2905 0,0553 0,5935 0,2582 0,1079 0,0881 0,2473
Y3 1,0000 -0,3182 -0,2063 -0,0863 0,5413 -0,0493 0,0423
X1 1,0000 0,0368 -0,0681 -0,6016 0,4012 -0,0246
X2 1,0000 0,4561 0,0617 0,4065 0,3016
X3 1,0000 -0,1310 0,4267 0,5136
X4 1,0000 -0,3696 0,1932
X5 1,0000 0,0473

X6

1,0000
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,09407 - - - - - - - R R
X1 - 0,18066  0,04419  0,18066 - - - - - -
X2 - 014005 0,09406 1,31153 - - ; ; - )
X3 - 0,14013 | 0,09407 1,22919 - - - - - -
X4 - 0,07388 0,07242 11,04161 - - - - - -
X5 - 0,36146 0,08999  1,60524 - - - - R R
X6 - 0,15146  0,09336 | 17,90861 - - - - - -
X1 X2 - - 0,04398 1,32393 0,13845 0,13845 0,10982 1 0,21475  0,18065
X1 X3 - - 0,04385 1,23261 0,13760 0,13760 0,11776 1 0,21892  0,18054
X1 X4 - - ] £ 10,98683 0,07208 0,07208 0,06328 I 0,19510 0,13895
X1 X5 - - 1,64834 | 0,17999 0,17999 0,29240 1 0,34577  0,16880
X1 X6 - - 0,04315 17,90700 0,14263 0,14263 0,12872 1 0,22501 0,18013
X2 X3 - - 0,09406 2,16474 0,12905 0,12905 0,13229 0,13168 1,09706 0,13168
X2 X4 - - 0,07237 11,19923 0,07364 0,07364 0,07380 0,12940 1,09155 0,12940
X2 X5 - - 0,08896 2,44232 0,13433 0,13433 | 0,33730 0,12125 & 1,14009 0,12125
X2 X6 - - 0,09333 18,34617 0,12718 0,12718 0,14656 0,13860 1,09887 0,13860
X3 X4 - - 0,07196 10,94784 0,07219 0,07219 0,07320 0,11921 0,47970 0,11921
X3 X5 - - 0,08902 2,39306 0,13366 0,13366 0,33430 0,12033 0,58010 0,12033
X3 X6 - - 0,09312 1856833 0,13268 0,13268 0,13585 0,13372 0,49317 0,13372
X4 X5 - - 0,07220 10,56222 0,07381 0,07381 0,31387 0,07388 0,34292 0,07388
X4 X6 - - 0,07242 1 22,79197 0,07369 0,07369 0,14741 0,07382 0,20201 0,07382
X5 X6 - - 0,08906 18,05425 0,15082 0,15082 0,14768 | 0,36144 0,23999 ' 0,36144
X1 X2 X3 - - 0,04318  2,16874 - - - - - -
X1 X2 Xa - - 0,04224 11,14562 - - - - _ _
X1 X2 X5 - - 0,04369 2,47266 - - - - R R
X1 X2 X6 - - 0,04313 18,34484 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,04226 10,89188 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,04257  2,41901 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 0,04144 18,56637 - - - - - -
X1 Xa X5 - - 11051048 - - - ; ; ;
X1 X4 X6 - - 22,76370 - - - - - -
X1 X5 X6 - - 0,04275 18,05588 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 0,07160 11,17250 - - - - - R
X2 X3 X5 - - 0,08850 3,25252 - - - - - _
X2 X3 X6 - - 0,09312 19,02920 - - - - - -
X2 X4 Xs - - 0,07220 10,80476 - - - - - -
X2 X4 X6 - - 0,07237 23,17611 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,08849 18,53366 - - - - - -
X3 X4 X5 - - 0,07128 10,54259 - - - - - -
X3 X4 X6 - - 0,07175 @ 23,23736 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,08876 18,75283 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,07219 22,62271 - - - - R R




Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

204

Tabla 29 - Coeficientes de Variacion deY_l , por Estimador, segln Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 4 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,04196 11,11807 - - - - - N
X1 X2 X3 X5 - - 0,04226  3,27301 - - - - _ _
X1 X2 X3 X6 - - 0,04094 19,02752 - - - - _ _
X1 X2 X4 X5 - - 0,04141 10,75460 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,04177 23,14849 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - 0,04274 18,53549 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 10,49003 - - - - _ _
X1 X3 X4 X6 - - 0,04348  23,20929 - - - - - -
X1 X3 X5 X6 - - 0,04116 18,75399 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,04269 22,59680 - - - - - R
X2 X3 X4 X5 - - 0,07116 10,85323 - - - - - -
X2 X3 X4 X6 - - 0,07281 | 23,64523 - - - - _ _
X2 X3 X5 X6 - - 0,08944 19,25288 - - - - _ _
X2 X4 X5 X6 - - 0,07324  23,04608 - - - - - -
X3 X4 X5 X6 - - 0,07238 23,10705 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,04061 10,80259 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,10020 23,61783 - - - - - _
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,03866 19,25424 - - - - - -
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,04089 23,02084 - - - - - -
X1 X3 X4 X5 X6 - - 23,08135 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,07087 23,55280 - - - - - -
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,03822 | 23,52778 - - - - - B




Tabla 30 - Coeficientes de Variacion de Y_2 , por Estimador, seglin Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set4

A
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,14089 - - - - - - - R R
X1 - 0,16402 ' 0,14068 0,14068 - - - - - R
X2 - 0,11540 0,11464 - - - - R R
X3 - 0,15203 0,13612 0,14782 - - - - - -
X4 - 0,15217  0,14007 0,84783 - - - - - -
X5 - 0,34053 0,14035 0,17734 - - - - - -
X6 - 0,16688 0,13652 & 1,34639 - - - - - -
X1 X2 - - 0,11330 0,11460 0,11382 0,11382 0,11533 0,14307 0,11533 0,14307
X1 X3 - - 0,13573 0,14731 0,14028 0,14028 0,15130 0,15838 0,15130 0,15838
X1 X4 - - 0,13846 0,84352 0,13888 0,13888 0,14276 0,14804 0,14276 0,14804
X1 X5 - - 0,14031 0,17909 | 0,16402 0,16402 0,31805 0,16218 0,31805 0,16218
X1 X6 - - 0,13624 1,34619 0,14429 0,14429 0,16651 0,15977 0,16651 0,15977
X2 X3 - - 0,11338 0,15411 0,11500 0,11500 0,14767 0,11482 0,14767 0,11482
X2 X4 - - 0,11295 0,85010 0,11305 0,11305 0,13006 0,11507 0,13006 0,11507
X2 X5 - - 0,11091 0,18602 0,11256 0,11256 = 0,33719 0,11135 0,33719 0,11135
X2 X6 - - 0,11295 1,37452 0,11384 0,11384 0,16093 0,11535 0,16093 0,11535
X3 X4 - - 0,13462 0,83658 0,13610 0,13610 0,14501 0,14927 0,14501 0,14927
X3 X5 - - 0,13607 0,20770 0,15162 0,15162 0,32511 0,14862 0,32511 0,14862
X3 X6 - - 0,13481 1,39552 0,14693 0,14693 0,16401 0,15088 0,16401 0,15088
X4 X5 - - 0,13872 0,80895 0,14421 0,14421 0,31287 0,14682 0,31287 0,14682
X4 X6 - - 0,13624 | 1,72155 0,14312 0,14312 0,16657 0,15080 0,16657  0,15080
X5 X6 - - 0,13609 1,35649 0,16137 0,16137 0,16676 | 0,33997 0,16676 | 0,33997
X1 X2 X3 - - 0,11329  0,15379 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,11213  0,84583 - - - - - -
X1 X2 X5 - - 0,10972 0,18783 - - - - - R
X1 X2 X6 - - 0,11283 1,37434 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,13149  0,83215 - - - - R R
X1 X3 X5 - - 0,13539  0,20898 - - - - - -
X1 X3 X6 - - 0,13443 1,39530 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,13767  0,80485 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,13511 1,71929 - - - N _ _
X1 X5 X6 - - 0,13601  1,35655 - - - - - -
X2 X3 X4 - - 0,11295 0,84399 - - - - - -
X2 X3 X5 - - 0,11079  0,23431 - - - - - -
X2 X3 X6 - - 0,11272  1,42570 - - - - R R
X2 X4 Xs - - 0,11091 0,81738 - - - - - R
X2 X4 X6 - - 0,11264  1,74666 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,11062 1,38797 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,13456  0,80320 - - - - R R
X3 X4 X6 - - 0,13396 | 1,75427 - - - - - -
X3 X5 X6 - - 0,13480 1,40871 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,13538 1,70734 - - - - R R
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Tabla 30 - Coeficientes de Variacion de Y_2 , por Estimador, segn Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 4 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,11208 0,83963 - - - R N N
X1 X2 X3 X5 - - 0,10929 0,23556 - - - - - _
X1 X2 X3 X6 - - 0,11263  1,42550 - - - - - _
X1 X2 X4 X5 - - 0,10930 0,81336 - - - - - _
X1 X2 X4 X6 - - 0,11191 1,74444 - - - - _ _
X1 X2 X5 X6 - - 0,10942 1,38804 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 0,13131  0,79902 - - - - - _
X1 X3 X4 X6 - - 0,13862  1,75203 - - - - - _
X1 X3 X5 X6 - - 0,14077  1,40873 - - - - - _
X1 X4 X5 X6 - - 0,13934  1,70526 - - - - _ _
X2 X3 X4 X5 - - 0,11079  0,81698 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,12036 = 1,78134 - - - - - _
X2 X3 X5 X6 - - 0,11837 1,44204 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,11669  1,73550 - - - - - _
X3 X4 X5 X6 - - 0,14058 1,74311 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,10861  0,81290 - - - R N -
X1 X2 X3 X4 X6 - - 0,11355 | 1,77914 - - - - _ _
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,10922  1,44208 - - - - - _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,10911  1,73347 - - - - - _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,13124 1,74105 - - - - - -
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,11060 1,77313 - - - - - _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,10860 | 1,77112 - - - R N N




Tabla 31 - Coeficientes de Variacion deY_3 , por Estimador, seglin Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set4

A
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Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
- 0,05986 - - - - - - - R R
X1 - 0,12482 0,05675 0,06003 - - - - - R
X2 - 0,13115 0,05857 0,06179 - - - - - -
X3 - 0,12447 0,05964  0,06084 - - - - - -
X4 - 0,06572 0,05838 - - - - - -
X5 - 0,33106 , 0,06093 - - - - - -
X6 - 0,14155 | 0,05981 0,11439 - - - - - -
X1 X2 - - 0,05554 0,06195 0,10796 0,10796 0,12913 0,12383 0,13061 0,12383
X1 X3 - - 0,05638 0,06100 0,10188 0,10188 0,12389 0,12482 0,12544 0,12482
X1 X4 - - 0,05033 0,05822 0,05428 0,05428 0,06042 0,08870 0,06352 0,08870
X1 X5 - - 0,05652 0,06112 0,12451 0,12451 0,29589 0,11827 0,29654 0,11827
X1 X6 - - 0,05671 0,11446 0,10521 0,10521 0,14066 0,12473 0,14202 0,12473
X2 X3 - - 0,06309 0,11538 0,11538 0,10915 0,11994 0,11070 0,11994
X2 X4 - - 0,06081 0,06480 0,06480 0,06350 0,12856 0,06612 0,12856
X2 X5 - - 0,05853 0,06324 0,13089 0,13089 0,29834 0,12295 & 0,29891 0,12295
X2 X6 - - 0,05821 0,11730 0,11642 0,11642 0,13173 0,12787 0,13301 0,12787
X3 X4 - - 0,05033 0,05843 0,06003 0,06003 0,06556 0,11564 0,06603 0,11564
X3 X5 - - 0,05963 0,06230 0,12375 0,12375 @ 0,29866 0,11511 0,29876 0,11511
X3 X6 - - 0,05933 0,11792 0,11792 0,11792 0,12166 0,11358 0,12191 0,11358
X4 X5 - - 0,04939  0,05598 0,05790 0,05790 0,29429 0,06093 0,29595 0,06093
X4 X6 - - 0,05019 | 0,12371 0,06469 0,06469 0,14137 0,06464 0,14479 0,06464
X5 X6 - - 0,05973 0,11531 & 0,13566 0,13566 0,14125 | 0,33082 0,14131 | 0,33082
X1 X2 X3 - - 0,05553  0,06325 - - - - - -
X1 X2 X4 - - 0,04820 0,06066 - - - - - -
X1 X2 X5 - - 0,05440 0,06342 - - - - - R
X1 X2 X6 - - 0,05523 0,11737 - - - - - -
X1 X3 X4 - - 0,05032  0,05827 - - - - - -
X1 X3 X5 - - 0,05556  0,06249 - - - - - _
X1 X3 X6 - - 0,05603  0,11799 - - - - - -
X1 X4 Xs - - 0,04935  0,05585 - - - - - -
X1 X4 X6 - - 0,05018 0,12362 - - - - _ _
X1 X5 X6 - - 0,05649  0,11540 - - - - _ _
X2 X3 X4 - - 0,04779  0,06124 - - - - - R
X2 X3 X5 - - 0,05853  0,06491 - - - - - _
X2 X3 X6 - - 0,05815 0,12094 - - - - - _
X2 X4 X5 - - 0,05896 - - - - - -
X2 X4 X6 - - 0,04823 ' 0,12663 - - - - - -
X2 X5 X6 - - 0,05814  0,11842 - - - - - -
X3 X4 Xs - - 0,04909  0,05650 - - - - R R
X3 X4 X6 - - 0,05017 0,12654 - - - - _ _
X3 X5 X6 - - 0,05933 0,11903 - - - - - -
X4 X5 X6 - - 0,04912 0,12293 - - - - - -
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Tabla 31 - Coeficientes de Variacion deY_3 , por Estimador, segln Variables Auxiliares, en Muestreo Aleatorio Simple - Set 4 (cont.)

Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz | Reg-Raz
Variables Regr. por Raz-Reg | Raz-Reg | 1 coef. 1 coef. 2 coef. 2 coef.
Auxiliares Directo Razé6n Lineal Difer. 1,2) (2,1) 1,2) (2,1) 1,2) 2,2)
X1 X2 X3 X4 - - 0,04764  0,06108 - - R N N N
X1 X2 X3 X5 - - 0,05409 0,06509 - - - - - _
X1 X2 X3 X6 - - 0,05506 0,12101 - - - - _ _
X1 X2 X4 X5 - - 0,05884 - - - - R R
X1 X2 X4 X6 - - , 0,12654 - - - - - _
X1 X2 X5 X6 - - 0,05398 0,11851 - - - - _ _
X1 X3 X4 X5 - - 0,04895  0,05636 - - - - _ _
X1 X3 X4 X6 - - 0,05025 0,12646 - - - - _ _
X1 X3 X5 X6 - - 0,05489 0,11912 - - - - _ _
X1 X4 X5 X6 - - 0,04917 0,12286 - - - - - _
X2 X3 X4 X5 - - 0,04452  0,05983 - - - - - _
X2 X3 X4 X6 - - 0,04778 = 0,12957 - - - - - _
X2 X3 X5 X6 - - 0,05808 0,12224 - - - - - _
X2 X4 X5 X6 - - 0,04464 0,12608 - - - R _ _
X3 X4 X5 X6 - - 0,04913  0,12599 - - - R _ _
X1 X2 X3 X4 X5 - - 0,04448 © 0,05971 - - B _ N N
X1 X2 X3 X4 X6 - - 006680 012949 - - - - ; ]
X1 X2 X3 X5 X6 - - 0,05289 0,12232 - - - R _ _
X1 X2 X4 X5 X6 - - 0,04450 0,12601 - - - R _ _
X1 X3 X4 X5 X6 - - 0,04893  0,12592 - - - - - _
X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,04451  0,12924 - - - - _ _
X1 X2 X3 X4 X5 X6 - - 0,04448 | 0,12917 - - - - _ -
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cv(Y,)

cV(Y,)

cV(Y,)

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Menor | Mayor | Rango

Sin variables auxiliares
Directo
Con 1 variable auxiliar
Razén
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 2 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Razon-Regresion (1,2)
Raz6n-Regresion (2,1)
Regresion-Razén 1 coeficiente (1,2)
Regresidon-Razon 1 coeficiente. (2,1)
Regresion-Razén 2 coeficientes (1,2)
Regresion-Razén 2 coeficientes (2,1)
Con 3 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias
Con 4 variables auxiliares
Regresién Lineal
por Diferencias
Con 5 variables auxiliares
Regresién Lineal
por Diferencias
Con 6 variables auxiliares
Regresion Lineal
por Diferencias

007388 036146 028758 0,11540 0,34053 022513  0,06572 0,33106 0,26534
170,04419 7 0,09407 | 0,04988 | [0,11340 | 0,14068 | 0,02728 | | 0,05033 | 0,05981 | 0,00948
018066 1790861 17,72794 011464 1,34639 123176  0,05838 0,11439 0,05601
170,042357 0,09406 | 0,05171 | [0,11091 ] 0,14031 | 0,02940 | | 0,04824 | 0,05973 | 0,01149
1,23261 22,79197 2155936  0,11460 172155 1,60695  0,05598 0,12371 0,06772
007208 017999 00791  0,11256 0,16402 005146  0,5428 0,13566 0,08138
007208 017999 00791  0,11256 0,16402 005146  0,5428 0,13566 0,08138
006328 033730 027402 011533 0,33719 022186  0,06042 0,29866 0,23824
007382 036144 028762 011135 0,33997 022861  0,06093 0,33082 0,26989
019510 114009 094499 011533 0,33719 022186 0,06352 0,29891 0,23539
007382 036144 028762 011135 0,33997 022861  0,06093 0,33082 0,26989
17004143 009312 005169 |0,10972 0,13767 | 0,02796 | | 0,04456 | 0,05933 | 0,01477 |
216874 2323736 2106862 015379 1,75427 160048  0,05585 0,12663 0,07078
170,04065 008944 | 004878 |0,10929 | 0,14077 | 0,03148 | | 0,04450 | 0,05808  0,01357 |
327301 2364523 2037221 023556 1,78134 154577  0,05636 0,12957 0,07321
170,03823 1 0,10020 | 0,06197 | [ 0,10861 | 0,13124 | 0,02264 | [0,04448]0,06680 | 0,02232
1080259 2361783 12,81525 0,81290 1,77914 096625 0,05971 0,12949 0,06979
0,03822 | - - 0,10860| - - 0,04448 | - -
2352778 - - L7712 - - 0,12917 - -

Se tiene que en general los estimadores indirectos mejoran la precision del estimador directo,

aungue no es tan marcado para estimar Y; , ni con el estimador por diferencias en ningln caso, que

llega a ser muy deficiente en \71 y en varios casos de Y, , presentando siempre un rango amplio de

precisiones, al contrario del estimador de regresion lineal, que presenta las mayores precisiones y un

rango reducido, lo que lo hace muy estable, presentandose en este set de datos, que al agregar una

nueva variable que reduzca el CV, conserva las variables que reducen y agrega otra, para \71 : \72 y \73 :

Esto es, el menor coeficiente de variacion, con 1, 2, 3, 4, 5y 6 variables auxiliares, respectivamente,

se obtiene con las siguientes variables, paraCV (Y,), (x1), (X1, Xa), (X1, Xa, Xs), (X1, X4, X, X3), (X1, Xa, X5,

X3,X6), (X1, X4, X5, X3, X6, X2), para CV (Y,) (X2), (X2, Xs), (X2, Xs, X1), (X2, Xs, X1, X3), (X2, Xs, X1, X3, Xa), (X,

Xs, X1, X3, X4, X6), Y para CV (Ys) (Xa), (Xa, X2), (Xa, X, Xs), (Xa, X2, X5, X1), (Xa, X2, X5, X1, Xs), (X4, Xz, Xs,

X1, X3, Xe),
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Para este set de datos, para estimar Y, ,\72y \73 , Se pueden tomar las variables auxiliares X1 y X2 0 x,

X2 Y Xs Yy los coeficientes de variacion respectivos, CV(\?l), CV(\Z) y CVOZ) son 0,04398,

0,11330 y 0,05554, para el primer caso, y 0,04224, 0,11213 y 0,04820, para el segundo, que son
razonablemente bajos.

Por otra parte, los estimadores indirectos compuestos en general se comportan estables, pero no

mejoran el estimador de regresién lineal.

Es importante recalcar que el estimador lineal multiple siempre tiene mayor precision que el resto, y

gue mejora a medida que se van agregando variables.

6.2.- Pruebas con data real

Tal como se coment6 al comienzo del capitulo, se trabajara con una data del XIII Censo General de
Poblacion y Vivienda de Venezuela, ejecutado en 2001, por ser la data disponible mas reciente de
una enumeracion completa. Especificamente se trabajo el Municipio Sucre del Estado Miranda, por

ser un municipio grande, del Area Metropolitana de Caracas, con diversidad de personas.

El objetivo, ademéas de analizar el comportamiento de los estimadores de regresion lineal, y

compararlo con otros estimadores, es verificar la aplicacion de dichos estimadores en un caso real.

El Municipio Sucre del Estado Miranda, consta de 153.424 viviendas, de las cuales 134.346 estan

ocupadas, y de ellas 134.207 son de uso familiar, y 546.766 personas.
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Se trabajaron dos tablas, sobre las cuales se calcularon los valores poblacionales, los Errores
Cuadraticos Medios, Errores Estandar y Coeficientes de Variacion poblacionales, para los
estimadores Directo, de Razon, de Regresion Lineal Simple y de Regresion Lineal Multiple (con 3

variables auxiliares), asumiendo una muestra aleatoria simple del 20% de las viviendas.

Las tablas trabajadas son las siguientes,

Tabla 33- Total de Personas por Situacion en la Fuerza de Trabajo y Nivel Educativo Alcanzado, segin Sexo y Grupos de Edad

(maqueta)

Sexoy Total Ocupado |Desocupado| BTPPV | Estudiando | Pens/Jub

Otra

Bach/
Grupos de Edad | Total | Prim | TM | Prof | Otro | Ning | Total |...| Total |...| Total |...| Total |...| Total

Total

Total

0 a4 afios

5 a9 afos
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Hombres

Mujeres

Se puede observar que Situacion en la Fuerza de Trabajo, estd desagregado en 6 categorias,
Ocupado, Desocupado, Buscando Trabajo por Primera Vez (BTPPV), Estudiando, Pensionado o
Jubilado y Otra (que incluye No Declarado), y Nivel Educativo Alcanzado desagregado en 5
categorias, que son Primaria, Bachillerato/Educaciéon Media/Técnico Medio (Bach/TM),
Profesional (incluye Universitario y Técnico Superior), Otro (incluye No Aplica y No Declarado) y
Ninguno. Cabe destacar que se agregd “No Declarado”, y “No Aplica” y “No Declarado” a las
categorias “Otro” y “Otra” de Situacion en la Fuerza de Trabajo y Nivel Educativo Alcanzado
respectivamente, para simplificar el cuadro, debido a que se desea hacer una prueba de los

estimadores y no un analisis del comportamiento de las variables y perfiles de la poblacion.
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Esta tabla estd compuesta por variables categoricas, incluso la edad, que siendo numérica aqui esta

categorizada. La otra tabla trabajada, sustituye la variable “Situacion en la Fuerza de Trabajo” por

“Ingreso”, y resulta de la forma siguiente,

Tabla 34 - Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso

Declarado, por Nivel Educativo Alcanzado, segin Sexo y Grupos de Edad (maqueta)

Sexoy

Grupos de Edad

Total

Total Personas con
Ingreso Declarado

Ingreso Promedio por
Persona con Ingreso

Declarado

Total

Prim.

Bach/TM

Prof.

Otro

Ning.

Total

Total

Total

0 a4 afios
5a9 afios
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Hombres

Mujeres

Tal como se comentd anteriormente, se supone una muestra aleatoria simple del 20% de las

viviendas ocupadas, que representan unas 26.869 viviendas. De manera que las variables

La primera tabla tiene 1.386 celdas y la segunda 594, incluyendo los totales, y cada una de las

celdas representa una estimacion, por lo tanto, se calcularan los Errores Cuadraticos Medio, Errores

Estdndar y Coeficientes de Variacion para cada celda, sin embargo, al utilizar los estimadores

indirectos, algunas variables fungiran como auxiliares, donde las candidatas son “Sexo”, “Grupos
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de Edad” y “Nivel Educativo Alcanzado”, siendo siempre “Situacion en la Fuerza de Trabajo”,

variable a estimar.

Las variables deben definirse como,

y1i = Total de personas ocupadas en la vivienda i-ésima

y2i = Total de personas desocupadas en la vivienda i-ésima

ysi = Total de personas buscando trabajo por primera vez en la vivienda i-ésima
y4i = Total de personas estudiando en la vivienda i-ésima

ysi = Total de personas pensionadas o jubiladas en la vivienda i-ésima

yei = Total de personas en otra condicién de la fuerza de trabajo en la vivienda i-ésima

y7i = Ingreso total de las personas de la vivienda i-ésima

x1i = Total de personas de sexo masculino en la vivienda i-ésima

x1i = Total de personas de sexo femenino en la vivienda i-ésima

z1; = Total de personas entre 0 y 4 afios en la vivienda i-ésima

Z,i = Total de personas entre 5y 9 afios en la vivienda i-ésima

z3 = Total de personas entre 10 y 14 afios en la vivienda i-ésima
Z4i = Total de personas entre 15 a 19 afios en la vivienda i-ésima
Zsi = Total de personas entre 20 y 24 afios en la vivienda i-ésima
Zei = Total de personas entre 25y 29 afios en la vivienda i-ésima
Z7i = Total de personas entre 30 y 39 afios en la vivienda i-ésima
Zsi = Total de personas entre 40 y 49 afios en la vivienda i-ésima
Zoi = Total de personas entre 50 y 59 afios en la vivienda i-ésima

Z10i = Total de personas de 60 afios 0 mé&s en la vivienda i-ésima

t1i = Total de personas con Nivel Educativo Alcanzado de Primaria en la vivienda i-ésima
t1i = Total de personas con Nivel Educativo Alcanzado de Bachillerato o Técnico Medio en la

vivienda i-ésima
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t1i = Total de personas con Nivel Educativo Alcanzado de Profesional en la vivienda i-ésima

t1i = Total de personas con Otro Nivel Educativo Alcanzado en la vivienda i-ésima

t1i = Total de personas con Ningun Nivel Educativo Alcanzado en la vivienda i-ésima

Como se menciond, se trabajardn 4 estimadores, Directo, Razén, Regresion Lineal Simpe y

Regresion Lineal Multiple con 3 variables auxiliares. Cabe destacar que los estimadores de

regresion lineal, tanto simpe como mdltiple, se trabajardn con el valor de los coeficientes b que

minimizan la varianza. Para los estimadores de Razén y Regresion Lineal Simple, debe

seleccionarse una variable auxiliar entre “Sexo”, “Grupos de Edad” y Nivel Educativo Alcanzado”,

para el de Regresion Lineal Multiple seran las tres. Para determinar las variables auxiliares, se

calcularon los Coeficientes de Correlacidn de Pearson, que se muestran a continuacion,

Tabla 35 - Coeficientes de Correlacion entre Sexo y Situacion en la Fuerza de Trabajo, y entre Sexo e Ingresos

Situacion en la Fuerza de Trabajo

Pensionado
Sexo Ocupado Desocupado BTPPV Estudiando | o Jubilado Otra Ingresos
Hombres 0,4764 0,1026 0,0266 0,3210 0,1243 0,3202 0,0655
Mujeres 0,3723 0,0858 0,3518 0,3677 0,2309 0,3518 0,0497

Tabla 36 - Coeficientes de Correlacion entre Grupos de Edad y Situacion en la Fuerza de Trabajo, y entre Grupos de Edad e

Ingresos
Grupos de Situacion en la Fuerza de Trabajo
Pensionado
Edad Ocupado | Desocupado BTPPV Estudiando | o Jubilado Otra Ingresos
0 a4 afios 0,1060 0,0044 0,0029 -0,0335 -0,0472 0,1759 -0,0491
5a9 afios 0,0771 0,0077 0,0009 0,0682 -0,0526 0,1110 -0,0612
10 a 14 afios 0,0735 0,0086 0,0047 0,6973 -0,0430 0,1194 -0,0555
15 a 19 afios 0,2593 0,0414 0,0354 0,4551 -0,0138 0,1863 -0,0026
20 a 24 afios 0,3586 0,0681 0,0299 0,0832 -0,0070 0,1846 0,0354
25 a 29 afos 0,2720 0,0499 0,0094 -0,0919 -0,0022 0,1016 0,0547
30 a 39 afios 0,2147 0,0411 -0,0020 0,0716 0,0132 0,0752 0,0745
40 a 49 afios 0,2181 0,0538 0,0106 0,2439 0,0312 0,0847 0,0968
50 a 59 afios 0,1870 0,0591 0,0102 0,0426 0,0923 0,1226 0,1045
60 6 més afios -0,0062 0,0415 -0,0024 -0,0854 0,6756 0,1853 0,0415
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Tabla 37 - Coeficientes de Correlacion entre Nivel Educativo Alcanzado y Situacion en la Fuerza de Trabajo, y entre Nivel
Educativo Alcanzado e Ingresos

Nivel Educativo Situacion en la Fuerza de Trabajo
Pensionado
Alcanzado Ocupado | Desocupado BTPPV Estudiando | o Jubilado Otra Ingresos

Primaria 0,3277 0,0795 0,0258 0,4245 0,0304 0,3685 -0,1570
Bach/Téc. Med 0,3037 0,0424 0,0137 0,1743 0,0433 0,1121 0,0624
Profesional 0,1984 0,0404 0,0001 0,0868 0,0740 -0,0902 0,4530
Otro 0,1161 0,0331 0,0037 -0,0213 0,2823 0,1740 -0,0363
Ninguno 0,0415 0,0247 0,0084 0,0001 0,0729 0,2217 -0,0684

Al analizar los coeficientes de correlacion, se observa que no existen altas correlaciones, ni
positivas ni negativas, y no hay una variable que consistentemente tenga mayor correlacion con
“Situacion en la Fuerza de Trabajo” que las otras. Por tal motivo, se tomaron las tres variables

auxiliares, de forma separada, de manera que se tienen los siguientes estimadores,
- Estimador Directo
- Estimador de Razén (variable auxiliar “Sexo”)
- Estimador de Razén (variable auxiliar “Grupos de Edad”)
- Estimador de Razoén (variable auxiliar “Nivel Educativo Alcanzado”)
- Estimador de Regresion Lineal Simple (variable auxiliar “Sexo”)
- Estimador de Regresion Lineal Simple (variable auxiliar “Grupos de Edad”)
- Estimador de Regresion Lineal Simple (variable auxiliar “Nivel Educativo Alcanzado™)
- Estimador de Regresion Lineal Simple (variable auxiliar “Nivel Educativo Alcanzado™)

- Estimador de Regresion Lineal Multiple (variables auxiliares “Sexo”, “Grupos de Edad”,

“Nivel Educativo Alcanzado”)

Como complemento, en las tablas 38 a 40 se tienen los coeficientes de correlacion entre las

variables auxiliares, y en la tabla 41entre las variables a estimar.



Tabla 38 - Coeficientes de Correlacion entre Sexo
y Grupos de Edad

Grupos de Sexo
Edad Hombres Mujeres
0 a4 afios 0,4035 0,4099
5a9afios 0,3877 0,3899
10 a 14 afios 0,3347 0,3517
15 a 19 afios 0,3507 0,3117
20 a 24 afios 0,3040 0,2686
25 a 29 afios 0,2163 0,1867
30 a 39 afios 0,2529 0,2160
40 a 49 afios 0,2073 0,1813
50 a 59 afios 0,1016 0,0948
60 6 més afios 0,0591 0,2017

Tabla 39 - Coeficientes de Correlacion entre Sexo
y Nivel Educativo Alcanzado

Grupos de Sexo
Edad Hombres Mujeres
Primaria 0,5917 0,5238
Bach / Téc Med 0,2218 0,2335
Profesional -0,0122 0,0679
Otro 0,4664 0,5049
Ninguno 0,1851 0,1779
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Tabla 40 - Coeficientes de Correlacion entre Nivel Educativo Alcanzado y Grupos de Edad

Grupos de Nivel Educativo Alcanzado
Edad Primaria Bach/TM Prof Otro Ninguno
0 a4 afios 0,2160 0,0175 -0,1249 0,7732 0,1068
5a9 afios 0,4217 -0,0094 -0,1429 0,3945 0,1837
10 a 14 afios 0,5415 0,0146 -0,1304 0,0844 0,0888
15 a 19 afios 0,3747 0,2448 -0,0406 0,0570 0,0637
20 a 24 afios 0,1880 0,2273 0,0678 0,2515 0,0453
25 a 29 afios 0,0909 0,1127 0,0812 0,1969 0,0295
30 a 39 afios 0,2143 0,0393 0,0334 0,1839 0,0389
40 a 49 afios 0,1935 0,1472 0,0376 -0,0111 0,0266
50 a 59 afios 0,0245 0,1062 0,1917 -0,0654 0,0345
60 6 mas afios 0,0128 0,0502 0,1234 0,1196 0,1098

216
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Tabla 41 - Coeficientes de Correlacion entre Situacion en la Fuerza de Trabajo e

Ingresos
Situacion en la Fuerza de Trabajo
Pensionado
Ocupado Desocupado BTPPV Estudiando | o Jubilado Otra
0,2788 0,0112 -0,0055 0,0152 0,0030 -0,1007

En el Apéndice se tienen los Coeficientes de Variacion (no se muestran los Errores Cuadraticos
Medio ni los Errores Estandar). Como ayuda en el analisis, se jerarquizaron los coeficientes de
variacién, de menor a mayor, en cada celda, y a continuacion en las tablas 42 a 57, se muestran la
posicién que ocuparon en dicha jerarquizacién o ranking, tanto para la estimacion del total de
personas, como de los ingresos promedio, donde “1” es el estimador que tiene menor Coeficiente de

Variacion, y “8” el que tiene el mayor.
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Tabla 47 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas por Situacion en la Fuerza de Trabajo y Nivel Educativo Alcanzado, segin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresion Lineal Simple (va: Grupos de Edad)
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Tabla 48 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas por Situacion en la Fuerza de Trabajo y Nivel Educativo Alcanzado, segtn Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresion Lineal Simple (va: Nivel Educativo Alcanzado)
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Tabla 50 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador Directo

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado | Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total [PrimariaBach/TM Prof [ Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno|
[Total 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
0 a 4 afios 8 - - - 8 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 8 8 - - 8 8 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 7 7 7 - 8 8 7 7 8 - 8 8 8 8 8 - 8 8
15 a 19 afios 7 7 7 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
20 a 24 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
25 a 29 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
30 a 39 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
40 a 49 afios 8 8 7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
50 a 59 afios 7 8 7 7 8 8 6 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
60 6 més afios 7 6 7 7 8 8 6 6 7 7 8 8 8 8 7 7 8 8
Hombres 8 8 7 8 8 7 8 8
0 a 4 afios 8 - - - 8 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 8 8 - - 8 8 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 7 7 7 - 8 8 7 7 8 - 8 8 8 8 8 - 8 8
15 a 19 afios 7 7 7 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
20 a 24 afos 8 8 8 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
25 a 29 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
30 a 39 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 7 8 8
40 a 49 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
50 a 59 afios 8 8 7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
60 6 més afios 7 6 7 7 8 8 6 6 7 7 8 8 8 8 7 7 8 8
Mujeres 8 8 7 8 8 7 8 8
0 a 4 afios 8 - - - 8 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 8 8 - - 8 8 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 7 7 7 - 8 8 7 7 8 - 8 8 8 8 8 - 8 8
15 a 19 afios 7 7 7 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
20 a 24 afos 8 8 8 7 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
25 a 29 afios 8 8 8 8 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
30 a 39 afios 8 8 8 7 8 8 7 7 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8
40 a 49 afios 8 8 7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
50 a 59 afios 7 7 7 7 8 8 6 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
60 6 més afios 7 6 7 7 8 8 6 6 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8

Tabla 51 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Sexo)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado ] Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total |Primaria}3ach/'|’l\/1 Prof | Otro |Ninguno| Total |Primariabach/TN| Prof I Otro |Ningun0| Total IPrimariaBach/TM Prof | Otro INingun0|
Total 7 6 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
0a 4 afios 7 - - - 7 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 7 5 - - 7 7 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 5 5 5 - 7 7 6 6 5 - 7 7 7 7 7 - 7 7
15 a 19 afios 6 6 5 5 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
20 a 24 afios 7 7 7 6 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
25a 29 afios 7 7 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
30 a 39 afios 7 7 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
40 a 49 afios 7 7 8 8 7 7 6 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
50 a 59 afios 8 7 8 8 7 7 7 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
60 6 més afios 8 7 8 8 7 7 7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 7 7
Hombres 7 6 8 7 7 6 6 8 7 7 7 7 7
0a 4 afios 7 - - - 7 - - - - - - - - -
5a 9 afios 7 5 - - 7 7 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 5 5 5 - 7 7 6 6 5 - 7 7 7 7 7 - 7 7
15 a 19 afios 6 6 5 5 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
20 a 24 afios 7 7 7 6 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
25a 29 afios 7 7 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
30 a 39 afios 7 7 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 8 7 7
40 a 49 afos 7 7 7 8 7 7 6 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
50 a 59 afios 7 7 8 8 7 7 6 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
60 6 més afios 8 8 8 8 7 7 7 7 8 8 7 7 7 7 8 8 7 7
Mujeres 7 6 8 7 7 6 6 8 7 7 7 7 7
0 a 4 afios 7 - - - 7 - - - - - - - - -
5a 9 afios 7 7 - - 7 7 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 5 5 5 - 7 7 5 5 7 - 7 7 6 6 7 - 7 7
15 a 19 afios 6 6 5 5 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
20 a 24 afios 7 7 7 6 7 7 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
25a 29 afios 7 7 7 7 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
30 a 39 afios 7 7 7 8 7 7 6 6 7 8 7 7 7 7 7 7 7 7
40 a 49 afos 7 7 8 8 7 7 6 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
50 a 59 afios 8 8 8 8 7 7 7 6 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7
60 6 més afios 8 7 8 8 7 7 7 7 8 8 6 7 7 7 7 7 7 7
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Tabla 52 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Grupos de Edad)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado | Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total [PrimariaBach/TM Prof [ Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno|
[Total 5 7 5 5 3 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 6 6 6
0 a 4 afios 3 - - - 3 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 3 3 - - 3 5 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 8 8 8 - 5 5 3 3 7 - 5 5 5 5 6 - 6 6
15 a 19 afios 8 8 8 8 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 6
20 a 24 afios 3 3 3 8 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 6
25 a 29 afios 3 3 3 3 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 5 6
30 a 39 afios 3 3 3 5 5 5 3 3 3 4 5 5 5 5 5 6 6 6
40 a 49 afios 3 3 3 5 5 5 3 3 3 4 5 5 5 5 5 6 6 6
50 a 59 afios 3 3 3 4 3 5 3 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6
60 6 més afios 3 3 3 3 3 5 4 3 5 5 5 5 5 5 4 4 5 6
Hombres 5 7 3 5 3 5 5 5 6
0 a 4 afios 3 - - - 3 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 3 3 - - 3 5 - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 8 8 8 - 5 5 3 3 7 - 5 5 5 5 6 - 6 6
15 a 19 afios 8 8 8 8 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 6
20 a 24 afos 3 3 3 8 5 5 3 3 3 3 4 5 5 5 5 5 6 6
25 a 29 afios 3 3 3 3 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 5 6
30 a 39 afios 3 3 3 5 5 5 3 3 3 4 5 5 5 5 5 5 6 6
40 a 49 afios 3 3 3 3 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 6 6 6
50 a 59 afios 3 3 3 3 3 5 3 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6
60 6 més afios 3 3 3 3 3 5 4 3 5 5 5 5 5 5 4 5 5 6
Mujeres 5 7 3 5 3 5 6 5 6
0 a 4 afios 3 - - - 3 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 3 3 - - 3 5 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 8 8 8 - 5 5 4 4 5 - 3 5 5 5 5 - 4 5
15 a 19 afios 8 8 8 8 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 6
20 a 24 afos 3 3 3 8 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 6
25 a 29 afios 3 3 3 3 5 5 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6 5
30 a 39 afios 3 3 3 5 5 5 3 3 3 4 5 5 6 5 6 6 6 6
40 a 49 afios 3 3 5 5 5 5 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6
50 a 59 afios 3 3 3 5 3 5 3 3 3 3 3 5 5 5 5 5 5 6
60 6 més afios 3 3 3 3 3 5 4 3 3 5 8 5 5 5 4 4 5 6

Tabla 53 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Nivel Educativo Alcanzado)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado ] Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total |Primaria}3ach/'|’l\/1 Prof | Otro |Ninguno| Total |Primariabach/TN| Prof I Otro |Ningun0| Total IPrimariaBach/TM Prof | Otro INingun0|
Total 4 4 4 3 5 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 5 5 5
0a 4 afios 5 - - - 5 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 5 7 - - 5 3 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 3 3 3 - 3 3 8 8 4 - 3 3 6 6 5 - 5 5
15 a 19 afios 3 4 3 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 5
20 a 24 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 5
25a 29 afios 5 5 5 5 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 6 4
30 a 39 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 5 5 4
40 a 49 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 5 5 5
50 a 59 afios 5 5 5 5 5 3 8 8 5 5 5 3 6 6 6 6 6 5
60 6 més afios 5 8 5 5 5 3 8 8 4 3 3 3 6 6 5 6 6 5
Hombres 4 4 3 5 3 8 8 3 3 6 6 6 5
0a 4 afios 5 - - - 5 - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 5 7 - - 5 3 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 3 3 3 - 3 3 8 8 4 - 3 3 6 6 5 - 5 4
15 a 19 afios 3 4 3 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 5
20 a 24 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 5 3 6 6 6 6 5 5
25a 29 afios 5 5 5 5 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 6 5
30 a 39 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 4 5 4
40 a 49 afios 5 5 5 5 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 5 5 5
50 a 59 afios 5 5 5 5 5 3 8 8 5 5 5 3 6 6 6 6 6 5
60 6 més afios 5 7 5 5 5 3 8 8 4 3 3 3 6 6 5 6 6 5
Mujeres 4 4 3 5 3 8 8 3 3 6 6 5
0 a 4 afios 5 - - - 5 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 5 6 - - 5 3 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 3 4 3 - 3 3 8 8 3 - 5 3 7 7 6 - 5 4
15 a 19 afios 3 4 3 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 4
20 a 24 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 5
25a 29 afios 5 5 5 5 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 6 5 4
30 a 39 afios 5 5 5 3 3 3 8 8 5 5 3 3 5 6 5 5 5 4
40 a 49 afios 5 5 3 3 3 3 8 8 5 5 3 3 6 6 6 5 5 5
50 a 59 afios 5 5 5 3 5 3 8 8 5 5 5 3 6 6 6 6 6 5
60 6 més afios 5 8 5 5 5 3 8 8 5 3 4 3 6 6 5 5 6 5
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Tabla 54 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Simple (va: Sexo)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado | Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total [PrimariaBach/TM Prof [ Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno|
[Total 6 5 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
0 a 4 afios 6 - - - 6 - - - - - - - - - - R -
5a 9 afios 6 4 - - 6 6 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 4 4 4 - 6 6 5 5 2 - 6 6 4 4 3 - 4 3
15 a 19 afios 5 5 4 4 6 6 4 4 6 6 6 6 3 3 4 4 4 4
20 a 24 afios 6 6 6 5 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
25 a 29 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 5
30 a 39 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 5
40 a 49 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
50 a 59 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
60 6 més afios 6 5 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 6 5 4 4
Hombres 6 5 6 6 6 5 6 6 4 4
0 a 4 afios 6 - - - 6 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 6 4 - - 6 6 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 4 4 4 - 6 6 5 5 2 - 6 6 4 4 2 - 4 3
15 a 19 afios 5 5 4 4 6 6 4 4 6 6 6 6 3 3 4 4 4 4
20 a 24 afos 6 6 6 5 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
25 a 29 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
30 a 39 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 6 4 5
40 a 49 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
50 a 59 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
60 6 més afios 6 5 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 6 4 4 4
Mujeres 6 5 6 6 6 5 6 6 4 4 4
0 a 4 afios 6 - - - 6 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 6 4 - - 6 6 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 4 3 4 - 6 6 2 2 6 - 6 6 3 3 4 - 6 6
15 a 19 afios 5 5 4 4 6 6 5 4 6 6 6 6 4 4 4 4 4 5
20 a 24 afos 6 6 6 5 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
25 a 29 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 6
30 a 39 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 5
40 a 49 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
50 a 59 afios 6 6 6 6 6 6 5 5 6 6 6 6 4 4 4 4 4 4
60 6 més afios 6 5 6 6 6 6 5 5 6 6 5 6 4 4 6 6 4 4

Tabla 55 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Simple (va: Grupos de Edad)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado ] Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total |Primaria}3ach/'|’l\/1 Prof | Otro |Ninguno| Total |PrimariaBach/TN| Prof I Otro |Ningun0| Total IPrimariaBach/TM Prof | Otro INingun0|
Total 2 2 2 4 2 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 3 3 3
0a 4 afios 2 - - - 2 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 2 2 - - 2 4 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 6 6 6 - 4 4 2 2 6 - 4 4 2 2 4 - 3 4
15 a 19 afios 4 2 6 6 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 3 3
20 a 24 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 3 3 3
25a 29 afios 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 3
30 a 39 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 4 4 2 2 2 3 3 3
40 a 49 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 3 3 3
50 a 59 afios 2 2 2 3 2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 3 2 3
60 6 més afios 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 3 3
Hombres 2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2 3 3 3
0a 4 afios 2 - - - 2 - - - - - - - - - -
5a 9 afios 2 2 - - 2 4 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 6 6 6 - 4 4 2 2 6 - 4 4 2 2 4 - 3 5
15 a 19 afios 4 2 6 6 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 3 3
20 a 24 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 3 4 2 2 2 2 3 3
25a 29 afios 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 3
30 a 39 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 4 4 2 2 2 3 3 3
40 a 49 afios 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 3 3
50 a 59 afios 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 3 2 3
60 6 més afios 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 3 3
Mujeres 2 2 2 4 2 4 2 2 2 2 4 2 2 2 3 3 3
0 a 4 afios 2 - - - 2 - - - - - - - - - -
5a 9 afios 2 2 - - 2 4 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 6 6 6 - 4 4 3 3 4 - 2 4 2 2 3 - 2 3
15 a 19 afios 4 2 6 6 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 3 3
20 a 24 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 3 3 3
25a 29 afios 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 3
30 a 39 afios 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 4 4 3 2 2 3 3 3
40 a 49 afios 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 4 4 2 2 3 3 3 3
50 a 59 afios 2 2 2 4 2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 3
60 6 més afios 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4 3 4 2 2 2 3 3 3
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Tabla 56 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Simple (va: Nivel Educativo Alcanzado)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado | Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total [PrimariaBach/TM Prof [ Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno| Total [PrimariaBach/TM Prof | Otro [Ninguno|
[Total 3 3 3 2 4 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 2 2 2
0a 4 afios 4 - - - 4 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 4 6 - - 4 2 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 2 2 2 - 2 2 4 4 3 - 2 2 3 3 2 - 2 2
15 a 19 afios 2 3 2 2 2 2 5 5 4 4 2 2 4 4 3 3 2 2
20 a 24 afios 4 4 4 2 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 2 2 2
25 a 29 afios 4 4 4 4 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 3 3 2
30 a 39 afios 4 4 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 3 3 2 2 2
40 a 49 afios 4 4 4 2 2 2 4 4 4 3 2 2 3 3 3 2 2 2
50 a 59 afios 4 4 4 2 4 2 4 4 4 4 4 2 3 3 3 2 3 2
60 6 més afios 4 4 4 4 4 2 3 4 3 2 2 2 3 3 3 2 2 2
Hombres 3 3 2 4 2 4 4 2 2 3 2 2
0 a 4 afios 4 - - - 4 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 4 6 - - 4 2 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 2 2 2 - 2 2 4 4 3 - 2 2 3 3 3 - 2 2
15 a 19 afios 2 3 2 2 2 2 5 5 4 4 2 2 4 4 3 3 2 2
20 a 24 afos 4 4 4 2 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 3 2 2
25 a 29 afios 4 4 4 4 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 3 3 2
30 a 39 afios 4 4 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2 3 3 3 2 2 2
40 a 49 afios 4 4 4 4 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 3 2 2
50 a 59 afios 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 2 3 3 3 2 3 2
60 6 més afios 4 4 4 4 4 2 3 4 3 2 2 2 3 3 3 2 2 2
Mujeres 3 3 4 2 4 4 2 2 3 2
0 a 4 afios 4 - - - 4 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 4 5 - - 4 2 - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 2 2 2 - 2 2 6 6 2 - 4 2 4 4 2 - 3 2
15 a 19 afios 2 3 2 2 2 2 4 5 4 4 2 2 3 3 3 3 2 2
20 a 24 afos 4 4 4 2 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 2 2 2
25 a 29 afios 4 4 4 4 2 2 4 4 4 4 2 2 3 3 3 3 3 2
30 a 39 afios 4 4 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 3 3 2 2 2
40 a 49 afios 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 3 3 2 2 2 2
50 a 59 afios 4 4 4 2 4 2 4 4 4 4 4 2 3 3 3 3 3 2
60 6 més afios 4 4 4 4 4 2 3 4 4 2 2 2 3 3 3 2 2 2

Tabla 57 - Posicion en Ranking de Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Multiple (va: Sexo, Grupos de Edad, Nivel Educativo Alcanzado)

TOTAL | Total Personas con Ingreso Declarado ] Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
| Total |Primaria}3ach/'|’l\/1 Prof | Otro |Ninguno| Total |PrimariaBach/TN| Prof I Otro |Ningun0| Total IPrimariaBach/TM Prof | Otro INingun0|
Total 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0a 4 afios 1 - - - 1 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 1 1 - - 1 1 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1
15 a 19 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 a 24 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25a 29 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
30 a 39 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 a 49 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50 a 59 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
60 6 més afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Hombres 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0a 4 afios 1 - - 1 - - - - - -
5a 9 afios 1 1 - - 1 1 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1
15 a 19 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 a 24 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25a 29 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
30 a 39 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 a 49 afos 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50 a 59 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
60 6 més afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Mujeres 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 a 4 afios 1 - - 1 - - - - - -
5a 9 afios 1 1 - - 1 1 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - 1 1
15 a 19 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 a 24 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25a 29 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
30 a 39 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 a 49 afos 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50 a 59 afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
60 6 més afios 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Se puede notar que el estimador de regresion lineal multiple siempre ocupa el primer lugar, es decir,
es el més preciso, el que tiene menor coeficiente de variacion, tanto para estimar el total de
personas, como el ingreso promedio. En el lado opuesto, el estimador directo es el menos preciso,
aunque no en todas las celdas. Para visualizar mejor, se presentan las tablas resumen, donde se
tienen el total de veces que cada estimador ocupan cada posicion en el ranking, para cada una de las
1.386 celdas para el estimador del total de personas, y de las 594 celdas para el estimador del
ingreso promedio.

Tabla 58 - Total de veces que cada estimador ocupa cada una de las posiciones en el ranking para estimar el Total de Personas
por Situacion en la Fuerza de Trabajo v Nivel Educativo Alcanzado, seqdn Sexo v Grupos de Edad

Regr. Regr. Regr.
Posicién Lineal Lineal Lineal Regr.
enel Razdn Razén Razén Simple Simple Simple Lineal Total Total de
Ranking Directo (Sexo) (Edad) (NEA) (Sexo) (Edad) (NEA) | Mdltiple |Posiciones| Celdas
Total 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386 1.386
- 296 296 296 296 296 296 296 296 296 206
1 0 0 0 0 0 0 0 1.090 1.090 1.090
2 0 0 0 0 8 473 609 0 1.090 1.090
3 0 3 453 590 10 10 24 0 1.090 1.090
4 0 5 14 22 307 303 439 0 1.090 1.090
5 3 255 255 427 85 56 9 0 1.090 1.090
6 94 42 7 10 680 248 9 0 1.090 1.090
7 425 632 9 24 0 0 0 0 1.090 1.090
8 568 153 352 17 0 0 0 0 1.090 1.090

Tabla 59 - Total de veces que cada estimador ocupa cada una de las posiciones en el ranking para estimar el Total de Personas,
Total de Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado, por Nivel Educativo
Alcanzado, seglin Sexo y Grupos de Edad

Regr. Regr. Regr.
Lineal Lineal Lineal Regr.
Posicion en Razén Razén Razon Simple Simple Simple Lineal Total Total de
el Ranking Directo (Sexo) (Edad) (NEA) (Sexo) (Edad) (NEA) | Multiple |Posiciones| Celdas
Total 594 594 594 594 594 594 594 594 594 594
- 99 99 99 99 99 99 99 99 99 99
1 0 0 0 0 0 0 0 495 495 495
2 0 0 0 0 5 285 205 0 495 495
3 0 0 174 130 10 73 108 0 495 495
4 0 0 20 27 157 119 172 0 495 495
5 0 21 215 183 69 1 6 0 495 495
6 11 59 56 94 254 17 4 0 495 495
7 134 351 5 5 0 0 0 0 495 495
8 350 64 25 56 0 0 0 0 495 495
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Se puede observar que algunas celdas no tienen posicion, ya que son celdas cuyo valor poblacional
es cero, y por lo tanto no se calcula el coeficiente de variacion del estimador, éstas son 295 y 99
celdas para cada caso. Por otra parte, tanto en la Tabla 53 como en la Tabla 54 coinciden los valores
del “Total de Posiciones” con el “Total de Celdas”, si no coincidieran es porque habria empates, es
decir, gque el coeficiente de variacion es igual para dos 0 mas estimadores, y en consecuencia

ocupan la misma posicién, que en este caso no hay.

En las Tablas 55 y 56 se tienen los porcentajes que cada estimador ocupd en cada posicion,

eliminando las celdas que tienen “-, cuya poblacion es cero.

Tabla 60 - Porcentaje que ocupa cada estimador en cada una de las posiciones en el ranking para estimar el Total de
Personas por Situacion en la Fuerza de Trabajo v Nivel Educativo Alcanzado, seqdn Sexo v Grupos de Edad

Regr. Regr. Regr.
Posicién Lineal Lineal Lineal Regr.
enel Razdn Razén Razén Simple Simple Simple Lineal Total
Ranking Directo (Sexo) (Edad) (NEA) (Sexo) (Edad) (NEA) | Mdltiple |Posiciones
Total 100,090  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%
1 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% | 100,0%| 100,0%

0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,7% 43,4% 55,9% 0,0% | 100,0%
0,0% 0,3% 41,6% 54,1% 0,9% 0,9% 2,2% 0,0% | 100,0%
0,0% 0,5% 1,3% 2,0% 28,2% 27,8% 40,3% 0,0% | 100,0%
0,3% 23,4% 23,4% 39,2% 7,8% 5,1% 0,8% 0,0% | 100,0%
8,6% 3,9% 0,6% 0,9% 62,4% 22,8% 0,8% 0,0% | 100,0%
39,0% 58,0% 0,8% 2,2% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% | 100,0%
52,1% 14,0% 32,3% 1,6% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% | 100,0%
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Tabla 61 - Porcentaje que ocupa cada estimador en cada una de las posiciones en el ranking para estimar el Total de
Personas Total de Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segun Sexo y Grupos de Edad

Regr. Regr. Regr.
Lineal Lineal Lineal Regr.
Posicion en Razén Razén Razon Simple Simple Simple Lineal Total
el Ranking Directo (Sexo) (Edad) (NEA) (Sexo) (Edad) (NEA) | Multiple [Posiciones
Total 100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%
1 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% [ 100,0% | 100,0%

0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 1,0% 57,6% 41,4% 0,0% | 100,0%
0,0% 0,0% 35,2% 26,3% 2,0% 14,7% 21,8% 0,0% | 100,0%
0,0% 0,0% 4,0% 5,5% 31,7% 24,0% 34,7% 0,0% | 100,0%
0,0% 4,2% 43,4% 37,0% 13,9% 0,2% 1,2% 0,0% | 100,0%
2,2% 11,9% 11,3% 19,0% 51,3% 3,4% 0,8% 0,0% | 100,0%
27,1% 70,9% 1,0% 1,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% | 100,0%
70,7% 12,9% 5,1% 11,3% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% | 100,0%
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Estan sombreadas las celdas donde se concentra el mayor porcentaje de cada estimador, desde méas
oscuro a mas claro, y se puede observar que en ambas tablas, el estimador de regresion lineal
multiple ocupa el 100% de la 1ra posicién, siendo en ambos casos el mejor estimador, el segundo y
tercer estimador en precision esta entre el estimador de regresién simple utilizando como variable
auxiliar “Nivel Educativo Alcanzado” y “Grupos de Edad”, para estimar el total de personas, es
mejor el primero y para estimar el ingreso es mejor el segundo, pero estan muy cerca, algo similar
ocurre entre el cuarto y quinto estimador en precision, entre los estimadores de razén, con las
mismas variables auxiliares, y en el mismo orden. El sexto estimador en precision seria el estimador
de regresion lineal simple con “Sexo” como variable auxiliar, luego el estimador de razon,
igualmente, con “Sexo” como variable auxiliar, y por ultimo el estimador directo. Aunque es de
hacer notar que en la mayoria de los casos, las diferencias en precision no son grandes. Lo

importante es que siempre resulta mejor el estimador de regresion lineal multiple.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se propone y formula el estimador de regresion lineal maltiple, siendo un
planteamiento inédito, igualmente se desarrolla su esperanza, sesgo, varianza y error cuadratico
medio, y se determinan los valores de los coeficientes que minimizan su varianza; ademas, se
comprueba la factibilidad de su uso, tanto en estudios pequefios como en encuestas, al aplicarlo a la
data del Municipio Sucre del Estado Miranda, del XIII Censo General de Poblacion y Vivienda de
Venezuela, llevado a cabo en 2001, conformada por 134.207 viviendas de uso familiar y 546.766

personas.

También se demuestra que todos los estimadores conocidos -directo, de razon, de regresion lineal
simple -con 1 variable auxiliar-, de razon regresién y regresion-razon- son casos particulares del

estimador de regresién lineal maltiple.

Por otra parte, al utilizar los coeficientes b, by, ... , b« que minimizan la varianza , se comprueba
que el estimador es mas preciso que los anteriores, y que al afiadir una nueva variable auxiliar, se

reduce la varianza, siempre y cuando se cumplan las siguientes condiciones,

1 variable auxiliar: n<N, s?2 >0

X

2 variables auxiliares: n<N , S? >0, S; >0, |p,[#1 , 1-p;, >0

3variables auxiliares: n<N , S? >0 , SZ >0 , S >0, [0, [#1, [0 [#1, [0 | %1
1= Pl = Paxs ~ P + 2Pr, P Pz, > 0

4 variables auxiliares: n<N, S? >0 , S >0, S >0, S; >0, |p,[#1 ,

2 2 2 2 2 2
1- ,Oxlx2 - px1x3 - px1x4 - pxzx3 - IOX2X4 - px:,,x4 +
+ 2Py 5, Proxs Proxs T 2Pxixs Proxa P T 2Pxixs Proxa Proxs + 2Pooxs Proxa Proxs +
2 2 2 2 2 2
+ pxlx2 :0x3><4 + 10X1X3 pxzx4 + px1x4 10X2X3 -

- 2px1x2 px1x3 pXZXA px3x4 - 2p><1><2 /0x1><4 :Oxzx3 px3x4 - 2p><1><3 p)<1><4 pxzx3 pxzx4 >0
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Con k variables auxiliares resulta complicado llegar a una expresion genérica, pero puede decirse
que las varianzas de las variables auxiliares deben ser estrictamente mayor que cero, y que los
coeficientes de correlacion entre variables auxiliares sean diferentes a 1 y -1. Luego, deben
calcularse las varianzas de los estimadores, y verificar si se reduce la varianza al incorporar nuevas

variables.

En los ejercicios trabajados, se va reduciendo la varianza del estimador al incluir nuevas variables
auxiliares, sin embargo, esto es s6lo un comienzo, se debe seguir trabajando para conocer, en mayor
profundidad, el comportamiento del estimador propuesto. Si bien el estimador permite incluir
muchas variables auxiliares, hay que considerar que éstas deben investigarse en la muestra y
disponer de los totales o promedios poblacionales, y que no se debe llenar la investigacion de

variables auxiliares que resten espacio o recursos a las variables a estimar.

El Estimador de Regresion Lineal Multiple tiene grandes ventajas en precision sobre los
estimadores directos y de razén, asi como sobre el estimador de regresiéon lineal simple, el de razén-
regresion y el de regresion-razon, y aunque las formulas de los estimadores, sobre todo, sus
varianzas se tornan complejas, son siempre manejables, ademas con el enfoque matricial, y con el
apoyo informatico se simplifica, ademas la ganancia en precision es apreciable. De cualquier modo,
en este sentido, es recomendable utilizar el enfoque matricial al trabajar con méas de 3 variables

auxiliares.

Es importante resaltar que, la aplicacién del estimador de regresion mdaltiple en investigaciones o
encuestas dependerd, en gran parte, del tamafio de la muestra, ya que, como es obvio, a medida que
éste aumenta, su almacenamiento, tratamientos y procedimientos se complican, un aspecto a
trabajar es la generacion de rutinas o procedimientos practicos que simplifiquen su aplicacion y
calculos en encuestas grandes, de manera de generar los factores de expansion y realizar las

estimaciones que permitan construir los tabulados, asi como el calculo de sus varianzas.
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Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado, por Nivel Educativo Alcanzado, segiin Sexo y Grupos de Edad
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Total

0a 4 afios
5a9afios
10 a 14 afios
15a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Hombres

0 a 4 afios
5a 9 afios
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Mujeres

0 a 4 afios
5a 9 afios
10 a 14 afios
15a 19 afios
20 a 24 afios
25a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

TOTAL ] Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado (miles de Bs) |

[ Total [Primaria[BachyTM| Prof [ Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM[ Prof [ Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof Otro [ Ninguno |
545.339 264.690 94.886 87.545 78.662 19.556| 200.511 93.728 48.387 49.156 4.599  4.641] 380 237 324 729 272 270
50.707 0 0 0 50.707 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
51.856 30.871 0 0 16619  4.366 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
49.408  46.758 703 0 1141 806 356 303 20 0 20 13 143 137 2711 0 135 87|
49.462 26.756 17.050 3.836  1.194 626| 9.616 5755  2.997 507 240 117 172 162 183 223 159 146
53.727 21.852 16.297 13.052 1.803 723 27.685 12.024 9.159 5.314 924 264 232 194 225 337 213 180
47607 19.634 12319 13438 1513 703| 30.226 12.332 8159  8.601 854 280 328 218 276 543 248 319
85.438 38739 19.533 23145 2241 1.780| 56.274 25041 13430 15636 1.291 876 409 235 335 761 315 380)
68.233 34111 13682 16.660 1516 2.264| 43.077 21.346 8.765 10.992 780 1194 453 257 402 901 301 302
44545 22,723 8172 10.307 840 2503 23.810 12136 4.289  5.980 347 1.058| 471 271 469 928 352 226
44356 23246 7.130 7.107 1.088 5785 9.467 4791 1568 2126 143 839 468 317 507 899 268 198
258.546 127.889 42.693 39.745 39.824  8.395| 113491 57.993 26.593 23.773 2480  2.652| 414 262 365 863 292 313
25.928 0 0 0 25928 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
26.381 15515 0 0 8520 2346 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
24.605 23.304 306 0 552 443 239 213 8 0 1 7] 150 144 383 0 144 75
23954 13931 7.460  1.647 534 382 5823 3941 1461 214 117 920 175 169 182 241 173 152
25399 11308 7.399 5455 848 389 15.831 8.060 4.908 2181 490 192 236 201 239 367 224 182
22.460 10.035 5697  5.601 760 367| 16.885 8.011 4494  3.705 482 193 334 235 308 591 254 318
40535 19.120 9.315 10.061  1.140 899| 31.656 15.387  7.566  7.459 715 529 441 260 377 889 346 415
30.941 15553 6.106  7.571 722 989 23124 12055 4.683 5.370 383 633 512 297 455 1.072 306 392
20.033 10.041 3462 5181 416 933 13648  7.143 2402  3.359 190 554] 538 311 535 1.077 410 264
18310 9.082 2948  4.229 404 1647 6.285 3183 1.071 1485 92 454 542 370 573 999 304 235
286.793 136.801 52.193 47.800 38.838 11.161| 87.020 35735 21.794 25383 2119  1.989 336 196 275 603 249 212
24.779 0 0 0 24779 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
25.475 15.356 0 0 8099 2020 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
24.803 23.454 397 0 589 363] 117 90 12 0 9 6] 127 120 195 0 125 102
25508 12.825 9590  2.189 660 244 3793 1814 1536 293 123 27 167 148 184 209 147 124
28.328 10.544  8.898  7.597 955 334 11.854 3964 4251 3133 434 72 227 180 209 315 202 176
25147 9599 6.622  7.837 753 336 13341 4321 3.665 4.896 372 87 321 187 237 508 241 320
44903 19.619 10.218 13.084 1.101 881 24618 9.654 5864 8177 576 347 369 195 281 644 277 326
37.292 18558  7.576  9.089 794 1275 19.953 9291 4.082 5.622 397 561 385 205 342 738 297 201
24512 12682 4710 5126 424 1570 10.162 4993 1.887 2621 157 504] 380 213 385 737 281 185
26.046 14164 4182  2.878 684 4138 3.182 1.608 497 641 51 385 320 212 362 668 203 153




Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

Coeficientes de Variacién de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador Directo
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| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado

Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado

| |
| Total [Primaria]BacthM] Prof [ Otro ]Ninguno] Total [Primaria]BacthM[ Prof [ Otro ]Ninguno[ Total |Primaria|Bach/TM|

Prof ] Otro [ Ninguno |
Total 00028 00039 00065 00068 00078 00146 | 00045 00066 00092 00091 00300 00297 | 000036 000080 0,00053 0,00054 0,00020 0,00027
0a 4 afios 0,0100 - - - 0,0100 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 0,0090 00117 - - 00159 0,0322 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 0,094 0,0097 0,0760 - 00622 00741 | 01139 01170 04470 - 04470 1,1607 | 0,00023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
15a 19 afios 00093 00127 00156 00329 00602 00828 | 00234 00319 00384 008% 01327 01910 | 000068 000115 000056 0,00019 000014  0,00015
20 a 24 afios 00089 00139 00160 00180 00485 00767 | 00125 00193 00216 00282 00680 01298 | 000069 000155 000112 000059 0,00034 0,00024
25 a 29 afios 00093 00144 00182 00176 00527 00757 | 00117 00183 00224 00222 00700 0,207 | 000063 000153 000107 0,00085 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00068 00101 00143 00132 00429 00480 | 00084 00125 00172 00161 00563 00683 | 000087 000203 000140 000125 0,00051 0,00055
40 a 49 afios 00076 00106 00170 00154 00517 00421 | 00095 00134 00212 00190 00722 00582 | 000080 000193 000112 000107 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00094 00131 00221 00198 00693 00400 | 00129 00179 00305 00258 01076 00616 | 000066 000146 000088 000097 0,00035 0,00051
60 6 més afios || 00095 00130 00238 00239 00612 00263 | 00205 00288 00506 00433 01671 00690 | 0,00056 000133 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00040 0,057 0,097 00101 00110 00224 | 00060 00085 00124 00130 00409 00397 | 000048 000100 000072 0,00075 0,00029 0,00037
0a 4 afios 0,0141 - - - 0,0141 - - - - - - - - - - - - -
5a 9afios 00126 0,0164 - - 00221  0,0439 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00134 00137 01153 - 00887 00998 | 01436 01407 0,7067 - 0,6027 2,0390 | 0,00030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15a 19 afios 00133 00176 00236 00502 00906 01067 | 00320 00409 00568 01384 01894 02198 | 000098 000146 000078 000031 000020 0,00017
20 a 24 afios 00130 00196 00237 00279 00709 01054 | 00168 00240 00297 00437 00941 01522 | 000098 000188 000161 0,00096 0,00052 0,00030
25a 29 afios 00136 00203 00269 00275 00749 01049 | 00157 00228 00302 00338 00937 01453 | 000088 000187 000150 0,00127 0,00048 0,00033
30 a 39 afios 00099 00144 00206 00200 00602 00679 | 00112 00160 00229 00232 00755 00882 | 000118 000253 0,0185 0,00178 0,00074 0,00071
40 a 49 afios 00112 00157 00254 00227 00750 00641 | 00130 00178 00290 00270 0,028 0,0805 | 000109 000253 00155 0,00148 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00140 00197 00339 00275 00982 00657 | 00169 00233 00408 00342 01449 00854 | 000084 000192 000117 000118 0,00051 0,00071
60 6 més afios || 00148 00209 00369 00307 00997 00494 | 00251 00353 00611 00516 02083 00939 | 000067 000160 000075 000080 000020 0,00072
Muijeres 0,038 00055 0,088 00093 00111 00192 | 00068 00105 00136 00127 00441 00450 | 000050 000089 000062 0,00083 0,00024 0,00026
0a 4 afios 0,0143 - - - 0,0143 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00129 0,0166 - - 00229 00474 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00133 00137 01010 - 00874 0,105 | 01848 02106 05770 - 06663 08161 | 000014 0,00020 0,00006 - 0,00005  0,00004
15a 19 afios 00129 00183 00207 00436 00804 01311 | 00332 00482 00520 01175 0,859 0,3847 | 000051 000080 000086 000032 000019  0,00009
20 a 24 afios 00121 00198 00216 00236 00665 01117 | 00188 00323 00315 00370 00982 02483 | 000068 000136 000130 0,00106 0,00037  0,00015
25a 29 afios 00127 00205 00247 00230 00741 01094 | 00176 00307 00333 00294 01054 02167 | 000094 000143 000113 000150 0,00042  0,00024
30 a 39 afios 00094 00141 00198 00175 00610 00679 | 00127 00202 00261 00223 00844 01081 | 000121 000212 000162 000186 0,00051 0,00055
40 a 49 afios 00102 00144 00229 00209 00713 00559 | 00140 00203 00312 00266 01014 00842 | 000105 000220 000137 000160 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00127 00175 00291 00284 00977 00505 | 00198 00281 00460 00392 01605 00891 | 000080 000146 000100 000134 0,00025 0,00062
60 6 més afios || 00124 00167 00312 00382 00775 00311 | 00356 00500 00904 00794 02799 01017 | 0,00044 000104 000053 0,00059 0,00013 0,00040

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,

por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Sexo)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM| Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00027 00038 00065 00068 00072 00146 | 00045 00065 00091 00091 00300 00297 [ 0,00036 000080 000053 0,00054 0,00020 0,00027
0 a 4 afios 0,0091 - - . 0,0091 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00087 00111 - - 00154  0,0319 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00089 00091 00759 - 00622 00740 | 0,1138 01169 04469 - 04470  1,1607 | 0,00023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00092 00125 00154 00328 00601 00827 | 00230 00313 00382 00895 01326 01909 [ 0,00068 000115 000056 000019 000014 0,00015
20 a 24 afios 00088 00137 00159 00180 00484 00766 | 00124 00188 00214 00282 00678 01297 [ 000069 000155 000112 0,00059 0,00034 0,00024
25a 29 afios 00092 00143 00181 00176 00527 00757 | 00116 00180 00223 00222 00699 01206 [ 0,00063 000153 000107 0,00085 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00068 00099 00142 00133 00428 00480 | 00084 00123 00172 00162 00562 00683 | 000087 000203 000140 000125 000051 0,00055
40 a 49 afios 00075 00105 00170 00155 00517 00421 | 00095 00133 00212 00191 00722 00582 | 000080 000193 000112 0,00107 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00094 00131 00221 00198 00693 00400 | 00129 00179 00305 00259 01075 00616 [ 0,00066 000146 000088 0,00097 000035 0,00051
60 6 més afios || 00095 00131 00239 00240 00612 00263 | 00206 00289 00507 00434 01671 00690 | 000056 000133 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00039 00055 00097 00101 00102 00224 | 00060 00084 00124 00131 00409 0,039 | 000048 000100 000072 0,00075 00029 0,00037
0a 4 afios 0,0127 - - - 0,0127 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00121 0,0156 - - 00214  0,0434 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00126 00129 01153 - 00886 0,099 | 01435 01406 0,7064 - 06027 2,0389 | 0,00030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00132 00173 00234 00501 00906 01067 | 00314 00400 00563 01384 01893 02197 [ 000098 000146 000078 0,00031 0,00020 0,00017
20 a 24 afios 00128 00192 00236 00279 00709 01054 | 00165 00233 00293 00437 00939 01521 [ 0,00098 000188 000161 0,00096 000052 0,00030
25a 29 afios 00135 00200 00268 00275 00749 01049 | 00156 00224 00301 00339 00935 01452 [ 0,00088 000187 000150 0,00127 0,00048 0,00033
30 a 39 afios 00098 00141 00205 00202 00602 00678 | 00111 00156 00229 00235 00755 00882 | 000118 000253 000185 000178 000074 0,00071
40 a 49 afios 00112 00155 00254 00229 00750 00641 | 00129 00176 00290 00272 01028 00805 | 000109 000253 000155 0,00148 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00140 00196 00340 00276 00982 00657 | 00169 00232 00408 00344 01449 00853 [ 0,00084 000192 000117 000118 000051 0,00071
60 6 més afios || 00148 00210 00369 00308 00997 00493 | 00252 00353 00612 00518 02083 00939 | 000067 000160 000075 000080 000020 0,00072
Muijeres 00037 00053 00088 00093 00103 00192 | 00068 00105 00136 00127 00441 00449 [ 000050 000089 000062 0,00083 000024 0,00026
0 a 4 afios 0,0130 - - - 0,0130 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00124 0,0157 - - 00222 0,0470 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00126 00129 0,1009 - 00873 01104 | 01846 02105 05770 - 06663 08161 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00127 00180 00205 00435 00803 01311 | 00330 00478 00518 01174 01858 03846 [ 0,00051 000080 000086 0,00032 0,00019 0,00009
20 a 24 afios 00121 00196 00215 00235 00664 01116 | 00187 00319 00312 00369 00980 02482 [ 0,00068 000136 000130 000106 00037 0,00015
25a 29 afios 00127 00203 00246 00230 00741 01093 | 00175 00304 00332 00294 01054 02167 [ 000094 000143 000113 000150 0,00042 0,00024
30 a 39 afios 00094 00139 00197 00176 00610 00679 | 00127 00200 00261 00224 00844 01080 | 000121 000212 000162 000186 000051  0,00055
40 a 49 afios 00102 00143 00229 00210 00713 00559 | 00140 00202 00312 00267 01014 00842 | 000105 000220 000137 0,00160 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00127 00175 00292 00284 00977 00505 | 00198 00281 00461 00393 01604 0,890 | 0,00080 000146 000100 000134 00025 0,00062
60 6 més afios || 00124 00167 00313 00383 00774 00311 | 00356 00501 00905 00795 02798 0,017 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00040




Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple
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Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, seglin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Grupos de Edad)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00026 00039 00064 00066 00058 00144 | 00043 00061 00088 00087 00299 00297 [ 0,00036 000080 000053 0,00054 0,00020 0,00027
0a 4 afios 0,0063 - - - 0,0063 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 0,0077  0,0095 - - 00142 0,311 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00116 00120 0,763 - 00620 00738 | 01137 01167 04469 - 04469 11606 | 000023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00095 00129 00162 00334 00600 00827 | 00223 00299 00375 00893 01325 01908 [ 0,00068 000115 000056 0,00019 000014 0,00015
20 a 24 afios 00085 00130 00154 00181 00483 00766 | 00117 00175 00204 00276 00676 01295 [ 0,00069 000155 000112 0,00059 000034 0,00024
25a 29 afios 00088 00134 00174 00169 00525 00756 | 00110 00167 00213 00212 00697 01204 [ 000063 000153 000107 0,00085 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00064 00093 00137 00126 00427 00479 | 00079 00114 00165 00154 00560 00682 | 000087 000203 000140 000125 000051 0,00055
40 a 49 afios 00071 00098 00165 00148 00516 00420 | 00090 00123 00205 00182 00720 00580 | 000080 000193 000112 0,00107 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00089 00121 00215 00190 00691 00398 | 00122 00166 00297 00248 01074 00613 [ 0,00066 000146 000088 0,00097 000035 0,00051
60 6 més afios || 00090 00119 00232 00234 00609 00259 | 00204 00286 00505 00430 01671 00689 | 000056 000133 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00038 00056 00095 00097 00080 00221 | 00056 00077 00118 00125 00407 00395 [ 0,00048 000100 000072 0,00075 0000029 0,00037
0 a 4 afios 0,0087 - - . 0,0087 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00108 00134 - - 00198  0,0424 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00164 00170 01157 - 00884 00994 | 01432 01402 0,7067 - 06026 2,0387 | 000030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00136 00179 00245 00508 00904 0,066 | 00300 00379 00550 01380 01891 02196 [ 0,00098 000146 000078 0,00031 0,00020 0,00017
20 a 24 afios 00124 00180 00228 00280 00707 01053 | 00154 00212 00278 00429 00935 01518 [ 0,00098 000188 000161 000096 0,0052 0,00030
25a 29 afios 00127 00184 00255 00264 00747 01047 | 00145 00203 00285 00324 00931 01449 [ 000088 000187 000150 0,00127 0,00048 0,00033
30 a 39 afios 00092 00129 00196 00189 00600 00677 | 00104 00142 00218 00221 00751 00879 | 000118 000253 000185 000178 000074 0,00071
40 a 49 afios 00104 00142 00244 00216 00748 00639 | 00120 00160 00279 00259 01025 00802 | 000109 000253 000155 0,00148 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00132 00181 00329 00261 00980 00654 | 00159 00211 00395 00326 01446 00848 [ 0,00084 000192 000117 000118 000051 0,00071
60 6 més afios || 00143 00200 00363 00299 00995 00490 | 00250 00349 00609 00513 02083 00938 | 000067 000160 00075 000080 000020 0,00072
Muijeres 00036 00054 00087 00090 00083 00189 | 00065 00100 00132 00122 00440 00448 [ 0,00050 000089 000062 0,00083 0,00024 0,00026
0 a 4 afios 0,0091 - - - 0,0091 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00111 00135 - - 00205  0,0459 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00164 00170 01014 - 00871 01103 | 0,1846 02104 05770 - 06663 08159 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00132 00186 00216 00443 00801 01309 | 00326 00472 00511 01172 01857 03846 [ 0,00051 000080 000086 0,00032 0,00019 0,00009
20 a 24 afios 00118 00188 00209 00237 00660 01115 | 00181 00309 00301 00360 00978 02481 [ 0,00068 000136 000130 000106 000037 0,00015
25a 29 afios 00122 00194 00239 00221 00738 01092 | 00168 00292 00320 00279 01050 02165 [ 0,00094 000143 000113 000150 0,00042 0,00024
30 a 39 afios 00090 00133 00192 00168 00608 00678 | 00122 00191 00253 00213 00841 01079 | 000121 000212 000162 000186 000051  0,00055
40 a 49 afios 00098 00134 00223 00202 00711 00557 | 00134 00191 00304 00257 01012 00840 | 000105 000220 000137 0,00160 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00121 00162 00284 00277 00975 00501 | 00190 00266 00450 0,380 01602 0,887 [ 0,00080 000146 000100 000134 00025 0,00062
60 6 més afios || 00115 00148 00302 00377 00771 00305 | 00355 00499 00902 00791 02799 0,017 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00039

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,

por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Razén (va: Nivel Educativo Alcanzado)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM| Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00026 00038 00064 00066 00064 00141 | 00049 00080 0009 00088 00298 00295 [ 0,00036 000080 000053 0,00054 0,00020 0,00027
0 a 4 afios 0,0075 - - . 0,0075 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00085 00111 - - 00148  0,0298 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 0,0088 00090 00758 - 00620 00730 | 01142 01174 04469 - 04469 1,1597 | 0,00023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00091 00124 00152 00324 00599 00821 | 00251 00355 00379 00894 01323 01905 [ 0,00068 000115 000056 000019 000014 0,00015
20 a 24 afios 00087 00137 00156 00175 00481 00760 | 00134 00226 00209 00278 00674 01292 [ 000069 000155 000112 0,00059 000034 0,00024
25a 29 afios 00091 00142 00178 00170 00524 00752 | 00124 00215 00219 00216 00696 01203 [ 0,00063 000153 000107 0,00085 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00065 0009% 00138 00125 00426 00472 | 00094 00159 00169 00156 00559 00677 | 000087 000203 000140 000125 000051 0,00055
40 a 49 afios 00073 00103 00165 00148 00515 00413 | 00105 00165 00207 00184 00720 00576 | 000080 000193 000112 0,00107 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00093 00130 00218 00190 00692 00392 | 00139 00210 00301 00249 01075 00611 [ 0,00066 000146 000088 0,00097 000035 0,00051
60 6 més afios || 00094 00131 00237 00236 00610 00252 | 00214 00315 00505 00427 01670 00685 | 0,00056 000133 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00038 00055 00095 00097 00089 00217 | 00068 00106 00121 00127 00407 00393 [ 0,00048 000100 000072 0,00075 0,0029 0,00037
0 a 4 afios 0,105 - - . 0,0105 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00119  0,0156 - - 00205  0,0403 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00125 00128 01150 - 00883 00983 | 01440 01412 0,7064 - 06025 2,0370 | 0,00030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00131 00172 00230 00495 00904 01058 | 00352 00465 00560 01383 01890 02191 [ 0,00098 000146 000078 0,00031 0,00020 0,00017
20 a 24 afios 00126 00191 00230 00272 00706 01044 | 00185 00290 00285 00431 00935 01514 [ 000098 000188 000161 000096 000052 0,00030
25a 29 afios 00133 00200 00261 00266 00747 01042 | 00173 00278 00295 00330 00931 01447 [ 000088 000187 000150 0,00127 0,00048 0,00033
30 a 39 afios 00095 00137 00198 00188 00599 00667 | 00130 00213 00224 00225 00750 00873 | 000118 000253 000185 000178 000074 0,00071
40 a 49 afios 00108 00152 00246 00217 00748 00628 | 00147 00226 00282 00263 01025 00795 | 000109 000253 000155 0,00148 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00137 00195 00333 00262 00981 00646 | 00186 00280 00400 00328 01448 00845 [ 0,00084 000192 000117 000118 000051 0,00071
60 6 més afios || 00147 00209 00366 00301 00996 00485 | 00265 00393 00609 00508 02081 00931 | 0,00067 000160 00075 000080 000020 0,00072
Muijeres 00036 00053 00086 00089 00091 00185 | 00071 00119 00134 00123 00439 00447 [ 000050 000089 000062 0,00083 0,00024 0,00026
0 a 4 afios 0,0108 - - - 0,0108 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00122 0,0157 - - 00212 0,0442 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00125 00128 0,1007 - 00870 01092 | 01849 02109 05770 - 06663 08159 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00126 00179 00201 00428 00799 01303 | 00335 0049 00514 01173 01854 03844 [ 0,00051 00080 000086 000032 0,00019 0,00009
20 a 24 afios 00119 00195 00211 00229 00658 01108 | 00191 00348 00307 00363 00973 02478 [ 000068 000136 000130 000106 000037 0,00015
25a 29 afios 00125 00202 00243 00222 00736 01086 | 00178 00333 00328 00285 01050 02163 [ 0,00094 000143 000113 000150 0,00042 0,00024
30 a 39 afios 00091 00135 00193 00167 00606 00668 | 00133 00232 00256 00216 00839 01074 | 000121 000212 000162 000186 000051  0,00055
40 a 49 afios 00099 00140 00222 00201 00710 00548 | 00150 00240 0,304 00257 01011 00835 | 000105 000220 000137 0,00160 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00126 00174 00287 00276 00976 00493 | 00209 00319 00455 00381 01603 0,884 [ 0,00080 000146 000100 000134 00025 0,00062
60 6 més afios || 00123 00169 00310 00378 00773 00295 | 00365 00527 00902 00789 02798 0,012 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00039




Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

250

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, seglin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Simple (va: Sexo)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00027 00038 00065 00068 00071 00145 | 00045 00065 00091 00091 00300 00297 [ 0,00036 000079 000053 0,00054 0,00020 0,00027
0a 4 afios 0,0088 - - - 0,0088 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 0,0086 0,0110 - - 00153  0,0317 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00088 00091 00759 - 00622 00739 | 01138 01169 04464 - 04469 11607 | 000023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00091 00125 00154 00328 00601 00827 | 00229 00309 00381 00895 01326 01909 [ 0,00067 000113 000056 000019 000014 0,00015
20 a 24 afios 00088 00137 00159 00180 00484 00766 | 00123 00188 00213 00282 00678 01297 [ 000068 000154 000111 0,00059 0,00034 0,00024
25a 29 afios 00092 00143 00181 00176 00527 00757 | 00116 00180 00223 00222 00699 01206 [ 000062 000152 000107 0,00085 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00068 00099 00142 00132 00428 00480 | 00083 00123 00172 00161 00562 00683 | 000087 000202 000140 000125 000051  0,00055
40 a 49 afios 00075 00105 00170 00154 00517 00421 | 00095 00133 00212 0018 00722 00582 | 000079 000192 000112 0,00107 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00094 00130 00221 00198 00693 00400 | 00128 00179 00305 00258 01075 00616 [ 0,00066 000146 000088 0,00097 000035 0,00051
60 6 més afios || 00095 00130 00238 00239 00612 00263 | 00205 00288 00506 00433 01671 00690 | 000056 000133 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00039 00055 00097 00101 00100 00223 | 00060 00084 00123 00130 00409 00396 [ 000048 000099 000072 000075 0,00029 0,00037
0a 4 afios 0,0124 - - - 0,0124 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00120  0,0155 - - 00213 0,0432 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00125 00128 01153 - 00886 00995 | 01435 01405 0,7046 - 06026 2,0389 | 0,00030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00132 00173 00234 00501 00906 01067 | 00310 0039 00561 01384 01893 02197 [ 000096 000143 000078 0,00031 0,00020 0,00017
20 a 24 afios 00128 00192 00236 00279 00708 01054 | 00164 00232 00293 00436 00939 01521 [ 0,00097 000185 000160 000096 0,00052 0,00030
25a 29 afios 00135 00200 00268 00274 00749 01049 | 00155 00224 00301 00338 00935 01452 [ 0,00087 000186 000150 0,00127 0,00048 0,00033
30 a 39 afios 00098 00140 00205 00200 00602 00678 | 00111 00156 00228 00232 00754 00882 | 000117 000251 000185 000178 000074 0,00071
40 a 49 afios 00111 00155 00253 00227 00749 00641 | 00129 00176 00289 00270 01028 00805 | 000109 000252 000155 0,00148 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00140 00196 00339 00275 00982 00657 | 00169 00232 00407 00342 01449 00853 [ 0,00084 000191 000117 000118 000051 0,00071
60 6 més afios || 00147 00209 00369 00307 00997 00493 | 00251 00352 00611 00516 02083 00938 | 0,00067 000160 00075 000080 000020 0,00072
Muijeres 00037 00053 00088 00092 00101 00192 | 00068 00105 00136 00127 00441 00449 [ 000050 000088 000062 000083 0,0024 0,00026
0 a 4 afios 0,0126 - - - 0,0126 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00123  0,0156 - - 00220  0,0467 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00125 00128 0,1009 - 00873 01104 | 0,1846 02104 05770 - 06663 08161 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00127 00180 00205 00435 00803 01310 | 00330 00477 00517 01174 01857 03846 [ 0,00051 00080 000085 0,00032 000019 0,00009
20 a 24 afios 00120 00196 00215 00235 00664 01116 | 00187 00319 00312 00369 00980 02482 [ 0,00068 000135 000129 000106 000037 0,00015
25a 29 afios 00127 00203 00246 00230 00741 01093 | 00175 00304 00332 00293 01054 02167 [ 000094 000142 000113 000150 0,00042 0,00024
30 a 39 afios 00093 00139 00197 00175 00610 00679 | 00127 00200 00260 00222 00844 01080 | 000120 000211 000162 000186 000051  0,00055
40 a 49 afios 00102 00143 00228 00209 00713 00559 | 00140 00202 00311 00266 01014 00842 | 000105 000220 000137 0,00160 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00127 00175 00291 00284 00977 00505 | 00198 00281 00460 00392 01604 0,890 | 0,00080 000146 000100 000134 000025 0,00062
60 6 més afios || 00124 00166 00312 00382 00774 00311 | 00356 00500 00904 00794 02798 0,017 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00039

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,

por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresion Lineal Simple (va: Grupos de Edad)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM| Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00025 00037 00063 00066 00058 00144 | 00043 00061 00088 00087 00299 00296 | 0,00035 000077 000052 0,00053 0,00020 0,00027
0a 4 afios 0,0063 - - - 0,0063 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 0,0077  0,0095 - - 00142 00311 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 0,0094  0,0097 0,0760 - 00620 00738 | 01137 01167 04469 - 04469 11603 | 0,00023 0,00028  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00091 00124 00155 00329 00600 00826 | 00221 0029 00374 00893 01325 01908 [ 0,00065 000110 000056 0,00019 00014 0,00015
20 a 24 afios 00085 00130 00154 00178 00483 00765 | 00117 00175 00204 00276 00676 01295 [ 0,00066 000148 000109 000058 0,00034 0,00024
25a 29 afios 00088 00134 00174 00169 00525 00756 | 00110 00167 00213 00212 00697 01204 [ 000060 000146 000104 0,00083 0000036 0,00028
30 a 39 afios 00064 00093 00137 00126 00427 00479 | 00079 00114 00165 00154 00560 00682 | 000084 000194 000137 000122 000051 0,00055
40 a 49 afios 00071 00098 00165 00148 00516 00420 | 00090 00123 00205 00182 00720 00580 | 000077 000186 000111 0,00105 0,00040 0,00068
50 a 59 afios 00089 00121 00215 00190 00691 00398 | 00122 00166 00297 00248 01074 00613 [ 0,00065 000141 000087 0,00095 000035 0,00051
60 6 més afios || 00090 00119 00232 00234 00609 00259 | 00203 00283 00503 00428 01670 00688 | 000055 000132 000063 000069 000016 0,00049
Hombres 00037 00053 00094 00097 00080 00221 | 00056 00077 00118 00125 00407 00395 [ 0,00047 000095 000071 000074 000029 0,00037
0 a 4 afios 0,0087 - - . 0,0087 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00108 00134 - - 00198  0,0423 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00133 00137 01153 - 00884 00994 | 01432 01402 0,7067 - 06026 2,0382 | 000030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00131 00172 00235 00502 00904 01066 | 00297 00374 00549 01380 01891 02196 [ 0,00093 000139 000077 000031 0,00020 0,00017
20 a 24 afios 00123 00180 00227 00277 00707 01053 | 00154 00212 00277 00428 00935 01518 [ 0,00093 000176 000156 0,00095 0,00052  0,00030
25a 29 afios 00127 00184 00255 00264 00747 01047 | 00145 00203 00284 00324 00931 01449 [ 000084 000177 000146 000124 00048 0,00033
30 a 39 afios 00092 00129 00196 00189 00600 00677 | 00104 00142 00218 00221 00751 00879 | 000114 000239 000181 000174 000074 0,00071
40 a 49 afios 00104 00142 00244 00216 00748 00639 | 00120 00160 00279 00259 01025 00802 | 000105 000243 000152 0,00145 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00132 00180 00329 00261 00980 00654 | 00159 00211 00395 00326 01446 00848 [ 0,00082 000184 000116 000115 000051 0,00071
60 6 més afios || 00143 00200 00363 00299 00995 00490 | 00247 00345 00606 00510 02082 00936 | 000066 000159 000075 000079 000020 0,00072
Muijeres 00035 00051 00086 00090 00083 00189 | 00065 00100 00132 00122 00440 00448 [ 0,00049 000086 000061 000082 000024 0,00026
0 a 4 afios 0,0091 - - - 0,0091 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00110 00135 - - 00205 0,0458 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00133 00137 01010 - 00871 01102 | 0,1846 02104 05770 - 06663 08159 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00127 00179 00206 00436 00801 01309 | 00326 00472 00511 01172 01857 03846 [ 0,00051 000079 000085 0,00032 000019  0,00009
20 a 24 afios 00117 00188 00209 00233 00660 01115 | 00181 00309 00301 00360 00978 02481 [ 0,00067 000133 000126 000105 000037 0,00015
25a 29 afios 00122 00194 00239 00220 00738 01092 | 00168 00292 00320 00279 01050 02165 [ 0,00092 000139 000111 000146 000042 0,00024
30 a 39 afios 00090 00133 00192 00168 00608 00678 | 00122 00191 00253 00213 00841 01079 | 000118 000206 000160 000183 000051  0,00055
40 a 49 afios 00098 00134 00223 00202 00711 00557 | 00134 00191 00304 00257 01012 00840 | 000104 000215 000135 000158 0,00070  0,00057
50 a 59 afios 00121 00162 00284 00276 00975 00501 | 00190 00266 00450 0,380 01602 0,887 [ 0,00079 000142 000099 000132 000025 0,00062
60 6 més afios || 00115 00148 00302 00377 00771 00304 | 00353 00495 00900 00790 02798 0,015 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00039




Estimadores de Regresion Lineal Mdltiple

251

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,
por Nivel Educativo Alcanzado, seglin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Simple (va: Nivel Educativo Alcanzado)

Total

0 a 4 afios
5a 9 afios
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Hombres

0 a 4 afios
5a 9 afios
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

Mujeres

0a 4 afios
5a 9 afios
10 a 14 afios
15 a 19 afios
20 a 24 afios
25 a 29 afios
30 a 39 afios
40 a 49 afios
50 a 59 afios
60 6 més afios

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |

00026 00038 00064 00066 00064 00140 | 00044 00064 00089 00088 00298 00293 [ 0,00036 000079 000053 0,00053 0,00020 0,00027
0,0075 - - - 0,0075 - - - - - - - - - - - - -

00085 00111 - - 00147  0,0298 - - - - - - - - - - - -

0,0088 00090 00757 - 00619 00729 | 0,1138 01169 04468 - 04469 1,586 | 000023 0,00029  0,00004 - 0,00004  0,00003
00090 00124 00152 00324 00599 00821 | 00229 00311 00379 00894 01323 01896 | 0,00067 000114 000056 000019 000014 0,00014
00087 00137 00156 00175 00481 00760 | 00122 00187 00208 00276 00674 01284 [ 000068 000153 000110 0,00058 0,00034 0,00024
00091 00142 00178 00170 00524 00752 | 00114 00180 00218 00214 00696 01198 [ 000062 000152 000105 0,00083 0,00036 0,00028
00065 0009% 00138 00125 00426 00472 | 00081 00119 00166 00153 00559 00671 | 000085 000199 000138 000121 000051  0,00054
00073 00103 00165 00147 00515 00413 | 00092 00130 00206 00182 00719 00570 | 000078 000191 000111 0,00105 0,00040 0,00067
00092 00130 00218 00190 00692 00392 | 00126 00178 00300 00248 01074 0,606 [ 0,00066 000146 000087 0,00095 000035 0,00051
00094 00130 00236 00236 00610 00252 | 00204 00288 00504 00427 01670 00681 [ 0,00055 000133 000063 0,00068 000016 0,00049
00038 00055 00095 00097 00089 00217 | 00058 00082 00120 00125 00407 00389 [ 000048 000098 000071 0,00074 000029 0,00037
0,0105 - - - 0,0105 - - - - - - - - - - - - -

00119  0,0156 - - 00205  0,0403 - - - - - - - - - - - -

00125 00128 01150 - 00883 00981 | 01434 01405 0,7062 - 06025 2,0350 | 0,00030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
00130 00172 00230 00494 00903 01057 | 00312 00398 00559 01382 01890 02179 [ 0,00096 000143 000077 0,00031 000020 0,00016
00126 00191 00230 00272 00706 01043 | 00162 00232 00284 00429 00935 01504 [ 0,00096 000185 000158 0,00095 000052 0,00030
00133 00200 00261 00266 00746 01042 | 00153 00223 00293 00328 00930 0,440 [ 0,00087 000186 000148 000125 0,00048 0,00033
00094 00137 00198 00188 00599 00667 | 00107 00151 00220 00221 00749 00863 | 000115 000247 000182 000173 000074 0,00070
00108 00152 00246 00217 00748 00628 | 00125 00171 00280 00260 01024 00787 | 000107 000250 000153 0,00145 0,00044  0,00094
00137 00194 00333 00262 00981 00646 | 00166 00230 00399 00328 01447 00837 [ 0,00083 000191 000117 000115 000051 0,00071
00146 00209 00366 00301 00996 00485 | 00249 00351 00607 00508 02081 0,923 [ 0,00067 000160 000075 0,00079 000020 0,00071
00036 00053 00086 00089 00091 00184 | 00066 00103 00133 00122 00439 00444 [ 000049 000088 000061 000081 000024 0,00026
0,0108 - - - 0,0108 - - - - - - - - - - - - -

00121  0,0157 - - 00212 0,0442 - - - - - - - - - - - -

00124 00128 0,1006 - 00869 0,109 | 01847 02105 05770 - 06663 08155 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
00126 00179 00201 00428 00799 01302 | 00329 00478 00514 01172 01853 03841 [ 0,00051 00080 000085 0,00032 0,00019 0,00009
00119 00195 00211 00229 00657 01108 | 00184 00319 00306 00361 00973 02468 [ 0,00067 000135 000127 0,00105 000037 0,00015
00125 00202 00243 00222 00736 01086 | 00172 00303 00327 00283 01050 02159 [ 0,00092 000142 000112 000147 000042 0,00024
00090 00135 00193 00167 00605 00668 | 00123 00194 00254 00212 00839 01066 | 000118 000209 000160 000182 000051 0,00055
00099 00140 00222 00201 00710 00548 | 00136 00199 00303 00255 01010 00828 | 000104 000219 000135 0,00157 0,00070  0,00056
00126 00174 00287 00276 00976 00493 | 00195 00280 00454 00381 01603 0,879 [ 0,00080 000146 000099 000132 000025 0,00062
00122 00166 00309 00378 00772 00294 | 00355 00500 00902 00789 02798 0,1008 | 0,00044 000104 000053 0,00059 0,00013 0,00039

Coeficientes de Variacion de los Estimadores del Total de Personas, Total Personas con Ingreso Declarado e Ingreso Promedio por Persona con Ingreso Declarado,

por Nivel Educativo Alcanzado, segtin Sexo y Grupos de Edad - Estimador de Regresién Lineal Mltiple (va: Sexo, Grupos de Edad, Nivel Educativo Alcanzado)

| TOTAL Total Personas con Ingreso Declarado [ Ingreso Promedio por Persona con Ingr. Declarado |
|_Total [Primaria[BacyTM| Prof | Otro [Ninguno| Total [Primaria[Bach/TM| Prof | Otro [Ninguno| Total [ Primaria [Bach/TM] Prof | Otro [ Ninguno |
Total 00025 00035 00062 00064 00056 00139 | 00042 00060 00086 00084 00297 00292 [ 0,00035 000076 000052 0,00052 0,00020 0,00027
0 a 4 afios 0,0061 - - . 0,0061 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 0,0076  0,0094 - - 00139  0,0291 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00080 00082 00757 - 00618 00728 | 0,1136 01167 04463 - 04468 1,583 | 0,00023 0,00028  0,00004 - 0,00004  0,00003
15 a 19 afios 00089 00121 00150 00323 00597 00819 | 00219 00294 00372 00891 01322 01895 [ 0,00065 000110 000056 000019 000014 0,00014
20 a 24 afios 00083 00128 00151 00173 00479 00759 | 00115 00172 00199 00270 00671 01282 [ 0,00065 000146 000108 0,00058 0,00034  0,00024
25a 29 afios 00086 00132 00171 00164 00523 00751 | 00108 00165 00208 00205 00694 01196 [ 0,00060 000145 000103 0,00081 0,00036 0,00028
30 a 39 afios 00062 0009 00133 00119 00425 00471 | 00076 00111 00159 00146 00557 00669 | 000083 000191 000135 000118 000051  0,00054
40 a 49 afios 00070 0009 00161 00142 00513 00411 | 00087 00120 0,200 00176 00717 00568 | 000076 000185 000109 0,00103 0,00040  0,00067
50 a 59 afios 00088 00120 00212 00185 00690 0039 | 00120 00164 00293 00241 01072 00603 [ 0,00064 000140 000087 0,00094 000035 0,00051
60 6 més afios || 0,0089 00119 00231 00232 00607 00248 | 00201 00282 00501 00424 01669 00680 | 0,00055 000132 000063 000068 000016 0,00049
Hombres 00035 00050 00092 00093 00078 00215 | 00055 00075 00115 00121 00405 00388 [ 0,00046 000094 000070 0,00072 0,0029 0,00037
0 a 4 afios 0,0084 - - . 0,0084 - - - - - N - - - = - - -
5a 9 afios 00106 0,0133 - - 00193  0,0394 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00115 00117 01149 - 00880 00978 | 01431 01402 0,7044 - 06025 2,0345 | 000030 0,00035 0,00006 - 0,00006  0,00005
15 a 19 afios 00128 00168 00228 00493 00902 01055 | 00294 00370 00544 01377 01887 02177 [ 0,00093 000138 000077 0,00031 000020 0,00016
20 a 24 afios 00121 00177 00223 00269 00705 01042 | 00151 00207 00270 00422 00930 01500 [ 0,00092 000174 000154 0,00094 000052 0,00030
25a 29 afios 00125 00182 00249 00256 00745 01041 | 00142 00200 00277 00315 00927 01437 [ 000083 000176 000145 000122 00048 0,00033
30 a 39 afios 00088 00125 00188 00178 00598 00665 | 00100 00138 00209 00210 00747 00861 | 000111 000236 000178 000169 000074  0,00070
40 a 49 afios 00102 00139 00238 00206 00746 00626 | 00117 00156 00271 00250 01021 00783 | 000104 000242 000151 000142 0,00044  0,00094
50 a 59 afios 00129 00178 00324 00252 00979 00643 | 00155 00208 00389 00317 01444 00832 [ 0,00081 000184 000115 000113 000051 0,00071
60 6 més afios || 00142 00199 00361 00294 00993 00482 | 00246 00343 00603 00503 02080 00922 | 000066 000159 000074 000079 000020 0,00071
Muijeres 00034 00049 00084 00087 00081 00182 | 00064 00099 00130 00118 00438 00443 [ 0,00048 000086 000060 000080 0,0024 0,00026
0a 4 afios 0,0089 - - - 0,0089 - - - - - - - - - - - - -
5a 9 afios 00108 0,133 - - 00199  0,0432 - - - - - - - - - - - -
10 a 14 afios 00113 00114 0,1006 - 00867 01088 | 0,1845 02102 05769 - 06662 08154 | 000014 0,00020  0,00006 - 0,00005  0,00004
15 a 19 afios 00123 00175 00198 00427 0079 01301 | 00325 00470 00508 01170 01851 03840 [ 0,00051 000079 000085 0,00032 0,00019  0,00009
20 a 24 afios 00115 00186 00206 00226 00654 01106 | 00179 00307 00295 00353 00970 02466 [ 0,00066 000133 000125 0,00103 000037 0,00015
25a 29 afios 00120 00193 00236 00214 00733 01084 | 00165 00289 00315 00270 01046 02156 [ 0,00090 000139 000110 000144 000042 0,00024
30 a 39 afios 00087 00130 00187 00160 00604 00667 | 00118 00187 00246 00203 00836 01064 | 000115 000205 000158 000178 000051 0,00055
40 a 49 afios 00096 00132 00218 00195 00707 00546 | 00131 00189 00297 00247 01007 00825 | 000102 000214 000134 000155 0,00070  0,00056
50 a 59 afios 00120 00161 00281 00270 00973 0049 | 00188 00265 00446 00372 01600 00875 [ 0,00079 000142 000098 000131 000025 0,00062
60 6 més afios || 00114 00148 00300 00374 00768 00289 | 00352 00495 00898 00786 02797 0,007 | 0,00044 000104 0,00053 0,00059 0,00013 0,00039




