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RESUMEN

Despliegue de Curvas Algebraicas en

Coordenadas Baricentricas.

Br. Luis Rivas.

Universidad Central de Venezuela
Facultad de Ciencias

FEscuela de Matemdtica

Basados en el trabajo realizado por K. C. Hui y Z. H. Jiang [1], aplicamos parte de ese
trabajo para el despliegue de curvas algebraicas en coordenadas baricéntricas. Se desarrollo
un algoritmo que permite visualizar el segmento de curva contenida en el interior de un
triangulo que define las coordenadas baricentricas del plano, donde la curva, o partes de
ella, yacen dentro del triangulo. Dado el triangulo en el plano, se procede a refinar en cien-
tos de triangulos mas pequenos que serviran para evaluar y clasificar segin la interseccion
que tengan con la curva. Su clasificacion esta dividida en tres partes, Triangulos Semillas,
Triangulos Frutas y Triangulos Nulos, los cuales dependiendo de dicha clasificacién, tienen
procesos de evaluacién diferentes ya que existen diversas intersecciones entre la curva y los
subtriangulos. Esta clasificacién depende en muchos casos de la geometria de la curva, esto
es, su curvatura o singularidad. Los subtriangulos finales clasificados como Semilla, son los
elegidos para el despliegue de la curva, se crearda un segmento de recta entre los puntos de
corte que existiran en cada subtriangulo. Los puntos de corte seran aproximados mediante
un proceso simple de biseccion.

Palabras claves: Coordenadas Barcéntricas, Método de Biseccion, Curvas Algebraicas.
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Introduccién

Con el objetivo de preparar al lector para una mejor comprensién de este trabajo, se
presentaran algunos hechos importantes en la historia de la matematica que son base en el

desarrollo y evolucion de la graficacién de curvas haciendo uso de la computadora.

Las coordenadas baricéntricas, introducidas por A. F. Mobius en 1827[2][3], como una
respuesta a la pregunta sobre qué masas se deben colocar en los vértices de un tridngulo para
que un punto dado sea el centro de gravedad de estas masas. Esta herramienta ha sido muy
usada en el siglo XIX y comienzos del siglo XX para obtener resultados sobre la geometria
del triangulo. Las curvas algebraicas fueron consideradas desde el Renacimiento, periodo tras
el cual, mediante nuevos contenidos y métodos, se han enriquecido tedricamente. Su origen
y generacion tienen sus causas en el desarrollo de problemas matematicos historicamente
importantes y en numerosas aplicaciones de las mismas en campos como la perspectiva, la
Optica, la astronomia, la arquitectura, la cinematica, la mecanica y la tecnologia. Tales curvas
son representadas de forma implicita y, en algunas ocasiones, también de forma paramétrica.
A inicios de la década de los 60 surge una nueva disciplina: Diserio Geométrico Asistido por
Computadoras, més conocido por sus siglas en ingles CAGD (Computer Aided Geometric
Design), como resultado de la unién de la Geometria y la Computacién, y a partir de los

trabajos de P. Bézier y P. de Casteljau hubo una revolucién en esta area de conocimiento.

Sin embargo, el uso de las curvas algebraicas definidas implicitamente en la solucion
de problemas de CAGD comenzé hasta mediados de la década de los 80. Dentro de éstas
son de especial importancia las llamadas por Chandrajit Bajaj con el nombre de curvas
A-Spline o Splines Algebraicos, que no son mas que curvas definidas por tramos donde
cada seccién es una curva algebraica definida implicitamente, conectadas con cierto grado
de suavidad. Puesto que hay dos tipos de curvas: paramétricas e implicitas, un spline puede

construirse con curvas de uno u otro tipo. Los splines que consisten de curvas paramétricas
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han sido estudiados a lo largo de los ultimos cincuenta anos, teniendo mucha importancia
las curvas de Bézier. Por otra parte, los splines formados por curvas dadas por ecuacio-
nes implicitas no habian recibido mucha atencién por parte de las investigaciones. En 1985
Sederberg[4] inicia el estudio de las A-Splines, los que resultan ser una herramienta muy
atractiva en la modelacién geométrica, pues no se requieren célculos vinculados con cambios
de parametrizacién. A partir de estos estudios, comenzaron a aparecer una gran cantidad
de trabajos[5],[6] que utilizan tales curvas para el diseno grafico, la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales, la interpolacién y suavizamiento de datos, el ajuste de contornos,
entre otros. Todos estos trabajos se basan en las multiples ventajas que tiene la representa-
ciéon implicita en comparacion con la paramétrica. Entre las ventajas principales se destaca
que el conjunto de curvas definidas implicitamente es estrictamente mayor que la de las
parametrizadas racionalemente, es decir, el conjunto de las curvas paramétricas racionales
estd contenido estrictamente en el conjunto de las curvas implicitas, (esto ocurre para curvas
de grado mayor que tres), como ejemplo se tienen algunas ctbicas no singulares definidas
implicitamente las cuales no se pueden parametrizar racionalmente. Para un grado n fijo, las
curvas algebraicas definidas implicitamente tienen mayor cantidad de parametros libres que

las racionales paramétricas del mismo gradol7].

En la practica los parametros libres adicionales que se obtienen al emplear la repre-
sentacién implicita se pueden utilizar para imponer condiciones extra de interpolacion o
restricciones geométricas, aproximar una curva complicada con el menor niimero de parame-
tros, lograr un mejor ajuste de datos, garantizar un mayor orden de suavidad. Usando la
representacion implicita es muy fécil resolver el problema de determinar si un punto dado
se encuentra o no sobre una curva, y en caso de no estar, determinar de qué lado de la
curva se encuentra. Otro problema similar es el de determinar los puntos sobre la curva mas
cercanos a un punto dado en el plano y calcular la distancia entre ellos. La solucién de ambos
problemas usando la representacion paramétrica es mucho més costosa computacionalmente,

requeriendo ademas de una férmula de inversion.

Una de las desventajas de las curvas algebraicas implicitas que limitaron su empleo

es el hecho de que hasta hace poco (relativamente) no se disponia de algoritmos eficientes
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para su graficacion. Inicialmente, para graficar curvas algebraicas se propusieron algoritmos
que introducian parametrizaciones no racionales[8] y que, en consecuencia, eran costosos a
nivel de programacién. Mas adelante, aparecieron otros métodos que calculaban los puntos
sobre una curva algebraica definida implicitamente por la ecuacién f(x,y) = 0, como las
soluciones de tal ecuacion polinomial. Estos algoritmos fallaban con frecuencia ante las apa-

riciones de puntos singulares o ramas de la curva que estaban muy cercas entre si[9].

Aprovechando que un sistema de coordenadas baricéntricas es un caso particular de
coordenadas proyectivas, utilizamos las herramientas de la geometria proyectiva para enfo-
car ciertos problemas, fundamentalmente en la visualizacion de curvas implicitas mediante

un algoritmo.

Para esto, estructuraremos este trabajo de la siguiente manera:

e Un primer capitulo que, son bases preliminares necesarias para la comprensiéon de
este trabajo.

e Un segundo capitulo donde se describe el algoritmo desarrollado con el que se es-
tudian las curvas implicitas. Usando el algoritmo de K. C. Hui y Z. H. Jiang[1]
para superficies, pero adaptado para curvas implicitas, se establece un triangulo
principal en coordenadas baricéntricas, luego a través del algortimo se verifica el
cumplimiento de ciertas condiciones que va clasificando posibles intersecciones de
la curva implicita con el tridangulo en coordenadas baricéntricas. Se realiza un refi-
namiento del tridngulo principal, (cuyos vértices encierran la curva o parte de ella),
en tridangulos mucho mas pequenos, para dar asi una clasificacién de cada triangulo
seglin su interseccion con la curva. Clasificamos los tridangulos como Tridngulos
Frutas, Triangulos Semillas y Triangulos Nulos, luego de este proceso, se
realizan unas evaluaciones para tener un conjunto final de Triangulos Semillas.
Para lograr una buena aproximacion del punto de interseccion entre la curva y un
lado del triangulo evaluado, se realiza un proceso de biseccion, para aproximar lo
méas precisamente el punto de interseccion entre los lados del triangulo y la cur-
va. Finalmente, ya obtenidos todos los puntos de corte aproximados de todos los

Triangulos Semillas, se traza un segmento de recta entre los dos puntos de corte de
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cada tridngulo evaluado, es evidente que mientras mas pequenos sean los triangulos,
mas preciso serd el despliegue final comparado con la curva evaluada.

Y un tercer capitulo donde se muestran los resultados obtenidos al desplegar curvas
implicitas con numerosos puntos simples o de curvaturas altas que por lo general
tienden a presentar dificultades numéricas al momento de realizar su despliegue.
También se comparan los resultados obtenidos en este trabajo con las graficas pro-
ducidas por el programa de graficacion de Maple, y se deja en evidencia la mejora

visual que genera el algoritmo creado en este trabajo.



Capitulo 1

Marco Teodrico

1. Plano Proyectivo y Coordenadas Baricéntricas.

El plano proyectivo P? se define como el conjunto de rectas por el origen de R menos
el origen. También se puede considerar P? como un un espacio topolégico con la topologia

cociente de R? dada por la relacién de equivalencia:

P x Y z
(‘Tvywz)’\“(x,y,Z)(—};:J:;

Usaremos la notacién: P? = {[z,y, 2] : (z,y,2) # 0}. Donde [z,y, 2] denota la recta de R3

que pasa por (z,¥,2). La terna [z,y, 2] se denomina coordenada homogénea de P2

Las coordenadas homogéneas de un punto no son tunicas, por ejemplo, las coordena-
das [z,y, z] también se representa por [Az, Ay, \z] para A € R — {0}. El plano proyectivo P?
se puede representar como una completacién de R2. Esto es: P? es la unién disjunta de dos

conjuntos, uno de ellos es homeomorfo a R? y el otro es una recta. Especificamente:
P2 = {[r,y,2] € B 2 £ 0} U{[z,5,2] - 2 = 0}

Los puntos de coordenadas homogéneas de la forma [z,y,0] se llaman puntos en el

infinito.

Ficura 1.1. Representacion del Plano Proyectivo
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Dadas unas coordenadas homogéneas se pueden construir muchos otros sistemas de coor-

denadas. Concretamente, para cualquier matriz invertible A,
[,y 2] = [z, y,2]A

son otras coordenadas homogéneas de P2,

Ahora vamos a producir unas nuevas coordenadas homogéneas especiales.

Consideremos tres puntos no colineales de R?, (xg, o), (1,y1) ¥ (72,%2) y sean:

anx + a1y +ag; =0
a12% + a1y -+ a3y = 0

a13% + a23Y + ass — 0

Las ecuaciones de las rectas que pasan por (x1,41) v (22,42), (Zo,%) ¥ (Z2,%2) y por

(x0,%0) ¥ (21,y1) respectivamente.

Definimos:
a11% + a1y + as1z
s(x,y,2) =
a11To + a21Yo + a3t
a19% + a2y + asaz
t(z,y,2) =
1221 + Q22Y2 + Q32
13T + a3y + a332
u(z,y,z) =

132 + G23Y2 + a33

(s,t,u) es un nuevo sistema de coordenadas homogéneas en P? que satisface:
S($07y0a 1) = t($17 Y1, ]-) = u(an Y2, 1) =1

y s(x,y,1) = 0 es la recta que pasa por (z1,y1) vy (z2,y2). Andlogamente t(z,y,1) = 0y
u(z,y,1) = 0.

Las coordenadas (s,t,u) tienen ademds la siguiente propiedad. Para cualquier (z,y)



1. PLANO PROYECTIVO Y COORDENADAS BARICENTRICAS. 7

de R? se tiene:

ro Yo 1
(1.1) (z,y,1) = (s,t,u) | 21 3 1
T2 Y2 1

Para mostrar este hecho, note que ambos lados de (1.1) son funciones afines de R? en R?,
entonces para verificar que son iguales es suficiente chequear que coinciden en tres puntos

no colineales. Tomando (x,y) = (xg, yo) obtenemos que debe satisfacerse:

ro Yo 1
($07y071) - (S(xOJy(]a1>7t(x07y071)7u(x07y071)) 1 A 1
Ty Yo 1

Pero el segundo miembro es igual a:

o Yo 1
(17 07 O) X1 U1 1
T2 Y2 1

para terminar la prueba, se evalia en los puntos (z1,y1,1) v (22,92, 1).

La ecuacién (1.1) muestra que cada uno de los puntos (x,y) de R? se puede presen-
tar univocamente por medio de una terna (s,¢,u) tal que s+t +wu = 1, en vista de que (1.1)
es equivalente a:

(z,y) = (x0,90)s + (21, Y1)t + (¥2,y2)u
se tiene que (s, t,u) son las Coordenadas Baricéntricas de (z,y) con respecto a los puntos

(ZL’(), yO)a (zlv yl) y (‘TQ’ yQ)'
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P1=(x1, y1)

t=0
PO=(x0, y0) P2=(x2,y2)

F1GURA 1.2. Coordenadas Baricéntricas

2. Curva Algebraica.

Las curvas algebraicas son representadas de forma implicita. Una curva algebraica de

grado n definida implicitamente es el conjunto:
{(z,y) € R*: F(z,y) = 0}

donde
F(z,y) = Z ciy'y’

0<i+j<n
es un polinomio de grado n con coeficientes reales ¢;;. De forma mas general, sobre un cuerpo

K algebrdicamente cerrado.

Consideremos R y construyamos un espacio afin:
R" = RzRz--- xR

que llamaremos espacio afin n-dimensional sobre R. Asi R es la recta afin, el espacio

R? es el plano afin y R? es el espacio afin tridimensional.
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Si F' € R"[xy,29,23,...,%,] N0 es constante, entonces, el conjunto de los ceros de F,
V(F) € R" se llama hipersuperficie algebriica n-dimensional. Si el grado de dicho

polinomio F' fuera uno, entonces se dirfa que F' es un hiperplano n-dimensional.

Si Grad(F) = 1y n = 3, entonces F' € R[zy, 22, 23] es un plano del espacio ordina-

rio.

Si Fy, Fy, ..., F,_1 son polinomios de R[z,xq,z3] primos entre si, es decir, donde no
tienen ningun factor polinomial en comun y sus coeficientes son primos entre si, entonces el
conjunto algebraico V(Fy, Fy, ..., F,_1) se llama curva algebrdica de R", o bien, curva

algebraica n-dimensional.

Si n = 2 entonces, para un F € R[zy,xs] el conunto algebrdico V(F') se llama cur-
va plana algebraica. Y si el grado de F' fuése 1, entonces la curva seria una linea recta del

plano, es decir, serian los ceros de un polinomio del tipo ax, + bxs + ¢ = 0.

3. Puntos Simples y Puntos Singulares.

Dada una curva algebrdica por el conjunto algebraico V' (F'), conjunto de los ceros del
polinomio F' en n indeterminadas, se dice que el punto P(xy, z, . ..) es un punto simple si es

no nulo en el punto P alguna de las n derivadas parciales con respecto a cada indeterminada:

= (2), 1

si se trata de una curva algebréica plana, un punto P(z,x2) serd simple si es no nula alguna

de las dos derivadas posibles:

F,,(P)#0 obien F,(P)#0

Un punto que no es simple se llama punto singular de la curva algebraica. Una curva

que solamente esta constituida por puntos simples se llama curva algebraica no singular.
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Tenemos casos particulares con curvas algebraicas que presentan puntos simples o singu-
lares, los cuales representan dificultad al momento de desplegar su grafico, para evitar este
tipo de dificultades se realizan ajustes de modo que el algoritmo pueda desplegar el grafico

de manera eficiente, incluso cuando se trate de curvas singulares.

FicuraA 1.3. Ejemplos de curvas con puntos singulares.

4. Curvatura de una curva.

Puesto que una curva definida implicitamente esta dada localmente por parametrizacio-
nes, tiene sentido definir su curvatura en un punto. Llamaremos J : R? — R? a la aplicacién
lineal que gira un vector 90 grados en sentido antihorario, es decir, J(z,y)" = (—y,z)".

Denotaremos por H(f) a la matriz Hessiana de f definida por:

fmc f:cy
fycc fyy

H(f) =

decimos que la curvatura de la curva definida implicitamente por la ecuacion f(z,y) =0
y recorrida en el sentido que el gradiente V f tenga el mismo sentido que el vector normal n

estd dada por:

_J(VHTH(f)I(VS)
I1F1I?

k(ajay) =
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Esta definicion representa una parte importante en este trabajo, debido a que las cur-
vas con alta curvatura entran en la seccién de intersecciones ambiguas, lo que implica una
realizacion de evaluaciones adicionales en el algoritmo desarrollado en este trabajo para un

mejor despliegue del grafico. Esta seccion serd explicada con mayor cuidado en el capitulo 2.

V3

V1 V2

FiGUurA 1.4. Ejemplo de una curva con alta curvatura.

5. Método de Biseccidn.

Como parte importante para el buen desarrollo del algoritmo desarrollado en este T.E.G,
se utiliza el método de biseccion para aproximar los puntos de interseccién de la curva con
los lados del tridangulo, que definiran los segmentos de recta que serviran para hacer el des-

pliegue de la curva localmente. Conozcamos su funcionamiento.

Esta técnica se basa en el Teorema del Valor Medio donde f es continua en [a,b] y
parte del supuesto que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Aunque el procedimiento no fun-
ciona bien para el caso en el que existe més de una solucién en el intervalo (a, b) se considera

por simplicidad que es la tnica raiz de dicho intervalo.
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Basicamente, el método consiste en dividir a la mitad repetidamente los subinterva-

los de [a, b] y en cada paso, localizar la mitad que contiene a la solucién m, esto es f(m) = 0.

Para empezar, se define a1 = a y by = b y se calcula el punto medio del intervalo
la1, b1] y se denota:
a, + by
m, = ——
2

Si f(my) = 0, entonces m = my, si no, f(m;) tiene el mismo signo que f(ay) 6 f(by). Si
f(my) y f(ay) tienen el mismo signo, entonces m € [my, by} y se toma ay = my y by = by. En
el caso contrario, si f(my) y f(b) tienen el mismo signo, entonces, m € [a;, mq] y se toma
as = aj 'y by = my. Luego se repite este proceso al intervalo [ag, bo] y asi sucesivamente hasta

un criterio de parada definido o hasta un minimo establecido segin el margen de error.

Observaciéon: Como en cada iteracion, el intervalo es la mitad del intervalo anterior, se

puede concluir que en la iteracion n, la solucién m se encontrard en un intervalo de longitud:
b—a
2n

ErrorAbsoluto = |m — m,| <

para n > 1. Esto permite tener una idea de que tan cerca se encuentra la solucion real,
incluso se puede usar para estimar el niimero de interacciones necesarias para alcanzar una

precision dada.

Nota: En el algoritmo que se desarrollé en este trabajo, se aplica el procedimiento de bisec-

ciéon tres veces como una euristica que da buenos resultados, en la representacion del gréafico

de f(z,y) =0.
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Descripcion del Algoritmo

Un triangulo 7" en el plano, es un poligono de tres lados que da origen a tres vértices y a
tres angulos internos. Es la figura algebrdica mas simple después de la recta. T' es denotado

por:
T = {V1, Vs, V3}
Donde V; = (z;,y;) para i = 1,2,3, son las coordenadas de los puntos de los tres vértices

del triangulo. Cualquier punto P en el interior de T" se expresa en coordenadas baricéntricas

CcOomo:
P = [)\17 )\27 >\3]

mientras que en coordenadas euclideas P se expresa de la siguiente forma:
P=XMVi+XVo+ AV5
donde,

3
=1

Cualquier punto fuera de T puede también ser expresado en coordenadas baricéntri-
cas, siempre que P sea una combinacion afin de los V;, en este caso, no todos los \; son

positivos.

El algoritmo que se propone para desarrollar este trabajo, consta de los siguientes pasos:

(1) Dado un nimero N, se subdividen los tres lados del tridngulo N —veces, creando asi
un refinamiento de N2 subtridngulos dentro del tridngulo principal T, obteniendo de
esta manera el primer refinamiento o subdivisién uniforme de T de orden N. Cada

subtridngulo se denota por T; = [V, V), Vj3] para j =1,..., N2

13
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(2) Se evalda la funcién que define la curva en cada vértice de los triangulos T; con
j=1,...,N?y se clasifica cada tridngulo T; como Frutas - Semillas ¢ Frutas -
Nulos (el porqué de estos nombres se especificard mas adelante).

(3) A estos dos conjuntos de subtridngulos, se les realiza una subrutina diferente (los
cuales seran explicados méas adelante) y de acuerdo a los criterios establecidos en
cada subrutina los subconjuntos anteriores se clasificaran en: Semillas, Frutas y
Nulos. Los triangulos que se clasifican Nulos son aquellos que no contienen parte
de la gréafica de la funcién, no se almacenan, simplemente se descartan luego de
ser clasificados. Las Semillas son los tridngulos que contienen, sin ambiguedad,
parte del grafico de la funcién, y los tridangulos clasificados como Frutas pasan
a un nuevo proceso de refinamiento de orden 2, una vez refinados se realizan los
pasos 2 y & hasta que desaparezcan las Frutas por completo quedando solo los
triangulos clasificados como Semillas, o hasta que las Frutas queden con un tamano
considerablemente pequeno de acuerdo a un cierto criterio de parada.

(4) Finalmente queda un conjunto de subtriangulos Semillas. Sobre estos tridngulos se
realiza un proceso simple de biseccién para aproximar el punto de interseccion entre
la curva y el lado del triangulo y asi optimizar el despliegue de la curva.

(5) Se despliega el grafico de la curva, el cual consiste de pequenios segmentos de recta

contenidos en los subtriangulos que resultaron Semillas.

1. Subdivisién uniforme del tridngulo.

Como bien sabemos un triangulo consiste de tres vértices Vi, V5, V3. Una subdivisién de
T consiste en particionar N — veces cada lado del mismo, y asi, crear N? subtridngulos, los

cuales quedaran etiquetados y en orden.

Para este proceso, primero se fracciona cada lado del tridngulo y se toma cada pun-

to como vértice, tal como se ilustra en la Figura 2.1.
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1.(1,0,0) 3.(1/2,0,1/2) 5.(0,0,1)
2.(3/4,0, 1/4) a.(1/4,0, 3/4)

F1GURA 2.1. Discretizacion del Triangulo para N =4

Teniendo los puntos distribuidos en el triangulo, se construyen los tridangulos que
“apuntan” hacia arriba, es decir, los triangulos cuya base esta en la parte inferior. Asumien-
do la misma particiéon de la Figura 2.1, los tridngulos hacia arriba se muestran en el lado

izquierdo de la Figura 2.2.

Triangulos que "apuntan” hacia arriba | Triangulos que ”apuntan” hacia abajo

VA
JAVAVA
VAVAV

FicUurA 2.2. Construccién de los triangulos hacia arriba y hacia abajo
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Se realiza el mismo procedimiento para los triangulos cuya base estan en la parte supe-
rior (tridngulos que ”apuntan” hacia abajo) usando la particién anterior en cada lado de los

triangulos, tal como se ilustra en el lado derecho de la Figura 2.2.

Una vez identificados los triangulos, se procede con el etiquetado. El etiquetado fun-
ciona como guia para evaluar la funcién en cada tridangulo. Su seguimiento seréd de izquierda
a derecha en cada fila del triangulo principal sin importar si el tridngulo esta hacia arriba o

hacia abajo, el etiquetado del primer refinamiento se muestra en la Figura 2.3.

Ficura 2.3. Etiquetado en orden de los tridngulos para N = 4

Es importante recalcar, que para realizar este procedimiento, hay que definir el N con
el que se va a refinar inicialmente el triangulo principal 7', asi como también las coordena-
das de los vértices del mismo. El etiquetado de todos los subtriangulos que resultan de esta
subdivision, es importante para su posterior uso asi como también las coordenadas de cada
uno. La unién de este nuevo conjunto de subtriangulos se corresponde con el triangulo mas

grande, esto significa que:

T:U@
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con j = 1,...,N? Donde T; denotard el j — ésimo tridngulo de la subdivisién. En los
resultados que se muestran en este trabajo, fue suficiente con definir N = 50 ya que el

crecimiento del refinamiento de tridngulos es exponencial.

2. Clasificacién de los triangulos.

Inicialmente, tomando como referencia el trabajo de K. C. Hui y Z. H. Jiang[1], cada
subtridngulo T}, con j = 1,..., N? los clasifican como nulo, fruta ¢ semilla, a través del
siguiente criterio (nétese que al decir que el signo de un vértice de un tridngulo es positivo

o negativo, nos referimos a la evaluacién de la funcién en dicho vértice):

a) Semilla: Tridngulo donde existe un vértice con un signo diferente que el resto y
contiene parte de la curva.

b) Fruta: Tridngulo que contiene parte de la curva pero, posee una interseccién ambi-
gua con la curva (la interseccién ambigua serd definida mas adelante).

¢) Nulo: Tridngulo cuyos tres vértices son de signos iguales y no hay interseccién con

la curva.

Debido a las diferentes intersecciones de los tridangulo con la curva implicita F'(x,y) = 0,
en este algoritmo se realiza una clasificacién inicial de los tridngulos 7 en Frutas - Nulos

y Frutas - Semillas, de esta forma resulté un algoritmo diferente al planteado en [1].

2.1. Clasificacion Inicial. Como se establecié anteriormente, la subdivision resultante
de T es UTj con j = 1,...,N?% Los vértices de cada tridngulo T; cumplen una funcién
importante, si un lado [V, V}] de un tridngulo cualquiera intersecta a la curva en un tnico

punto, eso quiere decir que la ecuacién:
1 1 Aa 1
F(Va) F(V) Ab 0
tiene unica solucion para A,, A, > 0. Un punto de interseccién aproximado P existe entre
los vértices V, y V, si y s6lo si FI(V,)F(V,) <0y P =\ V,+ AV, (esto es segtn el criterio

usado en [1]).
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Cabe acotar, que en este trabajo, se optimiza la ubicacion de ese punto de intersec-
cién P a través de un proceso simple de biseccién. A continuacién mostraremos cual es la

razén para introducir el proceso de biseccion.

Ejemplo: La funcién considerada para este ejemplo es F(z,y) = 23 — 2% + 2, y el punto de
interseccién que vamos a aproximar es el de la funcién F(x,y) con el eje z en el (1,0). Ahora
bien, al usar el criterio del trabajo de K. C. Hui y Z. H. Jiang[1], tenemos que el punto
de interseccion esta dado por P = A\, V, + AV, que en este ejemplo resulta ser el punto
P = (1.046,0), ahora usando el proceso de biseccion en ese lado del subtridngulo, obtenemos
que nuestro punto de interseccién es P = (1.003,0), el cual es una mejor aproximacién al
punto de interseccién real que es: (1,0). En la Figura 2.4, se puede notar, que hay una mejor
aproximacién cuando es aplicado el proceso de biseccion, es por eso que se realiza este ajuste
y es aplicado al final cuando se obtiene un triangulo clasificado como Semilla. En el item
2.3 de este capitulo se explica con mas detalles esta clasificacién. El proceso de biseccién
es muy simple, ya que solo se usan tres iteracciones por cada punto. La euristica que nos
permitié decidir que solo se aplican tres iteracciones, fue porque visualmente se obtienen

buenos resultados.

Grafica sin biseccién Grafica con biseccidén

0.0204 0.104

0.084
0015+

¥ 0.010 3

0.049

00054

098 1.00 1.02 104 1.06 1.08 10 11 12
¥

FiGUuraA 2.4. Diferencia entre no aplicar el proceso de biseccién y aplicar el

proceso de biseccién
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Con este ajuste, se tiene que un punto de interseccién aproximado P existe entre los
vértices V, y V;, sty sélo si F(V,)F(V,) < 0y P se obtiene con un proceso de biseccién.
Obviamente, si F'(V,) o F(V}) es igual a cero, entonces la funcién F(z,y) = 0 pasa por uno
de esos vértices. Si la evaluacién de ambos vértices es cero, entonces la funcién yace en ese

lado del tridngulo o solo estd cortando en cada vértice.

Un solo corte Corte en 1 vértice Corte con 2 vértices
v3 v
—— / // /
A~ / /
N\ \ ”,' \
v v2 | w v2 | v V2

F1curA 2.5. Intersecciones entre la curva y los triangulos.

Para determinar estas dos primeras preselecciones; se evalia la funcién F(x,y) en cada
vértice Vj; con j = 1,...,N? i =1,2,3, y determinamos que aquellos tridngulos donde la

evaluacién en los tres vértices sean todos mayores iguales que cero (o menores iguales que

cero),
F(Vi1), F(Vja2), F(Vjs) 2 0
(F(Vin), F(Va), F(Vj3) < 0)
con j = 1,...,N? seran clasificados como tridngulos Frutas - Nulos, en cualquier otro

caso, pasaran a los triangulos Frutas - Semillas. En resumen los triangulos Frutas - Nu-

los son aquellos tridngulos cuya evaluacién de la funcién en sus vértices tienen el mismo signo.
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2.2. Intersecciones ambiguas. Como ya vimos, un punto de interseccién unico en un

lado [Vjq, Vjp] de un tridngulo existe si y sélo si F'(V;,)F(V;) < 0. Entonces:

Aa 1 F(Vip)

N | FVi) = F(Vi) \ Fev)

para j = 1,..., N2 Si F(V;,)F(Vj) > 0, no hay solucién con A,, A, > 0. Esto implica que

no hay interseccion entre el lado [V, Vjp] v la curva. Sin embargo, esto puede que no sea

cierto, como se muestra en la Figura 2.6.

V3

Vi V2

FiGurA 2.6. Ejemplo de una intersecciéon ambigua

Estos triangulos entran en la clasificacién de Frutas - Nulos, pues, a pesar de que satisfa-
ce la condicién F(V;,)F(Vjy) > 0, el tridngulo si es intersectado por la curva. Estos casos se
corresponden con curvas que tienen una curvatura alta respecto a su entorno y se propone
una solucién empirica planteada en [1], la cual consiste en evaluar la funcién en el punto
medio de cada lado del tridngulo y comparar el signo con los signos de los vértices adjuntos
(la evaluacién de la funcién en los vértices), 6 comparar el valor absoluto de la evaluacién
de la funcion en el punto medio, respecto a los valores absolutos de la funcién evaluada en

los vértices del triangulo.

También existe el caso donde a pesar de entrar en la clasificacién de Semillas segin
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la clasificaciéon dada en [1], el gréifico que arrojaria el algoritmo no se corresponde correcta-
mente con el grafico de la curva. En la Figura 2.7 se puede apreciar un ejemplo de este caso,
donde, a pesar de ser un candidato para semilla, no mostrara un grafico correcto. Como se
puede notar, cuando la curva intersecta al triangulo de esta forma, originalmente se trazaria
una linea entre los puntos de corte donde se originan los cambios de signo, de modo que
desplegaria una forma incorrecta del grafico de la curva, como se muestra en el lado derecho

de la Figura 2.7.

V3 V3

Vi V2 Vi ‘ V2

Ficura 2.7. Despliegue de un segmento de la curva en un triangulo clasificado

como Fruta - Semilla sin la clasificacion final.

Estos son casos que consideramos como intersecciones ambiguas. Por estos casos se rea-

lizan las preselecciones y no se mantiene el patrén original del paper [1].

2.3. Clasificacion final. Una vez obtenidos los conjuntos de triangulos Frutas - Nulos
y Frutas - Semillas, procedemos a separarlas de forma definitiva a través de dos subrutinas,

una para cada conjunto de tridngulos.

Para separar los tridngulos clasificados como Frutas - Nulos, en Frutas o (excluyente)

Nulos se realizan tres evaluaciones:

a) Se evalia la funcién en el punto medio de cada lado del triangulo.
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b) Se comparan los signos de las evaluaciones de los puntos medios con los de la funcién
evaluada en los vértices. Si el signo de la evaluaciéon del punto medio es opuesto al
de las evaluaciones de la funcién en los vértices, entonces ese tridngulo pasa a la
clasificacién Fruta.

¢) Los tridngulos que no satisfacen el item b), se les hace una evaluacién adicional.
Se comparan los valores absolutos de las evaluaciones de los puntos medios y la

evaluacion de la funcion en los vértices, de modo que si cumple lo siguiente:

(B < minlF (V). F(Vi)
[P (L5 | > maal F(Va), (V)

donde 7 =1,...,n y n es el nimero total de triangulos clasificados Frutas - Nu-
los. Si los tridngulos cumplen con el item c) entonces los tridngulos también seréan
clasificados como Frutas. Este proceso se realiza con cada combinacién de vértices
y es usado para distinguir los triangulos que tienen intersecciones ambiguas como
en la Figura 2.8 donde, la evaluacén del punto medio no satisface el item b). Los
tridngulos Nulos simplemente son los que no satisfacen los item b) y ¢) y son des-
cartados en su totalidad. Los triangulos clasificados Nulos resultan la mayoria de

los triangulos del refinamiento original del triangulo dado.

V3

Vi V2

FicurA 2.8. Interseccién ambigua de un triangulo Fruta-Nulo que clasifica

como Fruta luego de la evaluacién correspondiente al {tem c).
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Para separar los triangulos clasificados como Frutas - Semillas, en triangulos Frutas

o (excluyente) Semillas, se realizan estos dos pasos de forma simultanea:
a) Se determina que segmento del tridngulo tiene signos iguales en la evaluacién de sus
vértices.
F(V;a)F (Vi) > 0
para 7 = 1,...,m. Donde m es el nimero total de triangulos clasificados como

Frutas - Semillas.

Vie+Vj . . -
b) Sea VM, = F <%> la evaluacion del valor medio entre los vértices Vj, y
Vjp en el tridngulo Tj para j = 1,...,m, donde m es el nimero total de tridangulos

clasificados como Frutas - Semillas. Consideramos ademas, estos dos valores:
b.1) El valor de la evaluacién de la funcién en el vértice es de signo opuesto al de
VM;.
F(Vi;o)VM; <0
b.2) O el valor absoluto de VM. ; es menor que el minimo (6 mayor que el maximo)

del valor absoluto de la evaluacién de la funcion en cada vértice de ese lado del

triangulo.
VM| < min|F(Via), F(Vjy)]
(VM| > maal F(Via), (Vi)
para j = 1,...,m. Si la evaluacién del tridngulo cumple con los items a) y b),

(b.1 6 b.2), entonces sera clasificado como tridngulo Fruta. En cualquier otro
caso pasa directamente a triangulos Semillas, los cuales seran tratados mas

adelante. Este proceso se realiza con cada combinacion de vértices.

3. Refinamiento para los triangulos Frutas y el criterio de parada.

Los tridngulos clasificados finalmente como Frutas pasan por un refinamiento de orden 2
(o con N = 2) para obtener un total de 4 subtridngulos por cada Fruta, y como se especificé
en el principio de este capitulo, se toman todos los subtriangulos Frutas y se repiten los
procesos especificados en el item 2 de éste capitulo. Se establece un criterio de parada para

este proceso en tres direcciones. La primera es un ntimero finito de refinamiento, la practica
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con el algoritmo ha reportado que un méximo de 15 iteraciones es suficiente. La segunda es
el tamano minimo de cada tridngulo refinado, para determinar el tamano minimo, primero
definimos el tamano del triangulo principal, sea T el triangulo principal, sea Ly el maximo

de la longitud de los bordes del triangulo principal y sea Lz; el maximo de la longitud de
Lr

10000’

entonces se

los bordes de un triangulo clasificado como Fruta. Consideremos € =
establece que cuando se cumple

LTj<€

se detiene el proceso, se considera ese niimero para € ya que representa un triangulo lo su-
ficientemente pequeno para que no muestre detalles o errores en el despliegue de la curva.
La tercera es cuando el conjunto de triangulos Frutas es vacio. Estos criterios son suficientes
para obtener un buen refinamiento sobre los tridngulos Frutas. Es importante mencionar
que, cuando existen curvas con puntos singulares o donde la curvatura es muy alta, que-
daran triangulos frutas por refinar, pero no seran un problema ya que el criterio de parada
minimiza errores y detalles en el despliegue de la curva. Por esto, es importante determinar

el criterio de parada o un méaximo de iteraciones para los triangulos clasificados como Frutas.

Observacion: El maximo de iteraciones es una medida de seguridad en la programacion

para evitar que el programa se quede en un lazo infinito o un loop.

En la Figura 2.9 se muestra la diferencia entre la primera subdivisién y la subdivision de
los triangulos Frutas. Debido a que la primera subdivision tiene una cantidad considerable de
subtriangulos, se establecié que la subdivisién uniforme de los triangulos clasificados como

Frutas, es de cuatro subtriangulos por cada refinamiento.
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ATATAY,

-3 -2 -1 0 1 2

F1GURA 2.9. Se observa el tridngulo principal refinado inicialmente con orden
50 o con N = 50, dando como resultado 2.500 subtriangulos; mientras que los

triangulos clasificados como Frutas cada uno tiene 4 subtriangulos tinicamente

4. Aproximacién de la Curva.

Como ya vimos anteriormente, un punto P en el interior de T}, para j = 1,..., N, puede

ser expresado COINO:

donde,

3
D N=1LA>0
=1

Una funcién lineal ® que se aproxima a F'(x,y) = 0 puede ser expresada como:

O(P) = i NE(VR), Y o h=1

El proceso de biseccién mencionado en el capitulo 1, trabaja sobre un intervalo [a, b], como

estamos trabajando con triangulos, tenemos tres segmentos posibles en el que realizaremos
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dicho proceso. Debido a que todo depende del vértice que tiene el signo diferente y cual es
el signo que tiene, se realiza la evaluacién de la funcién en cada vértice del tridngulo y se

comparan los signos
F(Via)F(Vjp) <0

para j = 1,...,1, (I es el numero total de tridngulos Semillas), para conocer en cual lado se
realizara la biseccién. La biseccion genera un punto de corte mas cercano entre la interseccion
de la curva y el lado del tridngulo, eso quiere decir que para cada tridngulo Semilla tendremos
2 puntos de corte, entonces al tener dos puntos construiremos el segmento de recta que los
une, y se realizard la aproximacién lineal de la curva con todos los segmentos de recta que
construimos con cada tridangulo semilla. El proceso biseccion se realiza tres veces en cada
segmento del tridngulo, puesto que la primera subdivision del triangulo principal hace un
buen refinamiento reduciendo el margen de error de la interseccion de la curva con cada lado

de los subtriangulos.

Sin biseccién Con biseccion

o]
/\
e o e

FicuraA 2.10. Diferencia en el despliegue de la funcién al aplicar el método de biseccion.

Como se muestra en la Figura 2.10, el proceso de biseccion hace una diferencia conside-
rable en el despliegue del grafico de la curva. Para la Figura 2.10, se consider6 inicalmente
N = 50 para subdividir uniformemente el tridngulo principal (obteniendo un total de 2.500
subtridngulos) y se trabajé con una curva con curvatura alta, que ademds tiene un punto
singular en el (0,0). La inclusién del proceso de biseccién ofrece un aporte importante en el
despliegue final. Se nota de manera clara que sélo calculando el punto de interseccion por

medio la férmula propuesta por Hui y Jiang [1], no muestra un despliegue correcto de la
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curva, de hecho hay una gran diferencia entre el despliegue y la curva original (lado izquier-
do de la Figura 2.10). A lo largo del desarrollo del algortimo, se llega a la conclusién de
que 3 procesos de biseccion para cada segmento del triangulo donde la curva intersecta al
triangulo, es suficiente, ya que el despliegue de la curva se ajusta a la curva original (lado

derecho de la Figura 2.10).

En el siguiente capitulo se mostraran resultados de curvas con curvatura alta y mu-
chos puntos singulares en un solo punto, como también curvas suaves sin puntos singulares,
y se comprueba la eficacia del algoritmo en estos tipos de situaciones, realizando con éxito

los despliegues de las curvas.



Capitulo 3

Resultados.

A continuacién se muestran resultados obtenidos con el algoritmo propuesto. Se ilustran
resultados sobre curvas complejas debido a que tienen puntos singulares y curvatura alta,
sobre todo en el punto (0,0) (elegido por comodidad para las visualizaciones de los desplie-
gues). Hay curvas que por su alta curvatura en el punto (0,0) (como en la Figura 3.5) el
algoritmo no termina de graficar la curva, sin embargo, en comparaciéon con la rutina de
graficacion de un programa como Maple para curvas algebraicas, el algoritmo muestra un

despliegue que se ajusta mucho mejor a la curva original.

2
|

ta o
[

FIGURA 3.1. La curva (2 — 2z + 3?)? — (2% + y?) = 0 (Cardioide), sobre dos

triangulos diferentes.

28



3. RESULTADOS.

29

FIGURA 3.2. La curva ? + y? — 0,5 = 0 (Circunferencia), sobre dos tridngulos diferentes.

1

L.
—

FIGURA 3.3. La curva (2% + y%)? — z(2* — 3y?) = 0 (Flor de 3 Hojas), sobre

dos tridngulos diferentes.
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FicuraA 3.4. Conjunto de tridngulos clasificados Semillas con refinamiento
inicial de orden 50 - Flor de 3 Hojas. Notese la acumulacién de subtridngulos
entorno del (0,0) que es una singularidad de orden 2, como resultado de refinar

el despliegue en un entorno de ese punto.

.

]

FIGURA 3.5. La curva (2? + y*)® — 42%y* = 0 (Flor de 4 Hojas), sobre dos

triangulos diferentes.
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FIGURA 3.6. La curva (z? + y?)* — (z* — 3*) = 0 (Lemniscata), sobre dos

triangulos diferentes.

/)

FIGURA 3.7. La curva 2 — 22 + y? = 0, cibica con sigularidad en (0, 0)



Capitulo 4

Algunas Comparaciones con Maple

A continuacién se comparan los resultados del algoritmo con Maple, en base a los resul-
tados antes expuestos. Cabe destacar, que las curvas en Maple se pueden graficar completas
o con un rango especifico rectangular, pero no se puede picar la curva en partes, como en
efecto si lo puede hacer el algoritmo. Por otro lado, hay curvas que Maple no logra graficar

de forma optima, las cuales el algoritmo las despliega mas ajustadas a su forma.

32
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Algoritmo Maple
/x “/\Difjl 1‘§ 2 235

0% 02 04 06 03

06 04 -02 02 03 06 08

FicUrA 4.1. Comparaciones entre el algoritmo y Maple

33



Conclusion

El algoritmo de despliegue de curvas algebraicas, el cual evalia una curva que yace den-
tro de un tridngulo en coordenadas baricéntricas y luego la grafica mediante segmentos de
rectas, es una adapatacién del trabajo de K. C. Hui y Z. H. Jiang[1], y fue desarrollado
en orden de eliminar discontinuidades, errores de intersecciones ambiguas y aumentando la
capacidad de memoria con respecto a cualquier software de graficaion computarizada. Mien-
tras el trabajo de [1] no consideran el proceso de biseccién, la inclusién de este proceso di6
la capacidad de desarrollar un algortimo de despliegue que opera eficientemente. El algorit-
mo es particularmente util para trabajar partes de una curva, intersecciones entre curvas y
curvas que poseen curvatura alta, en comparacion con el programa de graficacion de Ma-

ple, el cual queda en evidencia la mejora que realiza el algoritmo al momento de visualizarlas.

Los tiempos de respuesta del algoritmo con respecto a los ejecutadores de Mplae no

fueron comparados, sin embargo el algoritmo trabaja rapido para curvas complicadas.

Cuando se trabaja con splines algebraicos de grado 3, se puede construir un triangu-
lo a partir del cuadrilatero con el que se trabaja para generar el spline. Esa es una gran
utilidad de trabajar en coordenadas baricéntricas y esto es una aplicacién que puede realizar

el algoritmo en otro tipo de estudio.
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