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RESUMEN

La Transferencia de Informacién es importante en el estudio de sistemas
complejos y de interés practico en muchas areas, como fisica, medicina,
economia, entre otros. Esta permite el estudio de la causalidad en diversos
tipos de sistemas, y es importante por ejemplo, en toma de decisiones sobre
cual sistema debe ser controlado para poder regular a otro. Para calcular
el intercambio de informacion, se utilizard la transferencia de entropia de
Schreiber, que es una medida efectiva de causalidad y ademas no hace ninguna
suposicién sobre la naturaleza del acople entre los sistemas. En este trabajo
se exploran dos métodos diferentes para obtener las probabilidades necesarias
en la estimacion de la transferencia de entropia entre sistemas, y se propone
un método novedoso y eficiente basado en el modelado de series temporales
a través del algoritmo de los vecinos mas cercanos, con el cual se obtienen
excelentes resultados al ser empleado en datos generados sintéticamente y en
sistemas reales. Se estudiaran tres sistemas reales diferentes, pero el principal
aporte de este trabajo es aplicar la metodologia propuesta para calcular la
transferencia de entropia y estudiar el acople cardio respiratorio, donde es
posible inferir cual sistema envia mas informacion, lo cual puede ser de gran

ayuda en el area de la medicina.

Palabras claves:

Informacién Mutua, Transferencia de Informacién o Entropia, Sistemas de

Mapas Acoplados, Sistemas Complejos.
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Introduccion

Generalmente, los sistemas reales estan compuestos por elementos que interactiian en-
tre si a través de acoples y presentan comportamientos complejos. Este tipo de sistemas,
llamados sistemas complejos, pueden encontrarse en areas como la fisica, biologia, eco-
nomia, ciencias sociales, medicina, entre otros. El estudio de la deteccién de causalidad
en sistemas complejos ha ganado gran importancia recientemente gracias a sus multiples
aplicaciones [1, 2, 3, 4, 5].

Por ejemplo una de las aplicaciones, es detectar entre el sistema respiratorio y el
cardiaco cual de ellos comparte mas informacién, para saber sobre cual se debe ejercer
control para regular al otro. De forma similar sucede con el sistema cardiovascular, que
ha sido estudiado con la finalidad de conocer cual subsistema controlar y asi administrar
la medicacion pertinente.

Existen diversos métodos para detectar causalidad en series temporales, muchos de
estos sblo funcionan para algunos tipos de sistemas [6]. Uno de los mas utilizados por
su capacidad de detectar causalidad en diferentes tipos de sistemas y con eficacia es la
transferencia de entropia de Schreiber [7]. Por lo cual fue utilizada en este trabajo para
medir la direccion del acople en los sistemas bajo estudio.

Se utilizo la transferencia de entropia para estudiar dos tipos de sistemas diferentes, el
primero sera data generada sintéticamente, en el cual podamos controlar la direccién del
acople y por ultimo se empled en sistemas reales como por ejemplo la frecuencia cardiaca
y la respiracion.

Para estimar la transferencia de entropia de Schreiber se implementaron 2 métodos
diferentes para calcular las probabilidades necesarias para esta medida (ver seccién 2.2).
El primero consiste en hallar las probabilidades mediante la discretizacion del espacio de
estados y posteriormente la observacion directa de la serie temporal para asi hallar la fre-
cuencia relativa de cada uno de los valores discretos (a su vez se utilizaron dos estrategias
diferentes para discretizar el espacio de estados). El segundo método implementado esté
basado en el modelado de series temporales a través de la estrategia de los vecinos mas

cercanos, este permite entre otras cosas disminuir el tiempo de cémputo en la estimacion
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de la transferencia de entropia, lo cual permite la aplicaciéon en sistemas reales. Para fi-
nalizar, se compararon ambos métodos y se calculé el niimero de operaciones necesarias
para la realizacion de cada uno de ellos y el tiempo de computo.

El método de discretizacion del espacio de estados fue aplicado sélo a series temporales
sintéticas obtenidas de sistemas de mapas acoplados ya que no pudo implementarse a
sistemas reales por su alto costo computacional. Por otra parte, el método del modelado
pudo ser implementado en ambos tipos de series temporales.

Este trabajo esta compuesto por 5 capitulos, en el primero se introduciran los conceptos
bésicos necesarios para el entendimiento del trabajo, en el segundo capitulo se explica el
concepto de transferencia de entropia de Schreiber, los sistemas de mapas acoplados y los
mapas que seran utilizados. En el capitulo 3 se discuten los métodos de discretizacion del
espacio de estados utilizados y los experimentos realizados; en el cuarto capitulo, se explica
el método del modelado con sus respectivos experimentos y por ultimo en el capitulo 5 se

exponen las conclusiones del trabajo.




Capitulo 1

Conceptos Basicos

1.1. Sistemas dinamicos

La palabra sistema puede tener muchas definiciones segtin el &mbito en el que se utilice.
En fisica un sistema es una coleccion de elementos los cuales interactiian entre si y que
conforman un todo. Un sistema se nos manifiesta como un aspecto de la realidad dotado
de cierta complejidad precisamente por estas partes en interaccion.

Cuando los elementos del sistema producen patrones de cambio en el tiempo se les
llama sistemas dindmicos. La caracteristica del patrén es que en un tiempo ¢’ esté inter-
relacionada con las de otros tiempos t. Casi todos los fendémenos observados en el mundo
cientifico tienen importantes aspectos dinamicos.

Entiéndase por sistema dinamico a la formulaciéon matemética de un proceso deter-
minista (es decir, el azar no estd involucrado en el desarrollo de los futuros estados del
sistema). El estado de un sistema dindmico descrito por n variables z;(t) con : = 1,...,n,
en un instante ¢ se puede representar por un vector definido en un espacio euclidiano
n-dimensional (xy, z,. .., z,), donde cada dimensién representa una variable, denomina-

do espacio de fase del sistema, tal que

x(t) = (21(t), 22(t), . .., 2n(t))

En este tipo de sistemas los estados evolucionan de acuerdo a reglas determinadas.
Las reglas especifican como cambia el estado del sistema a partir de un estado dado. Estas
reglas pueden consistir en ecuaciones diferenciales, funciones iterativas, o en un algoritmo
8].

La teoria que los agrupa ofrece una manera unificada de representar y caracterizar la
evolucion de sistemas que aparecen en diversos contextos. Se pueden representar a través

de la notacién vectorial [9], que provee un eficiente marco de trabajo para el desarro-
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llo computacional y tedrico. Por su propia naturaleza, la notacién vectorial suprime los
detalles, pero permite su recuperacion cuando es necesario.

Dicha representacion viene dada en términos de la cuarteta:

{s,x, t, f} (1.1)
donde

s es el espacio de fase y que representa el conjunto de todos los estados accesibles

al sistema.

x es el espacio (conjunto de variables) que puede ser continuo o discreto dependiendo

del sistema.

t es el tiempo y seguin su aplicacion puede ser tomado como continuo o discreto.

f es una funcién o conjunto de funciones que mapea el espacio de estados en si

mismo. La evolucién del estado x(t) en un subespacio U C R"™ en muchos sistemas

se puede describir mediante ecuaciones diferenciales de la forma:

dx
primRACl (1.2)
donde
f(x) ={fi(z), f2(z), ..., ful2)}. (1.3)

La Ec. 1.2 equivale al sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden

jf‘l = fl(x17x27"'7xn)

.i’n = fn(l‘l,xg, Ce ,,’L‘n)

y si el tiempo es discreto obtendremos una ecuaciéon de diferencia y no una ecuacién

diferencial:

ZL’l(t + 1) = fl(l'l(t),xg(t), . 7In(t>>

ot +1) = faolxi(t), z2(t), ..., z,(1))
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La solucién del sistema de n ecuaciones de primer orden (ecuacion 1.2) para
x(t) € U C R" requiere el conocimiento de n condiciones iniciales:
z(0) = (21(0), 22(0), ..., 2,(0)).

La evolucion del estado de un sistema en su espacio de fase es andlogo al movimiento
de una particula en un espacio euclidiano n-dimensional, cuya posiciéon instantanea es
x(t) y su velocidad estda dada por Cf; = f(x(t)), en el caso discreto z(t + 1) = f(z(t)),

podemos observar que la evolucion del sistema vendra dada por los estados anteriores.

1.2. Clasificaciones generales de los sistemas dinami-

COSs

Los sistemas dinamicos pueden clasificarse segiin dos criterios, el primero es de acuerdo
a la representacion de los estados, el espacio y el tiempo, y el segundo es de acuerdo a la

regla de evolucién.

1.2.1. De acuerdo a la representacion de x, sy ¢
Sistemas Totalmente Continuos

Un sistema totalmente continuo es donde un conjunto de ecuaciones diferenciales des-
criben la evolucion del sistema en tiempo continuo. La formulacién de modelos basados en
ecuaciones diferenciales se inicia con la Mecanica Newtoniana y actualmente sigue siendo
la manera mas utilizada en fisica para representar sistemas. Este término engloba una
gran variedad de sistemas cuyo comportamiento puede ser descrito mediante ecuaciones

diferenciales. En este caso, tanto s como ¢ son continuos. En este apartado se tienen:

» Sistemas de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP)
Son aquellos en los cuales el espacio de fases s es continuo y de dimension infinita
(debido a que es un espacio de funciones). x y ¢ también continuos. Demuestran
la relacion entre una funcién f desconocida, ciertas variables independientes y sus
derivadas parciales asociadas. Generalmente, en conjunto con condiciones iniciales o
de frontera. Su resolucién provee herramientas para reconstruir sistemas reales con
alto detalle, usualmente enlazando con otras EDPs previamente derivadas. Ejemplos

incluyen la ecuacién de onda, la ecuacién de difusién y la ecuacion de Schrodinger.

» Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
Poseen s de dimension finita y ¢ continuo. Una EDO de orden k relaciona los valores

de una funcién desconocida de una sola variable f, y sus derivadas hasta el orden
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k. Representan sistemas localizados ya que el estado no depende de las variables
espaciales. Ejemplos incluyen la ecuacién de Bessel (de segundo orden, k = 2) y la

ecuacion de Ricatti (de primer orden, k = 1).

Sistemas Totalmente Discretos

= Autématas Celulares
Poseen s, x y ¢ discretos. Son sistemas extendidos compuestos de un arreglo de L
celdas dispuestas de forma regular. Cada una es actualizada de forma sincronizada
por un conjunto de k reglas fr que toman en cuenta tanto el estado de la propia

celda como la configuracion de su vecindad v, de la forma:

fr:s®x"—s

Uno de los ejemplos mas famosos es el juego de la vida de Conway [10].

Sistemas Parcialmente Discretos

Representan el punto intermedio de los casos anteriores, algunos modelos con x y t

discretos, y s continuo son:

= Mapas
Los mapas, que se conocen también como ecuaciones diferenciales finitas, relaciones
de recursién, mapas iterados o mapas dinamicos; son sistemas localizados cuya regla
de evolucién viene dada por una funcién determinista f, siendo la trayectoria del

sistema:
Ti41 = f(ﬂvt) (1-4)

Entonces si aplicamos la regla de evolucion f a un xy se obtendra el siguiente

resultado:

fi(xo) = fofofo--of(z) = f(f(.. (f(20)))) =z

t

La secuencia xg, x1, xs, ... x; se llama trayectoria u orbita correspondiente a la con-
dicién inicial xy [11].
Por ejemplo el mapa logistico [12] es uno de los mapas unidimensionales mas utili-

zados, de este y de otros mapas se hablard mas extensamente en la seccion 2.3.

Los mapas sirven como modelos en areas como electrénica digital, economia, caos

y también se usan como representaciones discretas de ecuaciones diferenciales (ver

[13] y [14]).
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» Redes de Mapas Acoplados
Se componen de una secuencia de L mapas acoplados a sus vecinos inmediatos
mediados por un parametro ¢, el cual es el encargado de modular la intensidad del

acople.

La trayectoria del sistema es dada por la iteracion de una funcién vector valuada:

Ti1 = f(x)

Los RMAs son capaces de generar multiples comportamientos dependiendo de los
parametros internos de la funcién f, como turbulencia, intermitencia, ondas viaje-
ras, segregacion de fases, formacion de patrones y otros comportamientos colectivos
emergentes que no pueden ser explicados a partir del comportamiento de uno de los

elementos del sistema [15] [16].

1.2.2. De acuerdo a la funcién de evoluciéon f
Si f es Lineal

Un sistema dinamico es lineal si se cumple

flax +by) = af(x) +bf(y) (1.5)

es decir, es lineal si la funcion f que relaciona la tasa de incremento de las variables de

estado con sus valores actuales cumple con el principio de superposicion.

Si f es no Lineal

Si la Ec.1.5 falla en un sistema, éste se dice es no lineal. El hecho de ser no lineal hace
que su andlisis sea mucho mas complejo (ya que no se puede simplificar el problema a
instancias més sencillas). En la mayoria de las ocasiones no se podra encontrar soluciones
analiticas exactas a los problemas no lineales, por lo tanto la representacion de la dindmica

del sistema se auxilia mucho de técnicas geométricas de visualizacién y andlisis [9].

1.3. Caos Determinista

A pesar de que tradicionalmente se ha prestado una mayor importancia al estudio de
los sistemas lineales, conceptualmente mas sencillos y mateméticamente mas faciles de
resolver, una gran mayoria de los problemas de interés en Fisica involucran ecuaciones no

lineales, cuyas soluciones exhiben una rica variedad de comportamientos dinamicos. Esto
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incluye la posibilidad de movimiento cadtico, incluso en sistemas de pocos grados de liber-
tad, en los cuales las trayectorias se entremezclan entre si de forma erratica y turbulenta,

de manera que resulta imposible toda prediccion detallada para tiempos largos.

La caracteristica mas importante de la dinamica cadtica es su extrema sensibilidad
a pequenas variaciones de las condiciones iniciales, de forma que dos trayectorias que
empiezan muy préximas se separan de forma exponencial en el tiempo. Esto conlleva
a limitaciones practicas en la capacidad de prediccién del comportamiento de sistemas

cadticos.

Hay que destacar, que a pesar de su naturaleza impredecible, el caos es un fenémeno
determinista, en el que la evolucion del sistema viene dada en todo momento por una

conjunto de reglas de evolucion temporal que estan bien definidas.

El caos se puede definir como el comportamiento aperiddico a tiempos largos que tiene
lugar en un sistema dindmico (que como ya se menciond anteriormente es determinista)
que presenta sensibilidad extrema a las condiciones iniciales (es decir, el exponente de

Lyapunov de la érbita es positivo) [11, 17].

Las cantidades conservadas constituyen primeras integrales del movimiento de un siste-
ma; son funciones de las coordenadas y de sus velocidades (primera derivadas temporales).
Un sistema con s grados de libertad es integrable si posee, al menos, s cantidades conser-
vadas. Si el sistema tiene menos de s cantidades conservadas, se denomina no integrable.
Un sistema para el cual existen méas cantidades conservadas que grados de libertad, se

llama superintegrable.

La integrabilidad puede ser considerada como un tipo de simetria presente en varios
sistemas dindmicos, y que conduce a soluciones con comportamiento regular (peridédico
o estacionario) en el tiempo. Sin embargo, la existencia de integrabilidad no es lo mas
comun; muchos sistemas dinamicos no son integrables. Un sistema no integrable puede
exhibir comportamiento cadtico para algin rango de valores de sus pardmetros. La no
integrabilidad es una condiciéon necesaria, pero no suficiente, para la existencia de caos en

un sistema [8].

Los sistemas con comportamiento cadtico se caracterizan porque las ecuaciones que

rigen su dinamica poseen funciones no lineales de las variables.

Las caracteristicas que se han mencionado anteriormente sobre los sistemas caodticos
ponen de manifiesto que el comportamiento cadtico no se debe a la presencia de fuentes de
ruido, ni a un elevado ntimero de grados de libertad; la irregularidad del comportamiento

cadtico es exclusivamente resultado de la propia dindmica interna del sistema.
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1.3.1. Puntos fijos y estabilidad local

Sea el mapa xyy1 = f(z;). Se dice que que x* es un punto fijo si

f(z*) =" (1.6)
Es decir, si la érbita cae en un punto fijo, seguird en él durante las sucesivas iteraciones,
puesto que, dado x; = z*, se tiene x;41 = f(z;) = f(2*) = z* para todo t.
Para estudiar la estabilidad de x*, consideremos una érbita proxima, z; = z* + 1, y
observemos si esta es atraida o repelida por z*, esto es, si 7y crece o decrece al aumentar
t.

De la definicién de los mapas (Ec. 1.4) se tiene

T = o+ = f(r) = (2" + ) (1.7)
= f&) + f/(@)m +O0m7) (1.8)

tomando en cuenta la ecuacion 1.6,

a1 = f' (@) + O(n;). (1.9)

Supongamos que puede despreciarse el término O(n?). Obtenemos el mapa linealizado
Nee1 = f'(x*)n. Se define su valor propio o multiplicador como la pendiente en el punto

fijo

A= f(z¥). (1.10)

Entonces, la estabilidad dependera del valor de A. En efecto, los primeros términos del

mapa linealizado son:

mo= A
Ny = A= )\2770
m = )\tﬁo

En consecuencia,

» Si|A <1,n — 0parat— oo, el punto fijo es linealmente estable y se le dice que

z* es un punto atractor.
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= Si A =0 se dice que el punto es superestable.
= Si |[A| > 1, el punto fijo es inestable.
» Si |A| =1 el punto fijo es critico.

Si el pardametro de control del mapa varia, generalmente, también cambia el valor
propio del punto fijo llegando para ciertos valores a perderse la condicién de estabilidad
|A| < 1. Para este valor del parametro de control la trayectoria deja de tender hacia el

atractor z* .

1.3.2. Sensibilidad a las condiciones iniciales y exponente de

Lyapunov

Dos orbitas con puntos iniciales cercanos que se encuentren dentro de un intervalo
periddico suelen mantenerse aproximadamente a la misma distancia. Si se encuentran en
una zona cadtica no hay puntos atractores, por lo tanto las dérbitas de los dos puntos
iniciales tienen evoluciones totalmente diferente. A esto se le llama sensibilidad a las
condiciones iniciales y esta relacionado al valor absoluto de la derivada del mapa como
veremos a continuacion.

Haciendo la expansion de Taylor de una funcién suave cualquiera f, tenemos que:

f(x+h) = f(z)+ f'(x)h+ O(h), (1.11)

es decir

f(x+h)— f(x) = f'(x)h+ O(h). (1.12)

Si dos puntos estan en un principio a una distancia |h| en la siguiente iteracién estaran
a una distancia |f'(z)h| si se desprecia O(h), esto es, si |f'(x)| > 1 entonces la distancia
que los separe serd mayor que |h|. Por lo tanto el que un punto x + h se acerque o se aleje
de x depende del valor de la derivada f'(z).

Sea una condicién inicial xy y otra extremadamente proxima xy + dg. Supongamos
que la separacién después de n iteraciones es |8,| = |5o|e™*. Despejando A y tomando en

cuenta que 9, = f"(xg+ do) — f™(z0), se tiene que:

1

n

5
0

=

In

S ‘fn(% R Y[V (3 R
n 0 n

Si esta expresion tiene limite para n — oo, entonces a este limite,
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A=l () (o) (1.14)

se le llama exponente de Liapunov para la érbita que comienza en xy. La definicién
dada depende de x( pero se espera el mismo resultado para cualquier érbita en la cuenca
de atraccion de un atractor y se tiene que A > 0 para los atractores cadticos y A < 0 para

puntos fijos y ciclos estables [11, 17].

1.4. Probabilidades

Muchos de los acontecimientos que suceden a diario no son deterministas. Por ejemplo,
. Cual sera el precio del barril de petréleo?, ;jLlovera o no?. Este tipo de acontecimientos
se denominan experimentos aleatorios. Es decir, un experimento es aleatorio cuando
no podemos predecir exactamente su resultado, sino que sélo podemos predecir con que
frecuencia se obtienen los distintos resultados en un gran nimero de intentos. Los juegos
de azar brindan ejemplos clasicos de experimentos aleatorios.

El conjunto de todos los posibles resultados asociados a un experimento aleatorio es
llamado espacio muestral denominado comtnmente €2.

Para el analisis de un experimento aleatorio también son de interés los eventos que
son subconjuntos del espacio muestral ) que correspondera a la realizaciéon de algunos
resultados particulares.

Una medida de probabilidad es una funcién que asigna a cada evento en el espacio
muestral un nimero P(A) € [0,1] que nos dice cual es la probabilidad de que ocurra
dicho evento al observar un experimento aleatorio, es decir, esta brinda la posibilidad de
“medir” la incertidumbre inherente al evento.

Si se le asignan a los eventos que aparecen con poca o ninguna frecuencia probabilidad
0 y a los eventos que ocurren con mayor frecuencia la probabilidad 1, entonces una medida

de probabilidad es una funciéon que debe satisfacer las siguientes propiedades:

P(Q) =1 (1.15)

P®) =0 (1.16)

Si se tiene un evento A cuyos elementos son disjuntos ai,as...ay, es decir que no

pueden producirse simultdneamente (a; Na; =0, ¥ i # j) entonces

P(A) =) P(ay) (1.17)
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Y si ademaés se tienen dos eventos A y B que son disjuntos

P(AUB) < P(A) + P(B) (1.18)

1.4.1. Probabilidad Marginal, Condicional y Conjunta

A menudo en el calculo de las probabilidades se tiene informacion a priori acerca del
resultado de un experimento, lo cual debe modificar el calculo de las probabilidades de

cada evento.

Probabilidad Conjunta

Dado un espacio muestral €2 y dos eventos A y B, se llama a un evento nuevo como con-

juncion de Ay B (A N B) cuando ambos eventos ocurren simultdneamente. Ver figura 1.1

Figura 1.1: Interseccién entre los conjuntos A y B.

Entonces, la probabilidad conjunta que puede ser representada como P(A N B) o
P(A, B) (en este trabajo serd representada de la segunda forma), mide la frecuencia con

la que suceden dos eventos al mismo tiempo.

Probabilidad Condicional

Como su nombre lo indica se trata de determinar la probabilidad de que ocurra un
evento A (aposteriori) dado que ya acontecié un evento B (apriori), y se representa me-
diante P(A|B), se lee probabilidad de A dado B o probabilidad de A condicionada a
B.

En la probabilidad condicional, se considera que de un espacio muestral 2 se conoce
unicamente el evento B, que constituye un espacio muestral reducido.

Como unicamente conocemos el evento B, la probabilidad de que exista A estd dada

por la posible interseccién del evento A con el evento B, ver figura 1.1.
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Por lo tanto la expresién para la probabilidad condicional quedaria

P(A|B) = n(:(;)B) - Pl(f(l;?) (1.19)

donde n(AN B) es el nimero de elementos en la interseccién de A con B y n(B) es el

numero de elementos en el evento B.

Probabilidad Marginal

Esta es la mas simple de todas y la mas utilizada, mide la cantidad de veces que
aparece el evento A en N observaciones, y se calcula sumando las probabilidades de los

eventos conjuntos, de los cuales el evento A forma parte, por lo tanto:

P(A) = fj P(A, By) (1.20)

En otra palabras, la probabilidad de un evento A es igual a la suma de probabilidades

conjuntas del evento By, y los eventos A, la suma se realiza sobre los eventos By.

Teorema de Bayes

Considerando P(A;) como la probabilidad a priori de los eventos A;, y se requiere
conocer una probabilidad a posteriori de cada uno de ellos, dado que ya conocemos el

evento B, Aj representa a cualquiera de los eventos A;.

P(Ag|B) =
N
como P(Ax, B) = P(Ax)P(B|Ak) y la probabilidad total de B es P(B) = Y P(A;, B),
i=1
tenemos:

= (1.21)
Z:P<Ai)P<B’Ai)

La expresion 1.21 se conoce como Teorema de Bayes, que establece la probabilidad de
un evento particular Ay de los eventos A;, dado que ya sucedi6 el evento B, expresada en

términos de probabilidad condicional. (ver [18])
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Capitulo 2
Informaciéon y Entropia

En la vida cotidiana el concepto de informacion tiene gran importancia, por ejemplo,
nos basamos en esta para tomar decisiones. Aunque en muchos casos el término informa-
cién es mal utilizado, ya que, se llama informacién a cualquier mensaje independientemen-
te de que éste nos informe o no. Una comprension precisa del concepto de informacion es
crucial para varias disciplinas cientificas. A la inversa, una comprension vaga del concepto
puede conducir a profundos malentendidos, en este capitulo se responderan las siguientes
preguntas relacionadas con la informacién: ;Cual es realmente el significado del término?.
., Coémo saber si algo es informacion o no?. ;Cudl es la diferencia entre la informacién y la
entropia?

En 1948, Claude Shannon publicé un articulo titulado Una teoria matemdtica de la
comunicacion [19], en el cual se hizo evidente que la informacién es una cantidad bien
definida y, sobre todo, medible. El articulo de Shannon describe una teoria sutil que nos

dice algo fundamental acerca de la forma en que funciona el universo.

2.0.1. Informacién Segin Shannon

La teoria de la informacién de Shannon proporciona una definiciéon matemaética de la
informacion y describe con precision cuanta informacion puede comunicarse entre diferen-
tes elementos de un sistema.

Supongamos un evento con k estados posibles y equiprobables, esto quiere decir que

P(z) = T La Informacion I de este evento puede ser representada como:

I(z) = logy(k) = log, (P<1>) (21)

I(x) = —log,(P(x)) (2.2)
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donde b determina la unidad en que se medird la informacién. Si b = 2 la unidad es
llamada bit, si b = 10 la unidad se denomina bans y por ultimo, si b = e la unidad es
llamada nat.

La definiciéon de la informacion se deriva de las propiedades que se quiere que esta

cumpla:

La informacién es una cantidad positiva I(a) > 0.

Si un evento tiene probabilidad 1 entonces no se tiene informacion de la ocurrencia
del evento I(1) = 0.

Si dos eventos independientes ocurren, entonces la informacion que se obtiene al

observarlos es la suma de la informacién de cada uno I(ajaqs) = I(ay) + I(ag).
= Que sea una funcién continua de la probabilidad.

Es facil notar en la expresion 2.2, que la probabilidad de un evento es equivalente a su
informacién. Considere una moneda que cae cara el 90 % del tiempo (es decir, p(z.) = 0,9).
Cuando se lanza esta moneda, se espera que caiga cara arriba (z = z.), asi que cuando lo
hace, esto sorprende menos que cuando cae el sello hacia arriba (x = z;), por ello, este no
proporciona ningun tipo de informacién; por el contrario, cuando cae sello hacia arriba,
esto si proporciona informacién valiosa sobre el sistema. Cuanto méas improbable sea un
resultado particular, mas sorprendido estéd el observador. Es decir, si la probabilidad de
un evento es alta/baja el contenido de su informacién es bajo/alto, esto es conocido como
sorpresa del evento. Se puede decir, que un evento transmite mas informacion, mientras

este reduzca la incertidumbre del sistema.

2.0.2. Entropia de Shannon

Si se tiene una variable aleatoria x que toma valores x; con probabilidades P,

1 =1,..., N, su entropia sera la suma ponderada de la cantidad de informacién:
N
H(x) = =Y Plog,(P) (23)
i=1

definiendo 01log(0) := 0 dado que liir(l)nlog(n) =0.
La expresion 2.3 es llamada entropia de x, también conocida como entropia de Shan-
non [19] y esta cuantifica la incertidumbre involucrada en la prediccién de una variable

aleatoria.
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En las ecuaciones 2.2 y 2.3 se puede observar que de acuerdo a Shannon la entropia
de una distribucién de probabilidades es justo el valor medio de la informacién de esa
distribucion.

Analogamente, para dos variables aleatorias x e y con sus distribuciones respectivas

asociadas se extiende el concepto de entropia:

» Entropfa Conjunta [20]: Es escrita en término de la distribucién de probabilidad

conjunta.

Hx,y) = Y Pla,y) logy(P(x,y)) (2.4)

7y
donde P(z,y) es la probabilidad conjunta.

» Entropia Condicional [20]: Se define en término del promedio ponderado de proba-

bilidad condicional local.
H(x|y) = ZP P(x|y)logy(P(z]y)) (2.5)

donde P(z|y) es la probabilidad condicional de x dado y y P(y) es la probabilidad

marginal de y.

Si un emisor desea enviar cierta informacion x proveniente de una fuente se puede
interpretar la entropia como la cantidad de informacién promedio que se esta enviando.
Similarmente el receptor cuantifica en la entropia la incertidumbre asociada a la variable
x. A partir de esta definicion intuitiva de entropia se pueden entender las propiedades

que se derivan de 2.3:

» H(x) es una funcién continua porque a pequenios cambios en la probabilidad hay

pequenos cambios en la informacion contenida.
= H(x) > 0.

» H(x) es maximo si P(z;) = P(z;) para todo 4, j. Cuando la distribucion es uniforme

la incertidumbre sobre x es maxima.

» Si P, =1 para algun ¢ entonces H(x) = 0. Si existe total certeza de la ocurrencia

de un evento, la incertidumbre sobre x es 0.

» H(x|ly) < H(x) + H(y), con la igualdad cuando x y y son independientes. Esta

propiedad se conoce como subaditividad de la entropia de Shannon.
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2.0.3. Informaciéon Mutua

La independencia entre dos variables x e y puede ser medida de la siguiente forma

(ver figura 2.1)

I(x;y) = H(x)— H(x|y)
= —ZP ) log, (P < ZP P(z]y) logy(P (yll‘))>

= —ZP x,y) logy(P(x)) +ZP z,y) logy(P(x|y))

T,y T,y

- ¥ Py, (M) (2.6

La informacién que comparten dos eventos x e y se denomina informacién mutua [21]

y se escribe I(x;y).

H(x[y)

Figura 2.1: Relacién entre entropias e informacién mutua.

Es facil notar en la ecuacién 2.6 que si los eventos x e y son independientes
P(z,y) = P(x)P(y) entonces, el logaritmo es cero y cada término en la suma sera cero,

entonces I(x;y) = 0, como es de esperarse.

Por otro lado, si x e y estén relacionados (es decir, los eventos comparten informacién)
I(x;y) # 0, esto quiere decir, que la informacién mutua es una medida 1til para deter-
minar si dos eventos estan relacionados o no, sin embargo no expresa el grado de relacion

entre estos eventos, ni la direccién en la que fluye la informacion, ya que I(x;y) = I(y;x).
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2.1. Causalidad de Wiener-Granger

La causalidad en series de tiempo consiste en determinar causa y efecto a partir de
la observacion conjunta de los datos. Existe una amplia gama de diferentes métodos y
técnicas que permiten determinar la causalidad en series temporales, como por ejemplo
la transferencia de entropia [7] o la causalidad de Wiener[22]-Granger [23].

Para poder realizar una analisis causal de dos series temporales se requiere la afir-
maciéon de que, una de la series puede interpretarse como la conduccién de la otra, es
decir, la serie “causa” estd impulsando la serie de “efectos” donde el significado técnico
de “conducir” depende de las herramientas especificas que se utilizan pero, en general,
implica que algunos datos o estructura de datos (la “causa”) en el pasado de una serie
predice, o aumenta la probabilidad de, algunos datos o estructura de datos (es decir, el
“efecto”) en el presente o futuro de otra serie.

El anélisis causal exploratorio de series temporales se define por el enfoque del analisis
mas que por el uso de cualquier conjunto especifico de herramientas o suposiciones, ver
[24].

Entre 1959-1960 como estudiante posdoctoral, Granger tuvo que dedicar su atencion
al concepto de causalidad, por lo cual tuvo que leer un trabajo de Norbert Wiener (ver
[22]), el cual contenia una definicién de la causalidad. Esencialmente, fue esta definicion,
la que Granger analiz6 e implement6 en 1969 [23]. La afirmacion respecto a la causalidad

de Wiener se basa en dos componentes:

1. La causa ocurre antes del efecto.

2. La causa contiene informacion sobre el efecto que es tinica y no esté en otra variable.

Una consecuencia de esta afirmacién es que la variable causal puede contribuir a la

predicciéon de la variable efecto.

2.1.1. Definicién

Considere dos series temporales x = {z;} ey = {y:} cont =1,...n, donde t = n es
considerado el tiempo presente y todo el conocimiento disponible en el universo en todo
momento ¢t < n serd denotado como €2,,. Granger introdujo los siguientes dos axiomas, los

cuales se asume que siempre se cumplen:

Axioma 2.1 FEl pasado y el presente pueden causar el futuro, pero el futuro no puede

causar el pasado.
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Axioma 2.2 2, no contiene informacion redundante, de modo que si alguna variable z
esta relacionada funcionalmente a alguna de las otras variables, de manera determinista,

entonces z debe ser excluida de €),,.

Dado esto, Granger introduce la siguiente definicién: dado un cierto conjunto A, y

causa X si

P(xn+1 S A|Qn) 7& P(xn+1 € A|Qn - Y) (27)

donde €2, — y se define como todo el conocimiento disponible en el universo, excepto
y; es decir, y causa x si la probabilidad de que un valor futuro de la serie x esté en algin
conjunto A es diferente dependiendo de si se da o no todo el conocimiento en el universo
hasta el presente o solo se da ese conocimiento que no esta en y. Intuitivamente, esta
diferencia 2.7 implica que el conocimiento de y proporciona cierto conocimiento de x.

La definicién operacional de la causalidad de Granger se centra en construir modelos
de prediccion en series temporales.

Considere un modelo de vectores autoregresivos para el sistema de x e y,

T\ o AL AL Tii €xt
=S T e + (2.8)
)20 )00 ()

donde €, son términos de ruido no correlacionado.

Supongamos que la matriz de coeficientes A es encontrada de tal manera que este
modelo es 6ptimo en algiin sentido, por ejemplo, el error de la prediccién se minimiza,
entonces “y Grangercausa x” solo si A, # 0y “x Grangercausa y” sdlo si A,, # 0. Una
prueba estadistica puede ser formulada bajo la hipotesis nula para la no causalidad, es
decir, “y Grangercausa x” o viceversa si A, =00 A,, = 0.

El uso de este esquema en el caso de subsistemas no lineales puede conducir a conclu-
siones erradas ya que, requiere generalizaciones para permitir la investigacion de procesos
no lineales ademas de que Granger no proporciona definiciones formales de “informacion”,
en contraste con las medidas de la teoria de la informacion. Por lo cual, se han desarrollado

otras estrategias para la deteccion de causalidad en series temporales.

2.2. Transferencia de Entropia de Schreiber

En el ano 2000, Schreiber introdujo la transferencia de entropia como una medida
tedrica de la informacién que cuantifica la coherencia estadistica entre sistemas que evo-
lucionan en el tiempo [7] esta se ha convertido en una de las herramientas mas utilizadas

para detectar causalidad entre series temporales.
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Como se observé anteriormente, la informacién mutua (ver seccién 2.0.3) es simétrica
y no es una medida efectiva para determinar en que direccion fluye la informacién, por ello
Schreiber propone la transferencia de entropia que es una medida no simétrica y que esta
basada en el cambio de entropia del sistema. Esta medida, con suposiciones minimas sobre
la dinamica del sistema y la naturaleza de su acople es capaz de cuantificar el intercambio
de informacién entre sistemas.

Supongamos dos sistemas que generan eventos, ahora definamos una tasa de entropia
Hy, que es la cantidad de informacion adicional que se requiere para representar el valor
de la siguiente observacion de uno de los sistemas. Esta tasa de entropia tiene la siguiente

forma:

Hy ==Y P(ni1,Zn,Yn) 108y (P(Tns1|Tn, yn))

Tn+1
Si ademaés se define una tasa de entropia Hs en la cual se supone que la observacion

Zn11 es independiente de y,, es decir, que P(x,11|Tn, Yn) = P(xpi1|zy):

H2 = Z P($n+17$nayn) IOgZ (P(l'n+1|$n))

Tn41

La transferencia de entropia se obtiene haciendo Hy — Hi:

H2 — H1 = - Z P<xn+1;xmyn) 10g2 (P<xn+1‘xn))

Tn+1,Tn,Yn

+ Z P(anrluxn?yn) 10g2 (P(l’n+1’$n,yn))

Tn+41,Tn,Yn

Pxn Tny Yn
- Z P(xn—i-l;xnayn) lOgQ( ( +1| Y )>

Tn41,Tn,Yn P(Zny1]Tn)

Podemos observar que esta expresion es asimétrica, por lo tanto obtenemos dos ecua-

ciones para la transferencia:

P(yn-i-l‘xnayn)
Tx = P(yn laxnayn) log < (29)
Y yn—‘—gc;ruyn i 2 P(yn+1|yn)
P(anrl’xnayn)
T x = P Tnt1, Tny Yn log ( 2.10
v xn+§nyyn ( o ) ? P(xn"l‘l ‘xn) ( )

Esta es la transferencia de entropia de Schreiber [7].
P(zpi1|n, Yn) ¥ P(Yns1|Tn, yn) pueden ser escritas en término de las probabilidades

conjuntas y marginales utilizando la expresion 1.19:
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P<yn+laxnayn>P(yn)

Tx - P(yn lvx’rwyn) log ( (211)
Y yn-‘r;nyyn * 2 P(yn+1’yn> ('In)yn)
(xn+17xn7yn)P<xn)

T x - P Tn 7xn7yn) 10g ( (212)
v mn+17233n7yn ( o ? ($n+1,$n) (xnayn)

Es facil notar, que la transferencia de entropia también puede ser escrita en término de

las probabilidades condicionales y marginales.

P yn ‘/I;n7yn
Tisy = Z P(yn+1|xmyn)P(yn|a?n)P(xn)log2< (| )> (2.13)
Yn+1,Tn,Yn P(yn+1|yn>
_ P(xn—i-llxnayn)
Tyox = Y, P@nial@n, yn) P(zn|yn) P(yn) log, (2.14)
Tn41,Tn,Yn P(ny1]Tn)

2.3. Mapas

Este tipo de sistemas dinamicos ya fueron explicados brevemente en la seccion 1.2.1. La
virtud de los mapas, es que estos son relativamente simples de tratar, faciles de entender
y analizar porque son gobernados por ecuaciones finitas de diferencia en vez de por una
ecuacion diferencial no lineal. En areas como la biologia, economia y otras areas de las
ciencias, muchas veces el tiempo debe considerarse como discreto en vez de continuo.

En esta seccion se hablara un poco de los mapas utilizados.

2.3.1. Mapa Logistico

El mapa Logistico [12] es uno de los mapas mas utilizados por su simpleza y porque
este tiene una dinamica muy rica. Puede interpretarse como un modelo de poblaciéon en
un sistema en el que los recursos son limitados. Su comportamiento viene dado por la

siguiente ecuacion:

flz;) = ra; (1 — ;) (2.15)

El crecimiento dado por el término f(x;) = rx; resulta limitado por la no linealidad
de —ra?, donde x; representa el ntimero de la poblacién correspondiente a la i-ésima
generacion. r es llamado el pardmetro de crecimiento y debe cumplir con 0 < r < 4 para
garantizar que la funcién se mantenga dentro del intervalo [0, 1]. En la figura 2.2 podemos

observar el espacio de fase del mapa Logistico.
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Figura 2.2: Representacion geométrica del Mapa Logistico con r = 3,99.

Segun el valor que se le adjudique a 7, se observan diferentes comportamientos en la

funcién.

En la figura 2.3 se puede observar claramente que para el mapa logistico se va do-
blando el periodo como ruta al caos, también es facil ver que la funcién tiene ventanas de
periodicidad que se vuelven mas pequenias hasta que después de r = 3,6 las bifurcaciones
se vuelven tan impredecibles que la poblacién puede visitar cualquier valor (pseudoalea-
torios). Esto se conoce como el periodo que duplica el camino hacia el caos. El periodo
de duplicacién aumenta de 16 a 32 y asi sucesivamente, para obtener este efecto de caos.
En el punto r = 3,9. La funciéon de Mapa Logistico parece determinista a partir de los
parametros iniciales, pero causa un conjunto aparentemente aleatorio de nimeros es decir,

para r > 3,6 el mapa logistico es una funcion caotica.

1.0+

0.8 4

0.6 / «\\.
-

0.2 4

0.0 4

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Figura 2.3: Diagrama de bifurcaciones del mapa Logistico.
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2.3.2. Mapa Triangular

El mapa Triangular [25], que como el mapa logistico también es un mapa unidimen-

sional. Es una transformacién no invertible del intervalo de la unidad a si mismo.

d si 0<z;<a

g(zi) =
1 — T

(2.16)
si a<ux; <1
1—a

Como se puede observar en la ecuacién (2.16), este depende del pardametro a € [0, 1].

Al igual que en el mapa logistico, el comportamiento de la funciéon dependera del valor
del pardmetro a (ver figura 2.4).

1.0

k0

0.8 |

06

Tn+1
-

0.4}

02}

0.2 0.4

0.6 0.8 1.0
In

Figura 2.4: Iteracion del Mapa triangular para a = 0,5.

2.3.3. Mapa de Hénon

El mapa de Hénon [26] es un sistema dindmico discreto en el tiempo. Es uno de los
ejemplos de sistemas dindmicos més estudiado que muestra comportamiento cadtico. El

mapa de Hénon toma un punto (z,,¥y,) en el plano y lo mapea a un punto nuevo.

2
Tnal Yo + 1 —ax;

(2.17)
yn+1 bxn

El mapa depende de dos pardametros, a y b que son constantes reales y positivas, el
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mapa clasico de Hénon tiene valores de a = 1,4 y b = 0,3, en los cuales el mapa es cadtico

(ver figura 2.5).

0.4 1

0.3

0.2 9

0.1

—-0.1

—-0.2 4

—0.34

—0.4

T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2.5: Atractor de Hénon con a = 1,4 y b= 0,3.

2.4. Sistemas Complejos

Un sistema complejo es una coleccion de elementos que interactiian conformando un

todo [27]. Ademads, estos cumplen con las siguientes caracteristicas:
= Tienen un gran nimero de elementos que interactian entre si.

= Estos elementos exhibiran comportamientos emergentes, es decir, un comportamien-

to colectivo de auto-organizacion.
= Su comportamiento emergente no resulta de la existencia de un controlador central.

En la naturaleza se pueden encontrar una gran cantidad de ejemplos de sistemas
complejos que se extienden desde la fisica hasta la economia. Esta clase de sistemas no
constituye un caso raro ni excepcional, sino que se manifiesta en la inmensa mayoria de los
fendmenos que se observan a diario. Sin embargo, y a pesar de su gran diversidad y abun-
dancia, se pueden identificar conductas dindmicas genéricas, no importa su naturaleza
(fisica, quimica, biol6gica o social). Entre ellas, las leyes de crecimiento, la autoorganiza-
cién y los procesos colectivos emergentes. Como ejemplos de sistemas complejos se pueden
mencionar una célula, un cerebro, un ecosistema, una sociedad de insectos, un sistema
inmunoloégico o una economia de mercado, entre muchos otros.

La mayoria de los sistemas complejos son inestables y de la misma forma que en

los sistemas caoticos, cualquier variacion minima entre sus elementos puede modificar,
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de forma imprevisible, las interrelaciones y por lo tanto, el comportamiento de todo el
sistema. La evolucién de esta clase de sistemas se caracteriza por la intermitencia, es decir,
una situacion en la que el orden y el desorden se alternan constantemente. Los estados
evolutivos en los sistemas complejos no transcurren a través de procesos continuos y

graduales, sino que suceden por medio de reorganizaciones y saltos.

Estos sistemas nunca llegan a un 6ptimo global, es decir, al estado de minima energia.
En general, crecen progresivamente hasta que llegan al limite de su desarrollo potencial.
En ese instante, sufren un desorden, una especie de ruptura que induce una fragmenta-
cién del orden preexistente, pero después, comienzan a surgir regularidades que organizan
al sistema de acuerdo con nuevas leyes, produciendo otra clase de desarrollo. Este com-
portamiento es tipico en los sistemas naturales. En consecuencia, la organizacion de los
sistemas complejos se da en diferentes niveles. Las leyes que gobiernan la causalidad de

un nivel dado, pueden ser totalmente diferentes a las de un nivel superior [28].

2.5. Sistemas de Mapas Acoplados

Uno de los objetivos de este trabajo es detectar causalidad entre mapas acoplados,
esto se debe a que una gran variedad de sistemas complejos pueden ser representados de

esta manera.

La dinamica de los sistemas de mapas acoplados consiste en dos estados independien-
tes: las dinamicas locales y las dinamicas acopladoras. Para ello se utilizan dos mapas
locales unidimensionales, f(z) y g(z), y se utilizaron dos tipos de dindmicas acopladoras,

que seran explicadas a continuacion:

Acople 1 [25]

T = floe+ plye — 2)) (2.19)
Y1 = g(ye + el —yr)) (2.20)




2.5 Sistemas de Mapas Acoplados 41

Acople 2 [29]

T = (L—p) flz) +p flw) (2.21)
Y1 = (L—€) g(ye) + € g(zr) (2.22)

Podemos observar que ambos acoples poseen los parametros p y € los cuales tienen
como finalidad modular la intensidad de los acoples entre x e y, es decir, estos regulan la
cantidad de informacién que comparte cada uno. Esto nos permite saber con anterioridad
en que sentido fluye la informacién, y basandonos en esto determinar si los métodos
propuestos nos conducen a resultados correctos. Por lo cual se variaron dichos parametros

ya que a medida que p y € se acercan a 1 el acoplamiento se hace mas fuerte.

Figura 2.6: f=Mapa Logistico, g=Mapa Triangular, r = 3,99, a = 0,5, u = 0,2y e = 0, 4.
Acople 1 (izquierda) y Acople 2 (derecha).

En la figura 2.6 se pueden observar las series temporales obtenidas con f el Mapa
Logistico y g el Mapa Triangular y con los parametros de acople p = 0,2 y ¢ = 0,4.
Para ambos acoples podemos observar que las series temporales x e y siguen dinamicas
parecidas, esto es debido a los parametros p y € que son lo que modulan la intensidad del

acople.
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Capitulo 3

Discretizacion del Espacio de
Estados

En la seccién 2.2 se presento la transferencia de entropia de Schreiber, esta herramienta
se utilizé para medir el intercambio de informacién en los sistemas de mapas acoplados,
ya que esta hace suposiciones minimas sobre la dinamica del sistema y la naturaleza de
su acople, siendo una medida eficiente para detectar la transferencia de informacion y la
direccién del acople.

En este caso (y es lo mds comin en los sistemas reales) la transferencia de entropia
debera ser estimada a partir de los datos, ya que en la mayoria de los casos se desconoce
la distribucién de probabilidades de las series temporales medidas.

El problema para calcular la transferencia de entropia consiste en hallar la distribucién
de las probabilidades de la data.

Un método directo para estimar las densidades de probabilidad consiste en discretizar
el proceso continuo y luego hallar las probabilidades necesarias mediante la observacion
de la frecuencia relativa de los nuevos valores discretos.

En este trabajo se utilizaron dos métodos de discretizacion, el reticulado y la repre-

sentacién simbodlica.

3.1. Meétodo de Discretizacion 1:
Reticulado (MD1)

Sea x una serie temporal parcialmente discreta con longitud finita IV, es decir
T1,T2,T3,..., TN

donde s es continuo y t es discreto.
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El método de reticulado consiste en divisiones del espacio de estados s en M conjuntos
51,82,83,..-.,8M
la evolucion de la serie temporal x serd representada por una secuencia
01,092,...,0N

con o; € S.
Es decir, a cada valor de la serie temporal x se le asignara un valor correspondiente

con la nueva representacion discreta:
T, — S; Slx; €S

= Ejemplo:

Consideremos la siguiente serie temporal obtenida de la iteraciéon del mapa Logistico
conr =399y xy = 0,670

x = [0,670;0,032;0,990;0,574; 0, 336; 0, 519; 0,933; 0,892; 0, 277;0,183]  (3.1)
Si decidimos dividir s en 3 conjuntos, es decir

0 si 0<z <0,333
ox)=< 1 si 0,333 <a; <0,666
2 s 0,666 < x; <1

Por lo tanto x serd representada de la siguiente manera:

o(x) =[2,0,2,1,1,1,2,2,0,0]

3.2. Meétodo de Discretizacion 2:
Representacién Simbélica (MD2)

Sea x una serie temporal parcialmente discreta con longitud finita V, es decir
L1, T2, X3y, TN

donde s es continuo y t es discreto.
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Este método consiste en realizar una particién binaria de la serie temporal x, esto

puede ser expresado con la funcién de Heaviside:

0 si 0<ux<05

O(x) = { | (3.2)

1 si 05<x; <01

A partir de esta nueva serie binaria se formaran cadenas de 0 y 1 de tamano m y se
hallara en cada caso el valor en la recta de los nimeros enteros positivos de este ntimero
binario y estos seran las nuevas representaciones de x.

Se debe tener en cuenta que para realizar la conversion de un nimero binario a un

entero, debe realizarse lo siguiente:

1. Desde el extremo derecho del nimero binario se multiplica cada digito por 2 elevado

a la potencia consecutiva (comenzando por la potencia 0, 2°).

2. Después de realizar cada una de las multiplicaciones, se suman todos los valores y
el namero resultante sera el valor equivalente del nimero binario en los niimeros

enteros. Por ejemplo, para el nimero binario 01101:

0 1 1 0 1
O0x24 [ 1x22 1 x22|0x2[1x20

=224+224+20=13

= Ejemplo:
Considerando la misma serie temporal del ejemplo anterior (ver expresién 3.1).

Primero transformamos x en una serie binaria utilizando la ecuacion 3.2, se obtiene:

O(x)=[1,0,1,1,0,1,1,1,0,0]

y si por ultimo se escogen cadenas de dos digitos, es decir, m = 2 la nueva repre-
sentacion de x serd:

s(x) =12,3,1,2,0]

3.3. Experimentos Realizados

3.3.1. Sistemas de Mapas Acoplados

Para poder estudiar el desempeno de los dos métodos de discretizacion explicados
anteriormente, se implementaron los acoples mencionados en la seccién 2.5 y con estos

se realizaron diversos experimentos, los cuales consistian en calcular la transferencia de
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entropia de Schreiber al variar diferentes pardametros en el sistema de mapas acoplados
(ver seccién 2.5), tales como la longitud de las series temporales (N), los parametros de
acople (1 y €) y el nimero de particiones del espacio de estados (M para el MD1 y m
para MD2), ademas para todas las pruebas se dej6 un transiente de 500 iteraciones, todos
los experimentos fueron realizados con f el mapa logistico y ¢ el mapa triangular y los

pardmetros de los mapas permanecieron constantes (r = 3,99 y a = 0,5).
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Figura 3.1: Transferencias de entropia para el acople 1 con 4 = 04 y ¢ = 0,2 para
N = 2000, y N = 3000, respectivamente.
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Figura 3.2: Transferencias de entropia para el acople 1 con N = 10000, = 0,4y € = 0,2.

El primer experimento puede ser observado en las figuras 3.1 y 3.2, en este solo fue
variado el niimero de datos, en el cual podemos notar que en ambos métodos de discre-

tizacion predomina la transferencia de entropia en el sentido de y — x, esto quiere decir
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que el mapa triangular envia mas informacion al mapa logistico, esto es debido a que el
parametro de acople i es mayor a €, esto puede verse detallado en la seccion 2.5.

Vale la pena destacar, que los valores de Tx_,y y Ty_.x obtenidos con el MD1 son
ligeramente mayores que los obtenidos con el MD2.

Lo mas significativo de este experimento es el hecho de que al variar las longitudes de
las series temporales (IV), la transferencia de entropia 2.11 y 2.12 son similares, en cada
uno de los métodos de discretizaciéon, esto quiere decir que N no tiene gran influencia
en los valores de la transferencia de entropia, por lo cual todas las pruebas siguientes se
realizaran para un sélo valor de N con el fin de disminuir el tiempo de computo, ya que,
la cantidad de procesos para calcular la transferencia de entropia siempre depende de la

longitud de las series temporales.
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Figura 3.3: Transferencias de entropia con N = 3000, x = 0,2 y € = 0,4 para el acople 1

y el acople 2 respectivamente.

En las graficas de la figura 3.3, como se esperaba, predomina 7T%_,y, esto es debido a
los valores de los parametros de acople. Como podemos observar en la seccién 2.5, si € es
mayor que g en ambos acoples, x envia mas informacién a y.

En la figura 3.4, al considerar y = 0,6 y € = 0,0 podemos observar que, para ambos
métodos de discretizacion y acoples, la transferencia de entropia es mayor en la direccion
y — X. Para el acople 1 podemos observar que Tx_,y en el caso del MD1 crece ligeramente
conforme M aumenta y en el MD2 inicialmente Tx_,, es ligeramente mayor que Ty_,x y
después al aumentar m ambos valores se cruzan y predomina y — x. Para el acople 2 en
el MD1 T_,y tiene el mismo comportamiento que en el acople 1 pero, para el MD2 dicho
valor tiende a cero.

En este caso un so6lo mapa se encuentra acoplado, es por ello que se observa la notoria

diferencia entre los valores de Tx_,y y Ty_,x, lo cual puede compararse con la figura 3.3
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Figura 3.4: Transferencias de entropia con N = 3000, . = 0,6 y € = 0,0 para el acople 1

y el acople 2 respectivamente.

donde p < € pero la diferencia entre estos es menor, por lo tanto la diferencia entre las

transferencias también.
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Figura 3.5: Transferencias de entropia con N = 3000, ;. = 0,0 y € = 0,6 para el acople 1

y el acople 2 respectivamente.

En la figura 3.5 podemos apreciar que para ambos métodos y acoples, la informacion
fluye mayoritariamente en el sentido x — y. Esto se debe a que si ;1 = 0 en las ecuaciones
2.19 y 2.21 entonces z(t + 1) = f(z(t)), esto quiere decir que y(f) no envia informacién a
x(t +1).

Si se coloca € = 0 en las ecuaciones 2.20 y 2.22, obtenemos para ambos acoples que
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y(t+1) = g(y(t)) es decir, obtenemos el caso contrario al de la figura 3.5 (ver figura 3.4).

En todas las figuras podemos observar que con el MD2 es un poco mas dificil distinguir
como es el flujo de informacién de un sistema al otro, si m no es escogido correctamente.
El MD1 logra identificar con reticulas pequenas la direccion del acople, se puede observar
que al aumentar el nimero de divisiones aumenta el valor de la transferencia y para los
ultimos puntos aumenta con menor pendiente, es decir parece aproximarse a un valor
constante.

También se puede observar que aunque el acople 1 es lineal y el acople 2 es no lineal,
se obtienen comportamientos similares en las transferencias en la mayoria de los casos.
Cabe destacar que los comportamientos obtenidos concuerdan con lo que se esperaba, esto
quiere decir que ambos métodos son ttiles en el estudio de la transferencia de informacién.

En la figura 3.6 se muestran los experimentos realizados con dos mapas triangulares
con a; = 0,45y as = 0,5, y con pardmetros de acople yp = 0,6 y ¢ = 0,0 (izquierda) y
1 =0,0ye=0,6 (derecha). En ambos casos la informacion fluye en la direccién esperada.
Ademas, en ambas figuras podemos observar que con el MD2 se necesitan cadenas méas

grandes de digitos para detectar la direccién del acople.
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Figura 3.6: Transferencias de entropia para el acople 1 con N = 3000, 4 = 0,6 y ¢ = 0,0
y N = 3000, u = 0,0 y e = 0,6 para dos mapas triangulares respectivamente.

También, se realizé un barrido en los parametros de acople p y € y se calculo la trans-
ferencia de entropia para el acople 1 con ambos métodos de discretizacion. Para el MD1 se
escogio M = 128 y para el MD2 m = 7, debido a que al aumentar estos no se observaron
grandes cambios en los valores de la transferencia de entropia, ademas de que el tiempo
de cémputo para valores mayores a M = 128 y m = 7 era muy grande y no era posible

realizar mayor numero de particiones por la capacidad del computador empleado.




50 Discretizaciéon del Espacio de Estados

Figura 3.7: Barrido en los pardmetros de acople p y € para el acople 1 y el MD1 con
M = 128.

En la figura 3.7 podemos observar el barrido realizado para el MD1 siendo f el mapa
logistico y ¢ el mapa triangular, los pardmetros de los mapas fueron a = 0,5 y r = 3,99,
para p < € predomina T,y y a medida que el parametro p va aumentando predomina

Ty_.x como es de esperarse.

Figura 3.8: Barrido en los pardmetros de acople p y € para el acople 1 con el MD2 y

m="17.

De forma similar, en la figura 3.8 se muestra el barrido en los parametros de acople con

las mismas caracteristicas anteriores y para el MD2. Podemos observar que inicialmente
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cuando los valores de p y € son pequefios y cercanos, a este método le cuesta distinguir
cual es la serie que estd enviando més informacion, para p < 0,2 predomina Ty .y, a
partir de p =~ 0,2 los valores de las transferencias se cruzan y predomina 7y, y podemos

observar que la distancia entre ambas transferencias aumenta.

3.3.2. Mapa de Henén

Con la finalidad de validar ambos métodos de discretizacion, se estimd la transferencia
de entropia para datos generados de forma sintética con en el mapa de Henén (ver seccién
2.5) utilizando los parametros a = 1,4 , 6 =0,3 , M = 128 y m = 7 , de tal forma que
intuitivamente ya se sabia en que direcciéon fluye la informacion.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Tx—)y Ty—>x AT
MD1 | 2,03 | 0,82 | 1,21
MD2 | 2,46 | 1,33 | 1,13

Cuadro 3.1: Transferencia de Entropia obtenidas en el mapa de Hénon para MD1 y MD2.

Podemos observar en el cuadro 3.1 que en el mapa de Henén con los parametros utili-
zados y en ambos métodos de discretizacion predomina Ty _,y, que era lo que se esperaba.
Por otra parte, los valores obtenidos en el MD2 son mayores que los obtenidos en el MD1,
sin embargo al calcular la diferencia entre las transferencias para cada método, es decir,
AT = Tx_,y — Ty_,x podemos observar que estas son cercanas para ambos métodos de

discretizacion.

3.4. Numero de Operaciones

Otro aspecto importante en este trabajo sera el nimero de operaciones necesarias
para poder calcular la transferencia de entropia con ambos métodos de discretizacion
(ecuaciones 2.11 y 2.12). Para esto debemos conocer cudntos procesos se realizan para
hallar cada una de las probabilidades que se necesitan para dichas ecuaciones.

En el caso de p(x,) y p(y,) se necesitan aN procesos, siendo N la longitud de la data
y a la cantidad de estados posibles en el sistema.

Para las probabilidades conjuntas p(x,, y»), P(Tni1,%n) Y P(Yn+1, Yn) deben recorrerse
ambas series temporales buscando las posibles b combinaciones de ambos elementos, por

lo tanto los procesos necesarios seran bN?.
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Por tltimo para p(Yni1, Tns Yn) ¥ P(Tni1, Tn, Yn) se necesitaran c¢N?3 siendo ¢ el ntimero
de posibles combinaciones para cada una de estas probabilidades.

Por lo tanto, para hallar cada transferencia de entropia se necesitaran S(aN +20N? +
cN3), con S los estados accesibles del sistema discretizado, donde S < N. Es decir, la
transferencia de entropia sera del orden de SN? procesos, por consiguiente el niimero de
operaciones se vera incrementado al aumentar el niimero de datos. Podemos observar que
en el caso de que se pudiera dividir S en N reticulas, la transferencia seria del orden de
N*, esto quiere decir que el ntimero de reticulas también influird en el tiempo de computo.

Por ultimo, el calculo de la transferencia de entropia a través de la discretizacion
del espacio de estados no es eficiente, ya que, puede perderse detalle de la dinamica del
sistema y ademas, es muy costosa computacionalmente. Por lo cual, no se realizaron otras

pruebas con mayor nimero de divisiones en ambos métodos o con otro tipo de datos.




Capitulo 4
Modelado de series temporales

Como se mencioné en el capitulo anterior el método de la discretizacion del espacio
de estados necesario para el calculo directo de las probabilidades presenta un gran costo
computacional, por lo cual en este trabajo se implementé una estrategia basada en el
modelado local, inspirado en la causalidad de Granger e implementado en la idea de
Schreiber, que consiste en el modelado de la distribucion de probabilidad condicional
usada en la estimacién de la transferencia de informacién (ver ecuaciones 2.13 y 2.14)

mediante el método de los vecinos mas cercanos [30].

4.1. Densidad de Probabilidad Condicional

Dada una serie temporal multivariada x = {x;}, proveniente de un sistema dindmico
f(z;) = 241, sabemos que puede construirse un modelo aproximado de f a partir de los
valores medidos de x.

Asi, dado el estado i-ésimo de los datos x; y un conjunto de los k estados mas cercanos
{zM)}v_ | si se desarrolla f en serie de Taylor, hasta el primer orden de aproximacién,

alrededor del estado méas cercano a x; (que es z.),

v = f(@) + Df(aV).(z; — 2(V) (4.1)

para predecir ;1. Donde D f(x.) es la matriz Jacobiana de f.

De esta manera, en orden cero de aproximacion la evolucion del estado i-ésimo esta
dado por f(z(Y)) = 2,1, es decir, el vector que resulta de la evolucién del vecino més
cercano a x; .

Se ha demostrado en otros trabajos como en [31] que los errores de prediccién se

distribuyen de forma gaussiana.




54 Modelado de series temporales

Si tomamos k vecinos x. cercanos a x; siendo |x;, 1 —xé +)1| el minimo error de predicciéon
V| Tis —x((: Jr)l\ el maximo error del modelado, estos pueden ser relacionados con la densidad

de probabilidad condicional:

1 B (Tigp1 — f(xz))Q
U\/%e 20 (4.2)

donde f(z;) es una funciéon que halla el promedio de la evoluciéon de los k vecinos més

P(zi|zi) =

cercanos, esta expresion ha sido propuesta en [31], donde se considera solamente el primer
vecino mas cercano, ademas que la desviacion estandar es calculada de forma global,
en este trabajo se utilizardn el promedio de los k vecinos méas cercanos y la desviacién
estandar serd tomada localmente en la vecindad k.

Entonces la ecuacién 4.2 queda escrita de la siguiente manera:

I 2
P(zipi|z;) = oot 20it1 (4.3)
i+1

donde o es la desviacion estandar de los errores del modelado en la vecindad que

contiene k vecinos dentro. Es decir,

1 & 2
Oip1 = (lziv1 = Tera] — ) (4.4)
J C=np>

donde u seré,

1 k
Hiv1 = - Z i1 — Tt (4.5)
c=1
En la figura 4.1 podemos observar la distribucién de los errores del modelado, donde el
k
error para P(x; 1|z, v;) (izquierda) es x; 1 — % > e1 y para P(x;]y;) (derecha) el error
c=1
k

sera x; — — Z x.. Los histogramas de los errores fueron ajustados con una curva gaussiana,

c=1
y podemos observar que para ambas distribuciones de probabilidades los parametros de

la gaussiana son practicamente los mismos, esto quiere decir, que la propuesta de asumir

que los errores se distribuyen de forma gaussiana es valida.
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Figura 4.1: Distribucién de los errores de prediccion para P(z;i1|z;,y;) (izquierda) y

P(z;|y;) (derecha), ajustadas con una funcién densidad de probabilidad Gaussiana.

4.2. Densidad de Probabilidad Marginal

En el caso de la distribucion de probabilidad marginal se utiliz6 un método de esti-
macién en el que no se asume de antemano la forma de esta [32].

La posibilidad de que un nuevo valor z; caiga dentro de una region del espacio R sera:

p(z;) :/RP(:n')dx' (4.6)

Si se dispone de N muestras se puede tener una buena aproximacion de p a partir de

la fraccion media de muestras k£ que caen en R

p(x;) ~

Si asumimos que P(z;) es continua y que no varia sobre R se puede aproximar la

ecuacion 4.6 por:

p(zi) = P(z;)V
donde V es el volumen de R y x; es el patron incluido en R, esto quiere decir que

ko ~ F/N

La ecuacion 4.7 es la forma genérica para la estimacion de una densidad de probabilidad
cualquiera. Para esta expresion se puede elegir un V fijo y calcular k£ a partir de los datos o
viceversa. En este caso se fijara el valor de k y se halla el valor de V', que contiene k puntos

dentro, lo cual permite que V' se escoja en funcién de la data, ya que este método centra
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la celda en x; y esta crece hasta calcular k£ muestras. k es llamado el k-ésimo vecino mas
cercano a x;, por esto este método es llamado el del k-ésimo vecino mas cercano. Segtin

la ecuacion 4.7 la funcion de densidad de probabilidad marginal sera de la forma

k
P(x;)) = ——— 4.8
) = o (48)

4.3. Algoritmo de los Vecinos mas Cercanos

Este algoritmo consiste en estimar el valor de un dato desconocido a partir de las
caracteristicas del dato mds préximo, segiin una medida de similitud o distancia [33].
Esta regla tiene propiedades estadisticas bien establecidas y facilidad de aplicacion a
sistemas reales [34]. El método del vecino méas cercano se puede extender utilizando no
uno, sino un conjunto de datos mas cercanos para predecir el valor de los nuevos datos,
en lo que se conoce como los k-vecinos més cercanos (k-NN o k-Nearest Neighbors). Al
considerar mas de un vecino, se brinda inmunidad ante ruido y se suaviza la curva de
estimacion [35].

El método de los k-vecinos mas cercanos se adapta facilmente a la regresion de fun-
ciones con valores continuos [35]. El algoritmo asume que todos los datos pertenecen a
RY y mediante una medida de distancia (distancia euclidea) en ese espacio se determinan
los k datos més cercanos al dato x; para aproximar una funcién f : RY — R, a partir de
los k valores ya seleccionados. Esta funcion corresponde al promedio de los k valores mas
cercanos; si se considera el promedio aritmético (todos los datos dentro del grupo tienen
igual relevancia).

A continuacién se explicard la estrategia utilizada a través de un ejemplo para mayor
simplicidad.

En la ecuacion 2.13 para hallar Tx_,, se necesitan las siguientes probabilidades con-
dicionales P(y;i1|%i, yi), P(yilx:) v P(yis1|yi). A su vez éstas seran expresadas de la si-

guiente manera (ver ecuacion 4.2):

(Yig1 — f1($z‘,yi))2

P(yieilzi i) = 01\/%6 201 (4.9)
Nk C))

Pyilz:) = P 205 (4.10)
7(Z/i+1 - f3(yi))2

P(yivily:) = P 203 (4.11)
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donde fi, fo y f3 actiian de la siguiente forma:

= f1(x;,y;) evalia la distancia euclidea d (es decir d = \/ (i — )% + (y; — yn)?) entre
cada punto en ambas series temporales (z,,y,) y el punto (z;,y;). Luego, toma los k
puntos mas parecidos a ese par, que llamaremos (z.,y.). Y finalmente, la funcién f;

1 k
devolver4 el promedio de la evolucién temporal de y. (es decir, — > y.41). Funciona

c=1
de forma similar con P(z;41]x;,y;) (ecuacion 2.14).

» fo(z;) evalia la serie temporal x y halla los k valores mas cercanos a x; que seran

llamados x.. Finalmente devuelve el promedio de los y. correspondientes a cada x.,
k

es decir % > ye. De forma similar para P(z;|y;) presente en la ecuacién 2.14.

c=1

» Por tdltimo, f3(y;) actia de forma similar a fy pero en este caso halla los k valores

mas cercanos a y; que seran llamados y. en la serie temporal y devuelve el promedio
k

de 108 yeq1, es decir —> yey1. Y de igual manera para P(z;11]z;) en la ecuacion

c=1
2.14.

Finalmente, o, 05 v 03 necesarias en las expresiones 4.9, 4.10 y 4.11, representan la
desviacion estandar de los errores del modelado en cada punto, en una vecindad con k

vecinos y estas seran calculadas segtn la ecuacion 4.4.

4.4. Experimentos Realizados

Para comprobar que este método para estimar las densidades de probabilidad condi-
cional funciona correctamente se realizaron diferentes tipos de experimentos. Primero se
probd el método con sistemas de mapas acoplados y después se compararon los resultados
obtenidos en el capitulo anterior. Luego se procedié a implementar el método en el Mapa

de Hénon y por ultimo se aplicé a datos provenientes de sistemas reales.

4.4.1. Sistemas de Mapas Acoplados

De igual manera que en la seccion 3, se empled el método en datos generados sintéti-
camente a través de sistemas de mapas acoplados (ver seccién 2.5) en los que podemos
suponer de antemano como se comparte la informacion en el sistema.

Cada uno de los experimentos de esta seccién se realizaron 10 veces para condiciones

iniciales diferentes y se grafico el promedio de los valores obtenidos para las transferencias.
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Figura 4.2: Barrido en los parametros de acople para dos mapas triangulares con a; =

0,63 y as = 0,65, con k = 10, acople 1 (izquierda), acople 2 (derecha).

En la figura 4.2 donde se ha considerado una vecindad de k = 10 vecinos, podemos
observar en ambos acoples que si ; < € predomina Tx_,, y si u > € predomina Ty,
también podemos observar que cuando p = € las transferencias se cruzan y existe una
competencia entre ambas funciones. Otro aspecto importante que vale la pena destacar
es que podemos observar que mientras mayor sea la diferencia entre los pardmetros de
acople, mayor serd la diferencia entre ambas transferencias de entropia.

De igual manera en la figura 4.3 con k = 12, obtenemos un comportamiento similar
al de la figura anterior pero los valores para la transferencia de entropia son menores que
con k = 10 para el acople 2. Sin embargo hay que destacar que no se debe utilizar un
nimero muy grande de vecinos, ya que esto puede disminuir la calidad de la prediccién. De
estos resultados, para dos mapas triangulares el método logra distinguir de forma eficaz

la direccionalidad del acople entre los dos sistemas.
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aoooon [ TH-3¥
B Ty->x
200000

o

Figura 4.3: Barrido en los parametros de acople para dos mapas triangulares con a; =

0,63 y as = 0,65, con k = 12, acople 1 y acople 2 respectivamente.
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Figura 4.4: Desviacion estandar para el promedio de la transferencias de entropia calculada

10 veces (4.2) con u = 0,35 para el acople 2.

Como se mencion6 anteriormente, cada experimento de esta seccién fue realizado 10
veces es por ello que se procedi a calcular la desviacion estdandar para cada punto (se
puede observar un ejemplo de esto en la figura 4.4). Posteriormente se calculd el valor
en porcentaje de estas desviaciones para cada valor y luego, se realizé el promedio de
estos porcentajes para cada transferencia. Finalmente se obtuvo que las desviaciones se
encontraban en el rango de 9% — 12 % de los valores de la transferencia de entropia. Esto
quiere decir que los valores no estan tan alejados entre si, por lo cual se puede decir que

el método es confiable.

En la figura 4.5 se muestra un barrido en los parametros de acople realizado con los
mismos parametros que en las figuras 3.7 y 3.8, pero en este caso se calculd la transferencia
de entropia con la estrategia presentada en este capitulo. Cabe destacar que para los
pardametros de los mapas empleados el mapa logistico es cadtico (ver figura 2.3), mientras
el mapa triangular tiene un comportamiento periddico [36]. Podemos observar que con

funciones diferentes, al método le cuesta mas distinguir la direcciéon del acople.

Por tdltimo, en la figura 4.6 podemos observar el mismo experimento anterior pero
fue cambiado el parametro a del mapa triangular a uno donde este presenta caos. En las
figuras 4.5 y figura 4.6 para el acople 1 se puede apreciar que al método le cuesta un
poco distinguir la direccionalidad del acople. Sin embargo, al observar la figura 4.6 para
el acople 2 es facil notar, que el método funciona mejor con este acople y en este caso

logra distinguir mejor la dinamica del sistema.
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Figura 4.5: Barrido en los parametros de acople para f el mapa logistico con r = 3,99 y

g el mapa triangular con a = 0,5, con k = 10, acople 1.
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Figura 4.6: Barrido en los parametros de acople para f el mapa logistico con r = 3,99 y

g el mapa triangular con a = 0,65, con k£ = 10, acople 1 y acople 2 respectivamente.

4.4.2. Mapa de Hénon

En la seccién 2.3.3 se presentd el mapa de Hénon, las ecuaciones que lo definen son

las siguientes:

Tpi1 = Yo+ 1—ar? (4.12)
Ynt1 = by, (413)

Con estas se generaron datos de forma sintética utilizando los pardmetrosa = 1,4 y b =
0,3 [26], para asi poder implementar el método expuesto en esta seccion.

Para este sistema se obtuvieron los siguientes resultados:

Ty—y = 14215263,40
Ty x = 280574,97
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al comparar estos resultados con los obtenidos en la seccién 3.3.2 se puede apreciar que
en ambos casos predomina Tx_,y, lo cual era de esperarse, ya que en las ecuaciones 4.12
y 4.13 es facil notar que x comparte mas informacién con y que viceversa.

En vista de los resultados obtenidos con datos generados de forma sintética se procedié
a implementar el método en datos provenientes de sistemas reales, los primeros experi-
mentos se llevaran a cabo en sistemas en los cuales hay reportes sobre la direccionalidad
entre los componentes de estos usando transferencia de entropia, como el circuito de Chua
y el sistema cardiovascular, y por ultimo se implementara en el sistema cardio respirato-
rio en el cual no ha sido utilizada esta técnica, para determinar que sistema envia mas

informacién.

4.4.3. Sistemas Reales
Circuito de Chua

El circuito de Chua ha sido estudiado extensamente desde su propuesta inicial [37], es
uno de los modelos mas populares que exhiben caos puesto que es el circuito auténomo
mas simple capaz de mostrar este comportamiento debido a que contiene 4 elementos no
lineales: el diodo de Chua que basicamente es una resistencia no lineal y dos condensadores,
una bobina y una resistencia. Por la riqueza en cuanto a su comportamiento, este circuito
ha sido y es objeto de mucha investigacién cientifica, convirtiéndose en un paradigma

universal para el caos. El sistema de ecuaciones diferenciales que representa el sistema es:

dV,
WCI = a[VC2 - VCI - g<vcl)] (414>
dV,
RC2 dfz = VCI — V02 + Rip, (415)
di;
— = — 4.16
dt /BVC2 ( )

donde g(V¢,), es la funcion lineal a trozos que representa el diodio de Chua.

Los datos utilizados fueron obtenidos de la implementacién del circuito (ver figura
4.7) en el sistema Educational Laboratory and Virtual Instrumentation Suite de Natio-
nal Instruments, NI ELVIS por sus siglas en inglés, con una tasa de muestreo de 5ms
implementado en el Laboratorio de Control y Simulaciéon de la Facultad de Ingenieria en
Ciencias Aplicadas de la Universidad Técnica del Norte (Ecuador) [31].

Para la implementacién experimental del circuito, se usaron amplificadores operacio-
nales para simular el diodo de Chua y el inductor. La corriente en el inductor fue obtenida

por medida indirecta.
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Figura 4.8: Series temporales y atractor de Chua.

En la figura 4.8 podemos observar las series temporales de los voltajes en los condensa-

dores C y en Cy y en el lado derecho el atractor perteneciente a ambas series temporales,

que es un atractor extrafio, similar al atractor de Rossler [38, 39] y al de Lorenz [40].

En este caso, como se tienen 3 series temporales se emplearon las ecuaciones de la

transferencia de entropia 2.13 y 2.14 por pares de series, como se muestra en la figura 4.9.

Se obtuvieron los siguientes resultados al calcular la transferencia de entropia por pares

de series:

Te e, | 875,66 || Teye, | 4857,75
Teyss, | 16691,49 || Tincy | 14015,50
Ty e, | 476843 || Te,y, | 1443,76

Cuadro 4.1: Transferencia de Entropia por pares de series en el circuito de Chua
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Figura 4.9: Diagrama para implementar la transferencia de entropia en el circuito de
Chua.

Para hallar la transferencia de entropia neta correspondiente a cada serie temporal se

realiz6 el siguiente procedimiento:

T = ZTi—n' - Tj—)i (417)
j=1
tomando en cuenta que, si i = j T;,; = Tj; = 0y siendo Ty = T¢,, To = T, y
T3 - El'
Finalmente, la transferencia de entropia (segun la Ec. 4.17) para cada serie temporal

sera:

Tc, Tc, T;
—7306,76 | 6658,07 | 648,69

Cuadro 4.2: Transferencia de entropia total para cada elemento del circuito de Chua

Los resultados obtenidos sugieren que hay més influencia del capacitor 2 sobre el
capacitor 1 y el inductor. Lo cual coincide con resultados obtenidos acerca del control
del circuito de Chua [31, 37, 41], en los que se demuestra que el Vi, es el que envia mas

informacién en el sistema.

Sistema Cardiovascular

En el sistema circulatorio humano, la contraccion del corazén (o sistole) bombea la
sangre, produciendo un pulso en la presion arterial. A continuacién, ocurre una relajacion
del sistema, y el valor de la presion disminuye suavemente. Cuando ésta baja por debajo
de cierto umbral, el sistema baro-reflejo envia un estimulo al corazén para que se efectiie

un nuevo latido.
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Por medio de este proceso, un aumento o una disminucién, en la presion arterial
promedio. Igualmente si por algiin motivo la presién arterial es muy alta, o muy baja,
la frecuencia cardiaca es regulada correspondientemente. Todo este mecanismo de control
funciona de manera muy robusta para conservar el flujo y la irrigaciéon sanguinea que son
requeridos por el cuerpo, y es un buen ejemplo de un sistema complejo con interacciones

bidireccionales.

Para este experimento se emplearon registros electrocardiograficos y de presién arte-
rial, obtenidos a través de Physionet [42], esta base de datos contiene registros de sujetos
en cuidados intensivos pero que se encontraban estables. Con estos datos se busca conocer
la relacion entre la serie temporal del ritmo cardiaco y la serie temporal de presion arterial

medidos simultdneamente.
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Figura 4.10: Series temporales de la primera derivacion del ECG y de la presion arterial,

transferencias de entropia para entre ECG y presion arterial respectivamente.

En la figura 4.10 podemos apreciar las series temporales (primera derivacién del ECG
(I) y presién arterial) pertenecientes a uno de los sujetos de estudio, a su lado podemos
observar las transferencias de entropia, siendo x=I e y=Presién. Para este experimento
fueron considerados 8 sujetos de cuyos registros se tomo6 1 minuto el cual corresponde a
10000 puntos. En la figura 4.10 derecha se puede observar que en el 63 % de los sujetos
la transferencia de entropia arrojo los resultados esperados, es decir, la serie de presion
arterial envia mas informaciéon a la del ECG. Cabe destacar que este experimento fue
realizado con la finalidad de comprobar que el método del modelado funciona en sistemas
reales. Este sistema fue escogido, ya que, existen diversos trabajos en los cuales se ha

estudiado la transferencia de informacién entre ambos sistemas, ver [30, 43, 44].
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4.4.4. Sistema Cardio Respiratorio

Los sistemas cardiovascular y cardio respiratorio estan caracterizados por una inte-
raccién compleja de varios subsistemas lineales y no lineales [45]. La interaccién de estos
subsistemas fisiolégicos dentro del sistema cardiovascular pueden describirse como bucles
cerrados con mecanismos de compensacion y retroalimentacion.

En 1733, el Rev. Stephen Hales reporto6 que la respiracion modula la frecuencia cardiaca
y la presion arterial. Esta observacién fue confirmada por Carl Ludwing (1847), quien
midi6 el incremento de la frecuencia cardiaca y la presion sanguinea en la inspiracion.

Las interacciones dentro del sistema respiratorio estan principalmente reflejadas en
la arritmia sinusal respiratoria que es el aumento de la frecuencia cardiaca durante la
inspiracién y el aumento de la presion arterial. La frecuencia cardiaca y la presion arterial
se modulan neurolégicamente, y tanto los sistemas simpéatico (sistema encargado de las
respuestas de estrés) como parasimpatico (sistema encargado del reposo) tienen patrones
de actividad respiratoria modulada [46, 47, 48, 49].

Multiples factores, incluido el acoplamiento mecanico, subyacen a los aumentos en la
frecuencia cardiaca y la presion arterial. El acoplamiento mecéanico en el sistema cardio-
respiratorio se debe a la ubicacion de los pulmones y el corazon en la cavidad toracica. La
inspiracion se basa en una disminucion de la presion pleural toracica que lleva la sangre
al corazon y aumenta el retorno venoso, lo que aumenta la frecuencia cardiaca y el gasto
cardiaco. Sin embargo, la frecuencia cardiaca y la presion arterial pueden aumentar du-
rante la inspiracién en una preparacion en la que el térax esta muy abierto y se expanden
los pulmones.

El acople cardiorespiratorio engloba diversos fenémenos que son resultados de entra-
das compartidas, ritmos comunes y funciones complementarias. Los ritmos del sistema
nervioso auténomo (sistema nervioso simpético y parasimpatico) y el sistema respiratorio
se expresan en la actividad neuronal del otro [50]. Los latidos del corazén y la respira-
cién estan estrechamente vinculados, tanto funcional como anatémicamente. Dentro del
sistema nervioso central, encontramos redes del tronco cerebral altamente superpuestas
que controlan estas fisiologias auténomas. Esto lleva a concebir la interaccién reciproca
entre los sistemas de control respiratorio y el sistema nervioso auténomo en funcion del
intercambio de gases (ver figura 4.11).

La figura 4.11 ha sido extraida de [51] y podemos observar un esquema en el que
las flechas entre cada circulo; azul que representa al sistema respiratorio y roja corres-
pondiente al cardiaco, representan el acoplamiento reciproco entre respiracién y ritmos
cardiacos, que se describen como armonicos. La relacion entre el ritmo cardiaco y el

respiratorio es 4:1 [51], esto podra observarse mas adelante en las series temporales a
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considerar. Multiples mecanismos median la influencia respiratoria en el ciclo cardiaco,
mientras que un solo mecanismo media la influencia de la actividad cardiaca simpatica en
el ciclo respiratorio. El mecanismo propuesto es a través de barorreceptores y su aumento
de actividad latido a latido. Es decir, ademéas de la influencia respiratoria bien conocida
en la actividad autéonoma, el sistema autéonomo tiene una influencia en la formacion del

patrén respiratorio [52].

Multiples mecanismos
Acople mecéanico
Sistema Respiratorio Actividad Vagal Aferente Sistema Cardiaco
Receptor de estiramiento
pulmonar
Actividad Vagal Aferente
Disminuye durante la inspiracién

Mecanismo Unico
Acoplamiento Barroceptor
Presion arterial de pulso

Figura 4.11: Esquema del acople Cardio Respiratorio.

La base de datos a utilizar fue desarrollada por Miguel Angel Garcia Gonzalez y
Ariadna Argelagos Palou del grupo de investigacién de Instrumentacién Electrénica y
Biomédica (IEB) del Departamento de Ingenieria Electrénica (DEE) de la Universitat
Politecnica de Catalunya (UPC) y fueron obtenidos a través de Physionet [53], esta base
de datos fue desarrollada con propoésitos diferentes al de este trabajo [54, 55].

Para construir la base de datos, se consideraron 15 voluntarios presuntamente sanos.
Durante la recoleccion de los datos, se pidié a los sujetos que estuvieran muy quietos en
posiciéon supina en una cama individual y despiertos.

Los datos fueron obtenidos utilizando un sistema de adquisicién de datos Biopac MP36
(Santa Barbara, CA, EE. UU.). Los canales 1 y 2 del sistema se dedicaron a medir el
electrocardiograma (ECG) convencional que es la representacién grafica de la actividad
eléctrica del corazén en funcién del tiempo (derivaciones I (mide la diferencia de potencial
entre el electrodo del brazo derecho y el izquierdo) y II (del brazo derecho a la pierna
izquierda) respectivamente) y el canal 3 se empled para medir la senal respiratoria obtenida

de una banda piezorresistiva toracica (sensor SS5LB de Biopac, Santa Barbara, CA, EE.
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UU.).

Después de conectar los sensores, se registro el estado basal de los sujetos durante 5
minutos (registros b001 a b015). Después de eso, los sujetos comenzaron a escuchar misica
clasica durante aproximadamente 50 minutos (registros m001 a m015). Finalmente, todos
los sujetos fueron monitoreados 5 minutos mas después de que la musica terminé (registros
p001 a p015) [53].

Cada una de las series temporales representa 1 minuto de registro del electrocardio-
grama (I) y de la frecuencia respiratoria que corresponde a 300000 datos, los cuales fueron
submuestrados para obtener 3000 datos (es decir n = 100, es decir 300000/n = 3000),
esto fue debido a que la resolucién de los sensores utilizados es muy alta y muchos datos
se repetian, lo que ocasionaba que si se escogia una vecindad pequena (ver secciones 4.1 y
4.2) la distancia entre todos los vecinos mas cercanos era cero al considerar todos los da-
tos, lo cual representaba un problema para el computo de la transferencia de informacion.
En la figura 4.12 podemos observar primero, las series temporales de uno de los registros
considerados y junto a esta las mismas series submuestradas mostrando que no se pierde
la dinamica del sistema y que se conserva la relacién entre el ritmo cardiaco y respiratorio,

tal como se mencioné anteriormente y se mostré en el diagrama de la figura 4.11.
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Figura 4.12: Series temporales electrocardiografica (derivacién I) y de frecuencia respira-

toria de los datos sin submuestrar y submuestrados (n = 100), respectivamente.

Con la base de datos mencionada anteriormente se implement6 el método del modelado
de series temporales con el mismo nimero de vecinos considerado en los experimentos
anteriores, para estimar las probabilidades necesarias en la transferencia de entropia, los
resultados obtenidos son expresados en las figuras 4.13 y 4.14. El principal aporte de
este trabajo es precisamente identificar que sistema envia mas informacion a través de la

transferencia de entropia.
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Figura 4.13: Transferencia de entropia entre la primera derivacién del ECG (I) y la fre-
cuencia respiratoria (RES) para el estado basal y durante los 50 minutos de misica clésica

respectivamente.

Al comparar la figura 4.13 (izquierda) que contiene el estado inicial de los sujetos con
la figura 4.13 (derecha) que corresponde a un minuto de los 50 minutos de musica clasica,
podemos observar que los valores de las transferencias para la figura de la derecha son

mayores que en el estado inicial.

14000004 4 Te—, ®

N i
1200000 - i °

' | i
1000000 — 1 1 1 P

1 L 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
800000 1| P | |

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
R Lo | |

K S A A A U
400000 o ] ] ] ] ] ] L] + ] ]

1 1 1 1 1 1 1 , 1 1

1 1 + 1 1 1 1 1 1 1

1 Ll 1 1 P 1 1 1 1 1 1 1
200000 1 1 1 1 1 1 + 1 1 1 1 1 ’ 1

1 1 1 1 A 1 1 1 1 1 'I‘ 'I‘ I‘

R R RN

0_ 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
sujetos

Figura 4.14: Transferencia de entropia entre la primera derivacién del ECG (I) y la fre-

cuencia respiratoria (RES) después de los 50 minutos de musica.

Por otra parte, al comparar ambas figuras con la figura 4.14 que es posterior a los 50
minutos de musica clasica podemos observar que los valores obtenidos para la transfe-
rencias son mayores que los obtenidos en el estado inicial, pero a su vez menores que los

obtenidos durante los 50 minutos de musica clésica.
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Podemos observar que los comportamientos obtenidos en las tres etapas (b, m y p)
son los mismos, es decir, se evidencia claramente en los resultados que ambos sistemas
(cardiaco y respiratorio) comparten informacion. Pero, el sistema que envia més informa-

cién es el sistema respiratorio, lo cual, concuerda con los resultados obtenidos en [51, 52].

4.5. Numero de Operaciones

Al igual que en la discretizacién del espacio de estados (ver seccion 3.4), se estimard
el nimero de operaciones necesarias para calcular la transferencia de entropia con este
método.

Como se mencioné anteriormente, en esta secciéon se utilizaron las ecuaciones de la
transferencia de entropia escritas en funcién de las probabilidades condicionales y margi-
nales (ver ecuaciones 2.13 y 2.14).

Para cada una de las probabilidades necesarias se realizan la misma cantidad de ope-
raciones. Primero se recorre la serie temporal correspondiente una vez para calcular las
distancias, luego una segunda vez para organizar cada uno de los valores de menor a
mayor y por ultimo se toman k valores de cada serie, es decir, por cada probabilidad se
necesitan 2N + k procesos, por lo tanto para cada transferencia de entropia se necesitan
AN (2N + k).

Al comparar el nimero de operaciones necesarias para obtener la transferencia de
entropia con el método de la discretizacion (del orden de N*) y con el método del modelado
(del orden de N?) podemos observar que para el método de la discretizacion el nimero de
operaciones es dos ordenes de magnitud mayor, esta diferencia puede verse reflejada en el
tiempo de computo de ambos métodos, lo cual es lo que se necesita disminuir ya que, la
finalidad es poder trabajar con datos reales y estos en su mayoria poseen gran cantidad
de datos.

4.6. Comparacion del Tiempo de Cémputo.

Finalmente, para comparar la eficiencia de los 2 métodos implementados en este tra-
bajo, se realizé el mismo experimento con el MD1 (ya que fue el que arrojé mejores
resultados) y con el método del modelado, y se midi6 el tiempo de computo en cada uno.

Para comparar la eficiencia de ambos programas se midi6 el tiempo real transcu-
rrido (o simplemente el tiempo real) que es el tiempo tomado desde el inicio de un
programa de computadora hasta su finalizacién segtin lo medido por un reloj ordinario.

El tiempo real transcurrido incluye el tiempo de la entrada/salida y todos los otros tipos
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de esperas incurridas por el programa, este fue medido a través de la implementacion de
la funcién time perteneciente a la libreria time de Python3.

El experimento fue realizado con datos generados de forma sintética con el acople
1, donde fueron escogidos f el mapa logistico, g el mapa triangular, u = 0,6, ¢ = 0,2,
N = 3000 y con un transiente de 500. Los pardmetros de los mapas fueron para el mapa
logistico r = 3,99 y para el triangular a = 0,65.

Con el MD1 se utilizaron M = 128 divisiones de s y con el método del modelado se
utilizé k = 10.

MD1 | Modelado
Tiempo (min) | 75,39 19,37

Cuadro 4.3: Comparacion del tiempo de computo real para el calculo de la transferencia

de entropia con los 2 métodos implementados.

En la tabla 4.3 podemos observar que el tiempo de computo obtenido con el MD1
fue aproximadamente cuatro veces mayor que el obtenido con el método del modelado.
Eso quiere decir, que el célculo de la transferencia de entropia a través del método del
modelado de series temporales es beneficioso en diversos aspectos, por ejemplo, como el

tiempo de computo es menor pueden utilizarse series temporales mas largas.




Capitulo 5
Conclusiones

Al finalizar este trabajo se obtuvieron las siguientes conclusiones:

» En ambos métodos de discretizacion del espacio de estados (MD1 y MD2) los valores
obtenidos de la transferencia de entropia no dependen de la longitud de las series

temporales utilizadas.

= Kl MD1 es capaz de distinguir la direccion del flujo de informacion de forma mas

precisa que el MD?2.

= El cédlculo de la transferencia de entropia a través de la discretizacién del espacio de
estados no es eficiente ya que, implica un costo computacional muy alto y si no se
cuentan con las herramientas computacionales necesarias y si las series temporales a
estudiar son largas, como las pertenecientes a los sistemas reales, esto requerird un
tiempo de computo mayor. Ademéas de que se puede perder detalle de la dindmica

del sistema si no se hacen las divisiones del espacio de estado necesarias.

= El método para estimar las probabilidades necesarias para la transferencia de en-
tropia mediante la implementacion del método del modelado que emplea el algoritmo
de los vecinos més cercanos es eficiente y logra detectar la direccién del acople tanto

como para series temporales generadas sintéticamente como para series reales.

= En el sistema cardio respiratorio, el sistema que comparte mayor informacion es el

sistema respiratorio.

= El nimero de operaciones necesarias para el calculo de la transferencia de entropia a
través de el método del modelado es dos ordenes de magnitud menor que con ambos

métodos de discretizacion del espacio de estados.
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» El tiempo de cémputo real empleado en el calculo de la transferencia de entropia

para el MD1 es aproximadamente cuatro veces mayor que el empleado en el método

del modelado.

El estudio de la transferencia de entropia en este trabajo fue realizado de forma ex-
ploratoria, es decir, solo se esperaba ver la direccionalidad del acople en los sistemas. Por
otra parte, los resultados demuestran que el método propuesto en este trabajo para el
calculo de la transferencia de entropia con el método del modelado de series temporales,

es eficiente y confiable.
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