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RESUMEN

En el presente trabajo se estudiaran algunos aspectos de la Teoria Cuéntica de
Campos por medio de Integales de Camino, especificamente, se busca calcular
la seccién eficaz para un proceso compton a nivel arbol en la teoria de la
Electrodiamica Escalar. También se introduce la idea de la renormalizacién
de la teoria y se renormaliza el propagador del campo escalar. Con esto se
busca aprender el manejo apropiado de la Integral de Camino en la descripcion
de los posibles escenarios en procesos cuanticos, asi como también el uso y

limitaciones de la teoria de perturbaciones.

Palabras clave: Integral de Camino, Electrodinamica Escalar, Seccion Eficaz,

Propagador.
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Introduccion

Las teorias de campos proporcionan modelos tedricos que describen adecuadamente
la interaccion entre particulas. En la década de 1920 surge el primer intento de teoria
de campos: la electrodindmica cudntica [1]; en ella se consideran campos de materia que
interactuan con el campo electromagnético. Las particulas presentes en esta teoria son
electrones, positrones y fotones y se interpretan como vibraciones de los campos cuanticos.

En la actualidad, la electrodinamica cuantica es una de las teorias fisicas mas exitosas
del siglo XX debido a la gran exactitud que presenta con los resultados experimentales; el
éxito de esta teoria no impide que hayan otras teorias de campos que describan materia
cargada interactuando con el campo electromagnético, este es el caso de la Electrodina-
mica Escalar, esta teoria describe bosones de espin cero con carga eléctrica que estan en
interaccion con el campo electromagnético.

Un aspecto interesante de la Electrodinamica Escalar es que sirve para modelar en
un limite relativista la dindmica de materiales superconductores [2] [3]. Esto se debe a
que un material superconductor cuando alcanza este estado, forma internamente pares
de electrones con momento de espin opuesto conocidos como pares de Cooper y éstos se
comportan como bosones de espin cero que se mantienen unidos por la interaccién electron
fonén en la red cristalina.

Las teorias cuanticas de campos reciben este nombre, no sélo por tener campos en
lugar de funciones de onda, sino también porque son teorias que estan cuantizadas. Prin-
cipalmente existen dos formas, entre otras, de cuantizar una teoria de campos: una forma
es someterla al procedimiento de segunda cuantizacion candnica, en el mismo, los campos
y momenta conjugados son promovidos a operadores que cumplen relaciones de conmu-
tacion. La otra forma es la que se empleara en este trabajo, cuantizaciéon funcional por
integrales de camino. En esencia, la cuantizacién de una teoria es un procedimiento ma-
tematico con el cual se encuentran los observables y estados de la teoria cuantica a partir
de la teoria clasica. Para abordar estos temas, este trabajo de investigacion se estructur6
de la siguiente forma:

En el capitulo 1, se revisan aspectos basicos de la mecanica Lagrangiana y Hamiltonia-
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na que seran de utilidad para construir las teorias clasicas de campos. También se revisa
el teorema de Noether para cantidades consevadas que se estudiaran posteriormente.

En el capitulo 2, se presenta la idea de la integral de camino de Feynman en el marco
de la mecénica cudntica y de la teoria cuantica de campos considerando el propagador de
una teoria. También se construye el funcional generador para una teoria cualquiera y se
muestra la relacién del funcional generador con las funciones de Green.

En el capitulo 3, se estudian clasicamente las teorias del campo escalar y campo elec-
tromagnético con las herramientas repasadas en el capitulo 1. Seguidamente se considera
la interaccion local de dichos campos para obtener asi la teoria de la electrodinamica
escalar y estudiarla clasicamente.

En el capitulo 4, se cuantiza la electrodindmica escalar usando la integral de camino,
de esta forma, se obtienen los propagadores de la teoria libre, los vértices de interaccion
y también las reglas de Feynman.

Finalmente en el capitulo 5, se hacen calculos explicitos para obtener la seccién eficaz
de un proceso Compton a nivel arbol, esto se hace en el sistema de referencia del centro
de masa y del laboratorio. Luego se grafica el diferencial de seccion eficaz en funcon del
angulo de dispersion y en funciéon de la energia tranferida. Por tltimo, se considera el
propagador del campo escalar con loops y se muestra que los diagramas con interaccio-
nes llevan a divergencias en la teoria que pueden ser corregidas siguiendo el proceso de

renormalizacion.




Capitulo 1
Teoria Clasica de Campos

El propésito de esta investigacion es calcular amplitudes de transicion en la teoria
de la electrodindamica escalar. Pensando en este objetivo, es importante revisar algunos
aspectos de la mecénica Lagrangiana y Hamiltoniana. Primero se define el Lagrangiano
y usando el principio de Hamilton, se obtienen las ecuaciones de movimiento. Después,
se extiende este mismo analisis a campos, por ultimo, se comenta acerca de las leyes de

conservacion respecto a las simetrias y se incluye un ejemplo del campo escalar.

1.1. Lagrangiano y Principio de Hamilton

El Lagrangiano es una funcion escalar de las coordenadas generalizadas ¢; y de sus
derivadas temporales, con el cual se pueden describir sistemas de N grados de libertad y
se define como:

1
2
coordenadas ¢; corresponden a los grados de libertad del sistema.

siendo T' = 2m(q;)? la energia cinética y V = V(g;) la energia potencial. Cada una de las
Gran parte de los sistemas fisicos son descritos por el principio de Hamilton a través

de la acciéon S, un funcional lineal que sté definido como:

tyi
S:/f At (g5, dss 1) - (1.2)
t.

mn

El principio de Hamilton establece que la accién S toma un valor extremo cuando la
coordenada ¢; describe una trayectoria clasica; suponiendo que se conoce la trayectoria
¢; para la cual la accion se hace extrema, una variacion en la misma como se muestra en
la figura [I.1] producird la anulacién del valor extremo de la accién. Ahora bien, si este

cambio en la accién se hace cero, se mantendra la condiéon de valor extremo en S, en la
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Figura 1.1: Variacién de la trayectoria.

cual ¢; describe la trayectoria clasica

—/dt< (5qZ glféqz> =0 .
qi

Realizando una integracién por partes en el 2do término y suponiendo que la derivada

(1.3)

temporal conmuta con la variaciéon de la trayectoria, es decir, jté =6(4 £4;), entonces la

variaciéon de la accion se reescribe como

oL  d dL
6S:i/dt<&%—yﬁa%)6%::0. (1.4)

En esta ecuacién la variacion del funcional es cero para cualquier variacion de la trayec-
toria, por lo tanto, el integrando sera cero. Este integrando representa la condicion que
debe cumplir la trayectoria ¢; para que la acciéon sea extrema, y es precisamente, lo que

se denomina la ecuacién de Euler - Lagrange.

oL dIL
dg;  dtdg;

(1.5)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange también se conocen como las ecuaciones de movimiento
para ¢; y son completamente equivalentes a las leyes de Newton, es decir no constituyen
una nueva teoria sino una forma alternativa conveniente de describir un mismo fenémeno
fisico.

La formulacién Lagrangiana se enfoca en cantidades escalares (energias cinética y po-
tencial) asociadas con el cuerpo y describe el movimiento como una propiedad de todo el
sistema. Ahora bien, el principio de Hamilton permite interpretar el movimiento como el
resultado de un propdsito de la naturaleza, en contraste con el punto de vista Newtoniano

de causa-efecto para explicar el movimiento por medio de fuerzas. [4]
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1.2. Hamiltoniano

En la mecanica Lagrangiana hemos visto que los sistemas fisicos se describen en tér-
minos de la posicion y la velocidad, estas variables componen el espacio de configuracion
(¢i, Gi)- Sin embargo, a veces es conveniente describir la dindmica en términos de otras
variables. Una eleccion conveniente es utilizar las posiciones y los momenta (g;, p;), este
espacio se denomina espacio de fase.

La formulacién Hamiltoniana consiste en utilizar las variables del espacio de fases
para describir el sistema. Para lograr esto se realiza una transformada de Legendre al
Lagrangiano, obteniéndo asi, una representacién de los estados de un sistema en funcion
de las variables del espacio de fase (g;,p;). Partiendo del Lagrangiano y haciendo

una derivada respecto a la velocidad y posicion, se obtiene respectivamente:

oL ,
94 = mq; = Pi, (1-6>
oL oV

_ - 1.

Estas ecuaciones definen el momento conjugado de la posiciéon y su derivada temporal.

Ahora bien, si calculamos el diferencial total del Lagrangiano L(g;,¢;) y utilizamos las

ecuaciones ,11.7) encontramos que
. . 0L
dL = pidg; + pidg; + ot
t (1.8)

) . ) oL
= pidq; + d(pid;) — didp; + T

pasando el término d(p;G;) al lado izquierdo, se obtiene el diferencial de una cantidad
L — p;q; y del otro lado de la igualdad quedan las coordenadas independiente posicion
y momento conjugado que, como ya se menciond, conforman el espacio de fase (g;,p;).

Motivado por esto se define el Hamiltoniano como

H(gi,pi) = ¢ipi — L(q;, Gi, t) - (1.9)
. . . . oH oL

Tomando el diferencial total del Hamiltoniano, dH = a—dqi + a—dpi, y comparando con
4; i

, se pueden indentificar los resultados de las derivadas parciales del Hamiltoniano
respecto a la posicion y momento, mejor conocidas como ecuaciones de Hamilton
0OH ) 0H
ol - Op; -

éstas son las ecuaciones de movimiento para la formulacion Hamiltoniana. Conforman

i ; (1.10)

un conjunto de 2 ecuaciones diferenciales de primer orden para cada grado de libertad,
mientras que en la formulacién Lagrangiana hay una ecuacién de segundo orden por cada
grado de libertad.
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1.3. Extensién para campos.

En general, la mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana determinan el estado de un siste-
ma por medio de la posicién de sus particulas, y sus respectivas velocidades y momentos,
sin embargo, en areas como la Mecanica Cuantica y Teoria Cuantica de Campos, debido
al Principio de Incertidumbre de Heisenberg, no es posible determinar de manera exacta
la posicién y momento de las particulas; por lo tanto, para expresar idealmente, el Lagran-
giano de un sistema, éste deberia depender de un campo con el cual se pueda expresar la
posicién en el espacio-tiempo como una amplitud del mismo y no en funcién de la posicion

¢; ya que no es exacta, es decir:

q(t) — ¢i(t, ) = o(x) , (1.11)

debido a lo anteriormente expuesto, el Lagrangiano ([1.1]) pasa a ser una densidad Lagran-

giana, la cual denominaremos de ahora en adelante Lagrangiana

igualmente, la accion del sistema deja de ser una integral sélo en el tiempo y pasa a ser

una integral en el espacio-tiempo
S = / dLL(qs, G:) = / d*2L(6i,0,85) | (1.13)

en el mismo orden de ideas, el principio de Hamilton se escribiria:

oL oL
05 = / d' (aqsi 0+ a(awi)é(a%"))

oL oL oL

oL . oL B
:/d%wi(aqsi_a (8(6’“@))) —0,

donde se usé el argumento que los campos permanecen constantes en el infinito d¢|., — 0

para eliminar el tltimo término en la segunda linea de la expresién anterior. De esta forma,

se obtiene la Ecuacién de Euler - Lagrange para el campo ¢;(x)

oL oL

L

G

Como es de esperarse, la densidad Hamiltoniana se consigue al hacer una Transformada

=0 . (1.15)

de Legendre a £(¢;, 0,,¢;). En primer lugar se define el momento conjugado 7(z) al campo

#z) oL oL
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de manera andloga a como se obtuvo el Hamiltoniano en la ecuacion ([1.9)), se consigue la

densidad Hamiltoniana

H (i, m;) = m;(2)0i(x) — L(, au(bi) ) (1.17)

por 1itimo, las ecuaciones de Hamilton para campos se denotan:

oH oM

o 7 om

;. (1.18)

1.3.1. Leyes de Conservacion

En los sistemas fisicos hay cantidades que se conservan como la energia, momento y
momento angular; estas cantidades que permanecen constantes tienen un papel prepon-
derante en la fisica tedrica, debido a que permiten conocer propiedades del sistema y
realizar predicciones sobre el comportamiento del mismo [5]. Estas leyes de conservacién
son consecuencias naturales de las simetrias que tiene un sistema y esto es precisamente
lo que establece el teorema de Noether, el cual se resume:

Cada transformacion continua de simetria que deje invariante el Lagrangiano y por
lo tanto las ecuaciones de movimiento, tiene asociada una corriente conservada. La carga
conservada de esa simetria es la integral en todo el espacio de la componente cero de la
corriente.

Las teorias de Campos podrian mostrar propiedades de invariancia no relacionadas
con el espacio tiempo (traslaciones y rotaciones), sino relacionadas con simetrias de los
grados de libertad internos, como por ejemplo isoespin 6 carga eléctrica. Si la Lagrangiana
de una teoria se mantiene invariante bajo una transformacién infinitesimal de los campos,
es decir, ¢ (z) = ¢i(z) + (), entonces la variacién de la Lagrangiana y por lo tanto de
la accién serd nula.

Por otro lado, la ecuacion permite deducir directamente que la variacion de
la Lagrangiana esta representada en el segundo término, ya que el primer término es la
ecuacion de Euler-Lagrange y éste, es nulo debido a que la Lagrangiana extremiza la

accion. De esta manera, se obtiene:

50000, =0 (505 0] =0 (119
oL .
= Gg) o P@ =" (1.20)

donde j* = (j°(x), j(z)) representa la corriente conservada asociada a la simetria. La carga

conservada se obtiene integrando la ecuacion de continuidad de la corriente (d,j* = 0) en




20 Teoria Clasica de Campos

en todo el espacio:

L0 -
05" = 5d"(@) =V @) =0 | (121)

. gt [ af@) = [ dav ) (1.22)

usando el teorema de Gauss, el lado derecho se puede reescribir como [, j(x) - da siendo
evidente que este término se anula ya que los campos decaen suficientemente rapido en
el infinito; asi, el término del lado izquierdo es cero y por lo tanto la carga conservada es

constante:
Q= / d*xj%(x) = ctte . (1.23)
En algunas Teorias de Campos como el Campo Escalar Complejo ¢ el Campo Espino-
rial, puede ser aplicable el teorema de Noether para una simetria interna de los campos;

en el caso del Campo Escalar Complejo, la Lagrangiana puede ser escrita de la siguiente

forma
Lice = (0,0(x))10"¢(x) — m?|p(z)* (1.24)

ésta tiene la propiedad de permanecer invariante bajo una transformacion de fase en los

campos
6(2) = exp (—ieN)d(x) = B(z) = o(x) — ieAd(x) . (1.25)
Segun la ecuacion (1.20]), la corriente conservada a esta simetria de los campos viene dada

por
" =ie(o!(2)0"d(x) — p(x)d"¢' (x)) (1.26)
ahora bien, la solucién a la Ecuacion de Klein - Gordon, como veremos en el capitulo 3,

puede ser escrita en términos de una una expansién de Fourier

d*p 1 . ,
¢(a) = / 2m)372 ﬁ(% exp (—ip"x,) + b exp (ip"z,)) (1.27)
sustituyendo en la ecuacion de la carga conservada ([1.23]), se obtiene
Q=e [ d*(aja, — tib,) - (1.28)

Cuando se cuantiza la teoriria, los coeficientes de las ondas planas se interpretan como
operadores de creacion y aniquilacion de particulas. Entonces, el Campo Escalar Complejo
corresponde a un Campo Escalar Cargado y la carga total es la suma de las cargas
de particulas y antiparticulas; sabiendo que, las antiparticulas tienen la misma masa
pero carga opuesta con respecto a las particulas. Ahora bien, la carga conservada no
necesariamente debe ser de origen eléctrico, puede ser cualquier tipo de carga discreta

conservada como nimero bariénico, niimero leptonico etc.




Capitulo 2
Integrales de Camino de Feynman

En 1933 Paul Dirac, publicé un articulo en el que hacia una observacién a la mecanica
clasica, en ésta, el Lagrangiano y la accion tienen un papel preponderante debido a que
forman parte de un principio fundamental de la fisica como lo es el principio de Hamilton;
mientras que en la mecanica cuantica parecia tener mas importancia el Hamiltoniano, ya
que la evolucién temporal de los observables (relaciones de conmutacién) guardaba cierta
similitud con los corchetes de Poisson. En su articulo, Paul Dirac especuld sin éxito con

la idea de encontrar una relacién entre el propagador de una teorfa cuéntica (funcién de

Green) y exp (;S), donde S era la acién clésica. [6]

La idea de Dirac pudo ser desarrollada por Richard Feynman en 1948 con una formu-
lacién matematica completamente distinta a las exitentes en el momento, la cual llamo
Integral de Camino [7]. La idea se basa en que el propagador de una teoria, entre un estado
inicial y final, puede escribirse como una suma por todos los posibles caminos (no solo el
camino clésico); cada uno contribuye en igual magnitud, pero la fase de contribucién es
la accion clasica. Esto se puede interpretar como si la particula tomara todos los posibles
caminos y la amplitud de probabilidad de cada uno de ellos se suma como en el principio

de superposicion.

La Integral de Camino no es una teoria nueva, ni ofrece nuevos resultados a la mecanica
cuantica; sin embargo, es una herramienta muy 1til en teorias de campos ya que propor-
ciona una forma alternativa de cuantizar una teoria, también proporciona una vision
interesante e intuitiva de procesos cuanticos. En éste capitulo se introducira la Integral de
Camino como herrmaienta para tratar Teorias de Campos [8], primero desde un enfoque

de mecanica cudntica no relativista para luego ser extendido a campos [9).
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2.1. El Propagador de una teoria

En Mecénica Cuantica una particula sometida a un potencial V(Z), puede ser descrita

usando la ecuacién de Schrodinger

Hu(t, 7) - —27;V2\I/(t, )+ V(@)U T) — ihaat(\ll(t,f))
0N
— (zhat — H)W(t,w) =0 . (2.1)

La solucion a esta ecuacion se puede obtener por el método de separacion de variables y
es un producto de funciones de la forma

W(t,T) = 3 n(T) exp (-%E@) , (2.2)
la funcién exp (—;Ent) es la solucion a la parte temporal de la ecuaciéon, luego de la
separacién de variables. Por otro lado, las funciones 1, (Z) son soluciones de la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo, éstas son autofunciones del Hamiltoniano con
estados de energia F,; estas autofunciones son ortonormales, es decir, cumplen una rela-
cién de ortogonalidad: ¥, ()Y, (Z) = dnm vy también componen una base para un espacio
vectorial de Hilbert.

Las ecuaciones diferenciales, como por ejemplo (2.1)), pueden ser resueltas por diversos
métodos como por ejemplo el ya mencionado método de separacion de variables o por la
funcién de Green del operador. En el caso de la teoria Cuantica de Campos, la funcién de
Green, tiene un uso mas extentenso que sélo resolver una ecuacién diferencial; también
se interpreta como la propagacion de una particula y se suele llamar propagador; esto se
discutird con mayor detenimiento en las siguientes secciones. Para el caso de la ecuacion

de Schrodinger, el propagador cumple

L0 = IR L
(zhat—H>G(t,x,t,x) =0(t—1)(7—2) , (2.3)

donde la funcién G(t,Z,t,Z) es inversa al operador de , ésta funcén puede hallarse
explicitamente si se expande en términos de una base apropiada como las autofunciones
1, (Z) del Hamiltoniano; esto es vélido debido a que que las auntofunciones v, (Z) forman
una base ortonormal, de esta forma se propone

oo

G(t.7,.2) =3 an(t. 200 (&) exp (1 Eut )OIt~ ) | (2.4)

n

la funcién escalén ©(t —t) indica que G(t, 7, t, Z) es distinta de cero para un tiempo t > ¢.

Por otra parte, el coeficiente a,(t,Z) puede hallarse evaluando el propagador propuesto
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en una condicién inicial conveniente
G(t+0,7,t, %) =0(F — ) . (2.5)

Esta condicién implica que las autofunciones 1, (Z) conforman una relacién de completi-
tud. Evaluando la condicién inicial en la funcién de Green propuesta, se puede hallar el

coeficiente

GUA0.7.068) = > anlt,2)U(E) exp (_;Ent)@a 1)
= ian(t,@\ﬂ(f) exp (—;Ent) =0(i —7) , (2.6)

—s an(t, £) = (@) exp (;Et> ; 2.7)

sustituyendo el coeficiente a,,(t, Z) en la representaciéon en serie del propagador y haciendo

uso de la notacion de Dirac, éste se logra reescribir como:

o0

) = L U@ e (—5 Ealt - 1) @O - D

n

G(t, 7t

ST

Ty, (%) W ()
——

= YW ew (< B - 0) (WP 6 -1

= <f!eXp(—;ﬁ(t—t)) 7)) , t>t; (2.8)

éste resultado permite interpretar al propagador como una transicion desde un estado
inicial |Z) en un tiempo ¢ a un estado final |Z) en un tiempo t; es importante notar que
ahora entre los estados (7] y |Z) estd el operador evolucién. Sabiendo que el Hamiltoniano

cumple una relaciéon de autovalores y autoestados

entonces, la funcién exp (—;En(t - t)) en presencia de un autoestado |V, ) puede ser

reescrita como:

exp (—;En(t —0) 1) = (1 o) — ;(z B, |U,) 21!(;@ _ t)En)Q,\pn> . )

_ <]I+ (—;H\(t—tﬂ +21! (—;ﬁ(t—t))er"') W)

— oxp (—;H(t - t)) ) (2.10)

confirmando que es valido cambiar F,, — H en el argumento de la funcién exponencial.
Como ya mencionamos, debido a la condicion (2.5)) los autoestados del Hamiltoniano

tienen una relacion de completitud que permite simplificar la expresion del propagador

i |U,) (P, =1. (2.11)
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2.2. El Propagador como Integral de Camino

Las autofunciones de H pueden ser escritas usando el propagador de la siguiente forma
V(1 7) = U(z) = / d*2G(x, 2)9(z) (2.12)

esta ecuacién sigue mostrando a G(z, x) como una transiciéon desde un estado inicial ¥(x)
a un estado final ¥(z). La idea de una integral de camino se obtiene de dividir el intervalo
de tiempo entre ¢ y t, agregando un estado intermedio |z;) en un tiempo tq, es decir:
t — t; — t; de la misma forma se puede escibir ¥(z;) de cada transicién usando la
funcion G(z, z)
(o)) = [ d'2Glen, ) () | (2.13)
V() = / d'2, Gz, 20) ¥ (z1) (2.14)

como se muestra, hay 2 transiciones en la funcién de onda, primero desde z hasta z; y
después, desde z; hasta x. Combinando las ecuaciones (2.13)) y (2.14) y comparando con

la
U(z) = / d4a:1G(x,x1)/ dxG(z1,2)V(2)
- / / d'z da, Gz, 21)G (w1, 2)¥(z) | (2.15)
= G(z,2) = / d*x1G(z,21)G (21, 2) = (F|exp <—;f{\(t - t)> |Z) . (2.16)
Ahora, agregando mas estados intermedios entre t y ¢:
t—t —tg — ... — 1, — 1

y haciendo un procedimiento andlogo al anterior, se puede obtener
G(x,z) = /// / d*zy d*xy... d*2,G(x, 2y).....G (23, 22) G (19, 21)G(z1,2) . (2.17)

Con este resultado se puede ver la transicion desde (¢, x) a (¢,x) como el resultado de
n+ 1 transiciones, primero desde (¢, z) hasta (t1, ;) por todas las posibles rutas, debido a
que dz; estd integrado, después desde (tq, 1) hasta (s, x2) por todas las posibles rutas...
Asi sucesivamente hasta la dltima transicién desde (¢,, x,) hasta (¢, ). En la figura [2.1]se

muestra la idea de todos los posibles caminos para extremos fijos entre los puntos (z, z,,).
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Figura 2.1: Posibles caminos entre x1 y .

Desarrollando un transicién cualquiera desde un estado inicial (z;) hasta (x;11) segin
la ecuacién ([2.8) tenemos

At

G(xje, ) = (Tjs]exp _ﬁH(thrl_tj) 7))

1

1, i— 1/ i\

11 A h
- i I
= (Tjldy) — 2 AL (T HIT) (2.18)

Esta aproximacién es védlida siempre que el intervalo de tiempo se haga suficientemente
pequeiio (At — 0). Un Hamiltoniano H = H(%,p) coménmente tiene energfa cinética
dependiente tinicamente del momento p y energia potencial dependiente tinicamente de
la posicion z, es decir

o~

H(2,p) =T(p) + V(&) - (2.19)
Los operadores f(ﬁ) y V(ﬁ:) se asumen como operadores expandibles en serie de Taylor y al
mismo tiempo los operadores posiciéon & y momento p poseen respectivamente autovalores
y autoestados de la forma: a|d@d) = a|d@). Esto permite reescribir la expresién aproximada
del propagador (2.18) como una funcién de variables Z y p, es decir, los autovalores de &
y D
— — /l/ — /A Sr/ A —
G(wjy1,75) = (Tj41|T5) — ﬁAt (@1 [T(D) + V(2)|Z)41)
— (Faal510) = 28 (V(E) @oaldsa) + [ EpTE) (E00l) 615

!

_ (273;1)3 JiEpesp (5 (a -7 )(1- 2ALVE) +T@)) , (220)
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donde se ha usado la representacién integral de la delta de Dirac

pexp (;ﬂ (7 — f)) : (2.21)

Considerando que los autoestados de & y p forman una base ortonormal completa y tienen
una relacién de completitud similar a (2.11)), tenemos que el producto de los braket |Z) y

|p) cumplen:

@ = 2)3/2 exp (;ﬁ.f> . lE) = (2;)3/2exp (_;5.9?) (222

Ahora bien, tomando en cuenta que el intervalo de tiempo es muy pequeno, es valido apro-

ximar el segundo factor de ( a una funcién exponencial; asi, al sustituir la expresion
aproximada del propagador en se obtiene:

/ Dr, €XP <h (P - (T — ) — AtH(ﬁn,fn))>
G(z,zn)
< P (7 —2) — AtH(p, f))) d*z,...d*z, |

G(x1,z)

—

n n d3p i n . 3‘3’. _f. I
G(z,z) = / I1 d*z / I, exp (hmzpj.wmf_mwj)) . (223)
k=1 =0 j=0

La integral construida, se denomina Integral de Camino, se extiende por todas las

trayectorias con extremos fijos de x; v p,. La funcién en el exponente tiene similitud con
el Lagrangiano, en efecto lo es debido a que la variable p, fue introducida cuando se usé
la representacién integral de la delta de Dirac (2.21) con la condicién que cumpla las
relaciones de los braket (2.22)).
En general, la integral de camino se puede resolver para un Hamiltoniano que tenga
. s . . . — — 72 — .
dependencia cuadratica en el momento; en particular, si H(p, Z) = £-+V(Z), las integrales

en p no son mas integrales Gaussianas

Gla,z) = <2mhAt> / H Ay exp (h ZZ:A 2 (mﬁlﬁ;fj>2 - V(fj)) (@24

A

tomando el limite cuando la diferencia de tiempos es cero, es equivalente a ir al limite
continuo donde:
IJ+1 z — CL‘
lim G(z,2) = At j (2.25)
At—0 4
lim A H d*z;, — Dx

n—o0
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Obteniendo finalmente:

G(z,x) :/Dxexp (;/ dtL(f,x;’)) . (2.26)

El resultado (2.26) es conocido como la Integral de Camino de Feynman para una
teoria cuantica de un grado de libertad. La suma sobre todos los caminos con extremos
fijos estd contenida en Dx. Resolver la integral Gaussiana generé una transformada de
Legendre en el argumento de la exponencial, obteniéndose la integral en el tiempo de
L(Z,7), que no es otra cosa que la accién S(Z,Z). La constante A contenida en Dz, a
pesar de ser formalmente infinito cuando se toma el limite de At — 0, desaparece en el
calculo de cualquier cantidad fisica, por lo que la integral de camino lleva a una expresion
bien definida.

2.3. Integral de Camino en Teoria Cuantica de Cam-
pos

Para una teoria de campos también se puede derivar la integral de camino, esta vez
los estados intermedios no vienen dados por coordenadas |¢(t)) sino por campos |p(x)),
debido a esto no se divide el intervalo de tiempo, sino que se divide el intervalo del espacio-
tiempo, es decir, + — 1 — T — ... — x,, —> x. Ademas, se conoce que en el

marco de Schrodinger, los estados evolucionan en el tiempo, esto es

i
6(2).t) = exp (3 L) [6(0)) (227)
mientras que en el marco de Heisenberg, los estados no evolucionan en el tiempo, son los
operadores: .
17—~
0(a)) = exp (L 1¢) |6(a),t) = |6(a)) (228)

El estado del sistema en el instante de tiempo t,, se denotara como |¢(x)) en el marco
de Schrodinger; asi, usando la ecuacién ([2.8]), se puede escribir la amplitud de transicién
desde un estado inicial a un estado final

i -
(Gr@)n(a)) = (o) exp (~ Tty ~ 1) )lo@) - (229)
Ahora bien, considerando esta amplitud de transicion con n estados intermedios; entonces,

en analogia con la ecuacién (2.17) el propagador se puede escribir como:
i
(6@ (@) = [ . [ dbrdes..dsy (Slap)|exp (= HAL) 9(an) - ()

()| exp (—;ﬁm) 16(21)) (6(z1)] exp (—;f[\At) 6(z:) |

(2.30)
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donde se muestra la idea de una integral de camino para una teoria de campos, esta
vez las n + 1 transiciones son en todas las posibles configuraciones del campo ¢;, con
j =1,2,3,...,n. Considerando una densidad Hamiltoniana con un término cinético que
dependa tinicamente del momento conjugado 7(x), y con el término del potencial depen-

diente inicamente del campo ¢(x), es decir:

—~

H(p,#)=T(#)+ V(o) , (2.31)

nuevamente se espera que los operadores f(ﬁ) y V(é) tengan un desarrollo en serie de
Taylor, y que los campos y momentos conjugados posean una relacion de autovalores y

autoestados de la forma:

d(@) ) = ¢(x) |9) , (2.32)
#(x)|m) = w(x)|m) . (2.33)
Usando esto, la expresion se reescribe como

(s = [ T o [ Tl eso (G0 S m 0  Fimon). 23

donde efectuando la integracion sobre los momenta conjugados, resulta en la Integral de

Camino para una Teoria Cuantica de Campos

(Or@)loi()) = [ D¢exp< [ dteco, u¢)) (2.35)

La integral de camino nos dice que sumar sobre todas las configuraciones clasicas del
campo, es en realidad, sumar sobre todas las posibles variantes a las trayectorias, pero
solo las configuraciones dominantes son las que con mayor probabilidad pueden apreciarse

fisicamente.

2.3.1. Vacio

La amplitud de transicién desde un estado inicial cualquiera |¢;(x)) a un estado final
cualquiera |¢f(x)) se determina usando la integral de camino. Una eleccién que comin-
mente se hace es que el estado inicial y final |¢;(Z)) = |¢(Z)) = |0), sean el estado base;

asi, la amplitud de transicion se reescribe

(0] exp (—;ﬁAt>|0> = /ngexp (;/ d*zL(p, 8,@)) . (2.36)
Si el vacio es estable, al dejar evolucionar el sistema desde un t; = —oo hasta t; = oo,

seguiremos encontrando el vacio, esto significa que los procesos ocurren en una region
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acotada del espacio-tiempo y que los estados inicial y final difieren a lo sumo en una fase,
es decir:
|000) = €xp (10) |0_0) = (0o| = exp (—ia) (0_o| (2.37)

= (000|0_00) = exp (—icx) = /ngexp (;/ d*zL(p, 8,@)) . (2.38)
Esta ultima condicién permite normalizar a 1 la amplitud de transiciéon vacio-vacio
7
[ Doexp (h [ dtero, auop))
= ; =1. (2.39)
/ngexp (h/ d*zL(e, @Lgb))

{0c0]0—c0)

De esta manera la constante A contenida en D¢, que formalmente es infinito, se simplifica
con A proveniente del factor de normalizacion; ésto lleva a que el cdlculo de cantidades

fisicas como por ejemplo el valor medio de un campo

(el (1) 0-c) = o stz eXpi(h/ )
[Poew (5 [ a4.0.0))

estan bien definido usando la integral de camino. Por lo general, la amplitud de transicion

= ((z1)) (2.40)

vacio-vacio se denota como

7 = /ngexp <;@/ d%ﬁ(qﬁﬂugb)) , (2.41)

también es llamada funciéon de particion del sistema, debido a que contiene todas las

configuraciones posibles del campo.

2.4. Funcional Generador

El funcional bésico de toda teoria es el funcional generador Z[J;], adquiere este nombre
debido a que a partir del mismo, se definen todos los funcionales de la teoria, asi como
también las funciones de Green y los vértices de interaccion. Este funcional, se construye
acoplando los campos ¢;(x) a fuentes J;(x), las cuales en principio, pueden ser funciones
cualesquiera del espacio-tiempo y reprensentan la fuente o sumidero de la perturbacion;
los acoples con fuentes, se suman como términos J;(z)¢;(x) al potencial de la teoria V(¢;)
y una vez consideradas las perturbaciones a los campos, la funciéon de particiéon de la

teoria pasa a ser un funcional de J;, el cual es llamado funcional generador

210 = / Débs exp (; / 'z (,C(gbi,a#@)jtj@i)) . (2.42)
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Se puede notar que si la perturbacion desaparece, J;(x) = 0, se tiene la amplitud de
transicién en el vacio de la teoria libre, es decir la ecuacion (2.41)).
El acople con fuentes también es 1til para obtener valores medios de cantidades, para

esto es conveniente definir el funcional
WJi| = log (Z[J]) (2.43)

al igual que la derivada funcional en cuatro dimensiones respecto a la fuente

SEU@ =ste-n L s ([deeee) =@ . (2

la cual no es mas que una generalizacion para funciones continuas de la derivaciéon de

vectores:

0 0
i 7 j

Calculando la primera derivada del funcional W{[J;] y tomando en cuenta que las
perturbaciones ocurren en una regiéon acotada del espacio-tiempo, por lo que se debe
evaluar en J;(z) = 0, se obtiene el valor medio del campo multiplicado por una constante

; W 1Ji]
6J(z)

o= g w [ Posen ([ deLona0) + 500) |,

1 A 1 (2.46)
= + (0| @(21)]0-0) = + (0(2)) -

Si ahora se toman derivadas de méas alto orden, por ejemplo de 2do orden

W [J]

5t 8o = 0 (5) () o) (247

se debe considerar cudl de las coordenadas entre z, y xg es mayor debido a que las per-
turbaciones se propagan hacia adelante en el espacio-tiempo. En este caso se ha asmuido
que z, > xg, pero si por el contrario z, < x3, el orden en que aparecen los campos en
la expresion anterior debe cambiarse. Ambos casos pueden considerarse si se introduce el
operador ordenamiento temporal

¢(Ta) 9(zg) T >4

T1d(xa) dlap)] = { -

) dlaa) s> 2 (248)

De esta manera, usando el operador ordenamiento temporal en la expresion de la segunda

derivada funcional, queda como

P 55 g ], = G0 (5) 0T el | (249
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y generalizando a la n-ésima derivada, se deduce:

B\ 3" W1Ji] B L) o) B
( ) §J(2n)...00 (x2) 6 (1) O[T [p(2n) .. p(22) P(21)]|0) (2.50)

]

Este resultado muestra que el valor de expectacion del producto de campos ordenado
temporalmente, también llamado funciones de correlacién, puede ser obtenido a partir
de derivadas funcionales de W[J;]. Esto es de suma importancia ya que las funciones de

correlacion de la teoria, son en realidad las funciones de Green.
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Capitulo 3
Teorias de Campos

En el capitulo anterior se estudié la integral de camino, una herramienta de calculo
para teorias de campos. Ahora se estudiaran algunas teorias de campos, todas relaciona-
das con la electrodindmica escalar. Primero se estudiara el campo escalar, su Lagrangiana,
simetrias y leyes de conservacién [10]. Se sigue con el campo electromagnético, la formu-
lacién covariante de las ecuaciones de Maxwell [11] y la fijacién de calibres para el campo
electromagnético. Finalmente se aborda a la electrodinamica cuantica escalar, conside-
rando las simetrias de los campos y de calibre, se construye la Lagrangiana y se estudia

como una teoria cldsica de campos [12].

3.1. Campo Escalar

El Campo de Klein-Gordon o Campo Escalar es la teoria de campos mas simple
que se puede estudiar, en ella se tratan bosones con masa y sin espin por medio de la
ecuacion de Klein-Gordon. Esta ecuacién puede introducirse considerando dos principios
fundamentales, uno de relatividad especial y otro de mecanica cuantica.

De relatividad especial se conoce que la energia de una particula relativista de masa

m segun la ecuacion de Einstein, es
E? = (c¢p)? + (mc?)? (3.1)

mientras que en mecanica cuantica se sabe que el procedimiento de primera cuantizacion
prescribe que las variables E y p’ sean promovidas a operadores:
. . L0
p— —ihV , E — ih— | (3.2)
ot
sustituyendo los operadores de momento y energia en la ecuacién de Einstein (3.1) y

aplicando este operador diferencial a una funcién ¢(x), se obtiene la ecuacion de Klein-
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Gordon 92
<h28t2 — R**V? + m204> o(x) =0 . (3.3)

En teorias de campos, normalmente se trabaja en unidades naturales para hacer la nota-

cién mas simple, es decir, con las constantes h = ¢ = 1 y también se define el operador

D’Alambertiano como (8,0 = 8> = & —V?), de este modo la ecuacién de Klein-Gordon
se escribe:
(0> +mH)o(x) =0 . (3.4)

Esta ecuacion es similar a la ecuacién de onda, en realidad desde un punto de vista
matematico, es una generalizacion de la misma y al igual que en la ecuacion de onda,

tiene soluciones de onda plana

O(7,1) ~ Aexp (—i(Et — 7 - 7)) (3.5)

donde A es constante. Sustituyendo esta solucion en la ecuacion de Klein-Gordon (3.4)) se

verifica que es valida si se cumpe la siguiente relacion entre la energia y momento:
E*=p"4+m? . (3.6)

Como observamos, esta relaciéon de dispersion permite que la energia adquiera tanto va-
lores positivos como negativos. Esto generd problemas en la comunidad cientifica ya que
indicaba que la interpretacion de la ecuacion de Klein-Gordon como una ecuacién de
onda para una particula relativista era incorrecta. En 1941 Richard Feynman con Ernst
Stueckelberg, dieron interpretacién a los valores negativos de la energia diciendo que se
trataba de particulas con energia E positiva y carga opuesta (en caso que la tuviesen) que
se movian hacia atras en el tiempo, las cuales llamaron antiparticulas. De este modo, la
solucién a la ecuacién de Klein-Gordon no representa una funcién de onda, representa un

campo ¢(x) cuya exitacion regula la creacién y destruccién de particulas.

En el capitulo 2, se mostrd que la Lagrangiana es necesaria para el estudio de teorias
de campos por medio de la integral de camino. Para el campo escalar real, la Lagrangiana
asociada debe conducir a la ecuacion de Klein-Gordon a través de la ecuacion de
Euler-Lagrange . Usando la métrica de Minkowski n** = (1, —1,—1,—1), la Lagran-

giana del campo escalar real se define como:

Lra = 50"00)0u0(2) = 5mP(0())? (3.7

donde se puede calcular la ecuacién de Euler-Lagrange dando como resultado la ecuacion

de Klein-Gordon, cuya solucién son ondas planas tipo (3.5]), en realidad, la solucion més
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general se puede escribir en términos de una expansion de Fourier:

dp 1
¢(x) = / (%)3/2@(%6@( iph'z,) + a) exp (ip %)) : (3.8)
la constante de normalizacién se escogié convenientemente como m para que el
campo cumpla las relaciones de conmutacién debido a la cuantizacion canénica. Tomando
en cuenta que el campos escalar es real, entonces se cumple ¢(z) = ¢'(z). El momento

conjugado del campo se halla con la ecuacion (|1.16|) resultando en

m(x) = /(2(5)};/2 f(a; exp (ip"z,) — a, exp(—ip“xu)) : (3.9)

Una vez definidos el campo y el momento conjugado, se puede cuantizar la teoria usando
la integral de camino o segunda cuantizacién candnica.

Nuestro tema de estudio le compete la integral de camino, sin embargo, a modo in-
formativo se muestra el procedimiento de la segunda cuantizacién, el cual consiste en

imponer relaciones de conmutacién entre el campo y su momento conjugado

[0(x), m(2)] = id6(x —y) , (3.10)

[6(x), d(2)] = [r(x), w(z)] = 0 ; (3.11)

asi, sustituyendo las expresiones del campo y su momento conjugado

[ap, af] = 6(p —p) (3.12)
[ap, ap) = [al, al] =0, (3.13)

se hallan las relaciones de conmutacién a igual tiempo de los operadores creacion y ani-

quilaciéon de particulas, siempre y cuando, la teoria sea no singular.

3.1.1. Campo Escalar Complejo

Un interesante caso sobre el campo escalar real ocurre al estudiar dos campos escalares
reales e independientes, ¢1(x) y ¢o(x), con la misma masa m. La Lagrangiana total seria

la suma de las Lagrangianas independientes

L., 1, o Lo, 1, 9
£ = 50" 61(2)0,0n(x) = 5md(01(2)* + 500a(w)0,0n(a) = sm(0a(@))? (314
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con un cambio apropiado sobre los campos reales ¢;(z) y ¢o(z), se pueden definir dos

campos escalares complejos:

olz) = j§<¢1<x> T iga(x)) | (3.15)
o (x) = j§<¢1<x> igo(a)) | (3.16)

los cuales al ser sustituidos en la Lagrangiana ((3.14)), simplifican la notacién y se obtiene

la Lagrangiana del campo escalar complejo:

Liac = (0u0(2))'0"$(x) — m?|o(2)* . (3.17)

Esta ecuacién conduce a la ecuacién de Klein-Gordon para los campos ¢(z) y ¢'(x), pero
en este caso la expansion de Fourier de los campos tienen coeficientes distintos para las

ondas planas, es decir:

y para el complejo conjugado

3
ol (z) = / (Qiir)p;/?\/;_E(a; exp (ip"z,) + b, exp (—ip“a:“)) , (3.19)
debido a que en el campo escalar complejo ¢(x) # ¢f(x).

Como mencionamos antes, los campos ¢(z) y ¢'(z) regulan la produccién de particulas
y antiparticulas; la diferencia del campo escalar real es que este cumple ¢(z) = ¢f(x) y
por esto, no hay forma de distinguir las particulas de las antiparticulas. En cambio, como
veremos a continuaciéon, en el campo escalar complejo las particulas tienen carga, siendo
distinguibles de las otras ya que tienen carga opuesta.

La Lagrangiana posee una simetria interna de los campos que no tenia la La-
grangiana del campo escalar real, esta es una simetria de fase U(1) la cual es posible sélo

si el campo es complejo
d(x) — d(z)exp (—ied) ,  ¢l(z) — ¢ (x) exp (+ied) | (3.20)

el pardmetro A puede ser constante o una funcién \(x) que dependa de las coordenadas;
el hecho que sea constante o no, es determinante para un acople entre teorias. Si A es
constante, significa que la fase es igual en todo punto del espacio-tiempo; mientras que si
A(z) depende de las coordenadas, la fase no necesariamente serd igual en todos los puntos

del espacio-tiempo, pudiendo provocar una ruptura de la simetria.
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Las simetrias internas de los campos se pueden interpretar como distintos estados del
sistema porque hay trasformaciones de los campos; sin embargo, mantienen las mismas
propiedades. Como se revisé en el capitulo 1, el teorema de Noether establece que las
simetrias que posee una Lagrangiana tienen asociadas una corriente conservada, cuando
la simetria de fase U(1) es global, A es constante y el calculo de la corriente conservada

ya se realizd en la ecuacién ((1.26]) donde se obtuvo
" =ieX(pt(2)0"d(x) — p(x)d"¢' (x)) (3.21)

por la construccién de j* se sabe que cumple la ecuacion de continuidad (9,j* = 0), que
en este caso representa la ecuacion de conservacion de la carga y la carga conservada,

igualmente, ya fué calculada en la ecuacién ([1.28]), dando como resultado:

O =) / d*p (afa, — bib,) - (3.22)

3.2. Campo Electromagnético

Las Ecuaciones de Maxwell son un conjunto de 4 ecuaciones en derivadas parciales
que describen por completo todos los fenémenos electromagnéticos. En el vacio, pueden

ser expresadas COIMo:

— _é —
v.i-o ., B__v.§, (3.23)
ot
V-E=0 |, %f:Vxé, (3.24)

usando el primer par de ecuaciones (3.23)), es posible expresar los campos eléctricos y

magnéticos como

W;Sf) —Veo(z) , B=VxA®), (3.25)

E=—

—

estas expresiones para los campos E y B, permiten definir un potencial vector en 4

dimensiones

At (x) = (p(x), Az)) = (A%(x), A(2)) (3.26)
en funcion del cual se reescriben los campos eléctrico y magnético
— E=0A"— A" | — B=¢"9A, ; (3.27)

de esta forma, se puede introducir un tensor antisimétrico de segundo orden que describa

el campo electromagnético
Fr = 9rAY — 0V AF | (3.28)
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cuyas componentes son:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. =B, B, 0

P = (3.29)

Por otra parte, las ecuaciones de Maxwell - pueden intercambiar los campos
eléctricos y magnéticos permanecindo invariantes, es decir, haciendo los cambios: E— B
y B — —E, se siguen obtenendo las mismas ecuaciones - ; esta simetria es
conocida como dualidad electromagnética y por medio de ésta se deduce que hay un tensor
dual de campo electromagnético *F*” el cual se define igual a y sus componentes

SOn:
0 B, B, B

0 -E. B,

, E. 0 -E,
-B, —-FE, E, 0

Los tensores de campo electromagnético ([3.29) y (3.30]) se relacionan por medio del Tensor

de Levi-Civita e*"?? de la siguiente forma:

(3.30)

1
x [P = ie“yp”FpU . (3.31)

El campo electromagnético como teoria de campos tiene una Lagrangiana que puede
ser escrita en funcién de los tensores (3.29) y (3.30) como se muestra a continuacion:

1 1 1, -
EM = _ZF/WFMV = _Z(*Fuu)(*Fllu) = §(E2 - BQ) ) (332>
el calculo de la ecuacion de Euler-Lagrange ((1.15)) conducird a la ecuaciéon de onda para

el campo electromagnético

O F" = 9,(0"AY(z) — 0¥ A*(z))
= 0°A"(z) — 0"(0,A"(z)) =0 , (3.33)

esta ecuaciéon tiene una solucién que puede ser escrita en términos de una expansion de

Fourier

Af(z) = /(leT)p;’m\/;_E (ape“(ﬁ) exp (—ip”x,) + bl (p) exp (z’p"xa)> : (3.34)

donde nuevamente se escogié como factor de normalizacién @D También se encuen-

tran los vectores de polarizacién de fotones e (p), los cuales se fijan convenientemente de
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forma ortogonal al cuadrimomento p* segtin el Calibre de Lorenz, como se estudiara mas

adelante, esto es:

(P =0 . (3.35)

El campo vectorial A*(z) tiene 4 componentes, esto proporciona 4 grados de libertad,
pero la teoria electromagnética asegura que el fotén tiene 2 grados de libertad conocidos
como estados de polarizacién transversal, por ejemplo dextrogiro y levogiro; por esta razon
se dice que la teoria esta sobredeterminada. En realidad el campo vectorial posee 2 grados
de libertad espureos debido a que posee una simetria de calibre, es por esto que la teoria
es singular y la funciéon de Green no existe.

En la Lagrangiana , la componente A°(x) del campo vectorial no tiene término
cinético A9(z), esto significa que dadas unas condiciones iniciales en A(z) y en A(z), el

potencial escalar ¢(x) queda determinado por la Ley de Gauss en el vacio

—

9A(x)

2 — — .

(3.36)

ésta ecuacion tiene solucion en términos de la funcién de Green del operador Laplaciano

dada por

o)
/d3 47T< ) (3.37)

T — z
entonces, la componente A%(x) no es independiente y de esta forma, la teorfa queda redu-
cida a tres grados de libertad. Todavia hay un grado de libertad que no tiene significado
fisico y que se puede reducir tomando en cuenta la simetria de calibre que posee el campo
vectorial.
Una caracteristica que no se puede pasar por alto de la Lagrangiana , es el gran
numero de simetrias asocidas al potencial vector, debido a que permanece invariante ante

un cambio en el campo vectorial
At (z) = A¥(x) + 0" A(z) (3.38)

donde A(x) puede ser cualquier funcién que dependa de las coordenadas, sélo se exige que
A(z) sea una funcién que tienda a cero en el limite ¥ — 400. Esta simetria del campo
que no permite diferenciar entre A*(z) y A*(x) es conocida como simetria de calibre.
Anteriormente nos encontramos con simetrias que se mantienen constantes en todo el
espacio-tiempo, como por ejemplo la simetria de fase global en el campo escalar
complejo. Por otro lado, el Teorema de Noether dice que por cada simetria hay una ley
de conservacion, entonces surge la interrogante: ;jel campo vectorial tendra una ley de

conservacion por cada funcién A\(x) que deje invariante la Lagrangiana? La respuesta es
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no, las simetrias de calibre tienen una interpretacion distinta a las simetrias globales, éstas
son las usadas en el Teorema de Noether y se interpretan como distintos estados fisicos
porque transforman los campos, aunque mantienen las mismas propiedades. Las simetrias
de calibre son redundancias en la descripcion, es decir, representan el mismo estado fisico.
Una forma de saber que esta interpretacién de la simetria de calibre es necesaria, es
notando que la Lagrangiana ([3.32)) no es suficiente para especificar la evolucién de A*(x)
ya que no es posible distinguir entre A*(z) y A*(z) + 0" \(x).

Esta caracteristica del campo vectorial permite una fijaciéon de calibre que puede ser
util dependiendo de la situacién; en general, los calibres mas utilizados son el calibre de

Lorenz

8 A () =0 (3.39)

y el calibre de Coulomb
V-Az)=0 . (3.40)

La eleccion de calibre es importante ya que puede simplificar el tratamiento mate-
matico y mostrar aspectos de la teoria. El calibre de Lorenz tiene la ventaja de cumplir
covariancia Lorentz y es condicién necesaria para el calculo del propagador de la teoria,
por esta razon, serd el calibre utilizado de ahora en adelante. Si un campo A*(z) en la
Lagrangiana de Maxwell es obligado a cumplir el calibre de Lorenz (3.39)), entonces

también se cumple
0, A" (x) = 0,(A"(x) + 0" A(z)) =0 (3.41)
= 0,A"(z) + *Nz) =0 , (3.42)
donde el campo A*(x) no estd determinado de manera tnica, porque hay una gran canti-

dad de campos describiendo el mismo estado fisico y todos cumplen el calibre de Lorenz

(3.39), de aqui podemos deducir que estos campos estan relacionados por la condicién
O*Nz) =0 . (3.43)

El hecho de que el campo vectorial tenga la ligadura del calibre de Lorenz, implica que
el tercer grado de libertad no tiene significado fisico, por lo que la teoria solo tiene dos

grados de libertad independientes.

3.3. Electrodinamica Cuantica Escalar

Finalmente se han revisado todos los conceptos necesarios para construir la teoria de la
Electrodinamica Cuantica Escalar, en la cual, la luz interactiia con materia cargada eléc-

tricamente. El acople entre las teorias de Maxwell y Klein-Gordon implica una interaccion
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local de la carga eléctrica del campo escalar complejo con el campo electromagnético. Esto
sugiere promover la simetria de fase global (3.20) de la Lagrangiana del campo escalar
complejo a una simetria de fase local, en la que el pardmetro A sea una funciéon de las

coordenadas, es decir
O(x) — ¢(x) exp (—ieA(x)) , (3.44)

sin embargo, el cambio a una fase local trae como consecuencia la pérdida de la simetria
interna del campo ya que la derivada parcial d, no conmuta con exp (—ieA(x)) y por
la regla de la cadena, surge un término que rompe la simetria, esto puede corregirse

utilizando el acoplamiento minimal y el sistema adquiere simetria de fase local.

3.3.1. Acoplamiento Minimal

El principio de calibre o gauge consiste en introducir nuevos campos de calibre al
sistema, con el objetivo de eliminar en la Lagrangiana los términos que rompen la simetria;
de este modo, con la sustitucion de derivadas parciales 0" por derivadas covariantes D*,
el acoplamiento minimal permite promover la simetria de fase global a una simetria de

fase local, esto es
oM — D' = O +ieAH(x) . (3.45)

El segundo término es el campo de calibre introducido, en este caso se utilizara el campo
electromagnético A*(x), recordemos que este campo posee la simetria de calibre (3.38])
que mantenia invariante la Lagrangiana de Maxwell. Entonces, uniendo las condiciones de
fase local , derivada covariante y simetria de calibre , se puede lograr
que la Lagrangiana del campo escalar complejo tenga la simetria de fase local ya que que

el campo ¢(z) cumple

o(x)
Dhp(x) = | " +ie (AF(x) + 0" A (z)) | | o(x) exp (—ieA(x)) | = exp (—ieA(x))D*o(z)

AF(x)

(3.46)

e igualmente, el campo conjugado ¢'(x) cumple:

(D"6(x))' = (" — ieA"(x) — igd"\(x))é(x)! exp (ieA(x)) = exp (ieA(x)) (D () .
(3.47)
en ambos casos la derivada covariante D* conmuta con la fase local, de esta forma, la

Lagrangiana del campo escalar complejo queda:

Liac = (Dud()) D" é(x) — m?[p(x)|* (3.48)
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siendo ahora una teoria que admite la simetria de fase local . El acoplamiento
minimal se puede interpretar como el cambio de una simetria de fase global U(1) a una
simetria de fase local U(1); sin embargo, la toeria no esta cerrada debido a que no hay
término cinético del campo de calibre A*(x).

Para remediar esto, notamos que la Lagrangiana del campo electromagnético admite
la simetria de calibre y se puede probar por sustitucion que el tensor de campo
electromagnético es invariante ante el acoplamiento minimal , por lo tanto, la
Lagrangiana de Maxwell es el término que cierra la teoria y se puede sumar a la Lagrangina
localmente invariante del campo escalar complejo (3.48)), obteniéndose la Lagrangiana de

la electrodinamica escalar
1
Lspp = — I Flu + (Dué(z))'D"p(x) — m?|p(z)|* . (3.49)

La cual, vista asi, no muestra explicitamente interacion entre el campo electromagnético
? 9
y el campo escalar complejo. Al expandir las derivadas covariantes se hacen evidentes las

interacciones
Lopp = —{F"Fu+ (0,02))10°0(x) - m?lo(a)
—ieA,(2)(6! (2)0"¢(x) — 6(2)0"¢! (x)) + 2 A%(x)|$(x)* . (3.50)

En la Lagrangiana se pueden identificar las teorias libres de Klein-Gordon y Maxwell més

dos términos adicionales de interaccion, el primero

Lsin = —ieA, () (61 (2)0"6(x) — ¢(2)0"¢f () | (3.51)

se identifica como una interaccion de tres campos donde se encuentra el campo de calibre
A*(x) y la corriente conservada del campo escalar complejo (3.21]), por otro lado, el

segundo término de interaccién
Laine = 2 A%(x)|d(2)]* (3.52)

se identifica como una interaccién de cuatro campos.
Las ecuaciones de movimiento se hayan con la habitual ecuaciéon de Euler-Lagrange
para campos ([1.15)), al calcularlas para el campo escalar complejo tomando en cuenta el

calibre de Lorenz, quedan reducidas a
(0> +m*)p(z) = —ieA,(z)D'p(z) —ieA,(x)0"¢(x) , (3.53)
(02 +m?) ol (x) = ieA,(x) (D o(x)) + ied,(z)d ¢! (z) | (3.54)

la ecuacién de movimiento del campo escalar ¢(z), es la ecuacién de Klein-Gordon con un

potencial de interaccion V (¢, 0 ¢, A*), esto tiene sentido ya que en hay una interaccién
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local entre el campo escalar y el campo electromagnético. Para el campo conjugado ¢'(z),
se tiene la misma ecuaciéon de movimiento que ¢(x) salvo que es el complejo conjugado
de la misma. Por otro lado, la ecuaciéon de movimiento para el campo electromagnético,

tomando en cuenta el calibre de Lorentz, se obtiene

PP AN () = (¢! (2) D" (x) — d(x) (D'(x))T) (3.55)

esta ecuacion es similar a la ecuaciéon de movimiento del campo electromagnético en
presencia de una fuente 0,F" = j¥, en este caso la fuente tiene la estructura de la
corriente conservada del campos escalar complejo. Esto es de esperarse ya que en el acople
de las teorias, el campo de Klein-Gordon se us6 como fuente mientras que el campo
electromagnético se usé6 como campo de calibre.

La electrodinamica cuéntica escalar como teoria de campos, también posee una co-

rriente conservada debido a la simetria de fase local del campo escalar, al igual que antes,
usando la ecuacion ((1.20]) se obtiene

7 = ieX@) (¢ (@)D o(x) — o(a) (D61 (x)') (3.56)

la misma corriente de la ecuacién de movimiento del campo vectorial. Esta corriente, como
ya dijimos, tiene la misa estructura que la corriente del campo de Klein-Gordon libre,
la diferencia estd en que ahora no hay derivadas parciales, sino derivadas covariantes.
Tomando en cuenta que el campo electromagnético se introdujo como campo de calibre
cuando se hizo el acoplamiento minimal, entonces es de esperar que hayan interacciones
entre los campos que afecten la corriente conservada.

Ademas de estudiar clasicamente la electrodindminca escalar por medio de las ecua-
ciones de movimiento y la corriente conservada, la teoria se puede cuantizar usando la
integral de camino de Feynman; de esta forma, se determinan los propagadores de la teoria

libre y los vértices de interaccién.
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Capitulo 4
Electrodinamica Cuantica Escalar

En este capitulo se realizara la cuantizacién de la electrodinamica escalar estudiada
en el capitulo anterior. Para esto se calcularan los propagadores de la teoria y también
analizaremos sus interacciones. Toda esta informacién quedara resumida en un conjunto

de reglas que se van a definir al final del capitulo y tienen por nombre Reglas de Feynman.

4.1. Teoria de Perturbaciones

En general, las teorias de campos con interaccién no pueden resolverse de manera
exacta, es por esto que una manera de abordar su estudio (en el régimen de acoplamiento
débil) es a través de pequenas perturbaciones respecto a la teoria libre debido a que nor-
malmente se conocen soluciones exactas para ésta. La idea con la teoria de perturbaciones
es conseguir soluciones a problemas complejos a partir de problemas cuya solucién es co-
nocida. Tipicamente el resultado se expresa en términos de una expansion polinémica,
de esta forma se hallan soluciones que a pesar de no ser exactas, se van acercando a la

solucién buscada a medida que se toman mas términos de la aproximacion.

Para calcular los propagadores y los vértices de la electrodindmica escalar Lsgpp =
Ly + Lxco + Ling, podemos utilizar el funcional generador Z[J;] estudiado en el capitulo

2 y realizar perturbaciones a la teoria.
AT / DADSDS' exp {iSkaclJ] + iSu[J] + iSime} . (4.1)

en esta expresion se han acoplado los campos con unas corrientes apropiadas de manera

que podamos realizar la expansion perturbativa més adelante. Los términos que aparecen
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en el funcional generador son

Skacld) = [ d'z (0,0() 0 6(x) - m?o(x)? + T} (@)o(x) + J(2)o!(2) . (42)
/ 'z (—F””FV+JM(x)A"(:v)>, (4.3)
Sini= [ d'a (~ie A (@) (61 (2)0"6(2) — 6(2)0"6!(x)) + 2A%() | o(x) ). (4.4)

Recordamos que estamos trabajando con unidades naturales, es decir ¢ = h = 1. Ahora
bien, la expresién de funcional generador (4.1)) puede reescribirse haciendo una expansién

en serie de Taylor al factor que corresponde a la interaccion

21J%,0,0") = [ DADGD! exp {iSkaol )+ iSulJ]} exp {iSin}

. 2
— / DAD¢D¢Texp{¢SKGC[J]+¢SM[J]}<1+szt+(ZS;”) +> (4.5)

de esta forma, se logra estudiar la teoria a distintos érdenes en el régimen perturbativo y

asi, determinar los propagadores de la teoria libre y los vértices de interaccion.

4.2. Propagadores de la Teoria Libre

El primer término en la expansion anterior corresponde al orden cero en interaccion;

de esta manera, el funcional generador de la teoria queda expresado como
Z[Jt 0, gm0 = / DADGDS exp {iSxac[J] +iSulJ]} (4.6)

donde se puede notar que los campos de Klein-Gordon y Maxwell no presentan interaccion
alguna. De esta forma la integral de camino puede resolverse de manera exacta para ambos

campos.

4.2.1. Propagador del Campo Escalar Complejo

Para resolver la integral de camino en el régimen perturbativo vamos a necesitar los
propagadores de las teorias, por esto, es conveniente reescribir la accién del campo escalar
(4.2), haciendo una integracién por partes en el término cinético del campo 8,¢(x)) 0 ¢(x)
y asumiendo que los campos decaen suficientemente rapido en el infinito, la accién puede

ser escrita como

Swae = [ dz (=0!(@) (6% +m®) () + T @)o(@) + J@)d (@) . (A7)
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para ser sustituida en el funcional generador

207,77 = [ Doexp { [t (=61(@) (6% +m?) o) + ' (2)o(a) + J(x)gzﬁT(x))} .
(4.8)
Para resolver la integral conviene hacer los siguientes cambios en la accion
o) = v() - [ d'eDp(v —2)J(@) | (4.9)
¢'(@) = v@) - [ d'as @)De(e — 1) | (4.10)

donde las funciones ¢ (x) y ' (x) son campos escalares complejos y Dp(x — z) representa
la funcién de Green del operador (—9% — m?), asf al sustituir las expresiones -

el funcional generador queda como
217, J1] /quexp{—z/d%w (82—|—m2)w($)}
exp{—z’/d%d% JT(:L’)DF(QZ—SC)J(:L’)}. (4.11)

El primer factor se puede identificar como la teoria libre, el cual se reduce a la constante

Z|0], tal como se mostré en el capitulo 2, asi el funcional generador queda reducido a
213, J1] = Z[0Jexp {—@' [ dwde Ji@) Dyl - .r)J(x)} . (4.12)
La funcién de Green del operador de Klein-Gordon, se halla resolviendo la ecuacion
— (0 +m*)Dp(z —2) =6(x —z) , (4.13)

donde se propone la siguiente expansion de Fourier como solucion

ood4

Dr(e~2)= [ 000 exp Lim (2 — 2} (4.14)

y se obtiene que es valida si en el espacio de momento se cumple

1 1

9(p) Sl (4.15)

Se observa que la funcién g(p) tiene un polo simple cuando el médulo cuadrado del cuadri-
momento es p> = m?, este valor representa la masa fisica del bosén que se esté propagando.
En el capitulo 5 veremos que al considerar el propagador a un loop la ubicaciéon del polo
sigue siendo en la masa fisica del bosén, pero la masa cambia.

El propagador de Feynman también se puede determinar en el espacio de coordenadas,
esto se hace resolviendo la integral en la componente p° del cuadrimomento p* = (E, p).

2 2

Con frecuencia se usa la preescripcion de Feynman sobre la masa: m* — m~ — ig,
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donde ¢ es una constante real y positiva que tiende a cero. Esto garantiza la convergencia
de (4.8) en caso que |¢| tenga un valor alto ya que habrd un término proporcional a
exp (—5 [ d*z[¢]*); ademds, la preescripcién de Feynman, corre ligeramente del eje real
las singularidades del propagador g(p), permitiendo asi utilizar el teorema del residuo

para la resolucién de la integral en p°, al final se toma el limite cuando e — 0.

- o d'p exp{ip (a" —x")} o d'p exp {ip, (¢ — 2)}
Dp(z —z) /_OO (27)* P2 — m?2 - /_Oo (2m)t g2 _ (}52 +m2)
-
- / = dip exp {ip, (2" = 2)} (4.16)

—o 20 (B + \Jwl —ie) (B — \Jw2 —ie)

El célculo de residuos depende del contorno y la singularidad que éste encierre. Si se
. 0 0 . . o 2 o . g

considera que z* > z7, la singularidad F; = —,/w; —ic ~ —w, + ZQZP es encerrada por

un contorno semicircular, en el semiplano superior, con radio R — oo y que pasa a lo

largo del eje real desde —oo hasta oo, tal como se muestra en la figura [4.1], obteniéndose

como residuo:

Res [El = _Wp+i2;)1 = —23% exp{—i(w,(t—1t)+7p- (f_f))}exp{;jp (t —t)}
- —23% exp{—i(w,(t—t)+p- (T—D)}O(t—1); (417

mientras que si 2° < 2%, se hace lo opuesto, es decir, la singularidad Ey = Wi — ie =~

wp — 15— es encerrada por un contorno semicircular en el semiplano inferior, que también
p

pasa a lo largo del eje real desde —oo hasta 0o, como se muestra en la figura [4.2] asf se

obtiene:

Res [Eg =W, — Z'E] b exp{i(w,(t—t)—p-(Z—2))}O(t—1) . (4.18)

20, | 2wy,

Finalmente, aplicando el teorema del residuo y haciendo el cambio p — —p en el término
(4.17)), el propagador de Feynman queda

d3p 2
Dp(x —z) = /72m'ZRes[Ei]
i=1

(2m)*
- (2;)3 ;i:;eXp{ i(wp(t —t) —p- (£ —12))}0( —1)
+(2;)3 ;lcieXp{i (Wplt =t) =p- (F—2))}O(t —t) . (4.19)

Fisicamente, Dp(x — z) describe la amplitud de una perturbacién en el campo propa-

gandose de un punto a otro. El primer término describe la creaciéon de una particula con
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Figura 4.1: Contorno para z° > z° Figura 4.2: Contorno para 2° < 2°

frecuancia positiva en el punto x y su aniquilaciéon en x, por otro lado, el segundo término
describe la propagacion de particulas con frecuencia negativa desde z hasta x. Otra forma
de interpretar el segundo término es considerando las particulas con frecuencia negativa

como antiparticulas, de esta forma, se crea una antiparticula en x y es aniquilada en
z. [13]

4.2.2. Propagador del Campo Electromagnético

Para hallar el propagador de Maxwell realizamos un procedimiento andlogo al anterior,

para esto reescribimos la Lagrangiana:

S = /d%( “pep, ) /d4 ( (I)F“”>
_ _1 /d4xA ()0, (0" A¥(x) — 0" A¥(x))

— 5/ d4xAl,(x) n”“82—8”8“) Ay (x) (4.20)

el problema es que la Lagrangiana de Maxwell es singular y por lo tanto no tiene funciéon
inversa, en otras palabras, el determinante del operador (n"#0? — 9”0") se anula, y la
funcion de Green no esta definida.

Esta dificultad se puede superar si se modifica la Lagrangiana de Maxwell de forma
que deje de ser singular; esto se lleva a cabo agregando un término de fijacion de calibre
en la Lagrangiana que rompa con la invariancia de calibre en la ecuacion de movimiento

del campo electromagnético, esto es

1 1
Latg = =P B = 5C(0,4" (@) | (421)

en principio el parametro ¢ puede ser cualquiera, excepto ( = 0. La ecuaciéon de movi-

miento para esta Lagrangiana con término de fijacion de calibre, es la que se muestra
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acontinuacion:

O (F™ + (" (0:A%(2))) = 0
02 A (z) + (C — 1) ¥ (8,A%(x)) = O, (4.22)

donde es evidente que esta ecuacion de movimiento es mas general que la ecuacion (|3.33))
obtenida en el capitulo 3; sin embargo, se comprueba que el término de fijaciéon de ca-
libre no cambia la ecuacion de movimiento y por lo tanto la Lagrangiana sigue
describiendo el campo electromagnético en ausencia de fuentes. En un caso particular, si
se escoge ¢ = 1, la ecuacién de movimiento queda reducida a la ecuacién de onda para el
campo vectorial 92A”(x) = 0; mientras que, en la ecuacién de movimiento se debe
usar el calibre de Lorenz 0, A"(x) = 0 para obtener también la ecuacién de onda para
el campo vectorial; por esta razon, se dice que el término de fijaciéon de calibre rompe la
simetria.

Con la Lagrangiana modificada, se reescribe la accién en forma de un operador que

actie sobre los campos

s = [du (—1FWFW _ ;g(aﬂAﬂ(x))Q)
= 5 [ A A (0 + (- 1)) Aula) (423)

y se sustituye en la integral de camino para la teoria de Maxwell

1
Z[J"] = /DA exp {z/ d*z <A#(x)2 (T]“”@Q + (¢ — 1)3“8”) A, (z) + J#(x)A“(x))} .
(4.24)
Si se supone que el operador de Maxwell M = s 02+ (¢ —1)9"0") es diagonalizable

a un operador M , bajo una transformacién de similaridad S que cumpla
51§ =1, (4.25)
y que diagonalice al operador como se muestra a continuacion:
M =SMSt (4.26)

entonces, la integral de camino puede ser escrita de una forma mas sencilla para su reso-
lucién. De hecho, insertando la expresion (4.25) que no es mas que la identidad, entre los

campos A, (z) y haciendo los siguientes cambios en la accién:
Bra) = §4"z) . &) =8Ju(x) . (4.27)
se obtiene, la integral de camino como una integral Gaussiana generalizada:

Zle") = [ DBexp {@ [ ke (Bu@)MB,(x) + §M(x)B“(x))} (4.28)
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la cual, tiene como solucion:

2061 = i ®ﬁﬁﬁm{4/&ﬁﬂﬂﬁ4$@%, (4.29)

en esta expresion, nuevamente, se pueden insertar identidades (4.25)) entre £(x) y el ope-

—~—1
rador M , para después usar las ecuaciones (|4.26-4.27)) y obtener el funcional generador

para la teoria de Maxwell
Z[J*] = Z[0]exp {—;/ d*z d*zJ,(v) DY (z — x)J,,(a:)} : (4.30)

Aligual que el campo escalar, la constante Z[0] es un factor que no es necesario determinar
en nuestro caso ya que desaparece en el calculo de cantidades fisicas. Por otro lado, la
funciéon D}’ (x — x) es el propagador de Feynman para el campo electromagnético [5], el

cual se halla resolviendo la ecuacién
(M0 — (¢ = 1)0,0,) D (x — x) = 5254(1' —z), (4.31)

en la cual se propone como solucion:

D?@—@z/g:JWMmM%AW—MH (4.32)
y se obtiene que es valida si se cumple:
(=K + (L= Q)kyuky ) g™ (k) = 6y, . (4.33)
Suponiendo un ansatz de la forma
9" (k) = E(k)n”? + F(k)k,k, (4.34)

y comparando con la condicién (4.33)), se encuentra que los coeficientes deben ser

1 (—1
W=-gm 0= (435)
finalmente en el espacio de momento el propagador para el foton es
A (L
(k) =— _— 4.36
g" (k) L2 + k2( k2 ( )

El parametro (, que se introdujo en el término de fijacion de calibre, es importante
que tenga un valor ¢ # 0 debido a que el propagador estaria indeterminado; sin embargo,
hay valores particulares para ( conocidos como calibres, que pueden simplificar en mayor

o menor medida la expresion del propagador, por ejemplo:




52 Electrodindmica Cuantica Escalar

» Calibre de Feynman ¢ =1

v n
= Calibre de Landau { — oo
, v kRkY

Para nuestro trabajo se usard el calibre de Feynman.

4.3. Vértices de interaccion

Luego del orden cero en interaccion, el siguiente orden de la teoria corresponde con el
segundo término de la ecuacién (4.5)), el cual es

21001, 7,0%51) = [ DADD! exp {iSicac + iShin} iSim

= /DADQngbT exp {iSKgc[J] + ZSM[J}} 7 / d4l’ (£3int + £4int> s (439)

aqui se identifican dos Lagrangianas de interaccion, las cuales daran origen a dos tipos de
vértices. En cualquier teoria de campos, el factor de vértice viene dado por
8€+m+n£mt
(0AL)" (9¢)™ (9¢T)

En esta relacion encontramos las expresiones de los vértices haciendo derivadas al potencial

VF =1

2m)* 6 (k1 + ke +pr 4 pn+ o+ q) . (4.40)

¢i=0

respecto a los campos, asi se obtiene la dindmica de las interacciones. Por otra parte, el
factor (2m)*6*(ky +..kg+p1 +..pn + ... + @) muestra la direccion del cuadrimomento de los
campos respecto al vértice; los momenta que entran al vértice tienen un signo, positivo o
negativo, mientras que los momenta que salen del vértice tienen signo opuesto. Con este
factor se asegura la conservacion del cuadrimomento en el vértice de interaccion.

El factor de vértice asociado al primer término de interaccién, el cual posee la corriente

conservada del campo de Klein-Gordon libre y el campo campo electromagnético

[ daLsm = [ d'e(=ie)4,(@) (¢ (2)0"6(x) - o(2)0"0! (2)) . (441)

se halla sustituyendo la Lagrangiana de interaccion en la ecuacion (4.40). En este caso, se
deben considerar las derivadas del campo escalar complejo, por lo que no se puede usar
la ecuacion (4.40) directamente, sin embargo, tomando en cuenta que el campo escalar en

el espacio de momento cumple

o0) = [ Gt g (o0 L=inn )+ e {in'n,) = ole) . (442
)

vy [ @p (=ip

<

=

(ap exp {—ip/z,} —bl exp {ip“%}) = —ip'o(z), (4.43)

ﬁ
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e igualmente el campo conjugado

¢l (z) = /(QZiT)IZ/Q\/;_E (a; exp {@'Bl%u} + by exp {—ig“atu}) =¢'(x) , (4.44)

3 :
ol (x) = /(jSr)z/?\;% (agexp {@'Q’*xu} — byexp {—ig“x&) =ip"¢i(z) , (4.45)

entonces sustituyendo las expresiones (4.43[, [4.45)) en la Lagrangiana de interaccién Ls;,
permite obtener el factor de vértice en el espacio de momento
83
5 (Lsin
9A, 06 Dot (Laint) |4,
= —ie(p' +p")2m)* 0 (k+p+p) . (4.46)

V Fying (2m)*6*(k +p+p)

En los vértices debe haber conservaciéon de la energia, momento, carga y nimeros cuanti-
cos; es por esto que, el factor de vértice obtenido no representa un proceso fisico posible
ya que no todos los momenta de los campos pueden estar saliendo o entrando al vértice y
aun asi, conservar el momento. En realidad, lo que se obtiene con la expresion (4.40]) es la
forma del factor para una determinada direcciéon con respecto al vértice de los momenta.

Los vértices también pueden representarse en funcién de los conocidos Diagramas de
Feynman, con éstos, se muestra de una manera grafica y sencilla la interaccién entre
campos, asi como también la propagacién de los mismos. El factor de vértice es

representado de la siguiente forma:

AN e
D AN
v N
AN k;‘ \\
H \, H
7/ p /.““VVVVVVVVVVV M
4 %
Ve e+

En el diagrama los campos escalares son representados con lineas punteadas mientras
que el fotén es representado con la linea ondulada. Ahora bien, vamos a explicar las
flechas en el diagrama: las flechas que estan fuera de las lineas de los campos representan
la direccion en que el momento estd fluyendo, mientras que las flechas superpuestas sobre
las lineas de los campos representan particulas o antiparticulas. Si la flecha de la linea del
campo esta en la misma direccién que la flecha del momento, entonces el campo escalar
representa una particula con carga, energia y momento lineal: (e~, E, p), pero si por el
contrario, la flecha de la linea del campo esta en direccion opuesta a la flecha del momento,
entonces el campo estard representando una antiparticula (e”, —E, p). Recordemos que

las antiparticulas se interpretan como particulas con carga opuesta (e*) y que viajan hacia
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atras en el tiempo, por lo que el momento lineal cambia de signo, asi la carga, energia y
momento lineal son (e*, E, —p) y el factor de vértice (4.46)) se reescribe como

V Fyiny = —ie(p" — p") . (4.47)

El factor de vértice para el segundo término de interacciéon se encuentra de manera

analoga al caso anterior. Primero se considera el término de interacciéon

/ dY2 L gy = / dize? A2(z)|p(x)]? | (4.48)
y usando la ecuacion (4.40)), se obtiene el factor de vértice para este tipo de interaccién
o' 454
Fy; ' ; 2
V 4int Z@AuaAﬂacﬁ&bT (£4mt) d)z:o( 7T)5(l€—|—&—|—p+]2)
= 2ie’n™ (2m)' 6" (k+k+p+p) . (4.49)

Este factor de vértice esta multiplicado por 2 debido a que el campo electromagnético
estd contraido consigo mismo. En funcion de los diagramas de Feynman, este vértice se

representa como:

)’B
|~

y
’ =
AN

En este caso, las flechas del momento lineal entran al vértice y su direccion es especificada
unicamente en la delta de conservacién del cuadrimomento. Las lineas que representan
fotones, no tienen una flecha superpuesta como las linesas de los campos escalares, esto
se debe a que el fotén es su propia antiparticula siendo imposible distinguir entre fotones
y antifotones.
Otra forma de obtener los vértices de la teoria es sustituyendo la representacion en el
espacio de momento de los campos escalares , y el campo electromagnético
Al (z) = / k1 (ape () exp (—ikz,) + b () exp (ik7,) ) (4.50)
(r)2 VaE " p |
en las respectivas Lagrangianas de interaccion , . De esta forma, se obtienen
en cada caso, los factores de vértice de cada tipo de interacciéon con todas las posibles
combinaciones de direccion de momento de los campos especificada en la delta Dirac.

También es importante aclarar que al sustituir las expresiones de los campos en el espacio
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de Fourier, ya se estd tomando en cuenta que, en el campo escalar las particulas tienen
carga, energia y momento (e~, I, p) y las antiparticulas (e, £, —p).

El anélisis de la teoria en el régimen perturbativo permitié deducir los propagadores
de la teoria libre y también los vértices de interaccion, éstas son las piezas con las que se

definen las Reglas de Feynamn de una teoria.

4.4. Reglas de Feynman

Los procesos que tienen lugar en una teoria, pueden ser representados en funcién
de Diagramas de Feynman, los cuales tienen asociada una amplitud M en la cual esta
contenida la informacion dinamica del proceso. Con las Reglas de Feynman, se logra
conectar la representacién diagramatica de un proceso dado, con su respectiva amplitud,
todo esto sin necesidad de hacer explicitamente el tratamiento perturbativo a la teoria.
Para la Electrodinamica Cuantica Escalar, las reglas de Feynman en el espacio de momento

son:

1. Para lineas de momenta externas:

a) Los campos esclares se etiquetan con p; y tienen un factor 1.

b) Los fotones se etiquetan con k; y tienen un vector de polarizacién e“*(k_;) cuando

estan entrando, y €*(k;) cuando estén saliendo.
2. Los propagadores internos se etiquetan con g;.

a) Para el campo escalar asociar el propagador:
‘ — >
¢ — m2

b) Para el campo fotén asociar el propagador (en el calibre Feynman ¢ = 1):

—inkv
L —
q
3. Vértice de 3 campos:
a) Asociar un factor:
D
A
—ie(ph + p") — LAY
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b) Factor de conservacién del momento

(27T>464 (Z Pin — Zpout)

4. Vértice de 4 campos:

a) Asociar un factor:

v
\\ B
w
- 2. uv N E
2ie"n — )
p
A"
’ %

b) Factor de conservacion del momento:

(27T)464 (Z Pin — Zpout)

5. Integrar sobre cada momento interno

/ (Zﬂq)i“

6. Agregar el factor de simetria
7. Se sobreentiende una delta de conservacion del momento en la amplitud

Aplicando estas reglas, se obtiene la amplitud del proceso estudiado.
Un ejemplo para la aplicacién de las reglas de Feynman es el calculo de la amplitud

para un proceso de dispersion de piones 7~ 1T — w1 7T :

N T
v‘\p:a . p4//;/,
oSt = iMED)'S (X pin =D pow)  (451)

En los digramas consideraremos que el tiempo fluye desde abajo hacia arriba, de esta
forma, el diagrama se interpreta como una dispersién de piones por medio de la interaccién
de un fotén. Las lineas internas son asociadas a particulas virtuales, las cuales no se

consideran reales; esto se debe a que los estados observables y por lo tanto medibles, son
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los estados inicial y final (lineas externas). Usando las reglas de Feynman se construye la

amplitud del proceso

4

M5 (S = Toe) = [ telcielot + ) (72 (e + )

X (2m)26%(p1 — po + @) (2m)*5(p2 — ps — q) ,  (4.52)

ahora solo queda resolver la integral. En este caso, son sélo funciones delta de Dirac

Py + 05)mu (P + DY)

iM = ie2(
(ps —291)2

(4.53)

En la amplitud, se supone un factor (27)46*(p; + p2 — ps — p4) para la conservacion del
momento. Una pregunta que podemos hacernos es: jsera que el proceso de dispersion sélo
puede ocurrir de una forma? La verdad es que no. En el orden de mayor importancia, es
decir nivel arbol, el inico diagrama que contribuye es ; sin embargo, si se consideran
diagramas mas complejos, se encuentra que la cantidad de diagramas que contribuyen al

proceso es infinita, aqui algunos ejemplos:

T
T T W ™ ™ T
~ > A 4
N 7 + ‘ 7 + N />\ N 7 _|_
/m\ ,/ \ 7 ‘»—ﬂ:\\:‘\
> 4 W A
T T ,’ ™ T T
-

(4.54)

El primer diagrama corresponde a una correcciéon cuantica a un loop por parte del vértice
de 4 campos, el siguiente contribuye a la dispersién de piones con una correccién cuantica
a un loop en el vértice de 3 campos, por ultimo, el tercer diagrama es una correccion
cuantica a 3 loops del vértice de 4 campos.

Cuando se estudia un proceso en una teoria de campos, normalmente se busca calcular
secciones eficaces o tazas de decaimiento, para esto, primero se fija el orden en que se
va a trabajar: nivel arbol, un loop, 2 loop, etc. Después se calcula la amplitud total
M del proceso sumando las amplitudes de todos los diagramas que contribuyen. Por
ultimo, como veremos mas adelante, se determina la seccién eficaz o la taza de decaimiento
usando la regla de oro de Fermi. En el siguiente capitulo también veremos que la teoria de
perturbaciones presenta divergencias cuando consideramos procesos con loops, por esta
razén debe darse un mecanismo para manejar estos efectos no fisicos y la teoria de campos

debe ser renormalizada.
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Capitulo 5

Procesos en Electrodinamica

Cuantica Escalar

En el capitulo anterior estudiamos cémo extraer las reglas de Feynman para una
teoria dada una Lagrangiana y se mostré un ejemplo de amplitud a nivel arbol. Ahora
en este capitulo realizaremos un estudio mas profundo tomando como ejemplo el proceso
Compton entre un fotén y un Bosén cargado. Usando las reglas de Feynman se calculara
la amplitud total M a nivel arbol y con la regla de oro de Fermi se calculara la seccion
eficaz. Finalmente se realizara la renormalizacién del propagador y veremos como cambia

al considerar la teoria a 1-loop.

5.1. Matriz-S

Una fuente importante de informacién sobre particulas, proviene de realizar experi-
mentos de colision. Tipicamente, estos experimentos consisten en introducir las particulas
en aceleradores, donde se llevan a cierto nivel de energia y una vez alcanzado este nivel se
hacen colisionar. Usando instrumentos de medicion es posible identificar las trayectorias,
asi como también la cantidad de movimiento de los productos de la colision.

Las cantidades medibles en los experimentos, son predichas teéricamente usando pro-
babilidades [9]; segtin los postulados de la mecénica cuéntica, las probabilidades de los
estados finales vienen dadas en términos del médulo cuadrado del producto de los estados
del sistema, es decir
| (Ftg| 1 t) |2

= FE O

dIl |, (5.1)

el producto (F,ts|I,t;) estd en la representacién de Schrédinger, en la cual los esta-

dos del sistema evolucionan en el tiempo por medio del el operador evolucién temporal.
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El estado inicial estda dado por |I,t;) = exp(—iH t;)|I), mientras que el estado final
(F,ts| = (F|exp (iH ts). Los productos (F|F) e (I|I) en el denominador de la expresién
aparecen debido a que los estados definidos en un tiempo fijo, pueden no estar nor-
malizados (I|I) = (F|F) = 1; finalmente, el factor dII representa la densidad de posibles
estados finales del sistema y comunmente es llamado factor de espacio de fase.

En teoria cuantica de campos resulta natural trabajar en el marco de Heisenberg,
aqui la dependencia del tiempo la tienen los operadores y no los estados; de este modo, la
evolucién de autoestados de momento desde un tiempo ¢; hasta un tiempo ¢4, relacionados

a un proceso de colision de particulas, se representan como:

(Fytgl,t:) = (F|S|T) (5.2)

Schrodinger Heisenberg

La matriz S contiene toda la informacién sobre cémo los estados inicial y final evolucionan
en el tiempo, en realidad, es el operador evolucién para el caso en que se describen procesos
de dispersion de particulas (particle scattering). Al igual que el operador evolucién de la
mecanica cuantica, la matriz S es unitaria, cumple S-1 = St Los estados inicial |I) y final
(F| que acttian sobre la matriz S son estados asintéticos. Asumiendo que las interacciones
ocurren en una region acotada del espaciotiempo, los estados asintéticos coinciden con
estados libres

Los elementos de la matriz S se calculan usando teorfa de perturbaciones. Para una
teorfa sin interaccién la matriz S es simplemente la identidad I. De esta manera podemos

escribir la matriz S para una teoria con interacciéon de la siguiente forma
S=T1+iT , (5.3)

donde i7 es llamada matriz de transferencia y describe desviaciones a la teoria libre, la
1 es incluida por convencién motivado a que el operador evoluciéon es unitario. En una
colision se sabe que hay conservacion de la energia y cantidad de movimiento, es por esto
que para un proceso de dispersion cualquiera es util un factor que asegure la conservacion
del cuadrimomento, asi un elemento de la matriz S en un proceso de dispersion se puede

escribir como

<pout"§|pm> = <pout|z7\"pln> = ZM<27T)454 (Z Pin — Zpout) ) (54)
donde M es la amplitud del proceso, la cual como ya hemos mencionado antes, se obtiene

al aplicar las reglas de Feynman.

5.1.1. Proceso Compton

El efecto Compton, descubierto por Arthur Holly Compton en 1923, consiste en la

dispersion de un fotén, el cual puede ser de rayos X o rayos gamma, por parte una
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particula cargada (usualmente es un electrén, aunque también podria ser un boson); esto
resulta en una disminucion de la energia del fotén ya que parte de ésta es transferida al
bosén cargado.

El orden mas bajo en que se puede tratar esta interaccién es a nivel arbol, en donde
no hay bucles cerrados (loops) [3]. Durante el proceso, los estados inicial y final son:
e~ +v — e~ 41, sin embargo, a nivel arbol hay 3 diagramas de Feynman que describen

esta interaccion

en los diagramas se considera que el tiempo esté fluyendo de abajo hacia arriba y usando

las reglas de Feynman, se calcula la amplitud de cada diagrama; en el primero se obtiene:

iMy6(D p) = 2ie* "€, (p3)e, (P1) (2m) 6% (p1 + p2 — ps — pa) (5.6)
= iM; = QiGQT]MVEZ(p_é)EV(pZ) : (5.7)

donde el factor §(3° p) es una manera corta de escribir la conservacion del cuadrimomento
(2m)46* (Z Din — Z pout); en este caso, la amplitud viene dada por el factor de vértice ya
que no hay particulas virtuales.

El segundo y tercer digrama tienen particulas virtuales, por lo que el calculo de la
amplitud implica la resolucion de una integral respecto al momento interno ¢;. El diagrama
dos describe un proceso Compton en el que un bosén con carga e~ y momento inicial p;
interactiia con el fotén que tiene momento po, absorbe la energia y momento p, pasa a ser
un bosoén virtual con momento ¢, luego emite un fotén con cuadrimomento p, y debido a

esto, cambia su momento a ps

MBS 0) = [ G + )6 ) s (i) + )i (59

x(2m)* 0% (p1 + p2 — q)(27)* 6 (¢ — ps — pa)

el resultado de la amplitud es indiferente del orden en que se integren las funciones delta
de Dirac, en cualquier caso, al final una delta de Dirac asegura la conservacién del cua-
drimomento. Por otra parte, el diagrama tres muestra un proceso Compton en el que un

bosén con momento p; interactiia con un fotén con momento po, a través del bosén virtual
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con momento ¢; los productos de la interaccion son el bosén y el fotén con momenta p3 y

p4 respectivamente, la amplitud del diagrama es

4 i

iMsd(> p) =/(%4(—@'6)(1)?+q”)6u(pZ)M<—i6)(Q”+p§)621(p3) (5.9)

X (2m)*6* (p1 — pa — q)(27)*6*(q + p2 — p3) .

Usando la conservacién del cuadrimomento (p; + pa = p3 + p4) y el hecho que en el
espacio de momento, el campo de Klein - Gordon libre cumple (—ip,)(—ip*) + m?> =0y
el campo electromagnético libre cumple k? = 0 y el calibre Lorentz eu(k:)kf = 0, entonces

las amplitudes del segundo y tercer diagrama se pueden simplificar a

pie,(pa)psen(pi)

iMy = —2ie? 5.10
? (pl'p2) ( )
v — U % —
iM, = giePiePUPse ) (5.11)
(Pl'P4)

La amplitud total para proceso Compton, sera la suma de las amplitues de los diagra-

mas asociados, es decir, las ecuaciones (5.7], , b.11)), obteniéndose

 Pie(P3)psen(pa) p?@(pl)ﬁ?%(pé)) (5.12)

My = 2ie* [ e, (p32)e, (P
iMrp e <77 Eu(p2)€ (pi) (p1 - p2) (p1 - pa)

Para el calculo de la secciéon eficaz, como veremos mas adelante, es necesario determinar

el médulo cuadrado de la amplitud total, la cual por ser compleja, viene dada por:
(Mer|? = (iMr)(iMz)!
= {21'62 (n" e (p2)en(pa) —

pres(p2)pses (pa) N pie,(Pa)pse, (@)) }
(pl ']72) (pl 'p4)
_ PlealP)pses(py) | Pies(p)p§ea(nd)
(pl ~p2) (pl -p4) .

X {—22'62 (naﬂ €a(P2)€5(p1)
(5.13)

Esta expresion se puede simplificar promediando sobre los vectores de polarizacion de los

fotones de los estados inicial y final, esto es

> elke(ki) — ~u (5.14)

polarizaciones

asi, el moédulo cuadrado de la amplitud puede simplificarse a

2 _ ot (P1)*(P3)* | (1)*(P3)* | 2(pi-ps)  2(pi-ps)  2(pi-ps)?
Mel" =4 <1+ (p1 - p2)? - (p1 - pa)? * (p1-pa)  (p1-p2) (pl-pz)(pl-p4)>'

(5.15)
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Figura 5.1: El nimero de particulas dispersadas es proporcional a la seccion eficaz.

Para calcular la seccién eficaz, hace falta sustituir en el médulo cuadrado de la amplitud
un sistema de referencia, éstos pueden ser: el sistema de referencia del centro de masa
o el sistema de referencia del laboratorio, los cuales se definirdn méas adelante; una vez
se sustituye un sistema de referencia en la expresion anterior, se usa la Regla de oro de

Fermi para determinar la seccion eficaz.

5.2. Seccion Eficaz

Como ya hemos mencionado anteriormente, el estado final de un sistema modelado
con teorias de campos, es expresado en términos de la probabilidad que tiene dicho estado
de suceder. Esta probabilidad es expresada en términos de la seccion eficaz, una cantidad
intrinseca a un proceso de colisién; para tener una idea sobre qué es una seccion eficaz,
imaginemos la siguiente situacién. Consideremos un arquero que intenta dispararle a un
blanco. Un parametro que podria interesar es el tamafio del blanco, pero en realidad,
lo que mas importa es el area transversal o secciéon transversal que representa el blanco
para los proyectiles incidentes. Esta misma idea se puede tomar para un experimento de
colision de particulas, si se dispara con un canoéon de electrones a un blanco de protones,
el parametro de interés es el area transversal que representa el blanco de protones para
el haz incidente; el problema con las particulas es que hay complicaciones adicionales,
por ejemplo, el proyectil puede interactuar con el blanco por medio de algtin potencial
de interaccion, es por esto que no solo se trata de acertar o fallar al objetivo, la seccion
eficaz también depende de la naturaleza del proyectil y del blanco y por esto, en teoria
cuantica de campos tiene un significado mas abstracto que el area transversal, también

da una medida sobre cuan fuerte es la interaccion.
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El célculo de secciones eficaces se hace usando la Regla de Oro de Fermi [14]. En
esencia, la regla de oro dice que la secciéon eficaz de un proceso de dispersion viene dada
por el producto del factor de espacio de fase dII, multiplicado por el médulo cuadrado de

la amplitud del proceso, esto es:
Sh?

7= (M| (2m) 6 (p1 + p2 — ps — pa) dIT (5.16)
44/(p1 - p2)? — (mamac?)? /

el factor del espacio de fase esta dado por

d4pj
(2m)*

dll = ﬁ(?w)é(p? —m3c?)O(p)) (5.17)
j=3

Esta expresion para la seccion eficaz tiene sentido pensando en lo siguiente: ingenua-
mente, se espera que la seccion eficaz sea proporcional al niimero de colisiones (o o< N)
y clasicamente la probabilidad para que una particula sea dispersada esta dada por
P = ﬁ, donde N;,. es el ntimero de particulas incidentes, de este modo, la seccién
eficaz debe ser proporcional a la propabilidad (o « dP); ademés, tomando en cuenta que
la probabilidad que tiene un estado de suceder viene dado por la ecuacién y que al
mismo tiempo un elemento de la matriz S estd dado por , entonces resulta sensato

que se cumpla

do o |MP(2n)*s (me — Zpout) x dIT . (5.18)

Por otra parte, las masas my, mo y los cuadrimomento p;, po en el denominador, son
de las particulas que inicialmente colisionan. En el numerador, S es un factor estadisti-
co que corrige conteos adicionales cuando en el estado final del proceso hay particulas
indistinguibles, en ese caso S = i; por ejemplo, supongamos un proceso de dispersion
a+b—c+c+d+d+d, aquiis = %% = é El resto en la regla de oro es el
factor de espacio de fase que como ya dijimos representa la densidad de posibles estados

finales y esta sometido a las siguientes restricciones:

= Las particulas del estado final se considera que estan on shell, es decir, son soluciones
a la ecuacién E? — p? = m? y por lo tanto se encuentran en una de las hojas de este

hiperboloide. Esto se asegura con la funcién d(p — m?).

= La energia de todas las particulas debe ser positiva F; > 0, es por esto que esta la

funcion escaléon ©(pY).

Para el célculo de la seccién eficaz, primero se va a desarrollar el factor del espacio de

fase. Recordemos que estamos trabajando en undades naturales (¢ = A = 1) y usando la




5.3 Variables de Mandelstam 65

siguiente propiedad de la funcién delta de Dirac

o(x — z;)

9g
ox

d(g(x) =2

i

, (5.19)

r=x;

donde x; son las raices de la funcién g(x), entonces dII puede ser reescrito como

4 .
dll = H(27T)5((p?)2—a?)@(p?)(%ryl , d=p+mi>0

(2m)* (2m)*
X (5 (pg + ag) +0 (pg - a3)> ((5 (p?1 + a4) +0 (p?1 — a4)) : (5.20)
En un proceso Compton, el factor estadistico es S = 1 ya que las particulas de los estados

inicial y final son dinstinguibles, un boson cargado y un fotéon. Considerando que la masa
del fotén es my = 0 y sustituyendo ((5.20]) en la seccién eficaz

1 — — — —
o = 74(291 -pg) /|MT|2(27T)453 (pl +p2 —p3 — p4) Y (p? +P(2) —as — a4>
m? d*p3 d*p;
_— 21
X o a4@ (a3) © (ay) 27)F (5.21)

Haciendo la integracién de d*p3 o d®p} sobre 83 (p1+ps—p3—pa), se asegura la conservacion

del momento lineal, es decir pi + p3 = p3 + pi, de esta forma la seccién eficaz queda como

o [ 1M P@n) s (8 + 1 - a — ) ~_ L (5.22)
(p1 - p2) ! ? az as (2m)*
Ademds haciendo un cambio a coordenadas esféricas d®py = |p1|?d|ps|dQ? finalmente se
obtiene
1 - paf* [Mr|? 0 0
= ——— [ d|pi|dQ=—————0 —az — : 5.23
’ (p1 - p2) / 7il 64m2az a4 <p1 TP a4) ( )

Esta es la expresion méas general de la seccién eficaz para un proceso Compton en una
teoria de campos, sélo haria falta sustituir el moédulo cuadrado de la amplitud, la cual
viene dada por la ecuacion (5.15). Antes de sustituir el sistema de referencia, vamos a

definir las variables de Mandelstam.

5.3. Variables de Mandelstam

Una conveniente forma de expresar la seccion eficaz es en funcion de las variables

de Mandelstam, las cuales resultan tutiles para simplicar, ademés de eso son invariante
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Lorentz, esto trae como consecuencia que la seccién eficaz no cambia cuando se expresa
en términos de estas variables. Para un proceso de dispersion 2 — 2 con momento inicial

p1 y p2 y momento final p3 y p4, las variables se definen como:

= (1 +p2)° = (ps+1p4)° | (5.24)
t=(p1—p3)* = (pa—p2)’ (5.25)
= (p1 —pa)? = (ps — pQ) : (5.26)
las cuales cumplen:
s+t+u=>y m;, (5.27)

J
donde m; es la masa de cada una de las particulas involucradas en el proceso. En el caso

de un proceso Compton
s+t4u=2m*, (5.28)

ya que sélo los campos escalares poseen masa distinta de cero.

5.4. Sistemas de Referencia

5.4.1. Sistema del Centro de Masa

En este sistema de refencia, el bosén y foton tienen momento lineal de igual magnitud
pero de direcciones opuestas. Colocando el sistema de referencia de forma que el momento

lineal sélo esté en la direccion z, tenemos para los estados inicial y final:
= (E,0,0,—w) , P2 = (w,0,0,w) (5.29)
ps = (E3,p3) , pa = (Ey,p1) - (5.30)

La conservaciéon de la energia F + w = E3 + E, y del momento lineal p;, = po: obliaga

que se cumpla

pi=—p3 , (5.31)
pa| = Ips| = w (5.32)
E=F;=vVw?+m? . (5.33)
Calculando las variables de Mandelstam, se obtiene
s =m?+2w(Vwr+m?2+w) , (5.34)
t = 2w*(cos(d) — 1) , (5.35)
u=m? — 2w(vVw? + m?+ wcos(h)) , (5.36)
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con las cuales se reescriben los productos (p;-p2), (p1-p4) ¥ (p1-p3) en el médulo cuadrado

de la amplitud

Mo[? = 46t < 4m? n 2t(s —m?) + (s — 3m?)*  2(2m? —t)(3m* — s — t))

(m? —u)? (m? — s5)? (m? — s)(m? — u)
(5.37)
Ahora bien, usando nuevamene la propiedad de la delta de Dirac (5.19)), se puede

reescribir la delta de Dirac de la conservacion de la energia

o (loal —
§ (10 + 18 — s — ay) = LA

= w (5.38)
I+ 7o

y sustituyendo este resultado en la expresion la expresiéon ([5.23)), finalmente se obtiene

dacom o 1 |~/\/chom|2
dQ  (E+w)? 6472 (5.39)

La expresion obtenida es un andlogo a la formula de Klein - Nishina de la electrodindmica
cuantica, muestra como cambia la seccion eficaz respecto al angulo sélido. Si el sistema
posee simetria azimutal, se simplifica la expresién ya que el diferencial de angulo sélido
se puede escribir como d2 = 27 d cos(f), pudiendo asi, expresar la seccion eficaz en fun-
cion del angulo de dispersion. También se puede escribir g—g en términos las variables de
Mandelstam, recordemos que son invariante Lorentz y debido a esto, la seccién eficaz no
cambia sin importar el sistema de referencia; usando la variable ¢ en la ecuacién ,

se hace un cambio de variable en el diferencial de angulo sélido

dcos(0)
9 /—/\ﬂ 9 dt
dt = 2w*(—sin(0)df) = 2w d cos() = d cos(f) = 27 (5.40)

el cual se sustituye en la expresién (5.39) y escribiendo (E + w)? en términos de s, se
obtiene

do 1 |IMr]?
dt — (s—m?2)? 167 '

(5.41)

donde el modulo cuadrado de la amplitud esta dado por ((5.37)).

5.4.2. Sistema de Referencia del Laboratorio

En este sistema, el bosén se considera en reposo. Esto es una aproximaciéon a lo que
ocurre en un laboratorio cuando se estudia el proceso a bajas energias ya que el boson

tiene una velocidad mucho menor que la del fotén, por esta razoén se considera que esta en
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resposo y su energia es simplemente debido a su masa. Para los estados iniciales y finales

tenemos:

p1 = (m,0,0,0) , pe = (w,0,0,w) , (5.42)
b3 = (E3>p§) ) Ps = (E47p?1) . (5-43)

De la conservaciéon de la energia m + w = E3 + E; y cantidad de movimiento p;, = pout,

se obtiene:

p3]? = w? — 2w|pi| cos(6) + [pa]* (5.44)

m+w(l —cos(0)) “ (5.45)

P3| =

En este sistema de referencia las variables de Mandelstam vienen dadas por:

s=m?+2mw , (5.46)
t = 2ww(cos(f) — 1) , (5.47)
u=m?—2mw . (5.48)

Nuevamente, usando la propiedad (5.19)) se reescribe la delta de conservacion de la energia
de la siguiente forma
§ (|pi| — w)

|4 e es@)

O (P 418 —as —as) = (5.49)

sustituyendo este resultado en la expresion ([5.23)) y ecribiendo convenientemente la energia

FEs = w4+ m — w, se obtiene la seccion eficaz en el sistema de referencia del laboratorio

doey, 1 | Mopa|? w
dQ  mw 6472 m+w(l —cos(h)) ’

(5.50)

donde el médulo cuadrado de la amplitud para este sistema de referencia esta dado por:

4etm! B 8etm?2(m + w) 4et(m + w)?
 (m + wcos(8) ~ D) (m+alcos®) - 1) T o

2
|MTlab| = (551)
La expresion (5.50) es el andlogo a la férmula de Klein - Nishina para el sistema del
laboratorio. De manera similar al caso anterior, se reescribe esta expresion en términos
de las variables de Mandelstam; usando ¢ en la ecuacién ((5.47)) se reescribe el diferencial

del angulo sélido

dt dt

- = 2 G —_
7 2w” sin(f) = dcos(0) 20 (5.52)
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y sustituyendo este cambio en la seccion eficaz para el sistema del laboratorio ([5.50|) se
obtiene
do 1 |Mo|?
dt — (s—m?2)? 167

(5.53)

Como se observa, la misma ecuacion . Confirmando que la seccion eficaz se puede
escribir de manera tinica uando las variables s, t, u. Esto permite pasar de un sistema de
referencia a otro, una vez conocidas las varaibles de Mandelstam en cada sistema. Ademaés,
esta expresiéon muestra como cambia la seccion eficaz en funcién de la transferencia de

momento, recordemos que t = (p; — p3)>.

5.5. Graficas de la Seccion Eficaz

La distribucion de la seccion eficaz en una colisién puede visualizarse respecto al angulo

de dispersion j—g, o también puede visualizarse respecto a la energia transferida fl—i. En

ambas formas, se pueden considerar 3 casos limite para la variable s, los cuales evidencian

el nivel de energfa del estado inicial ya que s = (p; + p2)?, estos son:

(s —m?) <m® (5.54)
(s —m?) =~ m? | (5.55)
(s —m?) > m? . (5.56)

Con frecuencia la variable s es llamada energfa del centro de masa y cumple s > m?, la
energia del centro de masa es mayor que la energia en reposo del sistema. En el primer
caso (s —m?) < m?, la energia del fotén es menor que la energia en reposo del bosén.
Cuando (s — m?) &~ m?, la energia del fotén es aproximadamente la misma que la del
bosén en reposo, por ultimo, cuando (s —m?) > m? la energia del fotén es mucho mayor

que la energia en reposo de la particula.

Antes de evaluar cada uno de los casos en j—g, primero se elimina la dependencia de
w, usando la ecuacién (5.45)), asi se obtiene
doa _ et cos?(6) | (5.57)
Q1672 (m + w(1 — cos(6)))?
donde se puede usar la ecuacién ((5.46|) para sustituir
2
s—m
= 5.58
w=2"T" (559)

aqui, se van a sustituir los casos ([5.54| - |5.56)) para los cuales se grafica el diferencial de

seccion eficaz de la expresion (5.57)).




70 Procesos en Electrodinamica Cuantica Escalar

Seccion Eficaz vs angulo de dispersion

e

— s=1.001m?

| ——s=2m

— s=25m?

Figura 5.2: Distribucién de la seccién eficaz respecto al angulo de dispersion

En la figura [5.2] se muestra cémo se distribuye la seccion eficaz respecto al angulo de
dispersién. Para el caso de baja energia (curva de color rojo) la seccién eficaz se puede
considerar simétrica, esto revela que en el proceso de colision, el foton dispersado tiene
casi la misma probabilidad de ir hacia el frente como ir hacia atras respecto a la direccion
inicial. A nivel medio de energia (curva verde) la distribucién de la seccién eficaz deja de
ser simétrica, ahora es més favorable que el fotén se disperse hacia el frente con algin
dngulo ya que queda muy poca seccion eficaz distribuida entre los dngulos 7 y 37” En el
caso de alta energia, se nota que la seccion eficaz es practicamente nula en el cuadrante Iy
III, entonces el proceso solo favorece una dispersion frontal. En general la grafica muestra
que a medida que la energia del estado inicial aumenta, la interaccion entre particulas es
cada vez menor y también lo es el dngulo de dispersion.

Volviendo a la expresion de la seccion eficaz respecto a la tranferencia e momento

do
dt

expresion se puede simplificar obteniéndose

podemos eliminar la dependencia de u usando la relacion (5.28]), de esta manera la

do _ et (tm® + 5) + (m* — 5)*)?
dt A (m? — s)4(s +t —m?)?

(5.59)

Usando la ecuacion ([5.47)) y evaluando en § = 0y 6 = 7, se obtienen los limites de energia
en t respecto de w

Amw?

- <t< .
o Sts0, (5.60)

ahora se escribe w en funcién de s usando la ecuacién (5.58]), asi se obtiene

(s m72)2 <t<0. (5.61)

S
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Es notable que t es estrictamente negativo y su dominio depende de la energia del centro
de masa.

Una vez establecidos los limites de t, se grafica la expresion (5.59)) para los distintos
niveles de energia: bajo, medio y alto; de alli se obtienen las figuras y respecti-
vamente. En ellas se puede observar que a medida que aumenta |t|, el grado de interaccién
disminuye hasta alcanzar un minimo que esta cada vez mas corrido a la izquierda cuando
s aumenta. Después del minimo, la interacciéon aumenta en mayor o menor medida segin
el nivel de energia. En la figura las curvas se pueden considerar simétricas, esto sugiere
que la interaccion es en igual medida para valores de t > t,;, v t < tinin, siendo t,,;, el
valor para el cual la seccién eficaz es minima. Para un nivel medio de energia, la figura
muestra curvas que ya no son simétricas, en este caso se observa que después del minimo
la seccién eficaz aumenta en mayor medida que el caso anterior. Por ltimo, la figura [5.5

muestra que la seccion eficaz aumenta rapidamente para t < t,,;,, esto sugiere a altas
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Figura 5.5:

energias, la interaccién entre particulas es mayor cuando hay una transferencia de energia

y momento alta.

5.6. Diagramas con loops

Hasta este punto se han estudiado diagramas de un proceso Compton en el orden mas
bajo, nivel arbol, donde los momenta de los propagadores internos estan determinados en
funcion de las lineas externas, esto es gracias a las funciones delta de Dirac que garantizan
la conservacion del momento. Sin embargo, a medida que se toman mas términos de la
teoria de perturbaciones, los diagramas de Feynaman se hacen mas complicados y pueden
tener propagadores con lineas internas cuyo momento no esta determinando de manera
tnica [15]. Tal es el caso de diagramas que contienen loops, en los cuales el momento es
integrado en todos los posibles valores, es decir [*°_d'q; en estos casos, la amplitud del
diagrama por lo general lleva a una divergencia.

Consideremos un proceso en el que un bosén se propaga con momento p; y emite un
foton con momento k, éste hace un loop y es absorbido por el bosén en el mismo punto

de emision, donde el bosén continua su propagacion con momento po.

y4! D2
B A T

aplicando las reglas de Feynman se consigue

4

MO D) = [ et () () ol —pa) (5.62)
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A diferencia de los diagramas evaluados anteriormente, la delta de conservacién del mo-
mento no permite calcular la amplitud directamente debido a que el diagrama posee un
loop. La resoluciéon de la integral se facilita haciendo un cambio de variable, conocido
como rotaciéon de Wick; este cambio consiste en rotar en el plano complejo la componente

temporal del cuadrimomento

KO —s ik*
- (5.63)
=k — —(kp)* = (ik*)* — (k) ;

de esta forma se halla la solucion al problema en el espacio de Minkowski mediante la bus-
queda de la solucién en un espacio Euclideo. Ademaés haciendo un cambio a coordenadas

polares en 4 dimensiones

ki, = wsin(a) sin(f) cos(e) : k2% = wsin(a)sin(f) sin(¢) | (5.64)
k? = wsin(a) cos(f) , k% = weos(a) , (5.65)
d*kp = w®sin®(a) sin(0)dwdadddd (kp)* = w* , (5.66)
la contribucion del loop en ([5.62)) es reescrita como:
iM = — 2ie? / d4k’E
(2m)* ) (ke)?
22’62 T pm 2T o0 3 . 9 ) 1
= — (2m)] /0 /0 /o /o dwdpdfdo w” sin®(ar) sm(@)ﬁ
-2
— _qim 2
= —lim L (5.67)

Como podemos notar, la amplitud del diagrama diverge cuadraticamente, este tipo de
divergencia se dice que es ultravioleta ya que ocurre cuando w — oo. Este resultado no
tiene interpretacién debido a que en la fisica, las cantidades observables y por lo tanto
medibles son finitas; esto quiere decir que la teoria de perturbaciones presenta efectos no
fisicos cuando se estudia fuera del nivel arbol.

Para remover las divergencias y lograr que la teoria esté bien definida en la escala de
interés, se acude a la renormalizacion; la cual consiste en redefinir cantidades presentes
en la Lagrangiana de forma que absorban los infinitos, estas cantidades suelen ser la masa
y las constantes de acople. De esta manera se logra que la teoria prediga valores finitos
a cantidades que sélo se determinan experimentalmente, tales cantidades son la masa

renormalizada, carga renormalizada, etc. [16] [17] [18] [19] [20]

5.6.1. Regularizacion

Antes de renormalizar la teoria y lograr que esté bien definida, se deben regularizar las

amplitudes; esto consiste en hacer finitas las integrales en etapas intermedias del calculo y
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asi poder obtener resultados finitos. De los métodos utilizados para regularizar integrales,
el més intuitivo y el que se usara en el trabajo es el cut-off; éste consiste en integrar
el momento hasta un valor limite A que llamaremos corte y al final del calculo se toma
el limite cuando A — oo. Ademas del cut-off, hay otros métodos de regularizacion de
integrales como lo son: la regularizaciéon dimensional y regularizacién de Pauli-Villars.
Consideremos entonces el propagador del campo escalar y las correcciones que éste
pueda tener, a nivel arbol el propagador en el espacio de momento es
p ity — "
SRRt TR —Zg(p)—m : (5.68)
A 1 loop, la teoria de la electrodindmica escalar tiene 3 diagramas que corrigen el propa-

gador [21] el primero

Bt a o =ig(p)(iTi(A))ig(p) (5.69)

donde ¥ (A) es la contribucién del bucle y se halla usando las reglas Feynaman en el

espacio de momento, esta contribucién ya se determiné en la expresién (5.67), donde se

obtuvo:
iSi(A) = _8;622 2 (5.70)
aqui estd escrito en funcion del corte. La segunda correccion al propagador
e
---5-1-{--3--' = ig(p)(i%a(p))ig(p) = 0 , (5.71)

mejor conocida como diagrama tadpole tiene una contribucion nula, esto se demuestra
directamente aplicando las reglas de Feynman en el caculo de 35(p). Por ltimo, el tercer
diagrama
o . . .
e« e = 90 (A)ig(p) | (5.72)

tiene una contribucién no nula, la cual calculamos inmediatamente

2a0) = [ e () (ie)Cp = W) (i) 20— b
2p — k)?

(e
=yt | i hp

(5.73)
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Para facilitar la resoluciéon de la integral se usa la siguiente férmula, conocida como para-

metrizacion de Feynman

1 1 1
— = d. , 5.74
5=, SAcT B=0) (5.74)
esta formula se comprueba haciendo el caculo directo. En nuestro caso los denominadores
seran A = (p — k)2 — m? y B = k%, aunque en realidad es indiferente la escogencia de A

y B, al sustituir la parametrizacién de Feynman en la expresion (5.73) se obtiene

N (2p — by?
=) =y € oy B e

(5.75)

El siguiente paso es completar cuadrados en el denominador y hacer un cambio de variable

gt = k" — &pt) ast la expresion anterior es reescrita como

(2—86)2+ (q-p)(26 —4) + ¢
(¢ — x)? ’

N2 2
iy(A) = (ij)l / de dtq®

( (5.76)

donde se abrevia y = £(m? — p*(1 —£)). Se puede notar que en esta expresion, el término
(q-p)(26 —4)/(q* — x)? se desvanece cuando se integra en d*q ya que ésta es una funcién
impar integrada a lo largo del intervalo (—oo, c0). Ahora, haciendo una rotacién de Wick
como en ([5.63)) y también un cambio a coordenadas polares en 4 dimensiones — ,
se llega a

) = G [ [ 7 [ [ itotont s sin 25 £ 2

ie?

A
B 167r2/olalf <A2+X(2X A P2+ 1Og<A2>i X)(QX +p(6 - 2)2)>
)
i e (e A e =2 1og (5 ) a7 —20)

ie? 9 m?\ [ m? m? m? 9
= T6.2 <A + log (A?> (]92 —|—2> + 2log (m2 —p2> (]92 -p7 |+ A

_ ) (5.77)
- 167‘(2 7p I .

Q

donde Y(A,p*) comprende todo lo que estd en el paréntesis, también se ha abreviado

A = —%mQ— %pQ. En el paso donde se ha hecho la aproximacion, simplemente se desprecio
<2z . . . 2
x en comparacién con A% en el argumento del logaritmo y también en el cociente 25
x+A2?

recordemos que el corte A — o0o. Con este resultado, se concluye la regularizacién de los

diagramas que corrigen el propagador, lo siguiente es la renormalizacion.
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5.6.2. Renormalizacion

Como se ha mencionado antes, el propagador de la teoria debe ser finito para que
pueda interpretarse fisicamente, es por esto que las contribuciones a un loop deben ser
renormalizadas. Como podemos notar, las expresiones de i (A) e i33(A) y b.77),
ambas tienen dependencia de e€? y divergen en 2 formas diferentes: :3;(A) diverge cua-
draticamente mientras que iX3(A) diverge cuadréatica y logaritmicamente; ademas estas
divergencias son proporcionales a m? y p?, esto implica que para remover ambas diver-
gencias se deben renormalizar 2 cantidades asociadas al propagador del bosén [9]. Para

empezar consideremos el propagador a nivel arbol y las correcciones a un loop

s N

- <~
S

\

I

e e L —-+——E-+——r + ——»—W-»—- ;

las cuales se reescriben en funciéon del corte

. . 2 . 2
. ? 1 . 1 .
igo(p) = g + <p2 — m2> i¥(A)+0+ <p2 — m2> i¥3(A)

i (1 S +23(A)> |

p2_m2

(5.78)

abreviando Y7 (A, p?) = X1 (A)+33(A) y tomando en cuenta que Y7 (A, p*) o €%, entonces
es valido hacer la siguiente aproximacién cuando e < 1

ET<A7p2> o _ i
S pr—m2 4 Np(A,p?)

igo(p) ~ p2_zmz (1 i (5.79)
esta expresion representa el propagador del bosoén con correcciones a un loop. Se puede
ver que una redefinicion de la masa del bosén podria absorber uno de los infinitos que
estdn en el término Y7 (A, p?), sin embargo, como ya dijimos no todas las divergencias las
puede absorber la masa; es por esto que el otro parametro asociado al bosén con el cual
se puede absorber infinitos es la funcién de onda ¢(z) y ¢'(z).

La renormalizacién de la masa y de la funcién de onda consiste en redefinir las canti-
dades desnudas (no medibles experimentalmente) en funcién de las cantidades renorma-

lizadas (medibles experimentalmente), de esta forma tenemos

m? = miZy, = my(l+6,) (5.80)

6(x) = pr(@)\/Zo = or(2)\J1+305 . ¢'(2) = ¢h\/Zs = dl(@)y/1+ 0, . (5.81)

Cuando se consideran autointeracciones en la teoria, cambian propiedades de las particulas

como por ejemplo la masa y la carga. Decimos entonces que estas propiedades estan
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renormalizadas, de esta manera podemos pensar en la renormalizaciéon como vestir las
particulas con interacciones. En cada caso la renormalizacion tiene la siguiente estructura:
Z =1+419. El 1 corresponde a la normalizacién de la teoria cuando esta a nivel arbol, sin
interacciones, mientras que o corresponde a las correcciones a un loop via renormalizacién.
Conviene senalar que a un loop, no ocurre siempre que § # 0, como ocurre en la teoria
At

La Lagrangiana de la teoria estd escrita en términos de cantidades desnudas, de modo
que cuando se sustituyen las expresiones , en la Lagrangina de la electrodina-
mica cuantica escalar, ecuacién , se obtiene

Lopp — —iFWFW + Z,(0,0(2))1 07 0(x) — Zun Zym®|6()|?

(5.82)
= ZyieAu(@) (¢ (2)0"(a) - S)P"¢! (@) + Zot L@@ |

la misma Lagrangiana de la teoria, esta vez en funcion de las cantidades renormalizadas,
més unos contratérminos adicionales (por parte de d,,, y d5) con los cuales se cancelan las
divergencias de orden e? provenientes de los diagramas con loops. Los contratérminos son
expresados en funcién de los parametros renormalizados y el corte, lo que quiere decir que
son formalmente infinitos.

Una vez redefinidas la masa y la funcién de onda del boson, lo que queda es hallar
la forma de los contratérminos. Recordemos que el la funcion de Green de 2 puntos, o

propagador, es el producto ordenado de los campos

ood4

W@oh=if 5o

el cual estda escrito en términos de los campos desnudos, es decir, en términos de los

exp {ip, (2" — 2*)}g(p) , (5.83)

campos de la teoria no renormalizada. Si esperamos que el propagador con correcciones

a un loop sea finito, deberiamos expresarlo en términos de los campos renormalizados

ood4

Oh(e)onl)) =i [ o5 e lim (@ = ) on(p) - (5.84)

Ahora bien, usando las redefiniciones de los campos escalares ((5.81)) se deduce que la rela-
ci6én entre el porpagador de la teorfa no renormalizada ig(p) y el propagador renormalizado

gr(p) esta dada por

igr(p) = (5.85)

donde se sustituye el propagador de la teoria con correcciones a un loop, ecuacion ([5.79)),

y de esta manera se encuentra una expresion para el propagador del campo escalar renor-
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malizado
1 i o i
1 + 5¢ p2 - m2 + ZT(Aap2) B 1 + 5¢> p2 - m%%Zm + ET(A7p2)
7
P2+ p20s — mH(L+ 6,,) (1 + 6g) + (A, p?) + 0,57 (A, p?)
7

_ , 5.86

p? —my + Xr(A, p?) (5.86)

igr(p) =

con Xg(A,p?) = p?ds + Sr(A, p?*) — m% (6, + d4). Como veremos mas adelante 4 y dyy,
son proporcionales a €2, es por esto que los términos d, (X7 (A, p*) +m%d,,) se desprecian
de X r(A,p?) ya que son proporcionales a e?.

Ya encontrado el propagador renormalizado, en él se identifica la masa fisica del bosén
mfc como el valor de p? para el cual, el propagador tiene un polo o singularidad. También
se debe tomar en cuenta que el residuo del propagador, renormalizado o no, es 7. En base
a esto se definen los llamados esquemas de resta, con los cuales se fijan las partes finitas
de los contratérminos de la Lagrangiana. Los observables de la teoria renormalizada son
finitos e independientes del esquema de resta escogido, sin embargo, hay elecciones méas
convenientes que otras.

Hay 2 esquemas de resta que se utilizan normalmente, esquema de resta minima y
esquema de resta on-shell. En el esquema de resta minimo los contratérminos de las can-
tidades renormalizadas son definidos de manera que no tengan parte finita, sélo contienen
los términos singulares que cancelan las divergencias, ademas la masa fisica no coincide
con la masa renormalizada m% # m% y por lo general este esquema de resta se usa con
la regularizacién dimensional, aunque también se pueden usar otros regularizadores. Por
otra parte, el esquema de resta on-shell generalmente se usa en la electrodinamica cuan-
tica, aqui los contratérminos son fijados de forma que la masa fisica del boson coincide
con la masa renormalizada m; = m%; los contratérminos también dependen del corte,
pero tienen una parte finita. El esquema on-shell es el que usaremos para renormalizar
el propagador, sin embargo, en cualquiera de los casos, el propagador va a tener un polo
simple en p* = m3.

Por lo comentado anteriormente, el propagador renormalizado tendra un polo

simple cuando el denominador cumpla
m} =my — Sr(A,m3) . (5.87)

Ademas, la condicién que el residuo del propagador sea ¢ implica

8 2 2 2 8 —
o (p —my + Xg(A,p )) —— =1+ a2 (ER(A p >) pmm? 1
0
— GaSeA) L =0 (5.88)
0
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Estas tltimas expresiones - definen la masa fisica del bosén y también los

contratéminos 1ndepend1entemente del esquema de resta que se utilice.

Sustituyendo el esquema de resta on-shell mfc = m%, se hallan explicitamente los

contratérminos. Primero se usa la ecuacion ([5.87)) para hallar el contratérmino de la masa

Sr(A,m%) = m%6, — m%(0m + 05) + Sr(A,m%) = 0
Sr(A, mp)

2 )
mg

— 0, = (5.89)

el cual se escribe de manera explicita sustituyendo las amplitudes regularizadas (5.70] ,
5.77), también se debe sustituir m?* — m% debido a que la masa de la particula durante

el proceso a un loop es m%, de esta forma se obtiene:

2 2\ 11
O = (—A2 +3m2 log (”Xf) - 3m%> . (5.90)

2,2
1672 m%
Por otra parte, usando la condicién ([5.88)) se encuentra el contratérmino del campo

9
op?

0
- 6¢+ 8 2 T(A7p2)

0
— 5q5 = —W2T<A7p2) 2

2_n2 :0
p*=mp

ER<A7p2) 2 2

pe=mpg

(5.91)

2 )
"R

e igual que el caso anterior, usando las expresiones (|5.70|, , se obtiene

e? m>2 m>2 13
0y = 1 — [ =21 —R) 41 — R — . 5.92
¢ pzigln% 1672 ( 08 ( A2 ) o8 (m% —p2> * 6 ) ( )

Como ya mencionamos antes, los contratérminos dependen del corte A y debido a esto son
divergentes. La redefinicién de las cantidades desnudas, como por ejemplo m en ([5.80)), nos
dice que la masa desnuda del boson es infinita. Sin embargo, cuando se estudia la teoria
considerando interacciones, la masa que interviene en el proceso no es la masa desnuda
sino la masa fisica, la cual es finita e igual a mfc = m% en el esquema de resta on-shell.
Entonces, cuando se escriben los parémetros renormalizados en funcién de los parametros
denudos usando las ecuaciones (5.80)) y (5.81]), se puede ver que los contratérminos corrigen
los pardametros desnudos corriendo una cantidad infinita su valor de forma que el resultado

es finito.

Una vez hallados los contratérminos se puede escribir el propagador renormalizado.

Antes de hacer esto, notamos que en ([5.86)) el término que comprende la suma de los
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diagramas a un loop y los contratérminos deja de ser divergente a medida que p? — m%

ER(A,pz) = p25¢ + ET(A,pz) — m%((Sm + dp)

2 2 2
o[ e mpg mz 13
= —— | 2log | — | —4log | ——— —
g (167T2 ( Og<A2> w (m?-z—ﬁ) T )) ’

e 2. m? 2 4 22 m#% 5m%2 13p?
+167r2 (—A + (mF+2p* )10g<A2>—|—2(mR—(p )%) log R — _

6
2 2 2 2
o e (A mp\ 11 me\ 13
mR<167r2< m%+310g<A2> 5 210g<A2> 4log< >+ 5
(5

Asi, el polo del propagador renormalizado estd ubicado en la masa fisica de la particula,

.93)

es decir, en p? = m?c = m% para el esquema de resta on-shell. De esta manera, podemos

escribir el propagador renormalizado como
i
igr(p) = ——— + O(A, p?) . 5.94
(1) = 5 + O ) (5.99)
donde el término O(A, p?) se hace regular cuando p* = m%.

En resumen, para hacer la renormalizacién del propagador del bosén a un loop, se
debe:

1. Considerar el propagador a nivel arbol y las correciones a un loop que tienen con-

tribucién no nula, en nuestra teoria son:

las cuales se regularizaron haciendo un cut-off, aunque también se pueden utilizar
otros métodos como la regularizaciéon dimensional. La suma de estos términos re-

presenta el propagador con correcciones a un loop en la teoria no renormalizada,

expresion ((5.79)

2. Se redefine la masa y los campos segun las ecuaciones ([5.80)) y (5.81]), asi se establece
la relacién entre cantidades desnudas y cantidades renormalizadas. Usando ([5.81)), se
deduce que la relacion entre el propagador de la teoria renormalizada y el propagador

(5.79) v asi se determina
el propagador renormalizado a un loop ((5.86|). Luego se identifica la masa fisica de

de la teoria desnuda es igr(p) = igz(f)a

la particula mfc como el valor de p? para el cual el propagador renormalizado tiene
un polo. En base a esto, se definen los esquemas de resta que permiten hallar los

contratérminos.
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3. Se sustituye el esquema de resta que se va a utilizar, estos pueden ser: esquema
de resta minimo, esquema de resta on-shell, entre otros. Tomando en cuenta que
el residuo del propagador es 7, se hallan las condiciones que definen los contratér-
minos de la masa y de la funcién de onda, éstas son: m7 = my — Xp(A,m7) y
aipzZR(AvPZ) p2=m
que se utilice. El esquema de resta on-shell establece que m?c = m3%, asf los contra-

términos vienen dados por las expresiones ((5.90|, [5.92)

, = 0. Estas condiciones son independientes del esquema de resta
1

4. Se verifica que las divergencias del propagador desaparecen a medida que p? — m#% y
+

de esta forma el propagador renormalizado puede ser escrito como igr(p) =
O(A, p?).

2
P2—mR

La renormalizacion del propagador nos permité darnos cuenta que en las teorias de
campos que no presentan interacciones (loops), las particulas que en ella se describen
tienen propiedades como masa, funcién de onda, carga, entre otras, definidas a ese nivel
de interaccion. En cambio, cuando se consideran loops, las particulas descritas cambian sus
propiedades deacuerdo al tipo interaccion y al nivel de la misma. Es por esto que haciendo
perturbaciones fuera del nivel arbol, aparecen divergencias producto de haber considerado
la teoria en funcién de pardmetros que no son reales. Con la renormalizacion, se corrigen
los parametros so6lo al nivel de interaccién en que se renormaliza la teoria; de esta manera,
al considerar la teoria en un siguiente nivel de interaccion, es de esperar conseguir términos

divergentes que se pueden corregir renormalizando nuevamente la teoria.
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Capitulo 6
Conclusiones

= Se demostré que la electrodindamica escalar como teoria de campos clasica, posee
una densidad Lagrangiana a partir de la cual, tal como vimos en el capitulo 3, se
obtienen las ecuaciones de movimiento. También posee una simetria de fase local
en el campo escalar complejo que da lugar a una corriente conservada usando el
teorema de Noether de la fisica clasica que se reviso en el capitulo 1. Esta corriente
tiene la misma estructura que la corriente del campo escalar complejo, sin embargo,
se ve afectada por la influencia del campo electromagnético a través de la derivada

covariante.

= La integral de camino de Feynman es una herramienta de utilidad para estudiar
los aspectos cuanticos de una teoria a partir de una cantidad clasica como lo es
la accién. El funcional generador de la teoria Z[J;], como vimos en el capitulo 2,
se construye haciendo un acople de los campos a fuentes, permitiendo estudiar la
teoria a través de perturbaciones y asi obtener cantidades esenciales como lo son las

funciones de Green.

= La teoria de perturbaciones se emplea para estudiar a distintos érdenes teorias con
interacciones. En el capitulo 4 vimos que en el orden mas bajo se encuentran los
propagadores de la teoria libre y en el siguiente orden, los vértices de interaccién;
asl se obtienen las reglas de Feynman, las cuales agrupan la informaciéon de como

ocurren los procesos que que tienen lugar en la teoria.

= Los procesos de colision proporcionan informaciéon sobre la interaccién de particulas
en teorias cuanticas de campos a través del calculo de la seccién eficaz. La misma
proporciona una medida de la probabilidad que ocurra la interacciéon y cuan fuerte
es. En el capitulo 5, se encontré que a medida que la energia del estado inicial

aumenta, entonces habra menos probabilidad de interaccién.
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Conclusiones

s El estudio de diagramas con loops, revela que la teoria de perturbaciones presenta
efectos no fisicos cuando se consideran diagramas con interacciones. Esto se corrige
con el proceso de renormalizacion de la teoria. Asi se da una nueva interpretacion a
la masa y otras cantidades observables que cambian producto que la teoria incluye

interacciones.
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