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Resumen

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoria de Campo
Conforme (AdS/CFT) es un ejemplo de una técnica mas general
conocida como principio holografico, en la cual se establece una
dualidad entre una teoria de campo fuertemente acoplada (CFT) y una
teoria gravitacional débilmente acoplada (AdS). Debido a esto AdS/CFT
se ha convertido en una herramienta importante en el analisis y estudio
de problemas de distintas areas de la fisica como QCD, fisica nuclear,
fisica fuera del equilibrio y materia condensada. En este trabajo nos
planteamos estudiar la metodologia AdS/CFT aplicada a |Ia
correspondencia entre agujeros negros de Reissner-Nordstrom vy
metales extrafios. El motivo de estudiar esta herramienta, es que ella
nos permite establecer una correspondencia entre un sistema de
materia condensada con acoplamiento fuerte y comportamiento critico
(metales extranos), el cual puede llegar a ser dificil de resolver, y un
sistema de gravitacion con acoplamiento débil (agujeros negros de
Reissner-Nordstrom) un poco mas manejable desde el punto de vista
matematico. Para llevar a cabo esto, usaremos como base los trabajos
de Teixeira [1], Zaanen [11], Hartnoll [31] y Schalm [35], sobre la
metodologia de AdS/CFT aplicada a sistemas de materia condensada con
temperatura finita.

Palabras clave: Correspondencia AdS/CFT, Principio
Holografico, Metales Extrafios de Reissner-Nordstrém, Agujeros Negros.
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Resumen

Estudio de la correspondencia AdS/CFT aplicada al problema
de metales extranos y agujeros negros de Reissner-Nordstrom

Eudomar Henriquez
Dr. Nelson Bolivar, Tutor

Universidad Central de Venezuela

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoria de Campo Conforme (AdS/CFT) es un
ejemplo de una técnica mas general conocida como principio hologréafico, en la cual
se establece una dualidad entre una teoria de campo fuertemente acoplada (CFT) y
una teoria gravitacional débilmente acoplada (AdS). Debido a esto AdS/CFT se ha
convertido en una herramienta importante en el andlisis y estudio de problemas de
distintas areas de la fisica como QCD, fisica nuclear, fisica fuera del equilibrio y ma-
teria condensada. En este trabajo nos planteamos estudiar la metodologia AdS/CFT
aplicada a la correspondencia entre agujeros negros de Reissner-Nordstrom y metales
extranos. El motivo de estudiar esta herramienta, es que ella nos permite estable-
cer una correspondencia entre un sistema de materia condensada con acoplamiento
fuerte y comportamiento critico (metales extranos), el cual puede llegar a ser dificil
de resolver, y un sistema de gravitacién con acoplamiento débil (agujeros negros de
Reissner-Nordstrém) un poco mas manejable desde el punto de vista matematico. Pa-
ra llevar a cabo esto, usaremos como base los trabajos de Teixeira [1], Zaanen [11],
Hartnoll [29] y Schalm [33], sobre la metodologia de AdS/CFT aplicada a sistemas de

materia condensada con temperatura finita.
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Capitulo

Introduccion

La correspondencia Anti-de Sitter/Teorfa de Campo Conforme (AdS/CFT) ha
tomado gran importancia en los tltimos afios [1], lo cual ha traido consigo la publica-
cién de centenares de articulos cientificos respecto al tema [2-9]. Este fendmeno esté
motivado en el hecho de que AdS/CFT se ha convertido en una herramienta impor-
tante en el analisis y estudio de problemas de distintas areas de la fisica como QCD,
fisica nuclear, fisica fuera del equilibrio y materia condensada. De hecho, el trabajo
original de Maldacena y colaboradores 2] ha sido citado en innumerables ocasiones en

las principales revistas cientificas de la Fisica [10].

La correspondencia AdS/CFT es un ejemplo de una técnica méas general conocida
como principio hologréafico. La holografia debe ser interpretada como una dualidad
“débil-fuerte” entre dos problemas fisicos diferentes. Para una teoria de campo fuer-
temente acoplada, la teoria débilmente acoplada es ahora una teoria gravitacional de
cuerdas y viceversa, una teoria gravitacional fuertemente acoplada tiene como descrip-
cién equivalente una teoria cudntica de campo débilmente acoplada [11]. Los origenes
de la holografia provienen principalmente del trabajo de Bekenstein, Hawking, Penrose
y colaboradores sobre agujeros negros [12-14]. Los teoremas de singularidad de Haw-

king y Penrose permitieron la concepcion de que la materia ordinaria podria colapsar
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a espacio-tiempos singulares y que era necesario considerar la existencia de agujeros

negros en Relatividad General, lo cual abrié la puerta al estudio de estos objetos.

El descubrimiento del Modelo Estdndar en la década de 1970 junto con un alza
de la cromodinamica cudntica mostré que la teoria de cuerdas no era la correcta
para describir interacciones fuertes. Més adelante se encontré que una cuerda cerrada
describe naturalmente una particula sin masa de espin 2 (gravitén: el cuanto del campo
gravitacional). Esto dio lugar a que la teoria de cuerdas pudiera ser usada para describir

gravedad.

En 1993, Gerard 't Hooft propuso que debia estudiarse con més cuidado el hecho
de que la entropia del agujero negro crece geométricamente con el area del horizonte
[15]. El trabajo de 't Hooft, junto con el de Susskind |16], dio lugar a la idea de
que la teoria de gravedad cuantica termina actuando como un holograma en el que
la informacién puede ser escrita sobre el area superficial de la regiéon cuya dinamica
ésta describe [15,/16]. Esto sugiere que un agujero negro puede ser descrito a través
del sistema estadistico usual, cuya dimensién espacial es una dimension menor que la
teorfa gravitacional (principio holografico). En 1996, Strominger y Vafa validaron los
fundamentos estadisticos de la termodinamica de agujeros negros al exhibir el conteo
exacto de los microestados asociados a la entropia de un agujero negro (muy especifico)

en teoria de cuerdas [17].

La correspondencia AAS/CFT es una de las conjeturas de mayor impacto que
han sido descubiertas en los tltimos anos. La conjetura de Maldacena fue inicialmente
propuesta para una teoria cudntica de campo particular altamente simétrica (llama-
da N = 4 super Yang-Mills en 4 dimensiones espacio-temporales) y una teorfa de
cuerdas formulada en un background espacio-temporal particular (llamada tipo IIB).
Bésicamente, esta conjetura establece que una teorfa cudntica de gravedad (tal como
la teoria de cuerdas) es dual a una teorfa cudntica de campo sin gravedad en una

dimensién menor. Al poco tiempo de ser publicada la conjetura de Maldacena, Witten
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simultaneamente con Gubser, Klebanov y Polyakov, mostraron una forma precisa de
la correspondencia entre los observables de la teoria cuantica de campos y los de la
supergravedad. De esta forma, AdS/CFT se transformé en el primer ejemplo explicito
que muestra que la gravedad cuantica en efecto obedece el postulado del principio

hologréfico [§].

Recientemente, los trabajos de Sachdev, Hartnoll, Zaanen y otros, han sugerido
que algunos fenémenos en sistemas de materia condensada, tales como las transiciones
de fase cuanticas, pueden ser estudiados de manera similar a como se comparan AdS
con CFT via la conjetura de Maldacena [18431]. Esto resulta del hecho de que, en
torno a los puntos criticos donde se dan dichas transiciones de fase, el sistema fisico
puede ser descrito por una teoria que presenta una invariancia de escala, lo que la
convierte una teoria de campo conforme. Esta teoria conforme a su vez presenta el

mismo grupo de simetrias que AdS y ademads tiene una teoria gravitacional dual.

Un sistema de materia condensada muy interesante, es el de metales extranos,
los cuales se diferencian basicamente de los metales comunes por el comportamiento
de su resistencia eléctrica al variar la temperatura. Estos materiales son cupratos que
exhiben una superconductividad a temperaturas considerablemente altas respecto a
los demés superconductores. Esta cualidad los hace muy tutiles para el diseno de mate-
riales eléctricos y magnéticos de gran eficiencia. En la literatura se pueden encontrar
numerosos trabajos acerca de la correspondencia entre estos materiales y los agujeros

negros de Reissner-Nordstrom [11126]2832-34].

Este trabajo revisaremos algunos conceptos bésicos de Relatividad General, es-
tudiaremos las caracteristicas generales y la termodindmica de los agujeros negros de
Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, asi como, las reglas GKPW y la correspondencia
AdS/CFT aplicada a sistemas de materia condensada: campo escalar y temperatura
finita. Por ultimo estudiaremos el caso particular de la correspondencia entre metales

extranos y agujeros negros de Reissner-Nordstrom.
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Teoria Gravitacional

Un concepto importante en la correspondencia AdS/CFT es cémo la geometria
de la teoria gravitacional da lugar a simetrias adicionales y como éstas se manifiestan
en una teoria cuantica de campo. En esta correspondencia en particular, la teoria gra-
vitacional tiene como base un espacio-tiempo que puede ser descrito por un espacio
asintéticamente Anti-deSitter (AdS). Este espacio es dual a un subconjunto de teo-
rias cudnticas de campo especiales llamadas Teorfas de Campo Conforme (CFT). En
este capitulo estudiaremos este espacio AdS, asi como también, las teorias de campo

conforme.

2.1. Relatividad General y Ecuaciones de Eisntein

En Relatividad General definimos la distancia entre dos puntos de un espacio-

tiempo curvo a través del elemento de linea [1}35]
ds* = g, (x)dz"dz” (2.1)

donde g, () es la métrica y z* las coordenadas sobre dicho espacio-tiempo. Ademés
definimos el inverso de la métrica via ¢"”g,, = 0%. Una caracteristica importante de

g (), es que contiene toda la informacién necesaria para describir la curvatura del
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espacio-tiempo. Con ella podemos subir y bajar indices 2* = ¢"x,, x, = g,2", asi
como también, transformar un vector covariante en uno contravariante gV, = V# y
viceversa ¢,,, V" = V,,. También existen otros usos de la métrica: brinda una nociéon de
pasado y futuro, permite calcular la longitud de camino y tiempos propios, determina
la distancia mas corta entre dos puntos y con ella el movimiento de particulas de

prueba, entre otros.

Para esta geometria (no euclidea), un vector cambia sus componentes al ser trans-

portado paralelamente desde x, hasta x, + ¢, segin
Vi(z) = V¥ (z +e) + T VP () (2.2)

donde I'f - son los simbolos de Christofell 6 coeficientes de la conexion, los cuales estan

determinados por derivadas de la métrica

1
F;)\w - §g>\p (a,ugup + 31/9,)“ - apg;w) (23)

y que cumplen la propiedad de simetria I'}, =T,

Por otra parte, es importante destacar que la derivada de un vector no es un tensor
y por consiguiente es necesario definir un tipo de derivada que tenga esta caracteristica,

conocida como derivada covariante y que esta definida de la siguiente forma

V.V, =8V, T8V, (2.4)

Otro objeto de interés es el tensor de Riemann, el cual esta definido por

Rg';u/ = a,U«Fll:U - aVFZo‘ + FZ)\FI)/\U - Flp/)\r/éa (25>

este tensor cumple las identidades ciclica y de Bianchi, ademas, a través de la contrac-

cién
_ A
RpU/LV — gp)\ng, (26)
se pueden ver sus simetrias R0 = —Ruep = —Ruppe = Rpopw
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A partir del tensor de Riemann, se puede definir el tensor de Ricci

R,uu = gp)\R A (27)

N2

asi como también, el escalar de curvatura

R= R, =¢"R, (2.8)

Armados con estas herramientas se puede empezar a estudiar la dindmica gravi-
tacional, la cual viene descrita por las ecuaciones de campo de Einstein. Para obtener
estas ecuaciones empezaremos considerando la métrica g, como variable dindmica
y a partir de ella construiremos un Lagrangiano. Ya que g, puede tomar su forma
candnica y que sus primeras derivadas son cero en algin punto, cualquier escalar no
trivial debe considerar al menos segundas derivadas de la métrica (como es el caso del
tensor de Riemann, de hecho cualquier tensor no trivial hecho con productos de g, y
sus primeras y segundas derivadas, puede expresarse en términos de Riemann). Como
el tnico escalar independiente que se podria construir a partir de Riemann es Ricci,

el Lagrangiano mas simple que podemos considerar es el de la accién de Hilbert [35]

Sy = / d"e\/—gR (2.9)

el término /—g, donde g es el mdédulo del determinante de la métrica, es necesario, ya
que solo el producto d"x\/—g es invariante bajo una transformacién general de coor-
denadas. Dado que 9,g,, = 0, no podemos escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange
directamente. Por lo tanto, haremos variaciones respecto al inverso de la métrica g"”.

Ya que g"g,, = 0¥ y 0¥ no se ve afectado bajo variaciones, encontramos

09 = —GupGvod g’ (2.10)

los puntos de ensilladura con respecto a variaciones en la métrica ¢g"” son equivalentes

a los que son encontrados respecto a variaciones en g,,,. Usando ([2.8) podemos escribir

Sy = /d”x\/—gg“”RW (2.11)
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de donde vemos que al hacer variaciones respecto a la métrica
58 = [ &2 [0v/=50" Ry + V/=909" Fyus + V=59" Ry (2.12)

el segundo término de esta expresion ya estd determinado por los otros dos
términos hay que trabajarlos un poco. Si hacemos variaciones respecto a la métrica

sobre el tensor de Riemann ({2.5)), encontramos que
6RZM = o\oly, — 0V6F§M + T8 o T Ff\aéf,fu — oI, IS, — 1), 0I5, (2.13)
luego vemos que si hacemos variaciones sobre las conexiones

e, — ff;u +0T%, (2.14)

y tomamos la derivada covariante de estas variaciones

VA(SFﬁM = 8A5Fﬁu + FKU(SF‘;M — F506F‘;M — FiuéFﬁg (2.15)
obtenemos
V,\él“fju — VyéF’;u = 5RZ/\V (2.16)

Una vez hecho esto, nos damos cuenta que el tercer término de ([2.12) podemos

escribirlo de la siguiente manera

V=99" Ry = \/=gg" SR},
= V=gg" [VsT}, — V,0T},]

(2.17)
= V=g|9"V, 017, — ¢"7V,0T3, ]
= V=gV, |g"oTg, — g"76T},]
Luego miramos qué se obtiene de las variaciones de las conexiones ({2.3])
A 1 Ap 1 Ap
(511“, - 559 (a,ugup + augp,u - apg/.w> + ig (a,ufsgup + auégp,u, - ap(sg,uu) (2'18>
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Al considerar (2.10]), se puede ver que el primer término en (2.18) se reduce
simplemente a —g’\pfzyéggp y que una parte del segundo término se puede escribir

como 9,09, + 0,09up — 0,09, = V09w + V009, — V09, + 217,095, quedando asi
o L v 1) )
I, = 59 (vu Jov + V0gup — vpg/w) (2.19)
y con este resultado obtenemos que

V _ggMV(SRuu Y _gva [QWVOCSQW - VA(SQUA} (220)

Usando el teorema de Stokes, puede verse que ([2.20]) es un término de frontera que
se anula en el infinito, por lo tanto no contribuye al resultado final de . En este
punto soélo resta ver el primer término de . Para cualquier matriz M cuadrada
con det(M) # 0 se cumple que Ln {det(M )} =1Tr {Ln(M )} y si hacemos variaciones
sobre esto vemos que det(M)_ld[det(M)} =Tr [M_ICSM}. En el caso de la métrica,

definiendo ¢ = det(g,. ), obtenemos

69 = 99""09u = —99,,09" (2.21)

y que a su vez

1 0g 1 /w

Finalmente, lo que nos queda al hacer variaciones respecto a la métrica en la

accion de Hilbert es

1
0Sy = /d”x[ — 5\/—_gguu5gwgaﬁRa5 +v _gdgijlW + T'B'}

1 (2.23)
= /d”x\/—g{RW - §Rg,w} ogh”
los puntos de ensilladura seran aquellos para los cuales
1 0S5y 1
—— =R, — -Rg =0 2.24
/_g 5g,uz/ H 2 Iu ( )

donde R, = 0, son las ecuaciones de Einstein en el vacio.
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En el caso que existan fuentes, se deben agregar términos asociados a cada una

de éstas. Si consideramos una accioén Sy, para la materia, tendremos entonces que la

1

accion total serd S = Sy + Sy y de manera andloga al caso anterior

167G
1 05 1 1 1 0Su
= R, —=Rg, |+ — = 2.25
V—gdégr 167G L " 2 In } + V=g og™ ( )
definiendo T}, = —2\/1551 ‘gjﬁ se encuentra que I, — %Rgﬂy = 8nGT),, que son justa-

mente las ecuaciones de Einstein para espacio no vacio.

Poco después del surgimiento de la Relatividad General, Einstein traté de en-
contrar un modelo cosmologico estatico que fuera consistente con las observaciones
astronomicas que habian tenido lugar. Para que este modelo cosmoldgico estatico pu-
diera proporcionar una solucién a las ecuaciones de campo con una fuente ordinaria

de materia, Einstein agregd otro término a sus ecuaciones, el cual puede obtenerse

1

— g [ d"x\/—gA en la accién gravitacional.

al considerar el término adicional S.. =
De esta manera, se tiene un término que representa la densidad de energia del vacio
o A . . .

T, = —g-c9w- Por lo tanto, las ecuaciones de campo de Einstein suplementadas por

este término adicional vendran dadas por
1
R, — §R9w’ + Agu = 87GT), (2.26)

donde A es la constante cosmolégica, G es la constante cosmolégica de Newton y 7, es
el tensor de energia-momento, el cual actia como fuente del campo gravitacional. La
componente T representa la densidad de energfa, la 7% es la densidad de momento
en la direccién i, T% (que es igual a T%) representa el flujo de energia a través de la

superficie ' y T" es el estrés.

El término Ag,,, es colocado del lado derecho de la ecuacién ([2.26]) y puede ser visto
como una especie de tensor energia-momento. Por lo tanto, A puede ser interpretado
como la densidad de energia del vacio, una fuente de energia y momentum que esté

presente aun en ausencia de materia.
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2.1.1. Término de Frontera de Gibbons-Hawking

Es importante resaltar que la accion de Hilbert es apropiada sélo para espacio-
tiempo cerrados [1]. Cuando el espacio-tiempo subyacente tiene una frontera (como
es el caso de AdS), es necesario agregar un término llamado término de frontera de
Gibbons-Hawking [36-38], el cual afecta las condiciones impuestas sobre la métrica de
tal manera que el principio variacional esté bien definido. Esta correccién se obtiene

al reconsiderar término de borde en ([2.17))
/ d"2/=gg" 6 R, = / d"2r/~gg" [VA0T), — V,0T3,] (2.27)
integrando por partes obtenemos
/ "5/ =gg" SR,y = / "o/ =g[Va(g"OT,) — T3, Vag" — ¥, (¢ 6T3,) + 613, Vg™ |
= [ @ay=g[Va(goT2,) — V(g™ oT,)
= [ d"e/=gVa[g" T, — 9T,
= / d"z/—gVJ*

(2.28)

Por otra parte, el teorema de Stokes nos permite relacionar ([2.28)) con una integral

de superficie de la siguiente manera

/d"x\/_—gv,\J’\:/ 4" o/ “hnyJ? (2.29)
M oM

donde ny es un vector normal unitario y h,, = gu. + n,n, es la métrica inducida

asociados a la hipersuperficie (OM).

Luego, vemos que en la definiciéon de J* (2.28) al considerar la expresién (2.19) y

cancelando algunos términos, podemos escribir

Jy = g" [vuégua - Vaéguu} (2'30)

10
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y ya que hy, = g + nun,, es posible darse cuenta que

nrJy = n)‘h“”V,,égW - nAh’“’VU(SgW — n’\n“n”v,jég,w + n’\n“n”Va(SgW (2.31)

Ya que proyectamos sobre la hipersuperficie para la cual [;,,d" tzdg,, = 0y

Joas A" *x0hy,, = 0, el primer término de (2.31) no contribuye a (2.29) y al definir

n*ntn’ = 0 se obtiene que n*.Jy, = —n*h**V,dg,,. Ahora bien, si definimos la derivada

covariante proyectada sobre 9M como D, = h;V, y aplicamos esta derivada sobre
h,, en OM, obtenemos
Dyhyy = WBIREN | Goo + 70l
= WK ROV ngn
v e (2.32)
= WEREhS 10V pa + 1V 116 |
= hﬁh,‘jhfﬁngvpna
donde hemos usado que h,,n* = 0 ya que son perpendiculares.
Luego definimos K,, = hﬁvpna como la curvatura extrinseca, cuya traza viene
dada por K = h*K,, = h’*Vn,. Ahora precedemos a hacer variaciones sobre esta

traza

§K = 6(h**Vna)
(2.33)

= 0(h)Vng + h*6(Vang)

al proyectar sobre la hipersuperficie el primer término de esta expresion no contribuye;

por su parte el segundo término puede ser reescrito usando (2.4}, obteniendo asi

0K = WV sdna — (15, ] (2.34)

El primer término en (2.34]) no contribuye, esto puede verse al ser reescrito como

WV 50na = h*hyN \0na = D,|h®0na| = D,[6(h*na) — nad(h®?)| =0 (2.35)

11
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donde hemos usado que D,h* =0, h*n, =0y 6(h*?) = 0. Luego vemos que lo que
nos queda es

K = —h*§(0%,)n, (2.36)

al sustituir (2.19) en ([2.36]) finalmente obtenemos

1 1
0K = —ih’\o‘npvpégm = —§n’\J>\ (2.37)
con lo cual podemos escribir el término de Gibbons-Hawking como

/ "y —hnAJA:/ d" L/ —h (—20K) (2.38)
oM oM

Por ultimo si integramos por parte el lado derecho de (2.38)), tenemos
/ & v/ =k (—26K) = —2 [5( / " av/—h K> - / & 26(v/—h) K] (2.39)
oM oM oM

donde §(v/—h) = —%\/—hh,\aéhm y ya que 0h** — 0 en la frontera, finalmente vemos
que

/(‘3 VSR (<26K) = —25( /(9 o/ =h K) (2.40)

M

De esta manera, hemos encontrado la accion de Gibbons-Hawking

1 —1
= —— eV —h K 2.41
San G aMd . h ( )

Al final la accién gravitacional para nuestro espacio-tiempo asintoticamente AdS

vendrd dada por Screy = 7oegSm + See + San

1

SGrav - 167G

/M d"zy/=g |R —2A] +2 /8 y A" 'zv/—h K] (2.42)

12
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2.2. Espacio de Anti-de Sitter (AdS)

La mejor manera de clasificar los espacio-tiempo es a través de las isometrias que
éstos poseen, las cuales estan asociadas a transformaciones que dejan invariante la
métrica. En tal sentido, a cada isometria se puede asignar un vector de Killing, el cual

satisface una ecuacion de Killing

VM 5y +V, gu =0 (243)

Los espacio-tiempo mas simples suelen ser aquellos con la mayor cantidad de
simetrias y por consiguiente la mayor cantidad de vectores de Killing (para una métrica
en d dimensiones, esto implicaria tener al menos d(d + 1)/2 vectores de Killing). Los
espacio-tiempo con tal cantidad de vectores de Killing se dice que son maximalmente
simétricos. Existen tres espacio-tiempo maximalmente simétricos en d dimensiones,
clasificados de acuerdo al grupo formado por sus vectores de Killing: El espacio de-
Sitter cuyo grupo es el SO(1, d), el espacio anti-de Sitter cuyo grupo es el SO(2,d— 1)
y el espacio de Minkowski cuyo grupo es el 1SO(1,d — 1) = SO(1,d — 1).

La simplicidad de los espacio-tiempo maximalmente simétricos se ve reflejada en
su curvatura, ya que basicamente en estos espacios la curvatura es constante. Para ver
esto, tomando en cuenta (2.8)) y ¢"*g,, = d, multiplicamos ({2.26|) (con 7}, = 0) por

g*” vy obtenemos

2
S d-2
sustituyendo ([2.44) en (2.26) (con T}, = 0) se tiene

R A (2.44)

2d
R,uz/ - d_ 2Ag,u,1/ (245)
En este sentido, uno encuentra que A > 0 corresponde a un espacio de de Sitter,

A = 0 corresponde a un espacio de Minkowski y A < 0 corresponde a un espacio de

anti-de Sitter. Esto nos permite definir el espacio de anti-de Sitter en d = 4 como

13
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aquel espacio maximalmente simétrico con constante cosmologica negativa, el cual
representa una soluciéon Unica a las ecuaciones de Einstein en el vacio suplementadas

con el término de la constante cosmolégica.

Para describir el espacio de AdS en d dimensiones, éste puede ser embebido como
una hipersuperficie hiperbdlica en (d + 1) dimensiones con coordenadas de embebi-

miento (X_1, X,, X3, -, X4_1) de manera que [1},33]
X2 - X2+ X+ 4+ X =L (2.46)
donde L es el radio de AdS y el elemento de linea viene dado por

ds® = —dX?, —dX? +dX? +---+dX2 (2.47)

La ecuacion (2.46) puede ser resuelta usando las coordenadas de Poincaré (u, t, Z),
definidas como [1,|33]

1
Xy =—[1+u*(L?+32° - )]
u
X, = Lut
- (2.48)
X'=Luz'(i=1,---,d—2)
_ 1 2072 _ 22 42
Xd_l—%{l—u (L? — 2% +17)]
donde u > 0 y #eR92, de esta manera la métrica toma la siguiente forma
2 o [du? 2 2 =2
ds* = L [2 b u?(—d? + di )} (2.49)
u

Las coordenadas de Poincaré cubren tinicamente una parte del espacio de AdS [1].

Otra forma equivalente a (2.49)) puede obtenerse haciendo v = 1/r, quedando asi

2

L
ds® = = [ A+ dr + d;ﬂ (2.50)

r2
Si, por simplicidad, consideramos s6lo

L2
ds* = = [er + de] (2.51)

r2

14
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lo que obtenemos es el semi-plano de Poincaré, el cual constituye la regiéon bidimen-

sional (z,r), donde r > 0.

Los simbolos de Christoffel no nulos, obtenidos a partir de (2.51)), son: I'?, =I'? =

T —7"72

I = —I7 = —r~'. Las componentes del tensor Riemann no nulas son R,Z,

y otras componentes relacionadas a ésta. El tensor de Ricci es entonces R, = R,, =
—r~%y R, = 0, mientras que el escalar de curvatura es R = —2/L%. La longitud del
segmento de linea extendida verticalmente, para x=constante, desde r; hasta ry viene
dado por [1]

2 dxt dxH T2 dr T9
As = / ,————dr = L/ — =1Ll (> 2.52
s - In dr dr " T t r1 ( )

de donde se puede ver que para r — 0 la longitud de camino se vuelve infinita,
evidenciando una “frontera” en r = 0. Dicha frontera es conocida como Frontera

Conforme.

Al dejar z fijo y tratar de moverse en la direccién de r desde un cierto valor finito
hasta r = 0, se encuentra que la distancia se vuelve infinita. Sin embargo, la luz (en
un espacio-tiempo de AdS) viaja a través de geodésicas nulas y alcanza la frontera
en un tiempo finito. Este resultado puede ser extendido a dimensiones mayores [1].
Para el caso del espacio-tiempo de relatividad general, la frontera conforme tiene una

geometria inducida de espacio de Minkowski.

La idea de la correspondencia AdS/CFET es que la frontera conforme de AdS puede
ser considerada como un espacio-tiempo para la teoria cuantica conforme de campo
que es equivalente a la teoria gravitacional clasica sobre el volumen de AdS, como

veremos en los siguientes capitulos.

2.3. Teoria de Campo Conforme

Una ventaja de describir AdS localmente usando coordenadas de Poincaré es que

las superficies con r constante son copias del espacio de Minkowsi. La frontera de AdS

15
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enr = 0 es de gran interés y las condiciones impuestas sobre ella son un aspecto crucial
de la correspondencia. Una condicién de frontera posible es que el espacio-tiempo sea
asintoticamente AdS, es decir, a medida que nos aproximamos a la frontera en el limite

r — 0 el espacio parece localmente como si tuviera curvatura constante negativa.

Las teorias de campo conformes (TCC) tienen simetrias usuales del grupo de
Poincaré (traslaciones, rotaciones y boosts), pero también son invariantes bajo trans-
formaciones de escala tales como z — x /b conocidas como transformaciones conformes
especiales. Puede demostrarse, considerando el algebra de Lie de las TCCs, que las
transformaciones conformes especiales actiian como las traslaciones y que, junto con
las transformaciones de escala, son invariantes bajo transformaciones locales de escala
de la forma [39]

M

TR ol (2.53)

donde b(z) es real y depende de la posicién en el espacio-tiempo.

La invariancia de escala es un subconjunto de estas simetrias locales cuando
b es constante. Si uno considera el algebra de Lie de una teoria de campo con-
forme, encuentra que es justamente el dlgebra de Lie de SO(2,d): [iM"*, Mr?] =
n’P MHT —nhP MV7 +nho MVP —n? M. Este dlgebra viene dado por los generadores de
las rotaciones M, = i(z,0, —x,0,), traslaciones P, = —id,, dilataciones D = —izx,0"

y transformaciones especiales conformes K,, = i(z*d,, — 22,2,0,).

Ya que las TCCs son invariantes bajo reescalamiento espacial, ellas son también
invariantes bajo cambios en la escala de energia y por lo tanto el acoplamiento dentro
de la teorfa no cambia (esto se discutird con mas detalle en la seccién 4.2 del capitulo 4).
Si consideramos una teoria cudntica de campo que es invariante de escala y utilizamos
la escala de energia u de esta teoria como una coordenada adicional para construir una
métrica para la teoria de gravedad. Usando la invariancia de escala, la métrica tiene
que ser invariante bajo transformaciones de escala x — x/b, con u transformando como

u — ub (por andlisis dimensional). La métrica debe preservar también invariancia de

16
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Poincaré. Imponiendo estas restricciones se obtiene [39)
ds? = (ul) dotde? + L 12 2.54
s* = (ul)*ndx w—l—? (2.54)

donde L v L son longitudes. Bajo la transformacion de escala u — %u se puede remover
la dependencia de L en ([2.54)) y la métrica toma la forma

d 2
ds® = (uL)*n,,dx"dz” + U—UQL2 (2.55)

Podemos hacer un cambio de coordenada adicional para llevar la métrica a una
forma que hace la invariancia de escala mas evidente. Si intercambiamos u con una
escala de longitud r = 1/u, la métrica toma la siguiente forma

LQ
ds® = = | datdz” + drﬂ (2.56)
r

La expresion tiene la misma forma que la métrica de AdS en coordenadas
de Poincaré. Otro aspecto importante a notar es que el grupo de simetria de AdS en
(d+ 1) dimensiones y una TCC en d dimensiones son ambos SO(2,d). Esto corrobora
el hecho de que una teoria cuantica de campo invariante de escala, con una teoria

gravitacional dual, puede también ser descrita por una teoria de campo conforme [39).
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Termodinamica de Agujeros Negros

Los origenes de la holografia provienen principalmente del trabajo de Bekenstein,
Hawking, Penrose y colaboradores sobre agujeros negros |12-14]. Los teoremas de sin-
gularidad de Hawking y Penrose permitieron la concepcion de que la materia ordinaria
podria colapsar a espacio-tiempos singulares y que era necesario considerar la existen-
cia de agujeros negros en Relatividad General, lo cual abri6 la puerta al estudio de

estos objetos.

Un agujero negro es una region del espacio-tiempo en la cual se encuentra concen-
trada una gran cantidad de masa y la gravedad es tan intensa que puede entrar masa
y luz del exterior, pero nada puede escapar de alli. La frontera de esta regién se conoce
como horizonte de eventos, la cual representa una hipersuperficie que separa los puntos
del espacio-tiempo que estan conectados (a través de caminos tipo tiempo) a regiones
muy lejos del agujero negro de aquellos puntos que no lo estan |35]. En otras palabras,
el horizonte representa una frontera entre la regiéon que esta causalmente conectada
a observadores distantes y la que no lo esta. Dicho horizonte tiene un radio conocido

como radio del horizonte, el cual delimita la hipersuperficie.

En el centro del agujero negro existe una singularidad gravitacional, constituida

por una regién donde la curvatura del espacio-tiempo se hace infinita. Los agujeros
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:

SPACE-TIME

Figura 3.1: Vista de un Agujero Negro, donde se aprecian el disco de acrecién, el

horizonte de eventos y la singularidad en el centro del agujero. Tomado de .

negros también presentan un disco de acrecion, el cual es una estructura formada por

material difuminado que orbita alrededor del agujero (ver figura [3.1)).

Otra caracteristica resaltante en los agujeros negros es lo que se conoce como
gravedad superficial, la cual puede pensarse como una fuerza por unidad de masa 6
aceleracion gravitacional sobre el horizonte. La gravedad superficial viene dada por

C4

T AGM

K (3.1)

Una forma de determinar es la que se muestra en , donde se estudia el mo-
vimiento de una particula considerando un agujero negro de Schwarzschild y su co-
rrespondiente métrica, se determina la magnitud de la aceleracién covariante g, a*a”,
calculan el trabajo que realiza un observador asintético al halar la particula una dis-
tancia propia y aplicando conservacién de energia (respetando que tanto el trabajo

como la energia dependen del observador considerado) encuentran (3.1)).
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3.1. Teorema de No-hair

Este teorema surge del trabajo de Israel en 1967, el cual propuso una primera
version del teorema para agujeros negros esféricamente simétricos [41]. Mas tarde este
resultado seria extendido por Israel y Carter al considerar agujeros negros rotantes
y cargados [42,43]. Si se considera que el electromagnetismo es el inico campo no
gravitacional de largo alcance presente, la version final de este teorema establece que
las soluciones tipo agujero negro, estacionarias y asintoticamente planas, que no son
singulares fuera del horizonte de eventos estdn completamente caracterizadas por la
masa M, momento angular J y las cargas eléctrica (). y magnética Q,, [35,44,45].
Todas las otras caracteristicas no contribuyen a las propiedades gravitacionales del

agujero negro para un observador externo.

Las soluciones estacionarias son de especial interés, ya que es de esperar que ellas
sean los estados finales del colapso gravitacional. Si consideramos un sistema complejo
(como una estrella) que colapsa para formar un agujero negro, eventualmente dicho
agujero negro alcanzard un estado final estacionario. El teorema de No-hair establece
que este estado es tnico. Una alternativa seria alguna especie de configuraciones os-
cilantes, pero dichas oscilaciones al final seran disipadas a medida que la energia se

pierde a través de la emisién de la radiacion gravitacional [35].

3.2. Teorema de unicidad de las soluciones

Sélo existe una pequena familia de soluciones de agujero negro, estacionarias y
asintéticamente planas, para las ecuaciones de Einstein [41/42,47]. Estas soluciones son
espacio-tiempos con un horizonte de eventos y un vector de Killing tipo tiempo muy
lejos del agujero negro. En este punto, es importante destacar que un espacio-tiempo

estatico y uno estacionario presentan simetria bajo reflexién temporal. Sin embargo,
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un agujero negro rotante es estacionario mas no estatico, mientras que un agujero que

no rota es estatico.

En este sentido, el teorema de unicidad establece que la tinica solucién estatica de
vacio con un horizonte de eventos es la de Schwarzschild (descrito tinicamente por su
masa M) y que la tinica solucién estacionaria de vacio es la de Kerr (parametrizada por
la masa total M y momento angular J). Este teorema también establece que, al incluir
un campo electromagnético, la tinica solucion estatica con un horizonte de eventos con
una componente conectada es la de Reissner-Nordstrom (parametrizada por la masa
y las cargas eléctrica Q). y magnética @Q),,) y que si ademas, el agujero puede rotar, la

tnica solucién estacionaria con campo electromagnético es la de Kerr-Newman [47].

3.3. Teorema del Area

En 1970 Hawking propone este teorema, el cual establece que el area del horizonte

de eventos de un agujero negro nunca decrece en el tiempo [14]

dA >0 (3.2)

Ademas, si dos agujeros negros se fusionan, el area del agujero negro resultante
sera mayor al area total de los agujeros negros originales. Este teorema también sugiere

una analogia entre el area del agujero negro y la entropia termodinamica.

3.4. Agujero Negro de Schwarzschild

El ejemplo mas sencillo de un agujero negro es el agujero negro de Schwarzschild,
cuyo elemento de linea para una métrica esféricamente simétrica del vacio esta dada

por [10]
d 2
ds* = —f(r)dt* + i

o) + r°dQ (3.3)
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donde d2? = db? 4 sen?0d¢® v
f(’l") =1- E (34)

r

El término r, en (3.4)) es el radio del horizonte de eventos del agujero negro de
Schwarzschild, el cual indica el valor para el cual la métrica (3.3]) no estd bien definida

(f(r) =0) y viene dado por [10]
_ 2GM

c2

(3.5)

To

donde M es la masa del agujero negro, c es la velocidad de la luz y G es la constante
gravitacional. Para este agujero negro, el radio del horizonte de eventos es proporcional
a la masa del agujero. De esta manera, si cae dentro del agujero negro alguna cantidad
de materia entonces el area del horizonte se incrementa. Esto se puede apreciar de la

siguiente expresion
167G M?>

A= dmrd =
A

(3.6)

Es importante destacar que en el caso del agujero negro de Schwarzschild es
posible adoptar otro sistema de coordenadas tal que la métrica sea regular a través

del horizonte r,, de esta manera la singularidad puede ser removida.

3.5. Entropia de Bekenstein

Cuando un sistema termodinamico desaparece detras del horizonte de eventos de
un agujero negro, su entropia desaparece para un observador externo. El area del ho-
rizonte de eventos crecera cuando el agujero negro absorba el sistema. En este punto,
es natural preguntarse si este incremento en el area es de alguna forma una compensa-
cion por la pérdida de entropia de materia. Basado en este razonamiento, Bekenstein
sugirié que un agujero negro posee una entropia proporcional al area de su horizon-
te de eventos Spy = nA, donde n es una constante. Mas tarde, esta constante seria

determinada por Hawking, quedando asi (en unidades de Planck) [12]

A
Spy = T (3.7)
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3.6. Leyes de la Termodinamica para Agujeros Negros

3.6.1. Ley Cero

Ya que un agujero negro llega a convertirse en cierto punto en un agujero esférica-
mente simétrico, ain cuando inicialmente éste haya sido asimétrico, sobre el horizonte
de eventos la fuerza gravitacional se hace constante en cada punto. Esta caracte-
ristica resulta similar al de un sistema termodinamico, el cual alcanza un equilibrio
térmico y la temperatura se hace constante en cada punto del sistema, esto es lo que
se conoce como Ley Cero de la Termodinamica de agujeros negros. De esta manera
uno puede pensar que existe una semejanza entre la temperatura y la gravedad su-
perficial, ademas ambas cantidades son positivas. En este sentido, un agujero negro
estacionario cuya gravedad superficial es constante, puede pensarse como un estado

de equilibrio [10,46,47].

3.6.2. Primera Ley

Si la masa del agujero negro se incrementa por una cantidad dM, el area del

horizonte se incrementa una cantidad dA también. Por lo tanto uno encuentra que

GdM = 8idA (3.8)

™

En el caso del agujero negro de Schwarzschild, basta con hacer variaciones en
(3.6 para ver esta proporcionalidad. Sin embargo para agujeros negros con carga () y

momento angular J se tiene que |10}/46}47]
GdM = 8idA +QdJ + dQ (3.9)
T
donde 2 es la velocidad angular y ® es el potencial electrostatico.

Las expresiones (3.8)) y (3.9) constituyen lo que se conoce como Primera Ley de

la Termodinamica de agujeros negros.
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3.6.3. Segunda Ley

Clasicamente nada puede escapar del agujero negro y por lo tanto el area es
una cantidad que nunca decrece. Este comportamiento es similar al de la entropia. En
tal sentido, es de esperar que exista una semejanza entre estas dos cantidades S o< A,
donde S representa lo que llamamos la entropia del agujero negro. Por lo tanto, A > 0

constituye la Segunda Ley de la Termodindmica de agujeros negros [10,146,/47].

3.6.4. Segunda ley generalizada

Bekenstein ademas propuso que la segunda ley de la Termodinamica es valida solo

para la suma de la entropia fuera del agujero negro y la entropia de él mismo [47]

dStotal Z 0 (310)

Para sistemas de materia ordinaria simples, no es necesario que sea valida la
segunda ley. Pero si la entropia de agujeros negros (3.7) se incluye en el balance, la

entropia total nunca disminuira. Esto se conoce como la segunda ley generalizada [47].

3.7. Radiaciéon de Hawking

Ya que los agujeros negros tienen una masa M y una entropia de Bekenstein Spy,
la primera ley establece que los agujeros negros deben tener una temperatura 7' tal
que

dM = TdSpx (3.11)

el area del horizonte hace las veces de la entropia y la gravedad superficial del agujero

negro, k, juega el papel de la temperatura.
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Por otra parte, un cuerpo negro con temperatura no nula debe radiar, pero para
un agujero negro esto seria imposible. Clasicamente, nada puede escapar del aguje-
ro negro y por ende su temperatura debe ser exactamente cero. Esta paradoja fue
resuelta gracias a que se consideraron los efectos cuanticos de la materia. Hawking
mostré, a través de un calculo semi-clasico, que un observador distante detectara un
espectro térmico de particulas saliendo del agujero negro. Esta radiacién se conoce
como Radiacién de Hawking y su temperatura (de Hawking), para un agujero negro

de Schwarzschild, viene dada por [10,46]

hk hed
kT = — =
B 2rc  &nGM

(3.12)

Esto representa un efecto cuantico porque la temperatura es proporcional a h. Si
reescribimos (3.8]) podemos ver que

Kc? hx  kgcd 3

k’BC
AMP) = 2 A = dA = T2
(Mc*) = o5 Orkpe AGh AGh

dA (3.13)

que al comparar con la primera ley de la termodindmica dU = T'dS nos permite

obtener [10]
A s 1A
= L gl =-2 14
5= qante 472 ks (3:-14)

donde I, = \/Gh/c® ~ 1073 m es la longitud de Plank, la cual representa la escala de
longitud donde los efectos cuanticos de gravedad se vuelven importantes. La expresion

(3.14]) representa una forma explicita del teorema de area.

El descubrimiento de la radiaciéon de Hawking aclar6 la interpretacion de la des-
cripcién termodindmica de los agujeros negros. En particular, los resultados de Haw-
king afirmaron que la entropia de los agujeros negros deberia ser considerada como una

contribucion genuina de la entropia total contenida en el universo, tal como Bekenstein

anticipé (3.10)).
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3.8. Agujeros Negros de Reissner-Nordstrom

Los agujeros negros estaticos y cargados se conocen como agujeros negros de

Reissner-Nordstrom, los cuales son soluciones de la teoria de Einstein-Maxwell [10]

ST / dz\/—g {R GFQ} (3.15)

en este caso el tensor energia-momento para electromagnetismo viene dado por

T,

1
w = Fu,FP — 4g,WF e (3.16)

donde F),, es el tensor de estrés del campo electromagnético.

Si se considera una simetria esférica, las ecuaciones de campo seran las ecuaciones

de Einstein acopladas con las ecuaciones de Maxwell [10]
1 o 1 oo
Ruw = 59 R = 2G| FypFL = 9 Fpe P
1
V" ———=0,(V=gF") =0
v—9

la solucion a estas ecuaciones se conoce como la métrica de Reissner-Nordstrom, la

(3.17)

cual viene dada por |10]
1
ds* = —f(r)dt* + ——dr? + r*dQ? 3.18
(1) + (3.15)

donde
2GM N G(Q*+ P?)

r 72

f(ry=1- (3.19)

en este caso, G es la constante gravitacional mientras que M representa la masa, )
la carga eléctrica y P la carga magnética del agujero negro. La métrica de RN
presenta una singularidad en » = 0. El horizonte de eventos se encuentra haciendo
f(r)=0en , encontrandose que para este agujero negro existen dos horizontes

de eventos r = ry que vienen dados por [10]

re = GM £ \/G2M? — G(Q? + P?) (3.20)

26



Capitulo 3: Termodinamica de Agujeros Negros

Es importante destacar que, a diferencia del caso de Schwarzschild, esta singula-
ridad si representa un caso fisico y no es posible removerla bajo un cambio de coorde-

nadas.

De la expresién ((3.20]) se obtienen tres casos posibles [35]:

e Caso uno: GM? < @Q* + P?. En este caso f(r) > 0 siempre y la métrica es
completamente regular. Pero existe atiin una singularidad en r = 0 que se co-
noce como singularidad desnuda, ya que no existe un horizonte de eventos. A
medida que » — oo el espacio-tiempo se vuelve plano. Esta caso es generalmente
considerado no-fisico ya que representa una situaciéon donde la energia total del

agujero es menor que la contribuciéon del campo electromagnético solo.

e Caso dos: GM? > Q* + P2. En este caso la energia del campo electromagnético
es menor que la energia total. El coeficiente f(r) > 0 para grandes y pequenos

valores de r, pero negativo entre los dos puntos donde se anula (ryo = GM +

\/ G2M? — G(Q? + P?)). La métrica tiene singularidades para r, y r_ que pueden

ser removidas a través de un cambio de coordenadas.

e Caso tres: GM? = QQ? + P2 Este caso se conoce como agujero negro extremo.
Una interesante propiedad de estos agujeros es que su masa esta (en algin sen-
tido) balanceada por la carga, es decir,poseen la cantidad minima de masa M

compatible con una configuracion de carga.

Es importante resaltar que debido a la controversia en torno a la existencia de
los monopolos magnéticos, en algunos casos se suele estudiar estos agujeros negros

de Reissner-Nordstrom sin considerar una carga magnética (P = 0). Por otra parte,

usando (3.20)) es posible escribir (3.19) como
Ty r_
=(l1——|[1—-—— 3.21
o2 (=) -
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3.9. Algunas Cantidades Termodinamicas

Es posible obtener las cantidades termodinamicas para los agujeros negros si se
calcula la temperatura de Hawking. Una manera facil de calcular esto es trabajar con
un formalismo Euclideo donde el requisito indispensable es la identificacién periddica
de un tiempo imaginario (tg = it), donde la temperatura vendra dada por el inverso

de dicha periodicidad 5. De esta manera es posible escribir la métrica como

;z(:) +r2d0? (3.22)

siguiendo este procedimiento, que serd explicado con mas detalle en la seccién (j5.2]),

dst, = f(r)dt3; +

uno encuentra que la temperatura de Hawking viene dada por [11]

fir),.
T=—1 (3.23)

En el caso del agujero negro de Schwarzschild, al usar ([5.47)) en (3.4)), se encuentra
que la temperatura de Hawking es [11]

1 1

= = 3.24
4r, 8nGM ( )

mientras que para el caso de los agujeros negros de Reissner-Nordstrom, al usar (}5.47)
en , se encuentra que la temperatura de Hawking es [11]
re—r- 1 G*M? — GQ?

drrd 2w |2GM(GM + G2M? — GQ?) — GQ>

de donde puede verse que para un agujero negro de Reissner-Nordstrom extremo 7' = 0.

T = (3.25)

Luego, usando (3.14) en unidades naturales (¢ = A = 1), uno puede ver que la
entropia para un agujero negro de Schwarzschild es |11]

A darl 1
4G 4G 167GT?

S (3.26)

mientras que para los agujeros negros de Reissner-Nordstrom la entropia es [11]

_A_47Tri_7r \/ﬁQ
S=2=" —G{GMJr GM—GQ} (3.27)

28



Capitulo

Correspondencia AdS/CFT y Regla GKPW

Luego de haber estudiado los conceptos basicos referentes a espacios anti-de Sitter
e invariancia de escala, podemos empezar a estudiar las condiciones para que exista la
dualidad entre la teoria gravitacional y la teoria de campo conforme. El lema principal
de la dualidad establece que una teoria de gravedad clasica en (d 4+ 1) dimensiones
en un espacio-tiempo vacio AdSz, 1 es equivalente (en una regién local del espacio) a
una teoria de campo conforme fuertemente acoplada en d dimensiones en un espacio-
tiempo plano cuando el nimero de grados de libertad por sitio N? de esta teorfa es

grande.

4.1. Condiciones para la existencia de la dualidad

El hecho de que la teoria dual a la gravedad clasica sea una teoria de campo
conforme estd sustentado principalmente en que el grupo de isometria SO(2,d) de
AdS4;1 es justamente el grupo de isometria de una teoria de campo conforme en d
dimensiones, ya que si dicha teoria conforme se ubica en alguna regiéon del espacio
AdS,1 entonces ésta tiene que ser invariante bajo la misma simetria de AdS,;. Por

otra parte, en la dualidad se corresponden el niimero de grados de libertad A/ de una
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teorfa (d + 1) dimensional con el nimero de grados de libertad Ny de una teoria d

dimensional [48].

Para entender esto, consideramos la entropia de los agujeros negros (S o« A) y
ya que, por ser un agujero negro debe tener la mayor entropia entre todos los objetos
presentes en el volumen V', a cada regién del espacio corresponde una entropia maxima

Sesb o A. Esta entropia es mucho menor que la entropia de una teoria cuantica de

STC’C

mas. <V en el mismo espacio. Sin embargo, es posible relacionar la maxima

campos
entropia del espacio S¢P con el niimero de grados de libertad Ny de una teoria cuéntica

max

de campos local que vive en dimensiones menores [48]

A
SeP = — ~ N, 4.1
La correspondencia AdS/CFT es un caso particular del principio holografico, don-
de la teoria de gravedad vive en un espacio-tiempo AdS,.; vacio y sus grados de liber-
tad estan codificados sobre la frontera conforme. Si calculamos el area de la frontera

conforme de AdS;;;, usando la métrica (2.56)) embebida en una hipersuperficie de

radio constante z y tiempo t, obtenemos

d—1 a1 L
A= / d* = / A" tr—— 4.2
z—0 «T\/g z—0 . z4-1 ( )
donde ¢ es el determinante de la métrica embebida, y hemos tomado el limite z — 0

ya que esta es la localizacién de la frontera conforme.

La integral (4.2) debe ser regularizada ya que diverge en z — 0. Para ello, resolve-
mos la integral hasta un valor pequefio z = R y encerramos el espacio en un volumen

cerrado V;_
Ldfl

A= Rd-1

Vi, (4.3)

Finalmente, de acuerdo con (4.1) la méxima entropia en el volumen de AdSy;

es [48]
gesp Lt Vi
mar - RA-1 4G

(4.4)
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La teoria cuantica de campo dual en d dimensiones también presenta divergencias
y debe ser regularizada de igual manera, introduciendo una caja de volumen V; 1, y
una corta distancia a. Por lo tanto, es necesario construir en el lado gravitacional una
cantidad con dimensiones de longitud que debe ser arbitrariamente pequena. Pero,
en el paso anterior hemos tomado un valor pequeno R a la coordenada radial de
AdS z la cual tiene dimensiones de energia. Consecuentemente, un candidato natural
es a ~ RL? El nimero total de grados de libertad Ny de una teorfa cuintica de
campo en d dimensiones estd dado por el ntimero de celdas espaciales V;_;/a%t ~
Va1 /(L*72R%1) multiplicado por el nimero de grados de libertad por sitio de red

N2 [43) y
d—1

N~ (L24-2Rd-1)

N? (4.5)

El hecho de que el nimero de grados de libertad por sitio en la teoria TCC dual
sea grande estd relacionado a que estamos considerando gravedad clasica, por lo tanto
la longitud de excitacién tipica de la teoria de gravedad debe ser mucho mayor que la

longitud de Planck [,. Considerando AdS, su escala de longitud tipica estd dada por
su radio L, y ya que G ~ l;l_l, al usar 1} y 1) obtenemos [4§]

Ldfl Ldfl
~ e~ N> (4.6)
G T

lo que corrobora nuestro supuesto.

4.2. Dimensiéon Radial Extra y Escala de Energia

El hecho de que la TCC esté fuertemente acoplada, esta vinculado al problema de
dar cierta interpretacion fisica a la coordenada radial gravitacional extra r en el lado
dual. Es natural identificar esta dimensién extra de escala con la dimension radial en
el lado gravitacional. Para ver esto, escribimos la métrica de AdSy.; de la siguiente
manera [39)

ds® = ” drtdz” + L—erz (4.7)
2 Uz r2 :
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donde la frontera conforme esta ahora localizada en r — oo.

La parametrizacion hace evidente que la geometria de AdS,,, puede ser vista
como una familia de copias de espacios de Minkowski parametrizadas por la coordenada
radial r, cuyo tamano se reduce cuando r decrece desde la frontera conforme r — oo
al horizonte de AdS en r — 0. Esto aclara la conexiéon UV/IR entre gravedad y la
teoria de campo dual y explica por qué la teoria de campo que vive en la frontera esta
fuertemente acoplada. De hecho, desde el punto de vista de la teoria de gravedad, la
fisica cerca de la frontera conforme r — oo es la fisica del gran volumen (IR). Cerca
del horizonte r = 0 en cambio es la fisica de corta distancia (UV). Por el contrario,

desde el punto de vista de la TCC, la fisica para r grande corresponde a fisica de corta

distancia UV y viceversa (ver figura .

boundary
. Rd—l .1
AdSg, Minkowski
R, uv
IR r

Figura 4.1: Conexién entre las regiones infrarrojo (IR) y ultravioleta (UV) a través

de la coordenada radial extra r en un espacio-tiempo AdSy;. Tomado de [9].

Si una TCC y una teoria gravitacional son duales, el grado de libertad asociado
a la coordenada radial extra juega un papel fundamental. Sin embargo, para entender
cémo éste se manifiesta dentro de la TCC es necesario considerar el grupo de Renor-
malizacién (RG), el cual estd asociado al proceso de renormalizacién necesario para

solventar las divergencias UV de la TCC. Este procedimiento involucra integrales que
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necesariamente son evaluadas sobre todo el espacio-tiempo donde los campos de la
teorfa estan definidos. Para ello se introduce un corte UV (cut-off), A, que trunca

todas las integrales usadas para calcular los observables fisicos de la teoria.

Estudiando la dependencia de todas las funciones de correlacion respecto al corte
UV, puede verse si la TCC depende de A en un ntmero finito o infinito de formas.
Si la TCC es renormalizable, no sélo es finita la dependencia respecto a A, sino que
también el nimero de veces que A aparece es menor o igual al nimero de acoplamientos
de la teoria. Si éste es el caso, las divergencias UV pueden ser absorbidas dentro
de la definicién de los acoplamientos y un nuevo conjunto de acoplamientos finitos
(“renormalizados” ¢ finitos) puede ser determinado. Estos acoplamientos pueden ser
medidos, tal que los calculos (que dependen de los acoplamientos fisicos) conducen a

resultados finitos de las cantidades fisicas |39].

La correspondencia AdS/CFT geometriza la escala de energia de la teoria de
campos. La escala de corte A es esencial para el concepto del grupo de renormalizacion.
Ya que la posicion y el momentum son variables conjugadas en la teoria cuantica y que
la energia y el momentum estan relacionados de igual forma que el espacio y el tiempo
lo estan en relatividad general, una escala de energia define una escala de longitud
conjugada. La escala de longitud asociada con el corte puede ser imaginada como una
escala de resolucién (ver ﬁgura que sirve para describir un sistema fisico (parecido

a como una camara digital tiene una resolucién asociada al nimero de pixeles) |39].

Si la escala del pequeno valor radial (cut-off) de la teoria se cambia entonces los
acoplamientos cambian, asi como también, los grados de libertad en la forma de los
campos. Este cambio viene descrito por una acciéon de grupo en la que cualquier escala
de energia es alcanzada via cualquier otra transformaciéon. De alli el nombre de grupo
de renormalizacion. Una de las ecuaciones més importantes asociadas con el grupo de

renormalizacion es la tasa de cambio de los acoplamientos respecto al cambio en la
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Figura 4.2: La escala de energia puede ser vista como una escala de resolucion de la

teoria entre las regiones infrarrojo (IR) y ultravioleta (UV). Tomado de [9].

escala de energia, conocida como funcién beta de la teoria, la cual viene dada por [1,{39)

PlgiV)] = —— (4.8)

Un aspecto importante a resaltar en es que, [ depende localmente del valor
de la escala de energia A. Esto significa que para saber como cambian los acoplamien-
tos no es necesario conocer el acoplamiento en las regiones de alta energia (UV) 6
baja energia (IR), sélo basta trabajar localmente la funcién beta. Esta localidad esta
relacionada a las coordenadas espacio-temporales, ya que en relatividad general para
calcular cantidades locales solo se debe tomar en cuenta la geometria local del espacio-
tiempo. Por lo tanto, es posible asociar la dimension extra de la teoria gravitacional
a la escala de energia del grupo de renormalizacién [39]. El caso que nos interesa en
este trabajo es cuando los acoplamientos no cambian del todo con la escala de energia
(B8 = 0), ya que la teoria resulta ser invariante de escala y como ya vimos en el capitulo

2, es por tanto una teoria de campo conforme.
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4.3. La Regla GKPW y sus consecuencias

Ya que la teorfa gravitacional es cldsica, en principio podemos (usando la duali-
dad) calcular facilmente observables en la TCC fuertemente acoplada. Sin embargo,
para ello es necesario una prescripciéon de manera de poder relacionar observables en
la teoria gravitacional con los de la teoria dual de campo fuertemente acoplada. En
particular, los objetos fundamentales de las TCC son los campos primarios. Por lo
tanto, para calcular los observables en la TCC es necesario saber cémo relacionar los

campos en el sector gravitacional con los campos primarios de la TCC.

Consideremos un Lagrangiano de una teoria de campo conforme Lpce. El cual
puede ser perturbado agregandole funciones arbitrarias J4(x), conocidas como fuentes

de operadores locales O ()

Lrce = Lroe + Z JA<33)OA($) (49)
A

Esto es una perturbacion de UV ya que se esta usando un operador local. De
acuerdo a la conexiéon general entre la coordenada radial de AdS y el grupo de re-
normalizacion, ésta coordenada corresponde a una perturbacion cerca de la frontera
r — oo en AdS [48]. Por lo tanto, una perturbacién con la fuente J(z) de la TCC

estard codificada en la condicion de frontera sobre los campos del volumen.

Si ahora extendemos la fuente hacia el volumen J(x) — J(x,, ) con la coordenada
extra r siendo la dimensiéon radial de AdS,y1, los campos en la frontera seran denotados
con coordenadas z, y los campos en el volumen dependeran de las coordenadas (z,,7).
Si J(z,,r) es solucién de las ecuaciones de movimiento en el volumen, con la condiciéon
de frontera

lim J(z,,r) = J(z) (4.10)

r—00
e imponemos otra condicién de frontera conveniente en el horizonte para fijar J(x,,, )

univocamente. Se tendra entonces un mapeo uno a uno entre los campos del volumen y
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los campos de la frontera [7,8./49]. Por lo tanto, a cada operador local O(z) corresponde
una fuente J(x), la cual representa el valor de frontera en AdS de un campo J(z,, 2)

del volumen [48].

Para deducir cuél deberia ser el campo relacionado a cierto operador, es necesario
recurrir a las simetrias, ya que no existe una prescripcion general con la cual pueda
hallarse dicho campo. Como regla general, ya que la simetria interna del campo en
el sector gravitacional se preserva en la teoria de campo dual, en general, podemos
decir que el espin de los campos del volumen corresponde al espin de los operadores
duales en la teoria de campo de la frontera. Para poder entender esto mejor, veamos
como el tensor energia-momento 7}, de la teoria cudntica de campo es codificado en el
sector gravitacional dual usando la preescripcién que ya mencionamos. En particular,
la fuente de 7),, deberfa ser un tensor g,, [48]. Para tener un acoplamiento invariante

de calibre
/dd:v T (x)g" () (4.11)
el tensor g, (x) deberfa ser el valor de frontera de un campo de calibre correspondiente

a la invariancia traslacional local. Dicho campo es por supuesto la métrica g.(z,,7),

con valor de frontera

lim gap(z,,7) = g () (4.12)

R—o0

r—=

El lado derecho de puede verse como el embebimiento de la métrica del
volumen en la hipersuperficie r = const. Ya que la métrica g, sirve de fuente para el
tensor energfa-momento T}, y que éste es una corriente global conservada (9,7 = 0)
debido a la invariancia global traslacional y rotacional de la teoria de campo dual, se
puede afirmar que, existe una correspondencia entre simetrias globales en la teoria de

calibre y simetrias de calibre en la teoria gravitacional dual [4§].

La conexiéon entre campos y operadores permite expresar la dualidad como una
igualdad entre funciones de particion. Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten formu-

laron una propuesta que actualmente es una conjetura |7,/8]. Esta propuesta, cono-
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cida como regla GKPW, afirma que la funciéon de particion de la teoria cudntica de
campos Zrcoc|J(x)] es igual a la funcién de particién de la teorfa gravitacional dual
Zaas[J (2, 7))

ZrcelJ ()] = Zaas|J (x,, )] (4.13)
donde J(z) es el conjunto de todas las fuentes asociadas a cada operador local en la
teorfa de campo y J(x,,7) es el conjunto de campos del volumen. Sin embargo, el lado
derecho de estd claramente identificado en el limite de N grande, donde la teoria
gravitacional es clasica. En este limite se puede realizar la integral de camino bajo la

aproximacién de punto de ensilladura, con lo cual (4.13) puede ser escrito como [48]
Zrocl ()] = eSom-shanld o) (4.14)

donde S,n—sheuJ (x,, 7)) €s la accién gravitacional clasica calculada sobre las ecuaciones
de movimiento (on-shell). Finalmente, podemos postular la primera regla de la corres-
pondencia AdS/CFT: La dualidad calibre/gravedad es una dualidad entre funciones de
particion que relaciona la funcion de particion de una TCC en d dimensiones con la
accion on-shell de una teoria gravitacional en AdSy., segin . Las demés reglas
propuestas por Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten estan asociadas a la dualidad

entre las cantidades de interés de ambas teorias (gravitacional/conforme) y pueden

apreciarse en la tabla (4.1]).

4.4. Renormalizacion y calculo de funciones de correlacion

La expresion (4.14) no esté del todo definida, ya que ambos lados de la igualdad
presentan cierta divergencia y por lo tanto deben ser renormalizados cuidadosamente.
Por lo tanto, es necesario encontrar una forma de renormalizar la accion gravitacional
on-shell para asi poder calcular las funciones de correlaciéon en la teoria de campo dual.

El procedimiento de renormalizacién se conoce como renormalizacién holografica |49).

Esquematicamente, el procedimiento de renormalizacion consiste en los siguientes

pasos:
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Tabla 4.1: Reglas de GKPW para la dualidad entre las cantidades de la teoria gravi-

tacional que vive en el volumen y las de la teoria conforme que vive en la frontera.

Teoria Gravitacional (Volumen) | <> Teorfa Conforme (Frontera)
Métrica g, Tensor energia-momento 7"
Campo de Calibre A, Corriente conservada J*
Campo escalar ¢ Pardametro de Orden/ Operador escalar O,
Campo de Dirac ¢ Operador fermiénico Oy
Espin/Carga del Campo Espin/Carga del operador
Masa del campo Dimension de escala A del operador
Agujero Negro Fase deconfinada a temperatura T’
Agujero Negro cargado Potencial quimico p
Simetria de Calibre Simetria global
Temperatura de Hawking Temperatura
Inestabilidad de Agujero Negro Transicién de fase

e Fijar las condiciones de frontera y hallar una solucién a las ecuaciones de mo-
vimiento: Se debe escoger condiciones de frontera convenientes tanto para el
horizonte como para la frontera conforme y asi poder resolver la ecuacion de
movimiento gravitacional. La condicion de frontera tiene que ser escogida cuida-
dosamente ya que el horizonte y la frontera determinan la relevancia fisica de la

solucidn.

e (Calcular la accién on-shell y aislar la parte divergente: La acciéon on-shell en
AdSg, 1 es sensible a divergencias debido a la divergencia del volumen de la fron-
tera (r — o00). A fin de calcular la accion on-shell y aislar la parte divergente
es necesario introducir un valor pequetio (cut-off) de UV en r = R y calcular la
accion usando la solucién de las ecuaciones de movimiento obtenidas anterior-

mente. Esta accién obtenida consistird de dos partes:
Son—shett(®i, B) = S"(¢s, R) + S™ (¢4, R) (4.15)
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donde ¢; es el conjunto de campos involucrados en la teoria gravitacional, S"¢Y
es la parte regular de la accién on-shell en el limite R — oo mientras que S

es la parte divergente.

e Encontrar contratérminos adecuados: Una vez identificados los términos diver-
gentes, el ultimo paso es hallar contratérminos apropiados S¢*(¢;(x, R), R) los
cuales cancelen dichas divergencias. Para que la teoria gravitacional sea consis-

tente, S“*(¢;(x, R), R) debe respetar las siguientes propiedades:

1. Debe ser una funcién local de los campos de la teoria gravitacional evaluada

en r = Ry de la métrica inducida ~;; sobre la variedad r = R.

2. Debe preservar el problema de valor de frontera definido anteriormente, es

decir, no debe modificar la condicién de frontera en la frontera conforme.

e Habiendo realizado estos pasos previos, la accién on-shell renormalizada esta

definida como

ren _

on—shell — P}i_IgO SOn—Sh@l(¢i7 R) + SCt(QbZ (ZE, R), R) (416)

en este punto, manteniendo en mente la correspondencia campo-operador que ya
discutimos, podemos dar la prescripcion para calcular las funciones de correlacion

de la TCC dual a partir de la accién gravitacional on-shell renormalizada.

e Una vez que se ha obtenido la accién on-shell renormalizada S como una
funcion de los valores de frontera de los campos gravitacionales ¢;(z) (los cuales
actiian como fuentes para los operadores locales en la teoria de campo dual),
las funciones de correlacion de la TCC de frontera estan dadas por la siguiente

relacion:

o o 4]

= e (ren)( 7. T '
0; (1) 0;(2) 5¢l($n)s (Ji(x)) (4.17)

(Oi(21)Oj(2) - - Or(z0))
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Capitulo

Correspondencia AAS/CFT en Materia
Condensada

En este capitulo abordaremos dos ejemplos de la correspondencia AdS/CFT apli-
cada en materia condensada, o como se conoce a veces, correspondencia AdS/CMT
por sus siglas en inglés. Estos ejemplos seran los correspondientes a Campo Escalar y
Temperatura Finita. En el primero, partiremos de la acciéon de campo escalar, determi-
naremos la ecuaciéon de movimiento, impondremos condiciones de frontera apropiadas
para determinar la solucién a esta ecuacion y utilizaremos la accién on-shell para
determinar las funciones de correlacion. Luego, en el caso de Temperatura Finita par-
tiremos de la métrica de Poincaré para AdS, asumiremos un formalismo euclideo para
la coordenada temporal con una cierta periodicidad, identificando el inverso de esta
periodicidad con la temperatura y asi poder determinar la entropia, por ultimo, par-
tiremos de la accion gravitacional, determinaremos la energia libre y constataremos el

resultado antes obtenido para la entropia.

5.1. Primer ejemplo: Campo Escalar

A continuacion, resolveremos las ecuaciones de movimiento para un campo escalar

¢ en el volumen de AdS. Este campo es el correspondiente a una teoria gravitacional en
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un espacio-tiempo AdS. Dicha teoria gravitacional tiene una teoria de campo conforme
(fuertemente acoplada) dual en la frontera de AdS. Siguiendo las reglas GKPW para
la dualidad, el campo ¢ debe ser igual a la fuente .J en la teoria de campo en la frontera

y a través de ¢ se pueden calcular todas las cantidades fisicas de interés en ella.

La accion para el campo escalar real ¢, en el volumen de AdS esta dada por

S—_= drdd“x«/_—g[g“”aud)@ﬁ +m2F (5.1)

AdS

con /—g = (r/L)? y las correspondientes ecuaciones de movimiento son
Ly (\/_—gg“l’ﬁ ¢) — =0 (5.2)

Integrando por partes el primer término de ([5.1]), vemos que podemos reescribir

esta expresion de la siguiente manera

1
S=—= drda
2 JAds

0,(V=99"00,0) — 00, (V=99"0,0) + V=gn*¢*| (53)
usando el teorema de Stokes, el primer término en la integral puede ser escrito como
un término de frontera, con lo cual la acciéon vendra dada por

S=1 [ ardt*ey=gé@—m2)p— / A/ eohd  (5.4)

2 JAds dAdS

donde 7 es el determinante de la métrica inducida sobre la frontera de AdS. Para la
métrica de AdS
, L7,
ds* = ﬁdr + Yy (1, ) dat d” (5.5)

la métrica inducida es el tensor 7,,(r, z) evaluado en la frontera r — co. La derivada
normal d, = n"d, en el término de frontera esta dirigida desde la frontera hacia afuera
a lo largo del vector normal unitario n* = (r/L,0,---,0). Tomando por simplicidad
la métrica pura de AdS, se tiene que v,, = (r*/L*)n,,. Este término de frontera no

contribuye a las ecuaciones de movimiento, pero es fundamental en la correspondencia.
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Luego, si ¢ es solucién de las ecuaciones de movimiento ([5.2)), el primer término

en ([5.4) se anula y la accién on-shell estd dada sélo por el término de frontera

1

S=—
2 JoAds

Ao/ =50, (5.6)

Ya que existe una invariancia traslacional se puede efectuar una transformada de

Fourier y escribir el campo ¢ de la siguiente manera [1,|11]

O(F,1r,1) = e~ @K () (5.7)

al sustituir esta expresion en las ecuaciones de movimiento resulta

{dQ d+2d <A2L4 m2L?

ra r2
donde \? = —w? + k2. Si consideramos soluciones asintoticas cerca de la frontera

r — oo para (5.8)), tal que f(r) oc =2, podemos ver que la ecuacién de movimiento

se reduce a
AA = 1)r 2 4+ (d+2)Ar™2 —r A 2(\2LY — m2 L2 =0 (5.9)
la cual para r — oo conduce a
AA —d—1)=m?L? (5.10)

cuyas soluciones para A seran [11]

_d+1 d—+1\2 .
Ai_Qi\/(Q) +m?L (5.11)

De puede verse que A, = A es siempre positivo, por lo tanto r~2 se anula
cerca de la frontera (r — 00). El hecho que los exponentes sean reales implica que existe
una condicién llamada condicién de Breitenlohmer-Freedman: m?L? > —(d+1)%/4, la
cual es una propiedad del espacio-tiempo AdS. Si esta condicién se satisface entonces

el espacio resulta ser estable en presencia del campo masivo ¢ [1].

42



Capitulo 5: Correspondencia AdS/CF'T en Materia Condensada

Por otra parte, la expresién (5.2)) es una ecuacion de Bessel modificada, la cual

para A2 > 0 tiene como solucién

r\ —(d+1)/2 M2 P\ -d+)/2 N2
fA(T) - A(Lg) KV(T) + B(L2> IV(T) (512)

donde A y B son constantes a determinar imponiendo ciertas condiciones, mientras

que K, y I, son las funciones de Bessel modificada de segunda clase y

B d+1 d+ 1.2 oo
v=A- _\/( 5 ) +m2L (5.13)

Ya que I(z) ~e* y K(x) ~ e * para x grande, tomamos B = 0 en (5.12) ya que
para r — 0 esta es la solucién que mejor se comporta. Por otra parte, para r — 0o se

tiene que

K”(Af) B (Ag)_y F(zy) * (Af)V F(;V) e (5.14)

de esta manera la solucién del volumen tiene un comportamiento asintético universal
cerca de la frontera r — oo de la forma [11]
- TNV fr\~@H=8)  D(=p)\ /r\ 2
bl r) = 55 (1) ()
A (5.15)

= A(w, k) (£>_(d+1_A) + B(w, k) (2) +oeee

donde A = (d+1)/2+/(d + 1)2/4 + m2L2.

De acuerdo a la regla GKPW, el valor de frontera de ¢, (w, kor — o0) deberia
tomarse fijo e igual a la fuente J(w, lg) En este punto surge un problema, ya que el
exponente d + 1 — A serd negativo generalmente y por tanto el valor en la frontera de
¢ no estara bien definido. Por otra parte, aproximarse a la frontera es equivalente a in-

crementar la escala de renormalizacion hasta infinito y en ese caso surgen divergencias

UV. Por tal motivo es necesario regularizar la teoria.

La regla GKPW establece que se deberia realizar los calculos a una distancia

infinitesimal r = ¢! de la frontera y modificar la teoria tal que luego se pueda tomar un
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limite apropiado € — 0. Siguiendo este procedimiento, la accién on-shell regularizada
viene dada por [11]

1 dwd®® [ 7\ L (7 ~(2d+1-24)
1= B (5 o)

(5.16)
P\ —d
+(d+ l)AB(L) T }
El primer término es problematico ya que es un término divergente. La clave para
que la accién esté bien definida consiste en agregar un término de frontera arbitrario

en ella que no altere las ecuaciones de movimiento. Este término adicional tendra la

forma
B (d+1—A)/ dwd’k )
Set(€) = 5] et (2m)d Y v
(d+1—A) / dwdk (7" >d+1[ ) < r>2<d+1A> (r)(dH)
__wer- 74 el A2( L 2AB( L~
2L e @)@ \I I * I *
(5.17)
Combinando las expresiones ((5.16)) y (5.17)), nos queda
1 dwddk /741 7\ —(d+1)
_ = — (= 2A —d - 1)AB( —
Son-she(€) + 5ale) = 57 | Gy <L> ( ) <L> * ]
(5.18)

que estd bien definida (finita). Por otra parte, el comportamiento dominante (el coefi-

ciente A(w, k)) de la solucion ¢.o(w, k, ) puede ser igualado a la fuente local J(w, k).

Ya que lo anterior debe coincidir con la expresion de la fuente en la teoria de
campo

S uente = —i / d12JO (5.19)

al tomar la derivada simple con respecto a J se obtiene la funcién de correlacion (O) del
operador de la teoria de campo en presencia de la fuente. Esta funciéon de correlacién
esta dada por

(O(w, F)) = QA‘ZLd_lB(w,E) (5.20)
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Por lo tanto, es evidente que igualar el comportamiento dominante A(w, /;) de
la solucién cerca de la frontera con la fuente J(w, /g), implica que el comportamiento
sub-dominante B(w, IZ) cerca de la frontera es la correspondiente respuesta. La teoria
de respuesta lineal establece que la respuesta B(w, E) deberia ser linealmente propor-
cional a la fuente A(w, k) [11]. Dividiendo esta proporcionalidad, junto con un factor
combinacional de 2, nos da la funcién de correlacién de la TCC [32]

(2A —d — 1) B(w, k)

(O(=w, —k)O(w, k) = - AT

(5.21)

esta expresion también puede obtenerse aplicando la regla GKPW al derivar dos veces

la accién gravitacional on-shell del volumen respecto a la fuente J.

5.1.1. Calculo de la funcién de correlacion de dos puntos em-
pleando la regla GKPW

Para calcular la funcién de correlacion de dos puntos empleando la regla de GKPW
por diferenciacién con respecto a la fuente J, es necesario darse cuenta que se estd
resolviendo un problema simple de condiciones de frontera Dirichlet. También hay
que notar que la ecuacién de movimiento para el campo escalar ¢ es una ecuaciéon
diferencial de segundo orden con dos soluciones linealmente independientes. Llamare-
mos ¢p la solucién con A = 0 y cuyo comportamiento en la frontera viene dado por
¢p(r) = Br=2(1+3, ¢,m"). Esta es la solucién Dirichlet apropiada ya que se anula
en la frontera. Para la otra solucién, tomaremos una expresion que es regular en el
interior, la cual llamaremos ¢y, (r). Por simplicidad tomaremos L = 1, lo cual puede
realizarse siempre si se hace un reescalamiento de las coordenadas de manera que sean

cantidades adimensionales (t,z;, ) — L(t, z;, 7).

Se puede escribir la ecuacién de movimiento de ¢ de la siguiente manera
2

0
() + P(r)-0{r) + Q(r)o(r) = 0 (522)
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con la funcién de Green AdS Dirichlet obedeciendo

(v#v# _ mQ)QAdS<T7 T,) _ I dfP(F)(S(T _ T/)

(5.23)
lim GA*%(r,1') = 0
T—00
donde 7 es una variable de integracion.
La funcién de Green vendra dada por
gAdS(n ) = Op(1)Pint(r")0(r —1') + Gine(r)pp(r')0(r" — 1) (5.24)

W(¢int7 ¢B)
con W(bin, 05) = el arP() (PintOr ¢ — PBO-Gint) €l Wronskiano, el cual asegura que se
ha elegido la normalizacién correcta y que se puede evaluar la funciéon para cualquier

r.

Luego para una fuente J(w, k) en la frontera, la solucién a la ecuacién de movi-

miento es

dwdik . . .
~ f Par’g(Tac‘-)l?kl;r/awak) J(wak)

¢Sol(w17 kl? T) = ll_{% a1 (27T)d+1 €

a7 P . "o '=e—1 i
dwd’k el "0 dp(r)bun(r)lr=er 5

(5.25)

= lim

d+1 "
=0 (27T) ef P(¢intar¢3 - ¢Bar¢int)
por construccion esta solucion obedece lim Gsot(w, k, r) = J(w, E), ya que el Wrons-
T oo
kiano se reduce a ef P¢mt8r¢3 para r — 00. La derivada normal de la solucion sera

entonces

di. o . . .
OrPsor (w1, k1, ) = lim dwd’k el P@Tawg(r, wi, ki r w k) J(w, k)

=0 Jpr=g—1 (27T)d+1

) dwd®k 0, iy () -
= lim (2m) T Gyy(e1) Tlw, k)

(5.26)

Al sustituir esto en la accién, se encuentra

1 1
Son—shell + Sct - TILDQO [_ 5 / dd+1xrd+2¢solar¢sol - §(d + - A) /dd+lxrd+1¢§ol

(d+1—-A)
L cd+1

p— ]., /7 —_— J— _ J—
250 (2mydr 2‘]( w, —k) et g (1)

r=e

dwdik 1 4[ 1 O uulr)
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Recordando que el comportamiento genérico de la solucién ¢;,; cerca de la frontera
= A, @t1=A) B A i deri d ¥
es Qint = Ajur + Bir™= y si derivamos dos veces esta expresion respecto a

la fuente J, se encuentra

(O(~w —E)(’)(w /Z)) — lim | — 1 O—10im(e™h) B (d+1—A)

=0 ™ () gdtl
= lfim ¢'~2 GRS T C) (5.28)
e=0 ¢int(€71)
B(w, k
= lim 2722 (2A —d — 1) w, 4)
e—0 A(w k

Y

El dltimo paso es que uno simplemente descarta la dependencia general del re-
gulador y se obtiene la misma expresion que en . La justificacién para poder
hacer esto radica en que existe una ambigiiedad al identificar J (w,g). Debido a la
simetria conforme, es posible identificar esta fuente hasta una cierta transformacion
de escala [8]. Ya que J tiene dimensién de escala d + 1 — A, aparece el factor 24242
y por lo tanto es necesario renormalizar la fuente de la frontera J(w, E) para que coin-
cida con la fuente obtenida a partir del campo escalar del volumen, es decir, hacer

Jyor (w, E; g) = =2 Jopr(w, /2) De esta forma, la dependencia general del regulador

serd considerada de inmediato [32].

Al final, si se sutituyen los valores de A(w, k) y B(w, k) de la expresién (5.15)), se

tiene que

B(w, k)

(O(—w, —K)O(w, k) = (2A — d — 1)A(w 5

— 2% [FF((_UV))] B]Mdl (5.29)

y realizando la transformada de Fourier inversa (espacial), se obtiene

2v T'(A 1
(O(2)0(y)) = T(d+1)/2 F((V)) |z —y[?4

(5.30)

De esta manera, A puede ser interpretado como la dimensién de escalamiento del

operador O en la teoria de frontera.
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5.2. Segundo ejemplo: Temperatura Finita

La temperatura finita o el potencial quimico rompen la simetria de dilatacion del
espacio-tiempo. Sin embargo, es de esperar que el espacio-tiempo recupere la invarian-
cia de escala a medida que nos acercamos a la frontera, es decir, el espacio-tiempo
deberia ser asintéticamente AdS. Si consideramos la siguiente métrica [1},11]

2 2

_ L
f(r)dt® + h(r)dx'dz"| + ﬁg(r)dr2 i=1---.,d (5.31)

r

2 __
dS _ﬁ —

Se sabe que todas las TCC pueden ser llevadas a temperaturas diferentes de cero.
Por lo tanto es posible utilizar la misma accién para T"= 0 como para T # 0. Ya que
el problema que estudiaremos presenta una simetria esférica y que estamos tratando
con un problema de AdS, podemos tomar g(r) = 1/f(r) y h(r) = 1, con lo cual la

métrica toma la forma

2 1 L2 a2
:% LRt deide |+ 2 (5.32)

ds* 20

luego, identificamos

r2f(r) L? r?

gt = — 12 Grr = f(r)rz Gra = Gyy = ﬁ (533)
podemos usar (2.3) y asi obtener las conexiones
Ly Ly 2
= —— = = I, = —=+ 2 r,,=—-——+=—= .34
rr r 2f rt r + 2f tt r + 2 (5 3 )
f 1

rr =1r_== re =14 =—— 5.35
T xxr r xr yr r ( )

Mientras que de la expresion ([2.7]) se encuentran las componentes del tensor de

Ricci { }
B fl6f +r(=4f +rf") B 6f — drf + r2f”
tt = o2 R, =— 7] (5.36)
3+
Rus = Ry, = TT (5.37)
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Al igualar (5.36) y (5.37) con (2.45)) (usando R, = —g,.d) y resolver la ecuacién

diferencial que nos queda, se encuentra que

f@)=1—(%)3 (5.38)

,
donde 7, es el radio del horizonte de un agujero negro. De (5.38|) se puede ver que a
medida que la coordenada r — oo el factor f — 1 y la métrica toma la forma
de la métrica de AdS, obteniendo asi que el espacio-tiempo resulta ser asintoticamente
AdS. En general se tiene que el factor que aparece en la métrica, para d+1 dimensiones,

viene dado por

f(r):1—<’"°)d+1 (5.39)

A continuacién realizaremos un procedimiento, basados en un formalismo eucli-
deo, para poder determinar la temperatura y entropia del agujero negro. Si hacemos

T = it, donde T es el tiempo euclideo, podemos escribir la métrica (5.32)) de la siguiente

manera
2 2 7.2
2 _ T 2 ioq| L7 dr L

dsE—ﬁ f(r)ydr* + dx'dx +ﬁf(7“) i=1,---,d (5.40)

cerca de r = r, podemos escribir
f(r) = f(ro) + (r =1o)f'(ro) = (r —105) f'(ro) (5.41)

Utilizando ([5.41]), la métrica puede ser escrita como
r2(r —r,) f'(r,) L2dr? r2dztdrt

dsp ~ =° e dr? 2 42
g o e T (>42)

esta métrica tiene una singularidad en el horizonte, la cual puede ser removida bajo
una apropiada eleccién de coordenadas [50]. Ademéds, en r = r, la direccién tempo-
ral euclidea se reduce a un punto. Esto es similar a lo que ocurre en el origen de

coordenadas polares ds? = dp? + p?dp?, donde ¢ es el dngulo polar.

Si hacemos un cambio de coordenadas tal que, la parte {r, t} de ([5.42)) luzca como
ds* = dp? + p*dp?

20, ' L2dr?
=) L

= p?dp?® + dp? 4
I’ - fey) P 68

2 ~
dSEN
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entonces cerca del horizonte tenemos

dp? = L2dr? _ 2L\/T — 1,

= = p 5.44
2 =) ) W (544
escribiendo ¢ = 7 se tiene que p?dyp* = p?B3%d7?, con lo cual
4L2 — 1o 2 —lo ! o
pRd? = p?BRdr? = (r—r )/Bszz _ ro(r —ro) f'(r )de (5.45)

raf'(ro) L?

usando |f'(r,)| = (d + 1) /r, se encuentra que 3 = r2f'(r,)/2L? = (d + 1)r,/2L>.

Esta métrica describe una geometria regular si ¢ es peridodico con periodo 27

27 A L?

2 i =
BT—>BT+7T¢T—>T—I—B T+(d+1)7‘o

(5.46)
Identificando en ([5.46)) la temperatura de Hawking como el inverso de la periodi-

cidad, se tiene
(d+ 1r,

T —
4 L2

(5.47)

De esta manera, puede verse que la temperatura aumenta a medida que
el radio del agujero negro aumenta en la direccion radial. Asi, una TCC en presencia
de un agujero negro tiene una temperatura 7. Generalmente, el calor especifico de
un agujero negro es negativo y el agujero negro termina siendo termodinamicamente
inestable, pero en el caso de un espacio-tiempo AdS el agujero negro es estable y por
lo tanto representa una situacién o estado de equilibrio [1]. Es importante notar que

a T = 0 la coordenada radial r, — 0 y se recupera la métrica de AdS.

Por otra parte, es posible calcular el area del horizonte de eventos de la siguiente

forma d
A= / ddx = Lﬂo V 5.48
5, \/E ( [ ) d ( )

donde Vj; es el volumen espacial de la frontera >;. Por lo tanto, la entropia vendra

dada por

d
A rdVy  VuLl? | 4nT
5= 4G~ 4GLY T 4G \d+1 (5-49)
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con lo cual podemos escribir la densidad de entropia
S L4 [ 4xT ‘
T
=—==—|-— 5.50
TV, T aG (d + 1) (5.50)

El calculo de la entropia para una TCC con interacciones fuertes es por lo general
dificil. Como puede verse, s puede ser hallada de manera mas sencilla calculando el

area del horizonte (}5.48]).

Por otra parte, la entropia puede ser calculada directamente a partir de la accién
gravitacional utilizando la correspondencia AdS/CFT. La accién de gravedad on-shell
para una solucién de agujero negro sera la accién de gravedad Syrap = Spinst+Scr+Sets

que viene dada por |11]

=g [y (e NG [ )| s

donde hemos usado A = —d(d + 1)/2L*. La métrica es la correspondiente a (5.40) y
se tiene ademds que /g = (r/L)%.

Ya que la métrica inducida es ortogonal al vector normal y sabiendo que

T r? 7\ d+l L
h/“’:d,lag{ﬁuﬁf”?ﬁao}u \/E:(Z) \/?7 nll:((]?"'?ovri
(5.52)
la traza de la curvatura extrinseca K en el término de Gibbons-Hawking (5.51)) puede

ser escrito como [11]

d
K = —-r*T{,n, = —h""TL n,— > h""T,  n,
., L ’:2 N (5.53)
- 2f I Z 2 wm T 7+(d+1)
r2f r\/_ —r ~F L |2f
donde hemos usado que I'_ = —W y L. = —’;T{i
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Luego, utilizando R = —(d + 2)(d + 1)/L?, el primer término de (5.51)) queda

d—l—l

dd“x\/_(R +

AdS

D= [ T a(E)

Vi
Lﬁm[ 2(d + 1)] /dw
Tz/gj+22 Td+1 €d+1

donde hemos integrado hasta un cierto cut-off ¢ — oo.

LZ

—2(d+1)

)

(5.54)

Por ultimo, utilizando la expresién ([5.53)), el segundo término de ((5.51)) queda

w1 [T [of 2
i )= [ (5 T e
/3Adsd mﬁ( ) dr d \/} 2f+( |- L .
Va d+1 f/ d+1 _
= gpm [ | -2 NG
: - r—¢&
v
= s [P 2 Dt = 2d
L Jdlir—e
Va  [o.ar1  an
= g |2 =i
(5.55)
combinando los resultados (5.54) y (5.55]), se obtiene finalmente (usando -
Va Al Vy [47TL2T d+1
- ¢ = _ 5.56
Soran = =5 A" 2:2TLH2 | d + 1 (5.56)
Por otra parte, a partir de ((5.56)) se puede obtener la energia libre
Va A 2T+
F=-TIn(Z) =TS yra = “9eLie | 4l (5.57)
y la entropia
oF (4m)d+ird d
S=—F=——"7F—"-VT 5.58
T — 2k2(d+1)d ¢ (5.58)

donde este resultado coincide con (5.49) ya que k? = 87G.
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Capitulo

Metales Extranos de Reissner-Nordstrom

En este capitulo estudiaremos la correspondencia AdS/CFT aplicada a un caso
particular de materia condensada. En este sentido, presentaremos la dualidad entre un
agujero negro de Reissner-Nordstrom (por parte de la teoria gravitacional) y un metal
extrano (por parte de la teoria de campo conforme). Para esto iniciaremos este capitulo
con las caracteristicas generales de un metal extrano para luego hablar propiamente

de la dualidad entre ambas teorias.

6.1. Metales extranos: superconductores de alta temperatura
critica

Luego del descubrimiento de la superconductividad en 1911 por Kamerlingh On-
nes y Gilles Holst, quienes fueron los primeros en lograr alcanzar temperaturas cerca-
nas al cero absoluto gracias a la licuefacciéon del helio, la mayor temperatura critica
T, habia sido 23K en NbsGe. En 1986, se encontraron los superconductores de alta
T., los cuales son compuestos de éxido de cobre llamados cupratos. Entre estos su-
perconductores de alta T, algunos sistemas bien conocidos son los de Y BayCuzO~
(“YBCO”), BisSraCasCuszOqy (“BSCCO”) y el HgBayCasCusOs, el cual tiene una
de las mayores T, (~ 135K y ~ 165K bajo altas presiones) [10].
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El tema de los superconductores de alta T, es bastante diverso. La propiedad
mas importante de los materiales de alta T, es que su temperatura critica parece muy
alta respecto a los superconductores convencionales (teoria BCS), donde se espera que
la mayor T, sea 30-40K. La teoria BCS esta basada en la descripcion de Liquido de
Fermi débilmente acoplado, por lo que la descripcion parece insuficiente para describir
materiales de alta T,.. Esto sugiere que es necesaria una descripcion de acoplamiento

fuerte [10].

La estructura de los cupratos estd conformada por capas de cobre y oxigeno,
que forman una red cuadrada. En los vértices de cada cuadrado se sitiian los atomos
de cobre, mientras que los a&tomos de oxigeno se encuentran en el punto medio de las
aristas (ver ﬁgura. Estas capas atomicas controlan el comportamiento del material

al paso de la corriente eléctrica .

| /( |
o lge

| - - Plancs de Cobre-Oxigeno
’,” ,/.—/l “‘m gque son responsables de

7 Lasuperconductividad

‘ .,5 Lt | ..J en los cupratos
| |

/./// ba’ § Ba
|

|
YBa,Cu.0;: superconductor con
* Temperatura critica -181% C

Figura 6.1: Estructura del cuprato YBasCuzOy, el cual es uno de los superconductores
de alta temperatura critica (en este caso T. = 142K). Se muestran los planos o capas de

cobre-oxigeno que son responsables de la superconductividad en el material. Tomado
de .

En los cupratos la aparicion de la superconductividad esta ligada a la cantidad de
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electrones que se mueven en la capa de cobre-oxigeno. En los “compuestos originales”
cada atomo de cobre aporta un electréon al flujo de cargas. Sin embargo, debido a
la fuerte correlacion entre los electrones los compuestos originales son aislantes que
reciben el nombre de aislantes Mott. En estos materiales el paso de la corriente eléctrica
se inhibe para evitar que haya dos electrones en el mismo atomo, ya que debido a la
repulsion esto requeriria mucha energia. Los electrones localizados se ordenan de forma

antiferromagnética [51].

Al afiadir o quitar electrones de la capa de cobre-oxigeno desaparecen el caracter
aislante y el antiferromagnetismo y aparece la superconductividad (ver figura . A
temperaturas superiores a la critica el cuprato conduce la electricidad, sin embargo
sus propiedades son muy anémalas debido a la fuerte repulsion entre los electrones. Se
cree que esta fuerte repulsién y/o la tendencia al antiferromagnetismo pueden estar
en el origen de la superconductividad de alta temperatura .

s

strange metal

temperature

Fermi liquid
pseudo-gap

antiferromagnet

hole doping

Figura 6.2: Diagrama de fase para un cuprato. Se pueden apreciar (de derecha a iz-
quierda) las fases ferromagnética, pseudogap, superconductora, metal extrano y liquido

de Fermi al variar el dopaje en el material. Tomado de

Cuando no existe dopaje, el material es un aislante antiferromagnético y presenta

una fuerte interaccion electron-electron. A medida que el dopaje aumenta, el material
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pasa a ser conductor y en algtin punto llega a convertirse en superconductor mientras va
aumentando la temperatura critica. Sin embargo, si se aumenta mucho més el dopaje,
la temperatura critica comienza a disminuir y eventualmente el material pierde su
fase superconductora. La temperatura de transicion T, es mayor cuando el dopaje es

6ptimo [51].

Un “metal extrano” es una fase de electrones en sélidos a temperatura finita que
parece ser comin a la mayoria de los cupratos (ver figura . El comportamiento de
los metales comunes a temperaturas suficientemente bajas, puede ser explicado por el
modelo de liquido de Fermi. Sin embargo, en el caso de los metales extranos ya no es
posible explicar su comportamiento a través de éste modelo [51]. La razén de esto no
es del todo clara para los fisicos. Parece que las investigaciones mas recientes estan

tratando de vincular la teoria de cuerdas con extrafnos comportamientos metalicos.

En los metales normales la resistencia aumenta con el cuadrado de la temperatura
en el régimen de bajas temperaturas. Los metales extranos se diferencian principal-
mente de los metales normales en que su resistencia eléctrica aumenta de manera lineal
en relacion con la temperatura en una amplia gama de valores de T'. Debido a este
efecto, muchos metales extranos son superconductores a altas temperaturas (sin resis-
tencia eléctrica). Esto los hace muy interesantes, ya que todos los superconductores
descubiertos hasta el momento no tienen resistencia eléctrica por debajo de una cierta

temperatura [52].

6.2. Metales extranos de Reissner-Nordstrom (RN)

El diccionario AdS / CFT establece que para describir el problema de densidad
finita en la frontera, es necesario introducir una carga eléctrica en el interior del vo-
lumen. La teorfa més simple que puede hacer esto es la teorfa cldsica (/N grande)
de AdS-Einstein-Maxwell. Las ecuaciones de movimiento para esta teoria tienen una

unica familia de soluciones estaticas e invariantes bajo rotacion: la version AdS de
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agujeros negros cargados descubierta entre 1916 y 1918 por Reissner y Nordstrom,

conocida como agujeros negros de Reissner-Nordstrom (RN) [11].

Cuando la masa del agujero negro coincide con su energia electromagnética, éste
no puede perder energia debido a la conservacion de la carga. Para este agujero ne-
gro “extremo” la temperatura de Hawking desaparece, ya que no puede irradiar. El
estado dual de este agujero negro extremo es el metal extrano de densidad finita de
temperatura cero en la frontera. En este capitulo estudiaremos la solucién del agujero
negro cargado en AdS y obtendremos la termodinamica de la teoria en la frontera con
énfasis en su misteriosa entropia de estado fundamental. Posteriormente, analizaremos
en detalle el papel especial que desempeiia la geometria especial “cerca del horizonte”
AdS,. Esta sera dual al surgimiento de la criticidad cuantica local en la frontera, asi

como también el escalamiento de “volumen” por violacion de hiperescala |11].

6.3. Potencial quimico y potencial eléctrico

Partiendo de la teoria de campo en la frontera y en ausencia de fuentes electro-
magnéticas en el volumen, la teoria describe las fluctuaciones electromagnéticas, pero
el estado del sistema sigue siendo de densidad cero. Para llevar esto a una densidad
finita uno tiene que exponer la teoria de campo a un potencial quimico que se conjuga
con la densidad. A partir de las reglas de GKPW, se ve inmediatamente que la fuen-
te para el operador de densidad es el potencial electrostatico A; del volumen. Para
una densidad, independiente del tiempo y espacialmente uniforme, esto sélo puede
depender de la direccion radial. Por lo tanto, para codificar el potencial quimico en la
frontera, se requiere un campo eléctrico radial, con lineas de campo que “perforan” la

frontera de una manera espacialmente uniforme [11].

Para ello, es necesario almacenar de alguna forma una carga eléctrica puntual
en el interior profundo (region IR) del volumen. A temperatura finita esta carga se

asocia, de una manera u otra, con el requisito de que un agujero negro tenga que estar
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presente también. La manera més simple es combinar los dos requisitos y considerar el
agujero negro cargado eléctricamente: este es el agujero negro de Reissner-Nordstrom
(RN). De hecho, para la teoria de Einstein-Maxwell en el volumen, esta es la tnica

solucién estacionaria, como se mencioné antes.

6.4. Solucion a la teoria de Einstein-Maxwell

La accion de Einstein-Maxwell que incluye la constante cosmologica para el espacio-

tiempo general (d + 2) es

1 dd—1 1
SEM = /dd+2$\/ —g <R+ ( )) — 492 FM,,F“V (61)

167G L? 2

El punto de ensilladura de la accién (6.1)) en AdS puede ser escrito en forma de

una métrica y un potencial de calibre A; segtin [11]

r? L? dr?
ds® = —(— dt? +di?) + ———
= (-t 4 d2®) - o
QQ M T'g_l :
f(T):lﬂL@_m, A =p 1_7“d*1
donde
[L — QFQ — \/ﬁgFQ con Cq = 2(d B 1) (6 3)
2cqV/TGLrd~t  cqrLrd=t’ I d '
la diferencia en la geometria, comparada con la solucion de AdS-Schwarzchild
2 L2 d 2
ds> = (= f(r)d® + dvide;) + ———,  i=1,---,d
L r2 f(r) (6.4)
1

flr)=1- 7a(c)l+1
estd encapsulada en el cambio del factor de emblackening f(r).

El horizonte estd, como siempre, determinado por el cero de esta funcién, f(r,) =
0. De donde se infiere directamente que esta condicion lleva a dos soluciones, las

cuales representan un horizonte interno y uno externo. En el contexto de la holografia
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el horizonte interno no juega ningin papel. El horizonte externo juega el mismo papel

del horizonte del agujero negro de Schwarzchild.

Usando el mismo procedimiento usado para calcular las cantidades termodinami-
cas para el agujero negro de Schwarzchild (ver apéndice B), la temperatura del agujero

negro de Reissner-Nordstrom es [11]

T d%gttd%gw ~ (d+1)r, {1 B (d— 1)@2] (6.5)
B 4  4xL? (d+ 1)r2d ‘
y la densidad de entropia del agujero negro de Reissner-Nordstrom es
S A 1 /ro\?
o5 _ _ (7") (6.6)
Vy 4GVy;  4AG\ L

donde hemos usado que

Apy = [dev=g| = (Z’)dvd (6.7)

r=ro

Por otra parte, de la condicién f(r,) = 0 también se obtiene una expresién de la

masa del agujero negro en términos de la carga y la posicién del horizonte externo r,

2
M =it 4 @

o d—1
To

(6.8)

de la expresion puede verse que cuando la masa M del agujero negro de RN
es grande comparada con su carga (), el agujero negro pareciera no estar cargado y
en ese caso se recuperan los resultados del agujero negro de Schwarzchild. Esto no es
particularmente interesante, ya que solo significa que la temperatura en la frontera es
grande comparada con el potencial quimico u. El nuevo régimen interesante es cuando
T es mucho menor que pu. Alli se espera que aparezca la fisica asociada con densidad

finita. El agujero negro de RN se comporta bastante interesante en este caso |11].

Al disminuir la masa M (temperatura) para una carga fija @) (potencial quimico),
el horizonte retrocedera hacia el interior profundo del volumen. Sin embargo, aunque

la energia almacenada en el tejido espacio-temporal disminuye cuando el agujero negro
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se contrae, la energia almacenada en el campo electromagnético es fija para una carga
fija. La energia total no puede ser menor que la energia contenida en este campo
electromagnético fijo. Violar esta restriccion intuitiva daria lugar a una singularidad

desnuda. De esta manera, la solucién a la ecuacién ((6.2)) esta acotada entonces por |11]

4(d—|— 1>(d+1)/2d (d+1)/d
3(d — 1)(@+1)/2d

M > (6.9)

1/2d
para ver esto se toma 7" = 0 en 1) se obtiene r, = [(d - 1)Q*/(d+ 1)} / y luego

se sustituye en f(r,) = 0.

El caso interesante es cuando se cumple la igualdad en . Este es el caso
especial del agujero negro extremo, caracterizado por una masa que es enteramente
debida a su carga electromagnética. En el contexto de la termodindamica de agujeros

negros, tales agujeros negros extremos son objetos fascinantes |11].

Sustituyendo el valor de saturacion en la féormula para temperatura de Haw-
king (6.5)), muestra que su temperatura es cero. Para entender esto, pensemos por un
momento en el agujero negro de Schwarzschild, este agujero es inestable porque emite
radiacion de Hawking y como consecuencia su masa deberia disminuir en el tiempo.
Sin embargo, cuando su masa es enteramente debida a su carga eléctrica conservada,
seria imposible reducir su masa mucho méas. La conservaciéon de la energia prohibe la

emision adicional de radiacion por lo que su temperatura debe ser cero.

Por lo tanto, el agujero negro RN extremo codifica un estado de densidad finita
a temperatura cero. Pero ahora viene la notable “extraneza” de este estado: cuando
la ecuacion estd saturada todavia hay una solucién de agujero negro con un

horizonte en
1/2d

d=1 QY4 (6.10)

d+1

T =

El horizonte (y en particular su area) es, por lo tanto, manifiestamente de un

tamano macroscopico. Esto implica a su vez que el agujero negro extremo lleva una
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entropia finita de Bekenstein-Hawking S = A/4G. La estructura gravitacional que
se supone es la forma mas elemental de codificar la densidad finita en la teoria de
campo, predice un estado fundamental que es altamente degenerado: este es un estado

caracterizado por la entropia de temperatura cero |11].

Los estados de entropia del estado fundamental finito son abundantes en la ma-
teria (clasica). En materia condensada se les llama sistemas frustrados. Un ejemplo
elemental es el modelo de Ising de antiferromagnetos en una red triangular, que se
caracteriza por un extenso ntmero de configuraciones de espin diferentes que tienen
la misma energia minima. Sin embargo, la degeneracién del estado fundamental del
estado de metal RN de alguna manera tiene un origen muy diferente que en la actuali-
dad no se comprende en absoluto. Un sistema con una gran degeneracién en el estado

fundamental viola la tercera ley de Nernst de la Termodinamica.

Esta ley pragmatica se refiere a que tales estados son muy fragiles: cualquier in-
fluencia elevara la degeneracion. En el caso de los sistemas geométricamente frustrados
clasicos, el “volumen de frustraciéon” de los estados basicos en el espacio de configura-
cion se extiende a través de configuraciones espaciales, pero ese no parece ser el caso

para el metal RN [11].

Intuitivamente es de esperar que el agujero negro RN sea un estado increiblemente
inestable. Desde un punto de vista puramente gravitacional los agujeros negros, siendo
el estado final ineludible de toda la materia, deberian ser infinitamente estables. En
AdS, esto simplemente no es cierto, y no es exagerado afirmar que es esta sorpresa la

que rige una gran parte del programa AdS/CMT.

6.5. Termodinamica de RN

Para el agujero negro de RN utilizamos el procedimiento usual que establecen

las reglas GKPW, partiendo de una teoria de campo y derivando de la accién las
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cantidades termodinamicas relevantes. En la teoria de campo, considerar un potencial

quimico finito p para la corriente global J#, significa perturbar la teoria de campo con

§Spr = u/dd“th (6.11)

De acuerdo con el diccionario, el valor de frontera de A, es la fuente para el
operador correspondiente J#, tal que A;(r — 00) = p. En este caso, trabajamos en el
ensamble gran candnico y el potencial térmico para la teoria de campo dual puede ser
calculado a partir de la accion on-shell euclidea. A diferencia de la accién gravitacional,
no se necesita un término de frontera especial para la parte de Maxwell y directamente

se obtiene

S /dd+2$ [ [ F;UJ

:/ddx/dT/dr( )

1 2
@(@At) ]

-Jeen )

(0, A)?

2%
Ir (6.12)
V. —1) _ 2Va(d -1 2Qurd=t o 1
= (262 /drrd (d MT a( ) Qprg / dr—d
2% TV2L4*  keqgr  Joo r
o 2d=1)Qu
dT\/iricdgFLdH

donde hemos usado g en términos de r, para obtener la pentltima linea. Con este
resultado y el que se obtuvo del andlisis de temperatura finita para la primera parte

de ([6.1)), se encuentra el potencial termodindmico [11]

2(d—1)Qu 27r< )T
V2keqgr L4t K2\ L

(6.13)
=V,

donde V; = [diz y T es la temperatura (6.5)). Por lo tanto la densidad de carga p y
la densidad de entropia s para la teoria de campo de la frontera son [11]

109 2d—-1) Q

Vadu — cq 2kLi+lgp
109 2n (ro)d
T Tvor T w2\L
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Por otra parte, la presiéon para un fluido conforme viene dada por

pP= (6.15)

€
d
donde € es la densidad de energia para la teoria de campo de la frontera y viene dada

por
d M

2k2 [d+2

e=pup+Ts—P= (6.16)

Dado que L¢/(2k%) ~ N2y gr ~ /L, todas estas cantidades termodindmicas son
del orden de N2. Ademés, para este sistema de densidad finita se cumple la primera
ley de la termodindmica

de = Tds + pdp (6.17)

Es conveniente introducir una escala de longitud r, para parametrizar la carga @,
segun

Con ello, todas las cantidades fisicas pueden ser expresadas en funciéon de r, y 7,

1 (r*>d1
P=2\L eq’

d(d + 1)r, (r*)d‘l
=7z €d;

obteniendo asi [11]

T (d-1)L2 \r, (6.19)
_([d+Drof
C 4nl? r2d |’

donde e; = Lgr/(ky/d(d + 1)) es una constante adimensional, usando unidades natu-

rales kp =h=c=1.

A temperatura cero, se tiene que 7, = 7, y en consecuencia M = (2d/(d—1))r&t.
Es importante notar que el area del horizonte es distinta de cero. Por lo tanto se tiene

una entropia de estado fundamental distinta de cero. La densidad de entropia es
s = (2meq)p (6.20)
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A bajas temperaturas, T'//u < 1, es necesario expandir la densidad de entropia en
torno a r =r, (T' = 0). Para ello, se sustituye el valor de () en términos de p en (6.5))

y se despeja r,(T). Luego, basta ver que s[r,(T)] y por lo tanto

27r<r>d +{as aro]
s=—|=| =s
K2\ L r=r,,T=0 aro 0T | lr=ro,T=0 (6 21)
4 d—1 :
— (2meq)p+ ——T T L O(T?)

(d+ 1)k2L4-2

Ademaés, se puede calcular facilmente el calor especifico ¢, = T0s/IT x T. Cuan-
do la temperatura es muy elevada, se sabe que el RN AdS es bastante similar al agujero
negro de Schwarzschild y en ese caso se tiene que s oc 74 y T o< r,, y por lo tanto
¢, = TOs/OT x T% como es de esperarse para la teorfa de campo conforme (d + 1)

dimensional a temperatura finita [11].

Por conveniencia en cuanto a los calculos, pueden usarse cantidades adimensio-

nales, a través de un escalamiento

L r
=7y, (6T = —(t,7) A — —
r—ror,  (t,7) 7”0( 7) (> 73

Ay M =T Q = riQ  (6.22)

y la solucién de RN puede ser facilmente caracterizada por la cantidad adimensional

T/ .

6.6. La geometria de AdS, cerca del horizonte y la criticalidad
cuantica local emergente

A continuacién presentamos una de las ideas méas reveladoras de AdS/CMT: la
emergencia de la criticidad cuantica local puramente temporal en el metal extraiio RN
(inestable) [22,/53]. Para materia condensada, la fisica de interés es la fisica emergente
en el IR profundo. Siguiendo el diccionario, esta fisica se puede encontrar en el interior
profundo, cerca del horizonte del agujero negro de AdS. Todo lo que realmente cuenta
se puede deducir de lo que ocurre con la geometria en el limite cercano al horizonte

del agujero negro extremo a temperatura cero [11].
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La informacién crucial estd dada por el comportamiento, cerca del horizonte, del
factor f(r) en la ecuaciéon (6.2)). El horizonte r, estd determinado por la condicién
f(ro) = 0y es posible expandir f(r) cerca del horizonte en términos de una pequena

cantidad r — r, como sigue

fr) = f'(ro)(r —ro) + f'(ro)(r —ro)* + - - (6.23)

el orden dominante en esta expansion es representativo de la fisica IR en la teoria de

campo.

Al determinar la temperatura de Hawking encontramos que f'(r,) o< T' en
(6.23]). Por lo tanto, la solucién a temperatura cero es donde f'(r,) — 0. De esta
forma, se manifiesta una caracteristica universal en los sistemas a temperatura cero:
tienen un doble cero en el horizonte (f'(r,)(r —,)). Si se considera el factor f(r) en

T = 0 explicitamente, es posible escribirlo en términos de la coordenada de horizonte

. ([6.18)), resultando

=1 2 (Y Ly .
_ r*)Q ‘

=d(d+ 1)7(T - +-.-- cuandor —r,

*

donde puede verse el doble cero en el horizonte.

Lo que ha sucedido es que los horizontes interno y externo del agujero negro RN
de temperatura finita se fusionan en un solo horizonte doble para el caso extremo
de temperatura cero. Este andlisis muestra inmediatamente que la geometria cerca del
horizonte a temperatura cero, que se rige por el coeficiente de segundo orden f”(r,), es
fundamentalmente diferente de la geometria cerca del horizonte a temperatura finita,

que se rige por el coeficiente de primer orden f’(r,) [11].

Insertando el factor de emblackening f(r) cerca de la frontera en la métrica (6.2)

se obtiene la geometria cerca del horizonte en el régimen (r —r,)/r. < 1

d(d+1)(r —r,)2dt? L2dr? (r.)

2
da? 1 - 2
L2 M A (6.25)

ds* = —
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mientras que el potencial de calibre toma la forma

d(d + 1)€d
At = T(T - ’I"*) (626)
Se infiere que, en términos de la coordenada radial de horizonte cercano r — r,,

los coeficientes que acompaian a dt? y dr? en el elemento de linea adquieren una

estructura similar a los coeficientes de la métrica AdSy o

ds* = T—Q dxtdx” + L—QdTQ (6.27)
My = .

12

La expresion es una geometria efectiva anti-de Sitter, excepto que las direc-
ciones espaciales (dz?) estdn multiplicadas por la constante r2. Las direcciones espacia-
les forman un espacio plano, mientras que existe una geometria efectiva bidimensional
anti-de Sitter en el plano {¢,r}. Para representar esto mas explicitamente, volvamos a
parametrizar la métrica del horizonte cercano en términos de una coordenada radial

¢, que es la inversa de la distancia medida desde el horizonte, y un radio Ly |11]

L2 L
(= 2 Ly= ——— (6.28)
=Ty d(d —|— 1)
L3 :
ds? = é(—dﬁ +d¢?) + %diﬂ, A= eg (6.29)

Recuérdese ahora el “dogma central” de la holografia: las isometrias en el volumen
estan codificadas en el espacio-tiempo global y las simetrias de escala en la teoria de

campo de la frontera. Al considerar la geometria pura de AdSy o
L2
ds? = g(—dﬂ +d2® +dat + -+ + dad) (6.30)
donde z es la direccion radial y comparar su isometria de escala
t—= M, z—=MXz, T— AT, (6.31)
con lo antes obtenido, hace evidente que la métrica (6.29)) tiene la isometria de escala

t—= A, (=X, ¥—7 (6.32)
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Se infiere directamente que estamos tratando con un estado cudntico critico (cua-
si) local en la teoria de campo en la frontera: en las direcciones espaciales no hay
nocion de invariancia de escala, mientras que la dindmica de los campos es invariante
de escala simplemente en el tiempo. Tal escalamiento puede parecer poco familiar, pe-
ro es una extension natural de la escala anisotrépica familiar en las teorias de materia
condensada no relativista. Las teorias continuas emergentes pueden exhibir una sime-
tria de escala donde, bajo un reescalamiento espacial, la coordenada temporal escala

con un exponente dindamico critico diferente z [11]

t— Nt, T— A\ (6.33)

Al redefinir A — A%, reconocemos la simetria de escala de AdS, cerca del hori-
zonte en el limite 2z — o0o0. No existe un precedente en la teoria del grupo de renor-
malizacién clasica/bosonica para un exponente critico dindmico tan grande, y menos
divergente. Sin embargo, tal comportamiento (al parecer) tuvo lugar en experimentos
con metales extranos de laboratorio, comenzando con el liquido marginal de Fermi de

finales de los afios ochenta (1980’s) [11].
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Conclusiones

Hemos utilizado la correspondencia AdS/CFT para estudiar un problema de den-
sidad finita como el de metales extrafios, a partir de una teoria gravitacional clasica
de Einstein-Maxwell en un espacio-tiempo de AdS, cuyas ecuaciones de movimiento
tienen una unica familia de soluciones estdticas conocidas como agujeros negros de
Reissner-Nordstrom (RN). Esto ha sido posible gracias al principio hologréfico, el cual
establece una dualidad entre la teoria gravitacional en el volumen de AdS y la teoria

que describe estos metales ubicada en la frontera de AdS.

Cuando la energia del agujero negro RN es puramente de origen electromagné-
tico (conocido como agujero extremo) su temperatura de Hawking es cero y no hay
radiacion de energia. En este caso el agujero negro tiene la masa minima compatible
con la configuracion eléctrica y presenta un horizonte de eventos que garantiza la exis-
tencia de una entropia (de Bekenstein-Hawking). Este estado extremo es dual a un
metal extrano de densidad finita con temperatura cero en la frontera. Al estudiar la
termodinamica de estos sistemas de densidad finita encontramos que las cantidades
termodindmicas son proporcionales al ntimero de grados de libertad de la teorfa (N?)

y que ademas cumplen la primera ley de la termodinamica.
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Otro aspecto interesante en estos metales extranos RN es la aparicién de una
criticidad cuantica local puramente temporal. Esto pudo verse al estudiar la geometria
cerca del horizonte, donde los coeficientes que acompaiian a dt?> y dr? en la métrica
adquieren una estructura similar a los coeficientes de la métrica AdS, 2. Esta geometria
es tal que las direcciones espaciales forman un espacio plano, mientras que existe
una geometria efectiva bidimensional anti-de Sitter en el plano {t,7}. Ademads, cerca
del horizonte se presenta una invariancia de escala en la coordenada temporal cuyo
exponente critico es grande. Este comportamiento ha tenido lugar en experimentos de

laboratorio con metales extranos.

De esta forma se ha logrado obtener resultados que sugieren una descripcion, al
menos termodinamica (hasta donde vimos nosotros), de metales extranos a través de
la dualidad AdS/CFT. Al final vemos que el principio hologréfico ha propiciado un
nuevo conjunto de herramientas matematicas y ha dado lugar a la aparicién de nuevas

ideas que permitan entender atin mas ciertos problemas complejos de la fisica.
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Apéndice

Criticalidad en el Modelo de Ising cuantico

A.1. Modelo de Ising cuantico

El modelo de Ising, llamado asi en honor al fisico Ernst Ising, es un modelo
matemdtico de ferromagnetismo en mecénica estadistica. Este consiste de variables
discretas que representan los momentos magnéticos dipolares de los espines atémicos.
Para estudiar este modelo se considera un lattice o red, en la cual se encuentran
dispuestos los respectivos espines. Por ejemplo, en 1 dimension lo que se tiene es una
cadena de espines, en 2 dimensiones puede pensarse esta red como un arreglo cuadrado
(aunque también podria ser triangular o hexagonal), mientras que en 3 dimensiones
podria pensarse en un arreglo ciibico. En el caso del modelo bidimensional, éste es
uno de los modelos estadisticos mas simples para entender las transiciones de fase. Si
denotamos por 7 un sitio en la red, para cada sitio tenemos asociada una configuracion
de espin o; que sélo toma valores 4+1 6 -1 y ademas consideraremos interacciones entre

primeros vecinos.

Denotamos Ay, el subconjunto finito de la red, el cual estd compuesto por d sitios

en la red. La funcién de energia o Hamiltoniano mas sencillo que uno puede asociar a
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este sistema tiene la forma:
H(o)=— > 0i0; (A1)
i,jEAL:]i—j|=1
donde la suma es sobre todos los pares de sitios que son primeros vecinos dentro del
volumen finito, tal que la distancia Euclidea entre ellos es 1. Dado que la interaccién
es a primeros vecinos, ambos sitios se encuentran dentro del volumen Aj y a estas

condiciones de frontera se les llama "libres".

Luego, definimos la medida de probabilidad
i1(0) = eap(~BH(0))/Z (A.2)
donde Z =Y exp(—FH (o)) es la funcién de particion.

También es posible imponer otras condiciones de frontera, lo que resultara muy
importante para las transiciones de fase. Estas otras condiciones pueden ser: condicio-
nes + (donde se consideran sitios fuera del volumen Aj con o; = +1) y condiciones
- (donde se consideran sitios fuera del volumen Ay con o; = —1). También pueden

considerarse condiciones mixtas, pero en este caso no se consideran.

Una cantidad importante en este modelo es el valor medio del espin en el origen,
ya que a final de cuentas nuestro problema de transiciones de fase va a venir dado por
el comportamiento de éste segin las condiciones de frontera que impongamos. El valor

medio del espin en el origen viene dado por

(00) = 7 Y0 exp(—H(0) (A3)

Al usar condiciones de frontera “libres” se impone una simetria global de cambio
de espin, en la que si cambiamos o; por —o; el Hamiltoniano no cambia. Dado que
0, cambia de signo bajo esta transformacion, se encuentra que su valor medio con
condiciones de frontera libres es igual a cero. Este resultado cambia si cambiamos las

condiciones de frontera.
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Dos cantidades importantes del modelo son la magnetizacién
iEA
y la energia

E = (H) (A.5)

Otra cantidad de interés que juega un papel importante es la longitud de correla-
cién €. La manera mas simple de medir qué tan correlacionados estan los espines o; y
0j, que se encuentran separados uno de otro, es a través de la funcién de correlacion

truncada

(01;05) = (0i0;) — {03) {0}) (A.6)
tal que si los espines son independientes, esta cantidad es cero. Lo que suele suceder
es que a medida que | ¢ — j | tiende a infinito (o;;0;) ~ exp(— | i —j | /§) para
todos los valores de 8 excepto uno. La longitud de correlaciéon describe lo interesante

del modelo, ya que si ésta es pequena entonces los espines distantes estan débilmente

correlacionados.

Por otra parte, también podemos considerar un Hamiltoniano mas general, en el

cual el sistema se ve influenciado por un campo magnético externo h

H:—ZO'Z‘O'j—hZO'Z‘ (A?)
(i:) i

Luego, la energia libre F' se define como

exp(~fF) = Z =Y eap(~FH) (A.8)
a partir de la cual se pueden obtener las funciones respuesta tales como la magnetiza-
cioén
of
h)=—— A9
(B, ) =~k (4.9)
la susceptibilidad magnética
om 0 f
=— == A.10
X" T one (A.10)
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y el calor especifico
_of

0—8752

(A.11)

A.1.1. Transiciones de Fase

Las transiciones de fase tienen lugar cuando se producen cambios abruptos en
el sistema de volumen infinito para determinados valores de temperatura y/o campo
magnético. Los puntos en los cuales estos parametros toman dichos valores se conocen
como puntos criticos. Existen tres maneras de identificar una transicién de fase. La
primera es a través de un cambio abrupto del valor medio del espin en el origen para un
cierto B, (8. = 1/T.), al considerar condiciones de frontera + o -. La segunda es a través
del estudio de la analiticidad de las funciones respuesta tales como magnetizacién y
calor especifico. La tercera es notar que la longitud de correlacion diverge en el punto

critico (esto sucede para transiciones de fase de segundo orden).

En estos puntos criticos pueden identificarse los llamados exponentes criticos, los
cuales describen el comportamiento de algunas magnitudes fisicas en las proximidades
de las transiciones de fase. Definimos ¢t = (7' —T..)/T., que representa una medida de la
desviaciéon de la temperatura critica de forma adimensional. La longitud de correlacion
diverge como & ~| t |77, donde v es el exponente critico. A medida que 7T tiende a T,
el calor especifico y la susceptibilidad magnética divergen como x ~|t |77y C ~| ¢t |7

respectivamente.

SiT < T,y ademas imponemos condiciones de frontera + sobre el sistema, enton-
ces la magnetizacion por sitio m serd estrictamente positiva en el limite de volumen
infinito. A medida que T tienda a T, por la izquierda la magnetizacion va a conver-
ger a cero m ~ (—t)?, donde S es otro exponente critico. Los 4 exponentes criticos
(o, 8,7, V) describen el comportamiento del sistema a medida que éste se acerca a la

temperatura critica. Existen otros dos exponentes definidos para 7" = T,.. Ya que en
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este punto la magnetizacion por sitio es cero, al someter el sistema a un campo mag-
nético externo ya esta cantidad deja de ser cero. Por lo tanto el comportamiento de

m a medida que el campo magnético h tiende a cero da lugar a otro exponente critico

[ |~| b [0

Como ya se menciono, en el punto critico la longitud de correlacién diverge, sin
embargo, las funciones de correlaciéon decaen como una potencia de la distancia. Esta
potencia es otro exponente critico (o, 0,) ~ 1/ | x |72, Es importante destacar
que, para una gran variedad de modelos los exponentes criticos en cada uno de ellos
resultan ser los mismos, lo que se conoce como principio de universalidad. Estos ex-
ponentes criticos dependeran del nimero de dimensiones, pero no de las interacciones

microscopicas ni del arreglo particular de la red.

Por dltimo, los exponentes criticos se encuentran relacionados a través de lo que

se conoce como leyes de escala y leyes de hiperescala. Las leyes de escala son:

a+268+y=2 (A.12)
y
o=+~ (A.13)
Mientras que las leyes de hiperescala (con d el nimero de dimensiones) son:
dv=2—-a« (A.14)
y
Q—n:dglii (A.15)

En el caso particular del modelo de Ising bidimensional, con interacciones tinica-
mente a primeros vecinos y sin campo magnético externo, los exponentes criticos han

sido completamente estudiados, encontrandose en este caso

a=log, =1/8 v=T7/4, §=15, v=1,n=1/4 (A.16)
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Temperatura de Hawking para un agujero

negro de Schwarzschild AdS

B.1. Temperatura de Hawking del agujero negro de Schwarzs-
child a partir de la teoria gravitacional euclidea

Las ecuaciones de Einstein del vacio con constante cosmolégica, en un espacio-

tiempo (d + 1) dimensional, vienen dadas por [54]

1 d(d+1)

R T

G =0 (B.1)
cuya soluciéon viene dada por la métrica
7’2 L2

= ﬁ — f(?“)dt2 + dl‘zdl‘l + TQf(T)

donde L es el radio de AdS y r es la direccion radial, mientras que el factor de em-

ds? dr?, i=1,---,d. (B.2)

blackening f(r) es

M
f(r)y=1- Y (B.3)

Al imponer la condicion f(r = r,) = 0, donde 7, es el radio del horizonte de

eventos, se encuentra que la masa de este agujero negro viene dada por
m = it (B.4)
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Si se considera una métrica general de agujero negro estatico de la forma

g (r)

donde gy () y ¢""(r) se anulan en el horizonte r,.

ds® = —gtt(r)dtz + + G2, (r)dxidxi (B.5)

A través de una rotacion de Wick 7 = it, se encuentra una expresién para esta

métrica en un formalismo euclideo

dr?

g(r)

ds = gu(r)dr® + + Gore, (r)da'da’ (B.6)
Si suponemos que las propiedades del agujero negro se ven reflejadas en la geome-
tria cerca del horizonte, donde g (r) y ¢""(r) se anulan, es posible expandir la métrica

entorno a r = r, tal que

gtt(r) = gftt(TO)(T_TO)"i_' T g”(?”) = gw (r0>(T_T0)+' ) 9z, (T) = Gz, (TO)+' e
(B.7)
de esta manera se obtiene la métrica euclidea cerca del horizonte
dr?

+ Guia; (To)da' da’ + - - - B.8
=) I ")

s} = glra)(r = 7o) +

Es conveniente reparametrizar la direccién radial en términos de una nueva va-

riable R, = 2v/r —1,/4/¢'""(7,), de esta manera la métrica puede ser escrita

1 o
ds? = —R%ql,(r,)dm* + dR% + gy 4. (ro)daidx’ + - - - B.9
E 4 oJtt o 1

donde el plano interesante es el formado por R, y la direcccién temporal imaginaria

T.

La métrica es exactamente igual a la de un plano en coordenadas polares con
T actuando como la direcciéon angular compacta. Al aproximarse al horizonte R, — 0,
el prefactor de dr? se anula, lo que significa que la direccién temporal euclidea se
reduce a un punto. Sin embargo, ya que el horizonte no es un punto especial, no se

deberia permitir que este punto sea singular. Para ello, es posible tomar R, = 0 como el

82



Apéndice B: Temperatura de Hawking para un agujero negro de Schwarzschild AdS

centro de un sistema coordenado polar euclideo, lo que implica que la coordenada 7 sea
periddica con periodo 47/4/ g1 (r5)g" " (1,). Esta periodicidad se identifica directamente
con el inverso de la temperatura del agujero negro. En este caso, para un agujero negro

de Schwarzschild, la temperatura vendra dada por:

T — \/ gét(ro)glw(ro) . M (BlO)

47 A2

r=ro
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