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Resumen 

 

 

 

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoría de Campo 

Conforme (AdS/CFT) es un ejemplo de una técnica más general 

conocida como principio holográfico, en la cual se establece una 

dualidad entre una teoría de campo fuertemente acoplada (CFT) y una 

teoría gravitacional débilmente acoplada (AdS). Debido a esto AdS/CFT 

se ha convertido en una herramienta importante en el análisis y estudio 

de problemas de distintas áreas de la física como QCD, física nuclear, 

física fuera del equilibrio y materia condensada. En este trabajo nos 

planteamos estudiar la metodología AdS/CFT aplicada a la 

correspondencia entre agujeros negros de Reissner-Nordström y 

metales extraños. El motivo de estudiar esta herramienta, es que ella 

nos permite establecer una correspondencia entre un sistema de 

materia condensada con acoplamiento fuerte y comportamiento crítico 

(metales extraños), el cual puede llegar a ser difícil de resolver, y un 

sistema de gravitación con acoplamiento débil (agujeros negros de 

Reissner-Nordström) un poco más manejable desde el punto de vista 

matemático. Para llevar a cabo esto, usaremos como base los trabajos 

de Teixeira [1], Zaanen [11], Hartnoll [31] y Schalm [35], sobre la 

metodología de AdS/CFT aplicada a sistemas de materia condensada con 

temperatura finita. 

 

Palabras clave: Correspondencia AdS/CFT, Principio 

Holográfico, Metales Extraños de Reissner-Nordström, Agujeros Negros. 
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Resumen

Estudio de la correspondencia AdS/CFT aplicada al problema
de metales extraños y agujeros negros de Reissner-Nordström

Eudomar Henríquez

Dr. Nelson Bolívar, Tutor

Universidad Central de Venezuela

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoría de Campo Conforme (AdS/CFT) es un

ejemplo de una técnica más general conocida como principio holográfico, en la cual

se establece una dualidad entre una teoría de campo fuertemente acoplada (CFT) y

una teoría gravitacional débilmente acoplada (AdS). Debido a esto AdS/CFT se ha

convertido en una herramienta importante en el análisis y estudio de problemas de

distintas áreas de la física como QCD, física nuclear, física fuera del equilibrio y ma-

teria condensada. En este trabajo nos planteamos estudiar la metodología AdS/CFT

aplicada a la correspondencia entre agujeros negros de Reissner-Nordström y metales

extraños. El motivo de estudiar esta herramienta, es que ella nos permite estable-

cer una correspondencia entre un sistema de materia condensada con acoplamiento

fuerte y comportamiento crítico (metales extraños), el cual puede llegar a ser difícil

de resolver, y un sistema de gravitación con acoplamiento débil (agujeros negros de

Reissner-Nordström) un poco más manejable desde el punto de vista matemático. Pa-

ra llevar a cabo esto, usaremos como base los trabajos de Teixeira [1], Zaanen [11],

Hartnoll [29] y Schalm [33], sobre la metodología de AdS/CFT aplicada a sistemas de

materia condensada con temperatura finita.
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Capı́tulo 1
Introducción

La correspondencia Anti-de Sitter/Teoría de Campo Conforme (AdS/CFT) ha

tomado gran importancia en los últimos años [1], lo cual ha traído consigo la publica-

ción de centenares de artículos científicos respecto al tema [2–9]. Este fenómeno está

motivado en el hecho de que AdS/CFT se ha convertido en una herramienta impor-

tante en el análisis y estudio de problemas de distintas áreas de la física como QCD,

física nuclear, física fuera del equilibrio y materia condensada. De hecho, el trabajo

original de Maldacena y colaboradores [2] ha sido citado en innumerables ocasiones en

las principales revistas científicas de la Física [10].

La correspondencia AdS/CFT es un ejemplo de una técnica más general conocida

como principio holográfico. La holografía debe ser interpretada como una dualidad

“débil-fuerte” entre dos problemas físicos diferentes. Para una teoría de campo fuer-

temente acoplada, la teoría débilmente acoplada es ahora una teoría gravitacional de

cuerdas y viceversa, una teoría gravitacional fuertemente acoplada tiene como descrip-

ción equivalente una teoría cuántica de campo débilmente acoplada [11]. Los orígenes

de la holografía provienen principalmente del trabajo de Bekenstein, Hawking, Penrose

y colaboradores sobre agujeros negros [12–14]. Los teoremas de singularidad de Haw-

king y Penrose permitieron la concepción de que la materia ordinaria podría colapsar
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Capítulo 1: Introducción

a espacio-tiempos singulares y que era necesario considerar la existencia de agujeros

negros en Relatividad General, lo cual abrió la puerta al estudio de estos objetos.

El descubrimiento del Modelo Estándar en la década de 1970 junto con un alza

de la cromodinámica cuántica mostró que la teoría de cuerdas no era la correcta

para describir interacciones fuertes. Más adelante se encontró que una cuerda cerrada

describe naturalmente una partícula sin masa de espín 2 (gravitón: el cuanto del campo

gravitacional). Esto dio lugar a que la teoría de cuerdas pudiera ser usada para describir

gravedad.

En 1993, Gerard ’t Hooft propuso que debía estudiarse con más cuidado el hecho

de que la entropía del agujero negro crece geométricamente con el área del horizonte

[15]. El trabajo de ’t Hooft, junto con el de Susskind [16], dio lugar a la idea de

que la teoría de gravedad cuántica termina actuando como un holograma en el que

la información puede ser escrita sobre el área superficial de la región cuya dinámica

ésta describe [15, 16]. Esto sugiere que un agujero negro puede ser descrito a través

del sistema estadístico usual, cuya dimensión espacial es una dimensión menor que la

teoría gravitacional (principio holográfico). En 1996, Strominger y Vafa validaron los

fundamentos estadísticos de la termodinámica de agujeros negros al exhibir el conteo

exacto de los microestados asociados a la entropía de un agujero negro (muy específico)

en teoría de cuerdas [17].

La correspondencia AdS/CFT es una de las conjeturas de mayor impacto que

han sido descubiertas en los últimos años. La conjetura de Maldacena fue inicialmente

propuesta para una teoría cuántica de campo particular altamente simétrica (llama-

da N = 4 super Yang-Mills en 4 dimensiones espacio-temporales) y una teoría de

cuerdas formulada en un background espacio-temporal particular (llamada tipo IIB).

Básicamente, esta conjetura establece que una teoría cuántica de gravedad (tal como

la teoría de cuerdas) es dual a una teoría cuántica de campo sin gravedad en una

dimensión menor. Al poco tiempo de ser publicada la conjetura de Maldacena, Witten

2



Capítulo 1: Introducción

simultáneamente con Gubser, Klebanov y Polyakov, mostraron una forma precisa de

la correspondencia entre los observables de la teoría cuántica de campos y los de la

supergravedad. De esta forma, AdS/CFT se transformó en el primer ejemplo explícito

que muestra que la gravedad cuántica en efecto obedece el postulado del principio

holográfico [8].

Recientemente, los trabajos de Sachdev, Hartnoll, Zaanen y otros, han sugerido

que algunos fenómenos en sistemas de materia condensada, tales como las transiciones

de fase cuánticas, pueden ser estudiados de manera similar a como se comparan AdS

con CFT via la conjetura de Maldacena [18–31]. Esto resulta del hecho de que, en

torno a los puntos críticos donde se dan dichas transiciones de fase, el sistema físico

puede ser descrito por una teoría que presenta una invariancia de escala, lo que la

convierte una teoría de campo conforme. Esta teoría conforme a su vez presenta el

mismo grupo de simetrías que AdS y además tiene una teoría gravitacional dual.

Un sistema de materia condensada muy interesante, es el de metales extraños,

los cuales se diferencian básicamente de los metales comunes por el comportamiento

de su resistencia eléctrica al variar la temperatura. Estos materiales son cupratos que

exhiben una superconductividad a temperaturas considerablemente altas respecto a

los demás superconductores. Esta cualidad los hace muy útiles para el diseño de mate-

riales eléctricos y magnéticos de gran eficiencia. En la literatura se pueden encontrar

numerosos trabajos acerca de la correspondencia entre estos materiales y los agujeros

negros de Reissner-Nordström [11,26,28,32–34].

Este trabajo revisaremos algunos conceptos básicos de Relatividad General, es-

tudiaremos las características generales y la termodinámica de los agujeros negros de

Schwarzschild y Reissner-Nordström, así como, las reglas GKPW y la correspondencia

AdS/CFT aplicada a sistemas de materia condensada: campo escalar y temperatura

finita. Por último estudiaremos el caso particular de la correspondencia entre metales

extraños y agujeros negros de Reissner-Nordström.
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Capı́tulo 2
Teoría Gravitacional

Un concepto importante en la correspondencia AdS/CFT es cómo la geometría

de la teoría gravitacional da lugar a simetrías adicionales y cómo éstas se manifiestan

en una teoría cuántica de campo. En esta correspondencia en particular, la teoría gra-

vitacional tiene como base un espacio-tiempo que puede ser descrito por un espacio

asintóticamente Anti-deSitter (AdS). Este espacio es dual a un subconjunto de teo-

rías cuánticas de campo especiales llamadas Teorías de Campo Conforme (CFT). En

este capítulo estudiaremos este espacio AdS, así como también, las teorías de campo

conforme.

2.1. Relatividad General y Ecuaciones de Eisntein

En Relatividad General definimos la distancia entre dos puntos de un espacio-

tiempo curvo a través del elemento de línea [1, 35]

ds2 = gµν(x)dxµdxν (2.1)

donde gµν(x) es la métrica y xµ las coordenadas sobre dicho espacio-tiempo. Además

definimos el inverso de la métrica via gµνgνσ = δµσ . Una característica importante de

gµν(x), es que contiene toda la información necesaria para describir la curvatura del

4



Capítulo 2: Teoría Gravitacional

espacio-tiempo. Con ella podemos subir y bajar índices xµ = gµνxν , xµ = gµνx
ν , así

como también, transformar un vector covariante en uno contravariante gµνVν = V µ y

viceversa gµνV ν = Vµ. También existen otros usos de la métrica: brinda una noción de

pasado y futuro, permite calcular la longitud de camino y tiempos propios, determina

la distancia más corta entre dos puntos y con ella el movimiento de partículas de

prueba, entre otros.

Para esta geometría (no euclídea), un vector cambia sus componentes al ser trans-

portado paralelamente desde xµ hasta xµ + εµ según

V µ(x)→ V µ(x+ ε) + εσΓµρσV ρ(x) (2.2)

donde Γµρσ son los símbolos de Christofell ó coeficientes de la conexión, los cuales están

determinados por derivadas de la métrica

Γλµν = 1
2g

λρ
(
∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν

)
(2.3)

y que cumplen la propiedad de simetría Γλµν = Γλνµ

Por otra parte, es importante destacar que la derivada de un vector no es un tensor

y por consiguiente es necesario definir un tipo de derivada que tenga esta característica,

conocida como derivada covariante y que está definida de la siguiente forma

∇µVν ≡ ∂µVν − ΓρµνVρ (2.4)

Otro objeto de interés es el tensor de Riemann, el cual está definido por

Rρ
σµν ≡ ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ (2.5)

este tensor cumple las identidades cíclica y de Bianchi, además, a través de la contrac-

ción

Rρσµν = gρλR
λ
σµν (2.6)

se pueden ver sus simetrías Rµνρσ = −Rµνσρ = −Rνµρσ = Rρσµν

5



Capítulo 2: Teoría Gravitacional

A partir del tensor de Riemann, se puede definir el tensor de Ricci

Rµν ≡ gρλR
λ
µλν (2.7)

así como también, el escalar de curvatura

R ≡ Rµ
µ = gµνRµν (2.8)

Armados con estas herramientas se puede empezar a estudiar la dinámica gravi-

tacional, la cual viene descrita por las ecuaciones de campo de Einstein. Para obtener

estas ecuaciones empezaremos considerando la métrica gµν como variable dinámica

y a partir de ella construiremos un Lagrangiano. Ya que gµν puede tomar su forma

canónica y que sus primeras derivadas son cero en algún punto, cualquier escalar no

trivial debe considerar al menos segundas derivadas de la métrica (como es el caso del

tensor de Riemann, de hecho cualquier tensor no trivial hecho con productos de gµν , y

sus primeras y segundas derivadas, puede expresarse en términos de Riemann). Como

el único escalar independiente que se podría construir a partir de Riemann es Ricci,

el Lagrangiano más simple que podemos considerar es el de la acción de Hilbert [35]

SH =
∫
dnx
√
−gR (2.9)

el término √−g, donde g es el módulo del determinante de la métrica, es necesario, ya

que sólo el producto dnx√−g es invariante bajo una transformación general de coor-

denadas. Dado que ∂µgµν = 0, no podemos escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange

directamente. Por lo tanto, haremos variaciones respecto al inverso de la métrica gµν .

Ya que gµνgνσ = δµσ y δµσ no se ve afectado bajo variaciones, encontramos

δgµν = −gµρgνσδgρσ (2.10)

los puntos de ensilladura con respecto a variaciones en la métrica gµν son equivalentes

a los que son encontrados respecto a variaciones en gµν . Usando (2.8) podemos escribir

SH =
∫
dnx
√
−ggµνRµν (2.11)

6



Capítulo 2: Teoría Gravitacional

de donde vemos que al hacer variaciones respecto a la métrica

δSH =
∫
dnx

[
δ
√
−ggµνRµν +

√
−gδgµνRµν +

√
−ggµνδRµν

]
(2.12)

el segundo término de esta expresión ya está determinado por 2.10, los otros dos

términos hay que trabajarlos un poco. Si hacemos variaciones respecto a la métrica

sobre el tensor de Riemann (2.5), encontramos que

δRρ
µλν = ∂λδΓρνµ − ∂νδΓ

ρ
λµ + δΓρλσΓσνµ + ΓρλσδΓσνµ − δΓρνσΓσλµ − ΓρνσδΓσλµ (2.13)

luego vemos que si hacemos variaciones sobre las conexiones

Γρνµ → Γ̃ρνµ + δΓρνµ (2.14)

y tomamos la derivada covariante de estas variaciones

∇λδΓρνµ = ∂λδΓρνµ + ΓρλσδΓσνµ − ΓρνσδΓσλµ − ΓσλµδΓρνσ (2.15)

obtenemos

∇λδΓρνµ −∇νδΓρλµ = δRρ
µλν (2.16)

Una vez hecho esto, nos damos cuenta que el tercer término de (2.12) podemos

escribirlo de la siguiente manera

√
−ggµνδRµν =

√
−ggµνδRλ

µλν

=
√
−ggµν

[
∇λδΓλνµ −∇νδΓλλµ

]
=
√
−g
[
gµν∇σδΓσνµ − gµσ∇σδΓλλµ

]
=
√
−g∇σ

[
gµνδΓσνµ − gµσδΓλλµ

]
(2.17)

Luego miramos qué se obtiene de las variaciones de las conexiones (2.3)

δΓλµν = 1
2δg

λρ
(
∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν

)
+ 1

2g
λρ
(
∂µδgνρ + ∂νδgρµ − ∂ρδgµν

)
(2.18)

7



Capítulo 2: Teoría Gravitacional

Al considerar (2.10), se puede ver que el primer término en (2.18) se reduce

simplemente a −gλρΓσµνδgσρ y que una parte del segundo término se puede escribir

como ∂µδgρν + ∂νδgµρ− ∂ρδgµν = ∇µδgρν +∇νδgµρ−∇ρδgµν + 2Γσµνδgσρ, quedando así

δΓλµν = 1
2g

λρ
(
∇µδgρν +∇νδgµρ −∇ρgµν

)
(2.19)

y con este resultado obtenemos que

√
−ggµνδRµν =

√
−g∇σ

[
gµν∇σδgµν −∇λδg

σλ
]

(2.20)

Usando el teorema de Stokes, puede verse que (2.20) es un término de frontera que

se anula en el infinito, por lo tanto no contribuye al resultado final de (2.12). En este

punto sólo resta ver el primer término de (2.12). Para cualquier matriz M cuadrada

con det(M) 6= 0 se cumple que Ln
[
det(M)

]
= Tr

[
Ln(M)

]
y si hacemos variaciones

sobre esto vemos que det(M)−1δ
[
det(M)

]
= Tr

[
M−1δM

]
. En el caso de la métrica,

definiendo g ≡ det(gµν), obtenemos

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν (2.21)

y que a su vez

δ
√
−g = −1

2
δg√
−g

= −1
2
√
−ggµνδgµν (2.22)

Finalmente, lo que nos queda al hacer variaciones respecto a la métrica en la

acción de Hilbert es

δSH =
∫
dnx

[
− 1

2
√
−ggµνδgµνgαβRαβ +

√
−gδgµνRµν + T.B.

]
=
∫
dnx
√
−g
[
Rµν −

1
2Rgµν

]
δgµν

(2.23)

los puntos de ensilladura serán aquellos para los cuales

1√
−g

δSH
δgµν

= Rµν −
1
2Rgµν = 0 (2.24)

donde Rµν = 0, son las ecuaciones de Einstein en el vacío.
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Capítulo 2: Teoría Gravitacional

En el caso que existan fuentes, se deben agregar términos asociados a cada una

de éstas. Si consideramos una acción SM para la materia, tendremos entonces que la

acción total será S = 1
16πGSH + SM y de manera análoga al caso anterior

1√
−g

δS

δgµν
= 1

16πG
[
Rµν −

1
2Rgµν

]
+ 1√
−g

δSM
δgµν

= 0 (2.25)

definiendo Tµν ≡ − 1
2
√
−g

δSM
δgµν

se encuentra que Rµν − 1
2Rgµν = 8πGTµν , que son justa-

mente las ecuaciones de Einstein para espacio no vacío.

Poco después del surgimiento de la Relatividad General, Einstein trató de en-

contrar un modelo cosmológico estático que fuera consistente con las observaciones

astronómicas que habían tenido lugar. Para que este modelo cosmológico estático pu-

diera proporcionar una solución a las ecuaciones de campo con una fuente ordinaria

de materia, Einstein agregó otro término a sus ecuaciones, el cual puede obtenerse

al considerar el término adicional Scc = − 1
8πG

∫
dnx
√
−gΛ en la acción gravitacional.

De esta manera, se tiene un término que representa la densidad de energía del vacío

T̃µν = − Λ
8πGgµν . Por lo tanto, las ecuaciones de campo de Einstein suplementadas por

este término adicional vendrán dadas por

Rµν −
1
2Rgµν + Λgµν = 8πGTµν (2.26)

donde Λ es la constante cosmológica, G es la constante cosmológica de Newton y Tµν es

el tensor de energía-momento, el cual actúa como fuente del campo gravitacional. La

componente T 00 representa la densidad de energía, la T i0 es la densidad de momento

en la dirección i, T 0i (que es igual a T i0) representa el flujo de energía a través de la

superficie xi y T ij es el estrés.

El término Λgµν es colocado del lado derecho de la ecuación (2.26) y puede ser visto

como una especie de tensor energía-momento. Por lo tanto, Λ puede ser interpretado

como la densidad de energía del vacío, una fuente de energía y momentum que está

presente aún en ausencia de materia.

9



Capítulo 2: Teoría Gravitacional

2.1.1. Término de Frontera de Gibbons-Hawking

Es importante resaltar que la acción de Hilbert es apropiada sólo para espacio-

tiempo cerrados [1]. Cuando el espacio-tiempo subyacente tiene una frontera (como

es el caso de AdS), es necesario agregar un término llamado término de frontera de

Gibbons-Hawking [36–38], el cual afecta las condiciones impuestas sobre la métrica de

tal manera que el principio variacional esté bien definido. Esta corrección se obtiene

al reconsiderar término de borde en (2.17)
∫
dnx
√
−ggµνδRµν =

∫
dnx
√
−ggµν

[
∇λδΓλνµ −∇νδΓλλµ

]
(2.27)

integrando por partes obtenemos∫
dnx
√
−ggµνδRµν =

∫
dnx
√
−g
[
∇λ(gµνδΓλνµ)− δΓλνµ∇λg

µν −∇ν(gµνδΓλλµ) + δΓλλµ∇νg
µν
]

=
∫
dnx
√
−g
[
∇λ(gµνδΓλνµ)−∇ν(gµνδΓλλµ)

]
=
∫
dnx
√
−g∇λ

[
gµνδΓλνµ − gµλδΓσσµ

]
≡
∫
dnx
√
−g∇λJ

λ

(2.28)

Por otra parte, el teorema de Stokes nos permite relacionar (2.28) con una integral

de superficie de la siguiente manera
∫
M
dnx
√
−g∇λJ

λ =
∫
∂M

dn−1x
√
−hnλJλ (2.29)

donde nλ es un vector normal unitario y hµν = gµν + nµnν es la métrica inducida

asociados a la hipersuperficie (∂M).

Luego, vemos que en la definición de Jλ (2.28) al considerar la expresión (2.19) y

cancelando algunos términos, podemos escribir

Jλ = gµν
[
∇νδgµσ −∇σδgνµ

]
(2.30)

10
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y ya que hµν = gµν + nµnν , es posible darse cuenta que

nλJλ = nλhµν∇νδgµσ − nλhµν∇σδgνµ − nλnµnν∇νδgµσ + nλnµnν∇σδgνµ (2.31)

Ya que proyectamos sobre la hipersuperficie para la cual
∫
∂M dn−1xδgνµ = 0 y∫

∂M dn−1xδhνµ = 0, el primer término de (2.31) no contribuye a (2.29) y al definir

nλnµnν ≡ 0 se obtiene que nλJλ = −nλhµν∇σδgνµ. Ahora bien, si definimos la derivada

covariante proyectada sobre ∂M como Dµ ≡ hνµ∇ν y aplicamos esta derivada sobre

hνµ en ∂M , obtenemos

Dλhνµ = hρλh
σ
νh

α
µ∇ρ

[
gσα + nσnα

]
= hρλh

σ
νh

α
µ∇ρnσnα

= hρλh
σ
νh

α
µ

[
nσ∇ρnα + nα∇ρnσ

]
= hρλh

σ
νh

α
µnσ∇ρnα

(2.32)

donde hemos usado que hαµnα = 0 ya que son perpendiculares.

Luego definimos Kλα ≡ hρλ∇ρnα como la curvatura extrínseca, cuya traza viene

dada por K = hλαKλα = hλα∇λnα. Ahora precedemos a hacer variaciones sobre esta

traza

δK = δ(hλα∇λnα)

= δ(hλα)∇λnα + hλαδ(∇λnα)
(2.33)

al proyectar sobre la hipersuperficie el primer término de esta expresión no contribuye;

por su parte el segundo término puede ser reescrito usando (2.4), obteniendo así

δK = hλα
[
∇λδnα − δ(Γρλα)nρ

]
(2.34)

El primer término en (2.34) no contribuye, esto puede verse al ser reescrito como

hλα∇λδnα = hαρhλρ∇λδnα = Dρ

[
hαρδnα

]
= Dρ

[
δ(hαρnα)− nαδ(hαρ)

]
= 0 (2.35)

11
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donde hemos usado que Dρh
αρ = 0, hαρnα = 0 y δ(hαρ) = 0. Luego vemos que lo que

nos queda es

δK = −hλαδ(Γρλα)nρ (2.36)

al sustituir (2.19) en (2.36) finalmente obtenemos

δK = −1
2h

λαnρ∇ρδgλα = −1
2n

λJλ (2.37)

con lo cual podemos escribir el término de Gibbons-Hawking como
∫
∂M

dn−1x
√
−hnλJλ =

∫
∂M

dn−1x
√
−h (−2δK) (2.38)

Por último si integramos por parte el lado derecho de (2.38), tenemos

∫
∂M

dn−1x
√
−h (−2δK) = −2

δ( ∫
∂M

dn−1x
√
−hK

)
−
∫
∂M

dn−1xδ(
√
−h)K

 (2.39)

donde δ(
√
−h) = −1

2

√
−hhλαδhλα y ya que δhλα → 0 en la frontera, finalmente vemos

que ∫
∂M

dn−1x
√
−h (−2δK) = −2δ

( ∫
∂M

dn−1x
√
−hK

)
(2.40)

De esta manera, hemos encontrado la acción de Gibbons-Hawking

SGH = − 1
8πG

∫
∂M

dn−1x
√
−hK (2.41)

Al final la acción gravitacional para nuestro espacio-tiempo asintóticamente AdS

vendrá dada por SGrav = 1
16πGSH + Scc + SGH

SGrav = 1
16πG

 ∫
M
dnx
√
−g

[
R− 2Λ

]
+ 2

∫
∂M

dn−1x
√
−hK

 (2.42)
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Capítulo 2: Teoría Gravitacional

2.2. Espacio de Anti-de Sitter (AdS)

La mejor manera de clasificar los espacio-tiempo es a través de las isometrías que

éstos poseen, las cuales están asociadas a transformaciones que dejan invariante la

métrica. En tal sentido, a cada isometría se puede asignar un vector de Killing, el cual

satisface una ecuación de Killing

∇µ ξν +∇ν ξµ = 0 (2.43)

Los espacio-tiempo más simples suelen ser aquellos con la mayor cantidad de

simetrías y por consiguiente la mayor cantidad de vectores de Killing (para una métrica

en d dimensiones, esto implicaría tener al menos d(d + 1)/2 vectores de Killing). Los

espacio-tiempo con tal cantidad de vectores de Killing se dice que son maximalmente

simétricos. Existen tres espacio-tiempo maximalmente simétricos en d dimensiones,

clasificados de acuerdo al grupo formado por sus vectores de Killing: El espacio de-

Sitter cuyo grupo es el SO(1, d), el espacio anti-de Sitter cuyo grupo es el SO(2, d−1)

y el espacio de Minkowski cuyo grupo es el ISO(1, d− 1) = SO(1, d− 1).

La simplicidad de los espacio-tiempo maximalmente simétricos se ve reflejada en

su curvatura, ya que básicamente en estos espacios la curvatura es constante. Para ver

esto, tomando en cuenta (2.8) y gµνgµν = d, multiplicamos (2.26) (con Tµν = 0) por

gµν y obtenemos

R = 2d
d− 2Λ (2.44)

sustituyendo (2.44) en (2.26) (con Tµν = 0) se tiene

Rµν = 2d
d− 2Λgµν (2.45)

En este sentido, uno encuentra que Λ > 0 corresponde a un espacio de de Sitter,

Λ = 0 corresponde a un espacio de Minkowski y Λ < 0 corresponde a un espacio de

anti-de Sitter. Esto nos permite definir el espacio de anti-de Sitter en d = 4 como

13
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aquel espacio maximalmente simétrico con constante cosmológica negativa, el cual

representa una solución única a las ecuaciones de Einstein en el vacío suplementadas

con el término de la constante cosmológica.

Para describir el espacio de AdS en d dimensiones, éste puede ser embebido como

una hipersuperficie hiperbólica en (d + 1) dimensiones con coordenadas de embebi-

miento (X−1, Xo, X1, · · · , Xd−1) de manera que [1, 33]

−X2
−1 −X2

o +X2
1 + · · ·+X2

d−1 = −L2 (2.46)

donde L es el radio de AdS y el elemento de línea viene dado por

ds2 = −dX2
−1 − dX2

o + dX2
1 + · · ·+ dX2

d−1 (2.47)

La ecuación (2.46) puede ser resuelta usando las coordenadas de Poincaré (u, t, ~x),

definidas como [1,33]

X−1 = 1
2u
[
1 + u2(L2 + ~x2 − t2)

]
Xo = Lut

X i = Luxi (i = 1, · · · , d− 2)

Xd−1 = 1
2u
[
1− u2(L2 − ~x2 + t2)

]
(2.48)

donde u > 0 y ~xεRd−2, de esta manera la métrica toma la siguiente forma

ds2 = L2
[
du2

u2 + u2(−dt2 + d~x2)
]

(2.49)

Las coordenadas de Poincaré cubren únicamente una parte del espacio de AdS [1].

Otra forma equivalente a (2.49) puede obtenerse haciendo u = 1/r, quedando así

ds2 = L2

r2

[
− dt2 + dr2 + d~x2

]
(2.50)

Si, por simplicidad, consideramos sólo

ds2 = L2

r2

[
dr2 + dx2

]
(2.51)
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lo que obtenemos es el semi-plano de Poincaré, el cual constituye la región bidimen-

sional (x, r), donde r > 0.

Los símbolos de Christoffel no nulos, obtenidos a partir de (2.51), son: Γxxr = Γxrx =

Γrxx = −Γrrr = −r−1. Las componentes del tensor Riemann no nulas son R x
rxr = −r−2

y otras componentes relacionadas a ésta. El tensor de Ricci es entonces Rxx = Rrr =

−r−2 y Rxr = 0, mientras que el escalar de curvatura es R = −2/L2. La longitud del

segmento de línea extendida verticalmente, para x=constante, desde r1 hasta r2 viene

dado por [1]

∆s =
∫ r2

r1

√
gµν

dxµ

dr

dxµ

dr
dr = L

∫ r2

r1

dr

r
= L ln

(
r2

r1

)
(2.52)

de donde se puede ver que para r → 0 la longitud de camino se vuelve infinita,

evidenciando una “frontera” en r = 0. Dicha frontera es conocida como Frontera

Conforme.

Al dejar x fijo y tratar de moverse en la dirección de r desde un cierto valor finito

hasta r = 0, se encuentra que la distancia se vuelve infinita. Sin embargo, la luz (en

un espacio-tiempo de AdS) viaja a través de geodésicas nulas y alcanza la frontera

en un tiempo finito. Este resultado puede ser extendido a dimensiones mayores [1].

Para el caso del espacio-tiempo de relatividad general, la frontera conforme tiene una

geometría inducida de espacio de Minkowski.

La idea de la correspondencia AdS/CFT es que la frontera conforme de AdS puede

ser considerada como un espacio-tiempo para la teoría cuántica conforme de campo

que es equivalente a la teoría gravitacional clásica sobre el volumen de AdS, como

veremos en los siguientes capítulos.

2.3. Teoría de Campo Conforme

Una ventaja de describir AdS localmente usando coordenadas de Poincaré es que

las superficies con r constante son copias del espacio de Minkowsi. La frontera de AdS
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en r = 0 es de gran interés y las condiciones impuestas sobre ella son un aspecto crucial

de la correspondencia. Una condición de frontera posible es que el espacio-tiempo sea

asintóticamente AdS, es decir, a medida que nos aproximamos a la frontera en el límite

r → 0 el espacio parece localmente como si tuviera curvatura constante negativa.

Las teorías de campo conformes (TCC) tienen simetrías usuales del grupo de

Poincaré (traslaciones, rotaciones y boosts), pero también son invariantes bajo trans-

formaciones de escala tales como x→ x/b conocidas como transformaciones conformes

especiales. Puede demostrarse, considerando el álgebra de Lie de las TCCs, que las

transformaciones conformes especiales actúan como las traslaciones y que, junto con

las transformaciones de escala, son invariantes bajo transformaciones locales de escala

de la forma [39]

xµ → xµ

b(x) (2.53)

donde b(x) es real y depende de la posición en el espacio-tiempo.

La invariancia de escala es un subconjunto de estas simetrías locales cuando

b es constante. Si uno considera el álgebra de Lie de una teoría de campo con-

forme, encuentra que es justamente el álgebra de Lie de SO(2, d): [iMµν ,Mρσ] =

ηνρMµσ−ηµρMνσ +ηµσMνρ−ηνσMµρ. Este álgebra viene dado por los generadores de

las rotacionesMµν = i(xµ∂ν−xν∂µ), traslaciones Pµ = −i∂µ, dilataciones D = −ixµ∂µ

y transformaciones especiales conformes Kµ = i(x2∂µ − 2xµxν∂ν).

Ya que las TCCs son invariantes bajo reescalamiento espacial, ellas son también

invariantes bajo cambios en la escala de energía y por lo tanto el acoplamiento dentro

de la teoría no cambia (esto se discutirá con más detalle en la sección 4.2 del capítulo 4).

Si consideramos una teoría cuántica de campo que es invariante de escala y utilizamos

la escala de energía u de esta teoría como una coordenada adicional para construir una

métrica para la teoría de gravedad. Usando la invariancia de escala, la métrica tiene

que ser invariante bajo transformaciones de escala x→ x/b, con u transformando como

u → ub (por análisis dimensional). La métrica debe preservar también invariancia de
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Poincaré. Imponiendo estas restricciones se obtiene [39]

ds2 = (uL̃)2ηµνdx
µdxν + du2

u2 L
2 (2.54)

donde L y L̃ son longitudes. Bajo la transformación de escala u→ L
L̃
u se puede remover

la dependencia de L̃ en (2.54) y la métrica toma la forma

ds2 = (uL)2ηµνdx
µdxν + du2

u2 L
2 (2.55)

Podemos hacer un cambio de coordenada adicional para llevar la métrica a una

forma que hace la invariancia de escala más evidente. Si intercambiamos u con una

escala de longitud r = 1/u, la métrica toma la siguiente forma

ds2 = L2

r2

[
ηµνdx

µdxν + dr2
]

(2.56)

La expresión (2.56) tiene la misma forma que la métrica de AdS en coordenadas

de Poincaré. Otro aspecto importante a notar es que el grupo de simetría de AdS en

(d+ 1) dimensiones y una TCC en d dimensiones son ambos SO(2, d). Esto corrobora

el hecho de que una teoría cuántica de campo invariante de escala, con una teoría

gravitacional dual, puede también ser descrita por una teoría de campo conforme [39].
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Capı́tulo 3
Termodinámica de Agujeros Negros

Los orígenes de la holografía provienen principalmente del trabajo de Bekenstein,

Hawking, Penrose y colaboradores sobre agujeros negros [12–14]. Los teoremas de sin-

gularidad de Hawking y Penrose permitieron la concepción de que la materia ordinaria

podría colapsar a espacio-tiempos singulares y que era necesario considerar la existen-

cia de agujeros negros en Relatividad General, lo cual abrió la puerta al estudio de

estos objetos.

Un agujero negro es una región del espacio-tiempo en la cual se encuentra concen-

trada una gran cantidad de masa y la gravedad es tan intensa que puede entrar masa

y luz del exterior, pero nada puede escapar de allí. La frontera de esta región se conoce

como horizonte de eventos, la cual representa una hipersuperficie que separa los puntos

del espacio-tiempo que están conectados (a través de caminos tipo tiempo) a regiones

muy lejos del agujero negro de aquellos puntos que no lo están [35]. En otras palabras,

el horizonte representa una frontera entre la región que está causalmente conectada

a observadores distantes y la que no lo está. Dicho horizonte tiene un radio conocido

como radio del horizonte, el cual delimita la hipersuperficie.

En el centro del agujero negro existe una singularidad gravitacional, constituida

por una región donde la curvatura del espacio-tiempo se hace infinita. Los agujeros
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Figura 3.1: Vista de un Agujero Negro, donde se aprecian el disco de acreción, el

horizonte de eventos y la singularidad en el centro del agujero. Tomado de [40].

negros también presentan un disco de acreción, el cual es una estructura formada por

material difuminado que orbita alrededor del agujero (ver figura 3.1).

Otra característica resaltante en los agujeros negros es lo que se conoce como

gravedad superficial, la cual puede pensarse como una fuerza por unidad de masa ó

aceleración gravitacional sobre el horizonte. La gravedad superficial viene dada por

κ = c4

4GM (3.1)

Una forma de determinar (3.1) es la que se muestra en [10], donde se estudia el mo-

vimiento de una partícula considerando un agujero negro de Schwarzschild y su co-

rrespondiente métrica, se determina la magnitud de la aceleración covariante gµνaµaν ,

calculan el trabajo que realiza un observador asintótico al halar la partícula una dis-

tancia propia y aplicando conservación de energía (respetando que tanto el trabajo

como la energía dependen del observador considerado) encuentran (3.1).
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3.1. Teorema de No-hair

Este teorema surge del trabajo de Israel en 1967, el cual propuso una primera

versión del teorema para agujeros negros esféricamente simétricos [41]. Más tarde este

resultado sería extendido por Israel y Carter al considerar agujeros negros rotantes

y cargados [42, 43]. Si se considera que el electromagnetismo es el único campo no

gravitacional de largo alcance presente, la versión final de este teorema establece que

las soluciones tipo agujero negro, estacionarias y asintóticamente planas, que no son

singulares fuera del horizonte de eventos están completamente caracterizadas por la

masa M , momento angular J y las cargas eléctrica Qe y magnética Qm [35, 44, 45].

Todas las otras características no contribuyen a las propiedades gravitacionales del

agujero negro para un observador externo.

Las soluciones estacionarias son de especial interés, ya que es de esperar que ellas

sean los estados finales del colapso gravitacional. Si consideramos un sistema complejo

(como una estrella) que colapsa para formar un agujero negro, eventualmente dicho

agujero negro alcanzará un estado final estacionario. El teorema de No-hair establece

que este estado es único. Una alternativa sería alguna especie de configuraciones os-

cilantes, pero dichas oscilaciones al final serán disipadas a medida que la energía se

pierde a través de la emisión de la radiación gravitacional [35].

3.2. Teorema de unicidad de las soluciones

Sólo existe una pequeña familia de soluciones de agujero negro, estacionarias y

asintóticamente planas, para las ecuaciones de Einstein [41,42,47]. Estas soluciones son

espacio-tiempos con un horizonte de eventos y un vector de Killing tipo tiempo muy

lejos del agujero negro. En este punto, es importante destacar que un espacio-tiempo

estático y uno estacionario presentan simetría bajo reflexión temporal. Sin embargo,
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un agujero negro rotante es estacionario mas no estático, mientras que un agujero que

no rota es estático.

En este sentido, el teorema de unicidad establece que la única solución estática de

vacío con un horizonte de eventos es la de Schwarzschild (descrito únicamente por su

masaM) y que la única solución estacionaria de vacío es la de Kerr (parametrizada por

la masa totalM y momento angular J). Este teorema también establece que, al incluir

un campo electromagnético, la única solución estática con un horizonte de eventos con

una componente conectada es la de Reissner-Nordström (parametrizada por la masa

y las cargas eléctrica Qe y magnética Qm) y que si además, el agujero puede rotar, la

única solución estacionaria con campo electromagnético es la de Kerr-Newman [47].

3.3. Teorema del Área

En 1970 Hawking propone este teorema, el cual establece que el área del horizonte

de eventos de un agujero negro nunca decrece en el tiempo [14]

dA ≥ 0 (3.2)

Además, si dos agujeros negros se fusionan, el área del agujero negro resultante

será mayor al área total de los agujeros negros originales. Este teorema también sugiere

una analogía entre el área del agujero negro y la entropía termodinámica.

3.4. Agujero Negro de Schwarzschild

El ejemplo más sencillo de un agujero negro es el agujero negro de Schwarzschild,

cuyo elemento de línea para una métrica esféricamente simétrica del vacío está dada

por [10]

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r) + r2dΩ2 (3.3)
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donde dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2 y

f(r) = 1− ro
r

(3.4)

El término ro en (3.4) es el radio del horizonte de eventos del agujero negro de

Schwarzschild, el cual indica el valor para el cual la métrica (3.3) no está bien definida

(f(r) = 0) y viene dado por [10]

ro = 2GM
c2 (3.5)

donde M es la masa del agujero negro, c es la velocidad de la luz y G es la constante

gravitacional. Para este agujero negro, el radio del horizonte de eventos es proporcional

a la masa del agujero. De esta manera, si cae dentro del agujero negro alguna cantidad

de materia entonces el área del horizonte se incrementa. Esto se puede apreciar de la

siguiente expresión

A = 4πr2
0 = 16πG2M2

c4 (3.6)

Es importante destacar que en el caso del agujero negro de Schwarzschild es

posible adoptar otro sistema de coordenadas tal que la métrica sea regular a través

del horizonte ro, de esta manera la singularidad puede ser removida.

3.5. Entropía de Bekenstein

Cuando un sistema termodinámico desaparece detrás del horizonte de eventos de

un agujero negro, su entropía desaparece para un observador externo. El área del ho-

rizonte de eventos crecerá cuando el agujero negro absorba el sistema. En este punto,

es natural preguntarse si este incremento en el área es de alguna forma una compensa-

ción por la pérdida de entropía de materia. Basado en este razonamiento, Bekenstein

sugirió que un agujero negro posee una entropía proporcional al área de su horizon-

te de eventos SBH = ηA, donde η es una constante. Más tarde, esta constante sería

determinada por Hawking, quedando así (en unidades de Planck) [12]

SBH = A

4 (3.7)
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3.6. Leyes de la Termodinámica para Agujeros Negros

3.6.1. Ley Cero

Ya que un agujero negro llega a convertirse en cierto punto en un agujero esférica-

mente simétrico, aún cuando inicialmente éste haya sido asimétrico, sobre el horizonte

de eventos la fuerza gravitacional se hace constante en cada punto. Esta caracte-

rística resulta similar al de un sistema termodinámico, el cual alcanza un equilibrio

térmico y la temperatura se hace constante en cada punto del sistema, esto es lo que

se conoce como Ley Cero de la Termodinámica de agujeros negros. De esta manera

uno puede pensar que existe una semejanza entre la temperatura y la gravedad su-

perficial, además ambas cantidades son positivas. En este sentido, un agujero negro

estacionario cuya gravedad superficial es constante, puede pensarse como un estado

de equilibrio [10,46,47].

3.6.2. Primera Ley

Si la masa del agujero negro se incrementa por una cantidad dM , el área del

horizonte se incrementa una cantidad dA también. Por lo tanto uno encuentra que

GdM = κ

8πdA (3.8)

En el caso del agujero negro de Schwarzschild, basta con hacer variaciones en

(3.6) para ver esta proporcionalidad. Sin embargo para agujeros negros con carga Q y

momento angular J se tiene que [10,46,47]

GdM = κ

8πdA+ ΩdJ + ΦdQ (3.9)

donde Ω es la velocidad angular y Φ es el potencial electrostático.

Las expresiones (3.8) y (3.9) constituyen lo que se conoce como Primera Ley de

la Termodinámica de agujeros negros.
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3.6.3. Segunda Ley

Clásicamente nada puede escapar del agujero negro y por lo tanto el área (3.6) es

una cantidad que nunca decrece. Este comportamiento es similar al de la entropía. En

tal sentido, es de esperar que exista una semejanza entre estas dos cantidades S ∝ A,

donde S representa lo que llamamos la entropía del agujero negro. Por lo tanto, δA ≥ 0

constituye la Segunda Ley de la Termodinámica de agujeros negros [10, 46,47].

3.6.4. Segunda ley generalizada

Bekenstein además propuso que la segunda ley de la Termodinámica es válida sólo

para la suma de la entropía fuera del agujero negro y la entropía de él mismo [47]

dStotal ≥ 0 (3.10)

Para sistemas de materia ordinaria simples, no es necesario que sea válida la

segunda ley. Pero si la entropía de agujeros negros (3.7) se incluye en el balance, la

entropía total nunca disminuirá. Esto se conoce como la segunda ley generalizada [47].

3.7. Radiación de Hawking

Ya que los agujeros negros tienen una masaM y una entropía de Bekenstein SBH ,

la primera ley establece que los agujeros negros deben tener una temperatura T tal

que

dM = TdSBH (3.11)

el área del horizonte hace las veces de la entropía y la gravedad superficial del agujero

negro, κ, juega el papel de la temperatura.
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Por otra parte, un cuerpo negro con temperatura no nula debe radiar, pero para

un agujero negro esto sería imposible. Clásicamente, nada puede escapar del aguje-

ro negro y por ende su temperatura debe ser exactamente cero. Esta paradoja fue

resuelta gracias a que se consideraron los efectos cuánticos de la materia. Hawking

mostró, a través de un cálculo semi-clásico, que un observador distante detectará un

espectro térmico de partículas saliendo del agujero negro. Esta radiación se conoce

como Radiación de Hawking y su temperatura (de Hawking), para un agujero negro

de Schwarzschild, viene dada por [10,46]

kBT = ~κ
2πc = ~c3

8πGM (3.12)

Esto representa un efecto cuántico porque la temperatura es proporcional a ~. Si

reescribimos (3.8) podemos ver que

d(Mc2) = κc2

8πGdA = ~κ
2πkBc

kBc
3

4G~ dA = T
kBc

3

4G~ dA (3.13)

que al comparar con la primera ley de la termodinámica dU = TdS nos permite

obtener [10]

S = A

4G~kBc
3 = 1

4
A

l2p
kB (3.14)

donde lp =
√
G~/c3 ≈ 10−35m es la longitud de Plank, la cual representa la escala de

longitud donde los efectos cuánticos de gravedad se vuelven importantes. La expresión

(3.14) representa una forma explícita del teorema de área.

El descubrimiento de la radiación de Hawking aclaró la interpretación de la des-

cripción termodinámica de los agujeros negros. En particular, los resultados de Haw-

king afirmaron que la entropía de los agujeros negros debería ser considerada como una

contribución genuina de la entropía total contenida en el universo, tal como Bekenstein

anticipó (3.10).
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3.8. Agujeros Negros de Reissner-Nordström

Los agujeros negros estáticos y cargados se conocen como agujeros negros de

Reissner-Nordström, los cuales son soluciones de la teoría de Einstein-Maxwell [10]

S = 1
16πG

∫
ddx
√
−g
[
R−GF 2

]
(3.15)

en este caso el tensor energía-momento para electromagnetismo viene dado por

Tµν = FµρF
ρ
ν −

1
4gµνFρσF

ρσ (3.16)

donde Fµν es el tensor de estrés del campo electromagnético.

Si se considera una simetría esférica, las ecuaciones de campo serán las ecuaciones

de Einstein acopladas con las ecuaciones de Maxwell [10]

Rµν −
1
2gµνR = 2G

[
FµρF

ρ
ν −

1
4gµνFρσF

ρσ
]

∇νF
µν = 1√

−g
∂ν

(√
−gF µν

)
= 0

(3.17)

la solución a estas ecuaciones se conoce como la métrica de Reissner-Nordström, la

cual viene dada por [10]

ds2 = −f(r)dt2 + 1
f(r)dr

2 + r2dΩ2 (3.18)

donde

f(r) = 1− 2GM
r

+ G(Q2 + P 2)
r2 (3.19)

en este caso, G es la constante gravitacional mientras que M representa la masa, Q

la carga eléctrica y P la carga magnética del agujero negro. La métrica de RN (3.18)

presenta una singularidad en r = 0. El horizonte de eventos se encuentra haciendo

f(r) = 0 en (3.19), encontrándose que para este agujero negro existen dos horizontes

de eventos r = r± que vienen dados por [10]

r± = GM ±
√
G2M2 −G(Q2 + P 2) (3.20)
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Es importante destacar que, a diferencia del caso de Schwarzschild, esta singula-

ridad si representa un caso físico y no es posible removerla bajo un cambio de coorde-

nadas.

De la expresión (3.20) se obtienen tres casos posibles [35]:

• Caso uno: GM2 < Q2 + P 2. En este caso f(r) > 0 siempre y la métrica es

completamente regular. Pero existe aún una singularidad en r = 0 que se co-

noce como singularidad desnuda, ya que no existe un horizonte de eventos. A

medida que r →∞ el espacio-tiempo se vuelve plano. Esta caso es generalmente

considerado no-físico ya que representa una situación donde la energía total del

agujero es menor que la contribución del campo electromagnético solo.

• Caso dos: GM2 > Q2 + P 2. En este caso la energía del campo electromagnético

es menor que la energía total. El coeficiente f(r) > 0 para grandes y pequeños

valores de r, pero negativo entre los dos puntos donde se anula (r± = GM ±√
G2M2 −G(Q2 + P 2)). La métrica tiene singularidades para r+ y r− que pueden

ser removidas a través de un cambio de coordenadas.

• Caso tres: GM2 = Q2 + P 2. Este caso se conoce como agujero negro extremo.

Una interesante propiedad de estos agujeros es que su masa está (en algún sen-

tido) balanceada por la carga, es decir,poseen la cantidad mínima de masa M

compatible con una configuración de carga.

Es importante resaltar que debido a la controversia en torno a la existencia de

los monopolos magnéticos, en algunos casos se suele estudiar estos agujeros negros

de Reissner-Nordström sin considerar una carga magnética (P = 0). Por otra parte,

usando (3.20) es posible escribir (3.19) como

f(r) =
1− r+

r

1− r−
r

 (3.21)
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3.9. Algunas Cantidades Termodinámicas

Es posible obtener las cantidades termodinámicas para los agujeros negros si se

calcula la temperatura de Hawking. Una manera fácil de calcular esto es trabajar con

un formalismo Euclídeo donde el requisito indispensable es la identificación periódica

de un tiempo imaginario (tE = it), donde la temperatura vendrá dada por el inverso

de dicha periodicidad β. De esta manera es posible escribir la métrica como

ds2
E = f(r)dt2E + dr2

f(r) + r2dΩ2 (3.22)

siguiendo este procedimiento, que será explicado con más detalle en la sección (5.2),

uno encuentra que la temperatura de Hawking viene dada por [11]

T =
f ′(r)

∣∣∣
ro

4π (3.23)

En el caso del agujero negro de Schwarzschild, al usar (5.47) en (3.4), se encuentra

que la temperatura de Hawking es [11]

T = 1
4πro

= 1
8πGM (3.24)

mientras que para el caso de los agujeros negros de Reissner-Nordström, al usar (5.47)

en (3.21), se encuentra que la temperatura de Hawking es [11]

T = r+ − r−
4πr2

+
= 1

2π

 √
G2M2 −GQ2

2GM(GM +
√
G2M2 −GQ2)−GQ2

 (3.25)

de donde puede verse que para un agujero negro de Reissner-Nordström extremo T = 0.

Luego, usando (3.14) en unidades naturales (c = ~ = 1), uno puede ver que la

entropía para un agujero negro de Schwarzschild es [11]

S = A

4G = 4πr2
o

4G = 1
16πGT 2 (3.26)

mientras que para los agujeros negros de Reissner-Nordström la entropía es [11]

S = A

4G = 4πr2
+

4G = π

G

[
GM +

√
G2M2 −GQ2

]2
(3.27)
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Correspondencia AdS/CFT y Regla GKPW

Luego de haber estudiado los conceptos básicos referentes a espacios anti-de Sitter

e invariancia de escala, podemos empezar a estudiar las condiciones para que exista la

dualidad entre la teoría gravitacional y la teoría de campo conforme. El lema principal

de la dualidad establece que una teoría de gravedad clásica en (d + 1) dimensiones

en un espacio-tiempo vacío AdSd+1 es equivalente (en una región local del espacio) a

una teoría de campo conforme fuertemente acoplada en d dimensiones en un espacio-

tiempo plano cuando el número de grados de libertad por sitio N2 de esta teoría es

grande.

4.1. Condiciones para la existencia de la dualidad

El hecho de que la teoría dual a la gravedad clásica sea una teoría de campo

conforme está sustentado principalmente en que el grupo de isometría SO(2, d) de

AdSd+1 es justamente el grupo de isometría de una teoría de campo conforme en d

dimensiones, ya que si dicha teoría conforme se ubica en alguna región del espacio

AdSd+1 entonces ésta tiene que ser invariante bajo la misma simetría de AdSd+1. Por

otra parte, en la dualidad se corresponden el número de grados de libertad N de una
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teoría (d + 1) dimensional con el número de grados de libertad Nd de una teoría d

dimensional [48].

Para entender esto, consideramos la entropía de los agujeros negros (S ∝ A) y

ya que, por ser un agujero negro debe tener la mayor entropía entre todos los objetos

presentes en el volumen V , a cada región del espacio corresponde una entropía máxima

Sespmax ∝ A. Ésta entropía es mucho menor que la entropía de una teoría cuántica de

campos STCCmax ∝ V en el mismo espacio. Sin embargo, es posible relacionar la máxima

entropía del espacio Sespmax con el número de grados de libertadNd de una teoría cuántica

de campos local que vive en dimensiones menores [48]

Sespmax = A

4G ∼ Nd (4.1)

La correspondencia AdS/CFT es un caso particular del principio holográfico, don-

de la teoría de gravedad vive en un espacio-tiempo AdSd+1 vacío y sus grados de liber-

tad están codificados sobre la frontera conforme. Si calculamos el área de la frontera

conforme de AdSd+1, usando la métrica (2.56) embebida en una hipersuperficie de

radio constante z y tiempo t, obtenemos

A =
∫
z→0

dd−1x
√
g =

∫
z→0

dd−1x
Ld−1

zd−1 (4.2)

donde g es el determinante de la métrica embebida, y hemos tomado el límite z → 0

ya que esta es la localización de la frontera conforme.

La integral (4.2) debe ser regularizada ya que diverge en z → 0. Para ello, resolve-

mos la integral hasta un valor pequeño z = R y encerramos el espacio en un volumen

cerrado Vd−1

A = Ld−1

Rd−1Vd−1 (4.3)

Finalmente, de acuerdo con (4.1) la máxima entropía en el volumen de AdSd+1

es [48]

Sespmax ∼
Ld−1

Rd−1
Vd−1

4G (4.4)
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La teoría cuántica de campo dual en d dimensiones también presenta divergencias

y debe ser regularizada de igual manera, introduciendo una caja de volumen Vd−1, y

una corta distancia a. Por lo tanto, es necesario construir en el lado gravitacional una

cantidad con dimensiones de longitud que debe ser arbitrariamente pequeña. Pero,

en el paso anterior hemos tomado un valor pequeño R a la coordenada radial de

AdS z la cual tiene dimensiones de energía. Consecuentemente, un candidato natural

es a ∼ RL2. El número total de grados de libertad Nd de una teoría cuántica de

campo en d dimensiones está dado por el número de celdas espaciales Vd−1/a
d−1 ∼

Vd−1/(L2d−2Rd−1) multiplicado por el número de grados de libertad por sitio de red

N2 [48]

Nd ∼
Vd−1

(L2d−2Rd−1)N
2 (4.5)

El hecho de que el número de grados de libertad por sitio en la teoría TCC dual

sea grande está relacionado a que estamos considerando gravedad clásica, por lo tanto

la longitud de excitación típica de la teoría de gravedad debe ser mucho mayor que la

longitud de Planck lp. Considerando AdS, su escala de longitud típica está dada por

su radio L, y ya que G ∼ ld−1
p , al usar (4.1) y (4.2) obtenemos [48]

Ld−1

G
∼ Ld−1

ld−1
p

∼ N2 � 1 (4.6)

lo que corrobora nuestro supuesto.

4.2. Dimensión Radial Extra y Escala de Energía

El hecho de que la TCC esté fuertemente acoplada, está vinculado al problema de

dar cierta interpretación física a la coordenada radial gravitacional extra r en el lado

dual. Es natural identificar esta dimensión extra de escala con la dimensión radial en

el lado gravitacional. Para ver esto, escribimos la métrica de AdSd+1 de la siguiente

manera [39]

ds2 = r2

L2ηµνdx
µdxν + L2

r2 dr
2 (4.7)

31



Capítulo 4: Correspondencia AdS/CFT y Regla GKPW

donde la frontera conforme está ahora localizada en r →∞.

La parametrización (4.7) hace evidente que la geometría de AdSd+1 puede ser vista

como una familia de copias de espacios de Minkowski parametrizadas por la coordenada

radial r, cuyo tamaño se reduce cuando r decrece desde la frontera conforme r → ∞

al horizonte de AdS en r → 0. Esto aclara la conexión UV/IR entre gravedad y la

teoría de campo dual y explica por qué la teoría de campo que vive en la frontera está

fuertemente acoplada. De hecho, desde el punto de vista de la teoría de gravedad, la

física cerca de la frontera conforme r → ∞ es la física del gran volumen (IR). Cerca

del horizonte r = 0 en cambio es la física de corta distancia (UV). Por el contrario,

desde el punto de vista de la TCC, la física para r grande corresponde a física de corta

distancia UV y viceversa (ver figura 4.1).

Figura 4.1: Conexión entre las regiones infrarrojo (IR) y ultravioleta (UV) a través

de la coordenada radial extra r en un espacio-tiempo AdSd+1. Tomado de [9].

Si una TCC y una teoría gravitacional son duales, el grado de libertad asociado

a la coordenada radial extra juega un papel fundamental. Sin embargo, para entender

cómo éste se manifiesta dentro de la TCC es necesario considerar el grupo de Renor-

malización (RG), el cual está asociado al proceso de renormalización necesario para

solventar las divergencias UV de la TCC. Este procedimiento involucra integrales que
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necesariamente son evaluadas sobre todo el espacio-tiempo donde los campos de la

teoría están definidos. Para ello se introduce un corte UV (cut-off), Λ, que trunca

todas las integrales usadas para calcular los observables físicos de la teoría.

Estudiando la dependencia de todas las funciones de correlación respecto al corte

UV, puede verse si la TCC depende de Λ en un número finito o infinito de formas.

Si la TCC es renormalizable, no sólo es finita la dependencia respecto a Λ, sino que

también el número de veces que Λ aparece es menor o igual al número de acoplamientos

de la teoría. Si éste es el caso, las divergencias UV pueden ser absorbidas dentro

de la definición de los acoplamientos y un nuevo conjunto de acoplamientos finitos

(“renormalizados” ó finitos) puede ser determinado. Estos acoplamientos pueden ser

medidos, tal que los cálculos (que dependen de los acoplamientos físicos) conducen a

resultados finitos de las cantidades físicas [39].

La correspondencia AdS/CFT geometriza la escala de energía de la teoría de

campos. La escala de corte Λ es esencial para el concepto del grupo de renormalización.

Ya que la posición y el momentum son variables conjugadas en la teoría cuántica y que

la energía y el momentum están relacionados de igual forma que el espacio y el tiempo

lo están en relatividad general, una escala de energía define una escala de longitud

conjugada. La escala de longitud asociada con el corte puede ser imaginada como una

escala de resolución (ver figura 4.2) que sirve para describir un sistema físico (parecido

a como una cámara digital tiene una resolución asociada al número de píxeles) [39].

Si la escala del pequeño valor radial (cut-off) de la teoría se cambia entonces los

acoplamientos cambian, así como también, los grados de libertad en la forma de los

campos. Este cambio viene descrito por una acción de grupo en la que cualquier escala

de energía es alcanzada via cualquier otra transformación. De allí el nombre de grupo

de renormalización. Una de las ecuaciones más importantes asociadas con el grupo de

renormalización es la tasa de cambio de los acoplamientos respecto al cambio en la
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Figura 4.2: La escala de energía puede ser vista como una escala de resolución de la

teoría entre las regiones infrarrojo (IR) y ultravioleta (UV). Tomado de [9].

escala de energía, conocida como función beta de la teoría, la cual viene dada por [1,39]

β[g(Λ)] = dg(Λ)
dΛ (4.8)

Un aspecto importante a resaltar en (4.8) es que, β depende localmente del valor

de la escala de energía Λ. Esto significa que para saber cómo cambian los acoplamien-

tos no es necesario conocer el acoplamiento en las regiones de alta energía (UV) ó

baja energía (IR), sólo basta trabajar localmente la función beta. Esta localidad está

relacionada a las coordenadas espacio-temporales, ya que en relatividad general para

calcular cantidades locales sólo se debe tomar en cuenta la geometría local del espacio-

tiempo. Por lo tanto, es posible asociar la dimensión extra de la teoría gravitacional

a la escala de energía del grupo de renormalización [39]. El caso que nos interesa en

este trabajo es cuando los acoplamientos no cambian del todo con la escala de energía

(β = 0), ya que la teoría resulta ser invariante de escala y como ya vimos en el capítulo

2, es por tanto una teoría de campo conforme.
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4.3. La Regla GKPW y sus consecuencias

Ya que la teoría gravitacional es clásica, en principio podemos (usando la duali-

dad) calcular fácilmente observables en la TCC fuertemente acoplada. Sin embargo,

para ello es necesario una prescripción de manera de poder relacionar observables en

la teoría gravitacional con los de la teoría dual de campo fuertemente acoplada. En

particular, los objetos fundamentales de las TCC son los campos primarios. Por lo

tanto, para calcular los observables en la TCC es necesario saber cómo relacionar los

campos en el sector gravitacional con los campos primarios de la TCC.

Consideremos un Lagrangiano de una teoría de campo conforme LTCC . El cual

puede ser perturbado agregándole funciones arbitrarias JA(x), conocidas como fuentes

de operadores locales OA(x)

LTCC → LTCC +
∑
A

JA(x)OA(x) (4.9)

Esto es una perturbación de UV ya que se está usando un operador local. De

acuerdo a la conexión general entre la coordenada radial de AdS y el grupo de re-

normalización, ésta coordenada corresponde a una perturbación cerca de la frontera

r → ∞ en AdS [48]. Por lo tanto, una perturbación con la fuente J(x) de la TCC

estará codificada en la condición de frontera sobre los campos del volumen.

Si ahora extendemos la fuente hacia el volumen J(x)→ J(xµ, r) con la coordenada

extra r siendo la dimensión radial de AdSd+1, los campos en la frontera serán denotados

con coordenadas x, y los campos en el volumen dependerán de las coordenadas (xµ, r).

Si J(xµ, r) es solución de las ecuaciones de movimiento en el volumen, con la condición

de frontera

ĺım
r→∞

J(xµ, r) ≡ J(x) (4.10)

e imponemos otra condición de frontera conveniente en el horizonte para fijar J(xµ, r)

unívocamente. Se tendrá entonces un mapeo uno a uno entre los campos del volumen y
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los campos de la frontera [7,8,49]. Por lo tanto, a cada operador local O(x) corresponde

una fuente J(x), la cual representa el valor de frontera en AdS de un campo J(xµ, z)

del volumen [48].

Para deducir cuál debería ser el campo relacionado a cierto operador, es necesario

recurrir a las simetrías, ya que no existe una prescripción general con la cual pueda

hallarse dicho campo. Como regla general, ya que la simetría interna del campo en

el sector gravitacional se preserva en la teoría de campo dual, en general, podemos

decir que el espín de los campos del volumen corresponde al espín de los operadores

duales en la teoría de campo de la frontera. Para poder entender esto mejor, veamos

cómo el tensor energía-momento Tµν de la teoría cuántica de campo es codificado en el

sector gravitacional dual usando la preescripción que ya mencionamos. En particular,

la fuente de Tµν debería ser un tensor gµν [48]. Para tener un acoplamiento invariante

de calibre ∫
ddxTµν(x)gµν(x) (4.11)

el tensor gµν(x) debería ser el valor de frontera de un campo de calibre correspondiente

a la invariancia traslacional local. Dicho campo es por supuesto la métrica gab(xµ, r),

con valor de frontera

ĺım
R→∞

gab(xµ, r)
∣∣∣∣
r=R
≡ gµν(x) (4.12)

El lado derecho de (4.12) puede verse como el embebimiento de la métrica del

volumen en la hipersuperficie r = const. Ya que la métrica gµν sirve de fuente para el

tensor energía-momento Tµν y que éste es una corriente global conservada (∂µT µν = 0)

debido a la invariancia global traslacional y rotacional de la teoría de campo dual, se

puede afirmar que, existe una correspondencia entre simetrías globales en la teoría de

calibre y simetrías de calibre en la teoría gravitacional dual [48].

La conexión entre campos y operadores permite expresar la dualidad como una

igualdad entre funciones de partición. Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten formu-

laron una propuesta que actualmente es una conjetura [7, 8]. Esta propuesta, cono-
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cida como regla GKPW, afirma que la función de partición de la teoría cuántica de

campos ZTCC [J(x)] es igual a la función de partición de la teoría gravitacional dual

ZAdS[J(xµ, r)]

ZTCC [J(x)] = ZAdS[J(xµ, r)] (4.13)

donde J(x) es el conjunto de todas las fuentes asociadas a cada operador local en la

teoría de campo y J(xµ, r) es el conjunto de campos del volumen. Sin embargo, el lado

derecho de (4.13) está claramente identificado en el límite de N grande, donde la teoría

gravitacional es clásica. En este límite se puede realizar la integral de camino bajo la

aproximación de punto de ensilladura, con lo cual (4.13) puede ser escrito como [48]

ZTCC [J(x)] = eiSon−shell[J(xµ,r)] (4.14)

donde Son−shell[J(xµ, r)] es la acción gravitacional clásica calculada sobre las ecuaciones

de movimiento (on-shell). Finalmente, podemos postular la primera regla de la corres-

pondencia AdS/CFT: La dualidad calibre/gravedad es una dualidad entre funciones de

partición que relaciona la función de partición de una TCC en d dimensiones con la

acción on-shell de una teoría gravitacional en AdSd+1 según (4.14). Las demás reglas

propuestas por Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten están asociadas a la dualidad

entre las cantidades de interés de ambas teorías (gravitacional/conforme) y pueden

apreciarse en la tabla (4.1).

4.4. Renormalización y cálculo de funciones de correlación

La expresión (4.14) no está del todo definida, ya que ambos lados de la igualdad

presentan cierta divergencia y por lo tanto deben ser renormalizados cuidadosamente.

Por lo tanto, es necesario encontrar una forma de renormalizar la acción gravitacional

on-shell para así poder calcular las funciones de correlación en la teoría de campo dual.

El procedimiento de renormalización se conoce como renormalización holográfica [49].

Esquemáticamente, el procedimiento de renormalización consiste en los siguientes

pasos:
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Tabla 4.1: Reglas de GKPW para la dualidad entre las cantidades de la teoría gravi-

tacional que vive en el volumen y las de la teoría conforme que vive en la frontera.

Teoría Gravitacional (Volumen) ↔ Teoría Conforme (Frontera)

Métrica gµν Tensor energía-momento T µν

Campo de Calibre Aµ Corriente conservada Jµ

Campo escalar φ Parámetro de Orden/ Operador escalar Ob
Campo de Dirac ψ Operador fermiónico Of

Espín/Carga del Campo Espín/Carga del operador

Masa del campo Dimensión de escala ∆ del operador

Agujero Negro Fase deconfinada a temperatura T

Agujero Negro cargado Potencial químico µ

Simetría de Calibre Simetría global

Temperatura de Hawking Temperatura

Inestabilidad de Agujero Negro Transición de fase

• Fijar las condiciones de frontera y hallar una solución a las ecuaciones de mo-

vimiento: Se debe escoger condiciones de frontera convenientes tanto para el

horizonte como para la frontera conforme y así poder resolver la ecuación de

movimiento gravitacional. La condición de frontera tiene que ser escogida cuida-

dosamente ya que el horizonte y la frontera determinan la relevancia física de la

solución.

• Calcular la acción on-shell y aislar la parte divergente: La acción on-shell en

AdSd+1 es sensible a divergencias debido a la divergencia del volumen de la fron-

tera (r → ∞). A fin de calcular la acción on-shell y aislar la parte divergente

es necesario introducir un valor pequeño (cut-off) de UV en r = R y calcular la

acción usando la solución de las ecuaciones de movimiento obtenidas anterior-

mente. Esta acción obtenida consistirá de dos partes:

Son−shell(φi, R) = Sreg(φi, R) + Sdiv(φi, R) (4.15)
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donde φi es el conjunto de campos involucrados en la teoría gravitacional, Sreg

es la parte regular de la acción on-shell en el límite R → ∞ mientras que Sdiv

es la parte divergente.

• Encontrar contratérminos adecuados: Una vez identificados los términos diver-

gentes, el último paso es hallar contratérminos apropiados Sc.t.(φi(x,R), R) los

cuales cancelen dichas divergencias. Para que la teoría gravitacional sea consis-

tente, Sc.t.(φi(x,R), R) debe respetar las siguientes propiedades:

1. Debe ser una función local de los campos de la teoría gravitacional evaluada

en r = R y de la métrica inducida γij sobre la variedad r = R.

2. Debe preservar el problema de valor de frontera definido anteriormente, es

decir, no debe modificar la condición de frontera en la frontera conforme.

• Habiendo realizado estos pasos previos, la acción on-shell renormalizada está

definida como

Srenon−shell = ĺım
R→∞

[
Son−shel(φi, R) + Sc.t.(φi(x,R), R)

]
(4.16)

en este punto, manteniendo en mente la correspondencia campo-operador que ya

discutimos, podemos dar la prescripción para calcular las funciones de correlación

de la TCC dual a partir de la acción gravitacional on-shell renormalizada.

• Una vez que se ha obtenido la acción on-shell renormalizada S(ren) como una

función de los valores de frontera de los campos gravitacionales φi(x) (los cuales

actúan como fuentes para los operadores locales en la teoría de campo dual),

las funciones de correlación de la TCC de frontera están dadas por la siguiente

relación:

〈Oi(x1)Oj(x2) · · · Ol(xn)〉 = δ

δφi(x1)
δ

δφj(x2) · · ·
δ

δφl(xn)S
(ren)(Ji(x)) (4.17)
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Capı́tulo 5
Correspondencia AdS/CFT en Materia
Condensada

En este capítulo abordaremos dos ejemplos de la correspondencia AdS/CFT apli-

cada en materia condensada, o como se conoce a veces, correspondencia AdS/CMT

por sus siglas en inglés. Estos ejemplos serán los correspondientes a Campo Escalar y

Temperatura Finita. En el primero, partiremos de la acción de campo escalar, determi-

naremos la ecuación de movimiento, impondremos condiciones de frontera apropiadas

para determinar la solución a esta ecuación y utilizaremos la acción on-shell para

determinar las funciones de correlación. Luego, en el caso de Temperatura Finita par-

tiremos de la métrica de Poincaré para AdS, asumiremos un formalismo euclídeo para

la coordenada temporal con una cierta periodicidad, identificando el inverso de esta

periodicidad con la temperatura y así poder determinar la entropía, por último, par-

tiremos de la acción gravitacional, determinaremos la energía libre y constataremos el

resultado antes obtenido para la entropía.

5.1. Primer ejemplo: Campo Escalar

A continuación, resolveremos las ecuaciones de movimiento para un campo escalar

φ en el volumen de AdS. Este campo es el correspondiente a una teoría gravitacional en
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un espacio-tiempo AdS. Dicha teoría gravitacional tiene una teoría de campo conforme

(fuertemente acoplada) dual en la frontera de AdS. Siguiendo las reglas GKPW para

la dualidad, el campo φ debe ser igual a la fuente J en la teoría de campo en la frontera

y a través de φ se pueden calcular todas las cantidades físicas de interés en ella.

La acción para el campo escalar real φ, en el volumen de AdS está dada por

S = −1
2

∫
AdS

drdd+1x
√
−g
[
gµν∂µφ∂νφ+m2φ2

]
(5.1)

con √−g = (r/L)d y las correspondientes ecuaciones de movimiento son

1√
−g

∂µ

(√
−ggµν∂νφ

)
−m2φ = 0 (5.2)

Integrando por partes el primer término de (5.1), vemos que podemos reescribir

esta expresión de la siguiente manera

S = −1
2

∫
AdS

drdd+1x
[
∂µ

(√
−ggµνφ∂νφ

)
− φ∂µ

(√
−ggµν∂νφ

)
+
√
−gm2φ2

]
(5.3)

usando el teorema de Stokes, el primer término en la integral puede ser escrito como

un término de frontera, con lo cual la acción vendrá dada por

S = 1
2

∫
AdS

drdd+1x
√
−g φ(�−m2)φ− 1

2

∫
∂AdS

dd+1x
√
−γφ∂nφ (5.4)

donde γ es el determinante de la métrica inducida sobre la frontera de AdS. Para la

métrica de AdS

ds2 = L2

r2 dr
2 + γµν(r, x)dxµdxν (5.5)

la métrica inducida es el tensor γµν(r, x) evaluado en la frontera r →∞. La derivada

normal ∂n ≡ nµ∂µ en el término de frontera está dirigida desde la frontera hacia afuera

a lo largo del vector normal unitario nµ = (r/L, 0, · · · , 0). Tomando por simplicidad

la métrica pura de AdS, se tiene que γµν = (r2/L2)ηµν . Este término de frontera no

contribuye a las ecuaciones de movimiento, pero es fundamental en la correspondencia.
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Luego, si φ es solución de las ecuaciones de movimiento (5.2), el primer término

en (5.4) se anula y la acción on-shell está dada sólo por el término de frontera

S = −1
2

∫
∂AdS

dd+1x
√
−γφ∂nφ (5.6)

Ya que existe una invariancia traslacional se puede efectuar una transformada de

Fourier y escribir el campo φ de la siguiente manera [1, 11]

φ(~x, r, t) = e−(ωt−~k·~x)f(r) (5.7)

al sustituir esta expresión en las ecuaciones de movimiento resulta
[
d2

dr2 + d+ 2
r

d

dr
−
(
λ2L4

r4 + m2L2

r2

)]
fλ(r) = 0 (5.8)

donde λ2 ≡ −ω2 + ~k2. Si consideramos soluciones asintóticas cerca de la frontera

r → ∞ para (5.8), tal que f(r) ∝ r−∆, podemos ver que la ecuación de movimiento

(5.2) se reduce a

∆(∆− 1)r−∆ + (d+ 2)∆r−∆ − r−∆−2(λ2L4)−m2L2r−∆ = 0 (5.9)

la cual para r →∞ conduce a

∆(∆− d− 1) = m2L2 (5.10)

cuyas soluciones para ∆ serán [11]

∆± = d+ 1
2 ±

√(d+ 1
2

)2
+m2L2 (5.11)

De (5.11) puede verse que ∆+ ≡ ∆ es siempre positivo, por lo tanto r−∆ se anula

cerca de la frontera (r →∞). El hecho que los exponentes sean reales implica que existe

una condición llamada condición de Breitenlohmer-Freedman: m2L2 ≥ −(d+ 1)2/4, la

cual es una propiedad del espacio-tiempo AdS. Si esta condición se satisface entonces

el espacio resulta ser estable en presencia del campo masivo φ [1].
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Por otra parte, la expresión (5.2) es una ecuación de Bessel modificada, la cual

para λ2 > 0 tiene como solución

fλ(r) = A
(
r

L2

)−(d+1)/2
Kν

(
λL2

r

)
+B

(
r

L2

)−(d+1)/2
Iν

(
λL2

r

)
(5.12)

donde A y B son constantes a determinar imponiendo ciertas condiciones, mientras

que Kν y Iν son las funciones de Bessel modificada de segunda clase y

ν = ∆− d+ 1
2 =

√(d+ 1
2

)2
+m2L2 (5.13)

Ya que I(x) ∼ ex y K(x) ∼ e−x para x grande, tomamos B = 0 en (5.12) ya que

para r → 0 esta es la solución que mejor se comporta. Por otra parte, para r →∞ se

tiene que

Kν

(
λL2

r

)
=
(
λL2

2r

)−ν Γ(ν)
2 +

(
λL2

2r

)ν Γ(−ν)
2 + · · · (5.14)

de esta manera la solución del volumen tiene un comportamiento asintótico universal

cerca de la frontera r →∞ de la forma [11]

φsol(ω,~k, r) = Γ(ν)λ−ν
2(1−ν)

(
r

L

)−(d+1−∆)
+ Γ(−ν)λν

2(1+ν)

(
r

L

)−∆
+ · · ·

= A(ω,~k)
(
r

L

)−(d+1−∆)
+B(ω,~k)

(
r

L

)−∆
+ · · ·

(5.15)

donde ∆ = (d+ 1)/2 +
√

(d+ 1)2/4 +m2L2.

De acuerdo a la regla GKPW, el valor de frontera de φsol(ω,~k, r → ∞) debería

tomarse fijo e igual a la fuente J(ω,~k). En este punto surge un problema, ya que el

exponente d+ 1−∆ será negativo generalmente y por tanto el valor en la frontera de

φ no estará bien definido. Por otra parte, aproximarse a la frontera es equivalente a in-

crementar la escala de renormalización hasta infinito y en ese caso surgen divergencias

UV. Por tal motivo es necesario regularizar la teoría.

La regla GKPW establece que se debería realizar los cálculos a una distancia

infinitesimal r = ε−1 de la frontera y modificar la teoría tal que luego se pueda tomar un
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límite apropiado ε→ 0. Siguiendo este procedimiento, la acción on-shell regularizada

viene dada por [11]

Son−shell(ε) = 1
2L

∫
r=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1

(
r

L

)d[
(d+ 1−∆)A2

(
r

L

)−(2d+1−2∆)
+

+(d+ 1)AB
(
r

L

)−d
+ · · ·

] (5.16)

El primer término es problemático ya que es un término divergente. La clave para

que la acción esté bien definida consiste en agregar un término de frontera arbitrario

en ella que no altere las ecuaciones de movimiento. Este término adicional tendrá la

forma

Sct(ε) = −(d+ 1−∆)
2L

∫
r=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1
√
−γφ2

= −(d+ 1−∆)
2L

∫
r=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1

(
r

L

)d+1[
A2
(
r

L

)−2(d+1−∆)
+ 2AB

(
r

L

)−(d+1)
+ · · ·

]
(5.17)

Combinando las expresiones (5.16) y (5.17), nos queda

Son−shell(ε) + Sct(ε) = 1
2L

∫
r=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1

(
r

L

)d+1 [
(2∆− d− 1)AB

(
r

L

)−(d+1)
+ · · ·

]
(5.18)

que está bien definida (finita). Por otra parte, el comportamiento dominante (el coefi-

ciente A(ω,~k)) de la solución φsol(ω,~k, r) puede ser igualado a la fuente local J(ω,~k).

Ya que lo anterior debe coincidir con la expresión de la fuente en la teoría de

campo

Sfuente = −i
∫
dd+1xJO (5.19)

al tomar la derivada simple con respecto a J se obtiene la función de correlación 〈O〉 del

operador de la teoría de campo en presencia de la fuente. Esta función de correlación

está dada por

〈O(ω,~k)〉 = 2∆− d− 1
2L B(ω,~k) (5.20)
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Por lo tanto, es evidente que igualar el comportamiento dominante A(ω,~k) de

la solución cerca de la frontera con la fuente J(ω,~k), implica que el comportamiento

sub-dominante B(ω,~k) cerca de la frontera es la correspondiente respuesta. La teoría

de respuesta lineal establece que la respuesta B(ω,~k) debería ser linealmente propor-

cional a la fuente A(ω,~k) [11]. Dividiendo esta proporcionalidad, junto con un factor

combinacional de 2, nos da la función de correlación de la TCC [32]

〈O(−ω,−~k)O(ω,~k)〉 = (2∆− d− 1)
L

B(ω,~k)
A(ω,~k)

(5.21)

esta expresión también puede obtenerse aplicando la regla GKPW al derivar dos veces

la acción gravitacional on-shell del volumen respecto a la fuente J .

5.1.1. Cálculo de la función de correlación de dos puntos em-
pleando la regla GKPW

Para calcular la función de correlación de dos puntos empleando la regla de GKPW

por diferenciación con respecto a la fuente J , es necesario darse cuenta que se está

resolviendo un problema simple de condiciones de frontera Dirichlet. También hay

que notar que la ecuación de movimiento para el campo escalar φ es una ecuación

diferencial de segundo orden con dos soluciones linealmente independientes. Llamare-

mos φB la solución con A = 0 y cuyo comportamiento en la frontera viene dado por

φB(r) = Br−∆(1 + ∑
n cnr

n). Esta es la solución Dirichlet apropiada ya que se anula

en la frontera. Para la otra solución, tomaremos una expresión que es regular en el

interior, la cual llamaremos φint(r). Por simplicidad tomaremos L = 1, lo cual puede

realizarse siempre si se hace un reescalamiento de las coordenadas de manera que sean

cantidades adimensionales (t, xi, r)→ L(t, xi, r).

Se puede escribir la ecuación de movimiento de φ de la siguiente manera

∂2

∂r2φ(r) + P (r) ∂
∂r
φ(r) +Q(r)φ(r) = 0 (5.22)
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con la función de Green AdS Dirichlet obedeciendo

(∇µ∇µ −m2)GAdS(r, r′) = e−
∫ r

dr̃P (r̃)δ(r − r′)

ĺım
r→∞
GAdS(r, r′) = 0

(5.23)

donde r̃ es una variable de integración.

La función de Green vendrá dada por

GAdS(r, r′) = φB(r)φint(r′)θ(r − r′) + φint(r)φB(r′)θ(r′ − r)
W (φint, φB) (5.24)

conW (φint, φB) ≡ e
∫ r

dr̃P (r̃)(φint∂rφB−φB∂rφint) el Wronskiano, el cual asegura que se

ha elegido la normalización correcta y que se puede evaluar la función para cualquier

r.

Luego para una fuente J(ω,~k) en la frontera, la solución a la ecuación de movi-

miento es

φsol(ω1, ~k1, r) = ĺım
ε→0

∫
r′=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1 e
∫ r′

P∂r′G(r, ω1, ~k1; r′, ω,~k) J(ω,~k)

= ĺım
ε→0

∫ dωdd~k

(2π)d+1
e
∫ r′

P∂r′φB(r′)φint(r)|r′=ε−1

e
∫ r

P (φint∂rφB − φB∂rφint)
J(ω,~k)

(5.25)

por construcción esta solución obedece ĺım
r→∞

φsol(ω,~k, r) = J(ω,~k), ya que el Wrons-

kiano se reduce a e
∫ r

Pφint∂rφB para r → ∞. La derivada normal de la solución será

entonces

∂rφsol(ω1, ~k1, r) = ĺım
ε→0

∫
r′=ε−1

dωdd~k

(2π)d+1 e
∫ r′

P∂r∂r′G(r, ω1, ~k1; r′, ω,~k) J(ω,~k)

= ĺım
ε→0

∫ dωdd~k

(2π)d+1
∂rφint(r)
φint(ε−1) J(ω,~k)

(5.26)

Al sustituir esto en la acción, se encuentra

Son−shell + Sct = ĺım
r→∞

− 1
2

∫
dd+1xrd+2φsol∂rφsol −

1
2(d+ 1−∆)

∫
dd+1xrd+1φ2

sol


= ĺım

ε→0

∫ dωdd~k

(2π)d+1
1
2J(−ω,−~k)

− 1
εd+2

∂rφint(r)
φint(r)

∣∣∣∣
r=ε−1

− (d+ 1−∆)
εd+1

J(ω,~k)

(5.27)
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Recordando que el comportamiento genérico de la solución φint cerca de la frontera

es φint = Aintr
−(d+1−∆) + Bintr

−∆ y si derivamos dos veces esta expresión respecto a

la fuente J , se encuentra

〈O(−ω,−~k)O(ω,~k)〉 = ĺım
ε→0

− 1
εd+2

∂ε−1φint(ε−1)
φint(ε−1) − (d+ 1−∆)

εd+1


= ĺım

ε→0
ε1−∆ ∂ε[ε−(d+1−∆)φint(ε−1)]

φint(ε−1)

= ĺım
ε→0

ε2∆−2d−2 (2∆− d− 1)B(ω,~k)
A(ω,~k)

(5.28)

El último paso es que uno simplemente descarta la dependencia general del re-

gulador y se obtiene la misma expresión que en (5.21). La justificación para poder

hacer esto radica en que existe una ambigüedad al identificar J(ω,~k). Debido a la

simetría conforme, es posible identificar esta fuente hasta una cierta transformación

de escala [8]. Ya que J tiene dimensión de escala d+ 1−∆, aparece el factor ε2∆−2d−2

y por lo tanto es necesario renormalizar la fuente de la frontera J(ω,~k) para que coin-

cida con la fuente obtenida a partir del campo escalar del volumen, es decir, hacer

Jvol(ω,~k; ε) = εd+1−∆JCFT (ω,~k). De esta forma, la dependencia general del regulador

será considerada de inmediato [32].

Al final, si se sutituyen los valores de A(ω,~k) y B(ω,~k) de la expresión (5.15), se

tiene que

〈O(−ω,−~k)O(ω,~k)〉 = (2∆− d− 1)B(ω,~k)
A(ω,~k)

= 2ν
Γ(−ν)

Γ(ν)

[λ
2

]2∆−d−1
(5.29)

y realizando la transformada de Fourier inversa (espacial), se obtiene

〈O(x)O(y)〉 = 2ν
π(d+1)/2

Γ(∆)
Γ(ν)

1
|x− y|2∆ (5.30)

De esta manera, ∆ puede ser interpretado como la dimensión de escalamiento del

operador O en la teoría de frontera.
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5.2. Segundo ejemplo: Temperatura Finita

La temperatura finita o el potencial químico rompen la simetría de dilatación del

espacio-tiempo. Sin embargo, es de esperar que el espacio-tiempo recupere la invarian-

cia de escala a medida que nos acercamos a la frontera, es decir, el espacio-tiempo

debería ser asintóticamente AdS. Si consideramos la siguiente métrica [1, 11]

ds2 = r2

L2

[
− f(r)dt2 + h(r)dxidxi

]
+ L2

r2 g(r)dr2 i = 1, · · · , d (5.31)

Se sabe que todas las TCC pueden ser llevadas a temperaturas diferentes de cero.

Por lo tanto es posible utilizar la misma acción para T = 0 como para T 6= 0. Ya que

el problema que estudiaremos presenta una simetría esférica y que estamos tratando

con un problema de AdS, podemos tomar g(r) = 1/f(r) y h(r) = 1, con lo cual la

métrica toma la forma

ds2 = r2

L2

[
− f(r)dt2 + dxidxi

]
+ L2

r2
dr2

f(r) i = 1, · · · , d (5.32)

luego, identificamos

gtt = −r
2f(r)
L2 grr = L2

f(r)r2 gxx = gyy = r2

L2 (5.33)

podemos usar (2.3) y así obtener las conexiones

Γrrr = −1
r
− f ′

2f Γtrt = −1
r

+ f ′

2f Γrtt = −f
2

r
+ ff ′

2 (5.34)

Γrxx = Γrxx = f

r
Γxxr = Γyyr = −1

r
(5.35)

Mientras que de la expresión (2.7) se encuentran las componentes del tensor de

Ricci

Rtt =
f
[
6f + r(−4f ′ + rf ′′)

]
2r2 Rrr = −6f − 4rf ′ + r2f ′′

2r2f
(5.36)

Rxx = Ryy = −3f + rf ′

r2 (5.37)
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Al igualar (5.36) y (5.37) con (2.45) (usando Rrr = −grrd) y resolver la ecuación

diferencial que nos queda, se encuentra que

f(r) = 1−
(
ro
r

)3
(5.38)

donde ro es el radio del horizonte de un agujero negro. De (5.38) se puede ver que a

medida que la coordenada r → ∞ el factor f → 1 y la métrica (5.32) toma la forma

de la métrica de AdS, obteniendo así que el espacio-tiempo resulta ser asintóticamente

AdS. En general se tiene que el factor que aparece en la métrica, para d+1 dimensiones,

viene dado por

f(r) = 1−
(
ro
r

)d+1
(5.39)

A continuación realizaremos un procedimiento, basados en un formalismo euclí-

deo, para poder determinar la temperatura y entropía del agujero negro. Si hacemos

τ = it, donde τ es el tiempo euclídeo, podemos escribir la métrica (5.32) de la siguiente

manera

ds2
E = r2

L2

[
f(r)dτ 2 + dxidxi

]
+ L2

r2
dr2

f(r) i = 1, · · · , d (5.40)

cerca de r = ro podemos escribir

f(r) ≈ f(ro) + (r − ro)f ′(ro) = (r − ro)f ′(ro) (5.41)

Utilizando (5.41), la métrica puede ser escrita como

ds2
E ≈

r2
o(r − ro)f ′(ro)

L2 dτ 2 + L2dr2

r2
o(r − ro)f ′(ro)

+ r2
odx

idxi

L2 (5.42)

esta métrica tiene una singularidad en el horizonte, la cual puede ser removida bajo

una apropiada elección de coordenadas [50]. Además, en r = ro la dirección tempo-

ral euclídea se reduce a un punto. Esto es similar a lo que ocurre en el origen de

coordenadas polares ds2 = dρ2 + ρ2dϕ2, donde ϕ es el ángulo polar.

Si hacemos un cambio de coordenadas tal que, la parte {r, t} de (5.42) luzca como

ds2 = dρ2 + ρ2dϕ2

ds2
E ≈

r2
o(r − ro)f ′(ro)

L2 dτ 2 + L2dr2

r2
o(r − ro)f ′(ro)

= ρ2dϕ2 + dρ2 (5.43)
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entonces cerca del horizonte tenemos

dρ2 = L2dr2

r2
o(r − ro)f ′(ro)

⇒ ρ = 2L
√
r − ro

ro
√
f ′(ro)

(5.44)

escribiendo ϕ = βτ se tiene que ρ2dϕ2 = ρ2β2dτ 2, con lo cual

ρ2dϕ2 = ρ2β2dτ 2 = 4L2(r − ro)
r2
of
′(ro)

β2dτ 2 = r2
o(r − ro)f ′(ro)

L2 dτ 2 (5.45)

usando |f ′(ro)| = (d+ 1)/ro se encuentra que β = r2
of
′(ro)/2L2 = (d+ 1)ro/2L2.

Esta métrica describe una geometría regular si ϕ es periódico con período 2π

βτ → βτ + 2π ⇒ τ → τ + 2π
β

= τ + 4πL2

(d+ 1)ro
(5.46)

Identificando en (5.46) la temperatura de Hawking como el inverso de la periodi-

cidad, se tiene

T = (d+ 1)ro
4πL2 (5.47)

De esta manera, puede verse que la temperatura (5.47) aumenta a medida que

el radio del agujero negro aumenta en la dirección radial. Así, una TCC en presencia

de un agujero negro tiene una temperatura T . Generalmente, el calor específico de

un agujero negro es negativo y el agujero negro termina siendo termodinámicamente

inestable, pero en el caso de un espacio-tiempo AdS el agujero negro es estable y por

lo tanto representa una situación o estado de equilibrio [1]. Es importante notar que

a T = 0 la coordenada radial ro → 0 y se recupera la métrica de AdS.

Por otra parte, es posible calcular el área del horizonte de eventos de la siguiente

forma

A =
∫

Σd

√
gddx =

ro
L

dVd (5.48)

donde Vd es el volumen espacial de la frontera Σd. Por lo tanto, la entropía vendrá

dada por

S = A

4G = rdoVd
4GLd = VdL

d

4G

 4πT
d+ 1

d (5.49)
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con lo cual podemos escribir la densidad de entropía

s = S

Vd
= Ld

4G

 4πT
d+ 1

d (5.50)

El cálculo de la entropía para una TCC con interacciones fuertes es por lo general

difícil. Como puede verse, s puede ser hallada de manera más sencilla calculando el

área del horizonte (5.48).

Por otra parte, la entropía puede ser calculada directamente a partir de la acción

gravitacional utilizando la correspondencia AdS/CFT. La acción de gravedad on-shell

para una solución de agujero negro será la acción de gravedad Sgrav = SEinst+SGH+Sct,

que viene dada por [11]

S = − 1
2k2

 ∫
AdS

dd+2x
√
g
(
R + d(d+ 1)

L2

)
+
∫
∂AdS

dd+1x
√
h
(

2K − 2d
L

) (5.51)

donde hemos usado Λ = −d(d + 1)/2L2. La métrica es la correspondiente a (5.40) y

se tiene además que √g = (r/L)d.

Ya que la métrica inducida es ortogonal al vector normal y sabiendo que

hµν = diag{r
2f

L2 ,
r2

L2 , · · · ,
r2

L2 , 0},
√
h =

( r
L

)d+1√
f, nµ = (0, · · · , 0, L

r
√
f

)

(5.52)

la traza de la curvatura extrínseca K en el término de Gibbons-Hawking (5.51) puede

ser escrito como [11]

K = −hλαΓρλαnρ = −hττΓrττnr −
d∑
i=1

hxixiΓrxixinr

= − L2

r2f
Γrττ

L

r
√
f
−

d∑
i=1

L2

r2 Γrxixi
L

r
√
f

=
√
f

L

rf ′
2f + (d+ 1)

 (5.53)

donde hemos usado que Γrττ = − r3f [2f+f ′]
2L4 y Γrxixi = − r3f

2L4 .
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Luego, utilizando R = −(d+ 2)(d+ 1)/L2, el primer término de (5.51) queda
∫
AdS

dd+2x
√
g
(
R + d(d+ 1)

L2

)
=
∫ β

0
dτ

∫ ∞
−∞

ddx
∫ ∞
ro

dr
(
r

L

)d(−2(d+ 1)
L2

)
= βVd
Ld+2 [−2(d+ 1)]

∫ ε

ro
dr rd

= Vd
TLd+2 2

[
rd+1
o − εd+1

] (5.54)

donde hemos integrado hasta un cierto cut-off ε→∞.

Por último, utilizando la expresión (5.53), el segundo término de (5.51) queda

∫
∂AdS

dd+1x
√
h
(

2K − 2d
L

)
=
∫ β

0
dτ

∫ ∞
−∞

ddx
(
r

L

)d+1√
f

2
√
f

L

rf ′
2f + (d+ 1)

− 2d
L

∣∣∣∣∣∣
r→ε

= Vd
TLd+2

rd+1f

rf ′
f

+ 2(d+ 1)
− 2d rd+1

√
f

∣∣∣∣∣∣
r→ε

= Vd
TLd+2

rd+2f ′ + 2(d+ 1)rd+1f − 2d rd+1
√
f

∣∣∣∣∣∣
r→ε

= Vd
TLd+2

[
2εd+1 − rd+1

o

]
(5.55)

combinando los resultados (5.54) y (5.55), se obtiene finalmente (usando 5.47)

Sgrav = − Vd
2κ2TLd+2 r

d+1
o = − Vd

2κ2TLd+2

[4πL2T

d+ 1

]d+1
(5.56)

Por otra parte, a partir de (5.56) se puede obtener la energía libre

F = −TLn(Z) = TSgrav = − Vd
2κ2Ld+2

[4πL2T

d+ 1

]d+1
(5.57)

y la entropía

S = −∂F
∂T

= (4π)d+1Ld

2k2(d+ 1)dVdT
d (5.58)

donde este resultado coincide con (5.49) ya que k2 = 8πG.
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Capı́tulo 6
Metales Extraños de Reissner-Nordström

En este capítulo estudiaremos la correspondencia AdS/CFT aplicada a un caso

particular de materia condensada. En este sentido, presentaremos la dualidad entre un

agujero negro de Reissner-Nordström (por parte de la teoría gravitacional) y un metal

extraño (por parte de la teoría de campo conforme). Para esto iniciaremos este capítulo

con las características generales de un metal extraño para luego hablar propiamente

de la dualidad entre ambas teorías.

6.1. Metales extraños: superconductores de alta temperatura
crítica

Luego del descubrimiento de la superconductividad en 1911 por Kamerlingh On-

nes y Gilles Holst, quienes fueron los primeros en lograr alcanzar temperaturas cerca-

nas al cero absoluto gracias a la licuefacción del helio, la mayor temperatura crítica

Tc había sido 23K en Nb3Ge. En 1986, se encontraron los superconductores de alta

Tc, los cuales son compuestos de óxido de cobre llamados cupratos. Entre estos su-

perconductores de alta Tc, algunos sistemas bien conocidos son los de Y Ba2Cu3O7

(“YBCO”), Bi2Sr2Ca2Cu3O10 (“BSCCO”) y el HgBa2Ca2Cu3O8, el cual tiene una

de las mayores Tc (∼ 135K y ∼ 165K bajo altas presiones) [10].
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El tema de los superconductores de alta Tc es bastante diverso. La propiedad

más importante de los materiales de alta Tc es que su temperatura crítica parece muy

alta respecto a los superconductores convencionales (teoría BCS), donde se espera que

la mayor Tc sea 30-40K. La teoría BCS está basada en la descripción de Líquido de

Fermi débilmente acoplado, por lo que la descripción parece insuficiente para describir

materiales de alta Tc. Esto sugiere que es necesaria una descripción de acoplamiento

fuerte [10].

La estructura de los cupratos está conformada por capas de cobre y oxígeno,

que forman una red cuadrada. En los vértices de cada cuadrado se sitúan los átomos

de cobre, mientras que los átomos de oxígeno se encuentran en el punto medio de las

aristas (ver figura 6.1). Estas capas atómicas controlan el comportamiento del material

al paso de la corriente eléctrica [51].

Figura 6.1: Estructura del cuprato YBa2Cu3O7, el cual es uno de los superconductores

de alta temperatura crítica (en este caso Tc = 142K). Se muestran los planos o capas de

cobre-oxígeno que son responsables de la superconductividad en el material. Tomado

de [51].

En los cupratos la aparición de la superconductividad está ligada a la cantidad de
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electrones que se mueven en la capa de cobre-oxígeno. En los “compuestos originales”

cada átomo de cobre aporta un electrón al flujo de cargas. Sin embargo, debido a

la fuerte correlación entre los electrones los compuestos originales son aislantes que

reciben el nombre de aislantes Mott. En estos materiales el paso de la corriente eléctrica

se inhibe para evitar que haya dos electrones en el mismo átomo, ya que debido a la

repulsión esto requeriría mucha energía. Los electrones localizados se ordenan de forma

antiferromagnética [51].

Al añadir o quitar electrones de la capa de cobre-oxígeno desaparecen el carácter

aislante y el antiferromagnetismo y aparece la superconductividad (ver figura 6.2). A

temperaturas superiores a la crítica el cuprato conduce la electricidad, sin embargo

sus propiedades son muy anómalas debido a la fuerte repulsión entre los electrones. Se

cree que esta fuerte repulsión y/o la tendencia al antiferromagnetismo pueden estar

en el origen de la superconductividad de alta temperatura [51].

Figura 6.2: Diagrama de fase para un cuprato. Se pueden apreciar (de derecha a iz-

quierda) las fases ferromagnética, pseudogap, superconductora, metal extraño y líquido

de Fermi al variar el dopaje en el material. Tomado de [52]

Cuando no existe dopaje, el material es un aislante antiferromagnético y presenta

una fuerte interacción electrón-electrón. A medida que el dopaje aumenta, el material
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pasa a ser conductor y en algún punto llega a convertirse en superconductor mientras va

aumentando la temperatura crítica. Sin embargo, si se aumenta mucho más el dopaje,

la temperatura crítica comienza a disminuir y eventualmente el material pierde su

fase superconductora. La temperatura de transición Tc es mayor cuando el dopaje es

óptimo [51].

Un “metal extraño” es una fase de electrones en sólidos a temperatura finita que

parece ser común a la mayoría de los cupratos (ver figura 6.2). El comportamiento de

los metales comunes a temperaturas suficientemente bajas, puede ser explicado por el

modelo de líquido de Fermi. Sin embargo, en el caso de los metales extraños ya no es

posible explicar su comportamiento a través de éste modelo [51]. La razón de esto no

es del todo clara para los físicos. Parece que las investigaciones más recientes están

tratando de vincular la teoría de cuerdas con extraños comportamientos metálicos.

En los metales normales la resistencia aumenta con el cuadrado de la temperatura

en el régimen de bajas temperaturas. Los metales extraños se diferencian principal-

mente de los metales normales en que su resistencia eléctrica aumenta de manera lineal

en relación con la temperatura en una amplia gama de valores de T . Debido a este

efecto, muchos metales extraños son superconductores a altas temperaturas (sin resis-

tencia eléctrica). Esto los hace muy interesantes, ya que todos los superconductores

descubiertos hasta el momento no tienen resistencia eléctrica por debajo de una cierta

temperatura [52].

6.2. Metales extraños de Reissner-Nordström (RN)

El diccionario AdS / CFT establece que para describir el problema de densidad

finita en la frontera, es necesario introducir una carga eléctrica en el interior del vo-

lumen. La teoría más simple que puede hacer esto es la teoría clásica (N grande)

de AdS-Einstein-Maxwell. Las ecuaciones de movimiento para esta teoría tienen una

única familia de soluciones estáticas e invariantes bajo rotación: la versión AdS de

56



Capítulo 6: Metales Extraños de Reissner-Nordström

agujeros negros cargados descubierta entre 1916 y 1918 por Reissner y Nordström,

conocida como agujeros negros de Reissner-Nordström (RN) [11].

Cuando la masa del agujero negro coincide con su energía electromagnética, éste

no puede perder energía debido a la conservación de la carga. Para este agujero ne-

gro “extremo” la temperatura de Hawking desaparece, ya que no puede irradiar. El

estado dual de este agujero negro extremo es el metal extraño de densidad finita de

temperatura cero en la frontera. En este capítulo estudiaremos la solución del agujero

negro cargado en AdS y obtendremos la termodinámica de la teoría en la frontera con

énfasis en su misteriosa entropía de estado fundamental. Posteriormente, analizaremos

en detalle el papel especial que desempeña la geometría especial “cerca del horizonte”

AdS2. Esta será dual al surgimiento de la criticidad cuántica local en la frontera, así

como también el escalamiento de “volumen” por violación de hiperescala [11].

6.3. Potencial químico y potencial eléctrico

Partiendo de la teoría de campo en la frontera y en ausencia de fuentes electro-

magnéticas en el volumen, la teoría describe las fluctuaciones electromagnéticas, pero

el estado del sistema sigue siendo de densidad cero. Para llevar esto a una densidad

finita uno tiene que exponer la teoría de campo a un potencial químico que se conjuga

con la densidad. A partir de las reglas de GKPW, se ve inmediatamente que la fuen-

te para el operador de densidad es el potencial electrostático At del volumen. Para

una densidad, independiente del tiempo y espacialmente uniforme, esto sólo puede

depender de la dirección radial. Por lo tanto, para codificar el potencial químico en la

frontera, se requiere un campo eléctrico radial, con líneas de campo que “perforan” la

frontera de una manera espacialmente uniforme [11].

Para ello, es necesario almacenar de alguna forma una carga eléctrica puntual

en el interior profundo (región IR) del volumen. A temperatura finita esta carga se

asocia, de una manera u otra, con el requisito de que un agujero negro tenga que estar
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presente también. La manera más simple es combinar los dos requisitos y considerar el

agujero negro cargado eléctricamente: este es el agujero negro de Reissner-Nordström

(RN). De hecho, para la teoría de Einstein-Maxwell en el volumen, esta es la única

solución estacionaria, como se mencionó antes.

6.4. Solución a la teoría de Einstein-Maxwell

La acción de Einstein-Maxwell que incluye la constante cosmológica para el espacio-

tiempo general (d+ 2) es

SEM =
∫
dd+2x

√
−g

 1
16πG

(
R + d(d− 1)

L2

)
− 1

4g2
F

FµνF
µν

 (6.1)

El punto de ensilladura de la acción (6.1) en AdS puede ser escrito en forma de

una métrica y un potencial de calibre At según [11]

ds2 = r2

L2 (−f(r)dt2 + d~x2) + L2

r2
dr2

f(r) ,

f(r) =1 + Q2

r2d −
M

rd+1 , At = µ

1− rd−1
o

rd−1

 (6.2)

donde

µ = gFQ

2cd
√
πGLrd−1

o

=
√

2gFQ
cdκLrd−1

o

, con cd =
√

2(d− 1)
d

(6.3)

la diferencia en la geometría, comparada con la solución de AdS-Schwarzchild

ds2 = r2

L2 (−f(r)dt2 + dxidxi) + L2

r2
dr2

f(r) , i = 1, · · · , d

f(r) =1− rd+1
o

rd+1

(6.4)

está encapsulada en el cambio del factor de emblackening f(r).

El horizonte está, como siempre, determinado por el cero de esta función, f(ro) =

0. De donde se infiere directamente que esta condición lleva a dos soluciones, las

cuales representan un horizonte interno y uno externo. En el contexto de la holografía
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el horizonte interno no juega ningún papel. El horizonte externo juega el mismo papel

del horizonte del agujero negro de Schwarzchild.

Usando el mismo procedimiento usado para calcular las cantidades termodinámi-

cas para el agujero negro de Schwarzchild (ver apéndice B), la temperatura del agujero

negro de Reissner-Nordstrom es [11]

T =

√
d
dr
gtt

d
dr
grr

4π

∣∣∣∣∣∣
r=ro

= (d+ 1)ro
4πL2

[
1− (d− 1)Q2

(d+ 1)r2d
o

]
(6.5)

y la densidad de entropía del agujero negro de Reissner-Nordstrom es

s = S

Vd
= A

4GVd
= 1

4G

(
ro
L

)d
(6.6)

donde hemos usado que

ARN =
∫
ddx
√
−g

∣∣∣∣∣∣
r=ro

=
(
ro
L

)d
Vd (6.7)

Por otra parte, de la condición f(ro) = 0 también se obtiene una expresión de la

masa del agujero negro en términos de la carga y la posición del horizonte externo ro

M = rd+1
o + Q2

rd−1
o

(6.8)

de la expresión (6.8) puede verse que cuando la masa M del agujero negro de RN

es grande comparada con su carga Q, el agujero negro pareciera no estar cargado y

en ese caso se recuperan los resultados del agujero negro de Schwarzchild. Esto no es

particularmente interesante, ya que sólo significa que la temperatura en la frontera es

grande comparada con el potencial químico µ. El nuevo régimen interesante es cuando

T es mucho menor que µ. Allí se espera que aparezca la física asociada con densidad

finita. El agujero negro de RN se comporta bastante interesante en este caso [11].

Al disminuir la masaM (temperatura) para una carga fija Q (potencial químico),

el horizonte retrocederá hacia el interior profundo del volumen. Sin embargo, aunque

la energía almacenada en el tejido espacio-temporal disminuye cuando el agujero negro
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se contrae, la energía almacenada en el campo electromagnético es fija para una carga

fija. La energía total no puede ser menor que la energía contenida en este campo

electromagnético fijo. Violar esta restricción intuitiva daría lugar a una singularidad

desnuda. De esta manera, la solución a la ecuación (6.2) está acotada entonces por [11]

M ≥ 4(d+ 1)(d+1)/2d

c2
d(d− 1)(d+1)/2dQ

(d+1)/d (6.9)

para ver esto se toma T = 0 en (6.5), se obtiene ro =
[
(d− 1)Q2/(d + 1)

]1/2d
y luego

se sustituye en f(ro) = 0.

El caso interesante es cuando se cumple la igualdad en (6.9). Este es el caso

especial del agujero negro extremo, caracterizado por una masa que es enteramente

debida a su carga electromagnética. En el contexto de la termodinámica de agujeros

negros, tales agujeros negros extremos son objetos fascinantes [11].

Sustituyendo el valor de saturación (6.9) en la fórmula para temperatura de Haw-

king (6.5), muestra que su temperatura es cero. Para entender esto, pensemos por un

momento en el agujero negro de Schwarzschild, este agujero es inestable porque emite

radiación de Hawking y como consecuencia su masa debería disminuir en el tiempo.

Sin embargo, cuando su masa es enteramente debida a su carga eléctrica conservada,

sería imposible reducir su masa mucho más. La conservación de la energía prohíbe la

emisión adicional de radiación por lo que su temperatura debe ser cero.

Por lo tanto, el agujero negro RN extremo codifica un estado de densidad finita

a temperatura cero. Pero ahora viene la notable “extrañeza” de este estado: cuando

la ecuación (6.9) está saturada todavía hay una solución de agujero negro con un

horizonte en

r∗ =
d− 1
d+ 1

1/2d

Q1/d (6.10)

El horizonte (y en particular su área) es, por lo tanto, manifiestamente de un

tamaño macroscópico. Esto implica a su vez que el agujero negro extremo lleva una
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entropía finita de Bekenstein-Hawking S = A/4G. La estructura gravitacional que

se supone es la forma más elemental de codificar la densidad finita en la teoría de

campo, predice un estado fundamental que es altamente degenerado: este es un estado

caracterizado por la entropía de temperatura cero [11].

Los estados de entropía del estado fundamental finito son abundantes en la ma-

teria (clásica). En materia condensada se les llama sistemas frustrados. Un ejemplo

elemental es el modelo de Ising de antiferromagnetos en una red triangular, que se

caracteriza por un extenso número de configuraciones de espín diferentes que tienen

la misma energía mínima. Sin embargo, la degeneración del estado fundamental del

estado de metal RN de alguna manera tiene un origen muy diferente que en la actuali-

dad no se comprende en absoluto. Un sistema con una gran degeneración en el estado

fundamental viola la tercera ley de Nernst de la Termodinámica.

Esta ley pragmática se refiere a que tales estados son muy frágiles: cualquier in-

fluencia elevará la degeneración. En el caso de los sistemas geométricamente frustrados

clásicos, el “volumen de frustración” de los estados básicos en el espacio de configura-

ción se extiende a través de configuraciones espaciales, pero ese no parece ser el caso

para el metal RN [11].

Intuitivamente es de esperar que el agujero negro RN sea un estado increíblemente

inestable. Desde un punto de vista puramente gravitacional los agujeros negros, siendo

el estado final ineludible de toda la materia, deberían ser infinitamente estables. En

AdS, esto simplemente no es cierto, y no es exagerado afirmar que es esta sorpresa la

que rige una gran parte del programa AdS/CMT.

6.5. Termodinámica de RN

Para el agujero negro de RN utilizamos el procedimiento usual que establecen

las reglas GKPW, partiendo de una teoría de campo y derivando de la acción las
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cantidades termodinámicas relevantes. En la teoría de campo, considerar un potencial

químico finito µ para la corriente global Jµ, significa perturbar la teoría de campo con

δSFT = µ
∫
dd+1xJ t (6.11)

De acuerdo con el diccionario, el valor de frontera de Aµ es la fuente para el

operador correspondiente Jµ, tal que At(r →∞) = µ. En este caso, trabajamos en el

ensamble gran canónico y el potencial térmico para la teoría de campo dual puede ser

calculado a partir de la acción on-shell euclídea. A diferencia de la acción gravitacional,

no se necesita un término de frontera especial para la parte de Maxwell y directamente

se obtiene

SM =
∫
dd+2x

√
−g

− 1
4g2

F

FµνF
µν

 =
∫
dd+2x

(
r

L

)d 1
2g2

F

(∂rAt)2


=
∫
ddx

∫ β

0
dτ

∫
dr
(
r

L

)d 1
2g2

F

(∂rAt)2


= Vdβ

2Ldg2
F

∫
dr rd

(d− 1)µrd−1
o

rd

2

= 2Vd(d− 1)2Qµrd−1
o

T
√

2Ld+1κcdgF

∫ ro

∞
dr

1
rd

= −Vd
2(d− 1)Qµ

T
√

2κcdgFLd+1

(6.12)

donde hemos usado µ en términos de ro para obtener la penúltima línea. Con este

resultado y el que se obtuvo del análisis de temperatura finita para la primera parte

de (6.1), se encuentra el potencial termodinámico [11]

Ω = −T lnZ = TSE[gE]

= −Vd

 2(d− 1)Qµ√
2κcdgFLd+1

− 2π
κ2

(
ro
L

)d
T

 (6.13)

donde Vd =
∫
ddx y T es la temperatura (6.5). Por lo tanto la densidad de carga ρ y

la densidad de entropía s para la teoría de campo de la frontera son [11]

ρ = − 1
Vd

∂Ω
∂µ

= 2(d− 1)
cd

Q√
2κLd+1gF

,

s = − 1
Vd

∂Ω
∂T

= 2π
κ2

(
ro
L

)d (6.14)
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Por otra parte, la presión para un fluido conforme viene dada por

P = ε

d
(6.15)

donde ε es la densidad de energía para la teoría de campo de la frontera y viene dada

por

ε = µρ+ Ts− P = d

2κ2
M

Ld+2 (6.16)

Dado que Ld/(2κ2) ∼ N2 y gF ∼ κ/L, todas estas cantidades termodinámicas son

del orden de N2. Además, para este sistema de densidad finita se cumple la primera

ley de la termodinámica

dε = Tds+ µdρ (6.17)

Es conveniente introducir una escala de longitud r∗ para parametrizar la carga Q,

según

Q =
√
d+ 1
d− 1r

d
∗ (6.18)

Con ello, todas las cantidades físicas pueden ser expresadas en función de ro y r∗,

obteniendo así [11]

ρ = 1
κ2

(
r∗
L

)d 1
ed
,

µ = d(d+ 1)r∗
(d− 1)L2

(
r∗
ro

)d−1
ed,

T = (d+ 1)ro
4πL2

1− r2d
∗
r2d
o

,
(6.19)

donde ed = LgF/(κ
√
d(d+ 1)) es una constante adimensional, usando unidades natu-

rales kB = ~ = c = 1.

A temperatura cero, se tiene que ro = r∗ y en consecuenciaM = (2d/(d−1))rd+1
∗ .

Es importante notar que el área del horizonte es distinta de cero. Por lo tanto se tiene

una entropía de estado fundamental distinta de cero. La densidad de entropía es

s = (2πed)ρ (6.20)
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A bajas temperaturas, T/µ� 1, es necesario expandir la densidad de entropía en

torno a r = ro (T = 0). Para ello, se sustituye el valor de Q en términos de µ en (6.5)

y se despeja ro(T ). Luego, basta ver que s[ro(T )] y por lo tanto

s = 2π
κ2

(
r

L

)d
= s

∣∣∣
r=ro,T=0

+
[
∂s

∂ro

∂ro
∂T

]∣∣∣
r=ro,T=0

+ · · ·

= (2πed)ρ+ 4πrd−1
∗

(d+ 1)κ2Ld−2T +O(T 2)
(6.21)

Además, se puede calcular fácilmente el calor específico cv = T∂s/∂T ∝ T . Cuan-

do la temperatura es muy elevada, se sabe que el RN AdS es bastante similar al agujero

negro de Schwarzschild y en ese caso se tiene que s ∝ rdo y T ∝ ro, y por lo tanto

cv = T∂s/∂T ∝ T d, como es de esperarse para la teoría de campo conforme (d + 1)

dimensional a temperatura finita [11].

Por conveniencia en cuanto a los cálculos, pueden usarse cantidades adimensio-

nales, a través de un escalamiento

r → ror, (t, ~x)→ L

ro
(t, ~x) At →

ro
L2At, M → rd+1

o M, Q→ rdoQ (6.22)

y la solución de RN puede ser fácilmente caracterizada por la cantidad adimensional

T/µ.

6.6. La geometría de AdS2 cerca del horizonte y la criticalidad
cuántica local emergente

A continuación presentamos una de las ideas más reveladoras de AdS/CMT: la

emergencia de la criticidad cuántica local puramente temporal en el metal extraño RN

(inestable) [22,53]. Para materia condensada, la física de interés es la física emergente

en el IR profundo. Siguiendo el diccionario, esta física se puede encontrar en el interior

profundo, cerca del horizonte del agujero negro de AdS. Todo lo que realmente cuenta

se puede deducir de lo que ocurre con la geometría en el límite cercano al horizonte

del agujero negro extremo a temperatura cero [11].
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La información crucial está dada por el comportamiento, cerca del horizonte, del

factor f(r) en la ecuación (6.2). El horizonte ro está determinado por la condición

f(ro) = 0 y es posible expandir f(r) cerca del horizonte en términos de una pequeña

cantidad r − ro como sigue

f(r) = f ′(ro)(r − ro) + f ′′(ro)(r − ro)2 + · · · (6.23)

el orden dominante en esta expansión es representativo de la física IR en la teoría de

campo.

Al determinar la temperatura de Hawking (6.5) encontramos que f ′(ro) ∝ T en

(6.23). Por lo tanto, la solución a temperatura cero es donde f ′(ro) → 0. De esta

forma, se manifiesta una característica universal en los sistemas a temperatura cero:

tienen un doble cero en el horizonte (f ′(ro)(r − ro)). Si se considera el factor f(r) en

T = 0 explícitamente, es posible escribirlo en términos de la coordenada de horizonte

r∗ ( 6.18), resultando

f(r) = 1− 2d
d− 1

(
r∗
r

)d+1
+ d+ 1
d− 1

(
r∗
r

)2d

= d(d+ 1)(r − r∗)2

r2
∗

+ · · · cuando r → r∗

(6.24)

donde puede verse el doble cero en el horizonte.

Lo que ha sucedido es que los horizontes interno y externo del agujero negro RN

de temperatura finita se fusionan en un solo horizonte doble para el caso extremo

de temperatura cero. Este análisis muestra inmediatamente que la geometría cerca del

horizonte a temperatura cero, que se rige por el coeficiente de segundo orden f ′′(ro), es

fundamentalmente diferente de la geometría cerca del horizonte a temperatura finita,

que se rige por el coeficiente de primer orden f ′(ro) [11].

Insertando el factor de emblackening f(r) cerca de la frontera en la métrica (6.2)

se obtiene la geometría cerca del horizonte en el régimen (r − r∗)/r∗ � 1

ds2 = −d(d+ 1)(r − r∗)2dt2

L2 + L2dr2

d(d+ 1)(r − r∗)2 + (r∗)2

L2 dx2 + · · · (6.25)
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mientras que el potencial de calibre toma la forma

At = d(d+ 1)ed
L2 (r − r∗) (6.26)

Se infiere que, en términos de la coordenada radial de horizonte cercano r − r∗,

los coeficientes que acompañan a dt2 y dr2 en el elemento de línea adquieren una

estructura similar a los coeficientes de la métrica AdSd+2

ds2 = r2

L2ηµνdx
µdxν + L2

r2 dr
2 (6.27)

La expresión (6.25) es una geometría efectiva anti-de Sitter, excepto que las direc-

ciones espaciales (dx2) están multiplicadas por la constante r2
∗. Las direcciones espacia-

les forman un espacio plano, mientras que existe una geometría efectiva bidimensional

anti-de Sitter en el plano {t, r}. Para representar esto más explícitamente, volvamos a

parametrizar la métrica del horizonte cercano en términos de una coordenada radial

ζ, que es la inversa de la distancia medida desde el horizonte, y un radio L2 [11]

ζ = L2
2

r − r∗
, L2 = L√

d(d+ 1)
(6.28)

ds2 = L2
2
ζ2 (−dt2 + dζ2) + r2

∗
L2d~x

2, At = ed
ζ

(6.29)

Recuérdese ahora el “dogma central” de la holografía: las isometrías en el volumen

están codificadas en el espacio-tiempo global y las simetrías de escala en la teoría de

campo de la frontera. Al considerar la geometría pura de AdSd+2

ds2 = L2

z2 (−dt2 + dz2 + dx2
1 + · · ·+ dx2

d) (6.30)

donde z es la dirección radial y comparar su isometría de escala

t→ λt, z → λz, ~x→ λ~x, (6.31)

con lo antes obtenido, hace evidente que la métrica (6.29) tiene la isometría de escala

t→ λt, ζ → λζ, ~x→ ~x (6.32)
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Se infiere directamente que estamos tratando con un estado cuántico crítico (cua-

si) local en la teoría de campo en la frontera: en las direcciones espaciales no hay

noción de invariancia de escala, mientras que la dinámica de los campos es invariante

de escala simplemente en el tiempo. Tal escalamiento puede parecer poco familiar, pe-

ro es una extensión natural de la escala anisotrópica familiar en las teorías de materia

condensada no relativista. Las teorías continuas emergentes pueden exhibir una sime-

tría de escala donde, bajo un reescalamiento espacial, la coordenada temporal escala

con un exponente dinámico crítico diferente z [11]

t→ λzt, ~x→ λ~x (6.33)

Al redefinir λ → λ1/z, reconocemos la simetría de escala de AdS2 cerca del hori-

zonte en el límite z → ∞. No existe un precedente en la teoría del grupo de renor-

malización clásica/bosónica para un exponente crítico dinámico tan grande, y menos

divergente. Sin embargo, tal comportamiento (al parecer) tuvo lugar en experimentos

con metales extraños de laboratorio, comenzando con el líquido marginal de Fermi de

finales de los años ochenta (1980’s) [11].
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Hemos utilizado la correspondencia AdS/CFT para estudiar un problema de den-

sidad finita como el de metales extraños, a partir de una teoría gravitacional clásica

de Einstein-Maxwell en un espacio-tiempo de AdS, cuyas ecuaciones de movimiento

tienen una única familia de soluciones estáticas conocidas como agujeros negros de

Reissner-Nordström (RN). Esto ha sido posible gracias al principio holográfico, el cual

establece una dualidad entre la teoría gravitacional en el volumen de AdS y la teoría

que describe estos metales ubicada en la frontera de AdS.

Cuando la energía del agujero negro RN es puramente de origen electromagné-

tico (conocido como agujero extremo) su temperatura de Hawking es cero y no hay

radiación de energía. En este caso el agujero negro tiene la masa mínima compatible

con la configuración eléctrica y presenta un horizonte de eventos que garantiza la exis-

tencia de una entropía (de Bekenstein-Hawking). Este estado extremo es dual a un

metal extraño de densidad finita con temperatura cero en la frontera. Al estudiar la

termodinámica de estos sistemas de densidad finita encontramos que las cantidades

termodinámicas son proporcionales al número de grados de libertad de la teoría (N2)

y que además cumplen la primera ley de la termodinámica.

68



Capítulo 7: Conclusiones

Otro aspecto interesante en estos metales extraños RN es la aparición de una

criticidad cuántica local puramente temporal. Esto pudo verse al estudiar la geometría

cerca del horizonte, donde los coeficientes que acompañan a dt2 y dr2 en la métrica

adquieren una estructura similar a los coeficientes de la métrica AdSd+2. Esta geometría

es tal que las direcciones espaciales forman un espacio plano, mientras que existe

una geometría efectiva bidimensional anti-de Sitter en el plano {t, r}. Además, cerca

del horizonte se presenta una invariancia de escala en la coordenada temporal cuyo

exponente crítico es grande. Este comportamiento ha tenido lugar en experimentos de

laboratorio con metales extraños.

De esta forma se ha logrado obtener resultados que sugieren una descripción, al

menos termodinámica (hasta donde vimos nosotros), de metales extraños a través de

la dualidad AdS/CFT. Al final vemos que el principio holográfico ha propiciado un

nuevo conjunto de herramientas matemáticas y ha dado lugar a la aparición de nuevas

ideas que permitan entender aún más ciertos problemas complejos de la física.
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Apéndice A
Criticalidad en el Modelo de Ising cuántico

A.1. Modelo de Ising cuántico

El modelo de Ising, llamado así en honor al físico Ernst Ising, es un modelo

matemático de ferromagnetismo en mecánica estadística. Éste consiste de variables

discretas que representan los momentos magnéticos dipolares de los espines atómicos.

Para estudiar este modelo se considera un lattice o red, en la cual se encuentran

dispuestos los respectivos espines. Por ejemplo, en 1 dimensión lo que se tiene es una

cadena de espines, en 2 dimensiones puede pensarse esta red como un arreglo cuadrado

(aunque también podría ser triangular o hexagonal), mientras que en 3 dimensiones

podría pensarse en un arreglo cúbico. En el caso del modelo bidimensional, éste es

uno de los modelos estadísticos más simples para entender las transiciones de fase. Si

denotamos por i un sitio en la red, para cada sitio tenemos asociada una configuración

de espín σi que sólo toma valores +1 ó -1 y además consideraremos interacciones entre

primeros vecinos.

Denotamos ΛL el subconjunto finito de la red, el cual está compuesto por d sitios

en la red. La función de energía o Hamiltoniano más sencillo que uno puede asociar a
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este sistema tiene la forma:

H(σ) = −
∑

i,j∈ΛL:|i−j|=1
σiσj (A.1)

donde la suma es sobre todos los pares de sitios que son primeros vecinos dentro del

volumen finito, tal que la distancia Euclídea entre ellos es 1. Dado que la interacción

es a primeros vecinos, ambos sitios se encuentran dentro del volumen ΛL y a estas

condiciones de frontera se les llama "libres".

Luego, definimos la medida de probabilidad

µL(σ) = exp(−βH(σ))/Z (A.2)

donde Z = ∑
σ exp(−βH(σ)) es la función de partición.

También es posible imponer otras condiciones de frontera, lo que resultará muy

importante para las transiciones de fase. Estas otras condiciones pueden ser: condicio-

nes + (donde se consideran sitios fuera del volumen ΛL con σi = +1) y condiciones

- (donde se consideran sitios fuera del volumen ΛL con σi = −1). También pueden

considerarse condiciones mixtas, pero en este caso no se consideran.

Una cantidad importante en este modelo es el valor medio del espín en el origen,

ya que a final de cuentas nuestro problema de transiciones de fase va a venir dado por

el comportamiento de éste según las condiciones de frontera que impongamos. El valor

medio del espín en el origen viene dado por

〈σo〉 = 1
Z

∑
σ

σo exp(−βH(σ)) (A.3)

Al usar condiciones de frontera “libres” se impone una simetría global de cambio

de espín, en la que si cambiamos σi por −σi el Hamiltoniano no cambia. Dado que

σo cambia de signo bajo esta transformación, se encuentra que su valor medio con

condiciones de frontera libres es igual a cero. Este resultado cambia si cambiamos las

condiciones de frontera.
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Dos cantidades importantes del modelo son la magnetización

M =
〈∑
i∈Λ

σi

〉
(A.4)

y la energía

E = 〈H〉 (A.5)

Otra cantidad de interés que juega un papel importante es la longitud de correla-

ción ξ. La manera más simple de medir qué tan correlacionados están los espines σi y

σj, que se encuentran separados uno de otro, es a través de la función de correlación

truncada

〈σi;σj〉 = 〈σiσj〉 − 〈σi〉 〈σj〉 (A.6)

tal que si los espines son independientes, esta cantidad es cero. Lo que suele suceder

es que a medida que | i − j | tiende a infinito 〈σi;σj〉 ∼ exp(− | i − j | /ξ) para

todos los valores de β excepto uno. La longitud de correlación describe lo interesante

del modelo, ya que si ésta es pequeña entonces los espines distantes están débilmente

correlacionados.

Por otra parte, también podemos considerar un Hamiltoniano más general, en el

cual el sistema se ve influenciado por un campo magnético externo h

H = −
∑
〈i,j〉

σiσj − h
∑
i

σi (A.7)

Luego, la energía libre F se define como

exp(−βF ) = Z =
∑
σ

exp(−βH) (A.8)

a partir de la cual se pueden obtener las funciones respuesta tales como la magnetiza-

ción

m(β, h) = −∂f
∂h

(A.9)

la susceptibilidad magnética

χ = ∂m

∂h
= −∂

2f

∂h2 (A.10)
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y el calor específico

C = ∂2f

∂β2 (A.11)

A.1.1. Transiciones de Fase

Las transiciones de fase tienen lugar cuando se producen cambios abruptos en

el sistema de volumen infinito para determinados valores de temperatura y/o campo

magnético. Los puntos en los cuales estos parámetros toman dichos valores se conocen

como puntos críticos. Existen tres maneras de identificar una transición de fase. La

primera es a través de un cambio abrupto del valor medio del espín en el origen para un

cierto βc (βc = 1/Tc), al considerar condiciones de frontera + o -. La segunda es a través

del estudio de la analiticidad de las funciones respuesta tales como magnetización y

calor específico. La tercera es notar que la longitud de correlación diverge en el punto

crítico (esto sucede para transiciones de fase de segundo orden).

En estos puntos críticos pueden identificarse los llamados exponentes críticos, los

cuales describen el comportamiento de algunas magnitudes físicas en las proximidades

de las transiciones de fase. Definimos t ≡ (T −Tc)/Tc, que representa una medida de la

desviación de la temperatura crítica de forma adimensional. La longitud de correlación

diverge como ξ ∼| t |−ν , donde ν es el exponente crítico. A medida que T tiende a Tc
el calor específico y la susceptibilidad magnética divergen como χ ∼| t |−γ y C ∼| t |−α

respectivamente.

Si T < Tc y además imponemos condiciones de frontera + sobre el sistema, enton-

ces la magnetización por sitio m será estrictamente positiva en el límite de volumen

infinito. A medida que T tienda a Tc por la izquierda la magnetización va a conver-

ger a cero m ∼ (−t)β, donde β es otro exponente crítico. Los 4 exponentes críticos

(α, β, γ, ν) describen el comportamiento del sistema a medida que éste se acerca a la

temperatura crítica. Existen otros dos exponentes definidos para T = Tc. Ya que en
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este punto la magnetización por sitio es cero, al someter el sistema a un campo mag-

nético externo ya esta cantidad deja de ser cero. Por lo tanto el comportamiento de

m a medida que el campo magnético h tiende a cero da lugar a otro exponente crítico

| m |∼| h |1/δ.

Como ya se mencionó, en el punto crítico la longitud de correlación diverge, sin

embargo, las funciones de correlación decaen como una potencia de la distancia. Esta

potencia es otro exponente crítico 〈σo σx〉 ∼ 1/ | x |d−2+η. Es importante destacar

que, para una gran variedad de modelos los exponentes críticos en cada uno de ellos

resultan ser los mismos, lo que se conoce como principio de universalidad. Estos ex-

ponentes críticos dependerán del número de dimensiones, pero no de las interacciones

microscópicas ni del arreglo particular de la red.

Por último, los exponentes críticos se encuentran relacionados a través de lo que

se conoce como leyes de escala y leyes de hiperescala. Las leyes de escala son:

α + 2β + γ = 2 (A.12)

y

βδ = β + γ (A.13)

Mientras que las leyes de hiperescala (con d el número de dimensiones) son:

d ν = 2− α (A.14)

y

2− η = d
(δ − 1)
(δ + 1) (A.15)

En el caso particular del modelo de Ising bidimensional, con interacciones única-

mente a primeros vecinos y sin campo magnético externo, los exponentes críticos han

sido completamente estudiados, encontrándose en este caso

α = log, β = 1/8, γ = 7/4, δ = 15, ν = 1, η = 1/4 (A.16)
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B.1. Temperatura de Hawking del agujero negro de Schwarzs-
child a partir de la teoría gravitacional euclídea

Las ecuaciones de Einstein del vacío con constante cosmológica, en un espacio-

tiempo (d+ 1) dimensional, vienen dadas por [54]

Rµν −
1
2gµνR−

d(d+ 1)
2L2 gµν = 0 (B.1)

cuya solución viene dada por la métrica

ds2 = r2

L2

[
− f(r)dt2 + dxidxi

]
+ L2

r2f(r)dr
2, i = 1, · · · , d. (B.2)

donde L es el radio de AdS y r es la dirección radial, mientras que el factor de em-

blackening f(r) es

f(r) = 1− M

rd+1 (B.3)

Al imponer la condición f(r = ro) = 0, donde ro es el radio del horizonte de

eventos, se encuentra que la masa de este agujero negro viene dada por

m = rd+1
o (B.4)
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Si se considera una métrica general de agujero negro estático de la forma

ds2 = −gtt(r)dt2 + dr2

grr(r) + gxixi(r)dxidxi (B.5)

donde gtt(r) y grr(r) se anulan en el horizonte ro.

A través de una rotación de Wick τ = it, se encuentra una expresión para esta

métrica en un formalismo euclídeo

ds2
E = gtt(r)dτ 2 + dr2

grr(r) + gxixi(r)dxidxi (B.6)

Si suponemos que las propiedades del agujero negro se ven reflejadas en la geome-

tría cerca del horizonte, donde gtt(r) y grr(r) se anulan, es posible expandir la métrica

entorno a r = ro tal que

gtt(r) = g′tt(ro)(r−ro)+· · · , grr(r) = g′rr(ro)(r−ro)+· · · , gxixi(r) = gxixi(ro)+· · ·

(B.7)

de esta manera se obtiene la métrica euclídea cerca del horizonte

ds2
E = g′tt(ro)(r − ro)dτ 2 + dr2

g′rr(ro)(r − ro)
+ gxixi(ro)dxidxi + · · · (B.8)

Es conveniente reparametrizar la dirección radial en términos de una nueva va-

riable Ro = 2
√
r − ro/

√
g′rr(ro), de esta manera la métrica puede ser escrita

ds2
E = 1

4R
2
og
′
tt(ro)dτ 2 + dR2

o + gxixi(ro)dxidxi + · · · (B.9)

donde el plano interesante es el formado por Ro y la direccción temporal imaginaria

τ .

La métrica (B.9) es exactamente igual a la de un plano en coordenadas polares con

τ actuando como la dirección angular compacta. Al aproximarse al horizonte Ro → 0,

el prefactor de dτ 2 se anula, lo que significa que la dirección temporal euclídea se

reduce a un punto. Sin embargo, ya que el horizonte no es un punto especial, no se

debería permitir que este punto sea singular. Para ello, es posible tomar Ro = 0 como el
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centro de un sistema coordenado polar euclídeo, lo que implica que la coordenada τ sea

periódica con período 4π/
√
g′tt(ro)g′rr(ro). Esta periodicidad se identifica directamente

con el inverso de la temperatura del agujero negro. En este caso, para un agujero negro

de Schwarzschild, la temperatura vendrá dada por:

T =

√
g′tt(ro)g′rr(ro)

4π

∣∣∣∣∣∣
r=ro

= (d+ 1)ro
4πL2 (B.10)
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