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Resumen

Las aproximaciones miméticas de los operadores diferenciales continuos gradiente, diver-
gencia y rotacional, satisfacen parte de las propiedades fundamentales del calculo vectorial.
En particular, los operadores miméticos en diferencias finitas gradiente y divergencia propues-
tos por Castillo y colaboradores cumplen con una versién discreta del teorema de integracion
por partes en mallas centro-distribuidas en 1D. En la aproximacion de este principio integral,
se introduce un operador de proyeccién de un campo vectorial en la frontera del dominio, y
que también interviene en la discretizacion del Laplaciano en el interior de la malla. En este
trabajo se presenta una formulacion tensorial de estos tres operadores en mallas rectangula-
res en dos y tres dimensiones, y se prueba formalmente que estos nuevos operadores también
satisfacen la version mimética del teorema de la divergencia. A continuacion, se procede a la
discretizacion mimética de ecuaciones elipticas de segundo orden bajo condiciones de frontera
de tipo Robin. Para el caso de segundo orden de precisiéon, se presenta un analisis formal de
la consistencia de este esquema mimético, y se acotan los autovalores de la matriz asociada
al sistema lineal correspondiente para garantizar su no singularidad, ante una amplia gama
de parametros del modelo eliptico. Asi, se demuestra la convergencia de la discretizacién
mimética propuesta. Adicionalmente, se formulan dos esquemas numéricos alternativos, uno
con segundo orden de precisiéon en mallas con un refinamiento local e independiente en cada
direccion coordenada, y el otro basado en operadores gradiente y divergencia con cuarto
orden de precision sobre un mallado uniforme. A nivel de experimentacion numérica, se em-
plean estos tres esquemas en la resolucion de problemas de capa limite, y cuya dificultad
se ajusta gradualmente mediante un pardmetro del problema. Gracias a un refinamiento de
malla apropiado, el esquema de segundo orden no uniforme muestra tasas de convergencia
optimas y mayor precision que su homologo uniforme, en todos estos casos. Sin embargo, las

soluciones calculadas por el esquema de cuarto orden uniforme resultan las mas precisas en



los casos menos severos. En problemas de difusién definidos para un tensor de propiedades no
diagonal, se aplica una interpolacién lineal de las componentes del vector flujo para permitir
su solucién mediante los operadores miméticos propuestos. En estos ultimos casos, todos los
esquemas exhiben una convergencia cuadratica, y de nuevo el esquema no uniforme resulta
el mas preciso.

Palabras Clave: Diferencias finitas miméticas, productos tensoriales, mallas localmente
refinadas, ecuaciones elipticas, error local de truncamiento, método mimético tridimensional

de segundo orden.
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Introduccién

El proceso de discretizar espacialmente un problema de valor de frontera (PVF) dado
en forma diferencial usando Diferencias Finitas (DF), consiste en sustituir los operadores
continuos gradiente, divergencia, rotacional y Laplaciano, por aproximaciones basadas en
expansiones de Taylor truncadas, obteniendo una version discreta de la ecuacién original en
cada nodo de una malla. Esta malla consiste de un conjunto finito de puntos o nodos que dis-
cretizan el dominio continuo de la solucién exacta, y en donde se calcula un valor aproximado
a dicha solucién. En la practica, esta discretizacién es un procedimiento rutinario en un nodo
interior de la malla, donde el uso de formulas centradas en DF conduce a ecuaciones discretas
bastante simétricas respecto a este nodo. Al contrario, la solucion esta sujeta a condiciones
fisicas adicionales en las fronteras del dominio, por lo que un tratamiento numérico espe-
cial y menos sistematico debe ser aplicado en los nodos de borde. Una implementacién muy
comun consiste en extender la malla fuera de las fronteras fisicas, mediante nodos exteriores
llamados fantasmas, y que permiten la aplicacién de la ecuacion discreta interior en un nodo
de borde, y su combinacién con una aproximacién en DF de la condicién de frontera [61]
[38]. Aunque esta estrategia permite calcular la solucién aproximada en los bordes, puede
resultar fisicamente inconsistente, pues la ecuacién diferencial estd tipicamente definida en
el abierto del dominio de la solucién [27], [10].

El proceso tradicional de discretizacién en DF anteriormente descrito presenta dos defi-
ciencias fundamentales. En primer lugar, el tratamiento numérico de las condiciones de borde
basado en nodos fantasmas u otro proceso ad hoc, no es sisteméatico ni riguroso, y en ciertas
aplicaciones podria limitar el orden de precision de las discretizaciones para garantizar la es-
tabilidad numérica. Como ejemplos ampliamente usados se tienen las formulaciones de vacio
y de extrapolacion de esfuerzos (o stress imaging como es conocido en la literatura inglesa)
para la simulacién de superficies libres en medios elasticos o visco eldsticos, para idealizar
el contacto topografico tierra-aire y su efecto en las ondas sismicas. Ambas técnicas agregan

varios niveles de nodos fantasmas por encima de la supercifie, donde la densidad y demas



INTRODUCCION 2

propiedades del material son cuidadosamente ajustados por promedios de sus valores tipicos
en los medios en contacto. Los campos de ondas discretos en los nodos fantasmas resultan
de una extrapolacién de sus imagenes en el sélido interior, o bien son calculados mediante
una discretizacién de bajo orden de la ecuacion de ondas, pues aproximaciones de cuarto
orden o superior inducen inestabilidades numéricas. Una descripcién de estas formulaciones
de superficie libre junto a sus dificultades numéricas se resumen en [42], 22, 20, [48].

La segunda deficiencia del proceso tradicional de discretizacién en DF surge cuando cada
operador diferencial presente en el modelo continuo se aproxima en forma aislada, y estas
nuevas representaciones discretas no necesariamente satisfacen las propiedades de sus contra
partes continuas. Como ejemplos de estas propiedades se pueden listar: (i) el gradiente es nu-
lo s6lo para un campo escalar constante, (ii) la divergencia resulta cero sélo para el rotacional
de un campo vectorial dado, (iii) el rotacional es nulo sélo para el gradiente de un campo
escalar dado, y (iv) el gradiente debe ser el negativo adjunto de la divergencia, y viceversa,
lo cual hace del Laplaciano un operador compuesto que resulta simétrico y negativo. Estas
propiedades relacionadas con el espacio nulo (o kernel) y la adjuncién negativa de los ope-
radores continuos mencionados resultan fundamentales al establecer leyes de conservacion,
y su preservacion en el discreto garantiza la estabilidad de las soluciones aproximadas. Al
respecto, una concisa discusién puede ser encontrada en [39] [10].

En un esfuerzo por subsanar las deficiencias antes mencionadas, manteniendo la sim-
plicidad y eficiencia computacional de las DF, nuevas familias de operadores discretos en
diferencias denominados conservativos o miméticos han sido propuestos en los ultimos 50
anos, y aplicados a la resolucién de PVF en miultiples areas. La idea fundamental es construir
operadores en DF para la divergencia (D), el gradiente (G) y el operador rotacional (C') que
preserven algunas identidades fundamentales del célculo vectorial, como las referidas ante-
riormente, en conjunciéon con un principio integral del tipo Green-Gauss-Stokes o también
llamado teorema de la divergencia. Este teorema interviene en la formulacién de varias ecua-
ciones en derivadas parciales a partir de principios de conservacion, como es ampliamente
conocido [27, [2]. Para una revisién histérica de la evolucién de estas técnicas miméticas el
lector puede recurrir al texto [53] y a la monografia [23], y en la ultima se listan las con-

tribuciones desarrolladas en las universidades venezolanas. Recientemente, se han publicado
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los libros de texto [13],[34], y [10], los cuales proporcionan revisiones alternativas y actua-
lizadas de las metodologias de construccion, areas de aplicacién y enfoques relacionados a
los operadores miméticos. En este trabajo, se presta particular atencion al tipo de malla de
discretizacion del medio, y al orden de precisién de los operadores desarrollados.

En mallas nodales, una familia importante de DF miméticas son los operadores de suma
por partes (SPP), cuyo desarrollo y aplicaciones iniciales fueron enfocados en la discretiza-
cién conservativa de problemas de propagacién de onda [36] [44], [45], [60]. La discretizacién
SPP bajo tratamiento conveniente de las condiciones de borde mimetiza las propiedades de
disipacion de energia del modelo de onda continuo, y en consecuencia los métodos numéricos
son estables. Esta propiedad ha motivado a investigadores a aplicar SPP en otros problemas
de propagacion de onda més generales con geometrias complejas considerando mallas cur-
vilineas [3], [35], [17]. En su construccién, los operadores de discretizaciéon SPP son menos
precisos en los nodos de la frontera que en los nodos interiores.

En mallas encajadas, encontramos a la vez dos familias de operadores miméticos de dis-
cretizacion. La primera familia estd basada en los operadores de soporte (SO) de divergencia
(D), gradiente (G) y el operador rotacional (C'). Estos operadores satisfacen identidades
fundamentales del célculo vectorial, incluyendo la propiedad de adjuncién negativa entre D
y G, y la correcta definicion de los kernels de los tres operadores D, Gy C, referidas en
el tercer parrafo de esta seccién [30] [31] [39]. Esta familia ha sido ampliamente aplicada
a problemas de difusién e hiperbdlicos, incluso en mallas no rectangulares [52] [54] [11]
[33], [32] [29],[7], [18], [26], [19]. Los operadores reformulados en [26], en mallas poligona-
les, proporcionan precisién de segundo orden en toda la red de discretizacion. Sin embargo,
multiples aplicaciones previas de estos métodos SO, realizan aproximaciones de primer orden
al implementar las condiciones de frontera.

La segunda familia de operadores miméticos en mallas encajadas fueron propuestos mas
recientemente en 9], y luego Castillo y Grone [8] presentan una revisién de la construccién
algebraica en [8], ambos en un dominio unidimensional. Estos autores se enfocan exclusi-
vamente en los operadores divergencia D y gradiente (G, los cuales satisfacen una version
discreta del principio de integracion por partes, y donde las integrales de volumen se corres-
ponden con dos productos internos pesados. Las matrices de peso P y () pasan a ser nuevos

operadores miméticos de integracion numérica, y son fundamentales en la construccién de
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esta nueva familia, y en su extension a dominios multidimensionales, como se vera en el
desarrollo de este trabajo. Una propiedad muy importante de los operadores presentados
en [9], [8] y [11], es su precisién opcional entre segundo, cuarto y sexto orden, en base a
férmulas centradas en los nodos de malla interiores, y formulas laterales en los puntos de
frontera. Esta tltima propiedad tiene el potencial de permitir la discretizacién de condiciones
de frontera evitando puntos fantasmas, lo cual hace del tratamiento numérico en los bordes,
un procedimiento mas sistematico y consistente. En mallas estructuradas, los operadores en
diferencias D y G han permitido resolver multiples problemas en propagacién de ondas con
un tratamiento crucial de las condiciones de frontera [47), [49), 43, 14, 48], 55, [16], ademés
de llevar a cabo aplicaciones a la ecuacién de Poisson [1, 28]. Recientemente, la metodologia
original de construccién presentada en [9] y [8], ha sido reformulada en [50] haciendo uso de
herramientas de programacién lineal, con el objeto de garantizar la positividad de los pesos
Py @, al generar nuevos operadores miméticos con alta precisién de hasta 6rden doceavo.

Un aporte fundamental al desarrollo de la segunda familia de operadores miméticos es la
introduccién en [11] de un nuevo operador B, el cual aproxima el flujo de un campo vectorial
en la frontera del dominio, con la misma precision utilizada por los restantes operadores en
los puntos interiores de la malla. La definicién de este operador parte del principio discreto de
integracién por partes, resultando que B = QD+GT P. Este operador permite un tratamiento
numérico de las condiciones de borde tipo Neumann o Robin, y la solucién discreta al PVF
finalmente calculada satisface automaticamente la version mimética de la identidad de Green.
En consecuencia, se espera satisfaga las propiedades de conservacion y simetria inherentes
a la solucién continua. De inmediato, este conjunto completo de operadores en diferencias
finitas miméticas (DFM) D, G y B fue usado en mallas 2D rectangulares, para la resolucién
de problemas de difusién [24), 25, [41), 2], 12] e hiperbdlicos en modelos ondulatorios [56,
58, 146), 57]. A la fecha, sin embargo, la formulacién de estos operadores DFM en mallas
tridimensionales y su uso en la solucién de PVF en 3D, sélo ha sido presentado en geometrias
rectangulares en un trabajo previo a esta tesis, por el mismo autor [6]. El contenido de este
trabajo, revisa y amplia las contribuciones en [6].

Extensiones de operadores 1D en DF a mallas estructuradas en dos y tres dimensiones
espaciales, empleando productos tensoriales, es una técnica bien conocida [15 59]. En un

contexto bidimensional, todas las aplicaciones citadas en el parrafo anterior corresponden a
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esquemas miméticos de segundo orden, desarrollados a partir de los operadores DFM en 1D,
pero ninguno utiliza una construccién tensorial de los mismos a nivel de la formulacién e
implementacion computacional. En su lugar, la formulacién de estos esquemas se instancia
en cada nodo de la malla, siendo este proceso intrincado en los nodos vecinos a las fronteras
de la malla dada la contribucién del operador B al célculo del Laplaciano (ver [11, 6]
57]). Por esta misma razén, la generalizacién de estos operadores a tres dimensiones es
una tarea para nada sencilla. Es importante hacer notar que los operadores DFM en 3D
han sido expresados en una notacién tensorial en [58] y usados en la discretizacién de la
ecuacion de onda actstica, pero las implementaciones numéricas presentadas se reducen a
mallas 2D cartesianas. Recientemente, una formulacién tensorial de los operadores D y GG fue
usada en [49] al resolver las ecuaciones transitorias de Maxwell bajo condiciones de borde
Dirichlet, y posteriormente empleadas en [51] como una base para el proyecto MTK, la cual
es una libreria orientada a objetos de operadores miméticos en desarrollo, y con aplicaciones
actuales a la ecuacién de Poisson. Estos ultimos trabajos ([49] y [51]) son limitados a mallas
rectangulares 2D y 1D, respectivamente, y omiten el operador de frontera B. A la fecha, no
es de nuestro conocimiento la existencia de una formulacion tensorial 3D de los operadores
DFM D, G y B, acompanada de pruebas numéricas satisfactorias, en la literatura técnica.

El objetivo principal de este trabajo es formular, implementar y probar los operado-
res DFM D, G y B en dos y tres dimensiones, a partir de una extensiéon tensorial de los
operadores 1D con segundo y cuarto orden de precisiéon dados en [9], [11] y [24] a mallas
rectangulares uniformes y no uniformes. En funcién de lograr esta meta principal se han
trazado los siguientes objetivos especificos:

1. Disenar e implementar una formulacién tensorial de los operadores DEFM D, Gy B en
mallas rectangulares 2D y 3D, con espaciamiento uniforme y no uniforme.

2. Probar que los nuevos operadores DFM tensoriales, junto a la generalizacién de los
operadores de integracion P y (), satisfacen la version discreta del teorema de la divergencia
en el caso multidimensional.

3. Formular un nuevo método mimético de resolucién de cierta clase de problemas elipti-
cos, y analizar su consistencia, asi como la invertibilidad del sistema de ecuaciones asociado.

4. Aplicar este nuevo método mimético, y sus posibles generalizaciones, a problemas

elipticos con diferentes grados de dificultad atendiendo a las siguientes caracteristicas:
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e La presencia de fuertes gradientes de la solucion exacta en la vecindad de las fron-
teras del dominio.
e En el caso de problemas de difusién, la representacion de la propiedad de difusividad

del medio como un tensor completo.

5. Presentar conclusiones referentes a la precisiéon, convergencia, y robustez de los métodos

miméticos desarrollados en este trabajo.



Capitulo 1

Operadores en diferencias finitas miméticas en mallas centro

distribuidas

En forma breve, este capitulo revisa la formulacién de los operadores en diferencias finitas
miméticas (DFM) introducidos y analizados en [9], [8], y [11], en mallas centro distribuidas.
Estos operadores discretos aproximan a los operadores diferenciales continuos gradiente y
divergencia, y junto a productos internos compatibles, también satisfacen una identidad
discreta andloga al teorema de la divergencia de Gauss. En cuanto a la precisién de la
diferenciacion numeérica, los operadores en DFM de gradiente y divergencia son formulados
en [9] y [8] con segundo, cuarto, e incluso sexto orden en todas las ubicaciones de la malla
centro distribuida, incluyendo los bordes. Los productos internos que permiten aproximar
las integrales de volumen en la identidad mimética de Gauss son pesados, y estos pesos
corresponden a matrices diagonales con los coeficientes de cuadraturas numéricas de igual
precisién a la diferenciacién. En [11], se estudia un nuevo operador mimético que permite
proyectar un campo vectorial en la frontera del dominio, por lo que pasa a contribuir en la
aproximacién de la integral de superficie también presente en el principio discreto de Gauss.
Estos conceptos son la esencia de la siguiente revision, asi como su extension al caso de
mallas unidimensionales no uniformes propuesta posteriormente en [5].

Considere un dominio €2 tridimensional con frontera continua y suave 0f2. El teorema de
la divergencia de Gauss y la regla del producto nos permiten escribir para un campo vectorial

v y un campo escalar f, la siguiente identidad

(1.1) /QV.vde—F/QVf.vdV: ; F(h.v)dS.

En [9], [8] y [11] se propone una identidad discreta anédloga a la ley de conservacién (|1.1)
usando productos internos pesados <, >¢ y <, >p junto con aproximaciones de la divergencia

D = V., del gradiente G ~ V, y del operador especial de proyeccion en la frontera B ~ 9/0n.



1.1. OPERADORES MIMETICOS EN MALLAS UNIFORMES UNIDIMENSIONALES 8

Esta identidad discreta se especifica a continuacion
(1.2) < DU, f>q+ < Gf, 0 >p=< BT, [ > .

Los operadores matriciales D, G y B son construidos de acuerdo a las evaluaciones vectoriales
vy f de los campos continuos v y f respectivamente, sobre una malla definida en 2. El
operador B incorpora la proyeccion de v sobre el vector normal exterior n en la frontera y

debe satisfacer adicionalmente que
(1.3) B=QD+G"P.

La identidad (|1.3)) se deriva del principio discreto ([1.2)) en una forma muy sencilla.

1.1. Operadores miméticos en mallas uniformes unidimensionales

En particular, los autores en [9] y [8] introducen una malla de celdas igualmente espacia-
das [z, z;41] y nodos x; = i*h, para h = 1/N y 0 <i < N — 1. Estos nodos representan las
componentes del vector Xn = (xg, 1, ...,zn). Esta malla se convierte en encajada o centro
distribuida después de incluir todos los puntos centrales o centros de celda (encajados entre
nodos) Tipl = L;’“, y que se agrupan en el vector )Z'c = (:1:%, T35y a:N_%). Adicionalmen-
te, se define el vector )Z'b = (zo,xn) s6lo a partir de los nodos de frontera, como también
el vector X, = (xo,x%,x%, ...,foé,xN), que incluye tanto los centros de celda como los

puntos de borde.

Gf DV Gf DV Gf Dv Gf Gf DV Gf Dv Gf DV Gf
Vv v v A R A R A A
(I I S I S I IS N S M S
I X1'/2 x;.;/z I x5./2 I I xlll—5/2 xl\-l—glz I xl\}ﬂ/z !
xo X X, X3 fo3 XNea XNa XN

FicuraA 1.1. Malla encajada o centro distribuida en un dominio 1D

A continuacion, se definen los vectores ¥, f a partir de las evaluaciones de la funcién v

en el vector )Z'n y de la funcién f en el vector ch

(1.4) 7=uv(X,)
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(1.5) f=fXa).

Las matrices D y G corresponden a operadores en DF centro distribuidos, de tal manera
que D7 es el vector de aproximaciones a dv/dx en los N centros de celda; mientras que G f
es el vector de aproximaciones a df /dx en los N + 1 nodos. En el caso de segundo orden de
precision, los operadores D y GG son tnicos y pueden ser construidos por simples expansiones

de Taylor. Los mismos toman la forma

—-1 1
—1 1
1
1.6 D=- e RV*(N+)
(1.6) N
-1 1
-1 1
8 1
-3 3 3
0 -1 1
1
17 G _ c R(N+1)X(N+2).
(1.7) N
-1 1 0
1 8
5 9 3

Para hacer consistentes las dimensiones en el producto interno del vector mas a la iz-
quierda en la ecuacién , se incluye el vector [0, ...,0] € RV*! como primera y tltima
filas a la matriz D. Ahora, el nuevo operador D que resulta de agregar estas filas de ceros
tiene dimensiones (N + 2) x (N + 1), y cuyas entradas distintas de cero, h~'[—1, 1], en las
filas interiores es la conocida formulacién de diferencias finitas centradas. La primera y la
ultima fila de la matriz G, operan cada una sobre tres puntos para mantener la precision de
segundo orden en los bordes a la izquierda y a la derecha del dominio. Esto es, la formula
h_l[—g, 3, —%] en la primera fila de GG, corresponde a la aproximacién lateral de Taylor de

segundo orden para aproximar df /dz en xy. La ltima fila corresponde a la misma férmula,

pero regresiva para aproximar a df /dz en zy. En las filas internas, se encuentra el mismo
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esténcil centrado h™[—1,1] que se encuentra en la matriz D. En el caso de segundo orden,

los pesos en P coinciden con las cuadraturas del rectangulo Newton-Cotes,

9 3

L1,.,1,1,=,2
88

(1.8) P = h xdiag (3 )

07 ROVHDX(N+1)
87 87 Y

mientras que () corresponde a la cuadratura del rectangulo
(1.9) Q = hxdiag(1,1,...,1,1) € RW+Dx(N+2)

El operador de frontera B, se obtiene directamente de la ecuacién al sustituir los
operadores G, D, P y Q. En el caso de segundo orden de precisién resulta la matriz en
. La matriz B es un operador mimético no convencional y permite aproximar 0f/on
mediante BG f, en cada frontera. La primera y tultima fila de B incorporan el sentido del
vector normal en ambas fronteras. Sin embargo, las filas interiores no cero de B anaden una
contribuciéon mimética a la aproximacion del Laplaciano en los dos centros de celda vecinos
a cada borde. Estas contribuciones resultan de la composicién (BG + DG), el cual es el
aproximante mimético al Laplaciano. Especificamente, este proceso genera cinco diferentes
esténciles para el Laplaciano del campo escalar f en los centros de las celdas xy/2, x3/2, Zi/2,

TN_3/2, Y Tn-1/2, donde i =5,7,..., (2N — 5).

(1.10) B = c RINH2)x(N+1).
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Para mayor claridad, a continuacién se muestra el conjunto de esténciles para el Laplaciano

discreto junto con los errores locales de truncamiento asociados

(1.11)
8 3
3 -3 1 0 0 0
4 4
5w e~ 0 0 0
% oW mowe w000
. 0 0 . -% & 0
(BG+DG)f = " N
0 L 1_2 1_1 1
h? 6h h? h? 2h 3h
4 1 4 8
0 0 s~ o~ m 32
I A
f(zo) + O(h?)
; @) @)
frz) +h(—5%=——52)+0(W?)
7" //(x,)
£/ (w3) + h—2 + O(h?)
, fio(es)
f'(@s) + =5 + O(h)
(1.12) — :
" ey 3)
(@ s) + h—a=2" 1+ O(h?)
" My 1) My 1)
fey 1)+ h( - 2 ) 4+ O(R?)

f(zn) + O(h?)

Las aproximaciones laterales a f'(zo) v f'(zn) v el esténcil central para f} coni =5,7,..., N—
2
g corresponden a las formulas estandar de Taylor de segundo orden. Por otro lado, los esténci-
les laterales para f”(x%), f”(a:%), f”(a:N_%), y f”(xN_%) resultan al anadir la contribucién
de los elementos interiores no nulos de BG f, a la aproximacion laplaciana estandar DG en
esos centros de malla. Este proceso reduce la precisiéon a primer orden, pero es necesario
para imponer la propiedad de conservacién a las soluciones discretas de las ecuaciones
diferenciales de segundo orden, bajo discretizacion mimética. Esta deficiencia de precisién
nominal en la discretizacion de problemas de valores de frontera, se ha discutido en algunos

antecedentes a este trabajo (por ejemplo, [11], [24]), pero al mismo tiempo se ha mostrado

sl
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una convergencia coherente de segundo orden en las pruebas numéricas. Los errores locales

de truncamiento de primer orden sélo estan presentes en unos pocos puntos de malla cercanos

del borde, y esto no degrada la convergencia global.

En [9] y [8] se proponen una familia tri-paramétrica («, 3,v) de los operadores D y G

con cuarto orden de precisién, ademés de pesos P y () con igual orden de aproximacién.

En este trabajo sélo usamos aquellos operadores que exhiben un reducido ancho de banda,

teniendo los valores particulares « =0, =0 and v = —i para la divergencia
_ 4751 909 6091  _ 1165 129  _ _25 0
5192 1298 15576 5192 2596 15576
1 _9 9 1
1 24 8 8 24 0 0 0
(1.13) D=—
h
1 _9 9 1
0 0 0 24 8 8 24
0 25 129 1165 _ 6091  _ 909 4751
15576 2596 5192 15576 1208 5192
y para el operador gradiente estos parametros resultan ser a = i, B =0yy=—5
obteniendo
_ 1152 10063 2483  _ 3309 2099  _ 697 0
407 3256 9768 3256 3256 4884
_1u 17 3 _35 €
0 12 24 8 24 24 0
1 9 9 1
1 0 24 T8 8 T 24 0 0
(1.14) G=— '
h
1 _9 9 _1
0 0 24 8 8 24 0
_ 1 5 _3 _ 17 11
0 24 24 8 24 12 0
0 697 2099 3309 _ 2483 _ 10063 1152
4884 3256 3256 9768 3256 407

Los pesos P y () para los productos internos en (|1.2)) corresponden a
(1.15)
407 473 343 1177 1177 343 473 407
P = hxdiag(

S ] s, 2 22y ¢ RIVEDX(NED
152" 384" 384" 1152 1 b b 1152 3807 381 1150

y

649 143 75 551 | 551 5 143 649,
576719264’ 576" 7777 75767 647 1927 576

RNH2)X(N+2)

(1.16) @ = h = diag(
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La versiéon de alto orden del operador B se puede construir usando la ecuacién y los
operadores de cuarto orden dados anteriormente. Sin embargo, este operador mimético B de
cuarto orden no es realmente usado en este trabajo. En su lugar, se considera un operador
de frontera B alternativo, que sélo incorpora el signo —1 y +1 del vector normal exterior en
x =0y x =1, requerido para la implementacién de condiciones de frontera tipo Newmann
o Robin. En este caso, B coincide con la matriz nula con excepcion de las componentes
B(1,1) = —=B(N + 2, N + 2) = —1, y nos referimos a un esquema en DF basado en el uso
de esta B simplificada como DF tradicional (DFT), aun cuando el uso de nodos fantasmas
extra fronteras es descartado. Este método DFT basado en el operador simplificado B es
implementado en este trabajo, y sus resultados forman parte de un andlisis de precisién
comparativo de resultados experimentales para diversos casos de prueba. Los otros métodos
numéricos que participan en estas comparaciones son esquemas miméticos de segundo orden

que incluyen el operador B definido en (|1.10)).

1.2. Extension a mallas no uniformes

En esta seccion se discute brevemente la adaptacion de los operadores miméticos G, D y
B a una malla no uniforme en una dimension presentada en [5]. En dicho trabajo se emplea
una transformacién 7(x) entre la malla encajada uniformemente espaciada e ilustrada en la
figura[1.1] y una malla no uniforme. El primer paso es aproximar la evaluacién del jacobiano
de 7(x) en los nodos X, y en el vector X que agrupa los centros de celda y puntos frontera.

Estas aproximaciones se calculan en la forma siguiente
(1.17) Jp = diag(D xv(1(X,.))), Jo = diag(G * f(1(Xa))).

Luego, estas matrices diagonales son usadas para extender los operadores miméticos a la

malla irregular unidimensional, de la siguiente manera

(1.18) D=(Jy"«D; G=(J"Y+«G; P=JgxP; Q=Jp*Q.
Al reemplazar los operadores uniformes en ((1.3)) por sus correspondientes no uniformes dados
en (|1.18), el operador B permanece invariante bajo transformaciones en 1D, tal como se

deduce a continuacion

B=Q«xD+G"«P
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=Jp*Qx* (Jp")x D+ ((J5") *G) x Jg P
y dado que @) y Jp son diagonales
=QxJpx(Jp")x D+ G" % (J3") x Jg* P

Esto es consistente con el hecho que los vectores exteriores normales en la frontera también
permanecen invariantes. Ademas, las contribuciones del operador BG al Laplaciano en los
puntos vecinos a la frontera, ya cuentan con el efecto de la transformacién 7(z) en los

esténciles que conforman G.



Capitulo 2

Formulacion tensorial de los operadores miméticos en mallas

rectangulares

La aplicacion de los operadores miméticos en DF gradiente, divergencia, y aproximante
del flujo en la frontera a mallas rectangulares y encajadas en dos y tres dimensiones, se
puede lograr mediante el uso sucesivo de los operadores unidimensionales a lo largo de cada
una de las lineas coordenadas de la malla. Este proceso de diferenciacion resulta sistemaético,
si se aplica siguiendo un ordenamiento por ejes coordenados. Intuitivamente, dicho proceso
conduce a una formulacién sencilla de los operadores miméticos 2D y 3D como el producto
tensorial de sus homélogos 1D. Este capitulo presenta una formulacion de estos operadores
basada en el producto Kronecker, donde se sigue el ordenamiento natural al aplicar la dife-
renciacion unidimensional a lo largo del eje z, seguida de la diferenciacién en y, y finalmente
en z. Cabe mencionar que formulaciones tensoriales para el gradiente y divergencia miméti-
cos en mallas rectangulares en dos y mas dimensiones han sido presentadas en [49], [10] y
[58]. Sin embargo, una férmula similar para el operador frontera no ha sido propuesta en
la literatura técnica a la fecha. La principal contribucién de este capitulo es una expresién
tensorial y compacta para el operador frontera, asi como la justificacion formal de que este

operador también satisface la identidad discreta y mimética de Gauss.

2.1. Gradiente y divergencia bidimensionales

Sin pérdida de generalidad, se considera el cuadrado Q2 = [0, 1] x [0, 1] como el dominio
de discretizacion. En la direccion x, se definen N celdas de igual tamano, y vectores fn, )?c,
X, y X, con los puntos resultantes de la discretizaciéon 1D presentada previamente en la
seccién Los operadores G y DIP representan al gradiente y divergencia discretos en
1D que realizan diferenciacién mimética a lo largo del eje z. Asi, G1P representa un operador
lineal que transforma los valores de la funcién f evaluados en el vector X, para aproximar a

df /0x en X,,. Del mismo modo, D!P proyecta linealmente evaluaciones de una funcién v en

15
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X, sobre aproximaciones a Jv/Jx en X.. La diferenciacién mimética en la malla encajada de
), se completa al aplicar la misma discretizacion presentada a lo largo de x, a una particién
de M celdas uniformes definidas en la direccién y, obteniendo los vectores fn, 37,3, fb, Yzb, y
que sirven de dominio y rango para los operadores 1D de gradiente y divergencia G;D , D;D .

En la tabla se muestra la distribucién de una funcion escalar f y una funcién vec-
torial v = (v;,v,) en la malla encajada 2D. Las evaluaciones de f,v,,v,, estdn ordenados
en los vectores f, Uy, Uy, respectivamente, siguiendo el ordenamiento natural donde el indice
asociado a la coordenada x varia mas rapidamente. La tabla [2.1| muestra que la distribucion
discreta de f incluye las 4 esquinas del dominio €2, que han sido omitidas en la formulacién
tradicional del método mimético (por ejemplo, ver [10]). Estas esquinas incorporadas sim-
plifican la construccién del operador gradiente 2D, pues cada linea de la malla (sea en = o
y) replica la malla 1D para el campo f. En la columna 3 de la tabla , se lista el conjunto
de puntos de la malla f que se usan en la formulacién mimética tradicional 2D. A nivel de
costo de almacenamiento, las cuatro evaluaciones extra de f en la nueva formulacién resulta

insignificante en comparacién con el niimero total de nodos de f que es O[(N +2) x (M +2)].

Campo | Con Esquinas Convencional
f )?cbX}_}cb X’cbx}_}cU)?cX{}b
Uy )Z'n X }70 X’n X }76
Uy X, xY, X, xY,
TABLA 2.1. Distribuciéon de los campos discretos f, Uz, Uy en una malla enca-
jada 2D
X
|vy
i) f
X—O—X, s 8
X

Ficura 2.1. Celdas interiores de f y v en mallas encajadas 1D y 2D

1E] operador x denota el producto cartesiano usado en la teorfa de conjuntos y su aplicacién en este contexto
hace tuplas de puntos de la malla.
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FicuraA 2.2. Celdas frontera de f y v en mallas encajadas 1D y 2D

Las figuras y ilustran respectivamente, la generalizaciéon de una celda de malla
de 1D a 2D, ya sea el caso de una celda interior, o de una celda en la frontera de 2. En
el caso de un celda frontera, los circulos en la figura representan los nodos sobre el
borde del dominio. Como ya se menciond, la distribucion centro distribuida 2D de f puede
verse como el producto cartesiano de las distribuciones 1D sobre ambos ejes, y conduce a
una formulacién algebraica del gradiente mimético G?P como la matriz en bloques que se

muestra a continuacién

G2D T R GID
(2.1) N T N
G G,” @ Iny2
En esta expresion, Ig es la matriz identidad de dimension S, y el operador ® corresponde al

producto Kronecker matricial, definido de la siguiente manera

anB c. alnB
(2.2) A®B =

amiB ... apnB

La aproximacién a las componentes del gradiente continuo V f se hace separadamente
por componentes, esto es, G2P f y GzP . El término G2 f produce una aproximacion a la
primera componente Jf /0x en el punto central de los lados verticales de cada celda. Debido
a la inclusién de las evaluaciones de f en las esquinas, G2P f también produce aproximaciones
a este componente de gradiente en las dos fronteras horizontales de la malla 2D. Especifi-
camente, sobre los puntos con abscisas X,, en ambos bordes de la malla y = 0,1. Estas

aproximaciones no se encuentran en la formulacién mimética convencional, y en la tabla
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se comparan ambos conjuntos de aproximaciones a df/0z, dadas en la nueva formulacién con
esquinas, como en la formulacién convencional (ver fila 1). De manera similar, la aplicacién
de G;D f conduce a aproximaciones a df/Jy ya existentes en la formulacién convencional,
con las aproximaciones adicionales en los puntos con ordenadas Y, en ambos bordes de la
malla z = 0, 1. La tabla en su fila 2, compara el rango discreto de la operacién G;D f en
ambas formulaciones. La disponibilidad de todos los componentes discretos de gradiente en
los limites de la malla podria permitir una aproximaciéon de flujos generalizados £V f, en las
discretizaciones de problemas de difusién con tensor completo k. Sin embargo, la ubicacién
escalonada de las componentes individuales del gradiente amerita de estrategias de interpo-
lacion, para poder aproximar £V f en una misma localizacién. Esta forma de condiciones de
frontera se presentan en problemas de difusién en medios no isotrépicos y donde el tensor
de permeabilidad k£ es una matriz simétrica arbitraria. En estos casos, interpolaciones adi-
cionales son también requeridas para discretizar V.(kV f) en puntos interiores de la malla.
Ahora, este tema es abordado en el proximo capitulo.

Las componentes del vector v = (v,,v,)" se distribuyen de manera independiente a lo
largo de la malla encajada 2D. Cada componente tiene un lugar distinto y coincidente con
el punto central de un lado de la celda, y que se indican en la tabla|2.1| Esta distribucién de
los valores discretos de v, y v, en la malla 2D también se ilustran en las figuras vy 22
donde se aprecia que esta distribucion es la misma para celdas en el interior o en la frontera
de la malla. A continuacién se considera un nuevo vector discreto ' y cuyas componentes son
todos los valores de v, seguidos por los valores de v, ambos manteniendo el orden natural
ya impuesto en esos vectores. Por lo tanto, ¢ = (¥, ¢,)”. La aproximacién mimética a V.v
puede calcularse en los puntos centrales de cada celda de la malla por el producto D?P#,

donde D?P es el operador divergencia en 2D definido a continuacién

(2.3) D?P = < D?P D§D> = ( L2 ® DIP DIP @ Ins )

La matriz I se deriva de la matriz identidad al anadir vectores con ceros en la primera y

la ultima fila, asi como, en la primera y la ultima columna. Por ejemplo, en el caso de la
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coordenada z se tiene

0
(2.4) Inio= |0 Iy 0
0

La tabla muestra las localizaciones en la malla de las aproximaciones generadas por
D?P¢, y las mismas coinciden con los centros de celda donde la funcién escalar f es evaluada
y que se indican en la tabla[2.1] e ilustran en las figuras v [2.2] En esta formulacién que
incluye las esquinas de la malla, el rango discreto de D?P es el mismo que en la formulacién
convencional, debido a que la distribucion de malla de @ coincide en ambas formulaciones.

La fila 3 de la tabla refleja esta coincidencia de los rangos discretos de D?P.

Operador | Con Esquinas | Convencional
G?P f X, x Yy X, xY,
G;Dj? X, xY, X, xY,
D?Py X, xY, X, xY,

TABLA 2.2. Distribuciéon del gradiente y divergencia mimético en la malla
encajada 2D

2.2. Operador frontera bidimensional

En problemas de difusién definidos para un campo escalar f, el término (kV f).n permite
cuantificar el flujo de dicho campo a través de las fronteras del medio, donde n representa
el vector unitario normal a la curva o superficie del borde. Ejemplos de estos problemas son
aquellas aplicaciones fisicas donde f corresponde a la temperatura en un material y —kV f
corresponde al vector de transferencia de calor, siendo & la conductividad térmica (ley de
Fourier, ver [62] p. 256), o el caso donde f es la concentracién de un soluto en una solucion y
—DV f es el vector flujo difusivo, siendo D el coeficiente de difusividad (ley de Fick, ver [62]
p. 260). Sin embargo, en otras aplicaciones definidas para un campo vectorial v arbitrario,
el operador frontera a ser formulado en esta seccién permite aproximar la proyeccion v.n.
A continuacién se omite la constante o vector de proporcionalidad k£ (también denotada D
en nuestro ejemplo), pero la formulacién sigue siendo aplicable a un vector flujo general del

tipo (kV f).n.
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La aproximaciéon mimética de Vf.7 estd dada por las componentes de B*P°G?P f que
coinciden con nodos frontera de acuerdo al ordenamiento impuesto en f Las componentes
adicionales en B2PG2P f corresponden a correcciones al Laplaciano D*PG2P en centros de
celda cercanos a los bordes de la malla, tal como sucede en el caso unidimensional previamente
presentado. El operador B2 se deriva del equivalente bidimensional de la identidad mimética
, ahora escrita en términos de los operadores G*P y D?” y donde adicionalmente se
toma Q2 = hl. Es decir, Q?” corresponde a la cuadratura del rectdngulo en la malla 2D.
Por otro lado, el producto tensorial también permite definir el operador cuadratura P2 en

la forma

Lyss ® PP 0

(2.5) PP = s
0 PP ® Ingo

Sin embargo, a nivel computacional el operador B*P puede construirse més eficientemen-
te en base a productos tensoriales de los dos operadores frontera unidimensionales B.P y

B;D, en ambas lineas coordenadas. El operador frontera resultante satisface igualmente la

identidad mimética en 2D, como lo demuestra la siguiente proposicion, y en cuya prueba se

hace uso de las propiedades del producto Kronecker:

) XY +2)=XY+X®Z, siY yZson de iguales dimensiones

(i) X @Y)(Z@W)=XZQYW

)
i) ( X4+Y)®@Z=X®Z+Y ®Z,si Xy Y son de iguales dimensiones
)
(iv) X oY) '=XTeYy?

PROPOSICION 2.1. Si B?P es el operador de frontera mimético D*P + (G*P)T P?P donde
G?P, D?P y P2P estin dados por (2.1)), Y respectivamente, entonces

(26) B2D - (jM+2 & B;D B;D X jN+2)

DEMOSTRACION. En primer lugar, al usar el producto (G*P)T P?P resulta

(G2P)T PP = ( (Inse @ (GIP)T) (fMH ® P;D> (GIP)T @ Iy (Ple ® fN+2> )
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= (D @GPPI (G PP @ Ivs)

después de emplear ({iii}). A continuacién, se suma D?*P a ambos lados de la expresién anterior

D2D+(G2D)TP2D — (]UM+2 ® D;D + iM+2 ® (GiD)TPID D;D ® jN+2 + (G?lJD)TplD ® jN+2)>

= (husa® (DX + (G PIP) (DEP + (GI2)TPYP) @ s )
luego de hacer uso de las propiedades ({ij) y . Finalmente, la definicion unidimensional del

operador frontera ((1.3) permite reescribir la ecuacién anterior como

B2’ = DV + (G*P)TP?P = <jM+2 ® B;” B”® jN+2>

2.3. Gradiente, divergencia y operador frontera tridimensionales

En esta seccion se extienden los operadores miméticos gradiente, divergencia, y flujo
en la frontera a mallas 3D rectangulares y centro distribuidas. La topologia de la malla,
la distribucién discreta de las funciones f y v objeto de la diferenciacién numérica, y el
ordenamiento de estos valores en vectores auxiliares f y ¥, son extensiones de los conceptos
usados en 2D en la seccién anterior. En este caso, consideraremos el cubo Q = [0, 1] x
[0,1] x [0,1] como el dominio de discretizacién. En la direccién z, se definen N celdas de
igual tamano, asi mismo, se considera una particién de M celdas uniformes a lo largo de la
direccion y, y de L celdas en la direccién z, para obtener los vectores )?m )?(3, )?b, )Z'cb, 57'”,
Y., Yy, Yar, Zn, Zes Zy, v Zup, asi como los operadores 1D de gradiente y divergencia G2,
DIP, G\P, D,P, GIP, y DIP acorde a las definiciones dadas en la seccién .

La tabla reftab:field indica la distribucion de las evaluaciones de la funcion escalar f y
la funcién vectorial v = (v, v,,v,) en la malla encajada. Estas evaluaciones de f,v,,v,, y v,

conforman las componentes de los vectores f, vz, U, y 02, respectivamente, siguiendo el orden
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preferente a x, seguido de y, y luego z, como se mencioné anteriormente. La distribucion
de valores de f en la malla 3D, puede escribirse como el producto cartesiano de las tres
distribuciones 1D a lo largo de cada eje de coordenadas. Este producto tensorial incorpora
las 4 esquinas en cada plano de la malla xy donde z es constante. Estas esquinas simplifican
la construccién del operador gradiente 3D discreto, al tener la misma cantidad de valores en
la malla para f en cada linea coordenada, tal como sucede en el caso bidimensional. En la
revisién bibliografica hecha a la fecha, no han sido reportadas aplicaciones miméticas tipo
Castillo-Grone en tres dimensiones, es decir, las implementaciones y los casos de estudio
publicados se limitan al mallado convencional 2D, el cual no considera los puntos esquinas y
las evaluaciones de f en dichos nodos. Asi, el término convencional en esta seccidn, se refiere
a la extensién natural a 3D de la malla y operadores miméticos Castillo-Grone actualmente
usados en 2D. Este mallado mimético convencional omite f en los nodos esquinas, que
resultan de la interseccion de al menos dos planos frontera xy, rz o yz de la malla 3D
rectangular. En la tabla[2.3]se comparan los puntos de malla para f en ambas formulaciones,
y la convencional excluye un total de 4(N + M + L + 2) nodos esquinas. En una malla
densa, donde N, M y L sean de O(10?) o superior, esta cantidad extra de evaluaciones f es
insignificante en comparacién con el nimero total de nodos de f que es O[(N + 2) x (M +
2) % (L + 2)]. Omitiendo esta diferencia, las celdas o paralelepipedos de la malla en ambas
formulaciones son los mismos. Las figuras y ilustran la generalizacion de tales celdas
a partir de 1D a 2D, y luego a 3D, en el caso de una celda, ya sea interior, o una celda
en la frontera de 2. En estas figuras también se muestra la distribucién en la malla de las
componentes del campo vectorial v = (v,, vy, v,)T. Cada una de estas componentes tiene un
lugar distinto y coincidente con el punto central de un lado de la celda. La distribucién de v,,
vy ¥y v, en la malla se indica en la tabla , y resulta semejante a la usada en la formulacién

convencional.
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Campo | Con Esquinas Convencional
Foo | X x Y x Zo | [Xop x Yoy — Xy x V3] x Z,UX, x Y. XY,
Uy )Z'nx?cxz X><§7><Z
0, )Zcx?nxfc ch? xZ
U, )Z' X }7 X 2 )Z'c X }7 X Z

—

TABLA 2.3. Distribucion de los campos discretos f Uy, Uy and U, en la malla
encajada 3D

, K

Uy ' — i
; /e D
X, —O—X, e XX
. BN Ak

x ! G i

! i
y " [
‘[ X z]‘/y' (RIS
Uy [ /)
X 1,7 z
pe .

4 _x _____
Xv ; 2% :v,. i
I f f fi f L'rx
®—O—X ®; - O--x, ® 11X
v = = L V| Fn L L
- | Bikcanl
X yL f@ i A i
v, 2zt y S |
: Ve L5

Ficura 2.4. Celdas frontera, de f y v en mallas encajadas 1D, 2D y 3D

La distribucién de f en la malla centro distribuida conduce a una formulacién en bloques

del gradiente mimético G*” en funcién de sus tres componentes G537, G3P y G3P

G3P Ipio® Lo @ GEP
(2.7) G°P = GiP | = T2 @GP @ Ings
G3P GIP @ L2 ® Inga

Al igual que en el caso 2D, el producto G3P f produce una aproximacion a la primera compo-

nente del gradiente continuo Jf/dz en el punto central de cada cara de celda con ubicacién
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nodal x = constante. Acorde a la tabla la distribucién de f en esta nueva formula-
cién con esquinas hace que G3P f también genere aproximaciones en las caras frontera de
la malla donde y = constante o z = constante. La tabla indica los puntos de malla que
sirven de imagen a G3P f y a la vez compara con las localizaciones de esta aproximacién en
una potencial formulacién convencional. Las aproximaciones GzD f y G3P f de las restantes
componentes del gradiente continuo son calculadas en los puntos de malla dados en la ta-
bla donde se comparan a la formulacién convencional. La disponibilidad de todas estas
aproximaciones a las componentes del gradiente en la frontera de la malla podria permitir
una aproximacion del operador kV f, para un tensor completo k. Sin embargo, se requieren
técnicas de interpolacién dada la ubicacion escalonada y no coincidente de estas componentes
individuales, tal como se mencioné para el caso 2D, seccién La estructura matricial del
operador gradiente en 3D se puede observar en la figura [2.5| para el caso N = M = L = 5,

donde el patron de esparcidad refleja el ordenamiento seguido en el vector f

Operador | Con Esquinas | Convencional

G | Xy X Yo X Zyy | Xe X Y, X Z,
Gin ch X )701) X Zn )?c X }_}c X Zn
D3Py X xY. xZ, | X.xY,xZ,
TABLA 2.4. Imagen en la malla de las aproximaciones gradiente y divergencia mimética

A continuacion, se considera el nuevo vector discreto v’ que contiene todas las evaluaciones
en la malla de v, seguido por v, y finalmente v>, manteniendo el orden natural ya impuesto
en esos vectores. Por lo tanto, ¥ = (v, v;,v,)". La aproximacién mimética a V.v se calcula
en el punto central de cada una de las celdas en la malla mediante el producto D3*”%, donde

D3P es el operador divergencia 3D definido en la forma

(28) DBD = <IVL+2®]UM+2®D;D IUL+2®D;D®IVN+2 DiD®jM—|—2®jN+2>‘

La matriz I estd definida en la ecuacién 1' En la tabla se indican los puntos imagenes
en la malla de la aproximacién D3P¢ y que serian similares a los definidos en la formulacién

convencional. Estas localizaciones coinciden con los puntos interiores en la malla para la
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FIGURA 2.5. Estructura matricial del operador Gradiente G3”

funcién escalar f mostrada en las figuras v 24 La estructura matricial del operador
divergencia se ilustra en la figura [2.6]

La aproximacién mimética para la proyeccién V f.n estd dada por B3PG3P f, donde n es
el vector normal a la superficie en un plano frontera de la malla y el operador B3P se puede

construir mediante

(2.9) B = (iL+2 ® iM+2 ® BP iL+2 @ B;D ® iN+2 BP @ iM+2 ® iN+2 >

Esta expresién sencilla del operador B?”, en términos de productos tensoriales de las ver-

siones unidimensionales de B en cada direccién coordenada, también satisface la identidad
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FIGURA 2.6. Estructura matricial del operador Divergencia D3P

mimética B3P = D3P 4 (G3P)T P3P asumiendo segundo orden de precisiéon. Note que el
operador cuadratura Q3" coindice con la integracién del rectangulo, y que en términos alge-
braicos se reduce a la matriz identidad, pesada por h. Por otro lado, el operador cuadratura
P3P estarfa dado como una extensién a 3D de su definicién bidimensional . La prueba
de que el operador frontera B*” dado por es realmente mimético, es una simple ex-
tension de la proposicion , y por lo tanto se omite en este documento. La estructura
matricial de este operador frontera se muestra en la figura[2.7] En esta figura, se denotan los
vectores unitarios y normales a cada una de las fronteras planas de la malla con signos + en

la direccién de cada vector unitario.

2.4. Extension a mallas 3D con espaciamiento no uniforme

La definicién tensorial de los operadores G2P, GSD y G3P se puede adaptar al caso de
mallas rectangulares y que presenten espaciado no uniformes en cada linea coordenada, de
manera muy sencilla y siguiendo la formulacién unidimensional de la seccién [1.2] En este
tipo de malla, el refinamiento local podria permitir la resolucién numérica eficiente de altos
gradientes propios de la solucion deseada, si los mismos estan muy concentrados en algunas
regiones del dominio del problema. En el capitulo [] se presentan resultados numéricos para

este tipo de problemas y se muestra la contribucién del refinamiento local de malla.
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FIGURA 2.7. Estructura matricial del operador frontera B3P

La distribucién de los campos discretos j?, Uy, Uy y U, en este tipo de malla 3D no uniforme

es légicamente la misma a la descrita anteriormente en el caso uniforme. A lo largo de cada

linea coordenada en la malla no uniforme, las localizaciones del campo discreto f permiten

calcular (o aproximar) las matrices jacobianas Jg,, Ja, ¥ Ja.. Cada una de estas matrices

esta asociada a la transformacién unidimensional del espaciamiento uniforme al no uniforme,

en cada linea coordenada de la malla 3D. De esta manera, la formulaciéon no uniforme del

gradiente 3D corresponde a

(2.10)

donde,

~1D _ 7-1~1D
G:p - JG;EG:B )

~1D __ 7-1,1D
Gy - JGyGy

Iio®@Ipio® éiD
Ip o ® G;D ® Iny2 |
é’iD @ Injo @ Ingo

yélD:

simple aplicacion de la formulacién no uniforme 1D Batista-Castillo de la seccién [1.2

J5 'GP Note que

2.10

€S una

De manera semejante, las localizaciones en la malla de las componentes discretas de

U = (vz, vy, v2), permiten la aproximacién de los jacobianos unidireccionales Jp,, Jp, y Jp..
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La aproximacion mimética a V.v puede calcularse en los puntos centrales de cada celda de

la malla por el producto D*P%, donde D3P es el operador divergencia en 3D dado por

(211) ZNDSD: (jL+2®IUM+2®D;.D jL+2®D;D®jN+2 ﬁ;D®iM+2®iN+2)7

donde, D} =J,'DP, DiP=J,'DiP y DIP = J;!DP.
Por otro lado, el operador frontera permanece invariante ante el refinamiento de malla,
siempre que esta resulte rectangular. Asi, la formulacién tensorial (2.9) es valida también en

este tipo de mallas no uniformes.



Capitulo 3

Discretizacién de ecuaciones elipticas del tipo V.(kVf) +wf = F

En este capitulo, los operadores miméticos presentados anteriormente se van a utilizar
en la discretizacion de un tipo general de ecuaciones elipticas en tres y dos dimensiones. En
el caso tridimensional, se discute formalmente la consistencia y estabilidad de este nuevo
método mimético para unos casos particulares de los pardametros k y w. Dado lo novedoso
y general de estos andlisis en 3D, la formulacién del método bidimensional se presenta pos-
teriormente, pero se considera el caso general de un tensor k simétrico y no diagonal. En
este caso, sencillas estrategias de interpolacién de las componentes del vector V.(kV f) en la

malla centro distribuida son también discutidas.

3.1. Un método mimético tridimensional

En la formulacién de este nuevo método se considera la siguiente forma general de una

ecuacion eliptica de segundo orden en 2 € R3

(3.1) =V (k(2,y,)V) +w(,y,2)f = Fx,y,2) (r,y,2) €,

bajo la siguiente condicién de borde tipo Robin

(3.2) af +~(k(z,y,2)Vf)-n=p(xy,z2) (v,y,2) € .

En estas ecuaciones, k, w, F'y ¢ son funciones escalares conocidas al igual que los coeficientes
a y 7, mientras que f es la solucion desconocida de este problema de valor de frontera, la cual
también se asume como una funcién escalar. Adicionalmente, se considera que el dominio
2 es un cubo cartesiano, y n es el vector unitario normal al exterior de la frontera, 0f). La
discretizacion mimética de este problema consiste en sustituir los operadores diferenciales
continuos por sus aproximaciones miméticas en forma directa. En el caso de la ecuacion

su discretizacion mimética es
(3.3) (=D*’KG*P + W)f = F,

29
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donde f es la aproximacion mimética a la solucion f, Fesla proyeccion de la funcion F en los
centros de bloque, K es una matriz diagonal cuyas componentes son los valores de la funcién
k en las caras (puntos de discretizacién del gradiente) de los bloques correspondientes a la
discretizacion del cubo 2, y W es una matriz diagonal cuyas entradas son los valores de la
funcién w en los centros de los bloques. La ecuacion contiene filas de ceros asociados
a los puntos sobre las caras externas de los bloques de la malla que discretizan la frontera
%) del cubo. Entre estos puntos, se encuentran los nodos esquinas que son requeridos por la
definicion de productos tensoriales, pero que al igual que el resto de los nodos frontera, no
contribuyen en la aproximacién del Laplaciano (corregido por W) y dado por esta ecuacién.
La principal ventaja de es que evita la numeracion explicita de una malla tridimensional
y los centros de bloques tienen automaticamente un orden lexicografico. De manera similar,

la discretizacion mimética de la condicion de frontera ((3.2)) esta dada por
(3.4) (A+TB*’KGP)f = ¢,

donde A y I' son matrices diagonales con los valores de a y 7 en las caras exteriores de
los bloques en la frontera 0€), y el vector & es la proyecciéon de ¢ en la malla encajada. Las
discretizaciones miméticas (3.3 y (3.4) se pueden combinar por el principio de superposicién

en una sola ecuacion

(3.5) (=D*PKG*P + W + A+ TB*’KG*P)f = F + @.
Esta ecuacién puede reescribirse en forma concisa como

(3.6) of=F+¢@

siendo ¢ = —D3PKG3P + W + A+ T'B3P KG?P, la matriz asociada al sistema de ecuaciones
lineales dado por . Cabe destacar que al construir ¢, las filas nulas en —D3PKG3P
fueron sustituidos por la discretizacién mimética de las condiciones de borde dada por .
En este proceso, se impone como vector normal ﬁ;t = (0,%1,0)7 sobre un punto esquina,
si el mismo pertenece a un plano frontera de malla con y = constante. En caso contrario,
el punto esquina pertenece a un plano frontera de malla donde z = constante, se impone
n¥ = (0,0,41)T al aplicar la condicién tipo Robin. Estas consideraciones sobre los vectores

normales en puntos esquinas soélo obedece a la simplicidad de esta formulacion inicial, pero
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la misma puede generalizarse con otras expresiones de estos vectores, a través de los cambios
apropiados en las matrices B, B;D ,y BP en 1' La estructura matricial de ¢ se muestra
en la figura 3.1 para un caso N = M = L = 5. Esta matriz ¢ no es simétrica, al comparar
componente a componente, pero su patrén de esparcidad si es simétrico. La no singularidad

de ¢ se estudia en la seccion |3.3]

50

100

150

200+

300+

I I 1 oy R i
0 50 100 150 200 250 300

FiGUuraA 3.1. Estructura matricial de ¢

3.2. Anadlisis de consistencia: Error local de truncamiento

La formulacién del método mimético en términos de los operadores 3D es muy
compacta y las ecuaciones en diferencias finitas que lo conforman siguen automaticamente
el ordenamiento natural (lexicografico) impuesto por los productos tensoriales en el vector
f. Sin embargo, una descripcion explicita de las ecuaciones definidas por es importante
para los analisis de consistencia. A la luz de las aproximaciones miméticas 1D dadas por
, se puede esperar que las formulas laplacianas 3D no convencionales en el caso de
y que resultan diferentes al esténcil estandar en DF de siete puntos, presenten un error
de truncamiento de primer orden. Dado que este nuevo esquema mimético estd basado en
aproximaciones de segundo orden, las tinicas aproximaciones no estandar al Laplaciano son
las asociadas a los bloques frontera de la malla, y a sus bloques contiguos. En otras palabras,

las ecuaciones laplacianas correspondientes a los bloques interiores de la malla, que distan
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dos bloques de un plano frontera, tienen una plantilla estandar de siete puntos. Tomando
en cuenta esta observacién, una malla donde N = M = L = 5 presenta el minimo de celdas
necesarias para exhibir todas las posibles plantillas del nuevo esquema. La figura [3.2] muestra
una malla 3D uniforme con estas dimensiones, y donde se ilustran tres planos de la misma
con discretizaciones no estandar del Laplaciano asociadas a centros de celda denotados con
las letras a, b, ¢, d, e, f. La proximidad de estos tres planos de malla a la frontera z = 0,
genera las plantillas no estandar mostradas en la figura dado que los puntos a,b,c,d,e
son también vecinos a los bordes z = y = 0. Se omiten la ilustracién y analisis de otras
configuraciones no estandar de Laplacianos miméticos en la vecindad de las otras fronteras
de la malla.

Por simetria, solo hay seis plantillas no estandar y estructuralmente diferentes en el
nuevo esquema mimético 3D, y sus graficas se muestran en la figura |3.3] Estas plantillas
son topoldgicamente singulares porque contienen al menos una rama con un nodo en la
frontera 0S). En estas gréficas, el punto de malla (7, j, k) representa un centro de bloque, por
lo que no interviene en la discretizacién de la condicién de borde . Se utilizan tuplas
de indices enteros para identificar estos puntos centrales de una plantilla, asi que cualquier
nodo borde tendra entre sus indices una fraccién multiplo de % Se define como singular a
una rama que tiene cuatro nodos, uno de ellos es un nodo borde, y los nodos adicionales son
centros de bloques contiguos. Dado que las ecuaciones de pueden ser complejas para
el caso general de coeficientes variables k, v, y a, se asume que los mismos son constantes e
iguales a uno, y ademas la malla es uniforme con un paso comun h en las tres direcciones.
Estas simplificaciones nos permiten presentar las ecuaciones discretas no convencionales en
con un minimo de notacién y manteniendo sus caracteristicas no estandar, pero no
representan una limitacion en la implementacion del esquema.

En la figura plantilla (a) se presenta sélo una rama singular y su ecuacién toma la
siguiente expresién
—(3) fg-s/2m) — (2 — 30) Fagorm + (G — & +waim) )f(wk

—

(3.7) —
—(#)(f(iﬂ,j,k) + f(i,j-',—l,k) + fljk+1) T f(i—l,j,k) + f(i,j,k ) = (z,] k) T Bijk)-

Esta aproximacion corresponde a un centro de un bloque que es vecino a sélo un bloque fron-

tera. En el caso de la plantilla (b), la aproximacién al Laplaciano tiene dos ramas singulares,
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y su ecuacion es
(3.8)
—(30) Fsiso + Fagn-s2) = G = 30) Fagn) + Flajoim)

—

% — &+ W) fagm — o) Flrim + fagerm + fagren + fi-tim) = Fagr + Bige

La misma esta asociada a un centro de bloque, que es simultdneamente vecino a sélo dos
bloques frontera. Ahora, la plantilla (c) es la méds compleja de las seis plantillas no estdndar
de la figura [3.3], tiene tres ramas singulares, y su ecuacién toma la forma siguiente
(3.9)

(3 ( (i,j—3/2,k) T _Ez 3/2,5,k) +ﬁz,]k 3/2)) — (% - ih)(ﬁzgk 1) +ﬁ¢,j—1,k) +ﬁi—1,j,k))

+(5 — 5 + W(i,j,k)) (k) — (%)( (i+1,5.k) + Ja+1k) + fzg k1)) = Flajwy + Bijk)-

—~l

Este tipo de discretizaciones esta asociada al centro de un bloque que es al mismo tiempo
vecino a tres bloques con caras en la frontera de la malla.

Estos bloques son los que se encuentran cerca de las ocho esquinas del paralelepipedo de
la malla. Todas estas plantillas 3D en , y resultan de una combinacién lineal
de la DF centrada estdndar h~2[1, —2, 1], y la plantilla mimética 1D colocada en la tercera
fila de con un error de truncamiento de primer orden dado por ([1.12)). Por lo tanto, la
precision de las aproximaciones laplacianas en -, )y es solo de primer orden,
pero podria mejorar al segundo orden en el caso de funciones arménicas.

Las tres plantillas adicionales en la figura [3.3] representan discretizaciones no esténdar
en los centros de bloques que tienen al menos una de sus caras en la frontera de la malla. La
plantilla (d) tiene una rama singular y su ecuacién es

(3.10)

—() fli-s200 — (& — ) Flirm) + (59 = & + wiogm) Fasm — (=) firrom

~ (g1 — ) Fagrim + feanrn) = (e = 50) Jea—v/zm + Joaw-rm) = Fagm + B
Esta aproximacién se asocia al centro de un bloque que unicamente tiene dos caras en la
frontera. Por otro lado, la plantilla (e) contiene dos ramas singulares y su ecuacién
(3.11)

—(3:) (Jl-s/2.0 + Flig-s/2m) — (72 — )( fig1m) + farim) + G — & + wiim) fiim)

2
—(%)(f(zﬂ,gk + f i+1k) — (52 — 6%) ki) — (g2 — 37 ) fagh—172) = Fligw + Bl
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representa una aproximacion asociada con un bloque con sélo una cara en la frontera de la
malla. El bloque en esa cara borde pertenece a la rama corta representada en el grafico de
la plantilla, y las otras ramas son singulares con nodos terminales en las caras borde. Las
tres caras borde alcanzadas por esta plantilla son ortogonales y conforman una esquina del
paralelepipedo de la malla.

Finalmente, la plantilla (f) se asocia a los bloques de frontera con una séla cara en la

frontera y una rama singular. Se ecuacion es dada por

(3 12) _<%)f(ivj_3/2vk) - (% - %)f(ivj_lak) + <% - % _'_ w(l,],k))f(z,],k) - (%)(f(l_l’]’k)
2

— —

+favrm + fageim) — (57 — go) fairrn) — (502 — 30) fGgk-172) = Flajm) + Bijp)

La configuracién de los esténciles tridimensionales anteriores en (3.10]), (3.11) y (3.12)

combinan las DF centrales h™2[1, —2,1] y los esténciles miméticos 1D de primer orden dados
por la segunda y la tercera filas de . Como resultado, el error local de truncamiento de
estas aproximaciones laplacianas 3D es formalmente de orden O(h). Todos los otros esténciles
en el nuevo esquema mimético tienen siete puntos y presentan errores de truncamiento de
segundo orden en el interior de la malla. Dado que el nuevo esquema se desarrolla sobre una
malla cartesiana, las ecuaciones que discretizan las condiciones de borde son idénticas a las
descritas en esquemas miméticos unidimensionales y producen errores de truncamiento de
segundo orden (ver [11] y [24]).

El analisis de consistencia anterior revela que las aproximaciones laplacianas discretas
miméticas son de primer orden en la vecindad de los bordes de la malla. Sin embargo, la con-
vergencia empirica global podria ser mas alta en muchas pruebas numéricas y estar dominada
principalmente por la precisién del segundo orden interior. Los resultados de los experimentos
computacionales discutidos en el capitulo 4| son evidencia de que el nuevo esquema mimético
produce realmente tasas éptimas de convergencia de segundo orden, siempre que la solucion
exacta al problema sea lo suficientemente suave. Un refinamiento apropiado de la malla car-
tesiana también podria ser necesario para garantizar una convergencia cuadratica de este

esquema.

3.3. Estabilidad del método mimético: Autovalores y no singularidad

El analisis de consistencia anterior permite establecer la siguiente relacion entre la solu-

cién exacta f¢ al problema 1) evaluada en la misma malla encajada de su aproximacion
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FiGUrA 3.2. Planos de la malla 3D con plantillas laplacianas no estandar en
la vecindad de la frontera z = 0

(iy>k+1) (iy,k+1) (iy>k+1)
(iy+1,k) (ij+1,k)

(iy+1,k)

(i-1,j5k)

(i-Lgk) (ij,k)| /R (i+14,k)

(i+14,k)  (-3/24,k)

(i+1,,k)

(i-1,j,k)
(iy-1,k) (iy-1,k)

ka2 (i-3/2,k)

(iJ-3/2,k)
(i, k-3/2) (i,k-3/2)
a) b) o
(ij,bc+1) (ij,k+1)

(iy,k+1) (iy+1,k)

(i-1,j,k)

(i-1.j,k)

(1-3/2,4,k) h/2_ (i,j,k)

(ij-1/2,k)

2
(iJ,k-I/Z) (l',j-3/2,k} (iJ-3/2, k}

d) e) f)

FicuraA 3.3. Plantillas laplacianas no estandar para el esquema mimético en
la vecindad de la frontera z = 0

f v el vector de errores locales de truncamiento 7,

(3.13) Qe =F+ 3+ 7"
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El supraindice h denota la dependencia de la matriz y el error local de truncamiento en el
paso espacial, y donde || 7" ||= O(h). Al hacer la diferencia entre (3.13)) y la ecuacién (i3.6)

que define el método mimético se tiene
(3.14) Q"EM = 7

donde la norma del error E" = fe — f_: puede acotarse en términos de la inversa de la matriz
", esto es, || EM ||<]] (¢")71 |||l 7" ||. Por consistencia, se tiene que || 7 ||— 0 si h — 0,
asi que la convergencia del método dependera de que || (¢")~! || permanece acotada ante
el refinamiento de malla. Esta es precisamente la definicion de estabilidad relevante en este

andlisis, || (¢")7! ||< C para h — 0.

DEFINICION 3.1. [38] Supdngase que un método de diferencias finitas con Problemas de
Valor en la Frontera (PVF) lineal, da una secuencia de ecuaciones matriciales de la forma
Ahft = Fh donde A" es la matriz del sistema, f* es el vector solucién y F" es el lado
derecho de dichas ecuaciones expresadas en funcién de un ancho de malla h. Se dice que
el método es estable si existe (A")~! y una constante C' independiente de h, para todo h

suficientemente pequeiio (h < hg) , tal que || (4")7! [|< C para todo h < hg.

Es claro que en el caso de una matriz simétrica ¢, || ¢;1 |l2= |)\?;fs’;|, donde A™" co-
rresponde al autovalor de magnitud minima. Sin embargo, bajo condiciones de borde tipo
Robin, la matriz ¢" es no simétrica, pero acotar su autovalor de minima magnitud permite
garantizar su no singularidad. Precisamente, esto es el objeto de estudio de esta seccion bajo
ciertas hipotesis sobre los coeficientes k, w, a, y 7.

Mediante la aplicacion de la formula discreta de integracién por partes extendida a
nuestra formulacion 3D, se prueba que los autovalores asociados a la matriz del sistema en
son reales y positivos. La matriz ® para el caso de parametros constantes y positivos

k, w, a,y 7, se puede escribir como

(3.15) d = -D*PGPP 1 A+ BPGRP.



3.3. ESTABILIDAD DEL METODO MIMETICO: AUTOVALORES Y NO SINGULARIDAD 37

La matriz A es diagonal con elementos que siguen el mismo orden lexicografico como el
campo f y esta definido por
¥, en cualquier centro de celda
(316) Ass -
7%:, en cualquier punto de borde.
En particular, el término «;17 resulta de dividir la condicién de borde 1) por k.
A continuacion, en aras de la simplicidad en la notacion, se omite el exponente que indica

la dimensién espacial en los operadores de diferenciaciéon mimética y de cuadratura en (3.15),

y ademas en la generalizacion 3D de (|1.2)).
PROPOSICION 3.2. Los autovalores de la matriz en son reales y positivos.

DEMOSTRACION. En el caso de un vector complejo no nulo f, donde @ = G f, el andlogo

tridimensional de (|1.2)) equivale a la identidad
(3.17) QDG + Gf*PGf = f*BGY.

Aqui, sélo se considera la discretizacién de segundo orden, donde Q = hl. Asi, (3.17)) es

equivalente a

(3.18) f*(=DG + BG)f

7 P7,

donde el lado derecho es siempre no negativo dado que la matriz de pesos diagonales P es
positiva definida. Dado que este resultado |D es valido para cualquier vector f, siendo
v=G f, se toma el caso particular donde f corresponde a un autovector de la matriz P,

siendo A su autovalor asociado. El cociente de Rayleigh para este par resulta

A= L2
Fi

(3.19) _[(=DG+BG+ A
1,
_ UPU+ f*Af
17113

En consecuencia, A es un valor real y positivo dado que la matriz A también es diagonal y

con componentes mayores que cero. 0
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La proposicién demuestra la no singularidad de la matriz del sistema ® para el
caso de condiciones de borde generales tipo Robin y acopladas al problema del modelo
eliptico . En realidad, la prueba anterior se extiende facilmente al caso de coeficientes
positivos y espacialmente variables k, w, a y 7. Ademas, una simple aplicacién del teorema
de Gershgorin [15] permite establecer cotas inferiores para los autovalores de la matriz ®. En
el siguiente resultado, se consideran las restricciones adicionales de k = a = v = 1, las cua-

les fueron previamente impuestas a las versiones simplificadas de los esténciles Laplacianos
miméticos (3.7]) - (3.12)).

PROPOSICION 3.3. Cualquier autovalor \ de la matriz ® en satisface w < A <
w+ O(h™?2).

DEMOSTRACION. Esta prueba es una aplicacién directa de la cota dada para los auto-
valores por los circulos de Gershgorin, en cada uno de los casos (3.7)) - (3.12). Primero se
considera un esténcil interior del sistema (3.5)) y que corresponde a la aplicacién laplaciana

de diferencias finitas estandar de siete puntos, suficientemente alejada de la contribucién

mimética de B en (3.5))

~h* (f<z‘+17j,k) + fmram + fag-rm + Fagerm + Fagr-n + Fogwen = Gﬁzyzk))

FW k) = gy + Fiagh)-

Las magnitudes de las entradas fuera de la diagonal suman
> @y = 6n7
s#t
y la diagonal corresponde a
Dy = [ D] +w.
s#t

Asi, de acuerdo a los circulos de Gershgorin
12
(3.20) wﬁ)\ﬁﬁ+w.

A continuacién, se considera el esténcil no convencional en la ecuacion (3.7)). En este caso,

Z|(I)|—i_|_£_|_ i_i
o s T2 T2 2hm
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1 1 1 1
s#t

Después de un escalamiento espacial apropiado al problema eliptico original, siempre es el

caso que 0 < h < 1. En este intervalo, tenemos que (h™2 — h™1/2) > 0, y los circulos de

Gershgorin definidos por el esténcil (3.7) permiten escribir

11 1 1 1
21 <A< =4+ — 4112472 ‘———) .
(3.21) w < _h2+6h+ +h2 57 +w

Las cotas de Gershgorin definidas a partir de las ecuaciones restantes de este sistema se

plantean de manera similar, y por lo tanto se omiten los detalles y su transcripcién. O

La proposicién refuerza el hecho de que la matriz ® es invertible, dado que el
autovalor minimo permanece acotado por w > 0, independientemente de cémo h — 0 en
cualquier refinamiento de malla. Asi, el esquema mimético es estable y debe converger a la
solucion exacta del problema dado y (3.2)). Por otro lado, si la cota superior estimada
via Gershgorin es precisa, entonces el autovalor méximo puede crecer con orden O(h™?),
y también esperamos un aumento similar del nimero de condicién de la matriz ®. Este
es el caso de esquemas DF estandar con una matriz de discretizacion simétrica de este
tipo de problemas elipticos. Sin embargo, ante la no simetria de la matriz ®, y la posible
imprecision de las cotas provistas por la proposicion , se presenta a continuacion una
estimacion de autovalores empirica, asi como del nimero de condicion. Para esto se emplean

las funciones intrinsecas de Matlab eig y cond para aproximar los autovalores de magnitud

)\MIN) )\MAX)

minima ( y maxima ( de @, ademas de su nimero de condicién. La figura
presentan estos resultados en mallas que se refinan progresivamente desde N = 5 hasta
N = 60. Los parametros del problema corresponden a k = a =~ =1, y también w = 1 bajo

y AMAX con los valores

condiciones de borde tipo Robin. Escalamos estos autovalores \MV

w v N2, respectivamente, con el fin de evaluar las cotas tedricas. Observe el escalamiento

perfecto seguido por ambos autovalores en estos experimentos. Ademads, la figura [3.4 muestra
, .., ., MAX .

el nimero de condicion Ly de  ponderado por la relacién ))‘\NW, aun cuando esta matriz no

es estrictamente simétrica, y se ha denotado este nuevo término con condi(®P). Se observa

que condy(®) crece linealmente con N2, por lo que se puede esperar también un aumento
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lineal del niimero de iteraciones necesarias para resolver el sistema , con un resolvedor
iterativo estandar para matrices esparcidas.

Esta seccién finaliza con un breve comentario sobre las propiedades de la matriz del siste-
ma P bajo una parametrizaciéon méas general del problema eliptico —. Esta matriz no
es simétrica bajo condiciones de borde Robin v # 0, debido a la aproximacién lateral miméti-
ca de los flujos por el operador B3’ G3P. Ademids ® puede llegar a ser indefinida de acuerdo
con la variacion de signo de los parametros k£ y w en el dominio del problema. Por lo tanto,
la implementacion del esquema mimético (3.5)) requiere resolvedores iterativos especializados
para matrices no simétricas e indefinidas. Los autores en [28] presentan una discretizacién
bidimensional de la ecuacién de Poisson basada en los operadores miméticos divergencia
y gradiente. Este estudio explora cuidadosamente la aplicacion de los métodos Generalized
Minimal Residual (GMRES) y BiConjugate Gradient (BiCGstab) a estos problemas, y reco-
mienda el uso de este ultimo método bajo un precondicionamiento LU incompleto. Aunque
las discretizaciones DF en [28] omiten la contribucién del operador B3P G3P en la aproxima-
cién laplaciana, se considera el método BiCGstab entre las opciones aplicadas en los casos

de estudios en 3D, presentados en el proximo capitulo.

150 T T T : T
o o o o o o lL
+
+
10
+ o )MiN/g
o kmax/NZ
+ *
+ condz(cb)
5 +
+
1 +
11) 0OTTTOTTTTO o] o o
O I 1 1 1 L
5 10 20 30 40 50 60

NuUmero de celdas en la malla

F1GURA 3.4. Autovalores minimo y maximo escalados y ntiimero de condicién

de la matriz ®
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3.4. Un método mimético bidimensional para un tensor k general

El método mimético formulado en la seccién [3.1 puede ser aplicado a problemas elipticos
modelados por las ecuaciones y (3.23) en el caso de un tensor de propiedades k(z,y, z)
diagonal, es decir, k(x,y, z) = k(x,y, 2)I, donde k es una funcién escalar. La discretizacion
centro distribuida y los operadores miméticos de diferenciacién en mallas 3D, previamente
presentados en la seccién [2.3] permiten la solucién de esta clase de problemas. Sin embargo,
la generalizacion del método mimético al caso de tensores k(x,y, z) mas generales, del tipo
matriz simétrica no diagonal, resulta importante para ampliar su rango de aplicacion. En este
trabajo, dicha generalizacién e implementacién se ha limitado a dominios 2D rectangulares,
donde el método mimético convencional cuenta con una unica aplicacion a problemas de
difusién en medios no isotrépicos bidimensionales en la referencia [63]. La ecuacién eliptica

de segundo orden a aproximar en 2D es
bajo la siguiente condicién de Robin

(3.23) af +~(k(z,y)Vf) -1 =y (v,y) €.

En primer lugar, se considera la aproximacién del término divergencia V - (kV f) en la

ecuacion (3.22)), para k simétrico y no diagonal

kn(-’ﬂay)% + k1a(z,y)

3.24 V- (k(z,y)Vf) =V
(3.24) (k(z,y)Vf) Fra(2,9) 2 + ko, )

®|® ®|Qz
g b g

Al usar la definicion de divergencia, la expresion anterior se reescribe como

(3.25)
of af\ o of of

V- (k(z,y)Vf) = % (kn(%y)% + klZ(xay)a_y) + ay (kw(%y)% + k22(9€>y)a—y) -

Ambas derivadas parciales del campo escalar f, son aproximadas automéaticamente por la dis-

cretizacién centro distribuida del gradiente mimético ([2.1). Ante la forma de &, los términos

dependientes de las componentes diagonales de &, kn% y /{:22‘3—5 en (|3.25)), ocupan localizacio-

nes de malla que coinciden con el dominio discreto del operador divergencia mimético ([2.3]).
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Sin embargo, los términos que involucran el coeficiente k5 requieren ser interpolados, previo
a la aplicacién de los operadores D3P y D;D . Especificamente, el término k’lgg—g automatica-
mente calculado en los puntos de malla X, x ?n, debe ser aproximado en las localizaciones
que alojan al término reciproco kn% y coincidentes con )?n X 37;, de acuerdo a la discretiza-
cion encajada dada en la tabla . Una interpolacién similar de los valores klg% calculados
en Xn X 17;, a los puntos XC xY, que alojan a /{;22‘;—};, es igualmente requerido previo al célculo
final de la divergencia. La figura[3.5}a ilustra una celda de la malla con la distribucién de los
términos conocidos, y representados en forma genérica por los valores discretos g; ;, mientras
que el valor producto de la interpolacion corresponde a g*. Con el objeto de considerar el
posible espaciamiento no uniforme de la malla 2D cartesiana, las posiciones de g* y de los
cuatro valores vecinos g; ;, también son ilustrados en esta figura. La presente formulacién se

limita al uso de la interpolacién de Lagrange de primer orden.

Xy ¥jea) (Xis1s Vi) (X, Vje1) (Xis1s Vio1)
8ij+1 ! 8ir1,j41 8ij1 : 8it1j41
o e
y 8i, i % 8i+1,j 8 if* 8is1,j
(X, v)) X (Xis1 ;) (x, v;) X (Xivr V)
% (a) (b)

Ficura 3.5. Interpolacion de Lagrange de las componentes del gradiente en
la malla 2D encajada

(Tip1 — o%) (yj+1 — y*) (Tip1 — o) (y* —yj)
(3.26) g% = Gij + i+ +
(@i — 1) (Y1 — ;) T (@i — x) (Y1 — )
o (z* —xi) (Yj41 — y*) b it (xx =) (y*—y;)
Tl +1,5+ .
@iz — i) (Y1 — ) T @i — x) (Y1 — Y5)

La precision de la interpolacién definida por es de segundo orden para funciones
g(x,y) suficientemente suaves, por lo que su uso no deberfa degradar la convergencia nominal
del método mimético 2D basado en los operadores unidimensionales , y . La
figura [3.5}b muestra el caso de una celda en la frontera, y donde g* debe ser interpolado
en la linea de borde. En este caso, la férmula se degrada a la simple interpolacién
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unidimensional ampliamente conocida

(Tip1 — %) (x * —x;)
3.27 = gy L TN T
(3.27) 9= Gy I

En funcién de resolver el problema eliptico —, los coeficientes de las férmulas de
interpolacion y (3.27) pasan a formar parte de un nuevo operador I*, de tal manera
que los términos k’lg% y klgg—i sean apropiadamente aproximados, mediante la operacién
compuesta [*(KG f) Estas nuevas aproximaciones siguen el ordenamiento natural usado en
la malla encajada, y requerido para la aplicacién del operador divergencia mimético D?.

Una vez construido este operador I*, el método mimético bidimensional para este problema

queda formulado como
(3.28) (=D*PI*KG*P + A+ TB*I'KG*P)f = F + @

o alternativamente escrito como
of =F+¢
siendo la matriz ¢ = —D?*PI*KG?*P + A+ TB?*’[*KG*P.

El esquema mimético anterior es bastante general pues puede ser aplicado en mallas con
espaciamiento no uniforme, una vez reemplazados el gradiente y la divergencia miméticos
por sus versiones no uniformes dados en la seccion [2.4] y ademads consideran un tensor de
propiedades k no diagonal. Sin embargo, en caso que k15 = 0, las proyecciones del operador
I* son anuladas, y el esquema se reduce al caso bidimensional del método mimético

3D presentado en las secciones anteriores.



Capitulo 4

Experimentacién numérica

Para la soluciéon numérica de los casos de prueba, se utiliza la herramienta Matlab R2012b

en un equipo bajo Windows 10 como sistema operativo, con un procesador Intel core i7-

2630QM vy 6 GB de memoria RAM.

4.1. Experimentacién con mallas uniformes y no uniformes en 3D

Las simulaciones numéricas presentadas en esta seccion corresponden a ejecuciones del
esquema mimético formulado y analizado en las secciones[3.13.3] Ademas, los casos de prue-
ba objeto de estas simulaciones estan parametrizados acorde a esta formulacién y anélisis.
Para resolver los sistemas de ecuaciones lineales inherentes al esquema, se emplea el re-
solvedor iterativo Quasi Minimal residual (QMR) porque resulta el méas efectivo entre las
opciones exploradas en Matlab. El primer resolvedor alternativo corresponde a la gama de
métodos directos que implementa la barra invertida. El alto consumo de memoria de estos
métodos al triangularizar la matriz generada por la discretizacién 3D, induce el sistema a
colapsar al refinar la malla por encima de 40 puntos por eje coordenado. También se emplean
los métodos iterativos gmres y begstat, ambos con el uso opcional de precondicionamiento
factorizacién LU incompleta (ilu) y sobrerelajacién simétrica sucesiva (ssor). El célculo del
precondicionador por parte de estos métodos también conduce el sistema al colapso por los
elevados requerimientos de memoria en mallas con 70 o més nodos por eje coordenado.

Para evaluar la precision y la convergencia experimental de las discretizaciones miméticas,
se utiliza como caso de prueba el siguiente problema de difusion estacionaria con un tensor

diagonal £ variable en espacio
VRV +wf = Fla,y,2)  (0.2) €100.1) x (0,1) x (0,1)]

af +7v(kV )i = p(z,y,2) (z,y,2) € 00

44
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donde

F=—"Vn{(n— 1)@ 2 +y" 2+ 272) 4 27 4y 4 277 4 a7 4y 4 27

k=" ¢ a=~n=w=1.

La solucién analitica de este problema es evidentemente dependiente del parametro n y
corresponde con

flx,y,z) =2 +y"+ 2"

Para este problema, un primer conjunto de simulaciones se realizan utilizando los operadores
de segundo orden de precision G*P, D3Py B3P, formulados en la seccién , a partir de
los operadores unidimensionales dados por las ecuaciones —. Sin embargo, a nivel
comparativo resulta interesante calcular las soluciones numéricas empleando una precision
mayor, y con este objeto se usan las versiones de cuarto orden del gradiente y de la diver-
gencia 3D. Las mismas se obtienen al sustituir los operadores gradiente y divergencia 1D de
cuarto orden y , en las férmulas tensoriales (2.7 y , resultando los nuevos
G3P v D3P de alto orden. A continuacién, estos operadores se combinan con un operador
tridimensional simplificado de flujo en la frontera unicamente disenado para hacer cumplir
las condiciones de frontera de Robin dadas. Este nuevo operador no mimético B3P se obtiene
al usar B = [—e1,0, ...,0, eny] como el operador de flujo unidimensional en la ecuacién ([2.9)).
Finalmente, estos tres nuevos operadores tridimensionales son sustituidos en la ecuacion (3.5))
para obtener una discretizacién no mimética de alto orden a ser usada como referencia. La
misma puede ser vista como un esquema tradicional en diferencias finitas que explota los
diferentes esténciles disponibles en G3P y D3P pero no satisface la ley de conservacién ([1.2).

El error de aproximacion en los resultados numéricos aumenta con el grado 7 del polino-
mio solucién f. Esto se debe a que en las proximidades de las esquinas del dominio (diferentes
al punto de origen) el gradiente de f aumenta considerablemente a medida que 1 crece. Por
ello, se realizan simulaciones para 1 = 5, 6, 8, y 10, usando mallas con un nimero creciente
de celdas N = M = L = 10, 20, 30, 40, 50 y 60. El uso del mismo ntimero de celdas en cada
direccién coordenada simplifica la presentacién y analisis de los resultados, y no atiende a
una limitacion de las implementaciones computacionales. Asi, de aqui en adelante se hace

referencia sélo a N para indicar la densidad de la malla.
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Las soluciones numéricas han sido calculadas en mallas uniformes donde el espaciamien-
to resulta h = 1/N, y ademds en mallas con un refinamiento local para una resolucién més
precisa del gradiente continuo de gran magnitud. Los errores relativos L., de estas soluciones
se ilustran en la figura y se listan en las tablas , , y . En el caso de mallas
uniformes, estos errores corresponden al esquema mimético de segundo orden , presenta-
dos en la figura[d.Th, y al esquema no mimético de cuarto orden mencionado anteriormente,
ilustrados en la figura[4.1Ip. En estas figuras también se muestra una recta como referencia a
la convergencia nominal de cada esquema. Es evidente que la dificultad del problema crece
con el parametro 7, pero la discretizacién basada en operadores de cuarto orden resulta mas
precisa en las mallas con mayor refinamiento. Una simple inspeccion de las tablas y
muestra esta ganancia en precisién por el alto orden de discretizacién. Para ejemplificar la
misma, se incluye la tabla donde se indican las fracciones que representan los errores del
esquema de cuarto orden, respecto a los observados en el método de segundo orden en el
caso de prueba n = 8. Note que esta proporcién de errores cae de 6,81 % para la malla N =
10, a sélo un 0,03 % cuando la misma se refina hasta N = 60.

La tabla4.5] presenta una informacién adicional acerca de la convergencia de los esquemas
mencionados. Basicamente, se listan las pendientes de regresion lineal al ajustar por minimos
cuadrados los datos de error de cada esquema. En mallas uniformes, el orden de convergencia
experimental del método de segundo orden replica la tasa nominal, mientras que el método
de cuarto orden converge con mayor velocidad en la practica, a la esperada tedricamente.

Ambos comportamientos se repiten para los diferentes casos de estudio dados por 7.

0 N 10x10x10 | 20x20%20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
) 0.070554 | 0.017159 | 0.007641 | 0.004306 | 0.002758 | 0.001917
6 0.127785 | 0.031122 | 0.013842 | 0.007800 | 0.004996 | 0.003472
8 0.321365 | 0.078849 | 0.034901 | 0.019665 | 0.012597 | 0.008754
10 0.647969 | 0.160447 | 0.070901 | 0.039900 | 0.025564 | 0.017765

TABLA 4.1. Error relativo L., en malla uniforme con 2% orden de discretizacién

Un tercer conjunto de soluciones numéricas han sido calculadas mediante el esquema
mimético de segundo orden, pero formulado en términos de los operadores en mallas con
espaciamiento no uniforme de la seccién 2.4 Por simplicidad, se aplica el mismo refinamiento

en las tres direcciones coordenadas del mallado. El objetivo fundamental de estas pruebas
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F1GURA 4.1. Tlustracién de los errores relativos en norma L., de las soluciones numeéricas
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" N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
5 0.0009672 | 0.0000153 | 0.0000020 | 0.0000011 | 0.0000006 | 0.0000003
6 0.0033034 | 0.0000680 | 0.0000037 | 0.0000027 | 0.0000016 | 0.0000009
8 0.0218912 | 0.0006834 | 0.0000616 | 0.0000057 | 0.0000040 | 0.0000030
10 0.0855075 | 0.0034265 | 0.0003992 | 0.0000696 | 0.0000127 | 0.0000036
TABLA 4.2. Error relativo L, en malla uniforme con 4% orden de discretizacién
0 N 10x10x10 | 20x20%x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
5 0.019293 | 0.005054 | 0.002281 | 0.001293 | 0.000831 | 0.000579
6 0.038967 | 0.010099 | 0.004543 | 0.002571 | 0.001652 | 0.001150
8 0.114029 | 0.028830 | 0.012919 | 0.007298 | 0.004683 | 0.003258
10 0.250715 | 0.062605 | 0.027987 | 0.015794 | 0.010129 | 0.007043
TABLA 4.3. Error relativo L., en malla no-uniforme con 2% orden de discretizacién
. N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
Cociente
4toyy [2%0 6,81 % 0,87 % 0,18% 0,03% 0,03 % 0,03%
20 N U /240U 35,48 % 36,56 % 37,02 % 37,11 % 37,18% 37,22 %

TABLA 4.4. Fracciones del error relativo L., para los casos de prueba n =8

. Esquema 2% orden uniforme | 4/ orden uniforme | 2% orden no uniforme
5 2.01 4.40 1.96
6 2.01 4.62 1.97
8 2.01 5.29 1.98
10 2.01 5.60 1.99

TABLA 4.5. Tasas de convergencia para los esquemas de 2% y 4% orden de precisién

es mostrar la versatilidad del esquema numérico al operar en este tipo de mallas, y no
la de encontrar un refinamiento 6ptimo para el problema bajo solucién. El espaciamiento
de la malla a lo largo de cada eje del cubo unitario, se logra al usar la transformacién
T(e) = arctan(te)/arctan(t), donde el pardmetro ¢ controla el nivel de refinamiento cerca de
1. En estos casos de prueba se usa t = 7/8. La nueva variable € toma valores uniformes en el
intervalo [0, 1] para generar la malla refinada. Al aplicar esta transformacién, el espaciado de

la malla se reduce a medida que se aleja del origen (0, 0, 0) permitiendo una mayor resolucién
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de los altos gradientes de la solucién en las celdas vecinas a los bordes de la malla. Estas
pruebas se limitan al esquema mimético de segundo orden ({3.5)), cuyos errores se presentan
en la figura y se listan en la tabla [4.3] Al comparar contra los resultados bajo malla
uniforme, se puede apreciar la ganancia en precision ofrecida por el refinamiento de malla.
De hecho, para cada caso de prueba dado por N y 7, el error bajo refinamiento es menor a
la mitad de su correspondiente en mallas uniformes. Adicionalmente, la tabla detalla las
tasas de convergencia experimentales de este esquema, y las cuales son ligeramente menores
a las observadas en mallas uniformes, pero igualmente se aproximan a la nominal igual a 2.

Finalmente, se presenta el niimero de iteraciones del resolvedor lineal QMR y los tiempos
de ejecucion de los esquemas numéricos bajo comparaciéon en las tablas para todos
los casos de prueba mencionados. Estos resultados presentan una escasa desviacion respecto
al grado del polinomio 7, mientras que aumentan significativamente con el nimero de nodos
de la malla N. Asi, se incluyen en estas tablas los valores promedios para cada densidad de
malla considerada. Note que los mismos son relativamente similares para las simulaciones
en mallas uniformes, ya sea con segundo o cuarto orden de precision, y ligeramente menores
a sus correspondientes en mallas refinadas no uniformes. El aumento del nimero de itera-
ciones del resolvedor lineal y los tiempos de ejecucion ante el mallado no uniforme, atiende
probablemente al incremento del nimero de condicién de la matriz asociada al esquema en
funcién del minimo espaciamiento impuesto en la malla. Bajo esta dptica, el esquema con
cuarto orden de precision operando en mallas uniformes resultaria la opcién mas precisa
para este tipo de problemas elipticos, de costo inferior a una discretizacion basada en el

refinamiento no uniforme de la malla.

0 N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
) 106 150 201 266 441 634
6 112 146 212 268 426 502
8 104 147 194 268 419 544
10 100 154 194 259 404 509
prom. 105.50 149.25 200.25 265.25 422.50 047.25

TABLA 4.6. Ntmero de iteraciones del esquema mimético de 29° orden en
mallas uniformes
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N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
) 79 140 205 335 396 539
6 79 142 204 277 337 555
8 79 139 207 291 345 537
10 7 143 204 287 355 523
prom. 78.50 141.00 205.00 297.50 358.25 538.50

TABLA 4.7. Ntmero de iteraciones del esquema no mimético de 4% orden en
mallas uniformes

N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60
) 102 152 204 273 444 611
6 104 163 216 318 407 545
8 101 152 240 317 868 937
10 101 156 203 303 398 589
prom. 102.00 155.75 215.75 302.75 929.25 670.50

TABLA 4.8. Ntmero de iteraciones del esquema mimético de 29 orden en

mallas no uniformes

10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60

) 2.984375 | 1.640625 | 3.203125 | 8.718750 | 27.515625 | 64.734375

6 1.062500 | 1.406250 | 3.187500 | 8.218750 | 26.078125 | 53.140625

8 0.984375 | 1.578125 | 2.968750 | 8.281250 | 25.500000 | 56.859375
10 0.953125 | 1.468750 | 3.109375 | 8.203125 | 25.031250 | 51.343750
prom. 2.023438 | 1.523438 | 3.117188 | 8.355469 | 26.031250 | 56.519531

TABLA 4.9. Tiempos de ejecucién (seg) del esquema mimético de 2% orden

en mallas uniformes

N 10x10x10 | 20x20x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60

5 1.000000 | 1.906250 | 5.484375 | 17.390625 | 42.453125 | 97.812500

6 1.000000 | 1.765625 | 5.234375 | 15.031250 | 35.531250 | 102.140625

8 1.171875 | 3.375000 | 6.343750 | 17.218750 | 41.203125 | 103.296875
10 1.343750 | 2.281250 | 6.046875 | 18.062500 | 47.593750 | 94.187500
prom. 1.128906 | 2.332031 | 5.777344 | 16.925781 | 41.695313 | 99.359375

TABLA 4.10. Tiempos de ejecucién (seg) del esquema no mimético de 4%
orden en mallas uniformes

50
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10x10x10 | 20x20%x20 | 30x30x30 | 40x40x40 | 50x50x50 | 60x60x60

5 2.250000 | 2.921875 | 9.000000 | 28.531250 | 91.593750 | 218.078125

6 1.500000 | 2.921875 | 10.109375 | 37.593750 | 97.062500 | 219.468750

8 1.296875 | 3.109375 | 10.437500 | 39.687500 | 221.500000 | 476.687500
10 1.484375 | 3.687500 | 9.984375 | 40.718750 | 27.484375 | 58.484375
prom. 1.632813 | 3.160156 | 9.882813 | 36.632813 | 109.410156 | 243.179688

TABLA 4.11. Tiempos de ejecucién (seg) del esquema mimético de 2%° orden
en mallas no uniformes

51
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4.2. Experimentacién en mallas uniformes y no uniformes en 2D

Para resolver los sistemas de ecuaciones lineales inherentes a los casos de prueba presen-
tados en esta seccién, se utiliza el grupo de resolvedores directos que implementan la barra
invertida de Matlab. En estos experimentos, la maxima resolucién de la malla esta dada por
N = 220, y nuestro equipo computacional permite tanto la construcciéon en formato sparse
de la matriz del sistema de dimensién (N + 2)? x (N + 2)2, como la resolucién del sistema

asociado via la barra invertida.

4.2.1. Caso de estudio Batista-Castillo extendido a 2D con tensor £k diagonal.
El caso de prueba presentado en [5] en 1D, ha sido extendido a un dominio bidimensional de
manera tal que la solucién analitica estd normalizada, es decir su rango corresponde a [0, 1].
Este nuevo problema resulta tan interesante como su version original 1D, pues la solucién
exacta se caracteriza por su rapido crecimiento a 1 en la regién vecina al punto origen (0, 0).
Para este tipo de problemas, los métodos tradicionales de diferencias finitas y basados en la
discretizacion de las condiciones de frontera usando puntos fantasmas, generan oscilaciones
espureas. Los elevados gradientes de la soluciéon hacen muy imprecisa una extrapolacion
polinomial del campo a nodos fantasmas localizados fuera de esta frontera. En estos casos,
suele ser preferible las diferenciaciones basadas en esténciles laterales, tales como los usados
en la discretizacién mimética.

Acorde a la formulacién general presentada en la seccién [3.4] este problema de valor de

frontera para el tensor k identidad queda definido como
—V.(kV[) = F(z,y) (z,y) € [(0,1) x (0, 1)]

af +v(kV )i =¢(z,y) (z,y) € 00

donde
4%10%z +y)

(1 4+ 10%(z + y)?)2atan(200)

k=1 ; a=vy=1.
La solucion analitica de este problema es
atan(100(z + y))

f=

atan(200)
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Se han efectuado simulaciones numéricas empleando el esquema en mallas con igual
niumero de celdas en cada direccién coordenada y dadas por N = 160, 170, 180, 190, 200, 210,
y 220. Semejante al caso de estudio tridimensional, se han usado operadores con segundo
y cuarto orden de precisiéon en mallas uniformes, mientras que las simulaciones en mallas
localmente refinadas corresponden exclusivamente a discretizaciones de segundo orden. Aten-
diendo al operador de frontera B%P empleado en estas simulaciones, se tiene que ambas dis-
cretizaciones con segundo orden son miméticas dado que usan el operador de frontera dado
por la identidad . Por otro lado, la discretizacion con cuarto orden de precisién usa la
versién no mimética de B?P que unicamente permite imponer las condiciones de borde tipo
Robin. En resumen, se han ejecutado 21 simulaciones numéricas para este caso de prueba de
acuerdo a la variacion de N y a los 3 esquemas numéricos opcionales. Un nimero igual de
soluciones numeéricas son calculadas para el resto de los casos de prueba presentados en esta
seccion.

En las simulaciones sobre mallas no uniformes debido al refinamiento local, la transfor-
macién unidimensional usada en ambas direcciones coordenadas es T'(e) = (e* —1)/(e® —1).

Los errores relativos L., de las soluciones numéricas se ilustran en la figura y se
listan en la tabla[4.12] En el caso de mallas uniformes, el esquema de segundo orden resulta
mas preciso que su contraparte de cuarto orden para cada valor de N. Este interesante
resultado conduce a la conclusion de que la resolucién de elevados gradientes en la solucion
aproximada resulta més precisa en discretizaciones de bajo orden. Si adicionalmente la malla
es apropiadamente refinada en la zona de gran variacion de la solucion, la precisién del
esquema numérico puede aumentar significativamente. Note que el error de la simulaciéon no

uniforme es dos ordenes de magnitud inferior a su contraparte en malla uniforme, en cada

caso de N.
tipo N 160x160 | 170x170 | 180x 180 | 190x190 | 200200 | 210x210 | 220x220
uniforme 2% 0.0316 0.0302 0.0283 0.0263 0.0242 0.0222 0.0204
uniforme 4% 0.0731 0.0619 0.0518 0.0430 0.0355 0.0291 0.0238
no uniforme 2% | 0.00091 | 0.00080 | 0.00071 | 0.00064 | 0.00058 | 0.00052 | 0.00048

TABLA 4.12. Errores relativos Lo, en el caso 4.2.1
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FIGURA 4.2. Tlustracion de los errores relativos L., de las soluciones numeéri-
cas en el caso [£.2.1]

La tabla[4.13|lista las tasas de convergencia para los 3 conjuntos de soluciones numéricas.
El esquema de segundo orden en mallado uniforme presenta una convergencia deficiente en
el rango de N explorado, por lo que seria necesario un refinamiento de malla atin mayor. Una
situacién similar es también observada en el caso de simulaciones uniformes con cuarto orden
de precision. Alternativemente, el refinamiento de malla en las simulaciones de segundo orden
no sélo redunda en precisién, sino también permite alcanzar una tasa de convergencia éptima
que replica la nominal. Finalmente, la tabla permite comparar los tiempos de ejecuciéon
de estas simulaciones. Tomando estos valores como un indicativo del costo computacional, se
puede inducir que las simulaciones no uniformes son igualmente costosas que sus contrapartes
uniformes, y en mallas densas o poco densas (N > 180) este costo es menor a la mitad del

requerido para el calculo de soluciones de cuarto orden en mallado uniforme.
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. Tasa Tasa de convergencia
tipo
uniforme 2% 1.40
uniforme 4% 3.53
no uniforme 2% 2.01
TABLA 4.13. Tasas de convergencia para los esquemas de 2% y 4% orden de
precisién en el caso [4.2.1
tipo N 160x160 | 170x 170 | 180x 180 | 190190 | 200x200 | 210x210 | 220x220
uniforme 29 2.6094 1.4688 1.3594 1.4688 1.6875 1.6719 1.7188
uniforme 4% 3.8438 2.8906 3.8281 3.5469 4.1094 4.9219 4.9063
no uniforme 2% || 2.6406 1.5469 1.4063 1.5938 1.3750 1.7969 1.7813

TABLA 4.14. Tiempos de célculo (seg) de las soluciones numéricas en el caso [4.2.1
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4.2.2. Caso de estudio Arteaga-Guevara con tensor k diagonal. Este caso de
prueba corresponde al problema presentado en [4] y que fisicamente se corresponde con la
ecuaciéon estatica de difusion bajo condiciones de flujo tipo Robin en las fronteras. Este
modelo fisico aplica a los deméds casos de estudio de esta seccion. Tal como se indica a
continuacion, la solucién analitica a este problema particular es una funcién polinomial que
podria presentar fuertes variaciones en las vecindades de la frontera, de acuerdo al grado n
de la misma. En este caso, se adopta n = 20 en las simulaciones numéricas y que corresponde
al valor mas alto considerado en el citado trabajo, donde ademas el tensor k£ coincide con
la matriz identidad. La formulacién de este problema en términos de un grado n arbitrario
viene a ser

—V.(kVf) = F(z,y) (z,y) € [(0,1) > (0,1)]

af +v(kVf)n = o(z,y) (z,y) € 0Q

donde

La solucion analitica de este problema es
f=0-2)"+ (1 -y)" +2"—y"

Las soluciones numéricas se han calculado usando la cantidad de celdas de malla y op-
ciones para el orden de discretizacién del caso de estudio anterior. En las simulaciones sobre
mallas no uniformes con refinamiento local, la transformacién unidimensional usada corres-
ponde a T'(€) = (e —1)/2(e2 = 1) si 0 < e < 1/2y T(e) = (1 — (%379 — 1)) /(2(e%/% — 1))
sil/2<e<1.

Los errores relativos L, de las soluciones numéricas se presentan en la figura 4.3y en la
tabla[4.15] Es evidente que la discretizacién de cuarto orden redunda en una alta precisién y
sus errores son al menos dos 6rdenes de magnitud inferior a sus dos contrapartes calculadas
con segundo orden, para cada valor de N considerado. Ahora, al tomar en cuenta solo
las simulaciones con segundo orden de precisién, el refinamiento de malla también brinda

beneficios significativos en precision. Para cada densidad de malla dada por N, el error en
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mallado no uniforme no supera un tercio de su correspondiente error de la simulacién en

malla uniforme.
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FIGURA 4.3. Tlustracion de los errores relativos L., de las soluciones numeéri-
cas en el caso [1.2.2

tipo N 160x160 | 170x170 | 180180 | 190x 190 | 200x200 | 210x210 | 220x220
uniforme 2% 0.0043 0.0038 0.0034 0.0031 0.0028 0.0025 0.0023

uniforme 4 | 0.155E-5 | 0.137E-5 | 0.119E-5 | 0.104E-5 | 0.090E-5 | 0.079E-5 | 0.068E-5

no uniforme 2% | 0.001318 | 0.001168 | 0.001042 | 0.000935 | 0.000844 | 0.000765 | 0.000697

TABLA 4.15. Errores relativos Lo, en el caso [4.2.2

La tabla presenta las tasas de convergencia experimentales para este caso de prueba.

Las simulaciones bajo discretizaciones de segundo orden muestran una convergencia cuadrati-

ca que coindice con la nominal, en ambos tipos de mallado. Por otro lado, el esquema no

mimético basado en una discretizacién uniforme con cuarto orden de precision exhibe una

convergencia experimental deficiente en el rango de NV explorado. Sin embargo, las magni-

tudes pequenas de sus errores son un indicativo de que las mallas exploradas resultan muy

refinadas para la precision de este esquema de alto orden, y que podria esperarse una con-

vergencia mas rapida para valores mucho menores de N. A continuacién, la tabla lista
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los tiempos de ejecucion de todas estas simulaciones. La menor precision del esquema del
segundo orden en mallado uniforme esta acompanada de los menores tiempos de ejecucién,
y por ende de menor costo computacional, en relacién a los dos métodos alternativos. To-
mando como referencia el caso N = 170, el tiempo de ejecucion de este esquema aumenta
s6lo un 30 % respecto al caso de malla mds densa dado por N = 220. Similarmente, los
tiempos de ejecucién del esquema de segundo orden en mallado no uniforme aumentan sélo
un 50 % al comparar los mismos casos N = 170 y N = 220. Esto es un indicativo de que
ambos esquemas podrian ser aplicados en casos ligeramente mayores de N, esperando un
crecimiento lineal del tiempo de ejecucion. Por otro lado, el esquema de cuarto orden experi-
menta un crecimiento del tiempo de ejecucién de 137 % al comparar los casos de referencias
N =170 y N = 220, por lo que se esperaria un crecimiento mas significativo del mismo ante

el refinamiento de malla.

. Tasa Tasa de convergencia
tipo
uniforme 2% 1.99
uniforme 4% 2.58
no uniforme 2% 2.00

TABLA 4.16. Tasas de convergencia para los esquemas de 2%° y 4% orden de
precision en el caso [4.2.2

tipo N 160x160 | 170x170 | 180x180 | 190190 | 200x200 | 210x210 | 220x220
uniforme 2% 2.2500 1.2500 1.3750 1.3906 1.5000 1.5781 1.6250
uniforme 4% 3.5313 2.5625 2.9688 3.8125 4.5781 4.5938 6.0781
no uniforme 2% || 3.1719 1.6250 1.7500 1.7969 1.9219 1.8906 2.4219

TABLA 4.17

. Tiempos de calculo (seg) de las soluciones numéricas en el caso [4.2.2
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4.2.3. Caso de estudio Arteaga-Guevara modificado con tensor k£ completo.
Este caso de prueba se basa en una modificacién del problema de valor de frontera resuelto
en la seccién anterior. Aqui se toma una matriz densa y simétrica como el tensor k de pro-
piedades del material, por lo que el vector flujo de la solucion kV f presenta componentes
dependientes de ambas derivadas espaciales (ver ec. , y en consecuencia la discretizacion
del nuevo problema amerita de las técnicas de interpolacion en la malla encajada presen-
tadas en la seccién [3.4] Especificamente, la formulacién del problema de valor de frontera

modificado es

—V.(kV[) = F(z,y) (z,y) € [(0,1) x (0,1)]
af +v(kV )i = ¢(z,y) (z,y) € 09

donde
F=-nn—-1@" 2=y 2+ 1 —2)" 2+ (1—-y)"?

n

+2500n(n—2)((x—0,5)% (y—0,5)172(0,5—x) % (0,5—y) T +(x—0,5) 1 ~2(y—0,5) % (0,5—x) % (0,5—y)

w3

)

n

+2500(z — 0,5)% " 'n? % (y — 0,5)571(0,5 — 2)5 (0,5 — y)

1

k= , a=vy=1.

— N

1
2
La solucion analitica de este problema esta bien definida para n positivos y multiplos de 4,

y la misma corresponde a
f=0—-2)"4+ 1 —y)"+2" —y" +10000(z — 0,5)5(y — 0,5)7(0,5 — 2)7T(0,5 — )7

Semejante al caso de estudio anterior, se ha tomado n = 20 como el grado de la solucién
polinomial. Similarmente, las simulaciones se han efectuado usando igual cantidad de celdas
de malla y érdenes de discretizacién, siguiendo la transformacion unidimensional del caso
anterior[4.2.2 T (e) = (% —1)/2(e2—1) 510 < € < 1/2y T(e) = (1—(31-9—1)) /(2(e%/>~1))
si 1/2 < e < 1) para el refinamiento local en las mallas no uniformes. En este caso, la figura
[4.4] ilustra los errores relativos Lo, de las soluciones numéricas y que son listados en la tabla

[4.18] Se puede apreciar que el esquema de cuarto orden y el método de segundo orden en
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mallas no uniformes resultan igualmente precisos en la practica, con una ligera ganancia de
20 % del segundo método para todos los N explorados, y que llega a ser a lo mas 21,05%
en el caso de N = 160. En relacion al esquema de cuarto orden, es evidente que el uso de la
interpolacion lineal y de bajo orden en este caso de prueba degrada de manera importante
su precision si se compara al caso de prueba de la seccién anterior. Por su parte, el esquema
de segundo orden no uniforme amerita de otra transformacion en el refinamiento local de
malla si se desea una mayor precision respecto al esquema uniforme. El refinamiento actual
permite una reduccién de los errores de al menos 27 % en todos los casos de NV, y que llega a
ser de 28,57 % en el caso de N = 200. Sin embargo, encontrar refinamientos éptimos de malla
o incluso su construccion via técnicas automaticas no estan comtemplados en los objetivos

de este trabajo.

+ * "
T
+ B ——
2
::E ..... . o
© o X
@ O O x x
3 fe) X
3107 E o v x 4
© x
E
o
z
+ 2do Orden Uniforme
O 4to Orden Uniforme
x 2do Orden No-Uniforme
-------- 2do Orden nominal
10-4\..\1“1..\...111H..\..m...H.Hl ......... [ Lo s [
1/220 1/210 1/200 1/190 1/180 1170 1/160

FiGura 4.4. Tlustracién de los errores relativos Lo, de las soluciones numéri-
cas en el caso [4.2.3

tipo N 160x160 | 170x170 | 180180 | 190x190 | 200x200 | 210x210 | 220x 220

uniforme 2% 0.0055 0.0049 0.0044 0.0039 0.0035 0.0032 0.0029

uniforme 4% 0.0019 0.0017 0.0015 0.0013 0.0012 0.0011 0.0010

no uniforme 2% | 0.0015 0.0014 0.0012 0.0011 0.0010 0.0009 0.0008

TABLA 4.18. Errores relativos L., en el caso |4.2.3
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La tabla lista las tasas de convergencia estimadas de las tres familias de soluciones
numéricas para este caso. En ambos tipos de mallas, las simulaciones basadas en discretiza-
ciones de segundo orden convergen cuadraticamente a nivel experimental. De esta manera,
el error inherente a la interpolacion lineal de las componentes del vector flujo, no degrada la
convergencia de los esquemas de segundo orden. Sin embargo, el efecto de la interpolacién
si es significativo para el esquema de cuarto orden, cuyas tasas de convergencia responden a
estos errores de interpolacion de mayor magnitud a los errores de la diferenciaciéon numéri-
ca. Finalmente, la tabla presenta los tiempos de ejecucion de todas estas simulaciones.
Ambos esquemas bajo discretizaciones de segundo orden requieren de tiempos de ejecucion
muy similares en cada caso de N, y los mismos resultan inferiores a los registrados para el
método de cuarto orden. Como referencia se toman las simulaciones para N = 220, donde
este método de cuarto orden tarda 15 % mads en ejecutarse que su contraparte uniforme con
segundo orden de precisién. En vista de los errores listados en la tabla y los tiempos
de célculo bajo observacion, el refinamiento local de malla usado hace 6ptimo al esquema de

segundo orden para este problema.

. Tasa Tasa de convergencia
tipo
uniforme 2% 2.01
uniforme 4% 2.01
no uniforme 2% 2.00

TABLA 4.19. Tasas de convergencia para los esquemas de 2% y 4/ orden de
precision en el caso |4.2.3

tipo N 160x160 | 170x170 | 180180 | 190x190 | 200x200 | 210x210 | 220220
uniforme 2% 7.5000 7.0781 8.5156 | 10.8594 | 13.7969 | 17.2969 | 21.4844
uniforme 4% 9.3438 9.0469 | 10.6719 | 12.7344 | 18.2188 | 22.6406 | 24.6563

no uniforme 2% | 7.6094 7.0781 8.5000 | 11.2188 | 13.9844 | 17.2188 | 21.3594

TABLA 4.20. Tiempos de célculo (seg) de las soluciones numéricas en el caso 4.2.3




Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo, se ha presentado una formulacién tensorial de los operadores miméticos
en diferencias finitas gradiente, divergencia, y el operador de proyeccién de un campo vecto-
rial en la frontera, propuestos originalmente por Castillo y colaboradores en [9, [8, 11]. Los
nuevos operadores permiten la discretizacién mimética de problemas de valor de frontera
bajo condiciones de borde generales tipo Robin en mallas rectangulares en dos y tres dimen-
siones, con un refinamiento opcional en cada una de las direcciones coordenadas. A nivel
tedrico, se prueba que estos operadores tensoriales satisfacen la versién mimética y multidi-
mensional del teorema de la divergencia, al igual que sucede con los operadores originales en
1D. Posteriormente, se procede a la discretizacion mimética de un tipo particular de ecuacio-
nes elipticas de segundo orden, con condiciones Robin sobre la frontera, y cuya solucion es
un campo escalar f. Tanto la consistencia como la estabilidad del nuevo esquema mimético
son formalmente analizadas, en el caso de segundo orden de precision. En este andlisis se
acota el autovalor de minima magnitud de la matriz asociada al sistema lineal producto de
la discretizacién mimética, lo que permite garantizar su invertibilidad, ante una amplia ga-
ma de pardmetros del modelo eliptico. De esta manera, la convergencia de la discretizacion
mimética propuesta es mostrada a nivel formal.

A nivel préctico, se muestra la flexibilidad de la formulacién tensorial mediante el diseno
e implementacién de dos esquemas numéricos alternativos, uno con segundo orden de preci-
sion en mallas con un refinamiento local en cada direcciéon coordenada, y el otro basado en
operadores gradiente y divergencia con cuarto orden de precisién sobre un mallado uniforme.
A continuacién, estos tres esquemas numéricos son empleados en la resoluciéon de varios pro-
blemas, y cuyas soluciones exhiben fuertes gradientes en las fronteras acorde a un pardametro
manualmente calibrado. En el caso de estudio tridimensional, los tres esquemas presentaron
tasas de convergencia muy cercanas a las nominales, y tanto el refinamiento local de malla
como la discretizacion uniforme con cuarto orden de precision, condujeron a resultados mas

precisos respecto al esquema uniforme de segundo orden. En los casos de estudio en dos
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dimensiones, los resultados son mas diversos e interesantes. En primer lugar, el problema
derivado al extender a 2D el test Batista-Castillo usado en [5] corresponde a un problema de
capa limite de alta dificultad. En este caso, solo un refinamiento de malla apropiado permite
que el esquema de segundo orden no uniforme genere tasas de convergencia éptimas y mayor
precision que los otros dos esquemas uniformes. En el segundo caso de estudio propuesto por
Arteaga y Guevara en [4], los esquemas con segundo orden replican esta tasa de convergencia
en los experimentos, pero el método de cuarto orden presenta errores menores en al menos
dos érdenes de magnitud. Finalmente, se aplican estos esquemas a un problema de difusién
definido para un tensor de propiedades no diagonal k, después de incorporar un mecanismo
de interpolacién lineal a las componentes del vector flujo £V f. En este ltimo caso, los tres
esquemas exhiben una convergencia cuadratica y el esquema no uniforme resulta ligeramente
mas preciso. Asi, la interpolacién lineal degrada la precisién de la discretizacion de cuarto
orden, como era de esperarse.

A nivel de recomendaciones, se tiene en primer lugar la extensién del mecanismo de
interpolacién de las componentes del vector flujo a la malla 3D centro distribuida, ya usada en
este trabajo. Esta estrategia permitiria la resolucion de problemas de difusién con un tensor
de propiedades més general, los cuales tienen diversas aplicaciones [37, 40]. De esta manera,
la flexibilidad y las propiedades de convergencia de los nuevos esquemas numéricos pueden
ser evaluadas en aplicaciones de interés fisico. Este mecanismo de interpolacién sobre la
malla centro distribuida considerada en este trabajo (con la inclusién de los puntos esquinas)
permite una aproximacién de todas las posibles componentes del vector flujo requeridas en
mallas deformadas. Esto es, para la resolucién de problemas con dominios no rectangulares, el
modelo eliptico puede ser reescrito en términos de coordenadas curvilineas y el dominio puede
discretizarse mediante mallas estruturadas. Ante la transformacién de coordenadas, todas
las derivadas espaciales tanto de la solucién escalar al problema como de las componentes
del vector flujo, son necesarias en la discretizacion del problema de difusiéon en dominios no
rectangulares. La malla centro distribuida y el mecanismo de interpolaciéon presentados en
este trabajo son apropiadas para estos problemas, siendo su implementacion y andlisis la

segunda y ultima recomendacion.
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