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Resumen

Los métodos de proyecciones alternantes son estudiados utilizando herramien-
tas de la optimizacién numérica. Algunos de los métodos de proyecciones son in-
terpretados como esquemas iterativos ya existentes para resolver problemas de la
optimizacién, permitiendo explicar de otro modo algunas de sus caracteristicas.
[gualmente, se han podido crear versiones aceleradas de los métodos de pro-
yecciones alternantes y simultaneas, basadas en técnicas mas eficientes y nove-
dosas. Los métodos de proyecciones alternantes se estudian via optimizacion
numérica en diferentes escenarios que son: el problema de mejor aproximacion,
tanto en subespacios como en variedades lineales; y el problema de factibilidad

convexa.
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Capitulo 1
Introduccion

Algunos problemas importantes en las matematicas tratan de encontrar ele-
mentos en la interseccién de varios conjuntos. En algunas ocasiones, es suficiente
con encontrar un solo elemento perteneciente a esta intersecciéon. A este tipo de
problemas se les conoce como: problemas de factibilidad. En otras ocasiones, no es
suficiente solo con encontrar un elemento factible (i.e. un elemento que resuelva
el problema de factibilidad), sino que se pide encontrar un elemento factible que
verifique alguna propiedad adicional. Un caso es, en espacios que dispongan de
alguna métrica, encontrar el elemento factible que se encuentre mas cercano a un
elemento dado. A este problema se le conoce como: problema de mejor aproxi-
macion y los elementos que verifiquen esta propiedad son conocidos como mejores
aproxrimaciones.

Una clase importante de métodos para resolver estos problemas son los méto-
dos basados en proyecciones, por ejemplo, el método de las proyecciones alter-
nantes de Von Neumann-Halperin [62] y el método de Cimmino [23]. Estos méto-
dos han sido estudiados tanto desde un contexto puramente tedrico, en el analisis
de la teoria de operadores, como desde un punto de vista practico, como métodos
numéricos para hallar soluciones a los problemas antes mencionados.

Los métodos de Von Neumann-Halperin y Cimmino han sido utilizados para
resolver una amplia variedad de problemas practicos (v.f. [29, 11, 33, 19, 18, 22,
39]) y su rango de aplicaciones sigue aumentando significativamente. Sin embargo,
una dificultad en la aplicacién practica de los métodos de proyecciones alternantes
es que estos pueden llegar a requerir muchas iteraciones para dar una buena
aproximacién numérica, y en algunos casos esto puede resultar en un alto costo

computacional.
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Han habido diversos intentos por acelerar los métodos de proyecciones al-
ternantes (e.g. [44, 46, 20]). Recientemente Bauschke et al. [10] propusieron un
esquema de aceleracién en donde se generalizan varios de estos métodos. Sin
embargo se sabe que existen casos en los que esta clase de métodos acelerados
no funcionan bien, quedando la explicaciéon de su mal funcionamiento como un
problema abierto.

Por otra parte, la optimizacién numérica es una disciplina matematica que
cuenta con gran vitalidad y fuerza, y que proporciona grandes herramientas,
tanto para la resolucion de problemas numéricos clasicos, como para el estudio
y comprension de algunos problemas de la matematica aplicada, e incluso de la
matemaética pura.

En este trabajo, se pretende hacer uso del conocimiento y de las herramientas
que nos proporciona la optimizacion numérica para lograr un mejor entendimien-
to de los métodos de proyecciones alternantes, explicar en algunos casos su fun-
cionamiento y de esa manera aprovechar ese entendimiento para crear nuevos
métodos acelerados de proyecciones alternantes y simultaneas, tanto para pro-
blemas de factibilidad como de mejor aproximacion.

También en este trabajo, se trata de aumentar el rango de aplicaciones de
los métodos de proyecciones alternantes mostrando que un problema muy impor-
tante, como es el de la resolucion de problemas de punto de ensilladura, se puede
interpretar como un problema de mejor aproximacién en subespacios y que por
lo tanto puede hacerse su resolucién numérica mediante algunas de las acelera-
ciones propuestas para los métodos de proyecciones. Los problemas de punto de
ensilladura son usados en este trabajo como una familia de ejemplos para ilustrar

nuestras técnicas de aceleracion.



Capitulo 2

Métodos de proyecciones

alternantes

En este capitulo, hablaremos del método de proyecciones alternantes y sus
variantes. Para ello, nos basaremos principalmente en los trabajos de F. Deutsch
(31, 33] y en el libro de Escalante y Raydan [39].

2.1. Definicion del método

El método de proyecciones alternantes (MAP), en su formulacién mas simple
fue propuesto originalmente por John von Neumann [62], quien trat el problema
de encontrar la proyeccion sobre la interseccion de dos subespacios cerrados de un
punto dado en un espacio de Hilbert. Posteriormente, fueron propuestos métodos
analogos para el caso particular de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
Estos son los métodos de Kaczmarz [55] y Cimmino [23]; métodos que a su vez
fueron generalizados luego.

Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio cerrado de H. La pro-
yeccion ortogonal sobre M esta denotada por Pp;. En particular, Py, es lineal,
autoadjunta (Pj; = Py), idempotente (Pi; = Py) v Puy(z) es la mejor aproxi-

macién (o el punto mas cercano) de x a M. Es decir:
[l — P ()| = d(z, M), (2.1)

donde d(z, M) = inf{||z —y|| | y € M}, || || es la norma inducida por el producto

interno del espacio, i.e., ||z||* = (z,z), para todo z € H, donde ( , ) denota el
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producto interno en H.
Py se denomina la proyeccion ortogonal sobre M por la siguiente propiedad
que la define:
(x — Py(x),y) =0, Yo e M. (2.2)

Esto quiere decir que x — Py/(x) es ortogonal a M. Si denotamos
M+ :={ye H|(x,y) =0, Yo € M}, (2.3)

esto se escribe © — Py(x) € M+ o también z — Py(z) L M.
El lema que sigue a continuacién, y que puede ser demostrado sin dificultad,

es fundamental en la idea principal del método MAP.

Lema 2.1.1 (von Neumann [62]) Sean A y B dos subespacios cerrados de H.

Luego, PAPg = PgPy si, y solo si , PAPg = Panp.

Esto quiere decir que, P4 y Pg conmutan, si y solo si, su composicion es también

una proyeccion ortogonal.

2.1.1. El método de von Neumann

Figura 2.1: Método MAP

Von Neumann [62] se interes por el caso en que P4 y Pp no conmutan,

probando el siguiente resultado:

Teorema 2.1.1 (von Neumann [62]) Sean A y B dos subespacios cerrados de
H:
lim (PgPa)"x = Panpe. (2.4)

n—oo
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El Teorema 2.1.1 da origen a un algoritmo conocido como el Método de pro-

yecciones alternantes (MAP) (Algoritmo 1).

Algoritmo 1 Algoritmo MAP
Seleccionar xq € H
for k:=0,1,..., do
Ty = PBPAxn—l
end for

La interpretacién geométrica del método MAP es la siguiente: para encontrar
la mejor aproximacion de un x € H dado sobre A N B, se proyecta primero x
sobre A, luego se proyecta el resultado sobre B, y se continua proyectando el
resultado de manera alternada sobre A y sobre B. La sucesién generada converge
hacia Psnp.

El método MAP (ver figura 2.1) tiene utilidad practica cuando resulta menos
costoso calcular las proyecciones sobre A y B individualmente que calcular direc-
tamente la proyeccion sobre AN B, o cuando la proyeccién sobre la interseccion

110 se conoce.

Extension de Halperin

El método de Von-Neumann puede extenderse a mas de dos subespacios.
La extension del Teorema 2.1.1 a méas de dos subespacios fue desarrollada por
Halperin en 1962 [47], aunque la misma idea habia sido propuesta para sistemas

de ecuaciones lineales por Kaczmarz [55]. El teorema de Halperin dice lo siguiente:

Teorema 2.1.2 (Halperin [47]) Sean My, M, ..., M,,, m subespacios cerra-
dos del espacio H. Entonces,

m—1
n—oo

2.1.2. Meétodos de Kaczmarz y Cimmino

Los métodos de Kaczmarz y de Cimmino fueron propuestos originalmente para
resolver sistemas de ecuaciones lineales. Consideremos el problema de resolver

sistemas de ecuaciones lineales:

Ax =0,

donde A es una matriz real de m xn, x € " y y € R™. Este problema puede ser

generalizado a cualquier espacio de Hilbert H como el problema de encontrar una
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solucién z (si existe) en la interseccién de los m hiperplanos o variedades lineales
cerradas, dadas por:
Hi = {CL’ € H: <CL7;,JZ> = bz};

para todo ¢ € I, donde a; denota la i-ésima fila de A, o en general un vector fijo
de H e I es el conjunto de indices. Note que a; es ortogonal a H;. Mas aun, si

z ¢ H; entonces la proyeccién en H; estd dada por:

bi — (ai, Z>

PHZ<Z) =z + <ai’ ai>

(3
para comprobar que Py, (2) es efectivamente la proyeccion de z en H; es suficiente

con verificar que cumple con la condicién (2.2), lo cual es trivial.

Método de Kaczmarz

Este método fue propuesto originalmente por Kaczmarz [55], quien estable-
cié su convergencia para resolver problemas Ax = b con matrices cuadradas no
singulares. El método de Kaczmarz es el mismo método propuesto posteriormente
por Halperin en el contexto particular de resolucién de sistemas de ecuaciones li-
neales. Para un xy € R" arbitrario, un paso tipico del método de Kaczmarz puede

ser descrito como sigue:

T+l = PH PHmfl .. .PH2PH1In.

m

Muchos autores han realizado generalizaciones y extensiones del método de
Kaczmarz (e.g. [39, 68, 49]).

Método de Cimmino

Este método fue propuesto inicialmente por Cimmino [23] quien estableci6 su
convergencia para la solucién de sistemas lineales Ax = b, donde A es una matriz
realn x nybe R

Para un xq € R"™ arbitrario, un paso tipico del método de Cimmino puede ser

descrito mediante,

1 n
Trt1 = E ZZIPHZ(xk)J
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donde
H,={x e R": (a;,x) = b;}.

El método de Cimmino ha sido extendido y generalizado muchas veces; ver
[39]. Por ejemplo Kammerer y Nashed en [56] generalizaron este método de la
siguiente manera:

Sean Vi, Vs, ..., V, variedades lineales cerradas de un espacio de Hilbert H, y
dado xg € H. El método de Cimmino,

1 n
T+1 = E;PV(%%

converge a la proyeccién del iterado inicial xy en la intersecciéon de las variedades
lineales. Es decir, el método converge hacia Py (z¢), donde V = NI ,V;.
Otras extensiones y generalizaciones del método de Cimmino pueden encon-

trarse por ejemplo en [9, 21, 20, 1, 2, 54].

2.2. Velocidad de convergencia

La velocidad de convergencia del método es determinante para saber si el
método MAP es préactico, porque si para obtener una buena aproximacién se re-
quieren demasiadas proyecciones, el método deja de ser una opcién viable numéri-
camente.

La velocidad de convergencia del método MAP depende del angulo entre los
subespacios involucrados [67, 39]. Recordemos primero la definicién de dngulo
entre vectores: six € H yy € H, el angulo 6 entre los vectores x y y estd definido

COIMo:

(z,y)
= lyll

Ahora extenderemos esa nocion a angulo entre subespacios.

cos 0 = (2.6)

2.2.1. Angulo entre dos subespacios

La definicién de dngulo introducida originalmente por Friedrichs [42] es la

nocion mas utilizada en la literatura al referirse de angulo entre dos subespacios:
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Definicién 2.2.1 (Friedrichs, 1937) El dngulo (M, N) entre dos subespacios
cerrados M y N, estd definido como el dngulo de [0,7/2] cuyo coseno c¢(M,N)

estd dado por:

o(M, N) = sup{{z, ) | 7 € MOMANYS |l < 1,y € Nn(MANYS, ]l < 1},
(2.7)

Observacion:

Las siguientes propiedades son consecuencia de la definiciones (v.f. [33]):
1. 0<e¢(M,N) <1

2. ¢(M,N)=c(N,M).

El lema a continuacion tiene propiedades muy tutiles:

Lema 2.2.1 (Kayalar,Weinert [58] y Deutsch [62])

c(M,N) = ||PuPn — Punn|l = | Par Py Poiany - |l- (2.8)

2.2.2. Velocidad de convergencia

A continuacién, vamos a presentar algunos resultados de convergencia rela-
cionados con el método de Von Neumann - Halperin en subespacios.

De acuerdo con el Teorema 2.1.2, (P, ... P,P)"x converge a Pyyx para todo
x € H (donde M =N, M; y P, = Pyy,).

Podemos notar que, para cada ¢ =1...m, P;,Py; = Py, y también

PPy = P(I-Py)

= P — PPy
= P — PuP;
= (I —=Pu)b
— P,.P.

Entonces, podemos deducir que para cada x € H:

[(Pry -, PoPy)" e — Pyl < {[(Br - PaPy)™ = Pl
= [[(Prn, ... PaPr Py ) |[]] ]
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Luego, la velocidad de convergencia del algoritmo MAP estd determinada por la
norma del operador (P, ... PP Py ). En particular, para m = 2, y a partir del

Lema 2.2.1 podemos deducir que:

(P P1)" = Pyl < || PP Page|| = e(My, Ma)". (2.9)

Sin embargo, en el caso de dos subespacios, esta no es la mejor cota. Aronszajn
3] dio la siguiente cota:
Paratodox € H,n>1,n € Z,

|(PyP)"x — Pyl < e(My, M)t ||z||. (2.10)

Mas tarde, en 1988, Kayalar y Weinert establecieron el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1 (Kayalar y Weinert, 1988 [58])
|(PP)" — Py|| = e(My, Ma)* Y, (n=1,2,...) (2.11)

Velocidad de convergencia en el caso de multiples subespacios

Para el caso de multiples subespacios (r > 2), Smith, Solmon y Wagner [67]
probaron una cota para la velocidad de convergencia en funcién de los angulos

de los subespacios concernientes.

Teorema 2.2.2 (Smith, Solmon y Wagner [67])

||(PMmPMm_1 e PMl)nZE - PﬂﬁlMix ‘ S Cn||$ - Pﬁ?;lMi:L‘ | (212)

donde )
c=[1— []sin*6)'", (2.13)

=1

aqui 0; es el dngulo M; y N; = Mj_;, 1 M.

Este teorema determina efectivamente que la velocidad de convergencia del méto-
do de proyecciones alternantes de Von Neumann - Halperin depende de los dngulos

entre los subespacios involucrados.
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2.3. Aceleracion del método

El método de proyecciones alternantes posee una velocidad de convergencia
r-lineal [48]. En el caso cuando el angulo entre los subespacios es “pequenio”, estos
métodos pueden ser lentos. Existen muchas maneras de acelerar la convergencia.

Entre los métodos de aceleracién, para el problema de factibilidad convexa, se
pueden nombrar las ideas de Gubin et al. [46], De Pierro y Iusem [28], Dos San-
tos [36], J.M.Martinez [60], Garcia-Palomares y Gonzalez-Castano [43]. Entre los
esquemas de aceleracion para el problema de mejor aproximaciéon en subespacios
se pueden nombrar los trabajo de Gearhart y Koshy [44] (para el método de Von
Neumann - Halperin) y la generalizacion propuesta por Bauschke et al. [10]. En
la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales Ax = b podemos citar los esque-
mas de resolucién desarrollados por Bjorck y Elfving et al. en [14] (aceleracién de
Kaczmarz) y también podemos citar el esquema propuesto por Arioli et al. en [2]
(aceleraciéon del método de Cimmino). En estos trabajos se proponen esquemas
de aceleraciéon por gradientes conjugados de los métodos de proyecciones para la
resolucién de sistemas lineales.

Vamos a ejemplificar las ideas de aceleracién con el esquema propuesto por
Gearhart y Koshy [44] para el problema de mejor aproximacién en subespacios,
que a su vez es un caso particular del esquema general propuesto por Bauschke
et al. [10]:

Denotemos por () la composicién de operadores de proyeccion, i.e. Q =
P,P,_1...P,. Por otra parte denotamos por x el punto inicial y por M la inter-
seccion de los subespacios M;.

Para describir el método de aceleracion, sea x; la k-ésima iteracion y sea QQxy
la iteracién siguiente MAP, la idea es buscar en la direccion definida por zj y
Qxy, el punto mas cercano a la solucién Pyx.

Los puntos se representan en esta direccion:
af =tQuy + (1 —t)ay, tER. (2.14)

Si denotamos t; el valor de ¢ para aquel punto que se encuentra mas cerca de

Py, xfk — Py debe ser ortogonal a xp — Qxi. Lo que quiere decir,

<$fk — Py, xp — Qug) = 0. (2.15)
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Como las proyecciones P; sobre subespacios son autoadjuntas entonces,
(Pyz,Qug) = (PP ... Py Pyx,xy) = (Pyx, o). (2.16)

En consecuencia (Pya, tp — Quy) = 0y de (2.15) se obtiene (zf , x — Qi) = 0.

De aqui podemos deducir:

. (T, T — Quy)
ty = oo (2.17)

Por ende, la aceleracién estara dada por el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo MAP acelerado

Seleccionar xg € H
for k:=0,1,..., do

. Azg.xp—Quxy)
bk = o qan?

T = 4 Qry + (1 — 1)y
end for




Capitulo 3

Nociones de optimizacién

numerica

En este capitulo, trataremos sobre algunos métodos numéricos para mini-
mizaciéon en gran escala, especificamente nos concentraremos en minimizar, sin
restricciones, funciones cuadraticas convexas, que jugaran un papel fundamental
en nuestros esquemas de aceleracion.

Haremos una breve descripcion de los métodos de tipo gradiente, tales como
el método de Cauchy [17], el método del gradiente Espectral (GE), llamado tam-
bién método de Barzilai-Borwein [7, 64], y luego del método de los gradientes
conjugados (CG, por sus siglas en inglés) [53].

Consideremos el problema general de minimizacion sin restricciones:

min f(z), (3.1)
donde f : " — R" es una funcién cuadrética convexa y diferenciable definida

como: .
flz) = §xtAx — b, (3.2)

aqui A € R™™ es una matriz simétrica y positivo definida (SPD) y los vectores

x,b € R". Las dos proposiciones siguientes son muy conocidas:
= Si f(z) = 32" Az — b’z donde A es SPD, entonces V f(z) = Az — b.

= Sif R = R, f € O(D), es decir, f pertenece al conjunto de las
funciones continuamente diferenciables en D, con D abierto y convexo, y

x, es un minimo local de f, entonces V f(x,) = 0.

15
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Considerando las proposiciones anteriores, se puede determinar que los puntos
que anulan el gradiente de la funcién objetivo f son los vectores que resuelven
Ax = b, es decir, los que resuelven el sistema lineal. Por lo tanto, el problema
de minimizar una funcién cuadratica convexa es equivalente al de resolver un
sistema de ecuaciones lineales con una matriz SPD.

Los métodos iterativos tipo gradiente, son aquellos cuya iteracion es de la

forma:

Tgt1 = T — Ok, (3-3)

donde aj es la longitud del paso y g es la direccion llamada de busqueda, en
este caso definida como g = V f(z) donde f es la funcién objetivo. La direccién
de —g; es la que garantiza el descenso local mas rapido en f y es conocida como

direccién del gradiente negativo [63].

3.1. Meétodo de Cauchy o minimo descenso

El método de minimo descenso, propuesto por Cauchy [17], es un método
iterativo para problemas de optimizacion multidimensional. Este es un método

tipo gradiente (3.3), donde el tamanio del paso a4 se define como:
ap = arg m>1(r)1f(xk — agg) (3.4)

Proposicién 3.1.1 Siz yu son vectores cualesquiera en R"™ con u # 0, entonces

r(z)tu

argmin f(z — ou) = ——,

donde r(z) = =V f(z).

Por la proposicion anterior, para f cuadratica, la longitud de paso del método de
Cauchy se reduce a:

95,9k
9k Agr

A =

El Algoritmo 3 nos describe el método de Cauchy. Puede comprobarse facilmente
que 1y = b — A(xp + agry) = 1 — o Arg son formas matematicamente equi-
valentes de calcular la actualizacién del vector residual. Sin embargo, computa-
cionalmente es preferible actualizar ry; = rp, — apwy ya que ahorra el computo

de un producto matriz-vector (si wy = Ary habia sido ya previamente calculado).
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Algoritmo 3 Algoritmo del método de Cauchy (cuadraticas)

Elegir xg vy €.

Tozb—AIo.

for k=0,1,2,3,... do
U}k:ATk
oy = Zi0

LW

Tk41 = Tk + OgT

Tk+1 = Tk — QpWy

Prueba de convergencia: Si ||7;41]] > €, continte.
end for

A continuacién mostraremos un resultado clasico de convergencia del método

de Cauchy para cuadréticas convexas [63]:

Teorema 3.1.1 Sea A simélrica y positivo definida. Entonces la sucesion {x}
generada por el método de Cauchy converge al minimo . (Axr, = b), desde

cualquier iterado inicial xq € R™. Ademas,

Cond(A) —1
|a < WHM& — Tl 4,

|z — 2.
donde:
" H"L‘HE} = <ZE,AZE>,

» Cond(A) = ||All2]|A7Y|2 es el mimero de condicién de A en norma 2.

Nétese que cuando el nimero de condiciéon de A es grande, el método de Cauchy
puede llegar a tener una velocidad de convergencia muy lenta. En el caso en que A
sea simétrica positivo semidefinida (f cuadrética convexa, pero no estrictamente),

el método de Cauchy converge si b € R(A) (si b pertenece al Rango de A) [63].

3.2. Meétodo del gradiente espectral

El método del gradiente espectral fue propuesto por Barzilai y Borwein [7]
y fue analizado por Raydan [64] para cuadraticas estrictamente convexas. Este

método es un método tipo gradiente, por lo que su iteracion tiene la forma:
Trt1 = T — QpGk, (3.5)

sin embargo, difiere del método de Cauchy en la escogencia del paso ay.
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El método del gradiente espectral es no monétono, es decir, propone una nueva
longitud de paso oy = i que no garantiza descenso de la funcion objetivo. Esta

longitud de paso es obtenida al resolver el sistema lineal sobredimensionado:
Yk—1 = OpSk—1 (3.6)

donde s 1 = T — Tp_1 Y Yr—1 = gk — Gr—1 con gy = V f(z}).
Para los métodos espectrales, el escalar J; viene de resolver el sistema (3.6)
en el sentido de los minimos cuadrados, como:
t
s _
by = htUhol (3.7)
Sp—15k—1
si sg_1 # 0.
Esta forma de escoger d, esta inspirada en el cdlculo de un paso Cuasi-Newton
SCN = —A; 'V f(x;) donde Ay € R™™ es una aproximacién del Hessiano de f
en xp. Esta aproximacién, usualmente se escoge de forma tal que satisfaga la

ecuacion de la secante,
ArSk-1 = Yr—1 (3.8)

restringiendo Ay, a la familia de multiplos escalares de la identidad y exigiendo
que la ecuacion de la secante se satisfaga en el sentido de los minimos cuadrados.
Si consideramos el caso cuando f es cuadrética, entonces (3.7) puede escribirse

como: .
sy Asy,

5k+1 - (39)

stsp
En este caso, d541 resulta ser el cociente de Rayleigh de A evaluado en s;. Igual-

mente, se cumple:
91 A
9r Ik 7

(5k+1 - (310)

que es el cociente de Rayleigh evaluado en g [63]. El Algoritmo 4 nos describe el
método del gradiente espectral. Al igual que en el anterior algoritmo del método
de Cauchy, el término g1 fue actualizado por una expresiéon matematicamente
equivalente, pero que computacionalmente permite el ahorro de una operacion
matriz-vector.

Para funciones cuadraticas estrictamente convexas, se presenta el siguiente

resultado de convergencia [64, 63]:
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Algoritmo 4 Algoritmo del método del gradiente espectral (cuadraticas)
Elegir xg, dg vy €.
go = Axg— b
for £k =0,1,2,3,... do
sk = (1/0k)gr
Tk41 = Tk + Sk
wy = Agy
Gk+1 = Gk — iwk
Prueba de convergencia: Si ||gi+1]|| > €, continte

Okt1 = GpWr/GrIn
end for

Teorema 3.2.1 Sea f(x) una funcion cuadrdtica estrictamente convexa. Sea
{zx} la sucesion generada por el método del gradiente espectral y x. el unico
minimizador de f. Entonces, o bien x; = x, para algin j finito, o la sucesion

{zx} converge a x,.

Este resultado se extiende un poco después al caso de cuadraticas convexas
(no necesariamente estrictamente convexas) por Friedlander, Martinez y Raydan
[41, 63], al incorporar el método a una técnica de minimizacién con restricciones
tipo “cajas” (restricciones simples). La velocidad de convergencia del método GE
se empieza a entender recientemente. Dai y Liao [26] establecieron la convergencia

r-lineal para funciones cuadraticas convexas.

3.3. Meétodo de los gradientes conjugados

El método de los gradientes conjugados (CG) fue propuesto originalmente
por Hestenes y Stiefel [53] para resolver sistemas de ecuaciones lineales Ax = b,
donde la matriz A es SPD. Este es un método directo en teoria, pero iterativo en la
préactica, y esta basado en el resultado conocido de optimizacién ya mencionado
anteriormente segiin el cudl existe una equivalencia entre la resoluciéon de un
sistema de ecuaciones lineales Ax = b para una matriz SPD, y la minimizacion

de una funcién cuadrética

flz) = %a:tAx — a'b.
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° El valor minimo de f(xz) es —3b*’A~'b y es obtenido eligiendo
r=A""b

Existe gran cantidad de métodos iterativos en la literatura de optimizacién para
resolver este problema de minimizacién. En estos métodos iterativos, las aproxi-

maciones sucesivas z; al vector solucion x son calculadas recursivamente:

Tpy1 = T + QgPk,

con o dado y donde los vectores {px} son llamados vectores de direccién, y los
escalares oy, son elegidos para minimizar la funcién h(a) = f(zr+apy). Es posible

mostrar que esto puede lograrse si elegimos,

B ph(b— Axy)

t 13
o= o = =P Tk:/p Apg,
pZApk g F

donde r, = b — Axy..

3.3.1. Eleccidon de los vectores de direccion

Ahora veremos como se eligen los vectores de direccion pg. El método de
los gradientes conjugados (GC) es un método que autométicamente genera los
vectores de direccion. El vector de direccion de cada paso necesita ser generado en
el paso previo. Mas atn, los vectores de direccién pj tienen la propiedad notable
siguiente:

(pi)!Ap; =0, 0<j<i, i=1,2,....,n—1.

Quiere decir esto que los vectores direccion son ortogonales respecto al produc-
to interno 27 Ay definido por A. Los vectores de direccién py que satisfacen la
propiedad anterior se denominan vectores conjugados [27].

El Algoritmo 5 describe el algoritmo basico del método de los gradientes con-
jugados. En él, el paso a; ha sido sustituido por una expresiéon mateméaticamente
equivalente. Al igual que en los algoritmos de los métodos de Cauchy y del gra-
diente espectral, la actualizacion del vector residual ha sido también sustituida
por una actualizacion matematicamente equivalente r;; = r; — q;w; para evi-
tar el calculo de un producto matriz vector adicional si w; = Ap; habia sido ya

previamente calculado [27].
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Algoritmo 5 Algoritmo basico del método de los gradientes conjugados
Elegir z¢ y €.
pQITOIb—AIo.
for©=0,1,2,3,... do
w; = Ap;
a; = ||ril*/piw;
Tip1 = Ti + Q4p;
Tig1 = 15 — QW5
Prueba de convergencia: Si ||r;,1]|? > €, continte.

Bi = llriga ?/lrill?
Pit1 = Tip1 + Bips
end for

3.3.2. Convergencia

Vamos a dar algunos resultados sobre la convergencia del método de los gra-
dientes conjugados para matrices A simétricas y positivo definidas. En la ausencia
de errores de redondeo, el método de los gradientes conjugados deberia conver-
ger en no mas de n iteraciones, donde n representa la dimensién de la matriz,
por lo que en teoria es un método directo. Sin embargo, en la practica esto
no necesariamente sucede, y en el caso de matrices muy grandes, incluso seria
indeseable utilizar este método como un método directo, por lo que se considera
normalmente como un método iterativo.

En teoria, puede probarse que el error en cada iteraciéon decrece [27]:

Lema 3.3.1 Six es la solucion exacta del sistema Ax = b y x,_1 # x entonces:
[z = zpll2 < |z — zp-a]]2.

El método de los gradientes conjugados es 6ptimo en un sentido polinomial.
En efecto [63]:

Teorema 3.3.1 Fl iterado x; generado por el método de los gradientes conjuga-

dos cumple con lo siguiente:
lzx — )% = glin(xo —2)'A(I — AP,_1(A))*(z¢ — 7).
k—1

sobre todos los posibles polinomios Py_1 de grado k — 1.

Una manera de reescribir este teorema en funcién de los autovalores de A para

sacarle mayor provecho es la siguiente [63]:
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Teorema 3.3.2 Sean A, o, ..., N\, Yy v1,V,...,0, los autovalores y sus corre-
spondientes autovectores ortonormales de A. En el método de los gradientes con-

Jjugados se cumple:
lre = 2% < méx(1 = AiPea (M) [lzo — %,

para todo polinomio Py_q1 de grado k — 1, y donde el mdximo se toma sobre todos

los autovalores \; de A.

El teorema anterior permite obtener una cota de velocidad de convergencia
del método en funcién del nimero de condicién espectral Cond(A). Esto puede
verse en el siguiente resultado [27, 63]:

Teorema 3.3.3

le — @lla < 2020 — 2|,

donde ||y|la = VytAy,
a=(e—-1)/(Vi+1),

k= Cond(A) = || All2[| A7 2.

Esta cota es mucho mejor que la que se obtiene para el método de Cauchy. Sin
embargo, para matrices A muy mal condicionadas, el método de los gradientes
conjugados puede ser aun de convergencia lenta. El método de los gradientes
conjugados converge también en el caso en que f sea una funcién cuadrética
convexa, pero no estrictamente convexa ( Az = b con A positiva semidefinida ),
sibe R(A) [63].

3.3.3. Extension a espacios de Hilbert

El método de los gradientes conjugados puede extenderse también para ope-
radores en espacios de Hilbert, incluso en dimensién infinita. Podemos considerar

la generalizacion a la ecuacion de operadores
Au = f,

donde A es un operador lineal, acotado, positivo definido, autoadjunto e invertible

en un espacio de Hilbert H. Bajo estas suposiciones, el sistema Au = f tiene una



CAPITULO 3. OPTIMIZACION NUMERICA 23

tinica solucién u* = A7'f [4].

Igualmente, existen resultados para el método de los gradientes conjugados
en el caso de que el operador A sea singular (el algoritmo es el mismo salvo que
el producto x'z se cambia a (z, z)). En este caso, una versién del método de los
gradientes conjugados fue desarrollada por Kammerer y Nashed en [57]. En el

articulo de Kammerer y Nashed se resuelve un problema de minimos cuadrados:
y 2
min || f — Ax||".

Es importante resaltar, que en el trabajo de Kammerer y Nashed, no solo se desa-
rrolla una versién de gradientes conjugados que resuelve el problema de minimos
cuadrados para un operador singular A utilizando el método de los gradientes
conjugados, sino que se determina a cual de las soluciones de minimos cuadra-
dos va a converger el algoritmo. En el capitulo siguiente hablaremos sobre este

resultado.



Capitulo 4

Aceleracion de los métodos de
proyecciones alternantes en

espacios de Hilbert

4.1. Introduccion

En este capitulo se hace un estudio méas general de la aceleracion de los méto-
dos de proyecciones alternantes para espacios de Hilbert. De manera mas especifi-
ca se estudian los casos de los métodos de Cimmino y Von Neumann-Halperin
en subespacios. Muchos métodos de proyecciones alternantes pueden verse como
una iteracién de punto fijo xyy; = Tz con xy dada, para un cierto operador
acotado y no expansivo 7. En [10] se propone un esquema de aceleracién general,
para este tipo de iteraciones de punto fijo. En este capitulo, se relaciona este
esquema de aceleraciéon con la iteracion del método de minimo descenso para un
operador singular en espacios de Hilbert, y proponemos el uso de técnicas mas
efectivas tales como el método de los gradientes conjugados. De esta manera se
obtiene un nuevo esquema de aceleraciéon, en general, mas eficiente. Luego, se es-
tudia el caso conveniente de la aceleracion cuando el operador T es autoadjunto y
semipositivo definido, caso que ocurre cuando el operador T" estd asociado con el
método de Cimmino. Finalmente, se muestran experimentos numéricos en donde
se comparan los métodos clasicos y sus diferentes aceleraciones, en la resolucion

de problemas de punto de ensilladura.

24
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4.2. Aceleracion de los métodos de proyecciones

alternantes en subespacios

Sea H un espacio de Hilbert con el producto interno (., .) y su norma asociada
Il Il v sean My, M, ... M, subespacios cerrados (lineales) de H con M = N, M;.
Para cualquier subespacio N de H, denotemos Py la proyeccién ortogonal so-
bre N. Los métodos de proyecciones alternantes de von Neumann-Halperin y
de Cimmino son miembros de la familia de métodos para determinar la mejor
aproximacién Pyx de x en M. A continuacién, presentaremos algunos teoremas

asociados que describiran estos esquemas conocidos.

Teorema 4.2.1 ([62] (m = 2), Halperin [47] (m > 2)) Sean My, Ms, ... My,
subespacios cerrados (lineales) de un espacio de Hilbert H con M = N M,. En-

tonces,

Y (|(Pag,, Par,, - Par)*x = Py = 0.
Y basado en una idea de Cimmino [23].

Teorema 4.2.2 (Kammerer y Nashed [56]) Sean M, Ms, ... M,, subespacios

cerrados (lineales) de un espacio de Hilbert H con M = N, M;. Entonces,

Las iteraciones de dichos métodos pueden ser vistas como un esquema de punto
fijo x = T'xy_1 para un operador lineal acotado no-expansivo T (i.e., ||T]] < 1,
(donde || . || es la norma del operador) [10]. Para el método de von Neumann-
Halperin este operador viene dado T' = Py, Py, , - .- Puy, y para el método
de Cimmino el operador seria T' = % >, Pu,. En ambos casos, esos esquemas

convergen al conjunto de puntos fijos de T', Fix T'= M = N*,M,, i.e.,

Cuando el angulo entre los subespacios es “pequeno”, ambos métodos pueden
presentar una velocidad lenta de convergencia [58, 67, 30, 34, 33, 32, 54|, de ma-
nera que se requeriran muchas iteraciones para obtener una buena aproximacion,
lo cual implica un alto costo computacional. Diversos esquemas de aceleracion

han sido propuestos para ambos métodos, e.g. [46, 44, 20, 1, 54].
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En [10], Bauschke et al. propusieron un esquema que generaliza las acelera-
ciones propuestas por Gubin et al. [46] y por Gearhart y Koshy [44], proponiéndo
un esquema de aceleracion para operadores lineales T' acotados y no-expansivos.

En dicho esquema, si un operador de punto fijo T, acotado y lineal, es tal que

k—o0

se propone un esquema de punto fijo acelerado para xo € H, descrito como sigue:

Tk+1 = AT($k)7

donde
Ar(x) =t, Tz + (1 —t,)z.

g { \ﬂi f;gﬁ? siTer #x
1 siTx = .
Con esta eleccién de t,, Ar(z) es el punto, en la linea que pasa por los puntos x
y Tx, més cercano a Pyx [10].

Posteriormente, se mostrara que este esquema acelerado esta relacionado con
el método de Cauchy (o minimo descenso) para la resolucién de sistemas lineales
singulares en espacios de Hilbert [61]. Tomando en cuenta que el método de mini-
mo descenso es conocido por su lentitud en la presencia de problemas mal condi-
cionados, proponemos un nuevo esquema de aceleracion basado en el método de
los gradientes conjugados para resolver sistemas lineales singulares en espacios de
Hilbert [57]. Esta aceleraciéon puede ser utilizada para acelerar cualquier esquema
de punto fijo definido por un operador T de rango cerrado y no expansivo, in-
cluyendo los operadores relacionados con los métodos de von Neumann-Halperin

y de Cimmino.

4.2.1. Aceleraciéon de problemas de punto fijo lineales

Sea T" un operador acotado en un espacio de Hilbert H. El conjunto de los

puntos fijos de T' se denota como:

FizT={x€ H:Tx =z}
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El problema de encontrar los puntos fijos de T es equivalente a resolver el sistema
lineal:

(I =T)x=0.

Si existe un elemento x # 0 en Fiz T, el operador (I —T') es claramente singular.

Para este caso, una alternativa es resolver el problema de mejor aproximacion:
. 1 2
min f(z) = 5”:17 — Tx||* (4.1)

Si Fixz T es no vacio, claramente el conjunto de minimizadores globales de f(z)
es igual a Fix T. Por lo tanto, el problema de encontrar los puntos fijos de T'
puede ser visto como un caso particular del problema de minimos cuadrados (en

espacios de Hilbert):
1
min f(z) = [}b— Az, (42)

donde el operador A=1—-T y b=0.

El problema (4.2), ha sido tratado previamente por Nashed [61] para ope-
radores singulares en espacios de Hilbert utilizando el método de minimo des-
censo, y posteriormente por Kammerer y Nashed [57] usando el método de los gra-
dientes conjugados. En los dos teoremas siguientes resumiremos dichos resultados

fundamentales.

Teorema 4.2.3 (Nashed [61]) Sea H un espacio de Hilbert, A : H — H un
operador lineal acotado de rango cerrado. La sucesion generada por el método de
minimo descenso aplicada al problema (4.2), converge al elemento uw € S = {z :
inf ||Az — b|| = ||[Az = V||, * € H} para cualquier iterado inicial xy € H. La

sucesion converge a ATb si y solo si xg € R(A*).

Teorema 4.2.4 (Kammered y Nashed [57]) Sean X eY dos espacios de Hilbert
sobre el campo real y sea A una transformacion lineal acotada de X a Y. Si el
rango de A es cerrado, el método de los gradientes conjugados, aplicado al pro-
blema (4.2) con iterado inicial xo € H, converge mondtonamente a la solucion de

minimos cuadrados u = ATb+ (I — P)xy de Az = b, donde P denota la proyeccidn

ortogonal de X a R(A*).

Aqui, A* denota el operador adjunto de A, A" es el operador pseudoinversa
de Ay R(A*) denota la clausura del conjunto R(A*) (rango del adjunto de A).
Una condicion para la aplicacion de esos resultados para resolver el problema

(4.1) es que el rango del operador I — T' sea cerrado. En espacios de dimensién
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finita, esta condicién es automaticamente satisfecha. Sin embargo, para espacios
infinito dimensionales, la condicién de rango cerrado para I —T debe ser verificada.

Los iterados definidos por el esquema acelerado Ay propuesto en [10] a partir
de xzy € H, son:

AT({L'k) = tkal‘k + (1 — txk)QTk
= xy + ty, (T — )
= T + tdy,

donde dy, = T'xy, — xy, y t, estd dado por

by, = % para xy ¢ Fix T.

En consecuencia, este esquema acelerado se corresponde con la sucesion de
minimo descenso aplicada a la resolucién del problema (I — T)x = 0. Dicha se-
cuencia es conocida por ser un método lento. Esto explica la observacién hecha en
[10] de que el esquema acelerado A7 no es siempre mas rapido que el esquema de
punto fijo original cuando el operador 7' no es un operador auto-adjunto (simétri-
co). Este es el caso cuando T es el operador asociado al método de proyecciones
alternantes de von Neumman-Halperin [10]. En cambio, para versiones simétricas,
tales como aquellas asociadas con el operador autoadjunto T*7T', la convergencia
de los esquemas acelerados es siempre mas rapida que sus versiones originales [10].
Sin embargo, para acelerar esos esquemas de punto fijo auto-adjuntos, vamos a
estar mas interesados en la sucesion del método de los gradientes conjugados
analizada en [57], para sistemas lineales singulares en espacios de Hilbert.

Si el rango R(I —T) es cerrado, el teorema 4.2.4 implica que el método de los

gradientes conjugados aplicado a
) 1 2
min f(z) = SII(1 = Tz, (4.3)
converge a la solucién de minimos cuadrados

u=(I—-T)0+ (I —P)xyg= (I — P)a,
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donde P denota la proyeccién ortogonal de x en R(I — T')*. Méas atn,
R(I -T)* =n(I -T)* = (Fiz T)*.
Como Priz 17 = I — Ppiz 1)1, el método de los gradientes conjugados conver-
gera a la proyeccion de xg en Fix T. Resumiendo obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.5 (Hernandez-Ramos et al. [52]) Sea T' un operador acotado
y no expansivo tal que R(I —T) es cerrado. Entonces, el método de los gradientes
conjugados para minimizar (4.1) con iterado inicial xy € H converge mondtona-

mente a la proyeccion de xo en Fix T.

Sin embargo, para aplicar este resultado es necesario probar que R(I —T') es un
subespacio cerrado. A continuaciéon, caracterizaremos dicha condicién de rango

cerrado. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.6 (Kulkarni y Nair [59]) Sea A : X — Y un operador lineal
acotado no nulo entre dos espacios de Hilbert X e Y. El subespacio R(A) es

cerrado en'Y si y solo si existe v > 0 tal que
o (A A lyar) € [ 1A
donde o(A) denota el espectro del operador A y n(A) es el nicleo de A.

En otras palabras, para que R(A) sea cerrado, es suficiente que el operador A

verifique
A*A Azxl|?
0<y< ff EAAT_ o, A
zen(A)t  (x,x) zen(A): [z
' (v, A" Az) e
x, A*Ax x
sup LALT gy DA g,
zen(A)+ <Z)3, $> zen(A)+ ||JZ||

Por la definiciéon de norma, la condicién del supremo es verificada automatica-
mente.

Dado que n(I — T)* = (Fix T)*, para probar que A = I — T tiene rango
cerrado, es suficiente probar que existe v > 0 tal que el cociente de Rayleigh

satisface:
, |z — Tx|]?
inf ——

> > 0.
ze(Fix T)l H$||2
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La definicion siguiente es una generalizacién de la definicion del coseno del
angulo entre los subespacios My, Ms, ... M,,, dada por Bauschke, Borwein y Lewis
8] (cos(My, My, ... M,,)).

Definicién 4.2.1 Sea T un operador acotado no expansivo en un espacio de

Hilbert. Definiremos el coseno de T' como
cos(T') = HTP(Fm T)iH-
Dado que T' es un operador no expansivo (||T|| < 1) entonces,
0 < cos(T) = HTP(Fz‘xT)l” < ||| HP(Fm«T)L” <L

Es sencillo probar que cos(T') = ||T'— Pri 7|, i-€., es la distancia entre el operador

T y la proyeccion sobre Fix T'. De hecho,
cos(T) = TP g py2 | = 1T = Ppiw )| = [T = T Priz |-
Como Prj, 7 es un punto fijo de T', tenemos que T Pr;, 7 = Pri, 7, y Obtenemos
COS(T) = ||T — PszTH

Cuando el operador T es el asociado con el método de proyecciones alternantes
(T'= Pur, Pur,, - - - Py ), entonces cos(T') = cos(My, My, ... M,,) en la definicién
dada por [8].

Lema 4.2.1 Sic = cos(T) < 1 entonces R(I —T) es cerrado.

Prueba. Sea x € (Fiz T)*. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
1 Tz|| = 1T Pipiw myrzll < (|TPpiw e [[ll2]] = cll]l.
Por la desigualdad triangular,
lo = Tz| > ||lz|| = | T=].
Por ende, para todo x € (Fiz T)* tenemos,

l =Tzl = (1 = ¢)||=|
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) |z — T[] 2
inff ————>(1—-¢)"=v>0. 4.4
En consecuencia, si ¢ = cos(T) < 1, podemos aplicar la aceleracién de los gra-

dientes conjugados. Resumiremos este resultado en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.7 (Hernandez-Ramos et al. [52]) Sea T un operador acotado
no expansiwvo tal que cos(T) < 1. Entonces, el método de los gradientes conjugados
para minimizar (4.1) con el iterado inicial o € H converge mondtonamente hacia

la proyeccion de xo en Fix T

Resumiendo, si cos(T") < 1y si aplicamos el método de los gradientes conjuga-
dos para minimizar f(z) = 3|z — Tz||?, las iteraciones convergerdn al punto fijo
de T' més cercano al iterado inicial xg, i.e., la sucesién de iterados convergera a
la proyeccion del iterado inicial zg, en los puntos fijos Fix T

Para presentar el algoritmo de aceleraciéon por gradientes conjugados, necesi-

tamos el operador gradiente de f(z) = ||z — Tz

Vi@)=I-T)(I-T)x, (4.5)
y su operador Hessiano,

Vif(z) = -T)(I-T). (4.6)

Note que el operador Hessiano es constante y positivo semi-definido, i.e., f es una

funcién cuadratica convexa. De hecho, para cualquier x € H tenemos,
(x, V2 fx) = ||(I = T)z|* > 0.

En el Algoritmo 6 mostraremos la aceleracién por gradientes conjugados que
calcula Ppi, 720, i.e., el punto en Fiz T més cercano a la aproximacion inicial xg.

La velocidad de convergencia de este algoritmo esta relacionada con las cotas
espectrales de los operadores restringidos U = {(I —T)*(I —T) | R({ —T)*}
[57]. Sea u(x) = (Uz,z)/{x,x), x # 0, el cociente de Rayleigh de U. Como U
es un operador lineal simétrico y positivo semidefinido en espacios de Hilbert
R(I —T)* = (Fiz T*)* = (Fiz T)*, las cotas espectrales:

s = inf{u(z) : v € (Fiz T)*}, (4.7)
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S = sup{u(z) : = € (Fiz T)*} (4.8)

son positivas y finitas [57].

Una cota para s estd inmediatamente dada por (4.4),
s>(1—c), (4.9)

donde ¢ = cos(T).
Igualmente, tenemos que ||z — Tz|| < ||z|| + ||Tz||. Como para x € (FizT)*
tenemos ||Tz|| < ¢, luego
S<(1+4¢)?. (4.10)

Por lo tanto, una cota del nimero de condicion espectral del operador restringido

U esta dado por

cond ((I - T)*(I - T) | (Fiz T)*) < E i j .

4.2.2. El caso auto-adjunto

Un caso importante es cuando el operador T' es auto-adjunto. Para este caso,
mostraremos que la condicién cos(7') < 1 es satisfecha autométicamente bajo
suposiciones suaves. Primero, consideraremos algunas propiedades importantes
de los operadores autoadjuntos, las cuales seran discutidas de manera mas general

para operadores normales. Para esto, denotaremos M := Fix T.
Lema 4.2.2 Si T conmuta con Py entonces T conmuta con Py .

Demostracién. TPy =T(I — Py) =T —-TPy =T — PyT = (I — Py)T =
PMJ_T. [ |

Lema 4.2.3 Si T conmuta con Py entonces TF — Py = (T Py )* para todo k.

Demostracion. Por el lema 4.2.2, T' conmuta con P,,;.. Entonces,
(TP ) =T Py. =TH(I — Py) =T" — T"Py;.
T Py = Py porque Py, es un punto fijo de T, y por lo tanto,

(TPy ) =TF —TFPy =T% — Py a1
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Algoritmo 6 Aceleracion por gradientes conjugados para problemas de punto
fijo lineales

INPUT: g € H

OUTPUT: PFiJ:T(:EO)

:: i0([ — T —T)x
rr={(r,r)

for k=1,2 ... do
if convergencia then
return Ppy, 7(x) =@

else
v=I-=-T%I—-T)u
= T
T =T+ au
rQ=rr
r=1r—auv
rr={(r,r)
p=1
u=r-+u

end if

end for

Teorema 4.2.8 (Hernandez-Ramos et al. [52]) Sea T un operador normal
tal que T conmuta con Pyr. Entonces, si limy_.oo||T*z — Pyz| = 0 para todo

x € H, entonces cos(T) < 1.

Demostraciéon. Si T' conmuta con P,; tenemos que para todo = € H,
iMoo || T"2 — Prrzr|| = limg—oo||(T Py ) 2| = 0.

Més atin, limy,_.o || (T Py1)¥x|| = 0 para todo x € H siy solo si limy_oo (T Py )* =

0 (ver, e.g., [6]), lo cudl implica que limy_.o ||(T Py )*|| = 0. Como TPy es tam-

bién un operador normal entonces ([6])

(T Pyps) [l = (T Pag)|I*,

y por ende
limy—oo || (T Pys)||F = 0.
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Por lo tanto ||(TPy1)|| < 1, y luego, de la Definicién 4.2.1, sigue que
cos(T) = |[(TPy1)|| <1. n

Resumiendo, si T" es normal y T' conmuta con Pg;, 7, v el método de punto fijo
converge, entonces el rango de I — T es cerrado y podremos aplicar la aceleracion
de gradientes conjugados. Por ejemplo, si T = % >ty Py, (método de Cimmino),
como los operadores de proyeccion son autoadjuntos entonces T' es también un
operador autoadjunto. -Adicionalmente, Py, Py, = Py, Py = Py, por lo que T
conmuta con Py, y el método de punto fijo converge (limy,_.o||T*z — Pyz|| = 0),
entonces cos(7') < 1. En conclusién, podemos aplicar la aceleracién de gradientes

conjugados directamente a I — T para acelerar el método de Cimmino.

El caso finito dimensional

La aplicacion del método de los gradientes conjugados al problema de minimos
cuadrados (4.1) tiene la clara desventaja de incrementar el niimero de condicién en
los operadores lineales envueltos. Cuando resolvemos un problema, esto incremen-
ta el nimero de iteraciones requeridas para la convergencia, como discutiremos
en la seccion de resultados numeéricos.

Si T es no expansivo, el operador I —T es claramente positivo semi-definido. Si
el operador (I —T') es simétrico y positivo semidefinido, entonces proponemos la
estrategia de aplicar directamente los métodos de optimizacion descritos anterior-
mente en la resolucion del sistema (I —T')x = 0, para converger a los puntos fijos
de T [51]. Es importante notar, que en el método de Cimmino el operador [ — T
es simétrico y positivo semidefinido. Basados en esto, en el resto de este trabajo
nos interesaremos en este método en vez de otros métodos donde el operador T’
no es simétrico. Es decir, vamos a preferir acelerar métodos del tipo Cimmino,
donde el operador es simétrico, de manera que podamos aplicarle el método de

los gradientes conjugados para acelerarlo.
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4.3. Experimentos numéricos

4.3.1. Problemas de punto de ensilladura con métodos de

proyecciones alternantes

En anos recientes, los problemas de punto de ensilladura (saddle point prob-
lems) han estado ganando popularidad en muchas dreas de la computacion cientifi-
ca. Ellos aparecen en muchas aplicaciones tales como: sistemas KKT en opti-
mizacién, formulaciones mixtas en dinamica de fluidos y en discretizaciones por
descomposicién de dominios para la resolucion paralela de ecuaciones en derivadas
parciales (PDE) [12, 35, 65]. En esta subsecciéon, reformulamos el problema de
punto de ensilladura como el problema, equivalente, de calcular la proyeccion
ortogonal en la interseccién de muchos subespacios.

Estamos interesados en resolver el sistema de ecuaciones lineales:

GE)-() e

(H1) B € R"™™ es una matriz con rango(B) = r,r < n,

donde:

(H2) A € R™" es una matriz simétrico positivo definida.

Los siguientes dos lemas son bien conocidos (e.g. [12, 50]). Sin embargo, vamos a

presentarlos por razones de completitud.

Proposicién 4.3.1 Bajo las hipdtesis (H1,H2) el sistema (4.11) tiene una unica

solucion (z, \)T la cudl satisface:

{ f—Ax L ker B, (4.12)

T € ker B,

donde ker B = {x : Bx = 0}, es el llamado nicleo o kernel de la matriz B.

Como A es simétrico positivo definida. Definiendo el producto escalar (z,y)4 =

(x, Ay), tenemos:

Proposicién 4.3.2 Bajo las hipétesis (H1,H2), si (x,\)T resuelve (4.11), en-
tonces el vector x corresponde a la proyeccion ortogonal de x, = A~'f en ker B,

en el producto escalar (.,.) .
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En este caso escribimos la variedad lineal como V = {x,} + (ker B)*4 [50].

Demos una particion de la matriz B € ™" en m bloques de filas:
BT =[BI B, ...B].

Entonces,

m

ker B = ﬂ ker B;.

i=1
De la proposicién (4.3.2), se tiene que la solucién x para el problema de punto
de ensilladura (4.11) es la proyecciéon A-ortogonal de z,, = A~ f en el subespacio
ker B = (-, ker B;. Por lo tanto, este problema puede considerarse como un
problema de mejor aproximaciéon o BAP por sus siglas en inglés (Best Approxi-
mation Problem), en el producto escalar (.,.)4, y puede ser resuelto por métodos
de proyecciones alternantes (o sus variantes aceleradas), tomando como iterado

inicial z¢g = z, = A7 f, como ejemplo, por el método de Cimmino:

1 m

o por el método de Von Neumann-Halperin:
Tkl :PMm...PMlxk. (414)

El operador P, denota la proyeccion A-ortogonal en M;. Como cada ker B; es
también un subespacio, podremos obtener la A-proyeccién de cualquier vector

y € RN" en ker B;, Pyy, calculando = de un problema de punto de ensilladura

G)0)=(0) e
B, 0 A 0

Esos problemas de punto de ensilladura mucho maéas pequenos pueden ser re-

mas pequeno:

sueltos por cualquier método, lo cual va a depender del tamano de cada bloque.
Las posibles elecciones incluyen métodos de subespacios de Krylov, tales como
MINRES [66], o la resolucién del sistema simétrico y positivo definido asociado
con el complemento de Schur de cada bloque B;A™'B] que proviene de (4.15),

cuya dimension es m; X m;, donde m; es el nimero de filas de cada bloque B;
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12].

4.3.2. Descripcion de los experimentos

Para nuestros experimentos, compararemos los métodos de Cimmino y de Von

Neumann-Halperin (MAP) con las diferentes versiones aceleradas:
1. Métodos basados en Von-Neumann-Halperin:

a) Método cldsico de Von-Neumann-Halperin (MAP).

b) Esquema acelerado de Bauschke et al. (KG: Aceleraciéon de Koshy y

Gearhart en espacios de dimensién finita).

¢) Gradientes conjugados para min f(z) = 3|l — Tz||* donde T es el
operador asociado con el método de Von Neumann-Halperin (MAP-

CG-MC), propuesto en este trabajo.
2. Métodos basados en el método de Cimmino:

a) Método de Cimmino clésico (Cimmino).

1

b) Método de Gradientes Conjugados para min f(z) = 3|l —Tz||* donde

T es el operador asociado con el método de Cimmino (CIM-CG-MC).

¢) Método de Gradientes Conjugados para resolver (I — Ts)z = 0 donde
Ts es el operador simétrico positivo semidefinido asociado con el méto-

do de Cimmino (Cimmino-CG) (Capitulo anterior).

Compararemos estos métodos en la resoluciéon de problemas de punto de en-

silladura provenientes de:

= Una seleccién de problemas de punto de ensilladura de la colecciéon CUTEr
[45].

= Un conjunto de problemas de punto de ensilladura de Stokes generados
usando el software IFISS asociado con el libro de Elman et al. [3§]
(stokes_testproblems):
e STOKES1: Channel domain with natural outflow boundary.
e STOKES2: Flow over a backward facing step.

e STOKES3: Lid driven cavity.
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e STOKES4: Colliding flow.

= Varios problemas de punto de ensilladura de descomposiciéon de dominios
discutidos en [50] (DD1, DD2, DD3 and DD4).

Todos estos experimentos fueron realizados en una Intel Core 2 Duo usando
MATLAB 7.6. En todas nuestras experiencias y en todos los métodos conside-
rados, el criterio de parada del proceso fue cuando la A-norma del residual (la
norma definida por ||z||3 = (z, Az) ) es menor o igual a 1078, Para todos los
conjuntos de problemas, la matriz A € R™*" es simétrica y positivo definida, y
B € R™" es una matriz de rango completo por filas. Para los problemas de la
biblioteca CUTEr, y también para los problemas de Stokes, tomamos el bloque
(2,2) de la matriz de punto de ensilladura como la matriz cero, para obtener
un sistema como (4.11). Es importante notar que una técnica de Lagrangeano
aumentado fue utilizada para mejorar el comportamiento de todos los métodos
considerados, y también para garantizar que la matriz A sea positivo definida.
Para ser precisos, la matriz A en (4.11) fue reemplazada por la matriz A+~vBT B,
donde v = || A]|#/||B||% [12]. Més atin, para los problemas de la biblioteca CUTEr,
anadimos al bloque superior izquierdo de (4.11) el escalar 0,01 veces la matriz
identidad, para mejorar el nimero de condicién del bloque. Todos los experimen-
tos fueron obtenidos con una particién de B de un bloque por fila (nimero de

subespacios m = r, donde r es el nimero de filas de la matriz B).

Resultados

Comparaciéon de resultados.

» Aceleraciones basadas en MAP:

La tabla 4.1 muestra el comportamiento de la convergencia de las diferentes
aceleraciones de los métodos de von Neumann-Halperin. Entre los métodos
basados en el método de von-Neumann-Halperin, no hay uno del que se
pueda decir que sea el mejor en todos los problemas. La aceleracion via
gradientes conjugados del MAP tiene las siguientes desventajas: la pérdida
de condicionamiento producida por la resolucién de un problema de minimos
cuadrados y el alto costo por iteraciéon de hacer cada proyeccion dos veces
por iteracion. Sin embargo, fue bastante consistente en todos los problemas.

La aceleracién propuesta por Koshy y Gearhart [44] fue inconsistente en
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varios de esos problemas y requirié6 un gran nimero de iteraciones para su

convergencia.

» Aceleraciones basadas en el método de Cimmino:

La tabla 4.2 muestra el comportamiento de la convergencia de las diferentes
aceleraciones del método de Cimmino. La aceleracién por gradientes con-
jugados aplicada al sistema (I — T')x = 0 es claramente superior que las
otras aceleraciones, incluyendo aquellas basadas en el método de Von Neu-
mann. Tanto en el nimero de iteraciones, como en el tiempo de CPU, esta
aceleracion fue en general mejor que las otras. Como I — T es un operador
simétrico, se evité el mal condicionamiento que proviene de resolver un
problema de minimos cuadrados. El costo por iteracién no aumenta porque

en cada iteracion se proyecta sobre cada subespacio solamente una vez.
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’ Problema ‘ MAP ‘ KG ‘ MAP-CG-MC ‘
Name m n iter | tiempo | iter | tiempo | iter | tiempo
AUG2DCQP | 1600 | 3280 | * * * * 445 | 746
CVXQPI1S 50 100 | 652 | 1.42 312 | 1.70 53 10.39
CVXQP2S 25 100 | 13 | 0.03 11 | 0.03 39 10.09
CVXQP3S 75 100 | * g * * 206 | 1.20
DUALC1 215 | 223 |2 0.06 * * 2 0.13
DUALCS 278 | 285 | 2 0.08 * * 2 0.16
DUALCS 503 | 510 |1 0.30 * * 2 0.47
GOULDQP2S | 349 | 659 | * * * * 1 0.38
KSIP 1001 | 1021 | * * * * 21 ] 20.06
MOSARQP1 | 700 | 3200 | 2 6.28 * * 4 6.97
PRIMALIL 85 410 |20 |0.39 21 10.39 14 | 0.56
PRIMAL2 96 745 | 19 | 0.66 19 | 0.74 14 1 0.72
PRIMALS3 111 | 856 |33 | 1.75 31 | 1.75 19 | 1.81
PRIMALA4 75 1564 | 17 | 1.19 18 | 1.23 14 | 1.94
PRIMALC1 9 239 |7 0.03 * * 4 0.03
PRIMALC2 7 238 | 6 0.03 * * 3 0.03
QGROW15 300 | 645 |6 0.53 * * 6 0.59
QGROW22 440 946 |6 0.84 * * 9 1.41
QSCFXM3 990 | 1800 | * * * * 293 | 86.98
STOKES1 1024 | 2178 | * * * * 256 | 173
STOKES2 2816 | 5890 | * * * * 247 | 94.52
STOKES3 256 | 578 | 306 | 7.31 199 | 4.84 109 | 5.45
STOKES4 1024 | 2178 | 264 | 7.25 187 | 5.14 96 | 5.36
DD1 80 1600 | 199 | 1.66 156 | 1.32 102 | 1.80
DD2 85 1925 | 546 | 8.81 * * 134 | 4.36
DD3 120 | 3600 | 215 | 6.75 151 | 4.31 135 | 9.56
DD4 125 | 3975 | * * * * 209 | 13.73

Cuadro 4.1: Comparacién entre las diferentes aceleraciones del método de Von
Neumann-Halperin
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’ Problema \ Cimmino \ CIM-CG-MC \ Cimmino-CG ‘
Name m n iter | tiempo | iter | tiempo | iter | tiempo
AUG2DCQP | 1600 | 3280 | * * 811 | 1380 114 | 99.17
CVXQPI1S 50 100 | * * 104 | 1.70 54 1 0.33
CVXQP2S 25 100 | * * 25 | 0.09 17 10.06
CVXQP3S 75 100 | * * 605 | 3.80 133 | 0.53
DUALC1 215 | 223 | * * 2 0.19 2 0.09
DUALCS 278 | 285 | * * 2 0.16 2 0.16
DUALCS 503 | 510 | * * 2 0.48 2 0.38
GOULDQP2S | 349 | 659 | * * 2 0.38 2 0.38
KSIP 1001 | 1021 | * * 11 | 11.37 6 3.92
MOSARQP1 | 700 | 3200 | * * 4 7.05 2 6.38
PRIMAL1 85 410 | * * 21 | 0.72 10 | 0.28
PRIMAL2 96 745 | * * 21 | 1.00 10 | 0.45
PRIMAL3 111 | 856 | * * 32 | 2.98 13 1 0.88
PRIMAL4 75 1564 | * * 21 | 1.94 10 | 1.08
PRIMALC1 9 239 | 133 ] 0.33 4 0.03 3 0.03
PRIMALC?2 7 238 | 101 | 0.23 4 0.03 3 0.03
QGROW15 300 | 645 | * * 7 0.70 5 0.47
QGROW?22 440 | 946 | * * 10 | 1.61 7 0.91
QSCFXM3 990 | 1800 | * * * * 149 | 32.16
STOKES1 1024 | 2178 | * * 111 | 82.94 72 | 27.38
STOKES2 2816 | 5890 | * * 259 | 99.55 101 | 22.89
STOKES3 256 | 578 | * * 139 | 7.17 44 | 1.30
STOKES4 1024 | 2178 | * * 97 | 5.64 35 | 1.28
DD1 80 1600 | * * 179 | 3.34 62 | 0.63
DD2 85 1925 | * * 182 | 6.23 79 | 1.36
DD3 120 | 3600 | * * 240 | 16.28 72 | 2.72
DD4 125 | 3975 | * * 209 | 13.73 102 | 3.80

Cuadro 4.2: Comparacion entre los diferentes métodos acelerados de Cimmino
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Figura 4.1: Aceleraciones para el problema CUTEr (AUG2DCQP)



Capitulo 5

El método de Cimmino acelerado

para subespacios

5.1. Introduccion

En esta seccién, nos concentraremos en la aceleracion del método de Cimmino
para subespacios aplicado directamente al sistema (I — T)z = 0 (caso autoad-
junto), que fue el que obtuvo mejores resultados numéricos en el capitulo ante-
rior. Este esquema se estudiara desde el punto de vista de optimizacion, como
un método para minimizar una cierta funcién cuadrética convexa f. Desde este
punto de vista, mostraremos que el método clasico de Cimmino corresponde a la
aplicacion de un método que va en la direccion del gradiente negativo a paso cons-
tante (método de minimo descenso a paso constante o estacionario). Asimismo,
se propone el uso de otras técnicas para minimizar f, tales como el método del
gradiente espectral (GE), y el método de los gradientes conjugados (CG). Se ob-
serva que las aceleraciones propuestas no pierden las propiedades de paralelismo
del método cldsico de Cimmino [11].

Después de considerar este nuevo enfoque desde el punto de vista de opti-
mizacion, relacionaremos tedricamente el espectro de la Hessiana de la funcion f
con los angulos de los subespacios involucrados.

Finalmente, se hacen experimentos numéricos, primero para comparar las
diferentes técnicas de aceleracion, y luego para comparar el esquema propuesto
con otros esquemas de solucién de problemas de punto de ensilladura o saddle
point problems (SPP). La intencién es mostrar que las aceleraciones propuestas,

pudieran ser competitivas con otros métodos a la hora de resolver problemas de

43
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punto de ensilladura en ambientes paralelos.

5.2. Aceleracién del método de Cimmino para

subespacios

Sean M;, ¢+ = 1,...,m, subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H.
Sea Py, la proyecién ortogonal sobre M;. Consideremos la siguiente funcién a

minimizar:

1 & 1 &
f(z) = 5; | — Pa,z||* = 5; (I — Pag)x||*. (5.1)

La funcion f es una funcion cuadréatica no negativa llamada funcion de proxi-
midad [16]. Si un vector x € N, M;, entonces f(z) = 0 y x minimiza f. Para

utilizar técnicas de minimizacién, necesitamos el gradiente de f,

m

Vf(x)= Z(:c — Py, x), (5.2)

i=1

y el Hessiano,
m

V2f(@) =Y (I = Pa). (5.3)

i=1
Es facil constatar que en este caso el operador Hessiano es una matriz constante

positiva semidefinida. De hecho,

> > 0.

<ZL’, vzf'r> = Z HZL’ — Py

=1

Adicionalmente, (z,V2fz) = 0 si y solo si x € N, M;. En consecuencia, ob-
servamos que el método clasico de Cimmino [23] es el método del gradiente con

tamano de paso constante:
= - —1 V f( ) (5 4)
T i x). .
k+1 k m

En general, el método del gradiente a paso constante es méas lento que el
método clasico de minimo descenso (o método de Cauchy), el cudl es ya famoso

por ser lento. Esto explica la bien conocida lentitud del método de Cimmino. La
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aceleracion del método de Cimmino puede ser llevada a cabo usando otras técnicas
maés eficientes de optimizaciéon para minimizar la funcién cuadratica convexa f(z).

En este capitulo, proponemos acelerar y comparar los métodos clasicos de
Cimmino, con aceleraciones basadas en métodos mas convenientes de minimizacion
de funciones cuadréticas convexas, como son: el método del gradiente espectral
(GE), e inclusive el método de gradientes conjugados (CG) que tiene propiedades
Optimas para minimizar funciones cuadraticas convexas y es una eleccién 6ptima
para nuestra aceleracién. Ver, e.g., [5].

Si denominamos M = N*,; M;. Como M C M;, se tiene Py Py, = Py, Py =

Pyr. De alli se deduce que

PuVf(z) = PMZ(J}—PMix)

Por lo tanto, como en el método del gradiente espectral,

1
Tpy1 = T — — V f(x1), (5.5)
Qg
se tiene que
1
PMCCIH—I = PM[Ek - a—PMVf(ZL'k) == PMIk, (56)
k

por lo que todos los iterados tienen la misma proyeccion sobre M. Como la ite-

raciéon converge a un punto s € M, se tiene:
S = PM(S) = PM(JZ()),

y en consecuencia, la iteracién GE convergera hacia Py(xo). Esto lo podemos

resumir en el siguiente teorema:
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Teorema 5.2.1 (Hernandez-Ramos [51]) El método del gradiente espectral
aplicado a la minimizacion de f(z) = 137" ||l — Payz||?, con iterado inicial

xg, convergerd al punto Py (xg).

De manera similar, podemos desarrollar una versiéon acelerada del método
de Cimmino minimizando la funciéon cuadratica convexa f usando el conocido
método de los gradientes conjugados (CG). El método CG tiene propiedades
oOptimas para minimizar funciones cuadraticas convexas, y por eso es una opcion
atractiva para nuestro trabajo. Ver, e.g., [5].

Como vimos en el capitulo anterior, estas aproximaciones, tanto por gradien-
tes conjugados, como por el método del gradiente espectral, son equivalentes a
aplicar dichos métodos en la resolucién de los sistemas lineales simétrico positivo
semidefinidos V f(z) =0, i.e.,

([ — Ts)l‘ = 0.

donde Tg = Y, Py, es el operador lineal asociado al método de Cimmino.
En el Algoritmo 7 presentaremos el esquema de aceleracion de gradientes
conjugados para el método de Cimmino.
De la misma manera a como se hizo con el método del gradiente espectral,
llamando M = N, M;. Como M C M;, se tiene Py Py, = Py, Py = Py Si
Ts =>"" | Py, se puede probar que:

Pu(I = Te)x =0

para todo z. Por lo que se puede probar inductivamente, que en el Algoritmo 7

siempre se cumple:
Py(r) = P (v) = Py (u) =0,

en cualquier iteracién, y que por lo tanto:

PM($k+1) = PM(ka)

si llamamos x;, al valor de la variable x en la iteracion k.

Esto prueba que la iteracién CG converge a un punto s = Py(s) = Py(z0) ¥
que por lo tanto la aceleracion de gradientes conjugados convergera a la proyeccion
del iterado inicial en el conjunto M = N, M;. 1

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema:
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Algoritmo 7 Aceleracion por gradientes conjugados del método de Cimmino
INPUT: g € H

Tr = Xy

r = —([—Ts){L’
rr={(r,r)
u=r

for k=1,2, ...do
if convergencia then
return Pry, 7(x9) =

else
v=I—-Ts)u
&= T
r =+ qu
r0=rr
r=r—au
rr={(r,r)
p=1t
u=r-+u

end if

end for

Teorema 5.2.2 (Hernandez-Ramos [51]) El método de los gradientes conju-

gados aplicado al sistema (I —Ts)x = 0, con iterado inicial xq convergerd al punto
PM ($0) .

Hay que mencionar que, al igual que en el método original de Cimmino, el
principal costo computacional de ambas aceleraciones radica principalmente en
el calculo del gradiente en cada iteracién. Para calcular el gradiente, es necesario
obtener la proyeccion del iterado actual x; en cada uno de los subespacios. Como
ya dijimos, en nuestro caso el calculo del gradiente puede ser efectuado en paralelo.

La velocidad de convergencia de estos métodos estd relacionada con la lo-
calizacién de los autovalores de la Hessiana [66, 64, 26, 40]. Por esta razén, en
nuestra préxima seccion estableceremos una conexién clave entre el espectro de
la Hessiana de f y los dngulos formados por los subespacios involucrados en el
proceso de proyeccion. Esta conexion anade entendimiento a la velocidad de con-

vergencia del método de Cimmino acelerado.
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5.3. Relaciéon entre el espectro de la Hessiana y

la geometria del problema

En esta seccién, mostraremos un interesante resultado tedérico que relaciona
los cocientes de Rayleigh de la matriz Hessiana y la geometria del problema.

La convergencia de los métodos disenados para minimizar la funciéon cuadratica

1 — 1 —
f(x) = §§Hx—PM¢xI2 = 5;!!(1—%)9:\\2 (5.7)

estan usualmente relacionados con el espectro de la matriz Hessiana
V2f=> (I-Py,). (5.8)
i=1

Para cualquier vector z € H, el cociente de Rayleigh R(x) estd dado por:

(2, V2f2)

R(z) = )

Es conocido que:
)\min S R(QT) é )\maxa

donde \in V Amaz SON el mas pequeno y el mas grande autovalor de la Hessiana
V2f, respectivamente. Denotamos por Py, = I — Py la proyeccién ortogonal

en M, que es un operador idempotente y autoadjunto en el producto (.,.).

Entonces,
<I7 V2fx> = <.7}, Z(m - Psz»
i=1
= Z(x, r — Py,x)
i=1
- Z<$, PMZLx>
i=1
y

m m

Z(ﬁPM}@ = Z(PMZ#SC,PMl@

i=1 i=1
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m
= Z ”PMZMUHQ-
i=1

Luego, para todo z € H — {0}, el cociente de Rayleigh es,

[ Py

R@) =2 T

i=1

Cuando M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, tenemos para todo
x € H — {0},

[Pr(@) |/l siw ¢ M

cos(span{x}, M) = { 0 if v € M

33).

Como consecuencia, para todo z € H — {0} tenemos,

m

R(z) = ZsinZ(span{a:}, M;), (5.9)

i=1
donde sin(span{z}, M;) es el seno del angulo entre span{z} and M; (en el pro-
ducto (.,.) ) v span{z} es el subespacio generado por el vector x.

De alli tenemos,
Il < R(xz) <m,

donde
| = minsin*(M; , M;), i,5=1,...,m. (5.10)

i#]
Aqui, sin(M; , M;) es el seno del angulo entre los subespacios M; y M, [33].

El resultado obtenido en esta seccién, indica que las propiedades espectrales
de la matriz Hessiana de f, para todas las variantes del método de Cimmino, de-
penden de los senos de los angulos formados por los subespacios M;. Si los angulos
son pequenos entonces todas las variantes del método de Cimmino convergeran
lentamente. Por otra parte, si los subespacios son casi ortogonales entre ellos,

entonces todas las variantes del método de Cimmino convergeran rapidamente.
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5.4. Experimentos numéricos

Aplicamos el método de Cimmino y sus versiones aceleradas (Cimmino-gradiente-
espectral y Cimmino-gradientes-conjugados) para resolver los siguientes proble-

mas de punto de ensilladura (saddle point problems):

= Una seleccién de problemas de punto de ensilladura de la coleccién CUTEr
45].

= Un conjunto de problemas de punto de ensilladura generados con el software
IFISS de flujo incompressible asociado con el libro de Elman et al. [38]

(stokes_testproblems):

e STOKES1: Channel domain with natural outflow boundary.
e STOKES2: Flow over a backward facing step.

e STOKES3: Lid driven cavity.

e STOKES4: Colliding flow.

» Varios problemas de punto de ensilladura (saddle point) de descomposicién
de dominios discutidos en [50] (DD1, DD2, DD3 and DD4).

Todos nuestros experimentos fueron realizados en una Intel Core 2 Duo usando
MATLAB 7.6. En todos nuestros experimentos y para todos los métodos conside-
rados, el criterio de parada de los procesos fue cuando la norma Euclidea del
residual era menor o igual a 10~7. Comparamos las versiones aceleradas de Ci-
mmino contra CG-Uzawa, CG-AOP y el método MINRES. CG-Uzawa es el méto-
do de los gradientes conjugados sobre el sistema condensado (tambien conocido
como sistema del complemento de Schur) BA™'BT\ = BA™'F [12]. El méto-
do CG-AOP es una version mejorada de CG-Uzawa, desarrollada recientemente
en [50]. Incluimos el método CG-AOP en nuestra comparacién porque es com-
petitivo con algunos de los conocidos esquemas de resolucion de problemas de
punto de ensilladura que aparecen en descomposicién de dominios [50]. También
incluimos MINRES porque este método de Krylov ha probado ser competitivo
para resolver problemas de punto de ensilladura [12]. Desafortunadamente, para
los métodos de Cimmino acelerados propuestos en este trabajo, no tomamos en
cuenta las estrategias de precondicionamiento disponibles desarrolladas para los

métodos tipo Krylov (e.g., MINRES). Esto porque, si multiplicamos un sistema
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de punto de ensilladura por cualquier precondicionador estandar disponible, el
sistema resultante no sera necesariamente un sistema de punto de ensilladura, y
nuestra estrategia de optimizacién no podra ser aplicada. Aqui, compararemos
MINRES sin precondicionamiento contra las versiones aceleradas del método de
Cimmino. Sin embargo, para problemas de Stokes, compararemos nuestros es-
quemas con una version precondicionada de MINRES. Este 1ltimo experimento
sera descrito a continuacion. Para todos los conjuntos de problemas, la matriz
A € R es simétrica y positivo definida y B € R es una matriz de ran-
go completo. Para los problemas del CUTEr, y también para los problemas de
Stokes, tomamos el bloque (2,2) de la matriz de punto de ensilladura como la
matriz cero, para obtener un sistema tal como (4.11). Es importante notar, que
una técnica de Lagrangeano aumentado ha sido usada para mejorar el rendimien-
to de todos los métodos considerados y también para garantizar que la matriz
A sea positiva definida. Para ser precisos, la matriz A en (4.11) ha sido reem-
plazada por A+ BT B, donde v = ||A]|/||B||? [12]. M4s atin, para los problemas:
PRIMAL, QGROW, y QSCFXMS3, de la biblioteca CUTEr, también agregamos
en el bloque superior izquierdo de (4.11) el escalar 0,01 veces la matriz identi-
dad, para mejorar el nimero de condicion de ese bloque. Todos los experimentos
fueron obtenidos con una particién de una fila-bloque de B (m = r). Este caso
representa una ventaja importante porque la matriz de complemento de Schur del
sistema (4.15), (necesaria para calcular Py, i = 1,...m), tiene dimensién 1 x 1.
Entonces, la matriz de complemento de Schur es calculada resolviendo el sistema

lineal Aw; = BT

1)

i=1,...,m (que puede ser también resuelto en paralelo). Mas
aun, la matriz A, la cual es usualmente grande y rala, puede ser factorizada sola-
mente una vez al inicio del proceso. No es necesario resolver ningin otro sistema
lineal con la matriz A para calcular Pj;,. En nuestros experimentos, la matriz
A es factorizada (usando Cholesky) sin tomar ventaja de una posible estructura

adicional de la matriz A.

5.4.1. Resultados

La Tabla 5.1 muestra el comportamiento de la convergencia de las diferentes
aceleraciones del método de Cimmino. Aqui podemos ver que las versiones acele-
radas son claramente mejores que el método de Cimmino clésico tanto en el
niumero de iteraciones como en el tiempo de CPU. Para todos los problemas,

la versién de gradientes conjugados del método de Cimmino present6 el mejor
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rendimiento de todas las aceleraciones consideradas. Las Figuras 5.1, 5.2, y 5.3
muestran la evolucion de la norma del gradiente por iteracién en las versiones ace-
leradas para un problema de la biblioteca CUTEr, un problema de Stokes y un
problema de descomposicién de dominios. Podemos observar el comportamiento
tipico de estos rapidos métodos cuando minimizan una funcién cuadratica con-
vexa.

La Tabla 5.2 compara la version gradientes conjugados del método de Cimmi-
no versus gradientes conjugados sobre el sistema del complemento de Schur (CG-
Uzawa y CG-AOP) y MINRES. Podemos observar que en algunos problemas la
versién gradientes conjugados del método de Cimmino (CG-Cimmino) puede ser
mejor que los métodos de gradientes conjugados sobre el complemento de Schur
o MINRES en una maquina de un solo procesador. El cociente tiempo/m en la
Tabla 5.2 muestra la potencial aceleracion de CG-Cimmino en méaquinas parale-
las. Las Figuras 5.4, 5.5, y 5.6 muestran la evolucién de la norma del gradiente
por iteracion para un problema de la biblioteca CUTEr, un problema de Stokes
y uno de descomposicion de dominios.

La Tabla 5.3 compara la version gradientes conjugados del método de Ci-
mmino versus gradientes conjugados sobre el complemento de Schur (CG-Uzawa
y CG-AOP) con el MINRES precondicionado y el MINRES para problemas de
Stokes. En este caso, el precondicionador seleccionado fue el diagonal por bloques
(“option 2”) de la rutina ’it-solve’ en el software IFISS [38], que es considerada
una opcién a elegir para problemas de Stokes. El cociente tiempo/m en la Tabla
5.3, de nuevo, muestra la aceleracién potencial para CG-Cimmino’s en maquinas

paralelas.
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’ Problema \ Cimmino GE \ Cimmino CG \ Cimmino ‘
Nombre m n iter | tiempo | iter | tiempo | iter | tiempo
AUG2DCQP | 1600 | 3280 | 157 | 98.14 85 | 71.81 471 | 143.20

CVXQPI1S 50 100 |79 |0.34 33 | 0.16 237 | 0.58
CVXQP2S 25 100 | 13 | 0.03 11 | 0.03 39 0.09
CVXQP3S 75 100 | 242 | 0.77 85 | 0.30 726 | 2.30
DUALC1 215 | 223 |3 0.09 2 0.03 9 0.22
DUALCS 278 | 285 |3 0.13 2 0.08 9 0.25
DUALCS 503 | 510 |3 0.63 2 0.52 9 0.97
GOULDQP2S | 349 | 659 |1 0.31 1 0.31 1 0.30
KSIP 1001 | 1021 | 1 0.70 1 0.70 1 0.69
MOSARQP1 | 700 | 3200 | 1 0.34 1 0.34 1 0.34
MOSARQP2 | 600 | 1500 | 1 0.16 1 0.16 1 0.16
PRIMAL1 85 410 | 32 | 0.56 16 | 0.38 96 1.28
PRIMAL2 96 745 | 31 | 0.78 15 | 0.53 93 1.77
PRIMAL3 111 | 856 | 36 | 1.89 19 | 1.08 108 | 4.69
PRIMAL4 75 1564 | 31 | 1.77 15 | 1.19 93 3.14
PRIMALC1 9 239 |6 0.03 4 0.03 18 0.06
PRIMALC?2 7 238 | 6 0.03 3 0.01 18 0.06
QGROW15 300 [ 645 |5 0.47 4 0.38 15 0.65
QGROW?22 440 1946 | 6 0.83 5) 0.66 18 1.44
QSCFXM3 990 | 1800 | 552 | 107.89 | 154 | 31.89 1656 | 317.89
STOKES1 1024 | 2178 | 88 | 28.41 47 | 16.95 264 | 51.47
STOKES2 2816 | 5890 | 138 | 381.97 | 122 | 372.56 | 414 | 1104.34
STOKES3 256 | 578 | 164 | 49.53 79 | 21.31 * *
STOKES4 1024 | 2178 | 283 | 86.84 70 | 26.56 849 | 259.76
DD1 80 1600 | 26 | 0.38 15 10.27 78 1.02
DD2 110 | 3650 | 129 | 3.89 23 ] 0.88 387 | 11.95
DD3 140 | 4900 | 26 | 2.51 15 | 1.88 78 6.39
DD4 160 | 6400 | 33 | 4.27 19 | 3.03 99 11.89

Cuadro 5.1: Comparacién entre diferentes aceleraciones del método de Cimmino



CAPITULO 5. CIMMINO ACELERADO
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Figura 5.3: Aceleracion por Cimmino para un problema de punto de ensilladura
de descomposicién de dominios

[ Problema Cimmino CG [ CG-AOP [ CG-UZAWA [ MINRES ]
Nombre m n iter | tiempo | tiempo/m | iter | tiempo | iter | tiempo | iter tiempo
AUG2DCQP 1600 | 3280 | 85 71.81 0.0449 2 0.53 87 0.64 202 0.17
CVXQP1S 50 100 33 0.16 0.0032 21 0.09 * * 742 0.14
CVXQP2S 25 100 11 0.03 0.0012 12 0.03 * * 279 0.06
CVXQP3S 75 100 85 0.30 0.0040 23 0.09 73 0.05 1798 | 0.17
DUALC1 215 223 2 0.03 0.0001 17 0.41 2 0.01 903 0.13
DUALC5H 278 285 2 0.08 0.0003 15 0.48 1 0.01 782 0.11
DUALCS 503 510 2 0.52 0.0010 11 1.03 * * 1664 | 0.33
GOULDQP2S | 349 659 1 0.31 0.0009 2 0.03 * * 4879 | 2.16
KSIP 1001 | 1021 | 1 0.80 0.0008 2 1.17 1 0.03 91 0.06
MOSARQP1 700 3200 | 1 0.48 0.0007 2 0.31 1 0.03 130 0.09
MOSARQP2 600 1500 | 1 0.29 0.0004 2 0.20 1 0.03 127 0.03
PRIMAL1 85 410 16 0.38 0.0045 39 4.61 16 0.25 1012 | 0.58
PRIMAL2 96 745 15 0.53 0.0055 30 4.38 15 0.98 672 0.67
PRIMAL3 111 856 19 1.08 0.0097 20 7.7 20 1.80 494 1.98
PRIMALA4 75 1564 | 15 1.19 0.0159 14 7.13 16 7.67 236 1.89
PRIMALC1 9 239 4 0.03 0.0033 9 0.09 3 0.06 42 0.06
PRIMALC2 7 238 3 0.01 0.0014 8 0.09 3 0.03 26 0.03
QGROW15 300 645 4 0.38 0.0013 14 1.67 5 0.27 139 0.09
QGROW22 440 946 5 0.66 0.0015 13 4.47 5 0.72 243 0.16
QSCFXM3 990 1800 | 154 | 31.89 0.0322 118 | 98.53 * * * *
STOKES1 1024 | 2178 | 47 16.95 0.0166 16 5.17 48 1.11 1132 | 0.84
STOKES2 2816 | 5890 | 122 | 372.56 | 0.1323 31 21.45 223 | 15.77 2072 | 5.67
STOKES3 256 578 79 21.31 0.0832 20 6.23 78 1.92 1339 | 0.98
STOKES4 1024 | 2178 | 70 26.56 0.0259 20 6.01 69 1.56 1141 | 0.77
DD1 80 1600 | 15 0.27 0.0034 6 0.09 15 0.06 371 0.09
DD2 110 3650 | 23 0.88 0.0080 7 0.25 24 0.20 542 0.27
DD3 140 4900 | 15 1.88 0.0134 6 0.59 14 0.50 534 0.44
DD4 160 6400 | 19 3.03 0.0189 7 0.53 20 0.91 694 0.77

Cuadro 5.2: Comparacién entre MINRES, Cimmino gradientes conjugados y gra-
dientes conjugados aplicados al sistema de complemento de Schur
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[ Problema [ Cimmino CG [ CG-AOP [ CG-UZAWA [ Pre-MINRES ]
Nombre m n iter | tiempo | tiempo/m | iter | tiempo | iter | tiempo | iter | tiempo
STOKES1 1024 | 2178 | 47 16.95 0.0166 16 5.17 48 1.11 42 0.26
STOKES2 | 2816 | 5890 122 | 372.56 0.1323 31 21.45 223 15.77 61 1.21
STOKES3 | 256 578 79 21.31 0.0832 20 6.23 78 1.92 36 0.06
STOKES4 | 1024 | 2178 | 70 26.56 0.0259 20 6.01 69 1.56 36 0.23

Cuadro 5.3: Comparacién entre MINRES precondicionado, gradientes conjuga-
dos Cimmino, y el método de los gradientes conjugados aplicado al sistema del
complemento de Schur

Figura 5.4: MINRES vs. CG-Cimmino vs. gradientes
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Figura 5.5: MINRES vs. CG-Cimmino vs. gradientes conjugados sobre el sistema
condensado para un Stokes Lid driven cavity problem
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Figura 5.6: MINRES vs. CG-Cimmino vs. gradientes conjugados para un proble-
ma de punto de ensilladura de descomposicion de dominios, m = 110 y n = 3650



Capitulo 6

Extension de la aceleracion del
método de Cimmino para

variedades lineales

6.1. Introduccion

En este capitulo, extenderemos la aceleracion de los métodos de Cimmino
al caso de variedades lineales cerradas. En dicho caso, la proyeccién sobre va-
riedades lineales es, en general, un operador no lineal. Por ello, para la aceleracion
del método de Cimmino utilizaremos las técnicas avanzadas para encontrar raices
de funciones no lineales propuestas en [25, 24|. Estas técnicas tienen la ventaja
de no necesitar el calculo de derivadas y en nuestra propuesta, convergen au-

tomaticamente al punto factible mas cercano al vector inicial dado.

6.2. Aceleracion para variedades lineales

Una variedad lineal es la traslacion de un subespacio, i.e. cualquier variedad
lineal V' puede ser escrita como V = vy + S donde S es un subespacio. El sub-
espacio S es Unico en su representacion, pero cualquier vector en V puede jugar
el rol de vy.

Sea H un espacio de Hilbert y sean Vi, V5, ...V, variedades lineales cerradas
de H, V. =nN™,V;, V # (0 y x € H. El problema a considerar es: Encontrar la
proyeccién de un vector x en la variedad lineal V', Py (z), i.e. el punto més cercano

a x en V. Una técnica para resolver este problema es el método de Cimmino, que

o8
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consiste en la iteracién:

1 m
Tp+1 = E ;Pvi(l“k),

con o = x. Sin embargo, el método de Cimmino es conocido por tener una
velocidad de convergencia lenta.

Como mostramos previamente, para subespacios, una técnica para acelerar el
método de Cimmino es aplicar directamente el método de gradientes conjugados

al sistema lineal positivo semidefinido,
(I —Ts)x =0,

donde Ts = % Yo Ps, I —Ts = % >, I—Ps,, yS; es un subespacio cerrado
para i = 1,...m. Esta version acelerada converge hacia P g,z donde zq es el
iterado inicial [51].

En cambio, en el caso de variedades lineales, dada la translaciéon implicada, el
operador I — Ty = =3~ & — Py,(x) no es necesariamente un operador lineal,
ya que el operador de proyeccion sobre variedades lineales no es necesariamente
un operador lineal. Por ende, proponemos para ello, resolver la ecuacion no lineal
F(z) =0, donde F(z) = (I — Ty )z, por una técnica de eleccién para encontrar
raices de una funcién no lineal. La técnica a elegir sera descrita luego. Primero,
recordemos que V' = N",V; es también una variedad lineal de H.

A continuacion, probaremos algunas identidades que nos seran utiles para

resultados posteriores.

Lema 6.2.1 Sea V = S + vy una variedad lineal cerrada con S un subespacio

cerrado. Sea Py la proyeccion en V. Entonces
1. Py(z) = Ps(x) + Psi(vp), para cualquier x € H.
2. x — Py(x) = Pgi(x — vy), para cualquier v € H.
Donde Pgr = I — Ps es la proyeccion en el complemento ortogonal de S.

Demostracién. Recordemos que para cualquier conjunto C, y un vector y € H,
tenemos Poyy(2) = Po(x —y) +y (v.f. [33, 39]). Por lo tanto,

1. Pv(.I) = PS(.T - UQ) + Vg = P5<I> — PS(U()) + vg = Ps(l’) + (UQ — Ps(U(])) =
Ps(z) + Pgi(vo).

2. ¥ — Py(r) =2 —vo — Ps(x —vg) = Pgr(x —vp). 1
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Sea V; una variedad lineal para ¢ = 1,...,m. Ahora definimos F' : H — H

como sigue

Flz) = %Zaz ~ Py(a). (6.1)

Nuestro préximo resultado establece que las raices de F(z) se corresponden con

los puntos en V' = N2, V;.
Lema 6.2.2 F(z) =0 si y solo si x € N, V.

Demostracidn.
Por el Lema 6.2.1,

F()= 3w~ Pule) = =3 Poslo—w) = (@ —w) — = > Py (z ),

i=1

con vy € N, V;. Por lo tanto,

1 m
F(x) =0 siysolosi — Ps.(x —vg) = — vp.
(x) y - ; s, (€ — o) 0
Hemos reducido el problema de variedades lineales a subespacios. Podemos ob-
servar que F'(x) = 0 siy solo si el método de Cimmino (en subespacios) tiene una
solucién en = — vq 1.e.
T — Vg € ﬂﬁlSz:S

pero, como vy € V entonces x € S+ vy =V =N, V. 1

Como consecuencia, las soluciones de F(z) = 0 son vectores en V = N, V;.
Nosotros no estamos interesados en cualquier vector en N;~,V; arbitrario, sino en
el vector mas cercano a x en N*,V;. Esta tarea especial puede ser llevada a cabo
si utilizamos el método apropiado para resolver F'(z) = 0. En otras palabras, en
general, los métodos estandar (métodos tipo Newton, por ejemplo) para resolver
F(z) = 0 no tienen necesariamente las propiedades de optimalidad requeridas. En
contraste, cualquier método iterativo que use la direccién del residual, +F'(xy)
como direccion de busqueda, tiene automaticamente la propiedad de optimali-
dad deseada. Afortunadamente, los llamados métodos de residual de esta clase,
con elementos practicos adicionales, han sido desarrollados recientemente y seran

descritos y analizados en la préxima subseccion.
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Antes de describir cual método vamos a elegir para resolver el sistema no
lineal F(z) = 0 dado por (6.1), necesitamos identificar la derivada de Fréchet,
F'(x) de F, y algunas de sus propiedades. Para ello, vamos a tomar ventaja de
la equivalencia de aplicar Cimmino en las variedades lineales, V;’s, y el método
de Cimmino en los subespacios S;, suponiendo el conocimiento de un hipotético
v €V =nN"V.

Lema 6.2.3 La ecuacion F(x) = 0 es equivalente a (I — Ts)x = b con b =
(I —Ts)vg y Ts = % Y, Ps,, para cualquier vy € V. Mds ain, la derivada de
Fréchet de F(x) estd dada por F'(x) = (I —Tg).

Demostracidn.

Flz) — %Zaz—PVi(x) (=) — %ZP&(@«—UO)

= (%ZP&(UO) —Uo> - (%ZPS(I‘) —x) ]

=1

entonces

F(z) =0« <$_%ZPS}($)> = (vo—%zp&(vo)>7

y por lo tanto
Flz)=0<= (I -Tg)x=b= (I —Ts)uvo.

Claramente, de esta equivalencia, la derivada de Fréchet de F(z) estda dada por
Fl(x)=(I—-Ts). 1

Corolario 6.2.1 La derivada de Fréchet F'(x) = (I — Tg) es auto adjunta y

positivo semidefinida.

Demostracién. El operador (I — Ts) es claramente auto adjunto ya que el ope-
rador proyeccién en subespacios es autoadjunto. Para establecer que es positivo

semidefinido, consideremos los siguientes célculos, para cualquier x # 0:

m m

(31 = Pja) = -3 (1 = Py,

pero (I — Ps,) = Pg 1 es también una proyeccion. Por lo tanto, por el resultado
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anterior,

m

1 1 —
I—T =—>Y (P, =—>) |Psz|* > 0.

=1

Si conocemos un vector vy € N, V; entonces el problema puede ser visto de
nuevo como un problema en subespacios. En este caso, F'(z) = 0 se vuelve un
sistema lineal positivo semidefinido. De hecho, el problema a ser resuelto seria
(I —Ts)z =b,donde Ts = L 3™ Ps,(z) y b= (I — Ts)vp, y pudiéramos usar la
aceleracion de gradientes conjugados como describimos antes.

Quisiéramos acotar que la derivada de Fréchet, F'(z) = (I — Ts), de la fun-
cién F(z) definido en (6.1) pudiera no estar disponible, dado que depende del
operador Ty el cual pudiera no conocerse o ser costoso numéricamente dado que
estamos trabajando con variedades lineales. Por lo tanto, el método de los gra-
dientes conjugados pudiera no poder ser usado de manera practica en presencia
de variedades lineales. Sin embargo, las propiedades de F’(z) que analizaremos
en nuestra proxima subseccién garantizan la convergencia de un esquema espe-
cializado de residual, a ser descrito, para la resolucién de sistemas no lineales de

ecuaciones (i.e., en el caso de dimension finita).

6.2.1. Meétodos de residual para sistemas no lineales

Los métodos de residual que sistematicamente usan la direccién del residual
F(z1), o el negativo de la direccién del residual —F(xy), como direccién de
bisqueda para resolver sistemas de ecuaciones grandes no lineales F(z) = 0,
han sido desarrollados recientemente y analizados por La Cruz et al. [25, 24].
Como bien discutiremos mas tarde en esta subseccion, estos esquemas presentan
ventajas en nuestro problema particular, ya que ellos convergen automaticamente
al punto mas cercano del punto inicial dado.

Las iteraciones de residual (DFSANE o SANE) propuestas y analizadas en
(25, 24], para problemas no lineales finito-dimensionales, se encuentran definidas
por

Tpy1 = T T ag F(xy), (6.2)

donde ay, > 0 es el tamaiio del paso y la direccién de bisqueda es F'(xy) o —F(xy),
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dependiendo de cudl es la direccién de descenso para la funcién de mérito,

f@) = F@)|* = (F(z), F(x)). (6.3)

Estas ideas son bastante efectivas y son esquemas competitivos para resolver
sistemas no lineales en gran escala, cuando los tamanos de paso son elegidos de una
manera conveniente. La convergencia de (6.2) se alcanza, para sistemas no lineales
generales, cuando se asocia con las bisquedas lineales (line search) no mondtonas
y libre de derivadas, descritas ampliamente en [25]. Afortunadamente, como el
Jacobiano de F(z) en (6.1), es simétrico y positivo semidefinido (Lema 6.2.3 y
Corolario 6.2.1), habrd convergencia para el método puro, i.e., sin estrategias de
globalizacién, y moviéndose a lo largo de la direccién —F'(xy), la cual, en nuestro
caso, siempre es una direccién de descenso de f(z).

Para la eleccion del tamano de paso aj > 0, hay muchas opciones que garan-
tizan la convergencia. Una bien conocida es la elecciéon no mondtona espectral,

que tiene propiedades interesantes, y que esta definida como,

<Sk—1, 3k:—1>

(Sk—l, yk—1> ’ <6'4)

A =
donde sy_1 = o — )1, y Y1 = F(xy) — F(xk_1). Mediante la aplicacién del
tamano de paso (6.4), se requiere de una cantidad reducida de trabajo computa-
cional, se acelera la convergencia del proceso, y se utilizan las dos tultimas itera-

ciones, de tal manera que, incorpora informacion de primer orden en la direccion

de busqueda [7, 13, 64, 40].

Algoritmo 8 DFSANE para F(z), en su forma pura
1: Dado Xy € H,ap € R, g 750

2: for k=0,1,--- do

3 Tpy1 = T — o F(xy)

4: Sk = Tp4+1 — Tk

5 Yp = Fxpi1) — F(a)
6 Qg1 = (Sk, k) /(Sk> Yk)
7: end for

Observacién 2. El Algoritmo 8 produce una sucesién {x;} que converge glo-

balmente, i.e., para cualquier iterado inicial xy, a un vector z tal que F(z) =
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0. Este resultado tedrico sigue directamente de [41, Teorema 2.1], dado que el
Jacobiano de F' es simétrico y positivo semidefinido.

Para cerrar esta seccién, estableceremos que el punto limite de la sucesion
{zx} generada por el Algoritmo 8 tiene la propiedad optimal de converger hacia
el vector en N, V;, més proximo al vector inicial xy. Primero, mostraremos dos

resultados requeridos.

Lema 6.2.4 Sea V =0N",V,, vo € V, Vi, =S +wv, V=541, S =nN",5;,
entonces

Demostracion.
PsF(z) P L Em Py, (z)
x = —_— xXr — T
i Sm =1 E
_ 1 Em P ( P
= E ST — Vg — Si(fﬂ—'Uo))

i=1

1 m
= E Z PS(IL" — Uo) — PSPSi<5U — "U()),
i=1

pero PgPs, = Ps porque S C S;,i=1,...,m.

Por lo tanto,

m

PoF(z) = % > Ps( = o) = Pl — 1) = 0.
|

Lema 6.2.5 La sucesion de iterados xyy1 = xp — apF'(zr), con g € H, verifica,
PV(l'k—i-l) = Pv(l'k), k= 07 sy

Demostracion.

Por el resultado anterior y por el Lema 6.2.1,

Py(zy41) = Ps
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Por induccién, todos los iterados de {xj} tienen la misma proyeccién en la

variedad lineal V. Como la iteracién converge a un vector v € V', tenemos,
v = Py(v) = Py(xg).

Resumiremos esto en el teorema siguiente.

Teorema 6.2.1 (Hernandez-Ramos et al. [52]) Las iteraciones 1 = x) —
arF(xy) generadas por el Algoritmo 8, con el iterado inicial xo € H, convergen
a PV (170)

6.2.2. Experimentos con variedades lineales

Diversos experimentos fueron ejecutados en una Intel Core 2 Duo usando
MATLAB 7.6. Dado el iterado inicial zy = (1,1,...,1)T dichos experimentos
numéricos consistieron en encontrar la proyeccion de zy en la variedad lineal

V =N, H;, donde los H; son los hiperplanos definidos por:
Hy={z: (z,a;) =i}, i=1,...m.

Escogemos los vectores a; de las primeras m filas de las matrices elegidas. Es-
cogimos algunas matrices de Hilbert (rutina de MATLAB hilb) y algunas matrices
de la coleccién Harwell-Boeing [37]. Comparamos el rendimiento de los siguientes
métodos: método de Cimmino, método de Kaczmarz (método de proyecciones

alternantes) y la aceleracién propuesta usando DF-SANE.

Resultados

En la Tabla 6.1 podemos observar que para los problemas de prueba, la ace-
leraciéon DF-SANE del método de Cimmino lo acelera notablemente. Mas an,
en todos los problemas de prueba muestra un mejor rendimiento que el método
de Kaczmarz. De la misma manera que el método de Cimmino, la aceleracion
DF-SANE mantiene las ventajas sobre maquinas paralelas porque todas las pro-
yecciones sobre las variedades lineales pueden ser hechas independientemente en

paralelo (contrariamente al método de Kaczmarz). También observamos que a
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medida que el nimero de variables lineales se incrementa, la mejora comparativa

en el rendimiento es mayor.
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[ Matriz DF-Sane [ Kaczmarz [ Cimmino ]
Name Dimension | m iter tiempo | iter tiempo | iter tiempo
Hilbert 5 2 8 0.01 407 0.28 1576 | 1.03
Hilbert 5 3 32 0.04 * * * *
Hilbert 5 4 264 0.25 * * * *
Hilbert 5 5 * * * * * *
Hilbert 10 2 8 0.01 304 0.17 1176 | 0.59
Hilbert 10 3 29 0.03 * * * *
Hilbert 20 2 6 0.01 256 0.22 991 0.41
Hilbert 20 3 23 0.03 * * * *
bespwr02 | 49 20 37 0.26 37 0.31 1661 | 11.89
bespwr02 | 49 30 64 0.68 128 1.47 7906 | 85.97
bespwr02 | 49 40 337 4.59 1413 | 19.70 * *
bespwr02 49 49 3668 | 63.33 * * * *
bespwr03 118 10 49 0.21 63 0.22 1086 | 3.93
bespwr03 118 20 66 0.51 101 0.70 4240 | 30.05
bespwr03 118 30 103 1.13 185 2.06 * *
bespwr03 118 50 165 2.97 264 4.84 * *
bespwr03 118 100 | 585 20.83 4009 | 146.42 * *
bespwr03 118 118 | 3834 | 166.28 | * * * *
bcspwr04 274 10 16 0.10 12 0.19 253 1.11
bespwr04 274 20 34 0.29 38 0.31 1652 | 12.12
bespwr04 | 274 30 49 0.67 59 0.69 3103 | 34.93
bespwr04 | 274 50 545 10.54 * * * *
bespwr04 | 274 274 | * * * * * *
mcca 180 10 29 0.16 60 0.30 1235 | 4.31
mcca 180 20 37 0.28 42 0.33 1674 | 11.53
mcca 180 30 35 0.39 40 0.45 2413 | 26.44
mcca 180 50 40 0.93 40 0.61 4794 | 87.45
mcca 180 100 | 298 11.98 1323 | 51.23 * *
mcca 180 180 | 307 22.36 1101 | 81.18 * *
mcfe 765 10 10 0.04 5 0.05 157 0.73
mcfe 765 20 137 1.13 565 4.63 * *
mcfe 765 50 164 3.46 502 10.42 * *
mcfe 765 100 | 152 6.64 412 17.71 * *
mcfe 765 200 | 125 11.75 246 22.74 * *
mcfe 765 500 | 383 114.23 * * * *
mcfe 765 765 | 404 210.65 * * * *
Sherman2 | 1080 10 634 2.83 3100 | 15.38 * *
Sherman2 | 1080 20 410 3.53 2955 | 28.33 * *
Sherman2 | 1080 30 3595 | 46.75 * * * *
besstk01 48 10 39 0.20 41 0.12 966 3.67
besstk01 48 20 71 0.76 123 1.05 5686 | 41.59
besstk01 48 30 405 4.43 1137 | 12.82 * *
besstk02 66 10 62 0.43 91 0.59 1641 | 7.71
besstk02 66 20 119 1.07 337 3.12 * *
bcesstk02 66 30 231 3.24 1254 | 18.22 * *
besstk02 66 50 520 13.62 4306 | 121.01 * *
besstk03 112 10 1217 | 4.57 * * * *
besstk03 112 20 * * * * * *
bcsstk04 132 10 15 0.12 10 0.11 450 3.67
bcesstk04 132 20 13 0.08 8 0.11 206 1.11
besstk04 132 30 54 0.66 131 1.61 6470 | 81.78
bcesstk04 132 50 157 4.04 2018 | 44.20 * *
besstk04 132 100 | 1088 | 48.82 * * * *

Cuadro 6.1: Comparaciéon entre los diferentes

67

métodos para variedades lineales
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Figura 6.1: Aceleracién para 30 filas de la matriz besstk04 (variedades lineales)



Capitulo 7

Aceleracion para el problema de

factibilidad convexa

7.1. Introduccion

En este capitulo proponemos una aceleracion del método de Cimmino para
el problema de factibilidad convexa basada en métodos de residual tales como
el DF-SANE [25, 24]. Realizaremos algunas experiencias numéricas para mostrar

como esta propuesta funciona en algunos problemas académicos.

7.2. Problema de factibilidad convexa

Dados C4, Cy, ... C,, conjuntos convexos cerrados en un espacio de Hilbert H.
Llamamos C' = N, C; y suponemos C' # (). El problema de factibilidad convexa
(CFP, por sus siglas en inglés) trata de encontrar un punto x € C, llamado un
punto factible.

Uno de los métodos utilizados para resolver el CFP es el método de Cimmino:
Sea P¢, el operador de proyeccién en el convexo C, @ = 1,...,m. El método de

Cimmino viene dado por la iteracion:

m
1
Thp1 = — E Pe,xy,
m < 1
1=

con xg € H, iterado inicial dado. El método de Cimmino converge a un punto

factible, es decir, a un punto x € C. Como ya vimos en el capitulo anterior,

69
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ademads, cuando los convexos C; son variedades lineales o subespacios, para i =
1,...,m, el método de Cimmino converge ademas al punto Pg(xg), que es el
punto ¢ € C' més cercano a xy, pero en el caso de conjuntos convexos en general
esta ultima propiedad no es necesariamente cierta.

Definimos el operador T': H — H asociado con el método de Cimmino,

y denotamos Fiz T al conjunto de los puntos fijos del operador T' (i.e. Fiz T =

{z | Tz = z}). El método de Cimmino viene entonces dado por la iteracion:
Tpyr = Ty,

con zo € H dado. La sucesién {z}} converge a un punto x € Fiz T.
La proyeccion en un conjunto convexo K cualquiera Pk es un operador no
expansivo:
|1 Prx — Pryl| < [lz —yl|,

para todo x,y € H. Por ende, el operador de proyeccion sobre un convexo es

un operador Lipschitz, con constante igual a 1. Como resultado, el operador

T = L5"™ P, es un operador no expansivo al ser una combinacién convexa de
m i= i

operadores no expansivos. Es decir:
[Tz =Tyl < llz =y,

para todo x,y € H, y también el operador F' = [ — T es un operador Lipschitz,

donde I es el operador identidad.

7.3. Aceleracion para el CFP

Los puntos fijos de T" son las soluciones de la ecuacién no lineal:
F(z) =0, (7.1)

donde F' = (I — T) es un operador F' : H — H, Lipschitz no necesariamente

diferenciable.
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La estrategia que proponemos para resolver el CFP es similar a la del capitulo
anterior, es de utilizar un método numérico para resolver (7.1).

Tomemos el caso H = R". Nuestra propuesta es la de utilizar estrategias para
hallar ceros de funciones que no utilicen la derivada de F. En este caso, pro-
ponemos estrategias que utilicen como direccién de buisqueda el residual +£F(x),
es decir, utilizar métodos tales como el DF-SANE [25, 24]. En particular, va-
mos a realizar experimentos numéricos con el DF-SANE para resolver algunos

problemas de encontrar un punto factible en la intersecciéon de convexos.

7.4. Experimentos numéricos

7.4.1. Problema de factibilidad lineal

Un caso importante es cuando los conjuntos C; son semiespacios. Es decir, los

conjuntos C; se pueden escribir (sin pérdida de generalidad) como:

con a; € R" y b; € N dados para ¢ = 1,...m. A este problema se le suele llamar

Problema de factibilidad lineal y se denota como:
Az <b

donde A es una matriz de m x n que tiene por filas los vectores a;, y b es un
vector de R™ cuyas componentes son los valores b;.

En esta seccion, mostramos los resultados numéricos de algunos experimentos
que comparan la aceleracion del método de Cimmino por DF-SANE versus la
aceleracién del método de Cimmino propuesta por Iusem y De Pierro [54] (AC-
CCIMIDP). Son pocas las ideas tipo Cimmino implementables de las que tengo
conocimiento en la literatura, y en especial esta idea de Tusem y De Pierro se
entiende, es programable y posee virtudes en la forma de converger. Por estas
razones es el método escogido para nuestras comparaciones.

Diversos experimentos fueron ejecutados en una Intel Core 2 Duo usando
MATLAB 7.6. Dado el iterado inicial xy = (1,1,...,1)T, dichos experimentos
numeéricos consistieron en encontrar una solucién al problema Az < b. Como

vectores a; se tomaron las primeras m filas de matrices n x n dadas de la coleccion
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Harwell-Boeing, y el valor b; se tomé como b; = 7. El criterio de parada utilizado
fue ||F(z)]] < 1078, y el mdximo nimero de iteraciones para parar el algoritmo
fue de 500 iteraciones (representado por un * en la tabla en caso de que el método
las sobrepase).

En la tabla 7.1 se muestran las comparaciones. La aceleraciéon del método de
Cimmino por DF-SANE funciona siempre, y en la mayoria de los casos nece-
sité6 menos iteraciones y menos tiempo para la convergencia que la aceleracion
propuesta por Iusem y De Pierro en [54]. También es importante hacer notar que
en estos experimentos observamos que el método DF-SANE siempre funcioné en
su forma pura, permitiendo conjeturar que debe existir teoria de convergencia

con el método puro quedando esta como trabajo a futuro.
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Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘
Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.03 5 0.02
bespwr02 | 49 49 |4 0.08 5 0.05
bespwr03 | 118 [ 30 |5 0.03 5 0.03
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.05 ) 0.06
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.02 51 0.16
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.14 51 1.22
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.02 23 0.06
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.20 23 0.97
mcca 180 |10 |18 | 0.03 263 | 0.30
mcca 180 |20 |14 | 0.05 497 | 1.16
meca 180 |30 |17 | 0.06 * *
meca 180 | 180 | 14 | 0.31 * *
mcfe 765 |10 |3 0.01 3 0.03
mcfe 765 |20 |23 |0.08 * *
mcfe 765 |30 |26 |0.11 * *
Sherman2 | 1080 | 10 | 7 0.01 118 | 0.19
Sherman?2 | 1080 | 20 | 7 0.02 176 | 0.48
Sherman?2 | 1080 | 30 | 7 0.03 237 10.97
besstk01 | 48 10 |7 0.03 87 0.09
besstkO1 | 48 20 |12 ]0.05 * *
besstk01 | 48 30 |38 |0.11 * *
besstk02 | 66 10 |12 | 0.02 257 | 0.36
besstk02 | 66 20 | 17 |0.05 * *
besstk02 | 66 30 |76 ]0.36 * *
besstk03 | 112 | 10 | 178 | 0.19 * *
besstk04 | 132 |10 | 6 0.01 134 | 0.20
besstk04 | 132 |20 |7 0.05 171 | 0.42
besstk04 | 132 | 30 | 18 | 0.08 * *
besstk04 | 132 | 50 | 157 | 4.04 2018 | 44.20

Cuadro 7.1:
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Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de
factibilidad lineal
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7.4.2. Problemas de factibilidad lineal con restricciones

de caja

En esta seccion realizaremos los mismos experimentos de resolucion de pro-
blemas,
Ax < b,

pero ahora sujetos a la restriccion de que la solucién debe pertenecer también a
una caja cerrada dada, proyectando directamente sobre la caja.
Una caja cerrada en R" es un conjunto convexo que se define de la siguiente

marnera:

Definicién 7.4.1 (Caja cerrada) Sean dos vectores l,u € R™ con la propiedad
de que l; < u; para i =1,...,n. La caja cerrada de R" definida por los vectores

l,u es el conjunto:
Bu={zeR" |l <z <uw,i=1,...,n}

En este sentido, experimentaremos igualmente con los métodos de Cimmino
acelerado por el DF-SANE que proponemos aqui, y con la aceleracion propuesta
por Tusem y De Pierro en [54], pero ahora, al incorporar una restricciéon mas (la
restriccién de caja), el problema se transforma a hallar un punto en la interseccién
de m + 1 convexos, en donde m es el nimero de filas de la matriz A. Nuestro
problema se transforma entonces en:

Encontrar x € k™ tal que:
Az <b sujeto a: x € By, (7.3)

donde A € ™" b e R™ [,u € R".

Las aceleraciones del método de Cimmino requieren proyectar los iterados en
cajas. A continuacion veremos como se realizan dichas proyecciones.

Proyeccion de un punto en una caja:

Para proyectar un punto cualquiera x € R" en la caja cerrada B, se procede
como sigue:

Para todoi=1,...,n:
= Six; <I[; entonces p; = I;;

= Si z; > u; entonces p; = uy;;
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» Sil; <ux; vy x; < u; entonces p; = x;.

El vector resultante p viene siendo la proyeccion de z en la caja.

Nuestros experimentos son similares a los de la seccién anterior, adicionando
la restriccion de que la solucién x debe pertenecer a la caja By,.

En la Tablas 7.2, 7.3, 7.4 se presentan los resultados de problemas de factibi-
lidad lineal sujetos a restricciones de caja, con cajas de diferentes tamanos. En
todos los experimentos se observé que la propuesta del método de Cimmino acele-
rado por el DF-SANE realiza menos iteraciones y requiere menor tiempo que la
aceleracion de Iusem y De Pierro [54]. También se observa que ambos métodos
aumentan su trabajo computacional requerido a medida que la caja que define la

restriccion adicional es mas pequena.
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Figura 7.1: Aceleracion para las 30 primeras filas de la matriz Sherman2 (Prob-
lema de Factibilidad Lineal)
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Figura 7.2: Aceleracion para las 30 primeras filas de la matriz besstkO1 (Problema
de Factibilidad Lineal) con restricciones de caja | = —10* (1,..., )T y u =
10%(1,...,1)7T
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| Matriz [ DF-SANE | ACCCIMIDP |

Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.02 5 0.01
bespwr02 | 49 49 14 0.02 5 0.02
bespwr03 | 118 [ 30 |5 0.02 5 0.05
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.06 D 0.08
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.02 51 |0.19
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.13 51 1.38
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.05 23 1 0.08
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.20 23 | 1.06
meca 180 |10 | * * * *
meca 180 |20 | * * * *
mecea 180 |30 |* * * *
meca 180 | 180 | * * * *
mcfe 765 |10 |4 0.03 * *
mcfe 765 |20 | * 0.08 * *
mcfe 765 |30 | * 0.11 * *
Sherman?2 | 1080 | 10 | 10 | 0.05 169 | 0.53
Sherman?2 | 1080 | 20 | 10 | 0.06 236 | 1.05
Sherman?2 | 1080 | 30 | 10 | 0.08 324 | 1.95
besstk01 | 48 10 [ 179 | 0.25 * *
besstk01 | 48 20 | * * * *
besstkO1 | 48 30 |* * * *
besstk02 66 10 | 20 | 0.05 455 | 0.77
besstk02 66 20 |36 |0.13 * *
besstk02 | 66 30 | 111 | 0.65 * *
besstk03 | 112 | 10 | 464 | 0.59 * *
besstk04 | 132 [ 10 | * * * *
besstk04 | 132 [ 20 | * * * *
besstkO4 | 132 | 30 | * * * *
besstkO04 | 132 | 50 | * * * *
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Cuadro 7.2: Comparacion entre los diferentes métodos para el problema de

factibilidad lineal sujeto a restricciones de caja [ = (0,...,0)" y u = (1,...

)T
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] Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘
Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.01 5 0.03
bespwr02 | 49 49 |4 0.03 D 0.05
bespwr03 | 118 |30 |5 0.03 5) 0.01
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.06 5 0.08
bespwr04 | 274 | 30 | 2 0.01 51 10.09
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.14 51 1.20
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.01 23 | 0.06
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.20 23 10.95
mcca 180 |10 | 18 |0.02 263 | 0.34
mecca 180 | 20 19 | 0.06 497 | 1.22
meca 180 |30 |18 |0.08 * *
meca 180 | 180 | * * * *
mcfe 765 |10 |4 0.03 * *
mcfe 765 |20 | * 0.08 * *
mcfe 765 |30 |* 0.11 * *
Sherman?2 | 1080 | 10 | 7 0.05 118 | 0.31
Sherman2 | 1080 | 20 | 7 0.05 176 | 0.70
Sherman2 | 1080 | 30 | 7 0.05 237 | 1.22
besstk01 | 48 10 |7 0.03 87 10.11
besstk01 | 48 20 |12 ] 0.05 * *
besstk01 | 48 30 |37 |0.13 * *
besstk02 | 66 10 |12 | 0.05 257 | 0.38
besstk02 | 66 20 |17 ]0.06 * *
besstk02 | 66 30 | 107 | 0.50 * *
besstk03 | 112 | 10 | 210 | 0.25 * *
besstkO4 | 132 | 10 | * * * *
besstkO4 | 132 |20 | * * * *
besstkO4 | 132 | 30 | * * * *
besstk04 | 132 | 50 | * * * *
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Cuadro 7.3: Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de

factibilidad lineal sujeto a restricciones de caja | = —10 x (1,..

10%(1,...,1)7

STy
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Cuadro 7.4:

79

Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘

Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.01 5 0.01
bespwr02 | 49 49 |4 0.02 D 0.02
bespwr03 | 118 [ 30 | 5 0.03 5 0.03
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.06 5 0.08
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.01 51 | 0.16
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.13 51 | 1.23
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.03 23 | 0.06
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.20 23 10.95
mcca 180 | 10 | 18 | 0.04 263 | 0.34
mceca 180 [ 20 |19 | 0.06 497 | 1.25
mcea 180 |30 |18 |0.08 * *
mcfe 765 |10 |4 0.03 * *
mcfe 765 |20 | * 0.08 * *
mcfe 765 |30 |* 0.11 * *
Sherman2 | 1080 | 10 | 7 0.05 118 | 0.31
Sherman2 | 1080 | 20 | 7 0.06 176 | 0.69
Sherman2 | 1080 | 30 | 7 0.06 237 | 1.27
besstk01 | 48 10 |7 0.03 87 10.14
besstk01 | 48 20 |12 ]0.03 * *
besstk01 | 48 30 |37 ]0.13 * *
besstk02 | 66 10 |12 | 0.05 257 1 0.41
besstk02 | 66 20 | 17 | 0.06 * *
besstk02 | 66 30 |79 10.39 * *
besstk03 | 112 | 10 | 200 | 0.30 * *
besstk04 | 132 |10 | 6 0.03 134 1 0.23
besstk04 | 132 |20 | 7 0.02 171 | 0.52
besstk04 | 132 | 30 | 19 | 0.09 * *
besstkO04 | 132 | 50 | * * * *

Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de
factibilidad lineal sujeto a restricciones de caja [ = —100 * (1,.
100 % (1,..., )T

LDy u =
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7.4.3. Problemas de factibilidad lineal con restricciones

de esferas

En esta seccion realizaremos los mismos experimentos de resolucion de pro-

blemas:
Ax < b,

pero ahora sujetos a la restriccion de que la solucién debe pertenecer también a
una esfera dada, proyectando directamente sobre la esfera.

Una esfera en R™ es un conjunto convexo que se define de la siguiente manera:

Definicién 7.4.2 (Esfera) Dado un vector ¢ € R y dado un valor r € . Se

define la esfera con centro en c y de radio r como el conjunto:
E(e,r)={xeR"| |z —¢|| <r}.

Proyeccion de un punto en una esfera:
Para proyectar un punto cualquiera = € R" en la esfera E(c, r), primero se calcula

la distancia de x al centro ¢ de la esfera. Es decir, d = ||z — ||

= Si la distancia d es menor al radio de la esfera, es decir, si d < r, significa
que el punto z esta dentro de la esfera y por lo tanto la proyeccion es el

mismo punto z, i.e. p = x.

= En caso contrario, si el punto z esta fuera de la esfera se calcula la proyeccion

p de la siguiente manera:

Nuestros experimentos son similares a los de la seccion anterior, adicionando

la restriccién de que la solucién x debe pertenecer a la esfera E,,.
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Cuadro 7.5:

factibilidad lineal sujeto a restricciones de esfera con centro en ¢ = (0, ...

radior =1

Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘

Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.01 3 0.02
bespwr02 | 49 49 |4 0.02 3 0.03
bespwr03 | 118 | 30 | 4 0.03 3 0.03
bespwr03 | 118 | 118 | 4 0.05 3 0.03
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.03 3 0.03
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.13 3 0.11
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.05 3 0.05
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.19 3 0.16
mcca 180 |10 |6 0.03 67 | 0.08
mcca 180 [ 20 |4 0.03 68 | 0.16
mcca 180 |30 |6 0.03 68 | 0.20
mcfe 765 |10 |3 0.03 3 0.03
mcfe 765 |20 |8 0.05 6 0.05
mcfe 765 |30 |8 0.06 6 0.05
Sherman2 | 1080 | 10 | 20 | 0.03 4 0.03
Sherman2 | 1080 | 20 | 10 | 0.05 4 0.03
Sherman2 | 1080 | 30 | 26 | 0.13 4 0.05
besstk01 | 48 10 |5 0.02 44 | 0.06
besstk01 | 48 20 |29 |0.06 104 | 0.22
besstk01 | 48 30 |62 |0.19 122 | 0.36
besstk02 | 66 10 |6 0.03 3 0.03
besstk02 | 66 20 |7 0.05 4 0.02
besstk02 | 66 30 |50 |0.23 4 0.05
besstk03 | 112 | 10 |88 | 0.11 * *
besstk04 | 132 | 10 |5 0.02 3 0.03
besstk04 | 132 [ 20 |5 0.02 17 | 0.06
besstk04 | 132 |30 |5 0.03 38 10.14
besstk04 | 132 | 132 | 104 | 1.67 146 | 2.31
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Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de
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Cuadro 7.6:

factibilidad lineal sujeto a restricciones de esfera con centro en ¢ = (0, ...
radio r = 10?

Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘

Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.03 2 0.01
bespwr02 | 49 49 |4 0.03 2 0.03
bespwr03 | 118 | 30 | 5 0.02 2 0.01
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.06 2 0.05
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.03 2 0.03
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.13 2 0.09
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.04 4 0.03
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.19 2 0.13
mcca 180 |10 |18 | 0.04 79 1 0.08
mcca 180 [ 20 |19 | 0.05 79 10.19
mcca 180 |30 |18 | 0.06 80 | 0.23
mcfe 765 |10 |3 0.03 2 0.03
mcfe 765 |20 |24 |0.08 369 | 0.89
mcfe 765 |30 |23 |0.11 376 | 1.28
Sherman2 | 1080 | 10 | 7 0.03 33 1 0.08
Sherman2 | 1080 | 20 | 7 0.03 33 | 0.11
Sherman2 | 1080 | 30 | 7 0.06 34 10.19
besstk01 | 48 10 |7 0.01 2 0.03
besstk01 | 48 20 |12 | 0.04 116 | 0.23
besstk01 | 48 30 |37 |0.13 137 | 0.41
besstk02 | 66 10 |12 |0.03 5 0.01
besstk02 | 66 20 |17 |0.08 7 0.05
besstk02 | 66 30 | 107 | 0.50 295 | 1.38
besstk03 | 112 | 10 | 210 | 0.23 * *
besstk04 | 132 | 10 | 6 0.03 21 10.05
besstk04 | 132 |20 |7 0.04 20 | 0.08
besstk04 | 132 | 30 | 19 | 0.06 47 | 0.17
besstk04 | 132 | 132 | * * * *
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Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de
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Cuadro 7.7:

factibilidad lineal sujeto a restricciones de esfera con centro en ¢ = (0, ...
radio r = 10®

Matriz \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘

Matriz n m | iter | tiempo | iter | tiempo
bespwr02 | 49 30 |4 0.03 2 0.01
bespwr02 | 49 49 |4 0.03 2 0.03
bespwr03 | 118 | 30 | 5 0.02 2 0.01
bespwr03 | 118 | 118 | 5 0.06 2 0.05
bespwr04 | 274 | 30 | 4 0.03 2 0.03
bespwr04 | 274 | 274 | 4 0.13 2 0.09
bespwr05 | 443 | 30 | 4 0.04 4 0.03
bespwr05 | 443 | 443 | 4 0.19 2 0.13
mcca 180 |10 |18 | 0.04 79 1 0.08
mcca 180 [ 20 |19 | 0.05 79 10.19
mcca 180 |30 |18 | 0.06 80 | 0.23
mcfe 765 |10 |3 0.03 2 0.03
mcfe 765 |20 |24 |0.08 369 | 0.89
mcfe 765 |30 |23 |0.11 376 | 1.28
Sherman2 | 1080 | 10 | 7 0.03 33 1 0.08
Sherman2 | 1080 | 20 | 7 0.03 33 | 0.11
Sherman2 | 1080 | 30 | 7 0.06 34 10.19
besstk01 | 48 10 |7 0.01 2 0.03
besstk01 | 48 20 |12 | 0.04 116 | 0.23
besstk01 | 48 30 |37 |0.13 137 | 0.41
besstk02 | 66 10 |12 |0.03 5 0.01
besstk02 | 66 20 |17 |0.08 7 0.05
besstk02 | 66 30 | 107 | 0.50 295 | 1.38
besstk03 | 112 | 10 | 210 | 0.23 * *
besstk04 | 132 | 10 | 6 0.03 21 10.05
besstk04 | 132 |20 |7 0.04 20 | 0.08
besstk04 | 132 | 30 | 19 | 0.06 47 | 0.17
besstk04 | 132 | 132 | * * * *
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Comparacién entre los diferentes métodos para el problema de
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7.4.4. Intersectando cajas y esferas

La siguiente seccion, tiene como objetivo mostrar algunos experimentos en
donde se compare la aceleracién propuesta (DF-SANE) con la aceleracién pro-
puesta por Iusem y De Pierro [54]. En este caso la comparacion se realizard bus-
cando un punto factible en la interseccién de una caja y dos esferas en R". En
esta serie de experimentos jugaremos con las dimensiones de la caja y con los
radios de las esferas para observar el comportamiento de los distintos métodos.

En cada experimento habrd una caja en ®", B, donde: | = ay(1,1,...,1,1)T
yu=ayx*(1,1,...,1,1)T con a;,as € N a definir. [gualmente, en cada experi-
mento habran 2 esferas en R": E(ci,71) y E(c2,72), donde ¢; = (1,1,...,1,1)7,
co = (0,0,...,0,0)T y 71,79 € R a definir. Los experimentos consistirdn en hallar
un punto en la interseccién By, NE(c1,r1)NE(ce, r2) para diferentes valores de los
parametros ai, as, 71,72 € Ry paran € N. El iterado inicial que se tomé siempre
fue o = (1,2,3,...,n)T.

Resultados

La Tabla 7.8 muestra diferentes resultados de los experimentos antes plantea-
dos. En esta tabla iter indica el nimero de iteraciones que realizé el método.
También se indica la suma de las normas de las distancias del iterado final ha-
cia cada subespacio, esto lo indicamos por sdist, de tal manera que si el valor
sdist = 0 indica que el método consiguié una solucion factible. En los experimen-
tos realizados, cuando existian soluciones factibles, la aceleracién propuesta en
este trabajo fue capaz de encontrar alguna. Y ademds, en los casos en los que no
existian soluciones factibles, la aceleracion por DF-SANE consiguié una solucién
con el mismo valor sdist que la del iterado final de la aceleracién propuesta por
Iusem y De Pierro, por lo que podemos conjeturar que nuestro método tiene la
propiedad de conseguir siempre soluciones en donde la suma de las distancias a
cada convexo sea minima.

Las iteraciones del método de Iusem y De Pierro son ligeramente mas costosas
que las de la aceleracion propuesta en este trabajo. En los experimentos realizados
el tiempo total de CPU fue muy pequeno, numéricamente cero en todos los casos,
y por esa razén no los reportamos en la tabla. Vale la pena en un futuro estudiar el
comportamiento del tiempo de CPU en aplicaciones en donde el costo de proyectar
sea mucho mayor. En cuanto al nimero de iteraciones se observé que en problemas

en donde habia una regién factible muy grande, el comportamiento de ambos
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Convex Feasibility Problem

DF-SANE
ACCCIMIDP

Gradient norm

0 5 10 15 20 25
lterations

Figura 7.3: Aceleracion para Interseccion de una caja y dos esferas

|

Caja \ Esferas \ DF-SANE \ ACCCIMIDP ‘

a; | ay | T 79 iter | sdist | iter | sdist
0 100 | 1 0.5 |2 0 2 0
0 0.5 |1 05 |4 0 3 0
0 0.1 |1 05 |9 0.27 |20 |0.27
0 100 | 1 05 |13 |023 |* *
0 10 |1 1 3 0 3 0
05110 |1 1 10 |0 25 |0
0.5]08 |1 1 8 0 24 10
0.711.0 |1 1 10 1021 |24 |0.21
0610 |1 1 14 10.04 |31 |0.04

0510 |05 |1 14 10.23 |90 |0.23
05]1.0 |05 |07 |13 |0.53 |43 |0.53
0510 0.7 |07 |22 |033 |60 |0.33
05]11.0 |0.75 107526 |023 |73 |0.23
05110 0.8 |08 |27 |0.13 |96 |0.13
0.5]1.0 | 0.88]085 |15 |0.02 |58 |0.02
05110 (09 |08 |17 |0.02 |*

05110109 (09 |14 |0 30
05110 |10 [1.0 |10 |O 25
0510 10951095|10 |0 28
0 10 |1 1 3 0 3

W W W W W W W W WWWWWwwwNNo N3 e

w
jen) Bew) Hew) e}

Cuadro 7.8: Comparacion entre los diferentes métodos en la intersecciéon de una
caja y dos esferas
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métodos fue muy similar. En cambio, en problemas en donde la region factible era
mas pequena, resultaba favorecido en cuanto a nimero de iteraciones el método
DF-SANE. También en los casos en donde la regién factible era vacia resultaba
favorecido el método DF-SANE, pudiendo remarcar algunos casos en donde el
comportamiento del método propuesto por Iusem y De Pierro alcanzé el niimero

maximo de iteraciones.



Capitulo 8
Conclusiones

En este trabajo, hemos visto como la optimizacion numérica ha provisto un
nuevo marco teorico para el andlisis de los métodos de proyecciones alternantes y
simultaneas. Algunos de los métodos de proyecciones se pudieron interpretar como
esquemas iterativos para resolver problemas de optimizacién ya existentes, y esto
ha permitido explicar de otro modo algunas de sus caracteristicas. [gualmente, se
han podido crear versiones aceleradas de los métodos de proyecciones alternantes
y simultaneas, basadas en técnicas mas eficientes y novedosas de la optimizacion
numérica [52, 51]. Esto trae nuevos resultados y nuevas perspectivas para afrontar
algunos de los problemas que contintian abiertos en el area.

Los métodos de proyecciones alternantes fueron estudiados via optimizacién
numérica en diferentes escenarios que son: el problema de mejor aproximacion,
tanto en subespacios como en variedades lineales; y el problema de factibilidad
convexa.

Primeramente, para el caso del problema de mejor aproximacién en subespa-
cios, se estudiaron los métodos de Von Neumann-Halperin y de Cimmino como
esquemas clasicos de iteracién de punto fijo (iteraciones de Picard), para ope-
radores lineales en espacios de Hilbert. Luego, este problema fue transformado
en un problema de ecuaciones en operadores lineales y singulares. Esta nueva
vision permitié responder a interrogantes sobre la poca efectividad de algunas
aceleraciones de los métodos de proyecciones propuestas anteriormente (e.g., [10]),
dando luces del por qué las aceleraciones de métodos con operadores simétricos o
simetrizados (e.g. Cimmino) resultan ser més efectivas. Luego, se demostré bajo
que condiciones este problema podia ser resuelto por el método de los gradientes

conjugados, tanto en espacios de dimensién finita como infinita. Posteriormente,
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se realizaron experimentos numeéricos comparativos que validaron los resultados
obtenidos tedricamente.

También, en el mismo caso del problema de mejor aproximacion en subespa-
cios, se estudi6 el método de Cimmino y algunas variantes aceleradas propuestas,
vistos como la aplicacién de técnicas numéricas de minimizacién existentes para
una cierta funcion cuadratica dada. Este estudio permitié dar un interesante resul-
tado tedrico que relaciona la velocidad de convergencia de las diferentes variantes
del método de Cimmino y los angulos de los subespacios involucrados. Se hicieron
experimentos numéricos para comparar las diferentes técnicas de aceleracion del
método de Cimmino en la resolucién de problemas de punto de ensilladura (sad-
dle point problem), y luego se hicieron comparaciones con otros métodos recientes
de resolucion de este tipo de problemas, para dar idea del potencial que tiene la
aceleracion por gradientes conjugados del método de Cimmino en ambientes para-
lelos.

Posteriormente, se estudio el caso del problema de mejor aproximacion en va-
riedades lineales. Para este problema se logré probar primero que, las soluciones
factibles eran las raices de una cierta funcién F' no lineal, de Jacobiano simétrico
y positivo semidefinido. Ademas, se probd que la utilizacion de métodos de tipo
residual, tales como el DF-SANE, logran no solo encontrar soluciones factibles,
sino que resuelven el problema de mejor aproximacion, si se toma como iterado ini-
cial al punto a proyectar en la interseccion de las variedades lineales. Igualmente,
al ser la funciéon F' de Jacobiano positivo semidefinido y simétrico, el método
DF-SANE u otros métodos de tipo residual, tienen caracteristicas optimas en la
resolucion de este problema, ya que no requiere de estrategias de globalizacion.
Se hicieron pruebas numéricas hallando el punto més cercano en la interseccién
de hiperplanos, y comparando contra el método clasico de Cimmino y contra el
método de Kaczmarz obteniéndose resultados numéricos alentadores.

Finalmente, se traté el problema de factibilidad convexa en general, pro-
poniendo una aceleracién del método de Cimmino por el DF-SANE, que se conje-
tura que pueda ser utilizada para resolver este problema. Se hicieron experimentos
numéricos para el problema de factibilidad lineal, para el problema de factibilidad
lineal sujeto a restricciones de caja y de esferas, y de hallar puntos factibles en
la interseccion de cajas y esferas. En todos estos casos, la aceleracion propuesta
logré conseguir puntos factibles, si los habia, y numéricamente tuvo un mejor

desempeno que otros métodos existentes en la literatura.
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Como temas futuros a investigar, luego de este trabajo, queda ver si es posible
probar la conjetura hecha para acelerar el método de Cimmino en el problema
de factibilidad convexa. También, como tema de investigacion a futuro esta ver si
por medio de la optimizacion numérica pueden acelerarse los métodos existentes
para el problema de mejor aproximacion en conjuntos convexos, en particular,
acelerar el algoritmo de Dykstra [15, 33]. También queda pendiente un estudio de
la aceleracion por gradientes conjugados del método de Cimmino, para confirmar
el potencial que pareciera tener en maquinas paralelas en la resolucién de proble-
mas de punto de ensilladura. Finalmente, como trabajo a futuro, queda también
el desarrollo de precondicionadores para los métodos de proyecciones y sus nuevas

variantes aceleradas.
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