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INTRODUCCIÓN

El objetivo principal de la física de altas energías es la descripción de la estructura

fundamental de la materia. Para lograrlo se buscan las partículas elementales, consti-

tuyentes de la materia en la escala más pequeña y las interacciones que actúan entre

ellas. La historia demuestra como, a medida que se desarrollan nuevas tecnologías, par-

tículas que una vez se consideraron elementales, se interpretaron posteriormente como

objetos con determinada estructura conformados por elementos más fundamentales.

El surgimiento del Modelo Estándar de Partículas, en la segunda mitad del siglo

XX, caracterizó las partículas que conforman la materia en dos familias fundamen-

tales, los quarks (top, down, up, bottom, strange y charm) y los leptones (electrón,

taón, muón y sus respectivos neutrinos), todas estas partículas de espín semientero se

conocen como fermiones.

También sabemos que todas las interacciones presentes en el universo pueden ser

clasificadas en cuatro grupos: interacción gravitacional, interacción electromagnética,

interacción nuclear fuerte e interacción nuclear débil. Las dos primeras son fuerzas

de largo alcance, y en consecuencia son las que percibimos en nuestra vida cotidiana,

pese a ser la gravitatoria la interacción más débil de las cuatro, mientras que las dos
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Introducción

últimas son fuerzas de corto alcance y se hacen evidentes a escalas de 10−15m y 10−18m

respectivamente. Estas cuatro interacciones fundamentales representan las posibles

interacciones entre las partículas elementales que conforman la materia, y dependiendo

del tipo de partícula y la distancia que las separe, será una u otra interacción la

predominante.

El Modelo Estándar como una teoría cuántica de campos, ha logrado describir con

asombrosa precisión todas las interacciones entre las partículas fundamentales excepto

la interacción gravitatoria, incorporando además de los fermiones unas partículas de

espín entero mediadoras de la interacción ó portadoras de la fuerza, los bosones. El fo-

tón aparece como partícula mediadora de la interacción electromagnética, los gluones

de la interacción fuertes, y en la interacción débil las partículas mediadoras son los bo-

sones W± y Z. Entonces el Modelo Estándar describe tres de las cuatro interacciones

mediante una teoría de calibre no abeliana formada por la teoría electrodébil, que uni-

fica las fuerzas débil y electromagnética y la cromodinámica cuántica, teoría asociada

a la interacción nuclear fuerte. Además reproduce todos los resultados experimentales

obtenidos en determinado rango de energía.

Si bien las tres interacciones que considera esta teoría pueden ser descritas con-

sistentemente a nivel cuántico, la descripción cuántica de la interacción gravitatoria

no ha sido encontrada. Pero ya que la unificación de conceptos ha sido un pilar en el

entendimiento del universo tal cual lo conocemos, es natural considerar la posibilidad

de interpretar las cuatro fuerzas fundamentales como diferentes aspectos de una única

interacción.

La idea de que las diferentes partículas elementales que conforman la materia

pueden asociarse a estados de oscilación de una membrana bidimensional, nació a

partir de un trabajo de Dirac en 1962 [2], donde propuso que el electrón debería ser

considerado clásicamente como una superficie conductora cargada con simetría esférica

que podía vibrar. Sin embargo la teoría fue abandonada debido a que no considera el
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Introducción

espín del electrón, y por ende no guarda relación con la teoría conocida entonces y los

resultados experimentales.

Poco después, a finales de la década de los 60 aparece una teoría para describir

interacciones cuánticas hadrónicas [3], que un poco después en [4, 5, 6] se interpretaría

como teoría de cuerdas. La teoría de cuerdas es una teoría matemática que provee

una consistente representación de la gravedad a nivel cuántico, y establece que en

lugar de partículas puntuales, los elementos fundamentales son objetos extendidos

unidimensionales que pueden vibrar, y sus diferentes modos de oscilación se relacionan

con distintas partículas. Inicialmente se formuló esta teoría considerando únicamente

grados de libertad bosónicos, pero resultó inestable debido a la existencia de partículas

de masa negativa, denominadas taquiones. Si el propósito es describir el universo

conocido, es necesario considerar grados de libertad fermiónicos en la teoría, ello lo

logramos haciendo la teoría supersimétrica. Si en la teoría de cuerdas bosónicas los

modos de oscilación representan bosones ó partículas mediadoras en un espacio-tiempo

de 26 dimensiones, las teorías de supercuerdas contienen en su espectro tanto bosones

como fermiones en un espacio-tiempo de 10 dimensiones.

A mediados de la década de los 80, se conocían 5 teorías de supercuerdas, las de

tipo I, tipo IIA, tipo IIB, las heteróticas E8×E8 y las SO(32). La primera considera

cuerdas abiertas y cerradas, mientras que las restantes contienen únicamente cuerdas

cerradas. Posteriormente, se demostró que estas teorías no son independientes, sino

que están relacionadas entre sí mediante transformaciones de dualidad (S-dualidad y

T-dualidad), razón por la cual se les considera distintos límites de una misma teoría

en 11 dimensiones llamada teoría M, por lo tanto las dualidades de teorías de cuerdas

deben ser simetrías de la teoría en 11 dimensiones [7].

La S-dualidad relaciona una teoría en régimen de acoplo fuerte con una teoría

en régimen de acoplo débil [8]. La T-dualidad relaciona dos teorías formuladas en

espacios geométricos diferentes, requiere que objetos extendidos se enrollen alrededor
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Introducción

de direcciones compactificadas, permitiendo la aparición de los modos de enrollamiento

y propagación a lo largo de la dirección compactificada. La T-dualidad [9] permite que

teorías compactificadas en variedades con moduli diferente sean equivalente, siempre y

cuando se intercambie los modos de winding (asociado al enrollamiento) con las cargas

de Kaluza Klein (KK)(asociadas al momentum cuantizado de la cuerda). En partícular,

las teorías de supercuerdas Tipo I y las heteróticas SO(32) están relacionadas mediante

la S-dualidad, también las de Tipo IIB son S-duales a ellas mismas, mientras que las

teorías de tipo II(IIA y IIB) y las heteróticas (E8×E8 y SO(32)) están relacionadas

mediante transformaciones de T-dualidad. El darse cuenta de estas dualidades llevó a

postular la existencia de la teoría M ([10, 11, 12])

Debido a que en la teoría de cuerdas se consideran objetos extendidos unidimen-

sionales, la generalización de esta idea conduce a pensar en objetos extendidos con dos

o más dimensiones espaciales, estos objetos son conocidos como Dp-branas. Sin em-

bargo el interés por la supermembrana surge pues es la fuente de la supergravedad en

11 dimensiones [13]. En 1976 se estudia por primera vez la dinámica de una membrana

bosónica [14], sin embargo, al igual que en teorías de cuerdas, no es una teoría realista

pues no considera fermiones en su descripción, para hacerlo necesitamos hacer la teoría

supersimétrica, esto se puede lograr introduciendo la supersimetría en el volumen de

mundo, embebiendo la membrana en un super espacio (target-space supersimétrico)

o una combinación de ambas. Así nace entonces la teoría de supermembranas [15] a

mediados de los 80’s, la cual también fija la dimensión del espacio-tiempo pero en 11

dimensiones [16].

Dado que la supersimetría relaciona bosones y fermiones, es necesario que el núme-

ro de grados de libertad fermiónicos coincidan con los bosónicos, para ello se considera

una simetría fermiónica llamada simetría Kappa [17].

Ya vimos que el acoplo fuerte de las teorías de cuerdas es una teoría en 11 di-

mensiones, en principio más fundamental, llamada teoría M [10],[11],[12]. Esta teoría
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Introducción

consta de M2-branas (supermembranas) y su dual solitónico la 5-brana, y su límite

a bajas energías es la única y maximal supergravedad en 11 dimensiones, a partir de

la cual se pueden obtener, mediante reducciones dimensionales, todas las otras super-

gravedades existentes. Además se pueden obtener las teorías de supercuerdas IIA y

SO(32) mediante reducciones dimensionales de Scherk-Schwarz y Kaluza-Klein res-

pectivamente. La supergravedad es una teoría de campos gravitatoria que considera la

supersimetría como una simetría local y guarda una estrecha relación con las teorías

de cuerdas, pues es una teoría efectiva del sector no masivo de las mismas. Además,

contiene un campo de espín 2 (gravitón) y su respectivo compañero supersimétrico de

espín 3
2 (gravitino).

Las teorías de supercuerdas en 10 dimensiones y la teoría M en 11 dimensiones

requieren la introducción de dimensiones extra, pero como en la naturaleza hasta el

momento no se han observado más dimensiones que las 4 conocidas (3 dimensiones

espaciales y una temporal), se cree que las dimensiones extras están compactificadas en

variedades de volumen tan pequeño que no pueden ser detectadas por los experimentos

realizados hasta la fecha. De forma similar a lo que ocurre en teoría de cuerdas, se

esperaba que la supermembrana fuese el objeto extendido fundamental de la teoría

M, pero la idea de que ésta describiera los grados de libertad microscópicos de la

teoría está en discusión debido a que su espectro es continuo. Sin embargo se puede

interpretar un sector de la teoría de la supermembrana, llamada como supermembrana

con cargas centrales como objeto fundamental de un sector de la teoría M en el sentido

que describe parte de los grados de libertad microscópicos de la teoría.

Al compactificar la supermembrana en un target spaceM9×T 2, es posible imponer

una condición topológica asociada a un enrollamiento irreducible de la supermembrana

en el 2-toro del target y obtener así la llamada supermembrana con cargas centrales

[18], que también puede ser interpretada como la aparición de un fibrado principal

U(1) con la primera clase de Chern distinta de cero, sobre el volumen de mundo que

implica la existencia de una condición de monopolos de Dirac generalizados en el mis-
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mo. La particularidad que tiene este sector topológico de la teoría es que tiene espectro

discreto, por lo tanto sí puede ser considerada como un objeto cuántico bien definido,

es decir como elemento fundamental de un sector de la teoría M. En este caso, se

puede formular la teoría en términos de fibrados toroidales simplécticos con monodro-

mía SL(2,Z) [19], encontrando así cuatro clases inequivalentes: elípticas, parabólicas

e hiperbólicas, asociadas a los subgrupos abelianos de SL(2,Z) y su realización no

lineal llamada trombón. Además, su límite a bajas energías corresponde con las su-

pergravedades calibradas de tipo II en 9 dimensiones, mientras que si la condición

de carga central no se impone, entonces corresponde la formulación en fibrados toroi-

dales simplécticos triviales asociados a la supergravedad maximal en 9 dimensiones.

En ambos casos, los fibrados toroidales simplécticos son clasificados por lo grupos de

coinvariantes de la base y la fibra, para una clase determinada monodromía.

La S-dualidad y la T-dualidad que relacionan las diferentes teorías de cuerdas

supersimétricas, pueden ser unificadas en la llamada U-dualidad o dualidad de unifi-

cación, la cual debe ser una simetría de la Teoría M como se mencionó anteriormente, y

por lo tanto debe ser manifiesta en la teoría de supemembranas. Las transformaciones

entre marcos equivalentes describen generalmente un grupo discreto de simetría. El

grupo de simetría asociado a la U-dualidad en 9D no compactas es SL(2,Z)×Z2, don-

de el primero está asociado a la S-dualidad mientras que el segundo, que es isomorfo

al grupo cíclico, está relacionado con T-dualidad, puesto que intercambia los modos

de enrollamiento asociados al toro del target con las cargas de KK relacionadas con el

toro del target en la supermembrana compactificada en M9×T 2 vinculando diferentes

teorías. Entonces, se encuentra que esta supermembrana compactificada es invariante

bajo T-dualidad localmente [20], demostrándose en el hamiltoniano y el operador de

masa mientras que globalmente sólo es invariante cuando la monodromía es parabó-

lica, preservando además la clase del fibrado [21]. También se puede ver que en el

límite de teoría de cuerdas, la transformación de T-dualidad de la supermembrana se

reduce a la transformación de una supercuerda cerrada compactificada en una circun-
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ferencia S1. Para la supermembrana con cargas centrales, se tiene que el Hamiltoniano

permanece invariante bajo transformaciones de tipo SL(2,Z) asociada al toro de la

base, bajo transformaciones SL(2,Z) relacionadas con el toro del target-space, y una

simetría Z2. En el caso de la supermembrana compactificada en un toro sin imponer

la condición de carga central la simetría SL(2,Z) asociada al toro de la base no se

realiza a nivel de Hamiltoniano, asi que no es una simetría de la teoía

Con el fin de avanzar en la caracterización de la teoría M, se construye una ac-

ción efectiva invariante bajo T-Dualidad en el contexto de la supergravedad, conocida

como teoría de campo doble [22]. Por ser una teoría de campos y describir partículas

puntuales, es necesario modificarla para poder asociarle una propiedad característi-

ca de objetos extendidos. Una propuesta viene dada por la compactificación toroidal

de cuerdas, donde hay modos de momentum asociados a las coordenadas compactas,

entonces se propone que los modos de enrollamiento son momentos canónicos conju-

gados de un nuevo conjunto de coordenadas duales, que debe ser considerado en la

descripción de la teoría de campos. Por lo tanto se duplican los grados de libertad de

la teoría para así modelar los efectos del enrollamiento. La razón por la que se dupli-

ca es que también se le asignan coordenadas duales en las direcciones no compactas

por completitud, aunque nada depende de ellas. Luego se impone una ligadura que

restringe los grados de libertad a los grados de libertad físicos de la teoría. La teoría

de la supermembrana y la teoría de campo doble, son dos frentes de cuyo estudio se

espera, contribuya a comprender mejor la teoría M como teoría de unificación.

En este trabajo se estudian nociones básicas de teorías de cuerdas para entender la

T-dualidad en el contexto más simple, que es el de cuerdas bosónicas y supersimétricas

compactificadas en una circunferencia S1. Luego se revisa la teoría de supergravedad

y cómo actúa la T-dualidad en el marco de una teoría de campos invariante bajo T-

dualidad (DFT)con intención de comprender mejor la teoría M. Con el mismo fin, se

estudia la teoría de la supermembrana que es parte de la Teoría M y los grupos de

simetría presentes en dicha teoría para luego comparar cualitativamente ambos enfo-
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ques, y su formulación sobre los aspectos globales de la T-dualidad. Cabe destacar que

se han realizado estudios previos sobre la comparación de la teoría de campo doble

con la geometría generalizada, la relación entre la teoría de campo doble y las super-

gravedades calibradas pero no existía trabajo alguno que vincule a la supermembrana

con la teoría de campo doble.
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CAPÍTULO 1

TEORÍA DE CUERDAS BOSÓNICAS Y SUPERCUERDAS

En este capítulo se realiza una revisión bibliográfica de [23],[24],[25],[26], con el

fin de comprender los fundamentos de las teorías de cuerdas bosónicas y supercuerdas,

cuya diferencia principal consiste en la consideración de grados de libertad fermiónicos

en la teoría, hecho que se relaciona con el espectro de partículas obtenido en cada caso.

1.1. Ideas Básicas

La teoría de cuerdas describe los elementos fundamentales que conforman la

materia en términos de objetos extendidos, microscópicos y unidimensionales que pue-

den vibrar, y sus diferentes modos de oscilación son asociados con diferentes partículas

[23]. La masa de estas partículas, asociada al modo de oscilación, aumenta con el nú-

mero de osciladores excitados, razón por la cual a bajas energías, el sector presente en

el espectro es el no masivo. La relación de esta torre de partículas de diferente masa

con el mundo físico, dependerá de la teoría de cuerdas y el background geométrico que

consideremos.
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1.1. Ideas Básicas Capítulo 1: Teoría de cuerdas bosónicas y supercuerdas

Las cuerdas bosónicas contienen taquiones (partículas de masa negativa) por lo

que no se consideran consistentes, mientras que las supercuerdas, al considerar grados

de libertad fermiónicos en la teoría no poseen taquiones. Las primeras evolucionan en

un espacio-tiempo de 26 dimensiones y las segundas en uno de 10 dimensiones. Además,

las cuerdas pueden ser cerradas o abiertas, y a bajas energías se puede recuperar la

física usual de partículas puntuales mediante una descripción efectiva.

Sabemos que una partícula puntual propagándose en el espacio-tiempo describe

una trayectoria llamada la línea de mundo (worldline) Λ. Cualquier punto de la misma

puede ser etiquetado unívocamente mediante un parámetro τ , entonces, las coorde-

nadas en un espacio de Minkowski d dimensional Md (target space), de los puntos

correspondientes a la línea de mundo vienen dadas por

zµ(τ) : Λ → Md, (1.1)

τ → zµ(τ),

con µ = 0, . . . , d− 1. Similarmente cuando una cuerda evoluciona en el tiempo, barre

una superficie bidimensional en el espacio tiempo conocida como la hoja de mundo

(worldsheet), Σ, y cada punto puede ser etiquetado mediante dos coordenadas: una

espacial σ que parametriza la cuerda desde cero hasta la longitud de la misma, y un

parámetro de evolución τ . Por lo tanto, las funciones Xµ(σ, τ) proveen un mapa de la

hoja de mundo parametrizada por (σ, τ) al target space.

Xµ(σ, τ) : Σ → Md, (1.2)

(σ, τ) → Xµ(σ, τ).

La hoja de mundo tiene la topología de una cinta para cuerdas abiertas y de un

cilindro para cuerdas cerradas [24] Los extremos de la cuerda debe satisfacer diferentes

condiciones de frontera según se trate de cuerdas cerradas o abiertas. En la teoría de

cuerdas cerradas, los campos bosónicos deben satisfacer condiciones de borde periódi-

cas en ambos extremos, mientras que en la teoría de cuerdas abiertas, deben satisfacer

condiciones de Neumann.

10
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Figura 1.1: Hojas de mundo de cuerdas abiertas y cerradas[23]

Figura 1.2: Vértices básicos de interacción entre: a) cuerdas abiertas , b) cuerdas

cerradas, c)cuerdas abiertas que componen una cerrada [23]

En general si consideramos interacciones entre cuerdas se puede notar que en

teorías de cuerdas abiertas, ambos extremos pueden pegarse y formar una cuerda

cerrada, razón por la cual las teorías de cuerdas abiertas contienen a las cerradas. En

estos casos, la hoja de mundo vendrá dada por una superficie de Riemman de genus

arbitrario que representa la interacción entre las cuerdas.

Previo al estudio de la dinámica de una cuerda relativista, es útil revisar la diná-

mica de una partícula libre. En el caso no relativista, es conocido que la acción viene

dada por la integral en el tiempo de la energía cinética, es decir

Snr =
∫
Lnrdt =

∫ 1
2mv

2(t)dt, (1.3)

y las ecuaciones de movimiento, obtenidas mediante un principio variacional, vienen

11
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dadas por

d~v

dt
= 0, (1.4)

la partícula libre debe moverse con velocidad constante, acotada por la velocidad de

la luz que, como sabemos, es la velocidad máxima de propagación de una partícula.

Una razón que justifica la necesidad de considerar otra acción diferente para el caso

relativista, es el hecho que no existe límite para la rápidez de la partícula. Una acción

físicamente consistente para la partícula relativista debe conducir a ecuaciones de mo-

vimiento que sean invariantes de Lorentz, una manera de asegurar ésto, es imponiendo

que la acción sea invariante bajo transformaciones de Lorentz (escalar de Lorentz), es

decir, para cualquier línea de mundo de la partícula, el valor de la acción es el mismo

para todos los observadores de Lorentz.

Para construir esta acción, consideremos los puntos inicial y final del movimiento

de la partícula en un espacio-tiempo con una dimensión espacial por simplicidad,

existen infinitas líneas de mundo que conectan estos dos puntos, denotemos con Λ una

de las líneas de mundo. Se propone que Λ sea proporcional al tiempo propio τ asociado

a la línea de mundo, puesto que todos los observadores de Lorentz coinciden con el

tiempo que transcurre en un sistema de referencia en reposo respecto a la partícula.

Entonces, consideremos el intervalo infinitesimal

ds2 = c2dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 = −ηµνdxµdxν , (1.5)

expresado respecto a un sistema de referencia inercial. Ahora consideremos el mismo

intervalo, expresado respecto a un sistema de referencia que se mueve con la partícula,

esto es

ds2 = c2dτ 2, (1.6)

donde la integral de dτ = ds
c
es el tiempo propio asociado a Λ. Como el tiempo propio

tiene dimensiones de tiempo, debemos agregar un factor invariante ante transforma-

ciones de Lorentz con unidades de energía para obtener las unidades de acción, por lo

12
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tanto

S = −mc
∫

Λ
ds, (1.7)

= −mc2
∫ t2

t1
dt

√
1− v2

c2 , (1.8)

es la acción de la partícula libre relativista. Además, esta acción es invariante ante

reparametrizaciones de la línea de mundo, en efecto

S = −mc
∫ τ2

τ1
dτ

√
−ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= −mc

∫ τ ′2

τ ′1

dτ ′
√
−ηµν

dxµ

dτ ′
dxν

dτ ′
. (1.9)

La acción clásica de la cuerda es construida en analogía con la de la partícula

relativista [25]

SP = −mc
∫

Λ
ds =⇒ SC = −T

∫
Σ
dA (1.10)

donde dA es un elemento de área invariante de la superficie de la hoja de mundo en las

coordenadas del espacio-tiempo, si suponemos un espacio euclídeo de tres dimensiones

M3, entonces de (1.2)

~X(ξ1, ξ2) : Σ → M3, (1.11)

(ξ1, ξ2) → ~X(ξ1, ξ2) = (X1, X2, X3).

y los lados del elemento de área son

d~v1 = ∂ ~X

∂ξ1dξ
1, (1.12)

d~v2 = ∂ ~X

∂ξ2dξ
2, (1.13)

con dξ1 y dξ2, los lados de un rectángulo infinitesimal en el espacio de parámetros

(ξ1, ξ2). Por lo tanto, podemos escribir el elemento de área como [25]

dA = |d~v1 × d~v2|,

=
√

(d~v1)2(d~v2)2 − (d~v1 · d~v2)2,

=

√√√√(∂ ~X
∂ξ1 ·

∂ ~X

∂ξ1

)(
∂ ~X

∂ξ2 ·
∂ ~X

∂ξ2

)
−
(
∂ ~X

∂ξ1 ·
∂ ~X

∂ξ2

)2
dξ1dξ2,

=
√
hdξ1dξ2, (1.14)

13
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con h = dethij(ξ), donde hij(ξ), i, j = 1, 2 es la métrica inducida sobre la hoja de

mundo de la cuerda, por estar embebida en el espacio euclídeo, viene dada por

hij(σ, τ) = ∂ ~X

∂ξi
· ∂

~X

∂ξj
, (1.15)

y transforma como una métrica

hij(ψ) = h̃pq(ξ̃)
∂ξ̃p

∂ξi
∂ξ̃q

∂ξj
, (1.16)

donde h̃pq con p, q = 1, 2, 3, es la métrica definida en el espacio donde se encuentra

embebida la hoja de mundo, en este caso es una espacio euclídeo de 3 dimensiones. En

consecuencia la acción de la cuerda, con el elemento de área dado por (1.14), se puede

ver que es invariante ante reparametrizaciones.

La generalización a espacios d-dimensionales es directa, en efecto tenemos que

Xµ(σ, τ) : Σ→Md, con σ ∈ [0, l] , y los lados del elemento de área en el target space

son

dvµ1 = ∂Xµ

∂τ
dτ, (1.17)

dvµ2 = ∂Xµ

∂σ
dσ, (1.18)

donde dσ y dτ son los lados de un rectángulo en el espacio de parámetros de la hoja

de mundo (dσ, dτ), entonces, el elemento de área invariante viene dado por

dA =
√(

∂Xµ

∂τ

∂Xµ

∂σ

)2
−
(
∂Xµ

∂τ

∂Xµ

∂τ

)(
∂Xν

∂σ

∂Xν

∂σ

)
dσdτ, (1.19)

=
√(

∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

)2
−
(
∂X

∂τ

)2(∂X
∂σ

)2
dσdτ, (1.20)

ya que en cada punto de la hoja de mundo hay un vector tipo espacio y uno tipo

tiempo diferencia fundamental entre superficies espaciales y espacio-temporales. Con

la métrica inducida definida como el pull-back de la métrica plana del espacio-tiempo

(target space)

hab = ηµν
∂Xµ

∂ξa
∂Xν

∂ξb
, (1.21)
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donde a, b = 1, 2 y µ, ν = 0, . . . , d − 1, entonces podemos escribir la acción (1.10) de

la cuerda relativista en un espacio-tiempo d-dimensional como

SNG = −T
∫

Σ
d2ξ
√
−h, (1.22)

denominada acción de Nambu-Goto, donde h es el determinante de la métrica inducida

en la hoja de mundo h = haahbb − h2
ab. Esta descripción corresponde con la llamada

cuerda bosónica, y la dimensión del target space en la que es consistente es d = 26.

1.2. Cuerdas Bosónicas.

Siguiendo a [23], es posible encontrar una acción clásicamente equivalente a la

de Nambu-Goto, conocida como la acción de Polyakov, introduciendo un nuevo grado

de libertad gαβ(σ, τ)

SP = −T2

∫
Σ
dσdτ

√
−ggαβ(σ, τ)∂αXµ∂βX

νηµν , (1.23)

donde gαβ(σ, τ) es la métrica de la hoja de mundo, y es diferente en principio, a la

inducida. Para ver la equivalencia clásica con la acción de Nambu-Goto, es necesario

realizar variaciones a la acción de Polyakov respecto a la métrica de la hoja de mundo

gab y las ecuaciones de movimiento evidencian la relación entre ambas acciones.

La acción de Polyakov (1.23) describe entonces una teoría de campos bidimensio-

nal acoplada con gravedad en dos dimensiones. También presenta importantes sime-

trías tales como

• Invariancia de Weyl bidimensional.

X ′µ(ξ′) = Xµ(ξ),

g′ab(ξ) = Ω(ξ)gab(ξ), (1.24)

esta simetría es característica de las cuerdas, pero no de objetos extendidos de

dimensión p > 1 conocidos como p-branas.
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• Invariancia frente a transformaciónes de Poincaré D-dimensionales.

X ′µ(ξ) = Λµ
νX

ν(ξ) + aµ,

g′ab(ξ) = gab(ξ), (1.25)

• Invariancia ante reparametrizaciones de coordenadas de la hoja de mundo.

ξ′a = ξ′a(ξ),

X ′µ(ξ′) = Xµ(ξ),

g′ab(ξ′) = ∂ξc

∂ξ′a
∂ξd

∂ξ′b
gcd(ξ), (1.26)

En la cuantización de una teoría de campos es necesario fijar el calibre para

eliminar grados de libertad no físicos. El calibre del cono de luz es conveniente para

obtener el espectro de los estados físicos. Definimos entonces las coordenadas del cono

de luz

X± = 1√
2

(X0 ±X1), (1.27)

y así, los grados de libertad físicos se asocian a las coordenadas transversas Xj, con

j = 2, . . . , D − 1. El producto escalar en las coordenadas del cono de luz viene dado

por

AµBµ = A ·B = −A+B− − A−B+ + AjBj, (1.28)

donde la métrica en este calibre se expresa como

ηµν =



0 −1 0 · · · 0

−1 0 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1


(1.29)

y por lo tanto, notamos que A+ = −A−, A− = −A+ y Aj = Aj. Para hacer la fijación

de calibre asociamos una de las coordenadas a la dirección temporal

X+ = τ, (1.30)
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y su momentum conjugado P+ = −P− es proporcional a la energía de la hoja mundo.

Reescribiendo la acción de Polyakov (1.23) en las coordenadas del cono de luz,

tenemos que α, β = τ, σ y µ, ν = +,−, 2, . . . , d − 1, por lo tanto, podemos escribir el

Lagrangeano de Polyakov como

LP = −1
4πα′

∫ L

0
dσ
{
gσσ(2∂τX− − ∂τXj∂τX

j)− 2gστ (∂σX− − ∂σXj∂τX
j)
}

+ −1
4πα′

∫ L

0
dσ

{
(1− g2

στ )
gσσ

∂σX
j∂σX

j

}
(1.31)

donde α′ = 1
2πT , con T la tensión de la cuerda. Ahora, expandiendo X− como

X−(σ, τ) = x−(τ) + Y −(σ, τ), (1.32)

donde Y −(σ, τ) son las fluctuaciones alrededor del centro de masa x−(τ) definido por

x−(τ) = 1
L

∫ L

0
dσX−(σ, τ), (1.33)

podemos reescribir el lagrangeano de la siguiente manera

LP =
( −L

2πα′
)
gσσ(t)∂tx−(t) + 1

4πα′
∫ L

0
dσ
(
gσσ(t)∂tXj∂tX

j − g−1
σσ (t)∂σXj∂σX

j
)
,(1.34)

y los momentos canónicos conjugados de x−(τ) y Xj(σ, τ) son

p− = −p+ = ∂LP
∂(∂τx−) = −L

2πα′ gσσ, (1.35)

Πj(σ, τ) = ∂L
∂(∂τXj) = p+

L
∂tX

j(σ, t), (1.36)

respectivamente. Es posible construir el Hamiltoniano H de la forma estándar, y a

partir de él obtener las ecuaciones de movimiento para x−, p−, Xj y Πj. En efecto

H = p−∂τx
j(τ) +

∫ L

0
dσΠj(σ, τ)∂τXj(σ, τ)− LP ,

= L

4πα′p+

∫ L

0
dσ
(

2πα′Πj(σ, τ)Πj(σ, τ) + 1
2πα′∂σX

j∂σX
j
)
, (1.37)

expresión que describe bosones libres (d − 2)-dimensionales [26], y las ecuaciones de

movimiento vienen dadas por
∂H

∂p−
= − ∂H

∂p+ = ∂τx
−(τ) = H

p+ , (1.38)

∂H

∂x−
= −∂τp− = ∂τp

+ = 0, (1.39)
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donde encontramos que p+ es una variable conservada, además que x− es lineal y tiene

una dinámica trivial en el tiempo x−(τ) = H

p+ τ + C, respecto a las otras ecuaciones

de movimiento tenemos que

δH
δΠj

= ∂τX
j(σ, τ) = 2πcα′Πj, (1.40)

δH
δXj

= −∂τΠj = − c

2πα′∂
2
σXj, (1.41)

donde c = L

2πα′p+ , y además podemos notar que, los campos Xj(σ, τ), satisfacen una

ecuación de ondas, en efecto

−∂τΠj = −∂τ
( 1

2πcα′∂τX
j
)

= − c

2πα′∂
2
σX

j, (1.42)

=⇒ ∂2
τX

j = c2∂2
σX

j. (1.43)

Luego, la solución general de esta ecuación viene dada por una superposición de

ondas viajeras hacia derecha e izquierda

Xj(σ, τ) = Xj
I (σ+) +Xj

D(σ−), (1.44)

donde hemos usado que σ± = σ ± τ .

Ya hemos mencionado que la cuerda bosónica puede ser cerrada o abierta y la

diferencia radica en las condiciones de frontera que deben satisfacer los extremos de

la cuerda. A continuación revisaremos aspectos fundamentales de cada caso.

1.2.1. Cuerdas cerradas.

Las cuerdas cerradas satisfacen periodicidad sobre los extremos de la cuerda, es

decir

Xj(σ + L, τ) = Xj(σ, τ), (1.45)
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entonces, la forma general de XI y XD viene dada en términos de una serie de Fourier

Xj
I (σ + τ) = xj

2 + pj
2p+ (τ + σ) + i

√
α′

2
∑

m∈Z−{0}

αjm
m
e
−2πim(σ+τ)

L , (1.46)

Xj
D(σ − τ) = xj

2 + pj
2p+ (τ − σ) + i

√
α′

2
∑

m∈Z−{0}

α̃jm
m
e

2πim(σ−τ)
L , (1.47)

donde los coeficientes xj, pj se interpretan como las coordenadas de la posición del

centro de masa y el momentum, respectivamente, y los dos conjuntos de infinitos

coeficientes αjm y α̃jm representan las amplitudes del modo n-ésimo de los osciladores

izquierdos y derechos respectivamente . Para cuantizar, se promueven los campos que

representan los grados de libertad de la hoja de mundo y los osciladores a operadores,

con las siguientes relaciones de conmutación

[
x−, p+

]
= −i,[

xj, pk
]

= iδjk,[
αjm, α

k
n

]
=

[
α̃jm, α̃

k
n

]
= mδjkδm,−n,[

αjm, α̃
k
n

]
= 0. (1.48)

Con ellas podemos escribir el hamiltoniano en términos de los osciladores

H = pjpj
2p+ + 1

α′p+

∑
m>0

[αj−mαjm + α̃j−mα̃
j
m] + E0 + Ẽ0, (1.49)

donde se ha ordenado normalmente los modos de creación y aniquilación, E0 junto

con Ẽ0 corresponden a las constantes de ordenamiento normal, y vienen dadas por

E0 = Ẽ0 = (D − 2)Ej
0, (1.50)

donde la contribución de cada coordenada transversa, j = 1, . . . , D − 2 será

Ej
0 =

∞∑
m=1

m

2 , (1.51)

al comparar esta expresión con la energía del estado fundamental de un oscilador

armónico cuántico, también conocido como estado de vacío o energía del punto cero
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E0 = ~ω
2 , podemos interpretar a Ej

0 como la energía de vacío de los infinitos osciladores

armónicos m = 1, 2, . . . ,∞ de frecuencia m.

Cada estado de oscilación de la cuerda se interpreta como una partícula desde el

punto de vista del espacio-tiempo, cuya masa espacio temporal es igual a

M2 = −p2 = 2p+p− + pjpj, (1.52)

de donde, definiendo N =
∑
m>0

αj−mα
j
m el operador número de osciladores izquierdos, y

análogamente Ñ para los derechos, entonces, se puede ver que la masa espacio-temporal

de las partículas viene dada por

α′M2 = 2(N + Ñ + E0 + Ẽ0), (1.53)

de donde notamos que la masa de las partículas espacio-temporales aumenta con el

número de osciladores.

El Hamiltoniano (1.49), es por construcción, el generador de las traslaciones en τ ,

de hecho, se puede ver que
[
H,Xj

]
= −iẊj. En cuanto al generador de las traslaciones

en σ, tenemos que [24]

Pσ =
∫ L

0
dσΠj ∂X

j

∂σ
= 2π

L
(N − Ñ), (1.54)

tal que
[
Pσ, X

j
]

= −iX ′j. Como la teoría debe ser invariante bajo traslaciones en

σ, encontramos un vínculo importante llamado la ligadura de coincidencia de niveles

(level matching constraint), esto es

N = Ñ , (1.55)

cabe destacar ésta es la única relación entre los osciladores izquierdos y derechos y el

procedimiento de cuantización puede realizarse de manera independiente, puesto que

su evolución es determinada por hamiltonianos también independientes.
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Finalmente, respecto a la energías del punto cero tenemos que la suma (1.51)

diverge, una manera de solventar esta situación es tomar el límite cuando ε→ 0 de la

parte no singular de la función Zeta de Riemann dada por

Z(ε) = 1
2

∞∑
m=1

me−mε, (1.56)

= −1
2
d

dε

∞∑
m=1

e−mε = −1
2
d

dε

( 1
1− e−ε

)
. (1.57)

Expandiendo la función exponencial y reescribiendo obtenemos que

Z(ε) = −1
2

[
− 1
ε2

+ 1
12 +O(ε)

]
, (1.58)

tomando el límite cuando ε→ 0, y despreciando el término infinito, la energía de vacío

para un bosón libre en 2 dimensiones es

Ej
0 = Ẽj

0 = − 1
24 , (1.59)

pero como el índice j caracteriza las coordenadas transversas, para D−2 tenemos que

E0 = Ẽ0 = −(D − 2)
24 , por lo tanto

α′M2 = 2
(
N + Ñ − 2(D − 2)

24

)
. (1.60)

Las partículas más ligeras en el espectro de la cuerda, es decir, los estados con

menos número de osciladores que podemos construir, y que satisfaga la condición de

coincidencia de niveles son

N = Ñ = 0 |k > α′M2 = −(D−2)
6

N = Ñ = 1 αj−1α
k
−1|k > α′M2 = 4

(
1− (D−2)

24

)

donde se puede apreciar que en el estado fundamental de la cuerda bosónica cerrada,

el cuadrado de la masa es negativo, dicha partícula se conoce como un taquión espacio

temporal, señal de inestabilidad de la teoría. Este problema no ocurre al considerar

grados de libertad fermiónicos y supersimetría en la hoja de mundo. El segundo estado
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transforma como un tensor de dos índices asociados a las coordenadas transversas, con

(D − 2)2 componentes independientes, pero para recuperar la invariancia de Lorentz,

oculta en la cuantización del cono de luz, los (D − 2)2 estados deben ser no masivos,

esto implica E0 = 1 y por lo tanto, fija la dimensión del espacio-tiempo en D = 26. La

existencia de modos taquiónicos en una teoría (que representan partículas que violan

causalidad), es la razón por la que se vio que la descripción de las cuerdas bosónicas no

es consistente. Para hacerla consistentes, se introduce una nueva simetría en la teoría

llamada Supersimetría con la cual la teoría se convierte en supersimétrica [27].

1.2.2. Cuerdas abiertas

Como mencionamos anteriormente, las cuerdas bosónicas pueden ser cerradas o

abiertas, la diferencia principal radica en las condiciones de frontera de la hoja de mun-

do, puesto que las cuerdas abiertas, tienen extremos. Las teorías con cuerdas abiertas

necesariamente deben contener cuerdas cerradas, puesto que la principal interacción

entre cuerdas abiertas es que dos extremos se peguen para formar una sola cuerda,

entonces dos cuerdas abiertas pueden pegarse para formar una cerrada ó una abierta,

al revés no es cierto, las teorías de cuerdas cerradas interaccionan formando cuerdas

cerradas.

El hecho que las cuerdas abiertas estén acopladas a las cerradas, implica que

la estructura local de la hoja de mundo para cuerdas abiertas es la misma que para

cuerdas cerradas, razón por la que la dinámica local bidimensional de la hoja de mundo

es idéntica en ambos casos, con diferentes condiciones de contorno para los campos

bidimensionales.

Estudiaremos entonces una cuerda abierta, cuya dinámica de la hoja de mundo

es descrita por 26 campos bosónicos bidimensionales Xµ(σ, τ) y una métrica en 2

dimensiones gab(σ, τ), con la acción de Polyakov (1.23). El calibre del cono de luz para
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esta teoría en 2d se fija de igual manera que para las cuerdas cerradas como ha sido

expuesto previamente.

Para encontrar las condiciones de frontera que se deben imponer en los extre-

mos, σ = 0, L, hacemos variaciones a la acción de Polyakov respecto de los campos

bosónicos, entonces

δSp = −1
2πα′

∫ ∞
−∞

dτ(gσβδXµ∂βXµ)|σ=L
σ=0 + 1

2πα′
∫

Σ
d2ξδXµ∂α(gαβ∂βXµ), (1.61)

por lo tanto, si no hay vínculos sobre δXµ, con µ = +,−, j, obtenemos las ecuaciones de

movimiento para los campos bosónicos correspondientes al sector de cuerdas cerradas,

en consecuencia, anulando el primer término

gσβ∂βX
µ(σ, τ)|σ=L

σ=0 = 0, (1.62)

pero como α, β = σ, τ , y para X+ = τ

gστ = 0, en σ = 0, L, (1.63)

entonces, para las coordenadas transversas tenemos que

gσσ∂σX
j(σ, τ)|σ=L

σ=0 = 0, (1.64)

como no podemos pedir que gσσ = 0 en σ = 0, L, imponemos

∂σX
j|σ=0,L = 0, (1.65)

que son condiciones de Neumann para los extremos de la cuerda, a este tipo de cuerdas

abiertas se les denomina Neumann-Neumann (NN), porque ambos extremos σ = 0 y

σ = L satisfacen dicha condición.

El lagrangeano en el calibre del cono luz es el mismo que obtuvimos para cuerdas

cerradas y a partir de él podemos obtener el mismo hamiltoniano anterior (1.49). A

partir de esta expresión, mediante las ecuaciones de Hamilton obtenemos la ecuaciones

de movimiento para los campos transversos y los campos bidimensionales satisfacen
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la ecuación de onda (1.43), por lo tanto, la solución más general vendrá dada por una

superposición de ondas viajeras moviéndose a derecha e izquierda, y la expansión de

osciladores viene dada por

Xj
I (σ + τ) = xj

2 + pj
2p+ (τ + σ) + i

√
α′

2
∑
ν

αjν
ν
e
−πiν(σ+τ)

L , (1.66)

Xj
D(σ − τ) = xj

2 + pi
2p+ (τ − σ) + i

√
α′

2
∑
ν

α̃jν
ν
e
πiν(σ−τ)

L , (1.67)

con las siguientes condiciones de contorno

∂σX
j
I + ∂σX

j
D = 0, para σ = 0, L, (1.68)

entonces

∂σX
j
I + ∂σX

j
D = i

√
α′

2
iπ

L

∑
ν

[
− αjνe

−iπν(σ+τ)
L + α̃jνe

iπν(σ−τ)
L

]
= 0, (1.69)

al imponer la condición en σ = 0 obtenemos que

αjν = α̃jν , (1.70)

notamos que, como esta expresión relaciona los osciladores derechos con los izquierdos,

no son independientes, ésto permite afirmar que el espacio de Hilbert para una cuerda

abierta es exactamente igual a uno de los lados de la cuerda cerrada.

Imponiendo la condición de frontera para σ = l obtenemos que

αjνsin(πν) = 0, (1.71)

que implica ν ∈ Z. Entonces, si reescribimos el Hamiltoniano en término de los osci-

ladores tenemos que

H = pjpj
2p+ + 1

2α′p+

[ ∑
m>0

αj−mα
j
m

]
+ E0, (1.72)

con E0 = −1, este hamiltoniano es exactamente igual al del sector izquierdo para

cuerdas bosónicas cerradas, salvo un factor de 2 que proviene de la expansión de

osciladores.
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El espectro se obtiene de forma análoga al sector izquierdo de la cuerda cerrada,

cuyo operador de masa espacio-temporal viene dada por

α′M2 = NB − 1, (1.73)

con NB =
∑
m>0

αj−mα
j
m. Definiendo el vacío por αjm|0 >= 0 para m > 0, construimos el

espacio de Hilbert aplicando operadores de creación sobre él. Los modos más ligeros

son

Estado α′m2 SO(24)

|0 >0 −1 1

αj−1|0 >0 0 24

donde recordemos que el índice j = 1, . . . , 24 está asociado a las coordenadas trans-

versas y SO(24) es el grupo de Lorentz en el calibre del cono de luz.

Notamos que el sector cuerda abierta también contiene taquiones. Para describir

el espectro completo de las cuerdas bosónicas, debemos considerar la contribución de

ambos sectores, tanto el abierto como el cerrado.

Pese a ser la teoría bosónica, como ya hemos mencionado, poco útil desde el

punto de vista fenomenológico y la versión más simple de teoría de cuerdas, las mismas

estrategias y técnicas utilizadas en esta teoría, en conjunto con algunas adicionales,

son necesarias para hacer un análisis de una teoría más realista (pero hasta el día de

hoy no verificada experimentalmente), la teoría de supercuerdas.

1.2.3. Compactificación circular de cuerdas bosónicas cerra-
das.

Sabemos que la consistencia de la teoría de cuerdas bosónicas requiere que la

dimensión del espacio-tiempo sea D = 26, en particular, se está considerando un
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espacio tiempo tipo MinkowskiM26. Al compactificar circularmente una dimensión, se

va a obtener la acción de la hoja de mundo para una cuerda propagándose enM25×S1.

La cuantización del cono de luz conduce un hamiltoniano (1.49) del mismo tipo

que en la teoría sin compactificar, esto es

H = L

4πα′p+

∫ L

0
[2πα′ΠiΠi + 1

2πα′∂σX
i∂σX

i], (1.74)

con i = j, 25. Al considerar las condiciones de frontera que satisfacen los campos

bidimensionales, notamos que para las dimensiones no compactificadas tenemos

Xj(σ + L, τ) = Xj(σ, τ) (1.75)

con j = 1, . . . , 24, mientras que, X25 parametriza una circunferencia de radio R, esto

quiere decir que, como X25 representa el mismo punto que X25 + 2πR, entonces

X25(σ + L, τ) = X25(σ, τ) + 2πRn, (1.76)

donde n ∈ Z es llamado el número de enrollamiento (winding) y representa el número

de veces que se enrolla el campo en la dirección compactificada.

Al imponer esta condición a la solución general de la ecuación de ondas encontra-

mos que

X25(σ, τ) = x25 + p25

p+ τ + 2πRn
L

σ + i

√
α′

2
∑

m∈Z−0

[
αjm
m
e
−2πim(σ+τ)

L + α̃jm
m
e

2πim(σ−τ)
L

]
,(1.77)

donde el momentum está cuantizado a lo largo de la dirección compactificada, p25 = k
R

con k ∈ Z. Además, como X25(σ, τ) = X25
I (σ, τ) +X25

D (σ, τ) entonces

X25
I (σ, τ) = x25

2 + pL
2p+ (τ + σ) + i

√
α′

2
∑

m∈Z−0

αjm
m
e
−2πim(σ+τ)

L , (1.78)

X25
D (σ, τ) = x25

2 + pD
2p+ (τ − σ) + i

√
α′

2
∑

m∈Z−0

α̃jm
m
e

2πim(σ−τ)
L , (1.79)

con

pI = k

R
+ nR

α′
, (1.80)

pR = k

R
− nR

α′
. (1.81)
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El hamiltoniano será el mismo que en el caso no compacto más los términos de enro-

llamiento y KK

H =
25∑
j=2

p2
j

2p+ + (k/R)2

2p+ + R2n2

2α′2p+ + 1
α′p+ (N + Ñ − 2), (1.82)

y la condición de coincidencia de niveles (level matching constraint) viene dada por

P =
∫ L

0
dσ
[
Πj∂σX

j + Π25∂σX
25
]

= 2π
L

(N − Ñ + kn) = 0, (1.83)

se puede notar que, haciendo n, k = 0, recuperamos la condición de coincidencia de

niveles para cuerdas bosónicas cerradas sin compactificar.

Cada estado de oscilación corresponde a una partícula en el espacio-tiempo de 25

dimensiones, la masa del estado correspondiente viene dada por

M2
25d = 2p+H −

24∑
j=2

p2
j = k2

R2 + R2

α′2
n2 + 2

α′
(N + Ñ − 2). (1.84)

Si separamos el Hamiltoniano y la masa espacio temporal en sectores derechos e iz-

quierdos tenemos que H = HI +HD y M2
25 = M2

I +M2
D donde

HI = 1
4p+

[ 24∑
j=1

p2
j + p2

I

]
+ 1
α′p+ (N + E0), (1.85)

HD = 1
4p+

[ 24∑
j=1

p2
j + p2

D

]
+ 1
α′p+ (Ñ + Ẽ0), (1.86)

y

M2
I = p2

I

2 + 2
α′

(N − 1), (1.87)

M2
D = p2

D

2 + 2
α′

(Ñ − 1), (1.88)

notamos que, podemos realizar la cuantización para las coordenadas izquierdas y de-

rechas independientemente, y finalmente combinarlas de manera tal que satisfaga la

condición de coincidencia de niveles dada por

M2
I = M2

D. (1.89)
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1.3. Cuerdas supersimétricas.

En esta sección realizamos una revisión bibliográfica de la teoría de cuerdas

supersimétricas siguiendo a [23],[26],[27], [28].

Para obtener una teoría de cuerdas con posibilidades de describir el universo

y unificar las particulas fundamentales, es necesario que la teoría sea consistente.

Para ello es preciso eliminar inestabilidades de la teoría. En ([29, 30]), los autores

descubrieron que introduciendo la supersimetría en la teoría se conseguía este objetivo.

Hacer la teoría supersimétrica preserva la invarianza D-dimensional de Poincaré, y es

agregar campos fermiónicos bidimensionales ψµ(σ, τ), compañeros supersimétricos de

los campos bosónicosXµ(σ, τ) Las teorías de supercuerdas son teorías de cuerdas cuyos

espectro no masivos contiene fermiones en el espacio-tiempo.

Existen cinco teorías de supercuerdas que son supersimétricas en el espacio-

tiempo, éstas son las supercuerdas tipo IIA, tipo IIB, las heteróticas E8×E8 y SO(32),

todas consideran supercuerdas cerradas y orientables, y la de tipo I que es una teoría

de cuerdas abiertas no orientables.

Una particularidad de las teorías de cuerdas es que ellas fijan la dimensión del

espacio-tiempo donde se encuentran. Por ejemplo, hemos visto que para las cuerdas

bosónicas dicha dimensión debe ser 26, mientras que para la consistencia de las su-

percuerdas deben existir 10 dimensiones. Entonces tiene sentido preguntarse cómo

comparar con la física en 4 dimensiones (3 espaciales y 1 temporal) a la que estamos

acostumbrados. Una posibilidad es mediante la compactificación de las 6 dimensiones

restante, formando variedades compactas en volúmenes muy pequeños.

Para fijar los grados de libertad físicos de la teoría se utiliza nuevamente el calibre

del cono de luz, que además es conveniente para obtener el espectro. En este calibre

los campos físicos están asociados a las coordenadas transversas, por lo tanto
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Sector Bosónico Fermiónico

Campos Físicos Xj(σ, τ) ψj(σ, τ)

Cuerdas cerradas Xj
I (σ, τ),Xj

D(σ, τ) ψjI(σ, τ),ψjD(σ, τ)

donde j = 2, . . . , 9. Entonces, en las teorías de supercuerdas cerradas podemos realizar

la cuantización independientemente para los grados de libertad derechos e izquierdos

[23].

Análogo al estudio del sector bosónico, estudiaremos primero las supercuerdas

cerradas en un espacio de Minowski D-dimensional, entonces, los campos bosónicos

bidimensionales deben ser periódicos en L

Xj
I (σ + τ + L) = Xj

I (σ + τ), (1.90)

al imponer esta condición a la solución más general de la ecuación de onda, obtenemos

la siguiente expansión de osciladores

Xj
I (σ + τ) = xj

2 + pj

2p+ (τ + σ) + i

√
α′

2
∑

m∈Z−{0}

αim
m
e
−2πim(σ+τ)

L , (1.91)

donde las coordenadas del centro de masa y los modos de oscilación satisfacen las

siguientes relaciones de conmutación

[
xj, pk

]
= iδjk,[

αjm, α
k
n

]
= mδjkδn,−m, (1.92)

y el hamiltoniano, con la energía del punto cero para los grados de libertad izquierdos

del sector bosónico vienen dados por

HB =
∑
i pjpj
4p+ + 1

α′p+

[ ∑
m>0

αj−mα
j
m + EB

0

]
, (1.93)

con la energía del punto cero dada por

EB
0 = −D − 2

24 , (1.94)
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donde se ordenaron normalmente los operadores de creación y aniquilación, y se uti-

lizó un método de regularización análogo al caso de cuerdas cerradas bosónicas para

encontrar la energía del punto cero [23].

Los fermiones, en la teoría de campos de la hoja de mundo bidimensional, como

en cualquier teoría cuántica de campos, satisfacen que los observables son expresiones

que van como el producto de dos campos fermiónicos, y por lo tanto las condiciones

de frontera pueden ser periódicas o antiperiódicas.

Neveu-Schwarz NS ψjI(σ + τ + L) = −ψjI(σ + τ)

Ramond R ψjI(σ + τ + L) = ψjI(σ + τ)

Estos pueden ser escogidos independientemente para los sectores derecho e iz-

quierdo, por lo tanto tenemos cuatro tipos diferentes de supercuerdas cerradas: NS-NS,

NS-R, R-NS, R-R.

1.3.1. Sector NS

Para condiciones de frontera antiperiódicas, el modo del oscilador debe ser semi-

entero y satisface la siguiente expansión de osciladores

ψjI(σ + t) = i

√
α′

2
∑
s∈Z

ψj
s+ 1

2
e
−2πi(s+1/2)(σ+t)

L , (1.95)

donde notamos que no hay modo cero en la expansión. Los osciladores satisfacen las

siguientes relaciones de anticonmutación

{ψjr+1/2, ψ
k
s+1/2} = δjkδr+1/2,−(s+1/2), (1.96)

y determinando los momentos canónicos conjugados, podemos encontrar el hamilto-

niano para los grados de libertad fermiónicos

HF,NS = 1
α′p+

[ ∞∑
s=0

(
s+ 1

2

)
ψj−s− 1

2
ψj
s+ 1

2
+ EF,NS

0

]
, (1.97)
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donde la energía de vacío para los osciladores viene dado por

EF,NS
0 = −1

2

∞∑
m=0

(
m+ 1

2

)
, (1.98)

y la evaluaremos mediante la regularización exponencial, usando la función Zeta para

un valor general de β > 0

Zβ = 1
2

∞∑
m=0

(m+ β), (1.99)

como la parte finita del límite cuando ε→ 0 de

Zβ(ε) = 1
2

∞∑
m=0

(m+ β)exp{−(m+ β)ε},

= −1
2

∂

∂ε

∞∑
m=0

exp{−(m+ β)ε} = −1
2

∂

∂ε

(
e−βε

1− e−ε
)

(1.100)

desarrollando y despreciando el término infinito encontramos que

EF,NS
0 = −(D − 2)

48 . (1.101)

El Hamiltoniano total, para la teoría en el sector Neveu-Schwarz es

HI =
∑
i pjpj
4p+ + 1

α′p+

[ ∑
m>0

αj−mα
j
m +

∞∑
s=0

(
s+ 1

2

)
ψj−s−1/2ψ

j
s+1/2 −

(D − 2)
16

]
,(1.102)

en donde se han sumado las energías de vacío de cada sector. La contribución del

sector izquierdo a la masa espacio-temporal es

α′m2
I

2 =
∑
m>0

αj−mα
j
m +

∞∑
s=0

(
s+ 1

2

)
ψj−s− 1

2
ψj
s+ 1

2
− (D − 2)

16 . (1.103)

1.3.2. Sector R

Condiciones de frontera periódicas requieren modos enteros para los osciladores

fermiónicos, por lo tanto tenemos la siguiente expansión de osciladores

ψjI(σ + t) = i

√
α′

2
∑
s∈Z

ψjse
−2πi(s)(σ+t)

L , (1.104)
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donde, a diferencia del sector Neveu-Schwarz, notamos la existencia del modo cero en

la expansión. Los osciladores satisfacen las siguientes relaciones de anticonmutación

{ψjm, ψkn} = δjkδn,−m, (1.105)

y determinando los momentos canónicos conjugados, podemos encontrar el hamilto-

niano para los grados de libertad fermiónicos

HF,R = 1
α′p+

[ ∞∑
s=1

sψj−sψ
j
s + EF,R

0

]
, (1.106)

donde el punto de energía cero para los osciladores viene dado por

EF,R
0 = −(D − 2)

2

∞∑
s=1

s, (1.107)

donde el término infinito se puede regularizar igual que en el caso bosónico y en con-

secuencia, obtenemos para D = 10 que EF,R
0 = (−8)(−1

24 ) = 1
3 . Entonces, comparando

con 1.94 notamos que las contribuciones a la energía del punto cero del sector bosó-

nico y fermiónico se anulan, y el Hamiltoniano total, para la teoría en 2d en el sector

Ramond es

HI =
∑
j pjpj
4p+ + 1

α′p+

[ ∑
m>0

αj−mα
j
m +

∞∑
s=1

sψj−sψ
j
s

]
, (1.108)

y la contribución a la masa espacio-temporal del sector izquierdo es

α′m2
L

2 =
∑
m>0

αj−mα
j
m +

∞∑
s=0

sψj−sψ
j
s, (1.109)

La teoría de supercuerdas cumple que cuando se consideran los distintos sectores,

la teoría no contiene taquiones en su espectro y es por lo tanto, consistente físicamente.

En efecto, para formar estados físicos correspondientes a partículas en el espacio-

tiempo se deben combinar estados derechos e izquierdos, cada uno en sector NS o R,

de manera tal que obedezcan m2
I = m2

D.
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1.3.3. Compactificación circular de supercuerdas tipo II.

Consideraremos teorías de supercuerdas de tipo IIA y IIB compactificadas en un

espacio M9× S1. Los efectos de la compactificación, en analogía con el caso bosónico,

consisten en la posibilidad de que existan condiciones de contorno con número de

enrollamiento distinto de cero para los campos bosónicos en la dirección compactificada

X9(σ + L, t) = X9(σ, t) + 2πRn, (1.110)

X i(σ + L, t) = Xj(σ, t), (1.111)

con j = 2, . . . , 9 los índices asociados a las coordenadas transversas, y condiciones de

periodicidad característica de las cuerdas cerradas en las direcciones no compactas.

Además el momentum a lo largo de la dirección compactificada, x9 está cuantizado

p9 = k

R
, (1.112)

pj = 0, (1.113)

y la expansión de modos viene dada por

XI(σ + t) = x9
0

2 + pI,9
2p+ (t+ σ) + 1

α′p+NB, (1.114)

XD(σ − t) = x9
0

2 + pD,9
2p+ (t− σ) + 1

α′p+ N̄B, (1.115)

con

pI = k
R

+ nR
α′

; pD = k
R
− nR

α′
.

El operador de masa espacio-temporal queda expresado en términos de los operadores

derechos e izquierdos como

M2
I = p2

I

2 + 2
α′

(NB +NF + E0), (1.116)

M2
D = p2

D

2 + 2
α′

(N̄B + N̄F + Ē0), (1.117)

donde notamos que, para un radio genérico R, los únicos estados no masivos corres-

ponden al sector con k, n = 0, y son los modos cero de la reducción KK de la teoría

efectiva de modos no masivos en 10 dimensiones sin enrollamiento.
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CAPÍTULO 2

T-DUALIDAD EN TEORÍAS DE CUERDAS

A continuación haremos una revisión de la T-dualidad [9] en teorías de cuerdas.

Una dualidad es un mapa invertible entre dos teorías que preserva las interacciones,

amplitudes y simetrías. Si una teoría es dual a otra, se puede interpretar como si ambas

fuesen físicamente equivalentes [31]. Este concepto se encuentra presente en otras áreas

de la física pues permite establecer una comparación y en consecuencia una relación,

como por ejemplo la dualidad onda partícula y la dualidad electromagnética. Respecto

a esta última, sabemos que las ecuaciones de Maxwell en el vacío son invariantes

bajo transformaciones de Lorentz, pero además si hago la siguiente transformación

( ~E, ~B) ⇒ ( ~B,− ~E) conocida como la dualidad electromagnética, las ecuaciones de

Maxwell también permanecen invariantes.

La T-dualidad (toroidal duality), cumple un papel relevante en la teoría de super-

cuerdas, donde junto con la S-dualidad (strong-weak duality), relacionan las 5 teorías

de supercuerdas entre sí. Actúa sobre los bosones y fermiones de la hoja de mundo

de manera no trivial, transformándolos en su correspondiente T-dual, y se puede ver

que el T-dual de una teoría de cuerdas tipo IIB compactificada en un círculo de radio
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Figura 2.1: Dualidades entre teorías de Supercuerdas [32].

R corresponde a una teoría IIA compactificada en un círculo de radio R′ = α′

R
, vin-

culando 2 de las 5 teorías de cuerdas, también la T-dualidad relaciona las heteróticas

E8 × E8 con las SO(32), y estas últimas, están relacionadas con las tipo I mediante

una transformación de S-dualidad, es decir, partículas débilmente interactuantes en

la teoría tipo I, pueden ser vistas como la descripción de partículas que interactúan

fuertemente en la teoría heterótica.

La T-dualidad requiere que la teoría de cuerdas esté compactificada. Al considerar

la compactificación circular de una dimensión en la teoría de supercuerdas, la hoja de

mundo de la cuerda se propaga en un espacio-tiempo M9 × S1, y la cuerda puede

enrollarse un determinado número de veces alrededor de la dirección compactificada.

A este número se le conoce como el número de enrollamiento. Además se encuentra

que el momentum, a lo largo de esta dirección está cuantizado. [33].

En este sencillo ejemplo, la T-dualidad permite relacionar una teoría de cuerdas

compactificada en una circunferencia de radio R con una de radio R′ = α′

R
identificando

las cargas de KK con los modos de enrollamiento, haciendo imposible diferenciar el

espectro y la física de una y otra.

Estudiaremos a continuación la T-dualidad en el caso más simple posible, la com-

pactificación circular de cuerdas bosónicas y supercuerdas.
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2.1. T-dualidad en teoría de cuerdas bosónicas cerradas

La existencia de los estados de enrollamiento en teoría de cuerdas conduce a un

resultado sorprendente: el operador de masa asociado a la dirección compactificada

(1.84) es invariante bajo una transformación de T-dualidad

R→ α′

R
; k ↔ n, (2.1)

en consecuecuencia el espectro completo de la teoría para un radio R es el mismo

que para un radio α′

R
intercambiando k por n, es decir, un observador en 25d que

mide el espectro de estados, es incapaz de distinguir si proviene de una teoría de

cuerdas compactificada en un círculo de radio R o α′

R
, intercambiando los modos de

enrollamiento con los de KK. Ambas teorías son descritas por la misma teoría de la hoja

de mundo y difieren en la geometría espacio temporal. Es conveniente describir la teoría

de la hoja de mundo mediante dos conjuntos de campos bosónicos bidimensionales

Xj
I (σ + τ) y Xj

D(σ − τ), con los que se pueden construir las coordenadas del espacio-

tiempo de dos maneras distintas

Xj(σ, τ) = Xj
I (σ + τ) +Xj

D(σ − τ), (2.2)

X25(σ, τ) = X25
I (σ + τ) +X25

D (σ − τ), (2.3)

y

Xj(σ, τ) = Xj
I (σ + τ) +Xj

D(σ − τ), (2.4)

X25(σ, τ) = X25
I (σ + τ)−X25

D (σ − τ), (2.5)

donde j = 2, . . . , 24, también

p25
I → p25

I ; p25
D → −p25

D , (2.6)

que es la transformación de T-dualidad. Aunque este es el caso más simple de com-

pactificación, notamos la importancia de la hoja de mundo en las teorías de cuerdas,

aspecto que será igual de relevante en compactificaciones más complejas.
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2.2. T-dualidad en supercuerdas tipo II

En las teorías de supercuerdas, la T-dualidad actúa sobre los campos bosónicos

Xj(σ, t) = Xj
I (σ + t) +Xj

D(σ − t) con j = 2, . . . , 8

X9(σ, t) = X9
I (σ + t)±X9

D(σ − t), (2.7)

y de forma análoga para los campos fermiónicos [34]

ψj(σ, t) = ψjI(σ + t) + ψjD(σ − t) con j = 2, . . . , 8

ψ9(σ, t) = ψ9
I (σ + t)± ψ9

D(σ − t). (2.8)

El proceso de reducción dimensional de KK a 9 dimensiones manteniendo el modo

cero, se reduce a realizar la descomposición de las representaciones del grupo SO(8)

en 10 dimensiones en representaciones de SO(7) en 9. En el sector izquierdo tenemos

Sector Estado SO(8) SO(7)

NS ψj−1/2|0 > 8V 7 + 1

R (1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2) 8S 8

8C 8

entonces, para considerar ambos sectores (izquierdo y derecho), se realiza el producto

tensorial entre las representaciones y se descompone en representaciones de SO(7), o

viceversa.

Para una teoría de tipo IIB, los campos no masivos en 10 dimensiones son la

métrica G, la 2-forma B, el dilatón φ, un gravitino ψµα,un campo de espín 1/2 ψα, el

axión escalar a, una 2-forma B̃ y una 4-forma autodual A+
4 . Mientras que para una

teoría de tipo IIA, los campos no masivos en 10 dimensiones son la métrica G, la

2-forma B y el dilatón φ, dos gravitinos ψµα,ψµα̇ y dos campos de espín 1/2 ψα,ψα̇,

una 1-forma A1 y una 3-forma C3 [26].
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2.3. T-dualidad en cuerdas abiertas

Hemos mencionado que las teorías de cuerdas abiertas contienen a las cerradas,

pero no hemos considerado la T-dualidad en cuerdas abiertas. Sabemos que para una

cuerda abierta

σ ∈ [0, π], (2.9)

con σ = cte en los bordes. Si consideramos una cuerda abierta propagándose en un

espacio-tiempo donde hay direcciones compactificadas

∂σX
µ|(0,π) = 0, (2.10)

con Xµ = (Xr, Xj) y el índice r = 0, . . . , p está asociado a las direcciones compactifi-

cadas. Los extremos de la cuerda satisfacen condiciones de Neumannn (1.65), y en las

direcciones transversas las coordenadas satisfacen condiciones de Dirichlet

∂τX
j|σ=cte = 0 con j = p+ 1, . . . , 9 (2.11)

la T-dualidad en teoría de cuerdas supersimétricas abiertas, hace que las condiciones

de frontera que satisfacen los extremos cambian de condiciones de Neumann a Dirichlet

en las direcciones compactas, en efecto

∂σX
9|0,π =

(
∂σX

9
L + ∂σX

9
R

)
|0,π = 0, (2.12)

pero

∂σXL = ∂τXL ; ∂σXR = −∂tXR, (2.13)

entonces

∂τX
9
L − ∂τX9

R = ∂τ (X9
L −X9

R) = ∂τX̄
9|(0,π) = 0, (2.14)

y por lo tanto, los extremos de la cuerda se encuentran fijos en unos objetos (p + 1)

dimensionales llamados branas de Dirichlet o D-branas, donde p es el número de direc-

ciones no compactas. La T-dualidad en teoría de cuerdas abiertas implica la existencia
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de estos hiperplanos dinámicos y una relación de T-dualidad entre cuerdas abiertas

implica una relación de T-dualidad entre branas que debe ser considerada.

En general, en teorías de supercuerdas IIA, la T-dualidad establece un mapa entre

las Dp-branas pares D0, D2, D4, D6, D8 y las D-branas impares D−1, D1, D3, D5, D7 de

la teoría de cuerdas IIB. Además, los campos en ambas teorías se relacionan mediante

T-dualidad como se muestra a continuación

IIA T IIB

Gµν , Bµν ↔ Bµν , Gµν

A9, Aµ ↔ a, B̃9µ

C9µν , Cµνρ ↔ B̃µν , A9µνρ

En consecuencia notamos que la T-dualidad forja un fuerte vínculo entre las teo-

rías de supercuerdas de tipo IIA y IIB, permitiendo entender ambas como límites de

una misma teoría.

2.4. T-dualidad y S-dualidad.

La S-dualidad [8] es una transformación que relaciona los regímenes de acoplo

fuerte y débil, es decir, la física en una teoría con constante de acoplamiento fuerte

es la misma que en una teoría S-dual con constante de acomplamiento débil. Esta

dualidad es fundamental en teorías de cuerdas, pero también a nivel de teorías de

calibre. Para una teoría de calibre abeliana en cuatro dimensiones, con constante de

acoplamiento g, tenemos que, permanecerá invariante ante transformaciones de tipo

g → 1
g

+


~E → ~B

~B → − ~E
(2.15)
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En [8] se encuentra la extensión de esta dualidad a teorías de cuerdas, donde las

transformaciones vienen dadas por

gst →
1
gst

+

 B2 → C2

C2 → −B2

(2.16)

donde B2 son las componentes de una 2-forma de tipo NS-NS y C2 las de una de tipo

RR, los cuales podemos interpretar como tensores generalizados de Maxwell (índices

antisimétricos).

Notamos en ambos casos que, si la constante de acomplamiento es fuerte (débil),

en la teoría S-dual será débil (fuerte).

Ya vimos que existe una teoría en 11 dimensiones conocida como teoría M, a par-

tir de la cual es posible producir las teorías de supercuerdas de tipo IIA y heteróticas

SO(32) mediante una reducción dimensional, a través de un S1 y S
1

Z2
respectivamente.

Podemos obtener los otros tipos de cuerdas mediante dualidades S y dualidades T. Por

lo tanto, los 5 tipos de supercuerdas son diferentes límites de una teoría en 11 dimen-

siones llamada la teoría M, cuya teoría efectiva es la única y maximal supergravedad

en 11 dimensiones [13],[32]. Entonces las acciones de la teoría M bien definidas, deben

contener a las dualidades S y T como simetrías de la teoría [7],[35].
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CAPÍTULO 3

SUPERGRAVEDAD.

En este capítulo se estudian nociones básicas de la teoría de supergravedad to-

mando como referencia [32],[36], [37],[38],[39],[40] Y [41], haciendo énfasis en la familia

de supergravedades existentes en 9 y 10 dimensiones, así como la única supergravedad

maximal en 11 dimensiones.

La supergravedad es una teoría de gravedad que posee a supersimetría como una

simetría local y considera tanto a la fuerza gravitatoria como a las otras fuerzas funda-

mentales. Fue propuesta inicialmente como una teoría de campos supersimétrica para

la gravedad y se puede formular de forma consistente en diversas dimensiones, siendo

11 el máximo número de dimensiones posibles para formular una teoría supersimétrica

consistente [36]. Ésta teoría contiene un campo de espín 2 (gravitón) y a su respec-

tivo compañero supersimétrico de espín 3
2 (gravitino) [37], y un campo de calibre de

3-formas de componentes CMNP .

A nivel efectivo, cada una de las teorías de supercuerdas describe una teoría de

supergravedad asociada. En el sector bosónico de teorías de supercuerdas de tipo II ,

el espectro no masivo consiste en el tensor métrico gij, la 2-forma de Kalb-Ramond bij
y el dilatón φ que son los campos bosónicos de la supergravedad en 10 dimensiones.
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Figura 3.1: Supergravedades de tipo II en 9 y 10 dimensiones [38]

En 10 dimensiones, para N = 2, se tienen dos supergravedades maximales, asocia-

das con el límite a bajas energías de las teorías de cuerdas de tipo IIA y IIB. Además

de las supergravedades maximales, existen sus deformaciones en D < 11 de tipo ma-

siva o calibrada. La supergravedad de tipo IIA tiene dos deformaciones masivas en 10

dimensiones: la supergravedad masiva de Romans, y una supergravedad masiva cali-

brada (HLW) [39]. Esta última puede ser obtenida, al igual que la de tipo IIA, a partir

de una única supergravedad en 11 dimensiones mediante reducciones dimensionales de

tipo Scherk-Schwarz. En nueve dimensiones, las reducciones dimensionales de Kaluza

Klein (KK) y de Scherk-Schwarz (SS) producen supergravedades de tipo maximales y

calibradas respectivamente.

En la teoría de supercuerdas, los estados presentes en el espectro bosónico no

masivo de las cuerdas, aparecen al considerar supercuerdas cerradas en el sector NS-

NS. En este sector, la acción de supergravedad asociada toma la forma [45]

S =
∫
dDx
√
ge−2φ

(
R + 45i φ5i φ− 1

12H
ijkHijk

)
, (3.1)

donde D es la dimensión del espacio-tiempo, R es el escalar de Ricci y Hijk = 3∂[ibjk]
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son las componentes de una 3-forma, tensor de fuerza también de la 2-forma de Kalb-

Ramond bij que satisface la identidad de Bianchi ∂[iHijk] = 0. Las ecuaciones de

movimiento asociadas obtenidas mediante un principio variacional son

Rij −
1
4H

mn
i Hjmn + 25i5jφ = 0, (3.2)

5mHmij − 2(5mφ)Hmij = 0, (3.3)

R + 4(5i5i φ−5iφ5i φ)− 1
12HijkH

ijk = 0, (3.4)

Se puede ver que la acción bosónica (3.1) es invariante ante transformaciones locales

como difeomorfismos

δgij = Lλgij = λk∂kgij + gkj∂iλ
k + gik∂iλ

k, (3.5)

δbij = Lλbij = λk∂kbij + bkj∂iλ
k + bik∂iλ

k, (3.6)

δφ = Lλφ = λk∂kφ, (3.7)

y transformaciones de calibre de la 2-forma de Kalb-Rammond

δbij = ∂iλ̃j + ∂jλ̃i, (3.8)

Para dimensiones iguales o menores a 9, las supergravedades maximales son úni-

cas y pueden ser obtenidas mediante reducciones dimensionales de tipo KK de su-

pergravedades en dimensiones mayores. Las supergravedades de tipo IIA y IIB en 10

dimensiones se reducen vía KK a la supergravedad maximal en 9 dimensiones, sin em-

bargo mediante reducciones KK de las supergravedades masivas o SS de las calibradas

en 10 dimensiones se obtienen cuatro deformaciones masivas de tipo IIA y otras 4 de

tipo IIB en 9 dimensiones [40, 41].

Hasta el momento hemos hablado de la T-dualidad en el contexto de teorías de

cuerdas que se propagan en un espacio tiempo compactificado circularmente, es posible

generalizar estas ideas para entornos (backgrounds) más generales con una métrica gij
y una 2-forma bij, siempre y cuando exista una isometría en una dirección k. La teoría
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de supergravedad transforma bajo la acción de T-dualidad mediante

g̃kk →
1
gkk

, g̃ki → −
bki
gkk

, g̃ij → gij −
gkigkj − bkibkj

gkk
, (3.9)

b̃ki → −
gki
gkk

, b̃ij →
gkibkj − bkigkj

gkk
, (3.10)

transformaciones conocidas como las reglas de Buscher, donde la tilde denota

los campos en el espacio dual y vinculan la métrica y la 2-forma duales con las de

la teoría original. Esta transformación sirve para relacionar las distintas teorías de

supergravedad de manera análoga a como ocurre en las teorías de supercuerdas.
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TEORÍA DE CAMPO DOBLE

En este capítulo se revisará la bibliografía concerniente a una teoría invariante

bajo T-dualidad como la Teoría de Campo Doble [42], [43],[44], siguiendo a [22, 45,

46, 47, 48, 49, 50], así como [52, 53, 54] para la descripción global.

La teoría de campo doble es una reformulación de la supergravedad construida

de manera tal que incorpora la T-dualidad y hace explícito el grupo asociado a ella

en la teoría [22, 46, 47, 45]. Hasta el momento, su desarrollo ha sido centrado en el

sector bosónico de la teoría como una primera apróximacion pues es el más simple para

entender este problema. En este trabajo nos restringimos a dicho sector. Para poder

introducir la T-dualidad en una teoría de campos, se duplican las coordenadas del

espacio compacto, de manera que los campos dependan de ellas, y así poder modelar

los efectos del enrollamiento.

4.1. Sobre el grupo de simetría asociado a la T-dualidad

Consideremos primero una teoría de cuerdas en D dimensiones con n direcciones

compactificadas toroidalmente. La variedad del espacio-tiempo puede ser considerada
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4.1. Grupo de simetría T-dualidad Capítulo 4: Teoría de Campo Doble

como R1,d−1 × T n, donde D = n + d y D = 10, 26 para la teoría supersimétrica y

bosónica respectivamente. La acción de la cuerda viene dada por

S = − 1
4π

∫ 2π

0
dσ
∫
dτ
(√

γγαβ∂αX
i∂βX

jGij + εαβ∂αX
i∂βX

jBij

)
, (4.1)

con γαβ la métrica de la hoja de mundo, εαβ es un tensor antisimétrico con ε01 = −1,Gij

es la métrica constante del espacio-tiempo y Bij son las componentes de una 2-forma

también asociada al espacio-tiempo.

Ahora, las coordenadas de la cuerda X i, son separadas en (d − 1) coordenadas

espaciales no compactas y en n compactas

X i = {Y m, Xµ}, (4.2)

donde µ = 0, 1, . . . , d − 1 y m = 1, . . . , n. Reescribiendo la métrica Gij y la 2-forma

Bij del target

Gij =

 Gmn 0

0 ηµν

 , tal que GijGjk = δik, (4.3)

Bij =

 Bmn 0

0 0

 , (4.4)

donde Gmn es una métrica plana sobre el n-toro T n, ηµν es la métrica de Minkowski

para las coordenadas no compactas del espacio tiempo y Bmn son las componentes de

la 2-forma de Kalb-Ramond sobre el toro. Se puede definir una matriz llamada Matriz

de Fondo Eij

Eij ≡ Gij +Bij =

 Emn 0

0 ηµν

 , (4.5)

con Emn = Gmn +Bmn. Para caracterizar la teoría, si nos restringimos a una teoría de

cuerdas cerradas, las condiciones de fronteras en direcciones compactas y no compactas

vienen dadas por

Y m(σ + 2π) = Y m(σ) + 2πωm, (4.6)

Xµ(σ + 2π) = Xµ(σ), (4.7)
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respectivamente, donde ωm ∈ Z representa el número de winding y se interpreta como

el número de veces que la cuerda de enrolla en la dirección Y m. Escogiendo que la

métrica de la hoja de mundo sea Minkowski en dos dimensiones, es decir γαβ = ηαβ,

entonces la acción (4.1) se puede escribir como

S = − 1
4π

∫ 2π

0
dσ
∫
dτ
(
− Ẋ iẊjGij +X ′iX ′jGij − 2Ẋ iX ′jBij

)
(4.8)

y el momento canónico conjugado asociado a la densidad lagrangeana es

Pi = δL
δẊ i

= 1
2π

(
GijẊ

j(σ, τ) +BijX
′j(σ, τ)

)
. (4.9)

La expansión en modos del campo X i viene dada por

X i(σ, τ) = xi + ωiσ + τGij(pj −Bjkω
k) + i√

2
∑
n6=0

1
n

(ᾱine−in(σ+) + αine
−in(σ−))(4.10)

con

σ+ = τ + σ, (4.11)

σ− = τ − σ, (4.12)

donde xi es la coordenada del centro de masa de la cuerda, pi =
∫ 2π

0
dσPi es una

excitación del momento canónico y está cuantizado a lo largo de la dirección compac-

tificada, el enrollamiento ωi = {ωm, 0} es únicamente en las direcciones compactas,

y αin, α̃in son los osciladores en el modo n-ésimo derechos e izquierdos. Entonces, se

puede reescribir el momento conjugado como

2πPi = pi + 1√
2
∑
n6=0

(Eijᾱjne−in(σ+) + ET
ijα

j
ne
−in(σ−)), (4.13)

el Hamiltoniano

H =
∫ 2π

0
dσH(σ, τ), (4.14)

con H la densidad hamiltoniana de la hoja de mundo que se puede escribir como

H(σ, τ) = PiẊ
i + 1

4π

(
− Ẋ iẊjGij +X ′iX ′jGij − 2ẊX ′jBij

)
, (4.15)

= 1
4π

(
X ′ 2πP

)
HG(E)

 X ′

2πP

 , (4.16)
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donde HG(E) es conocida como la métrica generalizada, y es una matriz simétrica

2D×2D construida a partir de la métrica y la 2-forma del target space [45]. En efecto

HG(E) =

 Gij −BikG
klBlj BikG

kj

−GikBkj Gij

 . (4.17)

Entonces podemos calcular el hamiltoniano haciendo

H = 1
2Z

THG(E)Z +N + N̄ , (4.18)

donde N =
∑
n>0

(αi−nGijα
j
n) y N̄ =

∑
n>0

(ᾱi−nGijᾱ
j
n) son los operadores número aso-

ciados a los osciladores derechos e izquierdos respectivamente, y Z =

 ωi

pi

 es un

momentum generalizado que agrupa las excitaciones del momentum y los modos de

enrollamiento una vez que se ha usado la expansión (4.10). Al imponer la condición

de coincidencia de niveles tenemos que

N − N̄ = piω
i = 1

2Z
TηZ, (4.19)

con

η =

 0 ID×D
ID×D 0

 , (4.20)

donde η una matriz 2D × 2D.

Consideremos a continuación la siguiente transformación de simetría para el mo-

mentum generalizado

Z = hTZ ′, (4.21)

donde h es una matriz de transformación que mezcla los ωm y los pm. Si pedimos que

esta transformación preserve la condición de coincidencia de niveles y el Hamiltoniano,

entonces tenemos que

N − N̄ = 1
2Z
′TηZ ′ = 1

2Z
TηZ = 1

2Z
′ThηhTZ ′, (4.22)
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y por lo tanto hηhT = η, la matriz de transformación h debe preservar η. Si llamamos

a h un elemento de O(D,D,R) y a η una métrica invariante O(D,D,R), entonces

O(D,D,R) = {h ∈ GL(2D,R) : hηhT = η}. (4.23)

Representemos a h en términos de cuatro matrices D ×D a, b, c y d

h =

 a b

c d

 , (4.24)

e imponiendo que h preserve η se obtienen condiciones para a, b, c y d, esto es

aT c+ cTa = bTd+ dT b = 0, (4.25)

aTd+ cTd = I. (4.26)

Consideremos ahora el Hamiltoniano (4.18) [45, 47]

H = H0 +N + N̄ = 1
2Z

THG(E)Z +N + N̄ , (4.27)

el hecho que H0 sea invariante O(D,D,R) induce una propiedad de transformación

sobre HG(E)

HG(E ′) = hHG(E)hT , (4.28)

y encontraremos una transformación para E formulando primero, la métrica generali-

zada en términos de un vielbein hE ∈ O(D,D,R)

HG(E) = hEh
T
E, (4.29)

con

hE ≡

 e B(eT )−1

0 (eT )−1

 . (4.30)

donde B es la 2-forma de Kalb-Rammond y e es el supervielbein mediante el cual es

posible obtener la métrica inducida.
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Ahora, sea h ∈ O(D,D,R) y F una matriz D ×D, entonces la acción de h sobre

F está definida por

h(F ) = (aF + b)(cF + d)−1, (4.31)

de donde obtenemos que la matriz E es

E = hE(I), (4.32)

pero como

hE′ = hhE, (4.33)

podemos obtener la regla de transformación para E

E ′ = hE′(I) = hhE(I) = h(E) = (aE + b)(cE + d)−1. (4.34)

Para que el Hamiltoniano total sea invariante bajo O(D,D,R) es necesario que

los operadores número sean invariantes ante esta transformación N ′ = N y N̄ ′ = N̄ ,

esto implica que

αn(E) = (d− cET )−1αn(E ′), (4.35)

ᾱn(E) = (d− cE)−1ᾱn(E ′), (4.36)

sabiendo que, de la transformación de E, podemos obtener la transformación para G

G = (d+ cE)TG′(d+ cE) = (d− cET )TG′(d− cET ), (4.37)

y conociendo las reglas de conmmutación

[αim(E), αjn(E)] = [ᾱim(E), ᾱjn(E)] = mGijδm+n,0, (4.38)

La restricción que ωm y pm tomen valores discretos debido a las condiciones

de contorno en el espacio compactificado toroidalmente n-dimensional, implica que

el grupo de simetría debe ser restringido a O(n, n,Z) ⊂ O(D,D,R). Este grupo

O(n, n,Z) ≈ SL(n,Z)× SL(n,Z)
Z2 × Z2

es conocido en teoría de cuerdas como el grupo

de T-dualidad y un elemento h ∈ O(n, n,Z) puede ser expresado en términos de la

representación O(D,D).
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4.2. Formulación de la Teoría de Campo Doble

La teoría de campo doble permite pensar acerca de una teoría invariante ante

T-dualidad al nivel de la supergravedad. Puesto que el grupo de T-dualidad está

contenido en O(D,D) (O(n, n,Z) ⊂ O(D,D,R)), consideraremos a este último como

el grupo global de T-dualidad.

Si queremos construir un tensor O(D,D) en términos de los campos de la su-

pergravedad, que son la métrica gij, la 2-forma de Kalb-Ramond bij y el dilatón φ,

partimos de la métrica generalizada que construimos anteriormente (4.17). Entonces

construiremos una métrica generalizada HMN

HMN =

 gij − bikgklblj bikg
kj

−gikbkj gij

 , (4.39)

con M,N = 1, . . . , 2D llamados índices curvos y la métrica invariante O(D,D) está

definida por

ηMN =

 0 δi
j

δij 0

 , , (4.40)

con ηMN = (ηMN)−1. Por lo tanto

HMN = ηMPηNQHPQ, (4.41)

HMPHPN = δM
N , (4.42)

además, el dilatón se puede combinar con el determinante de la métrica para formar

un singlete O(D,D) dado por

e−2d = √ge−2φ. (4.43)

Después de escribir los campos en términos del tensor O(D,D), procedemos a

realizar lo mismo con las coordenadas xi, sin embargo mientras que las dimensión de

las coordenadas es D, la del grupo de simetría de 2D, entonces se introduce un nuevo
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conjunto de coordenadas x̃i, duales a los modos de winding ωi y se definen unas nuevas

coordenadas generalizadas XM como

X̃M = (x̃i, xi), (4.44)

y unas nuevas derivadas generalizadas inducidas por las coordenadas

∂̃M =
(
∂

∂x̃i
,
∂

∂xi

)
, (4.45)

por lo tanto, los campos en la teoría de campo doble deben depender de estas coorde-

nadas generalizadas

HMN(X), d(X). (4.46)

Debido a que las coordenadas generalizadas están en la representación fundamen-

tal O(D,D), las mismas transforman como

XM ⇒ hMNX
N , (4.47)

donde hMN ∈ O(D,D) y la transformación mezcla las coordenadas originales con las

duales. Los campos generalizados transforman bajo O(D,D) así

HMN(Xk) → hM
PhN

QHPQ(hKLXL), (4.48)

d(Xk) → d(hKLXL). (4.49)

Esta expresión considera transformaciones de T-dualidad tanto en la dirección

de isometría como en la no isométrica, en el primer caso se reduce a las reglas de

Buscher (3.9) y (3.10) características de supergravedad mientras que las asociadas al

segundo caso, no aparecen en supergravedad pero sí son consistentes en el marco de

DFT debido a que las coordenadas duales están bien definidas.

Finalmente, podemos construir la acción de la teoría de campo doble invariante

O(D,D), en términos de la métrica, el escalar y la derivada generalizada [45]

S =
∫
d2DXe−2dR, (4.50)
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donde

R = 4HMN∂M∂Nd− ∂M∂NHMN − 4HMN∂Md∂Nd+ 4∂MHMNδNd,

+ 1
8H

MN∂MHKL∂NHKL −
1
2H

MN∂MHKL∂KHNL, (4.51)

es conocido como el escalar de curvatura generalizado.

La condición de coincidencia de niveles (4.19) implica que los campos de la teoría

de campo doble deben satisfacer la ligadura

ηMN∂M∂N(A) = 0, (4.52)

conocida como la ligadura débil, donde A es un campo cualquiera de la teoría. Sin

embargo, el álgebra de calibre de la derivada de Lie generalizada es cerrada si para

campos A y B cualesquiera se cumple que

ηMN∂M(A)∂N(B) = 0, (4.53)

denominada la ligadura fuerte. Como consecuencia de esta ligadura, la configuración

de los campos depende sólo del las coordenadas del subespacio D-dimensional, que

pueden ser en general combinaciones lineales de las coordenadas xi y sus duales x̃i.

Cuando se tienen únicamente las coordenadas xi se dice que se está en el marco de

supergravedad.

Sabemos que los campos de supergravedad en el sector NS-NS, la métrica gij y

las 2-forma de Kalb-Ramond bij transforman bajo diffeomorfismo (3.5),(3.6) y bajo las

transformación de calibre de la 2-forma (3.8). La acción de supergravedad es invariante

ante estas transformaciones. Ya que en la teoría de campo doble, la métrica y la

2-forma están unificadas en la métrica generalizada HMN , los diffeomorfismos y la

tranformación de calibre de la 2-forma deberían ser combinadas en una transformación

de calibre generalizada.

Los difeomorfismos y la transformación de calibre de la 2-forma son generadas

por un vector λi y una 1-forma λ̃i respectivamente. Estos parámetros pueden de hecho
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ser combinados en un vector O(D,D) llamado parámetro de calibre generalizado

ΞM = (ξ̃i, ξi). (4.54)

En la literatura, hay una manera natural para formar la transformación de calibre

generalizada con parámetros ΞM , a esta transformación se la conoce como derivada de

Lie generalizada y se define como

LΞAM ≡ ΞP∂PAM + (∂MΞP − ∂PΞM)AP , (4.55)

LΞB
M ≡ ΞP∂PA

M + (∂MΞP − ∂PΞM)BP , (4.56)

donde AM = (Ãi, Ai) y BM = (B̃i, Bi) son vectores generalizados y los índices superior

e inferior son tratados simétricamente. A partir de ésta definición, la derivada de Lie

generalizada de la métrica generalizada HMN y del singlete O(D,D) e−2d están dadas

por

LΞHMN = ΞP∂PHMN + (∂MΞP − δPΞM)HPN + (∂NΞP − δPΞN)HMP (4.57)

LΞ(e−2d) = ∂M(ΞMe−2d), (4.58)

de aquí notamos que e−2d transforma como una densidad, razón por la cual se le llama

la densidad generalizada. Además, cuando la ligadura fuerte es impuesta en el marco

de supergravedad, la transformación (4.57) reproduce la transformación de la métrica

y la 2-forma como

LΞgij = Lξgij (4.59)

LΞbij = Lξbij + (∂iξ̃j − ∂j ξ̃i), (4.60)

donde Lλ es una derivada de Lie ordinaria con parámetro ξi, e implica que la derivada

de Lie generalizada ha unificado la derivada de Lie con la transformación de calibre

de la 2-forma. La derivada de Lie generalizada de ηMN

LΞηMN = ΞP∂PηMN + (∂MΞP − δPΞM)ηPN + (∂NΞP − δPΞN)ηMP

= 0, (4.61)
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por lo tanto, la derivada de Lie generalizada preserva la métrica invariante O(D,D).

Adicionalmente, en la teoría de campo doble, existe una transformación trivial,

generada por la derivada generalizada de alguna función χ, tal que

ΞM = ∂Mχ = (∂̃iχ, ∂iχ) (4.62)

para este parámetro de calibre, las derivadas de Lie generalizadas definidas anterior-

mente son

LΞ=∂χAM = ∂Pχ∂PAM + (∂M∂Pχ− ∂P∂Mχ)AP = 0, (4.63)

LΞ=∂χB
N = ∂Pχ∂PB

N + (∂N∂Pχ− ∂P∂Nχ)BP = 0, (4.64)

donde el primer término de ambas expresiones se anula debido a la ligadura fuerte.

También, si uno considera la derivada de Lie generalizada del escalar de curvatura R,

transforma como un escalar

LξR = ΞM∂MR. (4.65)

De la forma del escalar de curvatura (4.51), cada uno de los términos es invariante

O(D,D), sin embargo sólo la total combinación de todos los términos es un escalar

generalizado, por lo tanto la acción de la teoría de campo doble (4.50) es invariante

ante difeomorfismos generalizados.

La relación de conmutación entre derivadas generalizadas viene dada por

[LΞ1 ,LΞ2 ] = L[Ξ1,Ξ2]C , (4.66)

con el C-corchete definido por

[Ξ1,Ξ2]MC ≡ ΞN
1 ∂NΞM

2 −
1
2Ξ1N∂

MΞM
2 − (1↔ 2). (4.67)

Cuando la ligadura fuerte es impuesta en el marco de supergravedad, el corchete-C

se convierte en un corchete de Courant. A partir de (4.67), se puede ver que

[Ξ1,Ξ2]MC = 1
2(LΞ1ΞM

2 − LΞ2ΞM
1 ). (4.68)
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Por lo tanto, hemos visto como emerge el grupo O(n, n, Z) asociado a la T-

dualdiad en teoría de cuerdas, cuando n dimensiones son compactificadas toroidalmen-

te. Dado que este grupo está contenido en una más grande O(D,D), se introdujeron

un nuevo conjunto de coordenadas duales a los modos de winding y se reescribieron

los campos y las derivadas para poder obtener así, una acción invariante ante trans-

formaciones de tipo O(D,D), la acción de la teoría de campo doble.

4.3. Algunas nociones de la formulación global

Las teorías de cuerdas pueden ser consistentemente definidas en entornos geomé-

tricos, en los cuales las funciones de transición entre las cartas vienen dadas por los

difeomorfismos grandes que son elementos de GL(n,Z) = SL(n,Z)×Z2 ∈ O(n, n,Z),

y también pueden ser definidas en entornos no geométricos, que son aquellos en los

cuales las funciones de transición entre las cartas no sólo consideran difeomorfismos

y transformaciones de calibre sino también transformaciones de T-dualidad. Entender

cómo la geometría convencional debe ser generalizada nos podría dar ideas sobre la

naturaleza de la teoría M. Esto es debido a que en esta teoría, son simetrías las dua-

lidades de Cuerdas, entonces por ser la Teoría de Campo Doble su versión efectiva, es

coherente pensar que las funciones de transición pertenezcan a O(D,D,Z).

En el entorno geométrico, (M,G,B, φ) dondeM es una variedad espacio-temporal

que localmente puede considerarse como un fibrado toroidal de base una variedad N

arbitraria y fibra TD, con una métrica G, un campo de 2-formas de calibre B y un

campo escalar φ conocido como el dilatón y se define un campo de formas sobre la

variedad H = dB tal que H es una 3-forma. Sin embargo este no es el entorno más

general puesto que en teoría de cuerdas la T-dualidad mapea las funciones de transición

S ∈ GL(n,Z) en S ′ = gSg−1 donde g ∈ O(n, n,Z) y en general S ′ ∈ O(n, n,Z),

característica de un entorno no-geométrico.
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Sabemos que en la teoría de campo doble, se duplican los grados de libertad de

la teoría donde se asume que los winding son momentos canónicos conjugados de las

coordenadas duales. La extensión de la formulación global de la Teoría de Campo Doble

ocurre al considerar otro toro TD en la fibra dual al original, ambos subespacios de un

toro doble T 2D que junto con la variedad baseN forma ahora un target-space extendido

M̃ , que podría ser interpretado como un fibrado toroidal donde la fibra es el toro doble

T 2D con un grupo de monodromía bien definida en O(D,D,Z) ∈ GL(2D,Z), puesto

que está contenida en el grupo de difeomorfismos grande del toro doble T 2n. Tanto el

toro originial como el dual presentan una invarianza de tipo SL(2,Z).

Si consideramos una monodromía O(D,D,Z) en un entorno geométrico M , en-

tonces tenemos una fibración de M̃ sobreM , en este caso no hay una geometría global

del espacio-tiempo bien definida, localmente sí porque es el producto de un D-toro

embebido en T 2D y un sector de la variedad base N , con la métrica G y la 2-forma B

bien definidas en el toro interno. A este tipo de fibraciones de toro sobre toro, donde

el toro de la fibra experimenta una monodromía que pertenece al grupo de T-dualidad

son llamados monodrofolds o T-folds. Para ello la monodromía relativa debe estar

contenida en GL(D,Z).

El análogo de la ligadura fuerte en la descripción local se llama la polarización

en la formulación global, que consiste en la elección del subespacio del toro doble que

será considerado como espacio físico para cada punto de la variedad base N . La acción

de la T-dualidad es el cambio de este subespacio físico, para cada carta de U ∈ N ,

existe una carta espacio-temporal local U ×T n embebida en el espacio doble U ×T 2n.

Estos parches locales no son variedades espacio-temporales en el caso de los T-folds.
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4.3.1. Caso n=1

El caso más simple consiste en considerar la fibra una circunferencia S1 [51]. En

este caso i, j = 1 y por lo tanto

Bij = 0, (4.69)

Gij = R2, (4.70)

donde R := R(Y ) es el radio de la fibra de coordenada X1 = X1 + 2π y Y es la

coordenada con la que se parametriza la variedad base N . Notamos entonces que el

radio del S1 de la fibra depende del punto de la variedad, por lo tanto es una fibración

ya que la fibra depende del punto de la variedad base. La métrica generalizada en el

doble toro, que para el caso n = 1 es un T 2 = S1 × S1, viene dada por

H =

 R2 0

0 R−2

 . (4.71)

Entonces, en cada punto de la variedad base Y ∈ N hay un toro T 2 que consiste

en una circunferencia S1 de coordenada X y radio R y una dual S̃1 de coordenada

X̃ y radio R̃ = 1
R
, la escogencia de la polarización consiste que cuál de los 1-ciclos es

parte del espacio-tiempo y cuál es el dual. La T-dualidad actúa haciendo R → 1
R

de

manera tal que el espacio físico es tiene ahora radio 1
R
. Existe también una manera

alternativa de interpretar la T-dualidad, es decir que el radio se mantiene fijo y ahora

es el S̃1 parte del espacio-tiempo físico. Entonces se puede ver la T-dualidad como

una transformación activa que cambia la geometría del espacio doblado, o como una

transformación pasiva donde se cambia la polarización. En ambos casos el espacio

tiempo cambia de una circunferencia con radio R a una con radio 1
R
, pero la física no

varía ya que la teoría de campo conforme es la misma, lo que cambian son las variables

que la describen.

Si consideramos el caso en el que el espacio-tiempo es un fibrado trivial, el espacio

físico es S1×N , está embebido en T 2×N y la T-dualidad actúa rotando el S1 dentro
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del T 2 = S1
R × S1

1
R

desde el S1
R hasta el S1

1
R

. En el caso en que la función de transición

es no trivial, consideramos dos cartas sobre la variedad base U,U ′ con intersección no

trivial, de manera tal que los parches en la variedad M vienen dados por U × S1
R(Y ) y

U ′ × S1
R′(Y ′) con Y ∈ U y Y ′ ∈ U ′. En la intersección de las cartas, éstas pueden ser

pegadas para formar una subvariedad si R(Y ) = R′(Y ) para Y ∈ U ∩U ′. Pero también

podrían ser pegadas mediante una función de transición para formar pedazo de un T-

fold si R′(Y ) = 1
R(Y ) para Y ∈ U ∩U ′. En este caso el entorno es no geométrico puesto

que un punto de la intersección tiene en el espacio físico fibras de radios inversos,

en este caso no se puede construir un espacio suave pero desde el punto de vista de

la teoría de campo conforme tenemos la misma física sobre ambas cartas ya que el

operador de masa hace distinción entre una y otra, la transición está relacionada con

un cambio de la variables utilizadas para parametrizar la teoría.

En el formalismo doble, las dos cartas a pegar son U×S1
R×S1

1
R

y U ′×S1
R′×S1

1
R′
. En

el caso en que R = R′, estas cartas puedes ser pegadas de manera natural, pegando el

S1
R con el S1

R′ y el S1
1
R

con el S1
1
R′

formando una variedad. En el caso del T-fold R = 1
R′

podemos pegar el S1
R con el S1

1
R′

ambos con radio R y el S1
1
R

con el S1
R′ ambos con radio

1
R
. Este pegado forma una variedad (U∪U ′)×T 2 en el espacio doblado, sin embargo las

cartas asociadas al espacio físico no forman una subvariedad del espacio doblado pues

necesitamos pegar una carta U×S1
R con una U ′×S1

R′ . Entonces la polarización cambia

debido a la T-dualidad al moverse de U a U ′. Existe una espacio tiempo doblado bien

definido globalmente, pero el subespacio físico está definido sólo localmente.

Es posible generalizar estas ideas para n > 1, la T-dualidad actúa cambiando la

polarización, es decir cambiando el subespacio físico T n ⊂ T 2n y para cada abierto

U de la variedad N , hay una carta local del espacio tiempo U × T n embebida en el

espacio doblado U×T 2n, mientras que para T-folds no forman localmente una variedad

espacio-temporal pese a que el espacio doblado completo si forma una variedad al ser

un fibrado T 2n sobre la base N .
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CAPÍTULO 5

TEORÍA DE SUPERMEMBRANAS

La supermembrana es un objeto extendido bidimensional que al evolucionar en

el tiempo produce un volumen de mundo (worldvolume) 2 + 1 dimensional en un Es-

pacio tiempo de 11 dimensiones, y se acopla a la supergravedad en 11 dimensiones.

Inicialmente se consideró un objeto microscópico de la teoría M, pero cuando se deter-

minó que tenía espectro continuo la mayor parte de la comunidad científica abandonó

esta posibilidad. Sin embargo, existe un sector topológico de la teoría llamado super-

membrana con carga central, cuyo espectro sí es discreto, y en consecuencia puede

ser interpretado como elemento fundamental de un sector de la teoría M, por ser una

teoría de primera cuantización [19, 32, 20].

Se conoce que el límite a bajas energías de la supermembrana en 11 dimensiones

es la supergravedad en 11 dimensiones. La supermembrana compactificada en un toro,

es el origen en teoría M de todas las supergravedades en 9D, maximales y calibradas.

La supermembrana con cargas centrales se demostró que está naturalmente asociada

a supergravedades del tipo calibrada [32].

Con intenciones de obtener descripciones globales, y teniendo la teoría de campo

doble una interpretación en términos de fibrados, es útil comprender la teoría de
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supermembranas en términos de fibrados siguiendo a [19], donde se encontró una

formulación explícita de la supermembrana en 11 dimensiones con cargas centrales, en

términos de un fibrado toroidal simpléctico con monodromía no trivial en SL(2,Z).

La compactificación se interpreta en términos de un fibrado toroidal donde la base

es la parte espacial resultante de la foliación del volúmen de mundo, y la fibra es el

espacio-tiempo M9 × T 2, el grupo de estructura es el grupo de simplectomorfismos

que preservan la 2-forma simpléctica natural de la teoría, los campos son secciones del

fibrado toroidal simpléctico no trivial. Si la condición de carga central desaparece, este

corresponde globalmente a un fibrado toroidalmente simpléctico trivial sobre la base.

5.1. Nociones fundamentales

En este capítulo se resumen algunos aspectos del trabajo de [55, 56], manteniendo

la notación con ligeras sustituciones.

La acción de la supermembrana acoplada con supergravedad en d = 11 en un

target-space general fue propuesta en [13]

S = T
∫
d3ξ

(1
2
√
−ggijE â

i E
b̂
jηâb̂ −

1
2
√
−g + 1

6ε
ijkEÂ

i E
B̂
j E

Ĉ
k CĈB̂Â

)
(5.1)

donde T es la tensión de la supermembrana, i, j = 0, 1, 2 son los índices asociados a

las coordenadas del volumen de mundo, cuya métrica inducida es gij, los índices con

acento circunflejo están relacionados con el espacio tangente a la variedad, CĈB̂Â son

las componentes de una 3-forma de tipo Kalb-Ramond, asociada a la supergravedad

en 11 dimensiones, que se acopla a la supermembrana vía un término de Wess-Zumino,

â, b̂, ĉ son los indices asociados al target space de métrica ηâb̂, que se define en cada

punto de la variedad, A,B,C son los índices del superespacio (superíndices) y EÂ
i es

el arrastre (pullback) del supervielbein EÂ
M(Z) al volumen de mundo, definido por

EÂ
i = (∂iZM)EÂ

M , (5.2)

61



5.1. Nociones fundamentales Capítulo 5: Teoría de Supermembranas

donde ZM(ξ) = (Xµ(ξ), θα(ξ)) son las coordenadas del superespacio y M = (µ, α)

son los superíndices, que consideran tanto la contribución bosónica con µ = 0, . . . , 10,

como la fermiónica con α = 1, . . . , 32, donde θ es un fermión de Majorana (espín 1
2).

Por lo tanto, de (5.2)

EÂ
i = ∂iX

µEÂ
µ + ∂iθ

αEÂ
α . (5.3)

Además, sabiendo que la acción (5.1) es completamente general, podemos estudiar

el caso particular en que el espacio-tiempo es plano con una métrica tipo Minkows-

ki, entonces, las componentes de los supervielbein EÂ
M y de la 3-forma CMNP , en el

formalismo del superespacio plano se reducen a

E â
µ(X, θ) = δâµ,

Eα̂
µ (X, θ) = 0,

E â
α(X, θ) = −(θ̄Γâ)α, (5.4)

Eα̂
α(X, θ) = δα̂α,

y

Cµνρ = 0,

Cµνα = (θ̄Γµν)α,

Cµαβ = (θ̄Γµν)(α(θ̄Γn)β), (5.5)

Cα,β,γ = (θ̄Γµν)(α(θ̄Γµ)β(θ̄Γν)γ),

en consecuencia, la acción de la supermembrana en un espacio plano de 11 dimensiones

viene dada por

S =
∫
d3ξ

{
−
√
−g − εijk

[1
2∂iX

µEν
j + 1

6 θ̄Γ
µ∂iθθ̄Γν∂jθ

]
θ̄Γµν∂kθ

}
(5.6)

donde Γν es una matriz 32× 32 que genera un álgebra de Clifford

{Γµ,Γν} = 2ηµν , (5.7)

62



5.1. Nociones fundamentales Capítulo 5: Teoría de Supermembranas

las matrices Gamma con más de un índice Γµν , son productos antisimetrizados de

matrices de Dirac, y Em
i son las componentes de un vielbein definido por

Eµ
i = ∂iX

µ + θ̄Γµ∂iθ. (5.8)

La acción (5.6), se puede ver que es una generalización de la acción de Green-

Schwarz para la supercuerda. Las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de ella

mediante un principio variacional, vienen dadas por [55]

∂i(
√
−ggijEµ

j )− εijkEν
i ∂j θ̄Γµν∂kθ = 0, (5.9)

(I + Γ)gij/Ei∂jθ = 0, (5.10)

donde gij(X, θ) es la métrica inducida en la hoja de mundo obtenida después de realizar

un arrastre (pullback) de la métrica plana del target space

gij = Em
i E

n
j ηmn, (5.11)

y Γ está definida por

Γ = εijk

6√−gE
m
i E

n
j E

p
kΓmnp. (5.12)

Las simetrías asociadas a la acción (5.6) para la supermembrana en un super-

espacio plano de 11 dimensiones son: la invariancia ante transformaciones de calibre

globales ó supersimetría espacio-temporal

δXm = ε̄Γmθ, (5.13)

δθ = ε, (5.14)

y las transformaciones locales, vinculadas a la invariancia bajo reparametrizaciones de

las coordenadas de la hoja de mundo a lo largo del campo vectorial ξ y la simetría-κ

fermiónica, es decir

δXm = ξi∂iX
m + κ̄(I− Γ)Γmθ, (5.15)

δθ = ξi∂iθ + (I− Γ)κ, (5.16)
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donde κ es una espinor de Majorana de 32 componentes. La combinación (I − Γ)

elimina la mitad de las componentes de κ. Por lo tanto la simetría-κ divide entre dos

las componentes físicas del espinor.

5.2. La supermembrana en el calibre del cono de luz.

Siguiendo el desarrollo de [55, 56], para la formulación en el cono de luz de la

supermembrana, partimos de la densidad lagrangeana asociadas con la acción (5.6)

L = −
√
−g(X, θ)− εijk

[1
2∂iX

m(∂jXn + θ̄Γn∂jθ) + 1
6 θ̄Γ

m∂iθθ̄Γn∂jθ
]
θ̄Γmn∂kθ, (5.17)

si consideramos supermembranas cerradas, entonces gij(X, θ) es la métrica inducida

en la hoja de mundo tubular (worldtube). Introduciendo las coordenadas del cono de

luz estándar

X± = 1√
2

(X10 ±X0), (5.18)

tal que ∂iX+ = δi0, entonces Xm = (X+, X−, X l) con l = 1, . . . , 9, donde X l(ξ) son las

coordenadas transversas, por la tanto, se redujo el número de coordenadas bosónicas

de 11 a 9. De manera análoga, se define

Γ± = 1√
2

(Γ10 ± Γ0), (5.19)

donde

Γ+ =
√

2

 0 I16×16

0 0

 , (5.20)

Γ− =
√

2

 0 0

−I16×16 0

 , (5.21)

Γa =

 −γa 0

0 γa

 , (5.22)

e imponiendo la simetría kappa en el calibre del cono de luz Γ+θ = 0 para eliminar 16

de las 32 coordenas fermiónicas.
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Entonces, con estas sustituciones, se puede ver que las componentes de la métrica

inducida en la hoja de mundo vienen dadas por

grs = ∂rX
l∂sX

l, (5.23)

g0r = ∂rX
− + ∂0X

l∂rX
l + θ̄Γ−∂rθ, (5.24)

g00 = 2∂0X
− + ∂0X

l∂0X
l + 2θ̄Γ−∂0θ, (5.25)

la densidad lagrangeana en consecuencia será

L = −
√
ḡ4+ εrs∂rX

l ¯θΓ−Γl∂sθ, (5.26)

donde ḡ ≡ detgrs y 4 ≡ −g00 + g0rḡ
rsg0s. Los momentos canónicos conjugados, aso-

ciados a las variables dinámicas Xa, X− y θ son

Pa = ∂L
∂(∂0Xa) =

√
ḡ

4
(∂0X

a − g0rg
rs∂sX

a), (5.27)

P+ = ∂L
∂(∂0X−) =

√
ḡ

4
, (5.28)

S̄ = ∂L
∂(∂0θ)

=
√
ḡ

4
θ̄Γ− ;

(
S = −

√
ḡ

4
Γ−θ

)
(5.29)

respectivamente y por lo tanto, la densidad hamiltoniana en el calibre del cono de luz,

en un espacio plano de 11 dimensiones, se puede escribir como

H =
~P 2 + ḡ

2p+ − εrs∂rXaθ̄Γ−Γa∂sθ (5.30)

se puede ver existen únicamente dos vínculos primarios obtenidos a partir de la defi-

nición de los momentos canónicos conjugados

φr = ~P · ∂r ~X + P+∂rX
− + S̄∂rθ ≈ 0, (5.31)

ϕ = S + P+γ−θ ≈ 0, (5.32)

donde el símbolo "débilmente cero"(≈) indica que en las ligaduras reside parte de la

dinámica pues no todas tienen corchete de Poisson cero con las variable canónicas.

La evolución temporal en el espacio de fase, viene dada por el hamiltoniano

HT =
∫
d2σ

{
H + crφr + λ̄ϕ

}
, (5.33)
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donde cr y λ son multiplicadores de Lagrange. Se puede imponer como condición de

calibre que g0r y obtener que la masa de la supermembrana viene dada por

M2 =
∫
d2σ

[(~P 2)′ + ḡ√
ω(σ)

− 2P+εrs∂rX
aθ̄Γ−Γa∂sθ

]
(5.34)

donde la prima indica que se excluye el modo cero en la integral, y se encuentra a

partir de la condición de calibre, una invariancia ante reparametrizaciones residual,

consistente en transformaciones independientes del tiempo que preservan el área.

Existe una formulación alternativa de la teoría de la supermembrana que enfatiza

las reparametrizaciones que preservan el area. Las transformaciones que preservan el

área pueden ser escritas localmente como

ξr(σ) = εrs

w(σ)∂sξ(σ), (5.35)

nos restringiremos al subgrupo de funciones ξ(σ) que están globalmente definidas en

la supermembrana, pues si ésta última es topológicamente no trivial, podría no estar

definida globalmente. Definiendo el bracket de Lie entre dos funciones A(σ) y B(σ)

como

{A,B} ≡ εrs

w(σ)∂rA(σ)∂sB(σ), (5.36)

que es antisimétrico en A y B y satisface la identidad de Jacobi. Entonces, las repa-

rametrizaciones infinitesimales que preservan el área actúan de la siguiente manera

sobre las variables bosónicas y fermiónicas

δXa = {ξ,Xa} , (5.37)

δθ = {ξ, θ} . (5.38)

Si se introduce un campo de calibre Ω, asociado a reparametrizaciones dependien-

tes del tiempo, que transforman como

δΩ = ∂0ξ + {ξ,Ω} (5.39)
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y las correspondientes derivadas covariantes

D0X
a = ∂0X

a − {Ω, Xa} , (5.40)

D0θ = ∂0θ − {Ω, θ} . (5.41)

se encuentra que la densidad lagrangeana

w−1L = 1
2(D0 ~X)2 + θ̄γ−D0θ −

1
4
{
Xa, Xb

}2
+ θ̄γ−γa {Xa, θ} , (5.42)

es invarante ante las transformaciones indicadas anteriormente. Se definen los momen-

tos canónicos conjugados ~P y S asociados a ~X y θ

~P = w∂0 ~X, (5.43)

S = −wγ−θ, (5.44)

e implementa el calibre ω = 0 y se obtiene

H = 1
2

∫
d2σ

{
w−1 ~P 2 + 1

2w
( {
Xa, Xb

} )2
− 2wθ̄γ−γa {Xa, θ}

}
, (5.45)

de manera tal que, descartando los modos cero ~P0, 2H coincide con la masa de la su-

permembrana obtenida anteriormente, utilizando el hecho que (
{
Xa, Xb

}
)2 = 2w−2ḡ.

5.3. Supermembrana con cargas centrales.

A continuación consideraremos una supermembrana en 11 dimensiones, restrin-

gida con una condición topológica específica que puede ser interpretada de varias

maneras, pero cuya principal propiedad es que el hamiltoniano tiene espectro discreto,

y por lo tanto permite un análisis directo de sus simetrías a un nivel cuántico.

Describiremos a la supermembrana en 11 dimensiones en términos de unos mapas

que van de la variedad base, asociada con el volumen de mundo al target space, el cual

consideramos plano de tipo Minkowski

XM : Σ× R −→M11 , XM = (X+, X−, XM) (5.46)
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donde X+ y X− son las coordenadas del cono de luz, XM con M = 1, . . . , 9 son

las coordenadas transversas y se ha realizado una foliación de del volumen de mundo

R × Σ, permitiendo separar las coordenadas temporales de las espaciales, formando

estas últimas una superficie de Riemann compacta Σ de genus arbitrario.

Sabemos de (5.45) que el hamiltoniano de la supermembrana en un espacio plano

de 11 dimensiones puede ser escrito como

H = T
2
3

∫
Σ

√
W
[1
2

(
PM√
W

)2
+ T 2

4 {X
M , XN}2 +

√
WθΓ−Γm{XM , θ}

]
. (5.47)

Si compactificamos el target space de la supermembrana en el calibre del cono de

luz en un toro plano T 2, entonces

XM : Σ× R −→M9 × T 2, (5.48)

de los nueve campos bosónicos que trazan un mapa de la variedad del volumen de

mundo a las coordenadas transversas del espacio-tiempo, 7 van a al espacio plano y 2

al Toro del target-space, esto es XM = {Xm, Xr} con m = 3, . . . , 9 y r = 1, 2 tal que

Xm : Σ× R −→ MLCG
9 , (5.49)

Xr : Σ× R −→ T 2. (5.50)

Dado que la derivada exterior de una 0-forma es una 1-forma, la condición de

enrollamiento que deben cumplir los mapas Xm es∮
CS
dXm = 0, (5.51)

donde dXm es una 1-forma exacta para cada valor de m, mientras que la condición de

enrollamiento necesaria para poder definir el mapa al toro T 2 del target space es [19]∮
CS
dX = 2πR(lS +mSτ), (5.52)

con dXr una 1-forma cerrada asociada al sector compacto, lS,mS ∈ Z representan los

números de enrollamiento a lo largo del toro dado en coordenadas complejas y CS es
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la base de homología para una superficie de Riemann de genus g = 1. Además R es un

moduli real R > 0 y τ es uno complejo τ = Re(τ) + iIm(τ) conocido como parámetro

de Teichmuller, y son parámetros asociados al toro del target space.

De acuerdo al teorema de descomposición de Hodge, podemos descomponer la

1-forma cerrada en 1-formas exactas y armónicas, esto es

dXr = M r
s dX̂

s + dAr, (5.53)

donde r = 1, 2, dX̂s, s = 1, 2 la base de 1-formas armónicas y dX̂r la base normalizada

de 1-formas sobre la superficie Riemanniana Σ tal que
∮
CS
dX̂r = δsr , (5.54)

dAr representa las 1-formas exactas y M r
s unos coeficientes constantes. También po-

demos reescribir ambas 1-formas en coordenadas complejas

dX = dX1 + idX2, (5.55)

dA = dA1 + idA2, (5.56)

entonces, (5.52) implica que

M1
s + iM2

s = 2πR(ls +msτ), (5.57)

por lo tanto, podemos reescribir (5.53) como

dX = 2πR(lS +mSτ)dX̂S + dA. (5.58)

Partiendo de (5.47), el Hamiltoniano físico en el calibre del cono de luz para la

supermembrana que evoluciona en M9 × T 2 viene dado entonces por

H =
∫

Σ
d2σT

−2/3
11
√
W
[1
2
( Pm√

W

)2
+ 1

2
( Pr√

W

)2
+ T 2

11
2 {X

r, Xm}2 + T 2
11
4 {X

r, Xs}2
]
,

+
∫

Σ
d2σT

−2/3
11
√
W
[
T 2

11
4 {X

m, Xn}2 − θ̄Γ−Γm {Xm, θ} − θ̄Γ−Γr {Xr, θ}
]
, (5.59)
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sujeto a las ligaduras

φ1 := d
(
Pm√
W
dXm + Pr√

W
dXr − θ̄Γ−dθ

)
= 0, (5.60)

φ2 :=
∮
CS

(
Pm√
W
dXM + Pr√

W
dXr − θ̄Γ−dθ

)
= 0, (5.61)

asociadas con una simetría residual de la teoría, el grupo de simplectomorfismos que

preservan la forma simpléctica, que en nuestro caso coincide con el grupo infinito de

difeomorfismos que preservan el área del de la superficie Riemaniana formada por las

coordenadas espaciales del worldvolume.

Se procede a imponer una restricción topológica en los mapas de winding
∫

Σ
dXr ∧ dXs = nεrsArea(T 2), con r, s = 1, 2 y n ∈ Z (5.62)

denominada condición de carga central ó ligadura de enrollamiento irreducible, encon-

trada en [18] por los autores y asociada a un pegado no trivial del fibrado a la variedad

de la base. Además Area(T 2) = (2πR)2Imτ y

Area(T 2) = (2πR)2Imτ, (5.63)

n = det

 l1 l2

m1 m2

 , (5.64)

conocida como matriz de enrollamiento.

Esta restricción topológica tiene varias interpretaciones: está asociada a la condi-

ción de carga central del álgebra supersimétrica encontrada por ([57]), está relacionada

con un enrollamiento irreducible de la supermembrana en la variedad de compactifi-

cación que es el 2-toro del target-space, también implica la existencia de un fibrado

principal U(1) no trivial con primer número de Chern distinto de cero C1 = n 6= 0

sobre el volumen de mundo de la supermembrana, este fibrado hace que el pegado del

toro de target a la variedad base sea no trivial e implica una condición de monopolo de

Dirac generalizado sobre el volumen de mundo, por último, la restricción topológica

considerada implica una condición de flujo sobre el volumen de mundo.
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La supermembrana con cargas centrales no triviales es invariante bajo difeomor-

fimos que presevan el área homotópicos a la identidad, en particular bajo mapas que

dejen invariante la base de homología en Σ, en efecto dX̂r permanece invariante y en

consecuencia la 2-forma simpléctica en Σ. Pero la supermembrana con cargas centrales

también es invariante bajo difeomorfismos no homotópicos a la identidad que actúan

en la base de Σ como transformaciones de SL(2, Z). De hecho, si

dX̂r(σ)→ SsrdX̂
r(σ), (5.65)

con [Srs ] ∈ SL(2, Z), entonces la 2-forma simpléctica permanece invariante.

El hamiltoniano de la supermembrana con cargas centrales viene dado por

H =
∫

Σ

√
Wdσ1 ∧ dσ2

[1
2

(
Pm√
W

)2
+ 1

2

(
P r

√
W

)2
+ 1

4 {X
m, Xn}2 + 1

2(DrXm)2 + 1
4(Frs)2

]
,

+ (n2Area2
T 2) +

∫
Σ

√
Wdσ1 ∧ dσ2

[
Λ
(
Dr
( Pr√

W

)
+
{
Xm,

Pm√
W

})]
+

∫
Σ

√
Wdσ1 ∧ dσ2

[
− θ̄Γ−ΓrDrθ − θ̄Γ−Γm {Xm, θ} − Λ

{
θ̄Γ−, θ

} ]
, (5.66)

donde hemos definido a la derivada covariante simpléctica y la curvatura simpléctica

de la variedad base como

DrXm = DrX
m + {Ar, Xm} , (5.67)

Frs = DrAs −DsAr + {Ar, As} , (5.68)

respectivamente, con Dr una nueva derivada covariante que viene dada por

Dr = 2πlrθlrR
εab√
W
∂aX̂

l∂b. (5.69)

Cabe destacar que si en (5.57) n es igual a cero, tenemos un fibrado trivial con

espectro contínuo. El operador de masa para la supermembrana cerrada compactificada

toroidalmente viene dado por

M2 = T 2
11[(2πR)2nImτ ]2 + 1

R2

[
m1 +

(
m|qτ − p|

R

)]
+ T

2/3
11 H (5.70)
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5.4. La supermembrana como un fibrado toroidal simpléctico.

Los fibrados toroidales simplécticos son fibrados (Σ, π, E), donde E es el espacio

total y Σ es la variedad base, la cual consideraremos una superficie de Riemann com-

pacta y cerrada, la fibra es un 2-toro F = T 2 y el grupo de estructura es el grupo de

simplectomorfismos que preserva la estructura simpléctica en T 2 [19]. En [58] se encon-

tró la condición necesaria y suficiente para la existencia de una estructura simpléctica

en los fibrados toroidales simplécticos.

Este fibrado es coherente con la formulación de la supermembrana en el calibre

del cono de luz, ya que es invariante bajo difeomorfismos que preservan el área, que son

simplectomorfismos que preservan la estructura simpléctica, los cuales están definidos

en la variedad base Σ. En la supermembrana con cargas centrales corresponden al

pull-back de los simplectomorfismos de la fibra. Para describir aspectos globales de la

supermembrana se introduce la monodromía y el Z-módulo asociado.

La acción del grupo de estructura en la fibra T 2 produce la acción del grupo cero

de homotopía π0 del grupo de estructura sobre los grupos de homología y cohomología

del toro T 2. El homomorfismo π1(Σ) → π0(G) le otorga a los grupos de homología

y cohomología de la fibra la estructura de Z[π1(Σ)]-módulo, donde π1(Σ) es el grupo

fundamental del toro de la base, que consiste en el conjunto de las clases de homotopía

de lazos basados en un punto Σ que es arcoconectado. El grupo cero de homotopía

π0, en nuestro caso,G = Symp(T 2) es el grupo SL(2,Z), y su acción sobre el primer

grupo de Homología de la fibra H1(T 2) se puede identificar con la acción de SL(2,Z)

sobre Z2. Dada una representación ρ : π1(Σ) → SL(2, Z), denotamos como Z2
ρ el

correspondiente Z[π1(Σ)]-módulo.

Existe un teorema, ver ([58]) que asegura la existencia de una correspondencia

biyectiva entre las clases de equivalencia de los fibrados toroidales simplécticos con una

representación ρ induciendo la estructura de módulo Z2
ρ en H1(T 2) y los elementos de
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H2(Σ, Z2
ρ), el segundo grupo de cohomología de la base Σ con coeficientes locales

Z2
ρ . Este teorema clasifica los fibrados toroidales simplécticos con una representación

particular en clases de equivalencia.

El Hamiltoniano de la supermembrana viene dado por (5.59), donde Xr son sec-

ciones de un fibrado toroidal simpléctico con grupo de estructura G, los simplectomor-

fismos que preservan la 2-forma simpléctica en el 2-toro de la fibra, Pr es el momentum

conjugado a Xr. Los elementos del integrando que contienen a Xr pueden se reescritos

en términos de (5.55) como
1
2 {X,X

m}
{
X̄,Xm

}
+ 1

8
{
X, X̄

}{
X̄,X

}
(5.71)

donde dX viene dado por (5.52). El Hamiltoniano es un funcional bien definido sobre

el fibrado toroidal simpléctico con monodromía ρ. De hecho, es invariante bajo la

siguiente transformación Sp(2,Z) = SL(2,Z) sobre el 2-toro de la fibra

τ → aτ + b

cτ + d
, (5.72)

R → R|cτ + d|, (5.73)

A → Aeiφτ , (5.74) l1 l2

m1 m2

 →

 a −b

−c d


 l1 l2

m1 m2

 , (5.75)

donde cτ + d = |cτ + d|e−iφτ y

 a −b

−c d

 ∈ Sp(2,Z)[59]. Además del hamiltoniano,

el área del toro de la fibra también es invariante ante esta transformación de tipo

SL(2,Z) asociada a la S-dualidad.

Sin embargo, el Hamiltoniano (5.59) además de ser invariante bajo la simetría

residual de los difeomorfismos que preservan el área, existe otra simetría SL(2,Z)

asociadas al cambio de base de las 1-formas armónicas y windings definidos en la

variedad base Σ, esto es

dX̂ → SdX̂, (5.76)

W → S−1W (5.77)
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CAPÍTULO 6

T-DUALIDAD EN LA TEORÍA DE LA
SUPERMEMBRANA

La transformación de T-dualidad en la teoría de la supermembrana [20] se entiende

como una generalización de la dualidad en teoría de cuerdas, se caracteriza por la

manera en que actúa sobre los moduli y sobre las cargas. En general, los moduli son

campos escalares complejos cuyo valor esperado en el vacío parametriza la teoría y su

parte real está asociada con la geometría, en nuestro caso los moduli son el radio del

toro del target R y el parámetro de Teichmuller τ puesto que parametrizan la variedad

de compactificación que es un 2-toro. Entonces podemos caracterizar los moduli como

• Moduli Kahler: que es proporcional al volumen de la variedad en teoría de cuer-

das, en nuestro al caso al área del toro del target space.

• Moduli de estructura compleja: que establece una relación entre los radios del

toro y se puede particularizas al parámetro de Teichmuller.

• Axión dilatón: presenta en la teoría de cuerdas tipo IIB, está relacionado con

el parámetro de Teichmuller y viene dado por

τIIB = a0 + ie−φ (6.1)
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donde φ es el dilatón.

Los dos primeros representan la parte geométrica de los moduli que caracterizan un

toro y por lo tanto su parte real. Se acopla con una parte compleja. Una diferencia

importante entre los moduli en teoría de cuerdas y en teoría de supermembranas es

que en la primera, los moduli son campos cuyo valor esperado en el vacío parametriza

la teoría, mientras que en la segunda no son campos sino parámetros de la teoría.

6.1. T-dualidad en el Hamiltoniano y operador de masa

Las cargas presentes en la teoría son las de winding, asociadas al enrollamiento,

representadas por un número entero que indica, al igual que en la compactificación

circular en teoría de cuerdas el número de veces que se enrolla la supermembrana en la

variedad de compactificación y las asociadas al momentum cuantizado de KK, es decir

a la propagación a lo largo de la dirección compacta. Sin embargo, al compactificar la

supermembrana en un 2-toro (T 2 = S1×S1), las dos coordenadas espaciales del toro de

la base pueden enrollarse alrededor de cualquiera de las dos circunferencias isomorfas al

Toro del target space, por lo tanto tenemos una matriz de enrollamiento de 4 elementos

cuyo determinante es lo que denotaremos como el número de enrollamiento n que es

un invariante topológico, ya que como demostraron los autores [18] está asociado a

la existencia de un fibrado principal sobre la membrana cuya primera clase de Chern

es C1 = n. Cuando este número de enrollamiento es distinto de cero tenemos una

supermembrana con cargas centrales, mientras que las cargas de Kaluza Klein vienen

dadas por dos enteros que indican la propagación a lo largo de cualquiera de las dos

direcciones compactas. Además en este caso, se puede realizar una identificación entre

el τ que parametriza el toro sobre el que se enrolla la supemembrana con el axión

dilatón en teoría de cuerdas

La transformación de T-dualidad que consideraremos es un mapa no lineal que
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intercambia los modos de enrollamiento W =

 l1 l2

m1 m2

, ó basta definir W =
 l

m

 [21], asociados geométricamente a la cohomología de la variedad base Π1(Σ),

con las cargas KK, Q =

 p

q

 relacionadas con la geometría mediante la homología

de toro del target space Π0(T 2), junto con transformaciones del moduli real R→ R̃α 1
R

y del moduli complejo τ → τ̃ , ambas no triviales.

Para ello introducimos las siguientes variables adimensionales

Z ≡ T11AỸ ; Z̃ ≡ T11ÃY, (6.2)

donde T11 es la tensión de la supermembrana, A = (2πR)2Imτ es el área del toro del

target space y Y = RImτ
|qτ − p|

. Las variables con tilde son cantidades transformadas bajo

T-dualidad. La transformaciones de T-dualidad para la supermembrana

Moduli : ZZ̃ = 1 , τ̃ = ατ + β

γτ + α
, (6.3)

Cargas :

 p̃

q̃

 = T

 p

q

 ,

 l̃1

m̃1

 = T −1

 l1

m1

 , (6.4)

entonces la transformación de T-dualidad no cambia los toros, sino que intercambia

las cargas y modifica los moduli asociados, de acuerdo a una matriz de T-dualidad

T ∈ SL(2, Z) con iguales elementos en la diagonal

T =

 α β

γ α

 ∈ SL(2, Z). (6.5)

La supermembrana presenta tres invarianzas SL(2, Z), una asociada al toro de

la base, otra asociada al toro del target space, y una tercera que intercambia las

propiedades de los toros. Entonces la supermembrana T-dual corresponde a una nueva
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supermembrana donde los modos de enrollamiento se intercambian con los de Kaluza

Klein

W̃ =

 p̃

q̃

 = T Q, (6.6)

Q̃ =

 l̃1

l̃2

 = T −1W, (6.7)

donde hemos definido un nuevo vector de winding y la transformación explícita de los

moduli obtenida a partir de la transformación de T-dualidad es

R̃ = |γτ + α||qτ − p|2/3

T
2/3
11 (Imτ)4/3(2π)4/3

, (6.8)

τ̃ = ατ + β

γτ + α
, (6.9)

Z̃3 = T11R
3(Imτ)2

|qτ − p|
. (6.10)

donde

T =

 α β

γ α

 ∈ SL(2,Z) (6.11)

Se puede ver que los modos de enrollamiento y las cargas de Kaluza-Klein, con-

tribuyen en la transformación del operador de masa de la siguiente manera

T 2
11n

2A2 = n2

Ỹ 2
Z2, (6.12)

m2

Y 2 = T 2
11m

2Ã2Z2. (6.13)

Para ver como transforma el Hamiltoniano es importante ver como transforman los

campos

dXm = udX̃m, (6.14)

dX̃ = ueiφdX, (6.15)

A = ueiφÃ, (6.16)

θ = u3/2θ̃, (6.17)

θ̄ = u3/2 ˜̄θ, (6.18)
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donde φ representa una fase, y u viene dada por

u = Z2 = R|γτ + α|
R̃

, (6.19)

además

dX = dX1 + idX2, (6.20)

y su dual viene dado por

dX̃ = 2πR̃[(m̃1τ̃ + l̃1)dX̂1 + (m̃2τ̃ + l̃2)dX̂2]. (6.21)

La transformación del Hamiltoniano bajo T-dualidad es entonces

H = 1
Z̃8

H̃ = Z8H̃, (6.22)

y por lo tanto encontramos la siguiente identidad concerniente al operador de masa

de la supermembrana.

M2 = T11n
2A2 + m2

Y 2 + T
2/3
11 H = 1

Z̃2

(
n2

Ỹ 2
+ T 2

11m
2Ã2

)
+ T

2/3
11

Z̃8
H̃. (6.23)

Notamos que el operador de masa de la teoría dual será igual si Z = Z = 1

(tenemos relación entre la tensión de la supermembrana, las cargas de KK y el moduli)

e intercambiamos los modos de enrollamiento con las cargas de Kaluza-Klein.

6.2. T-dualidad en fibrados toroidales simplécticos

La T-dualidad no actúa únicamente a nivel local en la supermembrana, también

lo hace globalmente, relaciona la cohomología de la base con la homología del toro

del target-space y lo hace actuando sobre los coinvariantes. Sabemos que en teoría de

cuerdas las cargas de KK de la teoría dual son los modos de enrollamiento de la original

y los modos de enrollamiento de la teoría dual son las cargas de KK de la original.

Sin embargo en la transformación de las cargas bajo T-dualidad en la supermembrana
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es suficiente el hecho que en la teoría dual, las cargas de winding y KK estén en la

misma clase de equivalencia que en la teoría original. En las supermembranas sin carga

central, la T-dualidad siempre se presenta ya que el fibrado toroidal es trivial.

La no trivialidad del pegado del Toro del target space a la variedad base implica

una monodromía del grupo de cohomología de la base al grupo fundamental de la fibra

Mρ = Π1(Σ)→ Π0(F ), (6.24)

que es el grupo de simplectomorfismos (que caracteriza los fibrados toroidales) asocia-

dos al toro del target space, en consecuencia

Mρ = Π1(Σ)→ SL(2, Z), (6.25)

y tenemos varias clases de monodromía relacionadas con los subgrupos invariantes de

SL(2,Z), la monodromía Mρ será: Hiperbólica si TrT > 2, Parabólica si TrT = 2 y

Elíptica si TrT < 2. La T-dualidad transforma la monodromíaMρ en una monodromía

dual M∗ρ en la misma clase de equivalencia.

Es posible caracterizar las clases inequivalentes de fibrados, cada una con dis-

tintas implicaciones físicas, mediante el segundo grupo de homología sobre la base

H2(Σ,Z2
M) donde Z2

M son los enteros asociados a los momentos de KK y los modos

de enrollamiento de la supermembrana, pero también es posible hacerlo mediante el

grupo de coinvariantes definidos para la fibra y la base como

CF =
{
Q0 + (MG − I)Q̂

}
, (6.26)

CB =
{
W + (MG ∗ −I)Ŵ

}
, (6.27)

respectivamente, y están relacionados con el grupo de monodromía MG, Q̂ y Ŵ son

cargas arbitrarias y MG∗ = ΩMGΩ−1 con Ω =

 −1 0

0 1

, es una monodromía in-

ducida en la variedad base y reside en la misma clase de conjugación de MG. MG∗

actúa sobre los campos, que son secciones del fibrado toroidal simpléctico mediante
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una matriz θ que aparece en la derivada covariante simpléctica Dr del hamiltoniano

H. Por lo tanto podemos clasificar a los fibrados toroidales simplécticos asociados a

las supermembrana mediante los siguientes invariantes (MG, CF ) o equivalentemente

(MG∗, CB).

La transformación de T-dualidad en la supermembrana, además de actúar sobre

el hamiltoniano H y el operador de masa M2, actúa también sobre los invariantes

topológicos del fibrado toroidal con monodromía SL(2,Z) que describen la teoría.

Globalmente, transforma un fibrado toroidal simpléctico en su dual, intercambiando

las cargas de cohomología del toro de la base (Σ) con las cargas de homología del

toro de la fibra (T 2) y transformando los moduli que parametrizan la variedad, pero

también intercambia las clases de coinvariantes de la base y la fibra en el fibrado T-dual

(CF , CB) = (C̃B, C̃F ). (6.28)

Si la monodromía es trivial, MG = I, las clases de coinvariantes, que clasifican

fibrados toroidales inequivalentes, tienen solo un elemento Q en el sector de Kaluza

Klein y un elemento en el sector de Winding. La transformación de T-dualidad está

definida en términos de una matriz T de SL(2, Z) con iguales elementos en la diagonal,

definada anteriormente.

W = T Q (6.29)

Se considera ahora el caso en que el grupo de monodromía es no trivial, en par-

ticular, un subgrupo abeliano de SL(2,Z). La transformación de T-dualidad mapea

clases de coinvariantes del sector Kaluza Klein en clases de coinvariantes del sector de

Winding, es decir que no necesariamente presenta dichas clases ya que el operador de

T-dualidad no necesariamente conmuta con la monodromía.

[Q]→ [Q̃] = [W ], (6.30)

[W ]→ [W̃ ] = [Q], (6.31)
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si bien el generador de la monodromía puede ser hiperbólico, parabólico o elíptico,

se encuentra que la monodromía parabólica es la única que preserva las clases de

coinvariantes. Con la única excepción de la supermembrana con cargas centrales y

n = 1, en ese caso todas las transformaciones de T-dualidad son permitidas.

Entonces la T-dualidad, además de la transformación de los moduli de la teoría R

y τ , mapea las estructura geométricas de los toros pero no intercambia los toros entre

sí, por ejemplo no intercambia curvaturas.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se realizó una revisión bibliográfica de dos teorías invariantes

bajo T-dualidad como la teoría de campo doble y la supermembrana para estudiar y

comprender sus formulaciones, con el fin de obtener información sobre la denominada

Teoría M. Además de realizar una comparación cualitativa de los aspectos globales de

ambas teorías.

Las dualidades son muy importantes en teorías de cuerdas pues relacionan las 5

teorías de supercuerdas conocidas entre sí y permite que se interpreten como distintos

límites de una única teoría en 11 dimensiones, la mencionada teoría M. En particular

la T-dualidad requiere que objetos extendidos se enrollen en dimensiones compacti-

ficadas del espacio-tiempo. Es conocido que la teoría efectiva de la teoría M es la

supergravedad en 11 dimensiones, la cuál es única y maximal, y que mediante reduc-

ciones dimensionales se pueden obtener las diferentes supergravedades existentes en

10 dimensiones, relacionadas con el límite efectivo de cada teoría de cuerdas, además

de algunas deformaciones masivas o calibradas en el sector tipo II. Debido a que la

T-dualidad requiere que al menos una dirección esté compactificada, se puede demos-

trar que en 9 dimensiones existe una única supergravedad maximal y 8 deformaciones

masivas o calibradas si nos restringimos al sector de tipo II.
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La supergravedad es una teoría de campos gravitatoria supersimétrica que trans-

forma bajo T-dualidad. La teoría de campo doble es una reformulación de la super-

gravedad invariante bajo T-dualidad. Para ello, se duplican los grados de libertad de

la teoría para lograr modelar los efectos de una propiedad característica de objetos

extendidos en una teoría de partículas puntuales. En uno de los casos más simples,

como la compactificación toroidal de n dimensiones en una teoría de cuerdas bosónica,

se hace explícito el grupo asociado a la T-dualidad O(n, n,Z) ∈ O(D,D,R), donde D

son las dimensiones del espacio-tiempo y n son el número de direcciones compactifi-

cadas. Se encuentra por lo tanto que hay un número de enrollamiento asociado a las

direcciones compactas y que el momentum a lo largo de la dirección de compactifica-

ción está cuantizado. Entonces, se plantea que existen unas coordenadas duales cuyo

momento canónico conjugado es el número de enrollamiento mediante las coordendas

generalizadas (4.44) que consideran coordenadas duales a las direcciones no compac-

tas por completitud, posteriormente se construye una acción de tipo Einstein-Hilbert

invariante bajo transformaciones de tipo O(D,D) y en consecuencia, invariante bajo

T-dualidad. Finalmente, se impone una restricción conocida como la ligadura fuerte

la cual permite que la teoría de campo doble contenga los grados de libertad físicos

pese a la introducción de coordenadas extra. En general los campos de la teoría de-

penderán de las coordenadas del subespacio D-dimensional que será una combinación

lineal de las coordenadas originales y sus duales. Cuando las coordenadas resultantes

son únicamente las originales, se dice que el marco resultante es la supergravedad.

La formulación global de la teoría de campo doble viene dada en términos de

fibrados toroidales, donde el espacio-tiempoN , en principio no compacto, es la variedad

base, y la fibra consiste en un toro T 2D = TD×T̃D donde D es la dimensión del espacio

total, por lo tanto el toro de la fibra está formado por las D dimensiones originales y las

D duales. Se considera como espacio físico M un D-toro fibrado sobre N y se denota

como M̃ al toro T 2D fibrado sobre N y formado por el D-toro asociado al espacio

físico y uno asociado a las coordenadas duales. Las funciones de transición entre las
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cartas pertenecen en general al grupo de los difeomorfismos grandes GL(2D,Z) y cada

toro está parametrizado con un R y un parámetro de Teichmüller τ , (R̃ y τ̃ para el

toro dual), en este caso se dice que la formulación es geométrica. En este caso las

monodromías de cada toro son diferentes pero pertenecen ambas a GL(D,Z). En el

caso en el que se consideran funciones de transición que pertenezcan al grupo de T-

dualidad O(D,D,Z) ∈ GL(2D,Z), se dice que el fibrado toroidal tiene monodromía

O(D,D,Z) no trivial pues pertenece al grupo de los difeomorfismos grandes. Entonces

existe una fibración de M̃ sobre M , es decir una fibración de toro sobre toro y la

formulación es no geométrica. Bajo la acción de la T-dualidad se intercambian los

toros, geométricamente los moduli y las coordenadas, y también la monodromía. El

análogo de la ligadura fuerte en la descripción local es la polarización, que fija los

grados de libertad de la teoría mediante la elección del subespacio físico D-dimensional

de T 2D, en general puede ser una combinación del toro original y el dual, pero en el

caso particular en que el espacio físico sea el toro original se dice, al igual que en el

caso local, estamos en el marco de supergravedad.

La Teoría de la supermembrana representa un sector de la teoría M , además la

M2-brana es la fuente de la supergravedad en 11 dimensiones y se pueden obtener a

partir de su acción todas las teorías de cuerdas. Si se impone una restricción topológica

conocida como la condición de carga central, asociada al enrollamiento irreducible de

la supermembrana en la variedad de compactificación, entonces se encontró que tiene

espectro discreto y en consecuencia puede representar los grados de libertad micros-

cópicos de la teoría. Al compactificar la supermembrana en M9 × T 2, se verifica a

nivel local la invariancia bajo T-dualidad en el Hamiltoniano y el operador de masa

de la teoría si Z = 1 (6.23), es decir estableciendo una relación particular entre la

tensión de la supermembrana, las cargas de KK y los moduli geométricos, además de

intercambiar los modos de enrollamiento con las cargas de KK. La formulación global

de toda la supermembrana compactificada en un background tipo M9 × T 2 está na-

turalmente descrita en términos de fibrados toroidales simplécticos. Esta formulación
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es totalmente geométrica y se plantea desde el punto de vista del volumen de mundo,

por lo tanto la variedad base es la superficie de Riemman compacta asociada a las

coordenadas espaciales del volumen de mundo σ1, σ2, que elegimos que tenga genus

igual a uno y denotamos como Toro de la base, y los campos dependen de estas coor-

denadas, la fibra es M9 × T 2, donde el 2-toro de la fibra es un toro plano a diferencia

del toro de la base. Las funciones de transición entre las cartas vienen dadas por el

grupo de simplectomorfismos que preservan la 2-forma simpléctica, que en este caso es

el grupo de difeomorfismos que preservan el área y el fibrado puede considerarse como

un fibrado simpléctico trivial de un toro sobre toro en el caso de la supermembrana

sin carga central. Cuando la carga central es distinta de cero, condición que se aso-

cia a un enrollamiento irreducible de la supermembrana alrededor de la variedad de

compactificación, se puede considerar como un fibrado toroidal simpléctico no trivial

sobre un toro, donde ambos toro poseen una monodromía en SL(2,Z), subgrupo de

GL(2,Z). Los fibrados toroidales simplécticos pueden ser clasificados en clases inequi-

valentes mediante las clases de coinvariantes, por lo tanto la descripción global de la

M2-brana puede especificarse mediante los coinvariantes (CB, CF ) que están definidos

en términos de dos monodromías diferentes (MB,MF ), las cuales pueden ser triviales ó

pertenecer a una de las clases relacionadas con los subgrupos invariantes de SL(2,Z).

Los índices B y F están asociados a la base y la fibra respectivamente. La acción global

de la T-dualidad mapea clases equivalentes de fibrados en sus duales, intercambiando

las cargas de KK asociadas a la homología del toro de la fibra con la cohomología

del toro de la base asociada a los números de enrollamiento y la geometría del toro

de la fibra en su dual y se modifican los moduli asociados mediante una matriz de

T-dualidad. La geometría de los toros no se ve afectada bajo una transformación de

T-dualidad. Globalmente la invariancia ocurre únicamente cuando hay monodromía

parabólica pues preserva las clases de fibrados. Aunque las monodromías de la fibra

y de la base también se intercambian, la monodromía dual reside en la misma cla-

se de conjugación que la original, pero en general, no se preservan los coinvariantes

que definen clases inequivalentes de fibrados. La estructura global está siempre bien

85



Conclusiones

definida pues el pegado de las cartas es siempre geométrico. En la supermembrana,

vimos que hay una invariancia de tipo SL(2,Z) intrínsecas a los toros, por lo tanto

globalmente se tiene que una simetría de tipo SL(2,Z)Σ×SL(2,Z)T 2×Z2 en el fibrado

de la M2-brana, donde Z2 está asociado a una transformación discreta que representa

el intercambio de las cargas de KK con los modos de enrollamiento.

Aunque el caso más simple de entender es aquel en que la fibra asociada a la

formulación global de la teoría de campo doble está formada por un T 2 = S1 × S1,

para poder realizar una comparación entre ambas formulaciones, revisemos el caso

particular en que la teoría de campo doble es descrita globalmente mediante un fibrado

toroidal T 4 = T 2×T 2 con monodromía O(2, 2,Z), el grupo de T-dualidad de la teoría

puede descomponerse en SL(2,Z)τ × SL(2,Z)ρ × Z2 × Z2, donde τ es el parámetro

de Teichmüller asociado al T 2 de la fibra y ρ es el parámetro complejo de Kahler

que parametriza el toro dual T̃ 2 y Z2 son simetrías discretas que actúan en ambos

parámetros de la siguiente manera [53]

τ ↔ ρ y (τ, ρ)→ (−τ̄ ,−ρ̄)

En consecuencia, en ambas teorías tenemos simetrías SL(2, Z) intrínsecas a los

toros y la transformación de las variables que los parametrizan, puesto que en la super-

membrana, existe una invarianza del fibrado toroidal bajo SL(2,Z)Σ×SL(2,Z)T 2×Z2

donde la acción de Z2 está relacionada con el intercambio de las estructuras globales

e invariantes topológicos mencionados anteriormente.

Pese a las diferencias entre ambas teorías, notamos existen semejanzas muy re-

levantes en las formulaciones globales de ambas, posiblemente debido a que la teoría

de campo doble es una teoría efectiva que tiene un origen en las teorías de cuerdas,

y el acoplo fuerte de estas es la teoría M, descrita por la teoría de supermembranas.

Las dos teorías manifiestan simetrías similares realizadas de maneras diferentes, las

cargas asociadas al enrollamiento están presentes en el volumen de mundo asociado
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al toro de la base en la supermembrana, y al toro dual en la teoría de campo doble.

En las dos formulaciones globales están presentes dos toros, uno asociado a los modos

de enrollamiento y otro asociado al target-space, en el caso de la supermembrana el

toro asociado a los modos de enrollamiento es la base del fibrado toroidal simpléctico

formado por las coordenadas espaciales de las supermembrana, mientras que en la teo-

ría de campo doble es el toro formado por las coordenadas duales. Bajo la acción de

la T-dualidad en la supermembrana sólo son intercambiadas las cargas mientras que

la geometría permance invariante, mientras que en la teoría de campo doble los dos

toros son intercambiados. En ambos casos las monodromías asociadas con cada toro se

intercambian bajo la T-dualidad, aunque en el caso de la supermembrana reside en la

misma clase de equivalencia. Las dos teorías presentan una simetría de tipo O(2, 2,Z).

En general, la teoría de campo doble está relacionada con entornos no geométricos,

mientras que la descripción de la supermembrana es siempre geométrica y está bien

definida globalmente.

Se puede inferir de este análisis cualitativo una más profunda relación entre estas

teorías y mediante la comparación de las formulaciones globales, se puede plantear la

posibilidad que la teoría de campo doble (reformulación del límite a bajas energías de

las teorías de cuerdas invariante bajo T-dualidad), sea la versión efectiva de la teoría

de la supermembrana, fuente de la supergravedad en 11 dimensiones y relacionada con

un sector de la teoría M.
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FIBRADOS

Sea A = {X,Θ, χ} una variedad diferenciable n-dimensional donde X es un con-

junto no vacío, Θ es una topología de X y χ es una estructura diferencial de clase cl

sobre X [60].

Para describir un fibrado [61] necesitamos las siguientes variedades diferenciables

• M −→ Espacio base.

• B −→ Espacio total.

• F −→ Fibra.

• G −→ Grupo de estructura.

Dado que el grupo de estructura G está representado efectivamente en la fibra F , para

cada g ∈ G tenemos un difeomorfismo

ρg : F → F, (A.1)
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permitiendo así identificar g con ρg. Además necesitamos un mapa (diferenciable)

sobreyectivo tal que cumpla

π : B →M |π−1(x) = Fx ∼= F, ∀x ∈M, (A.2)

al cual denominaremos proyección, tal que la fibra sobre x, es diffeomorfica a F para

todo x ∈M . Exigimos además que el fibrado sea localmente trivial, esto es

∃{Ur} ⊂M |π−1(Ur) ∼= Ur × F, (A.3)

vía el diffeomorfismo

φ−1
r : π−1(Ur) → Ur × F, (A.4)

p(p ∈ B) →
(
π(p), fr(p)

)
, (A.5)

donde

fr : π−1(Ur)→ F, (A.6)

por lo tanto, la fibra sobre el abierto de la base, π−1(Ur) puede ser identificado con el

producto cartesiano Ur×F . Al diffeomorfismo (5.4) se le denomina trivialización local

y al abierto Ur vecindad trivializadora.

Restringiendo el mapa fr a la fibra sobre x ∈ M , obtenemos el siguiente diffeo-

morfismo

fr,x : π−1(x)→ F, (A.7)

identificando π−1(x) con la fibra estándar. Notamos que esta identificación es no canó-

nica, pues para x ∈ Ur ∩ Us, tenemos dos identificaciones diferentes relacionadas por

el diffeomorfismo

fs,x ◦ f−1
r,x : F → F, (A.8)
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que se requiere corresponda a un elemento de gsr(x) del grupo de estructura G vía la

representación ρ. Las funciones de transición se definen entonces como

gsr : Ur ∩ Us → G, (A.9)

x → gsr(x), (A.10)

donde

ρ(gsr(x)) = fs,x ◦ f−1
r,x ó ρ(gsr(x))fr,x(p) = fs,x(p), (A.11)

para p ∈ π−1(x). Los mapas gsr deben ser suaves e indicar como los espacios Ur × F

y Us × F , (identificados como una parte del fibrado) deben ser pegados. Además

satisfacen la llamada condición de cociclos

gsr(x)grt(x) = gst(x), (A.12)

para x ∈ Ur ∩ Us ∩ Ut.

Denotaremos al fibrado que acabamos de describir mediante (M,π,B), y será

llamado un fibrado trivial si M es una vecindad trivializadora, entonces puede ser

identificado con el producto cartesiano M × F . Existen muchos tipos diferentes de

fibrados. Mencionaremos dos casos importantes.

• Fibrados vectoriales: Las fibras son espacios vectoriales, el grupo de estructura

es un subgrupo de GL(F ), y los diffeomorfismos fr,x son isomorfismos del espacio

vectorial.

• Fibrados principales: En este caso la fibra es el grupo de estructura F = G, y G

debe ser representado en sí mismo por la translación izquierda ρg = Lg.

• Fibrados toroidales simplécticos [19]: La fibra es un 2-toro T 2 y el grupo de

estructura es el grupo de simplectomorfismos que preservan la forma simpléctica

en T 2.
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A.1. Acción por la derecha del grupo de estructura en un
fibrado principal.

En un fibrado principal tenemos una acción natural del grupo de estructura G

por la derecha, denotada por

R̃g : P → P , g ∈ G, (A.13)

y definida de la siguiente forma. Sea Ur un cubrimiento de abiertos de M consistente

en vecindades trivializadoras. Para p ∈ π−1(x) con x ∈ Ur y gr = fr,x(p) ∈ G, entonces

se define

(R̃g)r := f−1
r,x (Rggr) = f−1

r,x (grg), (A.14)

esto es, bajo una trivialización local, identificando la fibra sobre x con G, la acción

derecha R̃ corresponde a la traslación derecha.

Hemos agregado un subíndice r a R̃g porque hemos usado una trivialización del

fibrado sobre Ur. Para demostrar que es independiente de la trivialización escogida,

tomamos x ∈ Ur ∩ Us y p ∈ π−1(x), entonces bajo trivializaciones locales Ur y Us, el

punto p corresponde a gr y gs respectivamente

gr = fr,x(p) y gs = fs,x(p), (A.15)

los elementos del grupo de estructura gr y gs representando el mismo p ∈ P están

relacionados por la función de transición grs

gr = fr,x(f−1
s,x (gs)) = grs(x)gs, (A.16)

por lo tanto

(R̃gp)s = f−1
s,x (gsg) = f−1

r,x ◦ fr,x ◦ f−1
s,x (gsg), (A.17)

= f−1
r,x (grs(x)gsg) = f−1

r,x (grg) = (R̃gp)r. (A.18)
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Notamos como, que R̃gp sea independiente de la trivialización local, está conectado

con el hecho que el grupo de estructura G está representado en la fibra estándar (= G)

por la traslación izquierda. También, R̃g traza un mapa de cada fibra en sí misma

π(R̃gp) = π(p), (A.19)

y describe una acción libre y transitiva de G sobre π−1(x) para todo x ∈M .

A.2. Mapas de fibrados

Sean (P,M, π) y (P ′,M ′, π′) dos fibrados principales con grupos de estructura G,

G′ respectivamente. Un mapa de fibrados es un triplete de mapas (fP , ϕ, fM)

fP : P → P ′, (A.20)

ϕ : G→ G′, (A.21)

fM : M →M ′, (A.22)

tal que

• ϕ es un homomorfismo de grupos.

• fM ◦ π = π′ ◦ fP .

• fP ◦ R̃g = R̃φ(g) ◦ fP , ∀g ∈ G.

La segunda condición puede ser expresada mediante un diagrama de conmutación

y significa que cada fibra de P es mapeada en una fibra de P ′.

Sean (E,M, π) y (E ′,M ′, π′) dos fibrados vectoriales. Definimos el mapa de fibra-

dos como el par de mapas (fE, fM)

fE : E → E ′, (A.23)

fM : M →M ′, (A.24)
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tal que las fibras son mapeadas en las fibras, y en consecuencia podemos tener un

diagrama de conmutación análogo al anterior. Si los mapas que definen un mapa de

fibrados son diffeomorfismos, es llamado un isomorfismo de fibrados.

A.3. Fibrados Asociados

Sea (M,πB, B) un fibrado con fibra estándar F, y (P,M, π) un fibrado principal,

ambos con el mismo espacio base M y el mismo grupo de estructura G. Entonces se

dice que B está asociado a P , si existe un cubrimiento de abiertos {Ur} de M que

consiste en vecindades que trivializan tanto a P como a B tal que las funciones de

transición correspondientes para P y B coincidan.

A.4. Secciones

Una sección de un fibrado es un mapa σ : M → B tal que π ◦ σ = idM , es decir,

x ∈M es mapeado en un punto σ(x) en la fibra sobre x. Si la fibra estándar de nuestro

fibrado es F, entonces, bajo una trivialización local

π−1(Ur) → Ur × F, (A.25)

p → (π(p), fr(p)), (A.26)

tenemos que, para x ∈ Ur

σ(x)→ (π(σ(x)), fr(σ(x))) = (x, fr ◦ σ(x))). (A.27)

Así que, una sección puede ser descrita localmente por una función F-evaluada en

el espacio base, fr ◦ σ. Estas funciones locales son pegadas mediante las funciones de

transición. Para x ∈ Ur ∩ Us

(fs ◦ σ)(x) = fs,x(σ(x)) = ρ(gsr(x))fr,x(σ(x)), (A.28)

= ρ(gsr(x))(fr ◦ σ)(x), (A.29)
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donde ρ es la representación de G en F .

Las secciones locales, definidas son en subconjuntos de M , existen siempre. Sea,

por ejemplo, h : Ur → F un mapa arbitrario. Entonces

Ur → π−1(Ur), (A.30)

x → f−1
r,x (h(x)), (A.31)

es una sección sobre Ur. Secciones definidas en todo el espacio base no existen nece-

sariamente. Sin embargo, cualquier fibrado vectorial (E,M, π) admite secciones. Sea,

por ejemplo, {Ur}, un cubrimiento localmente finito de vecindades trivializadoras de

M , {hr} una partición de la unidad subordinada a ese cubrimiento y {σr} una familia

de secciones locales

σr : Ur → π−1(Ur), (A.32)

entonces

σ(x) :=
∑
r

hr(x)σr(x), (A.33)

define una seccioón de E. Notamos como la estructura de espacio vectorial de la fibra

entra en la construcción. En particular tenemos la sección cero

x→ 0 ∈ π−1(x), (A.34)

que está bien definido pues cero es invariante bajo la acción del grupo de estructu-

ra. Para fibrados principales la situación es diferente, pues por teorema, un fibrado

principal (P,M, π) es trivial si y sólo si posee una sección.
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