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Prologo

Estas notas han sido concebidas para ser utilizadas en la segunda parte del curso de
Anélisis IT de la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela y son
el resultado de la experiencia de los autores en el dictado de dicho curso. Es la continuacion
natural de la Guia de Célculo Diferencial en Varias Variables, elaborada por los autores para
la primera parte del curso.

En este curso se debe dar una vision rigurosa del calculo en varias variables. La primera
parte de este curso corresponde con el cdlculo diferencial en varias variables y la segunda
con el calculo integral en varias variables.

Se supone que el estudiante ya ha visto un curso riguroso de célculo en una variable, que
domina la topologia basica de R™, que ha visto un curso introductorio de cédlculo en varias
variables y que ya ha estudiado la Guia de Célculo Diferencial en Varias Variables o un texto
equivalente.

Los siguientes temas son tratados en forma exhaustiva:

(1) Integrales multiples. Integral de Riemann, condiciones de integrabilidad.
Teorema de Fubini.
Cambio de variable.
Integrales impropias.

(2) Integrales de linea. Curvas, curvas rectificables, parametrizacion.
Independencia del camino, potenciales.
Teorema de Green.

(3) Funciones de valores vectoriales.
Gradiente, rotor, divergencia y Laplaciano.
Superficies, representaciones paramétricas e implicitas.
Integrales de superficie.

Teoremas de Gauss y Stokes.

iii



iv

Tanto el trabajo de mecanografia como la elaboracién de los gréaficos estuvo a cargo de
los autores. Agradecemos la colaboracion del Sello Editorial de la Facultad de Ciencias de la
Universidad Central de Venezuela en la revision del ano 2016.

Cualquier observacion o comentario que deseen hacernos llegar serd bienvenido.

Ramén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Abril 2016.
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Capitulo 1

Integrales miiltiples.

1. El caso de una dimension.

En esta seccién recordaremos algunos resultados y definiciones relacionados con la integral

de Riemann en una dimensién.

El enfoque usual de la integral de Riemann, a través de suma superiores e inferiores, es

el siguiente.

DEFINICION 1.1. Sean a,b € R, a < b. Una particion del intervalo [a, b] es una coleccién

finita de puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.

Los puntos de una particiéon pueden ser numerados como xg, x1, ..., T, de forma tal que

el conjunto quede ordenado de la siguiente manera
Oa=T, < X1 <...<Tp_1 <x=>b.
Al hablar de una particién siempre supondremos que estd ordenada de la forma anterior.

DEFINICION 1.2. Sean a,b € R, a < by f : [a,] — R una funcién acotada. Sea
P ={z,,21,...,x;} una particién del intervalo [a, b].

Para 1 <1 <n, sean

m; = mf{f(z): x;1 <z <},

M; =sup{f(z): x;1 <z <}

La suma inferior de f correspondiente a P, se denotard por L(f, P) y es
L(f,P) =Y mi(x; — xi1).
i=1

La suma superior de f correspondiente a P, se denotard por U(f, P) y es

U(f> P) = ZMZ(:L'Z - il?i—l)-



2 1. INTEGRALES MULTIPLES.

Es importante notar que la hipdtesis f acotada es esencial para poder garantizar que
tanto M; como m; estan definidos. También es necesario definirlos como supremo e infimo y

no como maximos y minimos, ya que f no se supone continua.

DEFINICION 1.3. Una funcién acotada f definida en [a,b] es integrable Riemann o inte-

grable sobre |a, b] si
sup{L(f, P) : P es una particién de [a,b]} = nf{U(f, P) : P es una particién de [a, b]}.

DEFINICION 1.4. En caso de que f sea integrable el nimero comin de la definicién

anterior recibe el nombre de integral de f sobre [a,b] y se denota por

[+

Si la funcién f es no negativa, la integral de f sobre [a, b] representa el area de la regién
plana limitada por el grafico de f, el eje x y las verticales xt =a 'y x = b.

Tenemos que si f es continua en [a, b], salvo en una cantidad finita de puntos, entonces
f es integrable sobre [a, b].

Ademsds, para funciones continuas tenemos lo siguiente.

DEFINICION 1.5. Si P = {xg, 21, ..., %} es una particiéon del intervalo [a, b], la norma de
P se define por

|P\:méx{xi—xi_1: Zzl,,]{?}

TEOREMA 1.6. Sea f : [a,b] = R una funcién continua. Entonces para cada € > 0 existe

0 >0 tal que
k

> flen) (@i — i) —/abf

i=1

<e€

para toda particion P = {xg, 1, ...z} de |a,b] tal que |P| < § y para cualquier conjunto de

puntos {c;} tales que ¢; € [x;_1, 4]

OBSERVACION 1.7. El resultado anterior se suele expresar de la siguiente manera:
Si f es continua en [a, b] entonces

k

b
/a = IIIDi\rEoZ: fle) (@i = wia)

=1
c € [l’i_l,l'i].
Las sumas que aparecen en la férmula anterior se conocen con el nombre de sumas de

Riemann de f.
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Es muy importante recordar el siguiente resultado, el cual establece una conexién entre
el calculo diferencial y el calculo integral, y que es sumamente 1til en el momento de calcular

integrales.

TEOREMA 1.8 (Teorema fundamental del calculo). Si f es integrable sobre [a,b] y f = ¢’

para alguna funcion g, entonces

[ 1= o

Existe otra forma equivalente de abordar la integral de Riemann, a través del concepto de
funcion escalonada. Este es el enfoque que utilizaremos para abordar las integrales multiples.
Para facilitar la comprension de las integrales multiples vamos a dar una breve descripcion
de cémo se puede llegar a la integral de Riemann unidimensional, a través de las funciones

escalonadas.

DEFINICION 1.9 (Funcién escalonada). Sean a,b € R, a < by s : [a,b] = R una funcién.
Se dice que s es una funcidn escalonada si existe una particion P = {z,, x1,..., 2z} del
intervalo [a,b] tal que s es constante en cada uno de los intervalos abiertos que determina

P, es decir, para cada i = 1, ..., k existe un ntimero real s; tal que
s(r)=s; si a1 <<

DEFINICION 1.10 (Integral de una funcién escalonada). Si s : [a,b] — R es una funcién
escalonada y P = {z,,x1,...,2} es una particién del intervalo [a,b] tal que s(x) = s; si

xi_1 < x < x;, se define la integral de s sobre el intervalo [a, b] por

/abs(x) dr = Zzi; si(T; — xi_1)-

Es claro que a una funcion escalonada s se le pueden asociar diferentes particiones, tales
que s es constante en cada uno de los intervalos abiertos que ésta determina. Como ejercicio,
demostrar que la integral de una funcién escalonada estd bien definida, es decir, demostrar
que el valor de la suma que aparece en la definicion anterior es independiente de la particién

escogida P, tal que s es constante en cada uno de los intervalos abiertos que determina P.

DEFINICION 1.11. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.

La integral superior de f se define por

b
I(f) = inf {/ s(x)dx : s es una funcién escalonada y s > f} :
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La integral inferior de f se define por
b
I(f) =sup {/ s(x)dx : s es una funcién escalonada y s < f} :

Se puede probar que f es integrable Riemann en [a, b] si y s6lo si I(f) = I(f) y en este

caso

/ f(x)de =T(f) = I(f).

2. Integrales dobles.

DEFINICION 1.12. Sea Q = [a,b] x [c,d] un rectdngulo contenido en R% Sea P una
coleccion de subrectangulos de ). Se dice que P es una particion de () si existen una particién

P ={xg,...,zn,} de [a,b] y una particién Py = {yo, ..., yn, } de [c,d] tales que
P={[ziy,m] x[yj—1,9;] 1 <i <Ny 1 <j < Noj
El par (P, P,) lo usaremos para denotar a P.

Notar que si P; origina N intervalos y P, origina N, intervalos entonces P contiene

Np - Ny subrectangulos.

ye=d| -
yit---

Yo=C - - -

Xo=a X1 X2 xsz=b X

F1Gura 1.1. Particién de [a, b] X [c, d].

2.1. Integral doble de una funcion escalonada.

DEFINICION 1.13. Sea @ = [a, ] X [c, d] un rectangulo contenido en R? y sea s: Q — R
una funcién. Se dice que s es una funcion escalonada si existe una particion P de @) tal que

s es constante en cada uno de los subrectangulos abiertos de P.



2. INTEGRALES DOBLES. 5

Q

L e e adaa
dececcea

=

FI1GURA 1.2. Grafico de una funcién escalonada.

Y

X

Sea @ = [a, b] X [¢,d] un rectdngulo contenido en R? y sea P = (P, P,) una particién de

Q. Sea
s:@Q —R

una funcion escalonada, que es constante en cada uno de los subrectangulos abiertos de @),

es decir, si P = {xg,..., x5} Y Po = {yo,...,yn,} entonces

s(z,y) =cij s (w,y) € (Tic1, m3) X (Yj-1,Y5),

parai=1,....,Ny,j=1,..., Ns.

DEFINICION 1.14 (Integral doble de una funcién escalonada). Sea s como antes, la integral
doble de s sobre () es

EJERrcIcIO 1.15. Demostrar que la integral doble de una funcién escalonada esta bien
definida.

OBSERVACION 1.16. Notar que si s > 0 entonces la integral doble de s sobre @ es el

volumen del sélido limitado por @) y el grafico de s.
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Otra notacién muy comin para [[ s es

// s(z,y) dzdy,
Q
//sdA.

Q

o también

Sea s como en la Definicién 1.14 una funcién escalonada y sea Q;; = [x;i—1, ;] X [yj-1, Y],

entonces

// s(@,y) dedy = cij - (2 — wim1) - (Y5 — yj—1)-

Qij

Un calculo directo muestra que

[ [ ([} o) e [

-
Qij

([ sanis) i

por la linealidad de la integral unidimensional, obtenemos el resultado de Fubini para inte-

grales de funciones escalonadas

é/s(:c,y)dxdyz/a (/ s(:c,y)dy) dx:/c (/ s(x,y)dx) dy. (1.1)

EJERCICIO 1.17. Sea Q = [a,b] x [c,d] un rectdngulo contenido en R

(1) Demostrar que si s; y sp son dos funciones escalonadas en Q) y ¢; y ¢ son dos

constantes reales, entonces
// (c1s1(2,y) + cas2(z,y)) dedy = c; // s1(z,y) dzdy + ¢ // s2(z,y) dady.
Q Q Q

(2) Demostrar que si s es una funcién escalonada en @) y se tiene que @ = Q1 U @,
donde Q) y Q2 son rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas, tales que

interior(Q1) N interior(Q2) = ), entonces

// zydxdy—// xydzdy+// (z,y) dxdy.

Q1UQ2
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(3) Demostrar que si s y ¢ son funciones escalonadas en @ y s(z,y) < t(z,y) para todo

(z,y) € Q, entonces
// s(z,y) dedy < //t(x,y) dxdy.
Q Q

En particular, si t(x,y) > 0 para todo (z,y) € @, entonces

/ / K y) dady > 0.
Q

2.2. Integral doble de una funcién acotada en un rectangulo.
Sea QQ = [a, b] x [¢, d] un rectdngulo contenido en R? y sea f : Q — R una funcién acotada.

Sea M > 0 tal que
[flz,y)| <M si(z,y) € Q.

Sean s,,t, : Q — R definidas por

So(l',y) =-M y to(zay) = M7

tenemos que s, y t, son funciones escalonadas y

So(z,y) < fz,y) < to(z,y) para todo (z,y) € Q.

DEFINICION 1.18.
La integral superior de f sobre @) es

I(f) = inf // t(z,y) dxdy : t es una funcién escalonada y f <t
Q

La integral inferior de f sobre @) es

I(f) =sup // s(x,y)dxdy : s es una funcién escalonada y s < f
Q

Es importante destacar que, por ser f acotada, ninguno de los conjuntos que aparece en

la definiciéon anterior es vacio, y tanto el supremo como el infimo son finitos.

DEFINICION 1.19. Sea Q = [a, b] X [c,d] un rectdngulo contenido en R? y sea f: Q — R

una funcién acotada. Se dice que f es integrable sobre () si
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Este valor comtn se denomina la integral doble de f sobre () y se denota por

/ / f(xy) dzdy,
Q
i

EJERCICIO 1.20. Sea Q = [a,b] x [c,d] un rectdngulo contenido en R

o simplemente por

Demostrar las siguientes propiedades de la integral.

(1) Linealidad: Si f y g son dos funciones integrables sobre @) y ¢; ¥ ¢3 son dos constantes

reales, entonces ¢ f + cog es integrable sobre @) y
// (crf (2, y) + c2g(@,y)) dody = 1 // [l y) dedy + ¢ //g(w,y) dady.
Q Q Q

(2) Si f es una funcién integrable sobre @) y se tiene que Q = Q1UQ)5, donde (1 y Q2 son
rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas, tales que

interior(Q1) N interior(Q2) = 0, entonces f es integrable sobre cada Q;, i = 1,2

y // flz,y) d:)sdyZ//f(:)s,y) dzdy+//f(x,y) dzdy.
! Q2

Q1UQ2 Q

(3) Monotonia: Si f y g son funciones integrables sobre Q y g(z,y) < f(x,y) para todo
(x,y) € @), entonces

[[ stwyydsay < [[ 160 dsy
Q Q

En particular, si f(z,y) > 0 para todo (x,y) € @, entonces

J[ #@.v) sty =0
Q

2.3. Calculo de una integral doble mediante integracién iterada.

TEOREMA 1.21 (Fubini). Sea Q = [a,b] X [¢,d] un rectingulo y sea f : Q@ — R una
funcion acotada, integrable sobre (). Supongamos que:
(a) Para cada y € [c,d] la funcion x— f(x,y) de [a,b] en R es integrable sobre [a,b].
(b) La funcidon y f; f(z,y)dx de [c,d] en R es integrable sobre [c,d].
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Entonces
J[ radean= | d ( / o) dx) dy.
Q

DEMOSTRACION. Sean s y t dos funciones escalonadas definidas en (Q tales que
s< f<t

Entonces, para y € [c, d],

/abs(a:,y)dx < /abf(x,y)d:c < /abt(x,y)dx.

([ ([ o) [ ([ )

Usando el resultado de Fubini para integrales de funciones escalonadas (ver la ecuacién

Luego

(1.1)) tenemos que

// s(x,y) dedy < /cd (/ab f(z,y) dx) dy < // t(z,y) dxdy.
Q Q

Haciendo variar las funciones escalonadas, tenemos que el ntimero que esta en el centro
de esta desigualdad es una cota superior para las integrales que estan a la izquierda y es una

cota inferior para las integrales que estan a la derecha. Luego

1< [ d ( / ) dx) dy < 7(f).

Por ser f integrable tenemos que I(f) = I(f). Usando la definicién de integral tenemos

J[ st oty = / d ( / ) dx) dy.
Q

que

OBSERVACION 1.22. Si en el Teorema anterior suponemos que

(a) Para cada x € [a, b] la funcién y — f(z,y) de [¢,d] en R es integrable sobre [c, d].
(b) La funcién x — fcd f(z,y)dy de [a,b] en R es integrable sobre [a, b].

Entonces, con un argumento completamente analogo, obtenemos

J[ st oy - / b ( / " fay) dy) .
Q
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El Teorema de Fubini tiene una interpretacién geométrica que damos a continuacién. Si

J

es el volumen de la region limitada por el grafico de f y el plano zy. Este volumen también

f > 0 entonces

lo podemos obtener por integracién unidimensional del area de su seccién transversal. En la

figura

A(z,) = / f(zo,y) dy.

@ =A(Xo)

. Y
X

FiGcura 1.3.

OBSERVACION 1.23. La existencia de la integral doble no garantiza la existencia de las

iteradas y viceversa, ver ejercicios 8 y 9.

2.4. Condicion suficiente de integrabilidad.
En esta seccion vamos a ver que si una funcién acotada es continua, salvo en un conjunto
“pequeno”, entonces es integrable. Para medir el tamano de un conjunto introducimos el

siguiente concepto.

DEFINICION 1.24. Sea A un subconjunto acotado del plano. Se dice que A tiene contenido
bidimensional nulo si para cada € > 0 existe un conjunto finito de rectangulos {Q1,...,Qn}

de lados paralelos a los ejes tales que la suma de las areas de los (); es menor que € y

N
AC U interior (Q;).

1=1



2. INTEGRALES DOBLES. 11

EJERCICIO 1.25. Demostrar las siguientes afirmaciones.

(1) Cualquier subconjunto finito del plano tiene contenido bidimensional nulo.

(2) La unién de una familia finita de conjuntos de contenido bidimensional nulo tiene
contenido bidimensional nulo.

(3) Todo subconjunto de un conjunto de contenido bidimensional nulo tiene contenido
bidimensional nulo.

(4) Todo segmento de recta tiene contenido nulo.

(5) Sea A C R?, demostrar que si para cada € > 0 se tiene que existe un conjunto finito
de rectangulos acotados {Q1,...,Qn} tales que la suma de las dreas de los @; es

menor que € y
N
AcC U Qi
i=1

entonces A tiene contenido bidimensional nulo (es decir, no es necesario suponer que
los lados de @; son paralelos a los ejes y podemos colocar @; en vez de interior (Q);)

en la definicién de contenido nulo).

TEOREMA 1.26. Sea Q) = [a, b] X [c, d] un rectingulo y sea f : Q@ — R una funcion acotada.
Si el conjunto de las discontinuidades de f tiene contenido bidimensional nulo entonces f es

integrable sobre Q).

DEMOSTRACION. Sea M > 0 tal que |f(z)| < M para todo € Q. Sea D el conjunto de

las discontinuidades de f.

Sea € > 0.
Como D tiene contenido bidimensional nulo existe una coleccion finita de rectangulos de
. ‘ €
lados paralelos a los ejes, Ry, ..., Ry, tales que la suma de sus areas es menor que TR

Ny
D cC U interior (R;).

i=1

El conjunto
N1
C=Q\ U interior (R;)
i=1

es compacto y f es continua en C, luego f es uniformemente continua en C. Por lo tanto,
podemos dividir C' en rectangulos R, ..., Rjy,, tales que

€

max{f(r,) : (v,) € B} —min{ f(e,9) s (,9) € B} < 5o

parai=1,..., Ns.
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Sea P ={Q1,...Qny} una particién de @ tal que cualquier rectangulo R;, 1 <i < Ny, 6
R}, 1 <i < N, es unién de rectangulos pertenecientes a P.

Sea (x,y) € Q. Definimos las funciones escalonadas s y ¢ en el punto (z,y) de la siguiente
manera:

Si (z,y) pertenece al rectdngulo R, para algin i, entonces
S(l’,y) =m; = min{f(:v,y) : (:E,y) € R;} y t(l’,y) = Mz = méux{f(:z,y) : (Iay) € R;}>

en otro caso

s(t,y) = =M 'y tlx,y) = M.
De la definicién de s y t sigue que s(x,y) < f(z,y) < t(z,y) para todo (z,y) € Q.

N
J[ te0) = o)) dady = 3" (51— 1) dvea (@),
i=1
Q
donde s; y t; son los valores respectivos de s y ¢ en Q.
Si Q; es uno de los rectdngulos contenido en algin Rf, ..., R)y, tenemos que

it < s
° 2 area (Q)

En otro caso s; — t; = 2M.
Por construccion la suma de las areas de los rectangulos de P que no estan contenidos

R. .. R ° lo tanto t
en Ri,..., Ry, es menor que 0 por lo tanto tenemos que

€

é/(t(:):,y) — s(z,y)) dedy < (drea (Q)) (m) + oM (ﬁ) .

Luego f es integrable sobre Q).

EJEMPLO 1.27. Verificar la existencia y calcular la siguiente integral doble

(z° + y) dvdy.

[0,1]x[0,1]

Como el integrando es una funcién continua, resulta ser integrable. Ademé&s como se
cumplen las hipétesis del teorema de Fubini tenemos que:

3 =1

! T
/(m2+y)d:c: — +yz
0

3 - y7

3

=0
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luego

/01/01(9:2+y)dxdy:/01 (/01(:)32+y) dx) dy
o

2.5. Integrales dobles sobre conjuntos mas generales.

TEOREMA 1.28. Sea ¢ : [a,b] — R una funcion continua. Entonces el grdfico de ¢ tiene

contenido bidimensional nulo.

DEMOSTRACION. Sea A el grafico de ¢, es decir,
A={(z,y) eR*:a <z <b y=p(r)}

Sea & > 0. Por ser [a, b] compacto, ¢ es uniformemente continua, luego existe una particién
P ={z,,...,x;} del intervalo [a, b], tal que la oscilacién de ¢ en cada uno de los intervalos
I; = [x;—1,x;] de P es menor que £/(b—a), es decir |p(z) —¢(2')| < e/(b—a) si x y 2’ estan
en un mismo I;.

Parai=1,...,k sean
M; = sup{p(x) : x € [x;_1, 4]} y m; = inf{p(x) : x € [z;,1, ;] }.

Estos valores son finitos porque ¢ es continua en los compactos [x;_1, z;]. Ademds

k
A iy, i) x [my, M)

i=1

€
b—a

M; —m; <

Finalmente
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Sean S un subconjunto acotado de R? y f : S — R una funcién acotada. Sea Q un
rectdngulo de lados paralelos a los ejes y acotado tal que S C Q. Sea f : Q — R la funcién
definida por

Floy) = fz,y) Sf (z,y) €5, (1.2)
0 si (z,y) €@\ S.

El conjunto de los puntos de discontinuidad de f estd contenido en el conjunto de los
puntos de discontinuidad de f unido con la frontera de S. Por lo tanto, si la frontera de
S v el conjunto de los puntos de discontinuidad de f tienen contenido nulo, entonces f es

integrable sobre Q).

DEFINICION 1.29. Sea S un subconjunto acotado de R? tal que su frontera tiene contenido
nulo. Sea f : S — R una funcién acotada, tal que el conjunto de los puntos de discontinuidad

de f tiene contenido nulo. Sean Q y f como en (1.2), la integral doble o integral de drea de

f sobre S es )
é [ #.y)dady - é | .y dady

EJERCICIO 1.30. Demostrar que [[ f(z,y)dxdy estd bien definida, es decir probar que
S

no depende del rectangulo () que contiene a S.

EJERCICIO 1.31. Supongamos que S es un subconjunto de R%. Sea yg la funcion carac-

teristica de S, es decir,

1 sizes,
0 sizé¢s.

xs(z) =

Demostrar que el conjunto de los puntos de discontinuidad de yg es la frontera de S
Tomando en cuenta lo anterior resulta muy natural la siguiente definicién.

DEFINICION 1.32. Sea S es un subconjunto acotado de R? tal que su frontera tiene

contenido bidimensional nulo. El drea o contenido bidimensional de S es la integral doble de

area(S) = // dxdy.

OBSERVACION 1.33. Notar que el drea de S es la integral doble sobre S de la funcién

Xs, es decir,

constante igual a 1.
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A continuacién vamos a ver cémo calcular la integral doble de una funcién, usando

integracion iterada, sobre regiones bastantes generales.

DEFINICION 1.34. Una region del tipo I es una regién de la forma
Ri={(z,y) eR*:a <z <h ¢i(x) <y < o)}

donde ¢ y 2 son funciones continuas en [a, b], tales que p; < .

Y A

Y= (PZ(X)

y=(P1(X)

< ¥

FiGuraA 1.4. Region tipo I
Del Teorema 1.28 sigue que la frontera de toda region del tipo I tiene contenido nulo.
Supongamos que f es continua en la region del tipo I
Ry ={(z,y) eR*:a <2 <bpi(x) <y < o)}

Sic=mf{y1(z) :a <z <b}yd=sup{pa(z):a <z <b} entonces Ry C [a,b] X [c,d].

Luego
//f(fc,y)dxdyz // f(z,y) dzdy,
Ry [

a,b] x[e,d]
donde

f(x,y) _ f(x,y) S? ($,y) < R17
0 si (x,y) € [a,b] X [c,d] \ Ry.

Por ser f continua tenemos que, para cada x € [a, b, la funcién y — f(x,y) es integrable

sobre [¢,d] y de la definicién de f sigue que

/ " Fay) dy = / " ey dy

1(z)
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Por el Teorema de Fubini

feydeay= [ (|7 sy ay) de
remas-[ ([

DEFINICION 1.35. Una region del tipo II es una regién de la forma

Ry ={(z,y) eR*:c <y <d, ¢1(y) <z < a(y)}

donde 1, y 19 son funciones continuas en [c, d] tales que ¥ < 1)s.

Yy A

X =Y,(y)

< ¥

FiGura 1.5. Region tipo II

Al igual que antes se puede mostrar que si f es continua en una regién del tipo II

Ry ={(z,y) eR*:c<y <d, ¥u(y) <z <y},

d Pa(y)
/ f(z,y)dudy = / ( / f(z,y) dx) dy.
2 c Y1(y)

Finalmente, para calcular una integral sobre una region arbitraria, la descomponemos

entonces

como una unioén de regiones tipo I y tipo II.

EJEMPLO 1.36. Cambiar el orden de integracién en la siguiente integral

/02 (/;f(ﬂ%y)dy) dz.

Tenemos que la regién de integracion estd dada por 0 <z < 2, 22 <y < 4.

Otra manera de describir la region es 0 <y < 4,0 <x < ,/y, por lo tanto, al cambiar el

[ ([ senir)

orden de integraciéon obtenemos
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y:)I(Z

F1GURrA 1.6.

EJEMPLO 1.37. Sea R la regién {(z,y) € R? : 1 < 2 + y? < 4}. Escribiremos

/ fdA

R

en términos de integrales iteradas.

FiGura 1.7.

/ / £ y)dady = / : ( / zf@,y) dy) dz + / 1 ( /: f(xy) dy) dz
R
+/_11 (/__\:;f(x,y)dy> dx—i—/12 (/_Zf(m,y)dy) dx

17
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EJEMpPLO 1.38. Calcular el volumen del sélido limitado por el elipsoide

2y P
St ta=l
El elipsoide es la region comprendida entre los gréaficos de las funciones
22 2 22 2
Aley)=cfl-— -1 v fhllay)=-/l-—-15,

para (x,y) € S, donde
2

1’2 Yy

Por lo tanto, denotando por V' al volumen del sélido, tenemos que
V= [[ () = o) dudy.
S

Tomado en cuenta las simetrias del solido tenemos que

x2 y2
S1

2 2
Sl:{@’y)ERQWZanZO,%ﬂ—<1}.

donde

b2 —

a b\/@ 1'2 y2
V:8c/ / l————5dy| dz.
0 0 a b

Como ejercicio, verificar que la integral anterior es igual a

Por lo tanto

—mabe.

3

3. Integrales miultiples

El concepto de integral puede extenderse del espacio bidimensional R? al espacio

n-dimensional R". Las definiciones, el tratamiento y los resultados son completamente analo-

gos. Desarrollaremos el concepto de integral multiple para n > 3. Dada la analogia mencio-

nada omitiremos algunas pruebas y detalles.

DEFINICION 1.39. Sea @ = [a1,b1] X ... X [ay,b,] C R™ un paralelepipedo rectangular.

Sea P una coleccion de paralelepipedos contenidos en (). Se dice que P es una particion de

Q si existen particiones P, = {ak % ... ,x’ka} de [ag, by] tales que

P:{[x}l_l’xill]x...x[x" xnn]:1§i1§N1,...,1§in§Nn}.

in—17 V1
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Por (P, ..., P,) se denotara la particién P.

Notar que si P, consta de N puntos entonces P contiene Nj --- N, subparalelepipedos.

3.1. Integral miiltiple de una funcién escalonada.

DEFINICION 1.40. Sea @ = [ay,b1] X ... X [an, b,] C R™ un paralelepipedo rectangular y
sea s : (Q — R una funcién. Se dice que s es una funcion escalonada si existe una particién

P de @ tal que s es constante en cada uno de los subparalelepipedos abiertos de P.

DEFINICION 1.41. Sea @ = [a1,b1] X ... X [an, b,] C R™ un paralelepipedo rectangular.

El volumen n-dimensional o contenido n-dimensional de () es

Vol(Q) = (b1 — ay) -+ - (b, — ay).

Supongamos que @ = [a1,bi] X ... X [a,, b,] C R™ es un paralelepipedo rectangular y que
s : () — R una funcién escalonada. Sea P = {Q;, i.,i1=1,...,Ny,...,i, =1,...,N,} una
particion de @) tal que

S(x1, . X)) = Ciy i

en int(Qi,..,)

DEFINICION 1.42 (Integral multiple de una funcién escalonada). La integral miltiple, o

simplemente, la integral de s sobre Q) es

Nl Nn
/de = /S(Il, e ,xn) dl‘l e dflfn = Z ce Z annVOl(Quzn)
Q Q i1=1 in=1

Aligual que en el caso bidimensional tenemos que, si s es una funcién escalonada, entonces

/st:/:jl (

Q J1
donde (j1,...,jn) es una permutacién de (1,...,n).

bjn
/ s(xq,...,x,)dxj, .. ) dxj,. (1.3)

W
También se cumplen los analogos de las propiedades establecidas en el Ejercicio 1.17.

3.2. Integral miltiple de una funciéon acotada en un paralelepipedo.
Sea @ = [ay,b1] X ... X [an, b,] C R™ un paralelepipedo n-dimensional rectangular y sea

f @ — R una funcién acotada.
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DEFINICION 1.43.

La integral superior de f sobre @) es

I(f) = inf /th : t es una funcién escalonada y f <t
Q

La integral inferior de f sobre Q) es

I(f) =sup /st : s es una funcién escalonada y s < f
Q

DEFINICION 1.44. Sea f : @ — R una funcién acotada se dice que f es integrable sobre
Q si
I(f) = L(f).

Este valor comtun se denomina la integral mailtiple, o simplemente, la integral de f sobre

@ vy se denota por

/f T1,...,%,)dry .. .dx,, osimplemente por /de

[ @z
Q

para la integral multiple también es comun y conveniente en algunos casos.

La siguiente notacion

Las propiedades establecidas en el Ejercicio 1.20 también valen para integrales multiples.

4. Calculo de una integral miltiple mediante integracion iterada.

TEOREMA 1.45 (Fubini). Sea Q = I x...x I, C R"™ un paralelepipedo rectangular, donde
I, = [ag, by] es un intervalo acotado y sea f: Q — R una funcion integrable sobre Q). Sean
D Yy q enteros positivos tales que p+q=mn. Sean Q1 =11 X ... X I, y Q2 = L1 X ... X I,.

Supongamos que:

(a) Para cada @ € Qy la funcion U — f(u,V) de Q2 en R es integrable.

(b) La funcion @ [ f(d,0)dv de Q1 en R es integrable sobre Q.
Q2

/f(:?)df:/ /f(a’,z?)dﬁ di.
Q

Q1 Q2

Entonces
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La demostracion de este resultado es completamente analoga a la del Teorema 1.21 y la
dejaremos como ejercicio.
Aplicando sucesivamente el resultado anterior obtenemos.

COROLARIO 1.46. Sea Q = I} x ... x I, C R"™ un paralelepipedo rectangular, donde
I, = [ak, b] es un intervalo acotado y sea f: Q) — R una funcion integrable en Q.
Sea (j1, j2, 1jn) una permutacion de (1,...,n). Supongamos que las siguientes integrales

iteradas estan definidas

f([lj'l, e ,l’n) dl’jl,

In

bin bja bj
/de:/ (/ < f([lj'l,...,l’n) dl’j1> dl’j2...) dl’jn.
Q a;. CLj2 Cle

n

bin bjs bjy
/ / f(a:l,...,xn) d.f(fjl de2... dl‘jn.
a; Ajgy aj1

Entonces

OBSERVACION 1.47. Si tenemos una funcién integrable como en el corolario anterior y
las integrales iteradas de f existen en dos érdenes diferentes, entonces estas dos integrales
iteradas son iguales a la integral de f sobre Q).

En particular, cuando f es integrable y las integrales iteradas existen en todos los 6rdenes

posibles, todas estas integrales nos dan el mismo valor.

Otra notacién comun para las integrales iteradas es la siguiente:

bj bjs bjy
/ (/ ( f([lj'l,...,l’n) dl’j1> dl’j2...> dl’jn,

In

bjn bjs bjy
/ dl‘jn / dl‘j2 / dl‘jl f(l‘l,...,.l’n) e ]

Jin 72 J1

En vez de escribir

se suele escribir
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5. Condiciones de integrabilidad

Al igual que en el caso bidimensional, si una funciéon acotada es continua, salvo en un
conjunto “pequeno”, entonces es integrable. Para medir el tamano de un conjunto en R"
generalizaremos, de manera natural, el concepto de contenido nulo.

Cuando hablemos de paralelepipedo rectangular en R™ supondremos que se trata de un
conjunto de la forma [ay, b1] X - - - X [an, b,], es decir, supondremos que sus caras son paralelas

a los espacios coordenados.

DEFINICION 1.48. Sea A un subconjunto acotado de R". Se dice que A tiene contenido
n-dimensional nulo si para cada € > 0 existe un conjunto finito de paralelepipedos rectangu-
lares {Q1,...,Qn} tales que la suma de los contenidos n-dimensionales de los @); es menor

que € y ademas

N
AcC U interior (Q;).

i=1

EJERCICIO 1.49. Demostrar las siguientes afirmaciones.

(1) Cualquier subconjunto finito de R™ tiene contenido n-dimensional nulo.

(2) La unién de una familia finita de conjuntos de contenido n-dimensional nulo tiene
contenido n-dimensional nulo.

(3) Todo subconjunto de un conjunto de contenido n-dimensional nulo tiene contenido
n-dimensional nulo.

(4) Todo subconjunto acotado de R™ contenido en un subespacio afin de dimension
menor que n tiene contenido n-dimensional nulo.

(5) Sea A C R", demostrar que si para cada € > 0 existe un conjunto finito de pa-
ralelepipedos rectangulares {Q1,...,Qx} tales que la suma de las contenidos n-

dimensionales de los (); es menor que € y
N
AC U Ql
i=1

entonces A tiene contenido n-dimensional nulo (es decir, podemos colocar @); en vez

de interior (Q);) en la definicién de contenido nulo).

De manera completamente analoga a como se demostraron los Teoremas 1.26 y 1.28 se

prueban los siguientes resultados. Los detalles se los dejamos al lector.
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TEOREMA 1.50. Sean @Q C R™ un paralelepipedo rectangular acotado y ¢ : Q — R una

funcion continua. Entonces el grdfico de o tiene contenido nulo en R™*!,

TEOREMA 1.51. Sea (Q C R™ un paralelepipedo rectangular acotado y sea f: QQ — R una
funcion acotada. Si el conjunto de las discontinuidades de f tiene contenido n-dimensional

nulo en R™ entonces f es integrable en (.

EJERCICIO 1.52. Sea () C R™ un paralelepipedo rectangular y sea f : () — R una funcién
acotada. Sea P una particién de Q). Definir U(f, P), la suma superior para f con respecto a
la particion P y definir L(f, P), la suma inferior para f con respecto a la particién P.

Demostrar los siguientes resultados (aclarar bien el significado de la notacién en el se-

gundo).

TEOREMA 1.53 (Condicién de Riemann). Sea @ C R™ un paralelepipedo rectangular y
f: Q — R una funcion acotada. Entonces f es integrable sobre () si y solo si para cada
e > 0 existe una particion P de Q tal que U(f, P) — L(f, P) <e.

TEOREMA 1.54. Sea (Q C R™ un paralelepipedo rectangular cerrado y acotado, sea

f:Q — R una funcion continua entonces

(a) f es integrable.
(b) Si &, i, € Qiy.,, la integral de f en Q es:

Ny Np,
Q/f ||Pl||+o,...,||Pn||aoZ.lz::1 ;f( 1) VoH(Qn.. )

Conjuntos lisos.

DEFINICION 1.55. Sea A C R™. Se dice que A es un conjunto liso si existe un entero no
negativo k < n, una funcién g : R¥ — R de clase C' y un conjunto D C R* compacto tal

que

A=g(D).

EJEMPLO 1.56. Los subconjuntos lisos de R son los puntos. Una curva suave es un

subconjunto liso de R3.

Vamos a probar que todo subconjunto liso de R" tiene contenido n-dimensional nulo.

Primero necesitamos recordar y establecer ciertos resultados.
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Recordemos (ver Guia de Cédlculo Diferencial en varias variables) que si g : RF — R" es

de clase C' entonces
lg(¥) — 9(@)|| < Vnlly—Z| méx 19" (Z) M| ar

donde L es el segmento de recta que une los puntos ' y .

Por lo tanto, si D C R* es compacto y convexo, tenemos que
199 = 9@ < Vg = Il wéxlg'(2)ll,

para todo par de puntos Z,y € D.

Un cubo en R¥ es un conjunto de la forma [ay, b] X - -+ X [ay, by], donde b; — a; = b; — a;
parai,j =1,..., k.

Si K es un cubo en R¥, Z, es el centro de K vy [ es la longitud de la arista de K, entonces

K = {feR’“:Hf—foHoo < é}
donde

|1 %] 0o = max{|z1], ..., |zk|}

LEMA 1.57. Sea g : R¥ — R" una funcion de clase C' y sea K un cubo en R* de centro

T, y arista de longitud l. Entonces g(K) esta contenido en un cubo de arista de longitud
’ !/ =
n-L-max lg7(Z)] -
DEMOSTRACION. Sea & € K. Entonces
19(Z) — g(Zo)[|oe < [19(Z) — g(@0)]]
<vn mdx 19" (D) |l & — 2o |

< Vi mdx||g'(2) v 17 = olloo

[
<n (=) mix|q ()|
< (5) mixllg @l

TEOREMA 1.58. Todo subconjunto liso de R™ tiene contenido n-dimensional nulo.

DEMOSTRACION. Como todo subconjunto compacto de R* estd contenido en un cubo,
basta probar que si k < n, g : R¥ — R” es una funcién de clase C' y K C R¥ es un cubo

entonces ¢g(K) tiene contenido n-dimensional nulo.
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Sea K C R¥ un cubo. Sea [ la longitud de la arista de K. Si dividimos cada arista de K
en N partes iguales de longitud [/N entonces K queda dividido en N* subcubos.
Sea v = n-miaxzex ||¢'(Z)||ar. Por el Lema 1.57 la imagen de cada uno de estos subcubos

esta contenido en un cubo cuya arista tiene longitud
l
7 N )
por lo tanto, el contenido n-dimensional de su imagen de cada subcubo esta acotado por
W (D
Cémo K consta de N*¥ subcubos tenemos que el contenido n-dimensional de g(K) estd

l n
k. n- —_
N¥ .~ (N) .

Cémo k < ny N es arbitrario el contenido n-dimensional de g(K) tiene que ser nulo.
O

acotado por

6. Integrales miltiples sobre regiones generales

Sean S un subconjunto acotado de R™ y f : S — R una funciéon acotada. Sea () un
paralelepipedo rectangular acotado tal que S C ). Sea f : @ — R la funcion definida por
f(@) sides,

F@) = - (1.4
0 side@\s.

El conjunto de los puntos de discontinuidad de f esta contenido en el conjunto de los
puntos de discontinuidad de f unido con la frontera de S. Por lo tanto, si la frontera de
S y el conjunto de los puntos de discontinuidad de f tienen contenido n-dimensional nulo,

entonces f es integrable sobre Q.

DEFINICION 1.59. Sea S un subconjunto acotado de R" tal que su frontera tiene contenido
nulo. Sea f : S — R una funcién acotada, tal que el conjunto de los puntos de discontinuidad

de f tiene contenido nulo. Sean Q y f como en (1.4), se define

/f(:f)dV:/f(f)dv.
Q

S
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DEFINICION 1.60. Sea R un subconjunto acotado de R™ cuya frontera tiene contenido

nulo. El volumen n-dimensional o contenido n-dimensional de R es:

V..(R) :/1dV.

R

Tal como es natural, al contenido 2-dimensional se le llama &rea y al 3-dimensional se le

llama volumen.

De manera analoga al caso bi-dimensional, podemos calcular integrales miltiples sobre
regiones generales.

Por ejemplo, si
R = {(l’,y,Z) € Rg ra<zx< b> Qpl(l') < Y < ()02(1')7 Oél(llﬁ',y) <z< OéQ(l',y)}

donde ¢ y ¢o son funciones continuas en [a,b] siendo @1 < @9, a; ¥ ay son funciones
continuas con o < ;.

Si f es integrable en R entonces

b o2 () az(w,y)
///f(z,y,z)d:zdydz:/ / / flx,y,2)dz | dy | dz.
” a p1(z) a1 (z,y)

Otro ejemplo, si

R={(z,y.2) eR*:c <y <d, h(y) <z < ha(y), Bi(y,2) <z < faly. 2)}

d ha(y) B2(y,z)
/// flz,y,2) dxdydz:/ dy/ dz/ f(z,y,2)dx.
” ¢ hi(y) Bi(y,z)

Una region arbitraria debe descomponerse en la union de regiones analogas a las anteriores

entonces

para poder asi colocar los limites de integracion.

OBSERVACION 1.61. Sea f:R3> — R, f > 0. Entonces

/ / / oy, 2) dadyd:
Q

representa la masa de un sélido que ocupa la regién @) y cuya densidad en cada punto es f.
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EJERCICIO 1.62. Demostrar que si A C R? es acotado, f: A — [0,00) es integrable y
R={(z,y,2) €R*: (z,y) € A, 0 < 2 < f(a,y)}

entonces

Vol (R) = / / f(a,y) dudy.

EJEMPLO 1.63. Calcular el volumen del sélido R limitado por los planos coordenados y
el plano z +y 4+ 2z = 1.

Ficura 1.8. Sélido R

Tenemos que
R={(z,y,2)eR*:0<2<1,0<y<1—2,0<2z<1—2—y}

Por lo tanto, aplicando el teorema de Fubini tenemos que

Vol(R):/ldV:/Ol (/OH (/Ol_x_ymz) dy) da

por otra parte

11—z 2 1y=1—x - 2 . 2
/ (1-z—-y)dy=(1-a)y— > =(1—:zr)2—<1 7 _{ x),
0 2 1,- 2 2
de donde )
N PR (U i i
Vol (R) = dr = —= = .
ol(R) /0 > T T3 | TG
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EJEMPLO 1.64. Calcular el volumen del sélido S acotado por las superficie de z = 322,
2=4—2%y=0,2+y=06.
El primer paso es identificar la regién de integracién.

Veamos primero los graficos de

2

z=32> yde z=4-2"

FIGURA 1.9. Gréficos de z = 322 y de z = 4 — a2

La superficie y = 0 es el plano zz y la superficie z + y = 6 es un plano. A continuacién

ilustramos el plano z +y = 6 y la regién S.

R

TN

JSuRRAEY SRR
e

N N eSS

FicUurA 1.10. Plano z 4+ y = 6 y regién S
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Si rotamos la regién para poder verla desde atras obtenemos

F1GURA 1.11. Region S

En conclusion, la region esta dada por las siguientes desigualdades:

—1<z<1, 32?<z2<4—22 0<y<6-z,

1 4—a? 6—2
Vol(S):/ldx/32 dz/o dy:---:%.

EJEMPLO 1.65. Encontrar el volumen de la region R acotada por las superficies

z=22+y?y 2 =10 — 2% — 292

por lo tanto,

La superficie z = 2% 4+ y? es un paraboloide que se abre hacia arriba y la superficie
2z =10 — 22 — 22 es un paraboloide que se abre hacia abajo.

Igualando las dos ecuaciones tenemos que se intersectan donde 2% + y? = 10 — 22 — 2y?
o bien 222 + 3y% = 10, que es un conjunto cuya proyeccién sobre el plano zy es una elipse.

Esta elipse se puede describir como
V10 — 942 J10 — 9.2
VR ERCRR TE

En la siguiente figura se observa una seccion del sélido, visto desde la parte de atras.
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NLL A
N\ ¥
“‘\Q\"%/

\‘(\/ 7

Ficura 1.12. Corte de las superficies que limitan a R

Tenemos que

V5 V10202 10—22—2y2
Vol (R) = /\F / — /2 ) dzdydx
/\/5 @ ( 2 2 2 2)
= 10 — 2* — 2y* — 2* — y*) dydx
-5 _@
vo e 2 2
:/ o, (10— 20 = 3%) dyda
~vB J_oca?
V5 1/2
_ 2 31y=(1/3)(10—2z?)
= /_\/5 (IOy —2x%y —y y:—(1/3)(10—2x2)1/2) dx
4 V5
=57 / (10\/5\/5 — 2 — 2V/222V5 — x2> dz.
VB
Por otra parte,
x ) x
VH —a2?dr = =v5 —x? + = arcsen — + ¢,
2 2 NG
25
/xzv5 —22dr = %(sz —5)Vh —a?+ 5 arcsen% +c.
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Por lo tanto,

Vol (R) = % (gM+ g arcsen (%))

8\/§ T 25 T
- — —2x2—5v5—x2+—arcsen—)
3V3 (8( ) 8 V5
25m/2
V3

z=V5

z=—V5
z=V5

z=—V5

7. Cambio de variables en integrales multiples.

Recordemos que, bajo ciertas condiciones, para funciones de una variable se cumple

g(

b) b
f(x)dz = / F(g(u)g (w)du.

g(a)

En esta seccién vamos a estudiar la extensién de este resultado a funciones de varias

variables e integrales multiples.

OBSERVACION 1.66. Es importante aclarar que, para el caso de funciones de R en R,

calcular [ f(z)dx es lo mismo que calcular [ f(t)dt.
T

T
Lo anterior no es un cambio de variable, simplemente es un cambio de notacion. También

lo podriamos haber escrito como

[ 6.

la region de integracion es siempre la misma.

De la misma manera si A C R? se tiene que calcular

[[ st sy

es lo mismo que calcular esta integral

[ st dute

/ f(r,0)drdd,
A

0 esta otra

la region de integracion siempre es la misma.

El teorema de cambio de variables para integrales multiples es el siguiente.
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TEOREMA 1.67 (Teorema de cambio de variables). Supongamos que

(i) D C R" es un abierto y T : D — R™ es una funcion de clase C*,
(i) B C R™ es acotado, OB estd formada por un numero finito de conjuntos lisos y
B C D,
(iii) T es inyectiva en B,
(iv) det T"(uq,...,u,) # 0 para todo (uq,...,u,) € B con la posible excepcion de un
numero finito de conjuntos lisos,

(v) f:T(B) — R es una funcion acotada y continua .

Entonces f es integrable sobre T(B)

Y
/f(xl,...,a:n)dxl...dxn:/f(T(ul,...,un))|detT'(ul,...,un)|du1...dun.
B

T(B)

Para la demostracion remitimos al lector a las referencias, ver por ejemplo el libro de
Williamson, Crowell y Trotter [13] o el libro de Edwards [3]. Veremos algunos ejemplos en

detalle y justificaremos el resultado de manera intuitiva.

EJERCICIO 1.68. Verificar que en el caso n = 1 el teorema se reduce a la conocida férmula:

g(

b) b
f(x)de = / F(9(u)g (w)du.

g(a)

(Notar que debe aclarar que ocurre con el valor absoluto que aparece en el teorema).

EJEMPLO 1.69. Sea P el paralelogramo acotado por
y=2x, y=2xr—2, y=x+1, y==x.

Utilizaremos el teorema de cambio de variables para calcular

/ xy dxdy.

P

Haremos el cambio de variables © = v — v, y = 2u — v. Més precisamente sea
T(u,v) = (u—v,2u—v).

Sea B el rectangulo acotado por v = 0, v = =2, u = 0, u = 1 entonces T(B) = P.

Ademés

7(0,0) = (0,0), T(1,0) = (1,2), T(0,—-2) = (2,2) y T'(1,—2) = (3, 4).
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El jacobiano para el cambio de variables es:

T (u,v) = (; :1) :

Luego det T"(u,v) = -1+ 2 = 1.

Por lo tanto,

//:):yd:):dy = //(u—v)(2u—v) dudv = /_Z /01(2u2 — 3vu + v?) dudv

B

0 u=1 0
R / <2 3 2)
= —u’ — —vu” +v dv = ——=v4v°) dv=
2 3, o3| 2 8
= Zp— P4+ 2= ——(5(-2)-3-2
3V 71 T3 (3( ) 3)

Coordenadas Polares.

Recordemos que el punto (z,y) € R? tiene coordenadas polares (r, ) si
xr =rcosb, y =rsenb.

En este caso,
r=+/z?+y? tanf = y /.

Es usual suponer r > 0, 0 < 0 < 27. Mas generalmente, se restringe 6 a un intervalo
semiabierto de longitud 2.
Explicitamente
arctan (%) x>0,y>0
0= T + arctan (£) x <0
271 + arctan (%) x>0,y <0

donde arctan (¥) estd entre —7/2 y 7/2 .

EJjEMPLO 1.70.

(a) Hallar las coordenadas polares del punto (6, 6).

Tenemos que

=224+ 1y2 =62+ 62 = 62,

0 = arctan(6/6) = arctan 1 = 7/4.
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(b) Si un punto tiene coordenadas polares (8,27/3), ;Cuédles son sus coordenadas car-
tesianas?

Tenemos que

r =rcosf = 8cos(2m/3) = —8/2 = —4,

y =rsenf = 8sen(2m/3) = 8v/3/2 = 4V/3,

OBSERVACION 1.71.
Sea 6, fijo. La gréfica de 6 = 6, esta formada por los puntos de una semirrecta que forma
un angulo 6, con la recta y = 0.

Sea r, fijo. La gréfica de r = r, es una circunferencia con centro en el origen y radio r,.

TEOREMA 1.72 (Cambio de variables a Coordenadas Polares).
Sea B C {(r,0) e R* : 7 >0, 0 <60 < 271} acotado y sea Tp(r,0) = (rcosf,rsend) la
transformacion de coordenadas polares. Sea Tp(B) la imagen de B por Tp y sea

f:Tp(B) = R continua y acotada. Entonces

/ / f(z,y) dedy = é / F(r cos 0, rsen §)r drds.

Tp(B)
DEMOSTRACION. La matriz jacobiana para el cambio a coordenadas polares es:

Tl’g(r, 0) (cos@ —7rsen 9) .

senf rcosf

Luego det T (r,0) = r.

EJEmpLO 1.73. Calcular

/ Va2 +y? dedy
Q
donde

Q= {(z,y) eR*: 1 <2 +9* <4}

Sean Tp(r,0) = (rcosf,rsenf) y B = [1,2] x [0, 27], entonces

Tp(B) = Q.
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Luego

// Va? 4y dedy = // V (rcos0)? + (rsenf)? rdrdd

Q
27 2
://Terdez/ / r2 drdf
0 1
B
o 2 2
:/ d@/ rzdr:27r/ r?dr
0 1 1
3 |1r=2
2T
= 21— = —(8 -1
"5 =361
_lin
3

Justificacion de la formula del cambio de variables para coordenadas polares.

A continuacién vamos a justificar, de manera intuitiva y usando argumentos geométricos

sencillos, la férmula para el cambio de variables a coordenadas polares.

Tal como antes sea
Tp(r,0) = (rcosf,rsenf).

Es un hecho bésico de geometria (ver figura) que si B, = [0, ¢| X [0, a, donde «v € [0, 7/2]

y q > 0, entonces
Area (Tp(B,)) = ¢* %.

ylk

<V

F1Gura 1.13. Tp(B,)
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PROPOSICION 1.74. Si
By = [q1, q2] % [on, aa],
donde 0 < a1 < ap <21 y 0 < g1 < g9, entonces

Area (Tp(By)) = (a2 — O‘I)(CDQ— @1)(g2 + ql).

DEMOSTRACION. Del comentario previo a esta Proposicién podemos concluir que (ver

figura)
Area(Tp(B1)) =@ 2 - @22 (22 4 21
rea (Tp(B1)) = ¢; 5 L (q; 5 + qi 2)
_ (042 — 041)(Q2 - 6]1)(612 + ql)
5 .
0A Y A
Tp
-
B, Tp(By)
:r ;X

Ficura 1.14. Tp(By)
U

Consideremos ahora una regién B en el plano rf. Supongamos B C [a,b] X [v,d] y sea
Tp(B) la imagen de B por Tp.

Sean Py = {r,,r1,...,r,, } una particién de [a,b] y Py = {0,,601,...,0,,} una particién
de [v,9] .

Sean B;; = [ri_1,7i] X [0;-1,0;] y dij € Bij.

Sea f : R? — R una funcién continua, entonces basandonos en el Teorema 1.54 podemos
justificar, de manera informal, la formula para el cambio de variables a coordenadas polares

de la siguiente manera:



7. CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES MULTIPLES. 37

[ swwasy= B g0 2o ST Area (53

ny ng

TZ +rz 1
R ||P2|| ~(0,0) ZZfTP i) = (ri = riea) (6 — 0j-1)

//f T,(r,0))r drdf

= / f(rcosf,rsen@)rdrdd.

7.1. Coordenadas Cilindricas.

Recordemos que el punto (z,y, z) € R? tiene coordenadas cilindricas (r, 0, z) si
x =rcosb, y =rsenf,

es decir, representamos la primera y la segunda coordenada en términos de coordenadas
polares y no alteramos la tercera.
En general se tomar >0,0<60 <27, z € R.
Ademas
Y

r? = 2% + 4, tanf = =, z=z.
x

EJEMPLO 1.75. Si un punto tiene coordenadas cilindricas (8,27 /3, —3), ;Cuéles son sus
coordenadas cartesianas?
Tenemos que
x=rcosf =8cos2r/3 =—-8/2=—

y = rsenf = 8sen 2w /3 = 8/3/2 = 4V/3,
z=—3.

OBSERVACION 1.76.

Sea z, fijo. El conjunto z = z, esta formada por todos los puntos de un plano paralelo al
plano zy.

Sea 6, fijo. El conjunto # = 6, esta formada por todos los puntos de un semiplano que
contiene al eje z y que forma un angulo 6, con el plano y = 0.

En particular # = 0 corresponde al plano zz.

Sea 1, fijo. El conjunto r = r, esta formada por todos los puntos de un cilindro circular

recto cuyo eje central es el eje z y que tiene radio ry.
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Sea
To(r,0,z) = (rcos,rsend, z)
la transformacion de coordenadas cilindricas, entonces su jacobiano es:

cos —rsenf 0
TH(r,0,2) = | senf rcosf 0
0 0 1
Luego det T%(r, 0, z) =r.

Del teorema general de cambio de variables obtenemos.

TEOREMA 1.77 (Cambio de variables a Coordenadas Cilindricas).
Sean B C {(r,0,2z) e R®*:r >0, 0 <0 < 27} acotado, Te(r,0,2) = (rcosf,rsenf, z) y
f:Te(B) = R continua y acotada. Entonces

///f(:c,y,z) dr dydz = ///f(rcos@,r send, z)rdr df dz.
Te(B) B

EJEMPLO 1.78. Sea S el sélido dado por 22 + 3% < 1,0 < z < /22 + 92 . Hallar

/S//zdxdydz.

Cambiando a coordenadas cilindricas obtenemos

27 1 T 27 1 7"22
/// drdydz = / / / rzdzdrdf = / / (—
o Jo Jo o Jo 2

Z=T

) drdf =

S z=0
27 1 .3 1 2r 4 1 27
:/ T—drd@z—/ T—d&:—/ 6
o Jo 2 2/, 4 8 Jo
_r
4

Coordenadas Esféricas.

Recordemos que el punto (z,y, z) € R? tiene coordenadas esféricas (p, 0, ) si
x = psen p cosf, y = psensend, Z = pcos .
En general se toma

p >0, 0<6<2m, 0<p<m.
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Ademas,
z
p? =2+ + 2 tanf = =, cosp = .
/l'2+y2+22
Z A

Ficura 1.15. Coordenadas esféricas

OBSERVACION 1.79. Sea py fijo. La gréfica de p = pg es una esfera con centro en el origen
y radio po.

Sea 0, fijo. La grafica de # = 6y es un semiplano que contiene al eje z.

Sea g fijo. La grafica de ¢ = ¢y es un cono con vértice en el origen y una abertura

angular 2.

OBSERVACION 1.80.

(1) Si p es constante, las cantidades (p, 0, ¢) forman un sistema de coordenadas en la
superficie de una esfera.

(2) La latitud y la longitud en la superficie de la Tierra también forman un sistema de
coordenadas.

(3) Si restringimos 6 de modo que —7 < 6 < 7, entonces se llama la longitud del punto
en coordenadas esféricas.

(4) ¢ se llama colatitud del punto y la latitud del punto es m/2 — .

Sea

Tg(p,0,0) = (psenpcosb, psen psend, pcosp).
El jacobiano para el cambio a coordenadas esféricas es:

senpcos) —psenpsenf pcosycosb
Ty(p,0,0) = | senpsenf psengpcosf pcospsend
Cos 0 —psen
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Luego det T (p, 0, 0) = —p*sen . Y asi

| det Tr(p, 0, ¢)| = p* sen .

TEOREMA 1.81 (Cambio de variables a Coordenadas Esféricas).

Sean

BC{(p0,p)eR:p>0,0<0<2rm 0<p <7}

acotado, Tg(p,0,p) = (psenpcosf, psen psend, pcosy) y f : Te(B) — R continua, enton-

ces

/// f(z,y, 2) dedydz = /// f(psencos®, psen psen d, pcosd)p? sen ¢ dpdfdyp
B

Tg(B)

EJEMPLO 1.82. Sea D la esfera de radio a y centro (0,0, 0), queremos hallar el volumen

de D.
T 2m a
Vol(D) :/ldatdydz :/ / / P sen o dpdfdyp =
o Jo Jo

D
3 T 2 2 3 T

:a_// sen p dfdy = T / sen @ dy
3 Jo Jo 3 Jo

2 3
_ (—cosm+ cos0)

EJEMPLO 1.83. Calcular el volumen del sélido S que estd encima del cono 22 = 22 + 32
y dentro de la esfera 22 + y? + 2% = 2az .

Este cono estd dado por ¢ = 7/4 y la ecuacién de la esfera dada es

2 +y*+ (2 —a)’ =d?,

es decir tiene centro (0,0, a) y radio a.



7. CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES MULTIPLES. 41

Sea (x,y, z) un punto de la esfera, entonces

=" +y°+ (2 —a)’
=2+ y* 4+ 2% — 20z + a®
= p®sen” pcos? O + p®sen® psen? O + p? cos® ¢ — 2ap cos ¢ + a*
= p*sen” p(cos® O + sen? 0) + p* cos® ¢ — 2apcos ¢ + a’
= p?sen?  + p* cos® p — 2apcos ¢ + a
= p*(sen® ¢ + cos® p) — 2ap cos ¢ + a*
= p2 — 2ap cos ¢ + a’.

Luego p* = 2apcos p y, por lo tanto,

p = 2acos .

Cémo los puntos de S estan por encima del cono tenemos que 0 < ¢ < 7/4 y c6mo estén

dentro de la esfera tenemos que 0 < p < 2a cos p.

RN
N
\\\\\\\\\" Z
N\ ” —— cono

FiGuraA 1.16. Corte de las superficies que limitan a .S

Por lo tanto S esta dado por 0 < p < 2acosp, 0 <0 <27, 0 < ¢ < /4.

Utilizando el cambio a coordenadas esféricas obtenemos
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Vol (R) = /// dxdydz
S

w/4  p2n p2acose
= / / / p*sen o dpdfdyp
0 o Jo
w/4 21 pr2acos
= / (/ / 0’ dpd@) sen o dy
0 o Jo
w/4 2m 8a3
:/ (/ icos:)’<p0l6’> sen @ dy
0 o 3

8 3 w/4 21
= % cos® o (/ d@) sen @ dy
0 0

_ 167a’
3

w/4
/ cos® psen o dp.
0
el resto de los calculos se los dejamos al lector.

Justificacion intuitiva del teorema de cambio de variables.
En los cursos de algebra lineal o de geometria se demuestra que si A : R” — R" es una

transformacion lineal y Q C R™ es un rectangulo, entonces

Va(A(Q)) = | det A V,(Q)

(V,, es el contenido n-dimensional).
Como las traslaciones dejan invariante el contenido n-dimensional, tenemos que si A es

de la forma Y, + A, donde Y, es un vector fijo y A es lineal, entonces también vale
Va(A(Q)) = | det A| Vo (Q).
Supongamos que T : R” — R" es una funcién de clase C'. Entonces T es diferenciable y
T(7) = T(7,) + dT5,(7 — 7,)

sl T~ Z,.

Luego si Q es un paralelepipedo “pequeno” y 7, € @), entonces
Va(T'(Q)) = Va(dT5,(Q)) = | det T'(Z,)| Vo(Q).

Consideremos ahora una regién acotada B en R" y f : T(B) — R" continua y acotada.

Si dividimos a B en paralelepipedos “pequenos” Q1,...,Qn v T; € QQ; tenemos
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~ Z F(T(Z)) | det T'(Z:)] Vi (Q;)
~ / F(T(@) | det T'(@)| di.

Justificando adecuadamente todas estas igualdades aproximadas se obtiene una demos-

tracion formal del teorema de cambio de variables.

8. Integrales impropias.

La definiciéon de integral puede ser extendida a funciones no acotadas y que no son
necesariamente cero fuera de un conjunto acotado.

Supongamos que tenemos B C R" y f: B — R tales que:

(1) Si D es el conjunto de los puntos donde f no es continua, entonces la interseccion de
D con cualquier rectangulo acotado, esta contenida en un ntimero finito de conjuntos
lisos.

(2) La frontera de la interseccién de B con cualquier rectangulo acotado, esta contenida

en un numero finito de conjuntos lisos.

DEFINICION 1.84. Sean B C R" y {By}x una familia creciente de subconjuntos de B,
diremos que { By } v converge a B si todo subconjunto acotado de B en el cual f estd acotada

estd contenido en algin By.

El indice N se puede escoger de manera conveniente, discreto o continuo, tendiendo a

infinito o a un numero dado.

DEFINICION 1.85. La integral de f en B es

/fdvzlfjxvn/fdv
B Bn

siempre que el limite sea finito y no dependa de la familia de conjuntos acotados {By}nx
que converge a B. (Se supone que los conjuntos By se escogen de manera que existan las

integrales ordinarias de Riemann)
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TEOREMA 1.86. Sea f no negativa en B y supongamos que

h]{,n / fdv
Bn

es finito para una familia creciente de conjuntos { By}y que converge a B. Entonces

B/ fav

/ fdv = lim / fav
B Cn

para toda familia de conjuntos {Cn}n que converge a B.

estd definida y

DEMOSTRACION. Para cada N existe un K tal que By C Cgk. De la misma manera

existe un indice M que depende de K tal que Cx C Bj;. Como f es no negativa

/deg/deg/de.

Bn Ck By

Ademas, para todo N

Como < [ f dV) es una sucesion creciente y acotada superiormente de niimeros reales,
Cn

N
entonces converge.

De la doble desigualdad se sigue que
. <1 <1
hj]\f[n/de_h]]\f[n/de_h]]\ffn/de
By Cn By

Luego

/de:H]]\ffn/de
B Cn
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EJEMPLO 1.87. Sea f(x,y) = 1/2%y* definida en B = {(z,y) € R* : 2 > 1,y > 1}. Sea

By={(z,y) eR*: 1<z <N, 1<y<N}L
Si N > 1 entonces

dA NNldd Nld 1 LY
/f _/1 /1 x2y2xy_</1 ﬁz) _<_N)'
By

Cuando N tiende a infinito, los rectangulos By cubren todo B. Entonces

, , 1y’
/fdA:h]{[n/fdA—h]{fn(l—N) =1.
B By

2







Ejercicios 1.

(1) Calcular las siguientes integrales iteradas.

(a) /02 dy/ol(x2+2y)dx (b) /01 dx/ollnydy

(c) /34 daj/j(xiiy)?dy (d)/o27r d@/a:merdr

(2) Construir las regiones cuyas dreas se expresan por las siguientes integrales, decir qué

tipo de regién es, y calcular la integral.

o [ ( /j dy> " o [ ([ )

(3) Hallar y representar graficamente las regiones de integracién que correspondan con

cada una de las siguientes integrales iteradas.

2 2—y 3 V2522
@ [y [, e o) [ [T iy

@ [ ar [ seyay @[ [ s

(4) Calcular la siguiente integral doble por integracién sucesiva.
// xy(z +y)dedy, donde @ =[0,1] x [0,1].
Q

(5) Demostrar que el drea de la parte del disco de centro (0,0) y radio 1 que esté

comprendida entre la recta 2 = 1/2 y la recta = —1/2 es igual a 7/3 4+ v/3/2.

(6) Sea 0 <t < 1. Calcular el drea de S = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : y < t/x}.

47
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EJERCICIOS 1.

(7) Dibujar las regiones de integracién y calcular la integral doble.

(a) //:zcos(:z + y) dz dy donde S es el triangulo de vértices (0,0), (7,0) y (m, 7).
S

(b) // eV dx dy donde S = {(z,y) : |z + Jy| < 1}.
S

(8) Sea f:1]0,1] x [0,1] — R definida por

1 si z es racional;
fla,y) =

2y si x es irracional.

/01 da:/olf(x,y)dy:l,

y que f no es integrable Riemann en el rectangulo [0, 1] x [0, 1].

Demuestre que

(9) (Es posible dar un ejemplo de una funcién f : [0,1] x [0,1] — R que es integrable y

sin embargo no estan definidas ninguna de las integrales iteradas de f?

(10) Demuestre que

1 oo 00 1
/ dy/ (€7 — 272" dx # / da:/ (e7™ — 2e~2Y) dy.
0 1 1 0

(11) Sea D C Ry f: D — R™ una funcién continua. Demostrar que si 3 es un punto

interior de D entonces

1

@) =i s / fav.

B(zo,r)

9,
(12) Demostrar la regla de Leibnitz: Si g : [a,b] X [¢,d] — R es continua y 99 es continua

dy
d b %)
d—y/g(t,y)dtZ/ a—z(t,y)dt-

(Indicacién: Cambiar el orden de integracién en [¥ dx fab g—g(t, x)dt.)

entonces

g(:)s,y) son continuas y hy y ho son diferenciables,

(13) Demostrar que si g(x,y) y ay
entonces
d ha(y) ha(y) g ) )
— g(t,y)dt = / —(t,y) dt + hy(y)g(ha(y), y) — hi(y)g(hi(y), y).
aY Jn, () ) O
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(14) Evaluar la siguiente integral iterada y dibujar la regiéon D determinada por los

limites de integracién (algunas de las integrales son impropias).

1 |z| 3 pcosf
(a)/ / e dydx (b)/ / cos 0 drdf
1 —2|z| 0 0
1 1 1 % +o0 )
¢ — dxdy d / / re” " drdf
O f ) LIy

(15) Cambiar el orden de integracién en

/01 /Ox f(z,y) dydzx.

(16) Usando integrales, verificar:
(a) El drea de una elipse con semiejes de longitud a y b es wab.
(b) El volumen de un elipsoide con semiejes a, by ¢ es %Wabc.

(c) El drea de una regién semicircular de radio a es mwa?.

2
(d) El volumen de la esfera unitaria es %w.

(17) Cambiar el orden de integracién en

[ [ [ rw2azaya

para obtener las otras cinco formas posibles. Esbozar la region.

(18) Utilizar integrales triples para justificar la férmula para el volumen de un sélido de

revolucion estudiada en cursos previos de calculo.

(19) Evaluar /// ye ™ dV, donde W = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
W

(20) Evaluar / / / z?coszdV, donde W es la regién acotada por los planos

W
z=0z=my=0,y=mzz=0,z+y=1.

1 2x 4y
(21) Calcular / / / dzdy dz.
0 Jo x2+4y2
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(22) Sean Aq, A2, A3 ntimeros positivos. Demostrar que

+00 +00
a) / / Mg dge METAW=AZ oy — NgeTN9?
0 0

+o0 +o0o +oo
b) / / /0 LYz A Mg Age METAWTAE (o dyy (] =

(23) Sean f y g dos funciones acotadas, integrables y de valor absoluto integrable en R,

A1 A2

la convolucién de f y g es la funcién dada por:

—+00

frglx) = flz—y)gly) dy
Sean f, g, h funciones integrables y de valor absoluto integrable en R. Demostrar
que:
(a) La integral que define f * g converge para todo = € R.
(b) frg=gxf.
(c) (f*xg)*xh=[x(g*h).

senx

dx

“+oo
(24) El propdsito del siguiente ejercicio es calcular el valor de /
0 x

+00 1
(a) Probar que / e Wdy=—siz>0.
0 x

(b) Usar integracién por partes para probar que

+o0
/ e senx dx =
0

1542 si y > 0.

(c) Justificar las siguientes igualdades

T sen x +°° oo
/ dx = / / e senx dy
0 T
“+oo +00
/ / e “senz dx
= dy.
/0 1+ y2 Y

(d) Deducir que
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(25) Pasar a coordenadas polares r y 6, y colocar los limites de integracién para las

siguientes integrales:

) /1 dx/lﬂx,y)dy
/ d:z/ x2+y)dy.

) / f(z,y)drdy donde S es el tridngulo limitado por las rectas
S
y=x,y=—-r,y=1

L

e) / f(x,y)drdy donde S es la region limitada por la lemniscata
S
(¢% +y%)* = a®(a? —y?).

(26) Calcular la siguiente integral doble pasando previamente a coordenadas polares:

//ydxdy
S

donde S es el semicirculo de diametro a con centro en (5, O).

(27) Sea (z,y) = T'(u,v) = (u? — v?, 2uv).

(a) Dibujar la regién que se obtiene como imagen por 7' del cuadrado de vértices:

(1,1, (1,3), G 1) v (3:3)-

(b) Encuentre el area de la regién dibujada en (a).

(28) Calcular la integral doble

==

S

2 2
donde S es la regién limitada por la ehpse — + 35 i = 1, pasando a coordenadas

x
polares generalizadas — = r cosf, % = rsen 9.
a
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(29) Representar graficamente la regién cuya drea se expresa por la siguiente integral:

a(1+cos 6)
/ de / rdr
5 a

(30) Sea a > 0, hallar el drea limitada por las curvas: r = a(1+ cosf) y r = acos 6, para
—1<0<s

(31) Usando coordenadas polares hallar el drea de la region interior a la curva
(22 + y?)® = 1622

(32) Calcular el drea de la regién interior a la circunferencia 2% + y* — 8y = 0 y exterior

a la circunferencia 2% 4 y? = 9.

+oo
(33) El propésito del siguiente ejercicio es calcular el valor de / e~ dt.
0

+oo +oo 24,2 ™
(a) Demostrar que / / e~ @) dy da = T
0 0

+o0o
(b) Deducir que / e dt = g
0

(34) Sea f(x) = \/2;7 exp (—%). Demostrar que:
(a) _:of(:)s)d:vzl (b) /_:o:):f(x)d:v:m
(c) /_:O 2 f(x) dv = m? + o? (d)/_:ozzf(z) dx — </_:<> xf(x) d:l:>2 =o%

(35) Hallar el volumen de un cono circular recto de radio R y altura h.
3
(36) Calcular /// @2 v dy dz, donde B = {(z,y,2) € R® : 22 + 42+ 2% < 1}.

52
(37) Calcular / / / ( + = + = ) dx dy dz, donde B es el solido limitado por el elip-

soide
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(38) Calcular /// xyzdz dy dz donde S es el conjunto de los puntos (z,y, z) tales que
B

2+’ + 2 <1, 2>0,y>0,2>0.

(39) El propésito del siguiente ejercicio es deducir la férmula para el contenido n-dimensional
de la bola de radio R en R™.
(a) Sea ay el contenido n-dimensional de la bola con centro 0 y radio R en R™.
Demostrar que el contenido n-dimensional de una bola de radio R en R" es
igual a

o, - R".

Por lo tanto, basta que hallemos una férmula para a,.

(b) Demostrar que

1
Qp = / Vn—l(Bn—l(aa V91— t2)) dt>

1

donde V,,_; es el contenido n — 1 dimensional y Bn_l(ﬁ, V1 —1?) es la bola con
centro 0 y radio v/1 — ¢2 en R"L.
(¢) Deducir que

1
oy = 2001 / (1— 152)("_1)/2 dt
0

/2
= 20,1 / sen”(0) db,
0
Luego, si

w/2
I, = / sen”(0) db,
0

entonces

ap = 2005, Im
y, por lo tanto,

Qp = 1 Qp—9 In In—1~

(d) Utilizar integracién por partes para demostrar que

I, = (”_ 1) I,
n
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(e) Demostrar por induccién que

In [n—l - 1
2n
Concluir que
2m
Qp = — Qp—2
(f) Demostrar que
Tm 2m+1ﬂ_m

Qo = — Qo1 = .
e 2 = 135 (2mt 1)

(40) * Sea A un subconjunto de R™. Se dice que A tiene medida n-dimensional nula o
simplemente medida 0 si para cada ¢ > 0 existe un conjunto numerable de parale-

lepipedos rectangulares {Q1,, @2, ...} tales que

Z Vo (Q;) < e

AcC U interior (Q;).

i=1

(a) Demostrar que en la definicién de medida 0 podemos cambiar la condicién
AC Uzj\il interior (Q;) por A C Uf\il Q;.

(b) Demostrar que todo conjunto de contenido nulo tiene medida 0.

(¢) Demostrar que todo subconjunto numerable de R tiene medida 0, en particular
Q" tiene medida 0

(d) Demostrar que Q" N[0, 1]” no tiene contenido nulo.

(e) Dar un ejemplo de un subconjunto infinito de R de contenido nulo.



Capitulo 2

Integrales de linea y teorema de Green.

1. Curvas y trayectorias.

Sea I = [a,b] C R un intervalo.
DEFINICION 2.1. Una trayectoria es una funcién g : I — R™.

El concepto de trayectoria tiene una interpretacion muy natural: Si queremos describir
el movimiento de una particula en el plano o en el espacio, debemos indicar en que posicion
se encuentra la particula en cada instante. En otras palabras, a cada instante ¢, debemos
asignarle un punto ¢(t) en el plano o en el espacio.

Por lo tanto, podemos pensar en una trayectoria como una funciéon que nos permite
describir el movimiento de una particula en el espacio n-dimensional.

El mismo recorrido puede ser hecho por una particula de diferentes maneras. Es impor-

tante hacer una distincion entre la trayectoria de una particula y la forma de esta trayectoria.

DEFINICION 2.2. Una curva es la imagen de una trayectoria. Es decir, G C R™ es una

curva si existe una trayectoria g : [a,b] — R" tal que

G = g([aa b])

Los puntos g(a) y g(b) se llaman los extremos de la trayectoria, g(a) es el extremo inicial
y g(b) el extremo final. Si indicamos cual es la curva G, cual es su extremo inicial y cual es
su extremo final, estamos indicando la direccion en que fue recorrida G. Por esto a la terna
(g9([a, b)), g(a), g(b)) se le suele llamar curva orientada. A la trayectoria g se le suele llamar

parametrizacion de la curva G.
Es importante notar que dos trayectorias diferentes pueden dar origen a la misma curva.

También es usual considerar trayectorias cuyo dominio es toda la recta R. En este caso

no tenemos punto inicial, ni punto final, pero si un sentido de recorrido.

55
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EJEMPLO 2.3.
(1) Sean p, v € R", g : R — R™ definida por ¢(t) = p+tv. Entonces g es una trayectoria,
la curva correspondiente es la recta que pasa por p en la direccion de .
(2) Sea h : R — R3 dada por h(t) = (cos 2rt,sen 27t,t). Entonces h es una trayectoria,

la curva correspondiente es una hélice.

FicuraA 2.1. Hélice

DEFINICION 2.4. Sean g : [a,b] — R™ y h : [¢,d] — R™ dos trayectorias. Diremos que g
y h son equivalentes si existe una funcion « : [a, b] — [c, d] tal que
(i) a(a) = ¢, a(b) =d.
(ii) a es derivable y o/(t) > 0 para todo t € [a, b].
(i) g = ho a, esto es g(t) = h(a(t)) para todo t € [a, b].

EJEMPLO 2.5. Sean g : [0, 27| — R? definida por g(t) = (cost,sent) y h: [—m, 7] — R?
definida por h(t) = (—cost,—sent). Entonces h y g son equivalentes, ya que si definimos

a:[0,27] — [—m, 7] por a(t) =t — 7 tenemos g = h o a.
OBSERVACION 2.6. Dos trayectorias equivalentes dan origen a la misma curva orientada.

DEFINICION 2.7. Sea G = (g[a,b], g(a), g(b)) una curva orientada, la curva opuesta a G
es la curva curva —G = (g|a, b}, g(b), g(a)), es decir, es el mismo conjunto de puntos, pero

recorrido en sentido contrario.

OBSERVACION 2.8. Dada g : [a,b] — R™ una trayectoria de G, sea h : [—b,—a] — R"
definida por h(t) = g(—t), entonces gla,b] = h[—b, —al, g(a) = h(—a), g(b) = h(—b). Por lo

tanto h es una parametrizacion de —G .
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Las trayectorias corresponden con un caso particular de funciones de R¥ en R”, por lo
tanto tiene sentido hablar de limites, continuidad, derivabilidad y funciones coordenadas de
las trayectorias.

En el caso de las trayectorias, su derivada tiene un significado geométrico muy importante.
Si g es una trayectoria, el vector ¢'(t,) es paralelo a la recta tangente a la curva G = g(I)

en el punto g(t,) (justificar).

g'(ty)

9(t)

FicuraA 2.2. Significado geométrico de la derivada

DEFINICION 2.9. Sea ¢ : I — R™ una trayectoria diferenciable.
El vector velocidad en g(t) es ¢'(t) = (g1(t), ..., g, (t)).
La rapidez en g(t) es

lg' @Ol =V (gh()> + ... + (g,(1))>.
EJEMPLO 2.10. Sea

(t2,t%)  sit >0,

g(t) =
(—t%,¢%) sit <.
Entonces
4 = (2t,2t) sit>0,
(—2t,2t) sit<O.
Adems3s

g’ (1)]| = V4t2 + 42 = 2/2t.

Notemos que g es diferenciable en 0 y ¢’(0) = (0,0). La curva que corresponde a esta

trayectoria es el grafico de valor absoluto, que tiene un pico en (0,0).
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OBSERVACION 2.11. Tal como muestra el ejemplo anterior, puede ocurrir que una tra-
yectoria g sea diferenciable y sin embargo la curva G = ¢g(I) tenga picos. En ese caso no esta
definida una direccién tangente en el punto donde hay un pico.

Interpretacion fisica: Una particula se mueve sobre la curva en direccién al origen, va
disminuyendo su velocidad, se detiene en el origen, cambia de direccion y comienza a moverse

nuevamente.

EJEMPLO 2.12. Otro ejemplo de trayectoria diferenciable tal que la curva correspon-
diente tiene picos es la cicloide. La cicloide es la trayectoria descrita por un punto de una
circunferencia que comienza a rodar, con velocidad constante.

Consideremos el punto (0, 0), en la circunferencia de radio 1, con centro en (0, 1), que co-
mienza a rodar hacia la derecha con velocidad 1. En el instante ¢ el centro de la circunferencia

estd en el punto (¢,1). Si g(t) describe el movimiento del punto, tenemos que

g(t) = (t —sent,1 —cost) = (t,1) — (sent,cost).

y
0 2n 4r X
Ficura 2.3. Cicloide
La cicloide tiene picos en los puntos (0,0), &(2,0), ..., sin embargo es derivable en estos

puntos.

Para poder garantizar que la curva correspondiente a una trayectoria diferenciable g no

tenga “picos”, es necesario pedirle ¢'(t) # 0 para todo t € Dom (g).

2. Longitud de arco y reparametrizacion.

Sea I = [a, b] un intervalo acotado y sea g : I — R™ una trayectoria. Si P = {t,,t1,...,tn}

es una particion de I entonces P da origen a una poligonal, que se obtiene uniendo los puntos

g(to), g(t1), ..., g(ty) en ese orden.
La longitud de esta poligonal es

Z lg(te) — g(tk—1)]l-
k=1
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g(ty)

FiGura 2.4. Poligonal

DEFINICION 2.13. Se dice que una trayectoria g : I — R™ es rectificable si

N

sup > lg(tr) = g(te)

P particiéon de I b1
existe y es finito, donde se entiende que P = {t,,t1,...,tn}.

Diremos que la curva G es rectificable si existe una parametrizacion de G que es rectifi-

cable.

DEFINICION 2.14. Si g es una trayectoria rectificable, se define su longitud por

g)=  sup Y lgts) = glte)l,

P particién de T b1
donde se entiende que P = {t,,t1,...,tn}.
DEFINICION 2.15. Sea g : [a,b] — R™ una trayectoria. Decimos que g es lisa si g es de

clase C'. Es decir, cuando existe un intervalo abierto V, que contiene a [a, b] y una extensién

de g a V' que tiene derivada continua.
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TEOREMA 2.16. Sea g : [a,b] — R™ una trayectoria lisa. Entonces g es rectificable y

b
I(g) = / g/ ()l dt.

DEMOSTRACION. ( <) Seaa =1, <t <...<ty =0b entonces

ty,

S gt — gt )l = / J(t) dt

th—1

N e
<> [ g
k=1 Y lk—1

b
- / 1]l dt.

Es decir, la integral es una cota superior de la primera suma. De donde

b
I(g) < / g’ ()| dt.

(> ) Como ¢’ es uniformemente continua en [a, b], dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

lg'(®) —g'(w)]| <&

si |t —ul <o.

Sea P = {tyt1,...,tx} una particion de [a,b] tal que |t — tr_1] < ¢ para
k=1,...,N.

Sit € [ty—1,tx] entonces

lg" @O = Nlg" @) < llg'() — o' (t)ll < e.

Luego

/ " g0t < / (gt + )t = (g (1) (b — ts) + £t — tr).

th—1 th—1

Acotaremos el primer sumando del término de la derecha
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9" @t = te) = 1tk — tra)g' (t) ]| =

g
/ g'(t)dt
th—1
ty
/ g'(t) dt
te—1

IN

IN

i
/ J(t) dt
th—1

IN

N / O+ g ) - o) de

ti
/ g'(ty) dt
th—1

+

/ ) (9'(tx) — g'(1)) dt

th—1

T / " g ) — SOl dt

k-1

ti
+/ edt
th—1

= |lg(tr) — g(tu-1)|| +e(tx — th-1).

Por lo tanto,

th—1

Sumando en k, se tiene que

/ I/ @)l de < la(t) — 9
a k=1

de donde,

[ 19 0lldt < lg(6) - gt + 25(0 — tir)

(1)l +26(b = a),

/ I dt < 1(g).

O

PROPOSICION 2.17. Sean g : [a,b] = R™ y h: [¢,d] = R" dos trayectorias lisas. Si g y h

son equivalentes entonces l(g) = l(h).

DEMOSTRACION. Sea « : [a,b] — [¢,d] como en la Definicién 2.4 tal que g = h o a.

Entonces

gi(t) = hy.(a(t)) o'(t)

parak=1,....,n.
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Por lo tanto,

IO =[G F +- -+ [da®) P
= () (®) P + -+ [Hy(a(t))o (1) ]
— (Bl P+ -+ [ B () 2] o ()2
— W (a(e)]? /(1)
luego,
b b a(b) d
[ = ! dt = W« o (t) dt = W (w)| du = K ()|l du = 1(h).
@)bKM@wt Ln (a(t)) () it L@n<>u [H<n| 0

O

DEFINICION 2.18. Diremos que una curva G es lisa si puede ser parametrizada por una
trayectoria lisa.

En este caso definimos la longitud de G como I(G) = I(g) donde g es una parametrizacion
lisa de G.

OBSERVACION 2.19. Por la proposicién anterior la longitud de una curva es independiente

de su parametrizacion.

EJEMPLO 2.20. La funcién g : [0,27] — R? definida por g(t) = (Rcost, Rsent) es una

parametrizacion de la circunferencia de radio R y su longitud es:

2 2
/ mwwﬁzf Rdt — 27R.
0 0

EJERCICIO 2.21. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C'. Demostrar que la longitud
del grafico de f es

/ VIF (PO d.

Indicacion: considerar la parametrizacién g : [a, b] — R? definida por g(t) = (¢, f(1)).
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3. Parametrizacion por la longitud de arco.

Sea (G una curva lisa. Supongamos que existe una trayectoria lisa g : [a,b] — R™ tal que
g'(t) # 0 para todo t € [a, D).
Sea S : [a,b] — R definida mediante

= [l an

Entonces

(i) S(a) =0, S(b) = U(G).

(ii) S es derivable y S'(t) = ||¢'(t)|| > 0 (asi que S es estrictamente creciente en |a, b] y.

(
)-
)
)-

por lo tanto, S es inyectiva

Tenemos que S : [a,b] — [0,1(G)] es biyectiva y de clase C'. Sea T su inversa, entonces

también T es de clase C! (justifique
Definamos h : [0,1(G)] — R™ por

h=goT,

entonces

g=hoS.
Por lo tanto, g y h son dos trayectorias equivalentes.
EJERCICIO 2.22. Demostrar que, para todo s € [0,{(G)]
1P ()] = 1.

Esta parametrizacion es especial porque la variable s representa el largo del camino desde

h(0) hasta h(s), y es llamada la parametrizacion por longitud de arco.

4. Integral de un campo escalar a lo largo de una curva.

DEFINICION 2.23. Sean G una curva lisa orientada y f : R®™ — R un campo escalar. La

integral de f a lo largo de G se define por

/f ) llg' ()] dt

donde g : [a,b] — R" es una parametrizacién de G.

OBSERVACION 2.24. El resultado de la integral anterior no depende de la parametrizacién
de G. (justificar).
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Interpretacion fisica:
Si f > 0 entonces f se puede interpretar como la densidad de un alambre cuya forma es

la curva G y la integral

/ Fa®) g (0)]|dt

es la masa del alambre (justificar).

5. Integrales de linea.

DEFINICION 2.25. Sea F' : R" — R"™ un campo vectorial continuo y G una curva lisa

orientada. La integral de linea de I a lo largo de G es

b
[ redi= [ F). o)
donde g : [a,b] — R™ es una parametrizacién de G.

La integral de linea mide el comportamiento de F' a lo largo de G.

EJEMPLO 2.26. Sea F(z,y,z) = (x +y,y% 2%) v g(t) = (t,t*t%) para 0 < t < 1 con
G = ¢[0, 1] entonces

1 1
/F-da?:/ ((t+t2,t4,t6),(1,2t,3t2))dt:/ (t + 1%+ 2t° + 3t%) dt = 3/2.
G 0 0

TEOREMA 2.27 (Independencia de la trayectoria). Sea F': R™ — R™ un campo vectorial.
Sean g : [a,b] = R |, h:[c,d] — R3. Sig yh son dos trayectorias equivalentes entonces

[ )@yt = [ ). ww)du

DEMOSTRACION. Sea « : [a,b] — [¢,d] tal que ¢ = h o a entonces, haciendo el cambio

de variable u = «a(t),

/ (Flg(t)). g/ () dt = / (F(h(a()), ' (alt))a (£)) dt
- / (F(h(a(t))), K (a(t)))a (t) dt
- / (F(h(w)), K (u)) du.
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EJEMPLO 2.28. Sea
F(x,y) = (v, —y)

y G el segmento de la circunferencia de centro 0 y radio 1 que estd en el primer cuadrante,

orientado en sentido antihorario. Calcular

| Faz
G

Sea
g(t) = (cost,sent)

para 0 <t < 7/2, asi G = ¢[0,7/2] . Luego
w/2
[ Feaz= [ iro).g0) d
a 0
w/2
:/ ((cost,—sent), (—sent,cost))dt
0

w/2
:/ (—sentcost —sentcost)dt
0

w/2
= —/ sen(2t) dt

w/2

cos(2t) _

2

0

Interpretacién fisica de la integral de linea.

'(t)

- b / - ’ g /
G/ raz = [(Pa). g~ [ Ee). Ll
(F(g(t)), H§:§2H> es la proyeccion del vector F'(g(t)), en la direccién de ¢'(t)

lg'(t)||dt es el elemento de longitud de arco.

Asi que la integral de linea es el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de la

trayectoria g, que estd sometida al campo de fuerzas F'.
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Otra notacion para integrales de linea.
Sea F' : R® — R"™ un campo vectorial continuo y G una curva lisa orientada. Sea
g : [a,b] — R™ una parametrizacién lisa de G.

La integral de linea de F' a lo largo de G es

/ F.df = / (F(g(t)), ., Falg()). (Gh(0), - gh(6))) dt

G
b

N / (Fi(g(t) gi(t) + -+ Fu(g(t)) g,(t) ) dt.

a

Esta expresion se abrevia mediante:

G

Asi que la notacién mas usual es

/F~d:?:/F1d:c1—|—~-~+Fndxn.
G G

EJEMPLO 2.29. Sea G la curva dada por

g(t) = (t’ t2> t3)
para 0 <t < 1. Calcular

/x2dz+y2dy+zzdz.
G

Lo que debemos calcular es la integral de linea del campo vectorial
F(z,y,2) = (*,4°,2%)

sobre la trayectoria g.

Tenemos que



5. INTEGRALES DE LINEA. 67

Luego

1
(> +t* 2t +1°3¢%) dt

S—

/xzdx+y2dy+z2dz:
G

(t? + 2t° 4+ 3t%) dt = 1.

O\H

En la practica es usual proceder usando el “calculo simbdlico”, es decir, de la siguiente

manera:
r =t, dx = dt,
y=1t* = dy=2tdt,
2=t dz=3t*dt.
Substituyendo en la integral de linea llegamos al resultado.
EJEMPLO 2.30. Sea G la curva dada por
g(t) = (t,—t,1*, —1?)
para 0 <t < 1. Calcular
/(x—y)dx+(y—z)dy+(z—w)dz+(w—a:)dw.

G

Tenemos que

/(x—y)dx+(y—z)dy+(z—w)dz+(w—x)dw:
G

Il
=

= /1[215 — (=t —t?) + 2672t — (—t* — t)2]dt = - -

LEMA 2.31. Sea G una curva lisa entonces
/F-df:—/F-dit’.
el G

DEMOSTRACION. Sea g : [a,b] — R"™ una parametrizacion lisa de G, entonces una para-
metrizacién de —G estd dada por h : [—b, —a] — R" donde
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Adems3s

De donde

Integrales de linea sobre curvas lisas a trozos.

DEFINICION 2.32. Sea g : [a,b] — R™ una trayectoria. Diremos que g es lisa a trozos si

g es continua y si existe una particién P = {t,,...,ty} de [a,b] tal que, parai=1,..., N,

9

[ti—1,t4]

es una trayectoria lisa.

Se dice que una curva G es lisa a trozos si puede ser parametrizada por una trayectoria

lisa a trozos.

Ficura 2.5. Curva lisa a trozos
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En este caso
G=G,U---UGy,

donde cada G; es una curva lisa y la integral de linea de F' sobre G se define de la siguiente

/F-df:/F-df+---+/F-df.
G

Gl GN

manera

6. Teorema fundamental del calculo para integrales de linea.

TEOREMA 2.33. Sea D C R™ un conjunto abierto y sea ¢ : D — R de clase C*. Sean &,
y Ty dos puntos de D y sea G C D una curva lisa a trozos con extremo inicial T, y extremo

final 1. Entonces

/ Vo df = (@) — o(@).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la curva G es lisa. Sea g : [a,b] — R™ una

parametrizacién de clase C! de G. Entonces

/ Ve di = / (Ve(g(t), g'(1)) di

G
b
— [ 5 wlaten) at
= ¢(9(b)) — ¢(g(a)).

Supongamos ahora que G es lisa a trozos, entonces G = G7 U --- U Gy donde cada una
de las curvas G; es lisa y el extremo inicial de G; es el extremo final de G;_;. Si por ;

denotamos el extremo final de GG; tenemos que

/Vgp-di’:/V¢-df+---+/V¢-dit’
G

OBSERVACION 2.34. Recordar que si @, b e R™, una trayectoria poligonal desde d hasta
b es una funcién continua ¢ : [0, 1] — R tal que ¢(0) = @, (1) = by ©[0,1] es la unién de

un numero finito de segmentos de recta.
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Si D es un subconjunto de R”, se dice que D es poligonalmente conexo cuando para todo
par de puntos a, b € D existe una trayectoria poligonal desde @ hasta l;, cuya imagen estd

contenida en D.

El resultado anterior se suele enunciar de la siguiente manera:
Sean D C R™ un conjunto abierto y poligonalmente conexo, y ¢ : D — R de clase C.

Sean Z,,7; € D, entonces
Z
| Vedi=ol@) - ¢l@),

donde la integral anterior se calcula sobre cualquier curva lisa a trozos, contenida en D, de

extremo inicial 7, y extremo final Z;.

Se dice que una curva G es cerrada cuando su extremo final coincide con su extremo

inicial.

COROLARIO 2.35. Sea D C R™ un conjunto abierto y sea ¢ : D — R de clase C*. La

integral de linea de Vi sobre cualquier curva cerrada es 0.

TEOREMA 2.36. Sea D C R"™ un conjunto abierto y poligonalmente conexo y sea
f D — R™ un campo vectorial continuo. Supongamos que la integral de linea de f a lo
largo de cualquier curva lisa a trozos contenida en D solamente depende de los extremos de
la curva.

Sea T, un punto de D y definamos

o= [ ff(ﬁ) i,

donde la integral anterior denota la integral sobre cualquier curva lisa a trozos de extremo
inicial Z, y extremo final .

Entonces o es diferenciable y
Vo =f.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. (Completar los detalles)

Basta demostrar que, para k =1,...,n,

a—%(f) = fu(7)
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Op .. o(T+ hep) — o(T)
1 f—l—hek
—lmy o J0)-d
h
= }Lli% - ; fk(f + tek) dt
= [x(Z).

COROLARIO 2.37. Sea D C R"™ un conjunto abierto y poligonalmente conexo y sea
f D — R™ un campo vectorial continuo. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(a) f es el gradiente de un campo escalar.

(b) La integral de linea de f sobre una curva lisa a trozos contenida en D es indepen-
diente de la curva (sdlo depende de los extremos).

(¢) La integral de linea de [ sobre una cualquier curva cerrada lisa a trozos contenida

en D es nula.

7. El teorema de Green.

A continuacion daremos el teorema de Green, este teorema es en algin sentido similar al
teorema fundamental del calculo.
Comenzaremos definiendo lo que llamaremos region simple.
Recordemos (ver Definiciones 1.34 y 1.35) que una regién del tipo I es una regién de la
forma
Ry ={(z,y) eR*:a <z <b, pi(z) <y < o)}
donde ¢y y @9 son funciones continuas en [a, b], tales que ¢1 < @5 v que una regién del tipo

IT es una region de la forma

Ry ={(z,y) eR*:c <y <d, ¢(y) <z < a(y)}

donde 1, y 19 son funciones continuas en [c, d] tales que ¥ < 1)s.

DEFINICION 2.38. Sea D C R? decimos que D es una region simple si D es una regién

tanto de tipo I como de tipo II y ademéas 0D es una curva lisa a trozos.
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Y

FIGURA 2.6. Regién simple

DEFINICION 2.39. Sea D C R?. Decimos que 9D estd positivamente orientada con res-

ecto a D si al “caminar” por 0D con esa orientacién, la regién D queda a la izquierda de
)

><V

F1GURA 2.7. 0D positivamente orientada con respecto a D

TEOREMA 2.40 (Green). Sea D C R? un conjunto acotado que se puede descomponer
como una unién finita de regiones simples. Sean P y Q) campos escalares de clase C' en un

abierto que contiene a D. Entonces

[ (3257 )= | i s

donde OD estd orientada positivamente con respecto a D.

DEMOSTRACION.

Caso 1: D es una regién simple.
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Cémo (P, Q) = (P,0) + (0,Q) tenemos que

/Pda:—i—@dy:/Pd:c—i-/Qdy.
oD oD

oD

Por lo tanto para probar el teorema basta demostrar las siguientes dos igualdades

/Pda::—//g—];dxdy (2.1)

oD

al@dy:/[)/g—gdxdy (2.2)

Solamente probaremos (2.1). La prueba de (2.2) es analoga.
Tenemos que D es una region del tipo I y por lo tanto existen «, 8 € R y dos funciones

u'y v tales que 0D esta formada por:

(1) Una curva parametrizada por (¢,v(t)) con t € [a, f].
(2) Una curva parametrizada por (—s,u(—s)) con s € [—f3, —a].
(3) A lo sumo por dos segmentos de las rectas verticales . = a y x = f.
Sea ¢ : [a,b] — R una trayectoria C! a trozos de dD. En las rectas verticales g{(t) =0y
en los otros dos segmentos de la curva g} (t) = 1. Por lo tanto
b
/Pdm = /Pda: + 0dy = /P(g(t))gi(t)dt

oD oD a

—

B
:/P(—s,u(—s))dt+/P(tav(t))dt

3 u(w)ap
= —/ a—y(w,y)dy dx
a v(z)
oP
= — —dxd
// Oy e
D

Caso 2: Caso general, D es la unién finita de regiones simples.
Aplicamos el resultado anterior en cada una de las regiones simples. Al sumar obtenemos
el teorema general, por la cancelacion de integrales sobre la misma curva, recorrida en sentidos

diferentes ( ver figura).
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Y

Ficura 2.8. Caso general del teorema de Green

OBSERVACION 2.41. Tal como es natural, la integral sobre dos curvas disjuntas se define

como la suma de las integrales sobre cada una de las curvas.

EJEMPLO 2.42.
(a) Sea G la circunferencia de centro en el origen y radio 1, recorrida en sentido anti-
horario.
Calcular
/y cos(zy) dx + x cos(zy) dy.
G
Sea D = {(z,y) : 2> + y* < 1}, por el teorema de Green, tenemos que esta

integral de linea es igual a

//(cos(my) — zysen(zy) — cos(zy) — xy sen(xy)) dedy = 0.

(b) Calcular

/(—y+1)dx+xdy

G
donde G es la curva orientada positivamente que limita el tridngulo 7 de vértices

(0,0), (0,1) y (1,0).
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Aplicamos el teorema de Green con P(x,y) = —y + 1, Q(x,y) = x. Entonces
oP oQ
— =1 — =1
oy Y ox
Luego
/(—y +1)de+axdy = //(1 + 1) dzdy = 2Area(r) = 1.
G T
(c) Calcular
1
3 / —ydr +xdy
G
donde G es la circunferencia de centro el origen y radio 1 recorrida en sentido

antihorario.

Sea D = {(z,y) : 2* + y? < 1} entonces

3 [vterady=5 [[a- )y
://lda:dy

= Area (D) = .

PROPOSICION 2.43. Sea D una region simple de R? cuya frontera 0D es una curva lisa

a trozos. Si 0D estd positivamente orientada con respecto a D, entonces el drea de D es

1
Area(D) = 3 / —ydx + xdy.

oD

La demostracion de esta Proposicion queda como ejercicio. Sugerencia: Utilizar el teorema
de Green.

EJEMPLO 2.44. Calcular el area de la regién D limitada por la elipse
2?2 P
po) + = 1.

Sea g : [0, 27] — R? dada por

g(t) = (acost,bsent).

Entonces

g'(t) = (—asent,bcost).
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Luego

Area(D) = = / —ydr +xdy
oD

2
= — / (—bsent(—asent) + acostbcost) dt
0

1 27
= - / abdt = wab.
2 Jo

EJERCICIO 2.45. Utilizar el teorema de Green y la idea de la prueba del Teorema 2.36
para establecer el siguiente resultado.

Sea D C R? un conjunto abierto y conexo. Sea f : R? — R? un campo vectorial de clase
C!. Supongamos f = (f1, f2).

Demostrar que si

on _ o
oy  Ox’
entonces f es el gradiente de un campo escalar.

OBSERVACION 2.46. Notar que en el resultado anterior tenemos que suponer que el
conjunto es conexo. No basta suponer que es poligonalmente conexo, tal como lo muestra el
Ejercicio 20. El resultado se puede extender a los llamados conjuntos simplemente conexos.
Muy informalmente, se dice que un conjunto es simplemente conexo si toda curva cerrada

contenida en el conjunto puede ser deformada de manera continua a un punto.

8. Ecuaciones diferenciales exactas de primer orden.

Sea D un subconjunto abierto de R? y sean P y () funciones definidas en D.

Recordemos que se dice que la ecuacion diferencial

P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0 (2.3)
es exacta si existe una funcién ¢ : R? — R tal que
dyp dyp
P = — = —.
(@y)=5- Q) oy
En este caso, por la regla de la cadena, si f es solucién de la ecuacién (2.3) entonces
p(z, f(x)) =C,

donde C' es una constante.
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Lo anterior nos proporciona un método para resolver ciertas ecuaciones diferenciales.

Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 2.47. Resolver la ecuacion diferencial
ydr +2xdy = 0.

En este ejemplo P(x,y) =y y Q(z,y) = 2x. Por lo tanto no es exacta. Sin embargo, si

multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por y obtenemos la siguiente ecuaciéon
y*dx + 2xy dy = 0,

que si es exacta.

Si consideramos ¢(z,y) = xy? entonces

Ve = (P,Q).
Por lo tanto toda solucién de la ecuacién es de la forma

xy? =C.

OBSERVACION 2.48. Notar que por el ejercicio 2.45, para verificar que la ecuacién
P(x,y)dz+ Q(z,y) dy =0

es exacta basta verificar que
or — 0Q
oy oz’

siempre que estemos en un dominio conexo.






Ejercicios 2.

(1) Sea g : R — R? la trayectoria definida por g(t) = (¢, t).
(a) Representar graficamente la curva g.

(b) Representar graficamente los vectores tangentes ¢'(0) y ¢'(1).

(2) Representar graficamente la curva asociada a la trayectoria (z,y) = (¢3,t°). Verificar
que esta parametrizacion no define un vector tangente en el origen. ;Sera posible

encontrar otra parametrizaciéon que si defina un vector tangente en el origen?

(3) Sea g(t) = (sen 2t,2sen?t,2 cost). Demostrar que la curva g estd contenida en una

esfera con centro en el origen.

(4) Demuestre que si g : R — R? es diferenciable y ¢/(t) = 0 para todo t € R entonces

g(t) es un vector constante. Interprete fisicamente.

(5) Sea g : R — R? una trayectoria diferenciable tal que ¢'(t) # 0 para todo t € R. Sea
p un punto que no pertenece a la curva g. Supéngase que ¢ = ¢(tp) es el punto de

la curva g mas cercano a p, es decir,
lp—all < llp — g(¢)|| para todot € R.

Demostrar que el vector p — q es ortogonal a la curva g en q.
Indicacién: Derivar la funcién q(t) = ||p — g(t)||*.

Interpretar graficamente el resultado anterior.

(6) Encontrar la longitud de las siguientes curvas:
(a) (z,y) = (t,In(cost)) para 0 <t < 1.

(b) (x y) (2 243 — 1t) para 0 < ¢ < 2.

(C) para 0<ax<H5.

(d) g(t ) (3152 44/213,3tY) para —1 <t < 2.

79
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(7) Demuestre que la curva (z,y) = (cosf,sen@), para 0 < § < 7, estd parametrizada
por la longitud de arco. Represente graficamente los vectores velocidad y aceleracién

cuando 6 = 5

(8) Encontrar una parametrizaciéon por la longitud de arco de la curva espiral
(r,y,2) = (acoswt, asenwt, bt)
con 0 <t.

(9) Sea f : [a,b] — R? una funcién de clase C'. Demostrar que si G es el grafico de f

entonces

(G = [ 1+ (@) + () da
donde f(x) = (fi(x), f2(x)) para todo z € [a, b].

(10) Calcular las siguientes integrales de linea:
(a) [, zdr+ xdy+ydz, donde L estd dada por g(t) = (t,t,t) para 1 <t < 2.

(b) [p(x+y)dx + dy, donde P estd dada pot g(t) = (t,¢*) para 1 <t < 3.

(¢) J,e"dx+ zdy + sen zdz, donde G estd definida por (z,y,z) = (t,t*,t°) para
0<t <1

(d) Jg, wdy+ [, wdy, donde Gy estd definida por gi(t) = (cost,sent), 0 <t < 97
y Gy esta definida por go(t) = (cost,sent), 2 <t < 4.

(11) Calcular el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de la curva
(z,y,2) = (t,t,1%), 0<t <2,
bajo la influencia del campo de fuerzas

F(z,y,2) = (. +y,9,9)

(12) Halle la masa total de la espiral definida por ¢(t) = (acost,bsent,bt) con
0 <t < 2, si su densidad en el punto (z,y, 2) es 22 + y* + 22.
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(13) Usar el teorema de Green para calcular el valor de la integral de linea

/ydx—l—:ﬂzdy
G

para los casos en que GG es cada uno de los siguientes caminos cerrados.
(a) La circunferencia definida por ¢(t) = (cost,sent) con 0 <t < 27.
(b) El cuadrado con vértices en (1,1),(1,—1),(=1,1) y (=1, —1) recorrido en sen-

tido contrario a las agujas del reloj.

(14) Sea G la curva parametrizada por g(t) = (2cost,3sent) con 0 <t < 27. Calcule

/G(Q:c +y)dx + (3x + y) dy.

(15) Sea D una regién simple cuya frontera es una curva G lisa por pedazos. Demuestre

que si GG se recorre en sentido positivo entonces el area de D es

1

A(D) = §/G—ydx+xdy.

(16) Sea G el tridangulo con vértices (0,0),(1,0) y (1,F) recorrido en sentido positivo.

Evaluar la siguiente integral de linea.

/ e’ cosydx + e’ senydy.
G

(17) Valiéndose de la féormula de Green, transformar la integral curvilinea

I:/\/de+y(xy+ln($+ 22 +y?))dy
C

donde C es el contorno, recorrido en sentido positivo, que limita un recinto S.

rdy —ydx

5 -—en los siguientes dos casos:
ety

(18) Calcular /
c
(a) El origen de coordenadas esta fuera del contorno C.

(b) El origen de coordenadas estd dentro y C' es una elipse.

(19) Calcular el drea limitada por las siguientes curvas:
(a) La elipse © = acost, y = bsent.
(b) x = acos®t, y = bsen®t.

(¢) x =a(2cost —cos2t), y = a(2sent — sen 2t).
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(20) Consideremos el campo vectorial f : D — R? definido por
(Y x
f(xhy)_( x2+y27x2+y2)7
donde D = {(z,y) € R*: (x,y) # (0,0)}. Es decir, f = (f1, f2), donde

W) = - hlo)

T
x4 y?
(a) Demostrar que

9fr _0fs
8y (xay) - 825 (iij),

para todo (z,y) € D.
(b) Sea C' una circunferencia con centro en el origen, recorrida en sentido antiho-

rario. Demostrar que

/fldx+f2dy:27r.
C

(c) Demostrar que no existe ningiin campo escalar ¢ : D — R tal que

f=Ve.

(d) Demostrar que si S es un subconjunto abierto y conexo de D entonces existe

un campo escalar ¢ : S — R tal que

fls = V.

(e) Explicar y justificar la siguiente afirmacion: “Si C' es una curva cerrada y simple

que no pasa por el origen, entonces

1
2—/f1d$€+f2dy
T
3,

es el nimero de vueltas que la curva C' da alrededor del origen”.
(f) Sea T'=R?*\ {(x,y) e R? : y = 0,2 <0} y, para (z,y) € T, sea

arctan J si x>0,
x
s
O(x,y) = B sixz =0,
arctan Yy + 7 stz < 0.
x

Demostrar que

Vo = flr.
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(g) Interpretar geométricamente el significado de la funcién 6. En base a esta in-

terpretacion justificar (20e).

Notar que este ejercicio muestra que el conjunto donde esta definido un campo
vectorial influye de manera determinante sobre la posibilidad de que este campo

vectorial sea un gradiente.

(21) Hallar una familia de soluciones para cada una de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales.
(a) (x +2y)de+ 2z +y)dy = 0.
(b) 2zydx + z* dy = 0.
(¢) (2* —y)dx — (x + sen’y) dy = 0.






Capitulo 3

Analisis vectorial.

1. Integrales de superficie.

Ya la definicion de superficie o variedad diferenciable k-dimensional en R™ ha sido pre-
sentada. FEn este capitulo estudiaremos resultados relacionados con superficies de dimensién
2, contenidas en R3. Sera conveniente hacer ciertas precisiones y arreglos en algunas de las
definiciones.

Diremos que un subconjunto D del plano es una region cuando D es abierto y poligonal-

mente conexo.

DEFINICION 3.1. Sea S un subconjunto de R3. Diremos que S es un pedazo de superficie
lisa o un elemento de superficie reqular si existe una regién D C R? y una funcién g : D — R3
tal que

(a) g es inyectiva y S = g(D).
(b) g es de clase C!.

0 0
(c) Si (u,v) € D, los vectores —g(u, v)y a—g(u, v) son linealmente independientes.
v

ou

En este caso decimos que la funcién g es una parametrizacion de S.

Es importante recordar que ¢ de clase C! en D, que es un conjunto cerrado, quiere decir

que g se puede extender a una funcién de clase C' en un abierto que contiene a D.

OBSERVACION 3.2. Denotemos por x el producto vectorial en R3. Entonces los vectores

%(u, v)y %(u, v) son linealmente independientes si y s6lo si
dg dg .
%(u,v) X %(u,v) # 0.

Sea S un pedazo de superficie lisa, con parametrizacién g.
Si mantenemos a v constante, v = v,, entonces obtenemos una curva regular sobre la

superficie, dada por

u = g(u,v,) = (z(u,v,), y(u, v,), 2(u, v,)).

85
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0
El vector —g(u, v,) es tangente a esta curva.

ou
. : 9y
Anélogamente, si mantenemos a u constante, u = u,, el vector —(u,,v) es el vector

ov

tangente a la curva en S determinada por

v = g(uoa U) = (I(uoa U)ay(uoa 'U)a Z(uo,’l})).

dg

y %(uo, v,) estan en el plano tangente a la superficie en el punto

dg
Los vectores —(u,, v,
vector 8u(u Vo)
9(Uo, Vo).

DEFINICION 3.3. Sea S un pedazo de superficie lisa, con parametrizacién g. El producto
vectorial fundamental es el vector

dg

dg
%(uo, Vo) X %(uo, Vo).

OBSERVACION 3.4. El producto vectorial fundamental es normal a la superficie en g(u,, v,).

dg

o)
es el drea del paralelogramo determinado por los vectores a—g(uo, Vo) Y 8_(u0’ Up)-
u v

El ntimero

— (U, Vp) X == (g, Vo)

dg dg
ou Oy

Para definir el drea de una superficie, cuando ésta esta dada en forma paramétrica, se
consideran las normas de estos vectores, se aproxima el area trabajando localmente en el

plano tangente y luego se toma limite. En forma precisa, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION 3.5. Si S es un pedazo de superficie lisa entonces el drea de S es

A(S)://Hg—Z(u,v) x %(u,v)

donde g : D — R? es una parametrizacién de S.

dudv

Se puede probar que esta integral es independiente de la parametrizacién, por lo que el
area estd bien definida.
Cuando la superficie es la unién finita de pedazos de superficies lisas se calcula el area

como la suma de las dreas estas superficies lisas.



1. INTEGRALES DE SUPERFICIE. 87

OBSERVACION 3.6. Existen analogfas entre la féormula anterior y la férmula de la longitud

de una curva .
Z@zfmwwt

Es facil probar (hacerlo como ejercicio) que si f : [a,b] — R? es una funcién diferenciable

tal que f(x) = (fi(z), fa(x)) para todo = € [a,b], y si G es el gréfico de f entonces

1G) = [ VIF TP+ () de

Para superficies tenemos un resultado analogo.
Supongamos que S estd dada explicitamente por una ecuacién de la forma z = f(x,y),
es decir S es el grafico de una funcién f : D C R? — R. Entonces g(z,y) = (z,y, f(z,y)) es

una representacién paramétrica de S y el producto vectorial fundamental es:

9 0 ‘o of  of

g g _ (= ")

8:cxay_det 1 0 f —( 9’ 8y,l).
01 f

De donde,

s = [\ (Z) + (2

EJEMPLO 3.7. Calcular el area de la superficie S parametrizada por
g(u,v) = (u,v,u® +v?)

donde 1 < u? +v? < 4.

Tenemos que

%(U,U): 0 )
2u
5 0
Solwe) = [ 1
2v
Luego
€1 €2 €3
g—Z(u,v)X%(u,v)zdet 1 0 2u|=(-2u,—2v,1)

0 1 2w



88 3. ANALISIS VECTORIAL.

—(u,v) X @(u,v) = V4du? + 4v? 4+ 1.
ou ov
Sea
D ={(u,v) eR*: 1 <u?+v* <4}
entonces

A(S) = // VAu? 4 4v? + 1dudv
D

27 2
:/ dé’/ rv4r? + ldr
0 1

(173/2 _ 53/2)77'
6 .

2. Superficies orientables.

DEFINICION 3.8. Sea S una superficie en R3. Se dice que S es orientable si existe una

funcién continua i : S — R? tal que
(a) n(Z) es ortogonal a S en todo punto ¥ € S.
(b) [[0(Z)|| = 1 para todo 7 € §

En este caso n se llama la normal unitaria a la superficie S.

OBSERVACION 3.9. Si 11 es la normal unitaria a una superficie entonces —1i es una nor-
mal unitaria que apunta en la direccién opuesta. Luego cada superficie orientable tiene dos

posibles orientaciones.

Si S es un pedazo de superficie lisa parametrizada por g : D — R? entonces S es

orientable, la normal unitaria en el punto g(u,v) es el vector

29 (u,0) x 22 (u,v)

n(u,v) =

para (u,v) € D.
Si tomamos a i como arriba diremos que la orientacién es positiva, en la otra direccién

la orientacion es negativa.
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OBSERVACION 3.10. El que una superficie sea orientable equivale a que la superficie tenga
dos caras, una esfera, un plano y un cilindro son ejemplos de superficies orientables. La cinta

de Mobius es un ejemplo de una superficie no orientable.

Ficura 3.1. Hormigas caminando sobre una cinta de Mobius, por M. C.
Escher, 1963

3. Integrales de superficie

DEFINICION 3.11. Sea S un pedazo de superficie lisa con parametrizacién g y sea

f : R* - R un campo escalar continuo sobre S. Definimos la integral de f sobre S co-

J[ 742 = [ statwon |50 < Gt

mo

dudv.

EJEMPLO 3.12. Sea S parametrizada por g(u,v) = (u,v,u® + v?), con (u,v) € D donde
D ={(u,v) e R?: 1 <u?+v? <4} ysea f(z,y,2) = /22 + y2, entonces

/fda:/ Vu? + 0?2 VAu? 4+ 402 + 1 dudv

S D

2
27
:/ d@/r2x/4r2+1dr.
0
1
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EJERCICIO 3.13. Demostrar que si la superficie S esta dada por z = h(z,y) con (x,y) € D

[] a0 = [ swntmomie (2 s (2) iy

Si f > 0 la integral de f sobre la superficie S representa la masa de una lamina cuya

entonces

forma es S y cuya densidad es f.

DEFINICION 3.14. Sea S un pedazo de superficie lisa con parametrizacién g y sea

F : R — R?® un campo vectorial continuo sobre S. Definimos la integral de F' sobre S

Fods= ﬂmw»%@mx%w@ dudv.
[t [ e e

S

CcOo1mo

OBSERVACION 3.15. Notar que

Fods= [ (Flgtuv), 0w 0)) | 22w, 0) x 2w, v)
[[ro-ff 200+

dudv = / / (F, i) do.

Interpretacion Fisica de la integral de superficie.

Si el campo vectorial F' describe el movimiento de un fluido, entonces el flujo de F a

/S/F-ds.

Como ejercicio, justificar la definicion anterior de flujo.

través de la superficie S es

Indicacién: De acuerdo a la figura, el flujo aproximado de F' a través del paralelelogramo

generado por los vectores
9g

" ou

Jg

" v

A y A

es

(F,n) AuAv = <F(g(u,v)),—i(u,v) 8g(u,v)> AuAv

" v
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S

Ficura 3.2. Flujo de un campo vectorial

Otras notaciones para las integrales de superficie.
Supongamos g(u, v) = (g1(u,v), g2(u, v), gs(u, v)).
Para i, 5 = 1,2, definimos

dgi 0y
009::95) _ qor | O¢ OV | _ 99i99; _ 99i99;
O(u,v) dg; Og; ou dv v du’
ou Ov

Con esta notacion tenemos que

€1 €9 €3

0 0 0
@(U,,U) % @(U,U) — det ﬂ ﬂ & _ <8<927g3) 8(937gl> a(Ql?QQ)) )

ou v du  du  Ou I(u,v) " A(u,v) " I(u,v)
991 992 09s
v Ov Ov

Si F(l’,y,Z) = (Fl(x,y,z),Fg(x,y,z),Fg(x,y,z)), entonces

[ = [ (ot (T G5 83 ) ) v

S
— [[ (Fitatu o GEBD 4 Rt G224 Fgtu,0) FLLL) duce

d(u,v) O(u,v)

Esto se abrevia de la siguiente manera



92 3. ANALISIS VECTORIAL.

//F-ds://Fldy/\dz+F2dz/\dz+F3dx/\dy.
S s

DEFINICION 3.16. Sean g : D — R3 y h : B — R? dos parametrizaciones de la misma
superficie S. Se dice que g y h son equivalentes cuando existe una transformaciéon 7' : D — B
biyectiva tal que Ty T~! son de clase C!, con determinante jacobiano positivo y tal que
g=ho'.

EJERCICIO 3.17. Demostrar que dos parametrizaciones equivalentes asocian la misma

integral de superficie a un campo vectorial.

4. El teorema de Stokes

Sea D C R?. Recuerde que decimos que D tiene orientacién positiva si al “caminar”

por D con esa orientacion, la region D queda a la izquierda de dD.

Sea S un elemento de superficie regular en R? parametrizada por una funcién g : D — R?
donde D C R2. La curva frontera S es la curva cerrada simple que es imagen por ¢ de la
frontera de D, es decir, S = g(dD).

DEFINICION 3.18. Sea S un elemento de superficie regular parametrizado por g : D — R3.
Decimos que 0S tiene orientacion positiva con respecto a S si 0D tiene orientacién positiva.
En este caso, si una persona recorre 05 con la cabeza en la direccién positiva de la normal

entonces S queda a la izquierda.

1

F1cUrA 3.3. 0S positivamente orientada con respecto a S
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DEFINICION 3.19. Una superficie lisa a trozos es union finita de pedazos de superficies
lisas. Esta superficie es orientable si se pueden orientar cada una de las superficies de manera

que las curvas que son fronteras comunes tengan orientaciones opuestas.

TEOREMA 3.20 (Stokes). Sea S wuna superficie reqular en R3 parametrizada por una
funcién g de clase C? tal que la curva frontera OS estd orientada positivamente respecto a S.

Sea F : R?® — R? un campo vectorial de clase C' definido en un conjunto abierto que contiene

a SUOS. Entonces
//rotF-ds:/F-df

s a8
donde

€1 €2 €3

o 0 0
rotF' =V X ' = det % 8_y @
F Fy F3

dy 0z 0Oz Ox ' Ox dy

- (8F3 _OF, OF OF; 0F, 8F1)

Otras maneras de expresar la igualdad del teorema son

/ VxF-ds:/F-df

S s
//(rotF,ﬁ)dU:/F-df
S 08

DEMOSTRACION. Tenemos que

/F-d:)?:/Fldz+F2dy+F3dz:/Fldx+/F2dy—l—/F3dz.

oS os oS oS oS

Ademés

//rotF-ds:

S
OF;  0F, oF,  0F; oF, 0F
S
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Por lo tanto para probar este teorema basta probar las siguientes tres igualdades:

/Fldx—/ @dz/\dx—%—dz/\dy,
Y

/ngy://—%dy/\dz—l—%dx/\dy,
S

oS

/ngz—/ %d Adz —%d Adz.

(3.1)

(3.3)

Cada una de estas igualdades se obtendra aplicando el teorema de Green. Probaremos

solamente la igualdad (3.1), las otras son andlogas.

Sea g : D — R3 una parametrizacién de S.

//@d Adz ——d:)s/\d _// (8F1 aa((gzzi;) _%Zl(g(u,v))%) dudy.

Sea « : [a,b] — R? una parametrizacién de 9D entonces g o a es una parametrizacion

de 0S.

Sea h: D — R dada por h = F} o g entonces, por el teorema de Green.

b
/ Fyde = / Fi((g 0 0) (1)) (g1 0 @) (t) dt
oS

b
- / pla(0) (L2t + Eiaw)aso) d

0g1 og
h—— du + h—=— dv
ou + v

// (8u ( 8&%) % (h%gul)) dudy
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Pero

9 (99} _ 9
ou ov v

De donde

[

g1 .
(h au) -

~ Ou Ov
_ i 09) 0

B dy Ov Ju

:8z

_ OF 9(g3, 91)
0z  J(u,v)

8291 Oh 0g:

ov OJu

a291
ovou

Oh 09,
ou Ov oudv
oh Ogl oh Ogl

ov Ou

_a(F1Og)%
Ju  Ov ov  Ou
OF 091 | 0F, 0go | OF1 g3\ 0g1
O Ou 8y u ' 0z Ou ) ov
_ (95199 | 91092 | OFi 095\ O
oxr Ov Oy Ov 0z Ov ) Ou
01 09y OF10gs\ 091 _ (011 09>  OF1 Ogs\ 91
0y Ou | 0z Ou dy Ov

ov dz Ov ) Ou
OF1 0g1 09> 0F10g3 091 0F1 0g1 0g2 0L Og3 Ogn

0z Ou Ov Oy Ou Ov 0z Ov Ju
O (095091 093091\ _ 011 (099109> 091092
ou Ov ov du 8y ou Ov ov du

_ OF 0(g1,92)
oy  O(u,v)

93791
u 'U

_ OF1 9(g1,92)
9y B, v) dudv

—dz/\d —8idx/\dy
dy

5. El teorema de la divergencia o teorema de Gauss

DEFINICION 3.21. Sea W C R3 un sélido cuya frontera es una superficie lisa a trozos. Si
cada pedazo de OW es parametrizado por una funcién de R? en R? tal que el vector normal

estd dirigido hacia afuera de W en cada punto de OW, diremos que OW tiene orientacion

positiva.

La siguiente figura nos muestra un sélido con frontera orientada positivamente.

95
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J
—

FiGura 3.4. OW positivamente orientada con respecto a W

TEOREMA 3.22 (Gauss). Sea W un sélido en R? limitado por una superficie lisa a trozos,
OW , cerrada y orientada positivamente. Si F' = (Fy, Fy, F3) es un campo vectorial de clase
C! definido en W U OW , entonces

///didexdydz://F~ds
W oW

oF, N OF, N OF;
Ox oy 0z

donde

divF =(V,F) =
Note que la igualdad del teorema es
///(V,F)dxdydz: /(F,ﬁ)da
W ow

DEMOSTRACION. Haremos la demostraciéon cuando W es una regién del siguiente tipo
{(l’,y,Z) € Rg : (Zﬁ,y) € A> hl(x>y) S z S hQ(xay)}

donde A C R2.

Para regiones proyectables en otros planos coordenados distintos del xy la demostracién
es analoga. Para el caso general la demostracion se hace picando a W en distintas regiones
proyectables y sumando después.

Sean F' = (Fy, Fy, F3) y i = (ny,ny,n3). Sabemos que

//F-ds://(F,ﬁ>da://(F1n1+F2n2+F3n3)da
oW oW oW
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y
F: F F.
///dldexdydz—/// <8 L 24 0 3) dx dydz.
82
Por lo tanto para demostrar el teorema basta probar
/// L dadydz = // Finydo, (3.4)
/// 2 dedydz = // Fyny do, (3.5)
oF:
/// =3 dadydz = // Fsnsdo. (3.6)
Solamente probaremos (3.6), las otras son anélogas.
Sea
W ={(z,y,2) € R*: (1,y) € A, hi(z,y) < 2 < hy(2,y)}
entonces

oW = 5,US;US,

donde S,, S y S son superficies que cumplen las condiciones que describiremos a conti-
nuacion.

La superficie S se puede parametrizar mediante la funcién

1 (u,v) = (u, v, hy(u,v))

y la direccién de la normal es la opuesta. La superficie Sy se puede parametrizar mediante

la funcion
o(u,v) = (u,v, ho(u,v))

y la direccion de la normal es la misma. Claramente la normal a S, en cualquier punto es

perpendicular al eje z. Por lo tanto, ns3(g(u,v)) = 0 si g(u,v) € S,.

Ademas
€1 €2 €3
O O —qer |1 0 Do (L O
5 —(u,v) X 5 (u,v) = det a0 | = 50 B .1
0 1 %

ov
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€1 €2 €3
i O _ | o Y| _( 0k O
8u( ) X 0v<’v>_det ou | — ou’ 821’1 )
Ohs

Usando el teorema fundamental del célculo y el teorema de Fubini obtenemos,

E/D/‘f%Tk;dO':: j(/p}%ﬂ13(h7‘+'J()/.F37k3d0'4—L/Z/]f%713(10
S1 Sa So

ow

——//Fg(u,v,¢1(u,v))dudv+//Fg(u,v,¢2(u,v))dudv+0
A A

= //(Fs(x, y, ho(z,y)) — Fs(x,y, hi(2,y))) dv dy + 0

ha(z,y)

// (/ 8F3 (x Y,z )dz) dz dy
hi(z,y)

/// %dxdydz



Ejercicios 3.
(1) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P,Q, R) . Halle una férmula

() (). ()
: N dy 0z) ' \0z 0x) \oxr Oy '

en los siguientes casos:
(a) F(Ia Y, Z) = (y2a ZL"g,[L’Z),
(b) F(x,y,2) = (y — z,yz, —x2).

para

(2) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P, @, R). En los siguientes casos

halle una féormula para

. 0P 0Q OR
leF—%‘l‘a—y‘l’&

(a) F(z,y,2) = (z,y,2),
(b) F(z,y,2) = (¢%,y% 27).

(3) Encuentre el drea de la rampa espiral representada por:

g(u,v) = (ucosv,usenv,v), con 0 <u<1,0<v<3m.

(4) Calcular /F -ds, donde F(z,y,2) =x+y+ 2y S estd dado por
S
g(u,v) = (u—v,u+v,uv), para0 <u<1,0<v < 1.

(5) Aplicando el teorema de Stokes hallar

/(y+z)dm+(z+x)dy+(m+y)dz

L

donde L es la interseccion de las superficies dadas por
T+y+z2=0, 2®+y*+2%=d

y @ es un nimero positivo.

99
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(6) Encuentre la masa total de una pelicula esférica cuya densidad en cada punto es

igual a la distancia del punto a un punto fijo de la esfera.

(7) Sea G : R® — R una funcién de clase C'. Supongamos que G determina implici-
tamente un pedazo de superficie lisa S en la cual 0G/dz # 0, que yace sobre una
region D del plano xy tal que hay un solo punto de S sobre cada punto de D.

Demostrar que
o) - [ 0G| (9GY* (G’
arealo) = Ox dy 0z
D

(8) Encuentre una parametrizacién como superficie lisa por pedazos, orientable, con

—1

oG dxdy.

0z

normal apuntando hacia afuera, para cada uno de los siguientes conjuntos:
(a) El cilindro con una tapa dado por 2> + 3> =1,0< 2z <1y 2> +3* <1,z =0.
(b) El embudo dado por 2° +y? — 22 =0,1<z2<4ya?+y*=1,0<2< 1.

(9) Sea F el campo vectorial en R® dado por F(z,y,2) = (z,y,22 — x — y). Calcular la

integral de F' sobre las superficies orientadas del Ejercicio 8.

(10) Hallar / 2%*y® dx + dy + dz, donde L es la interseccién de las superficies
L

(11) Usando el teorema de Stokes, calcular la integral de superficie / / rotF' - ds para:
s

(a) F(z,y,2) = (y*, zy,z2z) y S es el hemisferio 2% +y* + 22 =1, z > 0.
(b) F(z,y,2) = (y — z,yz,—xz) y S consta de las cinco caras del cubo
0<2<2,0<y<2 0<2z<2no situadas en el plano xy.

(12) Transformar la integral de superficie usando el teorema de la divergencia en los
siguientes casos:
(a) F(z,y,2) = (x,y,2) y S es la superficie dada por 2% + y? + 22 = 1.
(b) F(z,y,2) = (2%vy*2*) y S estd limitada por las superficies dadas por
2yt =4,2=02+x=2.
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(13) Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C' y no negativa. El gréfico de f rotado
alrededor del eje  genera una superficie de revolucién S en R3.
(a) Encontrar una parametrizacién de S en términos de f.

(b) Demostrar que

b
area(S) = 27T/ flz)v1+ (f(x))?dx.

(14) Verifique que si F(z,y,z) no depende de z y la tercera coordenada de F' es cero
entonces la formula de Stokes, aplicada a una superficie en el plano zy, se reduce a

la formula de Green.

(15) Demuestre que si R es una regién en la que se puede aplicar el teorema de Gauss,

entonces

Vol(R) = %//xdy/\dzjtydz/\dxjtzdx/\dy.
OR
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