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Resumen

Luego de presentar algunas de las generalizaciones del concepto de variacién acotada en un intervalo,
dado por Jordan en 1881, en esta Tesis Doctoral se presentan resultados originales en este campo de
investigacion, los cuales estdn compaginados en 11 articulos, publicados en revistas arbitradas interna-
cionales, en los mismos se obtienen los siguientes resultados: se exhiben nuevas propiedades del espacio
de funciones de x¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum. Se definen los espacios de
variacién acotada en el sentido de Wiener, Wiener-Korenblum, Waterman-Shiba y De La Vallée Poussin-
Wiener con exponente variable; el cual, en cada uno de estos espacios, se presentan propiedades de la
clase y su caracterizacién via composicién. Se estudia el operador de composicién de Nemytskij, actua-
cién, uniformemente continuo, Lipschitzidad local y localmente definido en los espacios de funciones
de variacién acotada generalizada con exponente variable y en el espacio de funciones de x¢-variaciéon
acotada. Se demuestra la existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones integrales de Hammers-
tein y Volterra-Hammerstein en el espacio de las funciones de variacién acotada en el sentido de Wiener
con exponente variable. Se encuentra una relacién entre el espacio de (p, k)-variacién acotada en el sen-
tido de Riesz-Popoviciu y el p-mdédulo de continuidad, estos funcionales generan escalas de espacios
que conecta el espacio de funciones de (p, k)-variacién acotada y el espacio Wlf .Y por dltimo, se define
el espacio de x¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum bidimensional y se estudian
sus propiedades.

Palabras Claves: Variacion Acotada, Exponente Variable, Wiener, Korenblum, Waterman-Shiba, De La
Vallée Poussin-Wiener, Caracterizacién, Operador de Composicion, Actuacién, Condicién de Matkowski,
Operador de Composicién Localmente Lipschitz, Operador Localmente Definido, Ecuaciones Integra-
les, Hammerstein, Volterra, Espacios Intermedios, Espacio de Riesz, Variacién Bidimensional, Schramm-
Korenblum.



Abstract

After presenting some generalizations of the concept of bounded variation in a interval, by Jordan in
1881, in this doctoral thesis original results are presented in this field of investigation, which are collated
in 11 papers, published in international refereed journals in which the following results are obtained:
we exhibit new properties of the space of functions of bounded x¢-variation in the sense of Schramm-
Korenblum. We defined the spaces of bounded variation in the sense of Wiener, Wiener-Korenblum,
Waterman-Shiba and De La Vallée Poussin-Wiener with variable exponent; which, in each of these spa-
ces, the properties and characterization via composition are presented. The composition operator (Nemy-
tskij), maps, uniformly continuous, Local Lipschitzian and locally defined function spaces of generalized
bounded variation with variable exponent and in the space of functions of bounded «k¢-variation are
studied. The existence and uniqueness of solutions of integral equations of Hammerstein and Volterra-
Hammerstein in the space of functions of bounded variation in the sense of Wiener with variable ex-
ponent are showed. A relationship between the space of bounded (p, k)-variation in the sense of Riesz-
Popoviciu and the continuity p-modulus, these functionals form a scale between the space of function
of bounded (p, k)-variation and the space W,f is found. And finally, the space of bounded x¢-variation
dimensional in the sense of Schramm-Korenblum is defined and their properties are studied.

Keywords: Bounded Variation, Variable exponent, Wiener, Korenblum, Waterman-Shiba, De La Va-
llée Poussin-Wiener, Characterization, Composition Operator, Maps, Matkowski Condition, Composi-
tion Operator Locally Lipschitz, Locally Defined Operator, Integral Equations, Hammerstein, Volterra,
Scale of Space, Riesz Space, Bidimensional Variation, Schramm-Korenblum.
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Introduccion

A finales del siglo XIX (1881), el matematico francés, Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) publi-
¢6 un resultado donde se exponia por primera vez la nocién de “funcién de variacién acotada” cuando
realizaba investigaciones sobre convergencia de series de Fourier. Las ideas de Jordan han sido estudia-
das y generalizadas desde 1881 hasta nuestros dias y estos nuevos espacios son de suma importancia
para las aplicaciones en el estudio de la integral de Stieltjes, las curvas rectificables y descomposiciéon de
imégenes; también en diferentes dreas de las matemadtica, tales como Anadlisis de Fourier, teorias de inte-
graciony en la teoria de operadores (Ver [13], [25], [27], [75], [83]). Esta Tesis Doctoral a nuestro juicio, es
un aporte para los temas relacionados con los espacios de funciones de variacién acotada generalizadas
y aspectos que involucran estos espacios. Si el lector de esta Tesis Doctoral estd interesado en ampliar
su interés en este campo le recomendamos las siguientes bibliografias J. Appell, J. Banas y N. Merentes
(2015), en [3] y los articulos y libros que aqui aparecen citados.

Esta Tesis Doctoral se ha estructurado en seis capitulos, subdivididos cada uno de ellos en secciones,
cuyos contenidos se exponen a continuacion:

El primer capitulo esta dividido en doce secciones. En la primera seccion se define el espacio de las fun-
ciones de variacién acotada y en las siguientes doce secciones se presentan generalizaciones del con-
cepto clésico de variacion dado por Jordan, los cuales son el espacio de funciones de segunda variacion
acotada en el sentido de De La Vallée Poussin [167], el espacio de funciones de p-variacién acotada en el
sentido de Riesz [143], el espacio de funciones de p-variacién acotada en el sentido de Wiener [177], el
espacio de funciones de segunda variacién acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener [3], el
espacio de funciones de k-variacién acotada en el sentido de Popoviciu [138], el espacio de funciones de
(-variacion acotada en el sentido de Wiener [185], el espacio de funciones de ¢-variaciéon acotada en el
sentido de Riesz [109], el espacio de funciones de k-variacién acotada en el sentido de Korenblum [79],
el espacio de funciones de A-variacién acotada en el sentido de Waterman [174], el espacio de funciones
de Aj-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba [159], el espacio de funciones de ®-variacion
acotada en el sentido de Schramm [158] y el espacio de funciones de x¢-variacién acotada en el sentido
de Schramm-Korenblum [76] subdividido en los espacios de funciones de x p y k¢-variacién acotada en
el sentido de Riesz-Korenblum. Como contribucién al tema, se demuestran nuevas propiedades de los
espacios de funciones de segunda variaciéon acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener (Ver
[114]) y x¢p-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum (Ver [72]).

En el segundo capitulo, se presentan cuatro secciones; en la primera seccién se expone el espacio de
funciones de variacién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable, introducido por R. Cas-
tillo, N. Merentes y H. Rafeiro (2014) en [30]. Luego se complementa esta seccidn, puesto que obtenemos
nuevos resultados para las funciones pertenecientes a este espacio (Ver [111]). Las siguientes tres seccio-
nes se introducen varios espacios de variaciéon acotada en el sentido de Wiener-Korenblum, Waterman-
Shiba y De La Vallée Poussin-Wiener con exponente variable; y en cada uno de estos espacios, se presen-
tan propiedades de la clase y su caracterizacién via composicion (Ver [56], [112], [114]).

El tercer capitulo trata sobre uno de los operadores de mayor uso en casi todas las dreas del Andlisis no
Lineal; se trata del operador de composicién o Nemytskij (Ver [3], [9], [121]) y se obtienen los siguientes



resultados:

= Se determina las condiciones para que el operador actte del espacio X en si mismo, en los espacios
Lipla,blyxBV|a,b] o kBVyla, bl, WBVy,la, bl, KBVJK)[LZ, bly ApyBVla, b] (Ver [57], [72], [111],
[112]).

= El operador de composicién actiia en el espacio X y es uniformemente continuo si y solo si la fun-
cion generadora es una funcion afin con respecto a la segunda variable, en los espacios k BV a, b],
WBVp(la,bl, kBV,)|[a,bl, ApyBVIa, b, BV, [a,b] (Ver [57], [72], [111], [112], [114]).

= El operador de composiciéon auténomo es localmente Lipschitz en el espacio X si y solo si la
derivada de la funcion generadora existe y es localmente Lipschitz, en los espacios k BVyla, b] y
W BVy,la, bl (Ver [60], [110] ).

» La aplicaciéon K : X — Y es un operador localmente definido en el espacio de funciones de varia-
cién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable (Ver [60]).

En el cuarto capitulo trabajamos con las ecuaciones integrales de Hammerstein y Volterra-Hammerstein,
las cuales son ttiles para la modelacién de muchos problemas de la Ingenieria y otras ramas del cono-
cimiento. Como contribucién al tema se demuestra la existencia y unicidad de soluciones para este tipo
de ecuaciones integrales en el espacio de las funciones de variacién acotada en el sentido de Wiener con
exponente variable (Ver [55]).

En el quinto capitulo se obtiene una relaciéon entre el espacio de (p, k)-variacién acotada en el sentido
de Riesz-Popoviciu y el p-mé6dulo de continuidad, estos funcionales generan escalas de espacios que co-
nectan el espacio de funciones de (p, k)-variaciéon acotada y el espacio WF’,C y, por ultimo, se demuestran
algunas relaciones con limites para estos funcionales y se obtiene la mejor estimacién en términos del
moédulo fraccional de orden k—1/p (Ver [113]).

En el sexto capitulo, se introduce la definicién de x¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-
Korenblum para funciones reales definidas en un subconjunto no vacio de un rectdngulo en el plano,
siguiendo la definicién de variacion de Vitali y Hardy-Krause. Se obtienen nuevas propiedades del espa-
cio formado por dichas funciones (Ver [17]).

Dadala importancia de la nocién de variacion acotada en el estudio del Anélisis Arménico y las series de
Fourier nos permitimos, al final de esta introduccién, hacer un recorrido histérico de este tema para que
el lector tenga una visién global de la importancia de esta nocion en este campo de la matemadtica. Una
parte del desarrollo del Andlisis Matemético se debe, en gran medida, a la teoria matemaética conocida
como Analisis de Fourier o Andlisis Armoénico; desde los origenes de esta teoria se ha permitido profun-
dizar algunos conceptos matemadticos tales como: funcién, limite, integral, continuidad, convergencia
entre otros. Muchos matematicos han colaborado en el desarrollo del Analisis Armonico; dentro de los
conceptos de gran importancia, nos encontramos con los tipos de convergencia de funciones y asi mis-
mo la divergencia. La representacion de una funcién arbitraria por medio de una serie trigonométrica
fue estudiada por algunos investigadores a finales del siglo XVIII y principios del siglo XIX. Uno de estos




investigadores fué Joseph Fourier (1768 - 1830), el cual dio una primera “demostracién” de que cualquier
“funcién” admite una representacion en serie trigonométrica, de la forma

ag o
—+ Z la,cos(nt) + bysen(nt)].

|
Después de esto se presento el problema de encontrar condiciones necesarias y suficientes bajo las cua-
les dicha serie converge. Es bien conocido que una de las mayores controversias respecto al aporte de
Joseph Fourier fue su afirmacién que cualquier funcién peridédica “razonable” u podia aproximarse por
la serie

u(t) ~ % + ) lancos(nt) + bysen(nt)].
n=1

En cuanto a la convergencia, J. B. J. Fourier (1808) en [54] afirmaba :

«

sto no resulta solamente de que los valores de los términos disminuyen continuamente; pues esta
condicion por si sola no basta para establecer la convergencia de una serie. Es necesario que los valores a
los que se llega aumentando continuamente el niimero de términos se acerquen cada vez mds a un limite
fijo y no se separen de éste mds que en una cantidad que puede hacerse menor que toda magnitud dada:

Este limite es el valor de la serie. Pues bien, se demuestra rigurosamente que las sucesiones de las que se
trata satisfacen esta tiltima condicion.”

A falta de demostraciones generales de sus resultados, lo que Fourier nos legd no fue un teorema so-
bre la representacién de una funcién en serie trigonométrica, sino un problema. Un problema en el
que estaban implicados los conceptos de funcidn, integral, suma de series y, posteriormente, el tipo de
convergencia. La influencia de este problema en el desarrollo de los conceptos del Andlisis Matemadtico
fue considerable. Una vez planteado el problema de la representacién de funciones por series trigono-
métricas, los intentos de demostrar la convergencia de la serie de Fourier aparecieron inmediatamente.
Siméon Denis Poisson (1781-1840) y Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) publicaron sendas pruebas in-
correctas.

Fue el matematico alemén, Lejeune Dirichlet (1805-1859), quien en 1829 (Ver [50]) inicio una nueva
época ya que publicé el primer resultado correcto de convergencia:

“Si la funcion ¢(x), cuyos valores se suponen finitos y determinados, no presenta mds que un niimero
finito de soluciones de continuidad entre los limites -n y it , y si ademds no tiene mds que un niimero
determinado de mdximos y minimos entre esos mismos limites, la serie de Fourier cuyos coeficientes son
integrables definidas dependientes de la funcion ¢(x) es convergente a un valor expresado generalmente
por [p(x + €) + d(x — €)], donde € designa un niimero infinitamente pequerio.”

Es decir, si una funcién acotada es continua a trozos, su serie de Fourier converge en cada punto de
la semisuma de los limites laterales de la funcién. La definicién era apta para la integral, que data de
1823. Ademas, por el interés de su resultado, el trabajo de Dirichlet vino a clarificar los términos en que
se planteaba el problema. Por una parte, s6lo podemos hablar de coeficientes de Fourier més que para
las funciones para las cuales las integrales que aparecen en las férmulas tienen sentido. Por otra par-
te, Dirichlet comprendié que no habia que buscar un resultado tan general como Fourier sugeria, sino
condiciones suficientes que asegurasen la convergencia de la serie; inaugurando asi los criterios de con-
vergencia.




En 1881 el matematico francés Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) extendi6 el criterio de Di-
richlet a las funciones de variacién acotada. Jordan las definié6 como aquellas funciones u : [a, b] — R,
tales que
n-1
V(u;[a,b]) :=sup Y lu(tjs1) — u(t))| < oo,

T j:1
donde el supremo se considera sobre las particionesr:a< t; <... < t, < bdel intervalo [a, b]. Esta clase
de funciones se denota usualmente por BV|[a, b] y tiene una estructura de dlgebra de Banach (Ver [3])
con la norma: ||u|| = |lu(a)| + V(u;[a, b]), ue€ BV]|a,b].Jordan probé que toda funcién de variacién aco-
tada se puede escribir como diferencia de dos funciones crecientes, por lo que se limité a senalar que
la demostracion de Dirichlet es aplicable, sin modificacién. El concepto de funcién de variacién acota-
da naci6 precisamente en ese trabajo de Jordan. Indicé que las funciones de oscilacién limitada forman
una clase bien definida, cuyo estudio podria presentar algtin interés y mostré algunas de sus propieda-
des. En particular, la posibilidad de que una funcién de variacién acotada tenga una cantidad infinita
de discontinuidades en cualquier intervalo, le sirvi6 para mostrar que una posible condicién necesariay
suficiente de integrabilidad que Dirichlet sugeria al final de su articulo no era necesaria.

La nocién dada por C. Jordan ha sido generalizada de varias maneras, dependiendo de su utilidad en el
contexto de algunas teorias, en este sentido se presentan a continuacion algunas generalizaciones dadas
de manera cronolégica:

En el afio 1908 (Ver [167]), De La Vallée Poussin defini6 la clase de funciones con segunda variacién
acotada y demostré que pueden representarse como diferencias de funciones convexas. E Riesz (Ver
[144]) demuestra que una funcién u es de segunda variacién acotada sobre un intervalo si y sélo si existe
una funcién de variacién acotada v tal que la funcién u puede representarse por:

t
u(a) +/ v(s) ds.
a

Enelafio 1910 (Ver [143]), E Riesz defini6 otra nocién de variacion de funciones: funcién con p-variacion
acotada (1 < p < 00), las cuales las caracteriz6 como aquellas funciones absolutamente continuas con
derivada en el espacio L, y, ademads, la variacion de una funcion u en el intervalo [a, b] puede calcularse
mediante la integral

b
f ' (0))P dt.

En el afio 1924 (Ver [177]), N. Wiener introdujo la nocién de funcion de p-variacion acotadacon (1 < p <
00), caracterizada mediante la composicién de una funcién acotada no decreciente y una continua que
satisface la condicién de Holder con exponente 1/p y constante de Holder < 1 (Ver [38]). Ademads, esta
clase de funciones tienen serie de Fourier convergente.

Enelafio 1933 (Ver [138]), M. T. Popoviciu, generaliz6 los resultados de De La Vallée Poussin para 6érdenes
superiores, por medio de las funciones con la k-ésima variacién acotada (k € N). Estas funciones pueden
representarse como diferencia de dos funciones k-convexas (Ver [151]). También, la derivada de estas
funciones de orden (k—1) es absolutamente continua y la variacién puede calcularse mediante la integral

b
(k—l)'f B @1 dr.




En el afo 1937 (Ver [185]), L. C. Young introdujo la nocién de funcién con ¢-variacién en el sentido Wie-
ner donde ¢ es una funcién de Young (es decir, ¢ : [0,00) — [0,00) continua, no decreciente, ¢(0) =0y
(1) — oo cuando t — o0). Estas funciones son caracterizadas mediante la composicién de una funcién
acotada no decreciente y una funcién que tiene médulo de continuidad acotado superiormente por la
funcién inversa ¢! (Ver [39]).

En el ano 1953 (Ver [109]), Yu. T. Medvedev generaliz6 la nocién dada por Riesz y el Lema de Riesz a la
clase de funciones con ¢-variacion acotada en el sentido de Riesz, donde ¢ es una funcién de Young
convexa que satisface la llamada condicién co;. Esta clase de funciones son absolutamente continuas,
su derivada esta en L(,,1 y, ademds, la variacion de una funcioén u puede calcularse mediante la integral

b
f p(u' (D) dt.
a

En el ano 1972 (Ver [173], [174]), D. Waterman introdujo la nocién de funcién de A-variacién acotada
donde A es una A-sucesion (es decir, A = {1,},>1 es una sucesién decreciente de ntimeros positivos, tal

que A, | 0 cuando n — ooy la serie Z A, es divergente). D. Waterman (1979) en [175] demuestra que las
nx=1
sumas parciales de la serie de Fourier de funciones con variacién arménica acotada® son uniformemente

acotadas y demuestra un teorema anélogo al de P. L. Dirichlet para esta clase de funciones. Ademés
demostré que

BVla,b) =(ABVla,b] y Rla,bl=|JABV|a,bl,
A A

donde R[a, b] es el espacio de las funciones regulares, BV [a, b] es el espacio de las funciones de variacion
acotaday ABV]|a, b] el espacio de las funciones de A-variacion acotada en el sentido de Waterman.

En el afio 1975 (Ver [79]), B. Korenblum introdujo una nueva clase de funciones denominadas funciones
de x-variacion acotada, la diferencia de ésta con las anteriores es que la distorsién ocurre en el domi-
nio de la funcién y no en el rango, con este nuevo enfoque se obtiene un resultado similar al obtenido
por Jordan sobre la representacién por medio de funciones monétonas. Mds precisamente, se obtiene el
Teorema de Representaciéon de Korenblum; que afirma que una funcién u : [a, b] — R tiene kx-variacién
acotada en [a, b] siy sélo si u es la diferencia de dos funciones xk-mondtonas (Ver [43], [157]).

En el ano 1985 (Ver [158]), M. Schramm introduce la nocién de funciones de ®-variacién acotada donde
® es una ®-sucesion (es decir, ® = {¢,,} ;=1 €s una sucesion de funciones convexas tales que para n = 1,

t € [0,00), pni1(t) < Pu(1), v la serie Z ¢ (1) diverge), conocida en la literatura matemaética como la
n=1
variacion en el sentido de Schramm. Para algunas ¢ = {¢,} ,>1 se tienen los siguientes casos particulares:

1. Si¢u(x) =x, n=1entonces BVyla, bl = BVa, bl (BV|a, b] es el espacio de las funciones de varia-
ci6n acotada).

2. Si ¢y, = @, entonces BVyla, b] = BVyla, bl (BVyla, b] es el espacio de las funciones de ¢-variacion
acotada en el sentido de Wiener).

lL(p denota la clase de Orlicz de las funciones u € R'%?! tales que ff @e(u(t))) dt <oo,con @ e ®.
25 A= {%}nzl el espacio ABVa, b] se denota por HBV [a, b] y se le denomina espacio de las funciones de variacién armé6-
nica acotada.




3. Si ¢pp(x) = Apx, n=1 (A, es una A-sucesion de Waterman) entonces BVyla, bl = ABV|a, b]
(ABV]a, b] es el espacio de las funciones de A-variacién acotada en el sentido de Waterman).

Ademads, se demuestra que

BVla,b)=(\BVyla,bl y Rla,bl=|JBVyla,b),
¢ ¢

donde BV a, b] es el espacio de las funciones de variacion acotaday BVy|a, b] el espacio de las funciones
de ¢-variacién acotada en el sentido de Schramm.

En el afio 1986 (Ver [76]), S. K. Kim y J. Kim combinaron los conceptos de ®-variacién acotada en el sen-
tido de Schramm y x-variacién acotada en el sentido de Korenblum para crear la nocién de funciones de
Kk ¢-variacion acotada en el sentido de Schramm-Korenblum en el intervalo [a, b], donde x es una fun-
cion distorsion y @ es una @-funcién.

En el afio 1991 (Ver [117]), N. Merentes introdujo la nocién de funciones de (¢, 2)-variacién acotada en
el sentido de Riesz-De la Vallée Poussin, la cual es una combinacién de los conceptos dados por E Riesz
y De la Vallée Poussin; estas clases de funciones se caracteriza como aquellas funciones u : [a, b] — R,
tales que v’ es absolutamente continua en [a, b], u" € Ly[a, b] y la variacién puede calcularse mediante
la integral

b
f p(u"(@®)) dt.

En el afo 1992 (Ver [118]), N. Merentes caracterizo la clase RV(;,2) como aquellas funciones, cuya deri-
vada u’ es absolutamente continua en [a, b], " € Ly[a, b] y la variacién puede calcularse mediante la
integral

b
f lu" ()P dt,
a

por medio de la nocién de funciones de (p, 2)-variacién acotada (1 < p < c0), la cual puede considerarse
como una combinacién de las nociones dadas por De La Vallée Poussin y de E Riesz.

Enelafio 2012 (Ver [123]), N. Merentes, J. L. Sdnchez y S. Rivas generalizaron el concepto de funciones de
variacion acotada introducido por E Riesz (Ver [145]) definiendo el espacio de las funciones con (p, k)-
variacién acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu y demuestran entre otras cosas que es un espacio de
Banach y obtienen una nueva versién del Lema de Riesz demostrando que este espacio estd conformado
por las funciones u: [a, b] — R cuya derivada de orden (k — 1) es absolutamente continua, la derivada de
orden (k) pertenece al espacio L, y ademas la variacion se calcula mediante la integral:

/j( )d

En el afio 2012 (Ver [32]), M. Castillo, M. Sanoja, I. Zea, combinaron los conceptos dados por E Riesz
y B. Korenblum e introducen el concepto de funcién de x-variacién acotada en el sentido de Riesz-

u® ()
(k—1)!

Korenblum, donde x es una funcién distorsién.

En el ano 2013 (Ver [86]), H. Leiva, N. Merentes, J. L. Sdnchez y S. Rivas definieron la clase de las fun-
ciones que tienen (¢, k)-variacién acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu, donde ¢ es una ¢-funcién,




comprobando que el espacio generado por esta clase es un espacio de Banach y que se verifica un lema
tipo Lema de Riesz para esta clase de la siguiente manera: la derivada de orden (k — 1) es absolutamente

(k)
u
continua, ﬂ € Ly y, ademads, la variacion se calcula mediante la integral:
b u(k) 63)
—1| dt
fa v ( (k-1

En este afio (Ver [31]), M. Castillo, S. Rivas, M. Sanoja y I. Zea introdujeron una nueva clase de funciones
de x-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, donde x es una funcién distorsién y ¢ una
¢-funciodn, el cual es una combinacién de los conceptos dados por E Riesz y B. Korenblum.

Las nociones de funciones de variacion acotada comentadas anteriormente se refiere a funciones de-
pendientes de una variable real; es decir las funciones u : [a, b] — R. La nocién de funcién de variacion
acotada fue extendida al caso bidimensional, por ejemplo, la dada por Hardy-Vitali entre 1905-1906 (Ver
[63] v [168]). Existen al menos siete formas de extender al plano, las cuales son: Vitali, Fréchet, Hardy-
Krause, Arzeld, Pierpont, Tonelli, Hahn. C. R. Adams y J. A. Clarkson (Ver en [1] y [42]) demuestran algu-
nas propiedades importantes de las clases de funciones con variacién acotada en el plano y las relaciones
entre ellas, las cuales han permitido otros trabajos referente a la nocién de variacién de Hardy-Vitali. En
el ano 2002, V. V. Chistyakov (Ver en [36]) retom6 el estudio de esta clase de funciones demostrando un
teorema de representacion para la clase de funciones definidas en un rectdngulo y con variacién acotada
en el sentido de Hardy-Vitali, (ver [63] y [168]); ademds, es posible dotar a esta clase de funciones de una
estructura de 4lgebra de Banach.




Espacio de Funciones de Variacion Acota-
da Generalizadaen R

El 21 de diciembre de 1807, Joseph Fourier, present6 al Institut de France una memoria titulada “Mémoi-
re sur la propagation de la chaleur dans les corps solides” (Ver [54]). Cuatro miembros, uno més de lo que
era habitual, Lagrange, Laplace, Lacroix y Monge, fueron designados para emitir un informe, que nunca
se lleg6 a escribir a pesar de las insistencias de Fourier, que deseaba un juicio sobre su trabajo. A cambio,
el Instituto propuso el tema para el premio que se debia otorgar en 1812 “dar la teoria matematica” de
las leyes de propagacidon del calor y comparar los resultados de esta teoria con las experiencias exactas.
A finales de 1811, Fourier entregé una nueva memoria como concursante, esta vez con el titulo “Théorie
du mouvement de la chaleur dans les corps solides”.

La publicacién dada por Fourier, de la Teoria Analitica del Calor, fue muy importante para el desarrollo
de las matemadticas. La conjetura de Fourier supone que cualquier funcién puede desarrollarse en se-
rie de senos y cosenos (Serie de Fourier). D. Bernoulli consider6 series de este tipo en la resolucion del
problema de la cuerda vibrante y Euler obtuvo los coeficientes de sen(kx) y cos(kx) en el desarrollo de
esta serie, pero fue a partir del trabajo de Fourier cuando la posibilidad de expresar una funcién me-
diante una serie trigonométrica que empez6 a ser ampliamente discutida. Los inicios del estudio de la
convergencia puntual de series de Fourier comenz6 en el afio 1829 con el primer resultado dado por
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Ver [50]) hoy conocido como “Criterio de Dirichlet sobre la convergen-
cia de series de Fourier”, que afirma que toda funcién definida en un intervalo a valores reales, descrita
por medio de un ntimero finito de trozos de funciones monétonas, tiene serie de Fourier puntualmente
convergente.

En el ano 1881 Camille Jordan extendio el criterio de P. L. Dirichlet a las funciones de variaciéon acota-
da (Ver [73]), demostrando que toda funcién de variacién acotada se puede escribir como diferencia de
dos funciones crecientes, en consecuencia, el resultado de Dirichlet es aplicable a este tipo de funcio-
nes. La nocion de funcién de variacion acotada surgié precisamente en ese trabajo de Jordan; sefialando
que “Las funciones de oscilaciéon acotada forman una clase bien definida, cuyo estudio podria presentar
algtn interés” y mostré algunas de sus propiedades. Esta nocién de funciones de variacién acotada, in-
troducida por Jordan, ejerce un papel importante en muchas investigaciones y ha dado lugar a algunas
generalizaciones, a clases de funciones cuyos elementos tengan serie de Fourier puntualmente conver-
gente y en otros casos para obtener resultados de espacios de funciones que se usan en aplicaciones a
otras dreas del conocimiento (Para mdas informacién ver [121]).




1.1

1.1. VARIACION ACOTADA.

La nocién de variacién acotada dada por C. Jordan ha sido generalizada de varias maneras, dependien-
do de su utilidad en el contexto de algunas teorias. En el presente capitulo se expone en orden crono-
l6gico algunas de estas generalizaciones, el cual esta dividido en 13 secciones, dedicados a presentar
los espacios de funciones de: Variaciéon acotada, Segunda variacién acotada en el sentido de De la Va-
llée Poussin, p-variacion acotada en el sentido de Riesz, p-variacién acotada en el sentido de Wiener,
Segunda variaciéon acotada en el sentido de De la Vallée Poussin-Wiener, k-variacién acotada en el sen-
tido de Popoviciu, ¢-variacién acotada en el sentido de Wiener, ¢-variacién acotada en el sentido de
Riesz, x-variacién acotada en el sentido de Korenblum, A-variacién acotada en el sentido de Waterman,
Ap-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba, ®-variacion acotada en el sentido de Schramm-
Korenblum, x¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum, x p-variacién acotada en el
sentido de Riesz-Korenblum y x¢-variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum.

En cada una de las secciones se recopilan propiedades y representaciones de estos espacios de funcio-
nes; en particular, se demuestran, como contribucién al tema, nuevas propiedades del espacio de las
funciones de x¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum (Ver [72] y [110]) y nuevas
propiedades del espacio de funciones de (p, 2)-variaciéon acotada en el sentido de De la Vallée Poussin-
Wiener (Ver [114]).

Variacion Acotada.

Se denota por RI*?! 1a coleccion de todas las funciones u : [a, b] — R.

En el afio 1881 C. Jordan (Ver [73]) introduce el concepto de variacién acotada de la siguiente manera:

Definicion 1.1 Variacion Jordan
Sean u: [a, b] — Runafunciényunaparticiéonn:a=t; <--- < t;, = b del intervalo [a, b], se definen

n-1
o) =o1(u,m):= ) |ultje) - ult))|
j=1

V(w) =V(u;la,bl) :=supo(u,rn),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. V (u;[a, b]) se de-
nomina variaciéon en el sentido de Jordan (o simplemente variacién) de la funcién u en el intervalo
la, b]. Si V(u;[a, b]) < oo, se dice que la funcién u tiene variacién acotada o finita en el intervalo
[a,Db].

La clase de las funciones de variacién acotada se denotard por BV ([a, b],R) o de una manera més abre-
viada BV [a, b]. Para ilustrar la definicién anterior, a continuacién, se exhibe un ejemplo de una funcién
de variacién acotada.




1.1. VARIACION ACOTADA.

Ejemplo 1.1  (Ver (157), pdg. 24)
D EE—

Sea u: [—%, 37”] — R definida por u(x) = sen(x). La funcién u es de variacién acotada; ya que, si
en particular, se considera la particion 7 = {-%, Z, 37”} del intervalo [-7, 37”] se tiene que

n
> lu(t) — ulti-y)|

2
_Z |sen(t;) — sen(ti-1)|

i=1 i=1
(371) 7 b4 b4
= |sen|— —sen(—) + ’sen(—) —sen(——)|
2 2 2 2
= |-2|-12|=4
considerando el supremo sobre el conjunto de todas las particiones de [-7, 37”] se obtiene que
V(u[-%3]) =4

El préximo ejemplo sigue para mostrar un conjunto de funciones que pertenecen al espacio de variacion
acotada.
Ejemplo 1.2  (Ver (3), pag. 36)
r

Dados ntimeros reales positivos a y b se define

1
x%sen—, O0<x<]1,
Ugp(x) = xb
0 x=0.

Sia=b+1, entonces u, ) es de variacion acotada.

Existen funciones de variacion acotada, las cuales no son mondétonas en ningin intervalo, como lo de-
muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.3 (Ver (3), pag. 58)

Sean (0,1) NQ = {ry, r2,...} yla funcién u: [0,1] — R definida por

-k
2 t=ryg,
u(t) := k
0  otro caso.

La funcién u no es monétona en ningtn intervalo [a, b] < [0, 1]. Ademés, sean n € Nfijo, 1,12, ..., T
talquery <rp<---<ry, So:=0, S1:=r1, S3:=r2, S5:=713, ..,8,-1:=Tpn Son:=1yescoja-
mos puntos racionales S, € (S1,S3), S4 € (S3,S5), Sg € (S5,57), ..., Son—2 € (S2p—3,S2,—-1). Para la
particiéon 7, = {Sp, S1, ..., S2n} € ([0, 1]) se obtiene que

2n 2n ) 1_(1)271
V(7. [0,1) = Y luls)) —ulsj_pl =2 27/ = —2—=2(1-27%"),
j=1 j=1 1-3

Considerando 7 suficientemente grande se concluye que V (u; [0, 1]) = 2; por lo tanto u € BV[0, 1].




1.1. VARIACION ACOTADA.

Por otro lado, existen funciones continuas que no son necesariamente de variacién acotada; asi como lo
presenta el proximo ejemplo:

Ejemplo 1.4 (Ver (3), pdg. 61)
v
Sea u:[0,1] — R definida de la siguiente manera
()
xsin|—| O<x<l1,
u(x):= X
0 x=0.

Se tiene que la funcién u es continua en [0, 1] y para demostrar que u ¢ BV[0, 1], se construye una
particion P = {1, t1, ..., t;;} tal que

h = 0,
2
Hh = —,
2m-1n
2
h = ——,
2m-3)m
; 2
m—2 - 5]_[;
; 2
m—1 - 37_[’
tm = 1

Entonces |u(t;) —u(tj-1)| = 2tj-1 para j = 2,3,..., m—1. Por lo tanto, la sucesion de sumas parciales
m=1

S = Z |u(t;) — u(tj-1)| tiende a infinito, lo cual implica que la variacion es infinita.
Jj=1

La clase BV [a, b] tiene una estructura de dlgebra y de espacio de Banach (Ver [12, 28]) con respecto a la
norma

lully :=lu(a@)|+V(w), ue BV|a,b].

Una clase de funciones que estd relacionada con el espacio de BV [a, b] es el espacio de las funciones
Hélder; en particular con el espacio de las funciones Lipschitz, presentadas a continuacién:

Definicion 1.2 Lipschitz

Sea u : [a, b] — R una funcioén, se dice que u es Holder, si existe una constante L > 0 tal que
lux)—u(y)|<Llx-y|* (a<x<y<b).
Se denota por Lipgla, b] la clase de las funciones Holderianas y para el caso particular en que a = 1 se

tiene el espacio de las funciones Lipschitzianas en un intervalo [a, b], el cual se denota por Lip|a, b]; en
la siguiente proposicion se presentan algunos resultados para la clase Lipschitz.




1.1. VARIACION ACOTADA.

Proposicion 1.1
Laclase Lipl[a, b]:

1. Esun espacio vectorial sobre R

2. Equipado con la norma

lu(t) — u()|
p—

lullLiplap) = (@] + LE(w), donde L}(u):=sup ——, uelipla,bl, (L1

T -
es un espacio normado.
3. Esun espacio de Banach con la norma (1.1).
4. Esun algebra de Banach con la norma (1.1).

5. C"[a,b] c Lipla, b]*

6. Lipla,bl < BV]a,bl].

2C™[a, b] denota el dlgebra de las funciones que son n-veces continuamente diferenciable en [a, b].

Por lo antes expuesto, el siguiente ejemplo muestra una funcién de variacion acotada que no es Lips-
chitz.

Ejemplo 1.5 (Ver (157), pag. 28)
D

Sea u: [0,1] — R la funcién definida por u(x) = y/x. La funcién u es continua, creciente y por lo
tanto de variacién acotada en [0, 1] pero u ¢ Lip[0,1] ya que

u®-u@©| Vi 1

t-0 | t Vi

no es acotada en ningtn entorno de cero.

Ahora, se dan algunos resultados de las funciones de variaciéon acotada (Ver VII.1-2 de [131]).

Proposicion 1.2

Sea u € BV]a, b], entonces:

1. utiene limites laterales.

2. uesacotada.

3. El conjunto de discontinuidades de © es numerable.
4. uposee derivada c.s. en [a, b].

5. u es Riemann integrable.

6. u tiene serie de Fourier convergente.



1.1. VARIACION ACOTADA.

Otras clases de funciones que estdn relacionadas con el espacio BV |[a, b] es el espacio de las funciones
absolutamente continuas en el intervalo [a, b], definida a continuacién:

Definicion 1.3 Absolutamente Continua
Sea u : [a,b] — R una funcién, se dice que u es absolutamente continua en [a, b] si dado € > 0,
existe 6 > 0, tal que para cualquier coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos (ag, by), k =
1,...,n contenidos en [a, b], se tiene que
n n

(by—ay) <6 implica que lu(br) — ulag)| <e.
k=1 k=1

El espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo [a, b] es denotado por AC([a, b],R)
0 ACla, b] y en la siguiente proposicion se presentan algunos resultados de este espacio.

Proposicion 1.3
El espacio ACla, b]:

1. Esun espacio normado, equipado con la norma
b
lullactamn = utto)l+ [ 101 dt, t0€ la,bl, we ACIa,bl. (12)
a

2. Es un espacio de Banach con la norma (1.2).

w

. Esun dlgebra de Banach.
4. ACla,b)<Cla,b)].
5. Lipla,b] c ACla, D).

Enlo que sigue se exponen algunas propiedades de las funciones de variaciéon acotada y algunas relacio-
nes con los espacios Lipla, b], ACla, b] y C"[a, b] (Para detalles de las demostraciones ver [12, 131]).

Proposicion 1.4

Dado u € BV]a, b], se tiene que
1. V(u)=0 © u=c;ceR.
2. Si V(u) < oo, entonces u es acotada y || ullo < |u(a)l + V(u), donde la norma infinito viene
definido por ||u||eo = sup | u;].
ieN
3. Si u es monétona, entonces V(u) = |u(b) — u(a)l.

4. Si[c,d] cla,b], entonces V(u;[c,d]) < V(u;la, b]).

5. Si t € [a, b], entonces V (u;[a, b)) = V(u;la, t]) + V(u; [, b]).




1.1. VARIACION ACOTADA.

6. ACla,b] c BV|a,b].
6.1. Como Lipla, b] c ACla, b] entonces
Lipla,b] c BV|a, b].
6.2. Como C"[a,b] c Lipla, b] entonces

C"la,b] < BV|a,b].

Las funciones de variacién acotada han sido estudiadas por C. Jordan, dando una caracterizacién de las
funciones de variacién acotada relaciondndolas con las funciones mondétonas (Ver [73]), mds precisa-
mente, Jordan demuestra lo siguiente:

Teorema 1.1 (Teorema de Representacion de Jordan)

Sea u:[a,b] — R, si u € BV|a, b], entonces u se puede escribir como diferencia de funciones mo-
noétonas.

La representacion u = u; — up, donde u;(¢) = V(u;la, t]) y ux(t) = V(u;la, t]) — u(t) establecida en el
Teorema anterior no es Gnica. En algunos casos, es posible calcular la variacién de una funcién. I. P. Na-
tanson (1955) en [131] muestra como calcular la variacion de funciones absolutamente continuas. Mas
precisamente se demuestra la siguiente proposicién:

Proposicion 1.5

Si u es una funcion absolutamente continua, entonces

b
V(u;[a,b])=f |u/(0)|dz.
a

Otra manera de calcular la variacién para el caso de las funciones continuas, es empleando la funcién In-
dicatriz de Banach dada por S. Banach en 1925 (Ver [20, 131]). Dada una funcién continua u : [a, b] — R,
se define la Indicatriz de Banach: A : [min u, max u] — [0,00), como aquella funcién que asigna a cada z
el nimero de raices de la ecuacién u(x) = z, es decir A4 (z) es el nimero de valores x € [a, b] que verifican
la ecuacién u(x) = z. S Banach (1925) en [20] demuestra el siguiente teorema (también puede verse en
VIII-5, Teorema 3 de [131]):

Teorema 1.2 (Teorema de Representacion de Banach)
Si u€ BV]a, bl n Cla, b], entonces
max u

V(u;[a,b) =f N (2 dz.

min u

H. Federer (1969), en [53] presenta un resultado que caracteriza las funciones de variacién acotada como
composicién de funciones, como se presenta a continuacion:




1.2

1.2. SEGUNDA VARIACION ACOTADA EN EL SENTIDO DE DE LA VALLEE POUSSIN.

Teorema 1.3 (Teorema de Representacion de Federer)
Una funcién u es de variacion acotada siy solo si u = gom, donde m es monétonay g : m([a, b]) —
R es Lipschitz, con constante de lipschitzidad menor o igual que 1.

Este resultado, tiene la misma estructura del resultado expuesto por el polaco W. Sierpinski (1933), en

[161], que garantiza lo siguiente:

Teorema 1.4 (Teorema de Representacion de Sierpinski)
Toda funcién regular u : [a, b] — R se puede descomponer de la forma u = gom, donde m: [a, b] —
R es monétonay g: m([a, b]) — R es continua.

La nocién dada por C. Jordan ha sido generalizada de varias maneras, dependiendo de su utilidad en el
contexto de algunas teorias. En las proximas secciones se examinarédn algunas de estas generalizaciones.

Segunda Variacion Acotada en el Sentido de De La Vallée Poussin.

En 1908 De La Vallée Poussin introduce la nocién de segunda variaciéon de una funcién u : [a, b] — R (Ver
[167]); extendiendo la nocién de variacién acotada dada por Jordan, de la siguiente manera:

Para simplificar la notacién, se hace uso de la siguiente expresion:

Siu:la,bl —Rys, tela,bl,s#t; sedefine la diferencia dividida de orden 1, como

u(t) —u(s)
uls, t] = T (es claro que, uls, t] = ult, sl).

Definicion 1.4 Segunda Variacion Acotada
Sean u: [a,b] — Runafuncibnyn:a=t; <--- < t; = b una particién del intervalo [a, b], con al
menos tres puntos, se definen

"2 u(tjy2) — ultjs1) _ultjen) — ulty)

oo(u,m) = )
j=1 liv2a—Lj+1 Liv1—1j
n—2
= |ultjsr, tjsal — ultj, tjal| (1.3)
j=1

Vo(u) = Vo(u;a, bl) :==supo(u,n),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. V2 (u, [a, b]) es
llamado variacién en el sentido De la Vallée Poussin de u en [a, b]. Si V»(u; [a, b]) < oo, se dice que
la funcion u tiene segunda variaciéon acotada o finita en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones de segunda variacién acotada se denota por BV;[a, b].
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Por la definicién de diferencia dividida de orden 1, se obtiene que, si u,v € R1%?, ¢ € R, s,1 € [a, b],
entonces (u+ v)[s, t] = uls, t]1 + vis, t]ly (au)(s, t] = a (u[s, t1) .

De las relaciones anteriores y de la definicién de segunda variacidon acotada se tiene que si u, v € R
a € R, entonces Vo (u+ v;[a, bl) < Va(u;la, bl) + Va(v;la, bl) y Va(au; [a, bl) = lal Va(u; [a, b]). Lo que per-
mite afirmar que BV [a, b] es un espacio vectorial.

[a,b]

Ejemplo 1.6

Sea u: [a, b] — R1a funcién definida por

u() =at*+pt+y, tela,bl.

Asi,
2 u(tje) —u(tjs)  ultjer) — ult))
orulab) = Y |— -t .
j=1 Liv2—Tj+1 Liv1—1j
2 2 2 2
~ n-2 (atj+2+ﬁtj+2+y)—(atj+1+,Btj+1+y) (atj+1+ﬁtj+1+y)—(atj+,Bt]-+y)
j=1 Ljivr2—Ljs1 Liv1— L
n—-2
= la(tji2+ tjs1) — altje1 + £))]
j=1
n-2
= lal ) Itj+2—tjl
j=1

= lal(te— 1) +2(th—1 — ) + (ty — ty—1)

si se considera el supremo sobre particiones con |t — #;] y |, — ;1] suficientemente pequefio
resulta que V»(u, [a, b]) =2(b—a)lal.

En el Lema 1.2 de [150], A. M. Russell demuestra lo siguiente:

Proposicion 1.6

Sea u:[a,b] — R, si u € BV[a, b], entonces |u[s, t]| es acotado, donde s, t € [a, b], s # t.

Es decir, BV»[a, b] < Lipla, bl y en consecuencia toda funcién de BV, [a, b] es continua. Ademads, BVs[a, b]
BV]a,b].

Como consecuencia del Teorema 1.1 del resultado de A. M. Russell (1970), en [150] se obtiene un teore-
ma de representacion tipo Jordan, para las funciones de BV |a, b].

Proposicion 1.7 (Teorema de Descomposicion Tipo Jordan)

Si u € BV, [a, b], entonces u es la diferencia de dos funciones convexas®.

4Se dice que una funcién u: I < R — R es una funcién convexa si satisface u(tx+ (1 - t)y) < tu(x) + (1 - H)u(y) para
todo x,ye Iytel0,1].




1.2. SEGUNDA VARIACION ACOTADA EN EL SENTIDO DE DE LA VALLEE POUSSIN.

Con el resultado de la proposicién anterior se puede obtener ejemplos de funciones pertenecientes al
espacio BVa[a, b] como se presenta a continuacion:

Ejemplo 1.7

‘ /
Sea u: [a, b] — R una funcién definida por u(x) = v(x) — w(x) donde v(x) = x2 y w(x) = |x|. Ya que
las funciones vy w son funciones convexas; entonces, haciendo uso de la proposicién anterior, co-
mo la funcién u se escribe como diferencia de dos funciones convexas, se tiene que u € BV,|a, b].

Si u es suficientemente suave, por ejemplo, derivable y tiene segunda variacién acotada, en-
tonces la derivada de u tiene variaciéon acotada y por el teorema de descomposicion de Jordan,
la funcion derivada ', se puede escribir como diferencia de dos funciones monétonas. Al inte-
grar se obtiene la descomposicién de u# como diferencia de funciones convexas.

Otro resultado que relaciona las funciones que tienen segunda variacién acotada con las funciones de
variacion acotada, fue dado por E Riesz en el afio 1911 (Ver [144]), donde demuestra que una funcién
tiene segunda variacién acotada siy solo si es la integral indefinida de una funcién de variacién acotada.
Mais especificamente, E Riesz demostré el siguiente Teorema:

Teorema 1.5 (Teorema de Representacion de Riesz [144])

Una funcién u € BV, [a, b] siy solo si existe una funcién v € BV|a, b] tal que

t
u(t) = u(a)+f v(s)ds.

a

@ Una generalizacion del concepto de segunda variacién acotada fue estudiada por A. M. Russell
(1970) en [150] y E N. Huggins (1971) en [69]. Ambos autores sustituyen la expresién (1.3) de la
definicién de segunda variacién acotada por la siguiente:

22| u(tjr2) —u(tjsr) _ultj+) —ult))

m(tjs2) —m(tjy1)  m(tj) —mlt))

’

j=1

donde m : [a, b] — R, es una funcién estrictamente creciente, es decir, consideran el concepto
de segunda variacién respecto a la funcién m.

El funcional || - ||y, 4,p : BV2[a, b] — R definido por:
lullpvyia,p) = U@ + U, (@) + Va(u; [a, b)),

es una norma. Como consecuencia de esta definicién se obtiene el siguiente teorema (Para detalles de la
demostracién ver [148]).

Teorema 1.6
(BV2la, bl |1+ |1Bvy(a,b)) €S un dlgebra de Banach.
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1.3 p-Variacion Acotada en el Sentido de Riesz.

Una de las generalizaciones del concepto de variaciéon acotada, fue presentada por Frigyes Riesz (1910)
en [143], quien introduce la nocién de funcién de p-variacién obteniendo una caracterizacién, hoy co-
nocido como el Lema de Riesz, donde demuestra que una funcién tiene p-variaciéon acotada en el senti-
do de Riesz, si es absolutamente continuay su derivada estd en L. Ademds, da una relaciéon que permite
calcular la p-variacion, a través de una integral. A continuacion se presenta el concepto introducido por
Riesz y algunos resultados de las funciones con este tipo de variacion finita.

Definicion 1.5 p-variacion de Riesz

Sean u: [a,b] — Runa funcién, p>1yn:a=t; <--- < t; = b una particion del intervalo [a, b]. Se

define
n—1 t: _ t: p
=l =]

y

Ry — VR(1ye — R
V, (W) =V, (ula,b]) = 1D o, (u,m),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. El nimero
Vlf (u;[a, b]) se denomina variacion en el sentido de Riesz de la funcién u en el intervalo [a, b].
Si Vf (u;[a, b]) < oo, se dice que la funcién u tiene p-variacién acotada o finita en el sentido de
Riesz, en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones con p-variacion acotada se denota por RV)|a, b].

@ Notese que cuando p =1 se tiene que RV)l[a, b] = BV|a, b], por esta razén se considera en
general que p > 1.

El siguiente teorema garantiza que las funciones Lipschitz tienen p-variacién acotada y estas a su vez
tienen variacién acotada.

Teorema 1.7 (Ver [146])

Sea p > 1, entonces

1. Si ue€ Lipla, b] entonces V,f(u; [a,b]) = KP(b— a), donde K es la constante de lipschitzidad
asociada a u.

2. Siu€ RVyla, b], entonces

a. V(u;la,b) < b—a+ V) (u;]a,b)).
/
b. Vs [a,b) < (b - @)'=7 (VR a,b) .

3. Lipla,b] < RVpla,b] < ACla,b] < BVa, b].
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Dicho lo anterior, se da un ejemplo de una funcién que no pertenece a la clase de las funciones de p-
variacién acotada en el sentido de Riesz.

Ejemplo 1.8 (Ver (3), pag. 164)

D | E—
Se construird una funcién u € ( ﬂ LipI0, 1]) \BV[0,1] y para este fin se define la constante y y
O<a<l1
la sucesion {s,}, en [0,1] por

® 1 1 1

Y=

5 sn °= = -
iz klog?(k+1) Y (=, klog?(k+ 1)
paran=1yu:[0,1] — R por

0 para x=0,
(D"

u(x) := para x = s,

lineal  otro caso.
Consideremos la particiéon P = {ty, t1, ..., t;} tal que

2 2 2 2

th:=0, Hi=——, hi=—— . ty2'=—, ty—1:=—, Ly:=1.
0 ! 2Cm-1n 2 2m-3)m m=2 " ! "

Asi

n
1
V(u,P;l0,1) < ) PR cuando 71— oo
k=1
es decir, u ¢ BV[0,1]. Por el Teorema 1.7 RV, [0,1] = BV[0, 1], por lo que la funcién u no pertenece
al espacio RV} [0, 1] para cualquier p = 1. Entonces u pertenece al espacio de Holder Lipy[0,1] y
no pertenece al espacio RV}, (0, 1].

En la siguiente proposicion se garantiza que el espacio RV)|a, b], tiene una estructura de algebra.

Proposicion 1.8 (Ver [146])

Sean p > 1, u, v € RI*?! q € R, entonces
1/p 1/p 1/p
R R R
1. (vp (u+ u)) < (Vp (u)) + (Vp (u)) .

R _ R
2. Vp (au) =|alP Vp (u).

3. (VEwn)"” < 1wl (V@) + lulleo (Vi)

4. RVpla,b] es un dlgebra.

De las relaciones 1.y 2. de la Proposicion 1.8, se deduce que, el espacio RV}, [a, b] tiene una estructura de
espacio normado (Ver [12]), con la norma:

1/
lul® =@l + (Vs la,b)) ", ueRV,la,bl.
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El siguiente lema resume algunos resultados relacionadas con la convergencia en la norma.

Lema 1.1
Sean p>1yu:la,b] —R,asi

1. Si|ulf <e entonces |ullo < ((b—a)'~P +1)e.

2. Si{upn},>1 es una sucesion de Cauchy en la norma | - II§ entonces también lo es con la norma

I lloo -

Iy Il
3. Si{un},=1 — u, entonces {u,} =] ——

u.

Como consecuencia de este lema se obtiene la siguiente proposicién cuya demostracién en detalle se
puede revisar en el resultado de L. Avila (1994) en [12].

Proposicion 1.9

El espacio RV)[a, b] es un espacio de Banach.

En 1987, los polacos L. Maligranda y W. Orlicz (Ver [91]) dan condiciones para que un espacio de Banach
de funciones acotadas sea un élgebra de Banach. El enunciado de este resultado se expone a continua-
cién:

Lema 1.2 (Ver [91])
Sea (X, || - |I) un espacio de Banach de funciones acotadas u € Rl@P] tales que
luvl < luleo vl +llul v, u, veX.

Entonces X es un dlgebra de Banach conlanorma | - [0+ - lI. Si ademas || ¢, ]l — 0, cuando || u, | —
0,lasnormas [|. | y Il - loo + | - | sOn equivalentes, mds atn, si existe ¢ > 0, tal que |ullo, < cllull, u€X,
entonces (X,2c||-||) es también un dlgebra de Banach.

Haciendo uso del lema anterior se puede demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.10

Sea p > 1, entonces el espacio (RVp la,b], |l ”5) es un algebra de Banach.

E Riesz (1910) en [143], presenta una caracterizacion de las funciones que tienen p-variacién acotada, el
cual se aplica para demostrar que el dual de los espacios Ly[a, b] son L[a, b] con % +% =1(1=p,q<o0),
demostrando:
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Lema 1.3 (Lema de Riesz [143])
Sea p > 1, entonces u € RVy[a, b] siy solo si u€ ACla, bl y u' e Lyla, bl y ademas

b
V' (u; [a, b)) :f |u/ (0| dt.

El lema anterior presenta una caracterizacion de las funciones de p-variacién acotada y da una manera
de calcular la p-variaciéon de una funcién, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.9 (Ver (59), pdg. 12)

Sea u la funcién gaviota definida por

u(t) =min{v,1}

entonces
R 1 /p
V, (wlab) = fo|(\/f)| dt
1
- 2‘”[ |(t)_5 dt
0
2—p+1t%’7 1
- 2—p |0
2—p+1
= 0

paral < p <2, entonces u € RV [0, 1].

Ademis, el resultado del Lema de Riesz permite reescribir la norma | - |, como sigue

b 1p
||u||§:=|u(a)|+(f |u’(t)|”dr) , u€RV,la,bl.

Una demostracién detallada del lema de Riesz puede verse en el resultado de S. Rivas (1991) en [145].
Por otra parte, como Ly(a, b] < Lg4la, b], para p > q > 1, del lema de Riesz se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.1
Sea p > g > 1, entonces
RVyla, b] < RVyla, bl < ACla, b].

Dicho lo anterior, se presenta un ejemplo que demuestra que la inclusion RVy[a, bl € RVyla, bl, p > g > 1
es estricta.
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Ejemplo 1.10
D [
Sean p, g, ntimeros reales positivos tales que p = é > g > 1y consideremos la funcién u: [0,1] —
R definida por
l-a
u(t) = —a’ tel0,1].
Luego

t t
u(t)=f u'(s)ds=f d—;
0 0o S

por lo tanto u € ACI0, 1]. Por otra parte

ro, 9 gs— " ds |
‘/(;|u(5)| S—fo Sa—q<oo (ag<1)

t t d
f Iu’(s)l”ds:f 2
0 0o sapP

y esta integral diverge porque ap = 1, entonces u ¢ RV}, [0,1].

asi u € RV4[0,1]. Ademas

1.4 p-Variacion Acotada en el Sentido de Wiener.

Enlo que sigue, se presenta otra generalizacion de la nocién de variacion, la cual fue introducida por Nor-
bert Wiener (1924), en [177], conocida como variacién cuadratica de una funcién o 2-variacién acotada.
Como en el caso clasico de variacidn, esta nocién de variacion tiene diversas aplicaciones en distintas
ramas de la matemadtica puray aplicada. La variacién cuadrética es utilizada frecuentemente en el anali-
sis de procesos estocésticos, tales como el movimiento browniano y martingalas; por lo que, desempefia
un papel significativo en el célculo estocdstico, en el proceso de difusién e inclusive en la teoria del po-
tencial.

N. Wiener introduce la nocién de funciones 2-variacién acotada en un intervalo [a, b] como sigue a con-
tinuaciéon:

Definicion 1.6
Seanu:[a,b] =Rymn:a=1t <--- < t, = buna particién del intervalo [a, b]. Se define

VV(w) =V,Y (w;la, b)) :=sup Y_ |u(t;) — ulti—)?,

T oi=1

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones 7 de [a, b]. Si VZW(u) < oo sedice que
la funcién u es de 2-variacién acotada (o segunda variacién acotada en el sentido de Wiener) en el
intervalo [a, b].

Posteriormente, esta definicién fue extendida a valores de 1 < p < co de la siguiente manera:
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Definicién 1.7 p-Variacion Acotada en el sentido de Wiener

Sean u: [a,b] — Runafuncibnyr:a=t <--- < t; = b una particién del intervalo [a, b]. Se define

n
oy (u,m):= ;m(m —u(ti-)|”

Wy W, . w
vV, (W) =V, (u;la,b)]) = S (u,m),

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. VJV (u) sele
denomina p-variacién en el sentido de Wiener (1 < p < 00), de la funcién u en el intervalo [a, b]. Si
VJV (1) < o0, se dice que u tiene p-variacion acotada o finita en el intervalo [a, b].

La clase de funciones con p-variacion acotada en el sentido de Wiener es denotado por BV, [a, b]. Es-
te conjunto es no vacio, pues contiene a las funciones constantes; ademads, en el préximo ejemplo se
muestra otra funcién que también pertenece a este espacio.

Ejemplo 1.11 (Ver (3), pag. 85)
D |
Sea u: [0,2] — R una funcién definida por

0 si0<sx<l,
ulx) = 1 si x=1,
2 sil<x<2.

Si se consideran las particiones 7; :={0,2} y 7> := {0, 1,2} > 7, con un célculo, se tiene que

o, (w,m1;[0,2]) = 2P

oy (u,m;10,2]) =2,

lo cual demuestra que, en el caso p > 1, 71 < 72 no implica que VJV(u,m; [a,b]) < VpW(u,nz; la, b]).

Ademas, BV)[a, b] con las operaciones usuales de funciones, tiene estructura de algebra, que resulta ser
de Banach al dotarla con la norma:

lully = @] + (VY @), we BVyla,bl.

En la siguiente proposicién se enumeran algunos resultados de las funciones de p-variacién acotada en
el sentido de Wiener.
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Proposicion 1.11
Sea u: [a, b] — R, entonces

1. V;/V(u) =0siysolo si u es constante.
2. Toda funcién de p-variacién acotada en [a, b] es acotada en [a, b].
3. Si u es de p-variacién acotada en [a, b] y ¢ € R, entonces VJV (u+c)= VJV (u).

4. Si u es de p-variacién acotada en [a,b], entonces la funcién definida por V(x) :=
Vg‘/(u; [a,x]) con, a< x< by V(a) =0, es creciente.

5. Si p, q € Rtales que p < g, entonces VJV[a, b] < V;V[a, b].

6. Lipila bl <V, [a,b).
p

En los siguientes dos Teoremas se demuestra que la clase de funciones que tienen p-variaciéon acotada
en el sentido de Wiener en [a, b] es un espacio vectorial y un dlgebra (Para detalles de la demostracién
ver [12]).

Teorema 1.8
Sea 1 < p < oo, entonces BV)|a, b] es un espacio vectorial.

Teorema 1.9
Sea 1 < p < oo, entonces BV)[a, b] es un dlgebra.

1.5 Segunda Variacion Acotada en el Sentido de De La Vallée Poussin-Wiener.

En lo que sigue, se define el espacio de funciones de de (p,2)-variacién acotada en el sentido de De La
Vallée Poussin-Wiener (Ver [3]) y como contribucién al tema (Ver [114]), se presenta, una proposicion
que recopila algunas de las propiedades de esta variacion y por tiltimo se define la norma para el espacio
de las funciones que poseen este tipo de variacion.

Definicion 1.8 (Ver [3])
Seanl<p<oo,m:a=1t <t <---<t, =>buna particiéon del intervalo [a, b], con al menos tres
puntosy u: [a, b] — R una funcién. Se definen

nlu(tie) —ult)  ult) —ultj-1)|P

w
o (u,m) = -
) ]Z'zl Liv1— I Li—tj—1

V(I,/Xz)(u) = V(;‘fz)(u; la,b]) := Sng’E/Z’Z)(u,n’),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones x de [a, b]. V(;‘fz)(u) se denomina la
segunda variacién en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener (o (p,2)-variacién en el sentido
de Wiener) de u en [a, b]. En el caso en que V(I;?‘fz)(u) < 0o, se dice que u tiene (p,2)-variacion
acotada en [a, b] y esta familia de funciones se denota por BV("’XZ) [a, b].
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Proposicion 1.12
Sea u: [a, b] — R una funcién con a, b > 0 y consideremos 1 < p < co. Entonces

1) V(‘;VZ) (u,[a, b]) = 0siysolo si u es una funcidn lineal.
(2) Si V(‘;)VZ) (u,[a, b]) < oo entonces u es acotada en [a, b].

w
3) V(p,z)(" [a, b]) es convexa.

Demostracion:

(1) Supongamos que u es una funcioén lineal. Sea u(t) = at+  paratodo ¢ € [a, b], con a, B € R, entonces
por la Definicién 1.8, V(';)Vz) (u,[a,b]) =0.

Ahora bien, si V(?/Z) (u,[a, b]) = 0 entonces por la Definicién 1.8, se tiene

lu(tje) —uty)  uw(t)—ultj-1)|P
0=V la,b) =sup Y Al L !
’ i1 Liv1— 1 Li—tj-1

por lo tanto

n-1

)3

—Hultje) —ult;)  ult) —ultj-1)
j=1

p

Liv1 =1 li=tj-1
Ya que la funcién ¢ — t” se anula solo en cero

utjv) —u(ty)  u(ty) —u(tj-1)
- L= = , paratodo j=1,2,...,n—1.
Liv1=1j ti=tj-1

En particular, supongamos que la particiéon 7 : a < t < b, entonces

ulb) —u(®)  ult)—u(a)

b—t t—a
asi
(t—a)[ub) —u(®)] = (b-0)[u(t) — ula)]
reagrupando
u(r)=t % +au(b) — bu(a)
considerando a = %Z(b) y B = au(b) — bu(a) se tiene que

u(t) =ta+p.

Asi, u es igual a una funcion lineal.

(2) Supongamos que u € BV(I;Xz) [a, bl y u no es acotada, entonces existe una sucesion {f;} =1, ¢; € [a, b],

J = 1tal que |u(t;)| — oo cuando j — oo. Asi, se tiene

u(tj1) — ult;) B u(tj) —u(tj-1)|?

liv1=1j lj=Ttj-1

<Viyywlabl, j=z1,
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u(tjer) —ulty)  u(t))—utj-1)|P
lj+1=1j Lj=tj-1

lim

J—oo

(pz)(” la, b)), j=z1
En particular, paran:a<t<t; <...< bsetiene que

u(tj) —u(®)  u®) -u@|’
=1 t—a

< Vo La, 1) < Vi) (w, a, bY).

En consecuencia, V(‘;VZ) (u,la, b)) = oo, porque

u(ty) —u®)  u()-u@|’
tj—t t—a

— 00,

cuando j — ooy esto es una contradiccion. Por lo tanto u es acotada.

(3) Sean u, v: [a,b] — R dos funciones, @, € [0,1]talquea+PB=1lynm:a=6<t <--- <t =buna
particion de [a, b]. Ya que t” es convexa y no decreciente se tiene que

aV(I;KZ) (w) + ,BV(‘;,VZ) (v)

u(tjv)—u(t))  ult)—ultji-)|P nmhiy(tip) —v(t) v —vti-)|P
_ asupz J jr Ul J +Bsup Y J jr U J
v =l L li=tj-1 S | RS tj=1tj-1
n-l u(tiv1) —u(t;)  u(ty) —ultj-1) v(tjy) —v(ty)  v(t) -
> sup Y |a J jr Ul J j AN
a1 liv1—1j Li—1tj-1 Liv1— 1 Li—tj-1

(au+ pv)(tj+1) — (au+ pv)(L)) ~ (au+Bv)(t)) — (au+pv)(tj-1) |’
Lis1 =1 tj=tj-1

- wl

= (p,z) (au+ pv).

Entonces, V(I;)VZ)(-) es convexa.

Definicion 1.9 Norma en Bsz)[“ b]

Sean u: [a, b] — R una funcién y 1 < p < co. Se define el funcional || - II(VZ2 BV(‘;)VZ) la, b] — R por:

ullfy ) = lw@|+ U (@] + Vi ) (15 [a, b])?. (1.4)

En el resultado de J. Appell, J. Banas, N. Merentes (2015) en [3], los autores demuestran que el espacio

lineal BV(‘sz) [a, b] con lanorma (1.4) es un espacio de Banach y ademds que BV, (p 2 [a,b] c BVW[a bl.

k-Variacion Acotada en el Sentido de Popoviciu.

El espacio de funciones de k-variacién acotada fue introducido en 1930 por T. Popoviciu (Ver [138]), ge-
neralizando la nocién de segunda variacién acotada dada por De la Vallée Poussin. Antes de presentar
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algunos resultados relacionados con este nuevo espacio, se considera la definicién de k-diferencia divi-
dida.

Definicion 1.10 (Ver [29, 70])

Siu:la,b] —Ryt,..., tr+1 son puntos distintos de [a, b], se definen las diferencias divididas de
orden 0,1y k, respectivamente, como:

1. ulty] :=u(f).

2. ulty, fp] ;= M) 4y 2 4y,

u[t2r-~'! tk+1] - u[tlr”-) tk]
3. u[tl,...,tk, tk+l]:: ’ tk+l7£tl~
k1= 1

Algunas propiedades de las diferencias divididas se resumen en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.13 (Ver [29, 70])

Sean k€N, ty,..., tx+] puntos distintos del intervalo [a, b], u, v : [a,b] — Ry a € R, entonces:
k+1 u(ti)
1. ulty,..., tgee1] = Z k—]
— k+1
T - 1)
i=1

i#]

2. El valor de ulfy,...,tx+1] es independiente del orden en que se consideren los puntos
0y.eor bt 1-

3. (u+v)lt,..., el =ulty, ..., el + v, ... tesl]-
4. (au)lty,..., 1l = aulty,..., teel.
5. Si u(t):a0+a1t+...+aktk,entonces

ap, n=k,

1,..., L =
ulh n+1l {0’ >k

6. Siu e C*[a, b, entonces:
1 pxy Xk K
u[tl,...,tk+1]=f/ f u® e (tes1 = 1) + ..+ X182 — 1) + 1) d Xy ... dx;.
o Jo 0

7. Si ue C*[a, b, entonces existe ¢ en la cépsula convexa? de {1, to, ..., tx+1}, tal que:

u® )

= (1.5)

ulty,..., tg1l =

@ La cépsula convexa de un conjunto de puntos {f1, fz, ..., f;4+1} €s la interseccion de todos los conjuntos convexos
que contiene alos k + 1-puntos
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Si se considera el limite cuando f,..., fx+; — t en la ecuacién (1.5), nos permite definir la
diferencia dividida de k + 1 puntos iguales. De forma maés precisa, si u € C (&)@, b], entonces

u(k)(t)
ul t,...,t 1=
(k—=1)—veces

, t€la,b).

Por otra parte, dada u: [a, b] — R

1. Si u es derivable en t; € [a, b], entonces

u'[f] = Illiﬂé ulty, 1+ hl =uln, nl.

2. Si uesderivable en t1, > € [a, b], con t; # t», entonces

ultl-u'lnl _ ulty, bl-ult, ] ult, bl —ult, ] | ulty, ] —uln, 1]
h—h h—1h h—1h h—1h
ulty, tz, 21+ ulty, ty, 1.

u'lt, 1]

En general, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.14 (Ver [151])

Sea u:[a,b] — R. Si u es derivableen 11, t, ..., t;; € [a, b], entonces

u/[tl,tz,...,tn] =ulh, t,b,...,thl +...+ulty, to, ooy b1, tiey o oo Bl

Haciendo uso de la definicién de diferencia dividida, se presenta la nocién de k-variacién acotada, dada
por T. Popoviciu (1930) en [138] y estudiada en detalle por A. M. Russell (1973) en [151].

Definicion 1.11 k-Variacion Acotada

Sean k=1 un entero, 7:a =t <--- < t; = b una particién del intervalo [a, b], con al menos k + 1
puntosy u: [a, b] — R, se definen

n—k n-k
or(u,m):= Z |u[l‘j+1,---,tj+k]—u[l‘j,---,tj+k—1]| = Z(tj+k—l‘j)|u[tj,---,tj+k]|
j=1 j=1

Vi(w) = Vi(u;[a, b]) := supo i (u, )

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. Vi (u) se denomina
k-variacién en el sentido de Popoviciu de u en [a,b]. Si Vi(u;[a, b]) < co se dice que la funcién u
tiene k-variacién acotada o finita en el intervalo [a, b].

La clase de tales funciones se denota por BV [a, b]. Debido a las propiedades de las diferencias divididas
(Ver Proposicion 1.13) se tiene que:
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Proposicion 1.15

BVi[a, b] es un espacio vectorial, para cualquier entero k = 1.

Ademés, de la definicién de k-variacion y de las propiedades de las diferencias divididas (Proposiciéon
1.13) se desprende la siguiente proposicion, que relaciona la k-variacién de una funcién en un intervalo
con la k-variacién en subintervalos (Para detalles de la demostracién ver [146]).

Proposicion 1.16 (Ver [151])

Sean k = 1 un entero y u € BVila, b], entonces para cada nimero ¢ € (a,b), se tiene que u €
BVila, tln BVi[t,bly

Vi(u; [a, b)) = Vi (u; [a, t]) + Vi (u; (£, b]).

A. M. Russell (1973), en [151], demuestra que la igualdad de la Proposicion anterior es cierta si
existe la Riemann *-derivada k-ésima de u definida por

lim lim --- lim wult,x+ hy,...,x+ hgl.
hr—0hp_1—0 h—0

El siguiente Teorema presenta un resumen de algunas de las propiedades de la clase de funciones de
k-variacién acotada.

Teorema 1.10 (Ver [151])

Sea k un entero positivo. Entonces
1. Si Vi(u,[a, b)) < oo, entonces ulfy,..., t;] es acotada, donde f4,..., tx € [a, b].
2. BViyila, bl € BVi[a,b).

3. Si u € BVi[a, b], entonces

existeu' c.senla, b] k=1
si existe u'en[a, b], se tiene que u' € BV [a, b} k=2

existeu, r=1,...,k-=2 yu” € BVy_,[a, bl yexisteu'* Vc.s. enla,b] k=3.

Ademads, A. M. Russell (1976), en [152], demuestra que BVi[a, b], k € N, es un espacio de Banach con la
norma:

lullg = lu(@| +|u (@] +--+

ulk=D (a)| +Vi(u), ueBVila,bl.

A. M. Russell (1973), en [151], extiende el teorema de despomposicién de Jordan. Para ello, generaliza la
definicién usual de convexidad en términos de la diferencia dividida como sigue:
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Definicion 1.12 k-Convexa
Sea k = 0 un entero. Una funcién u: [a, b] — R es k-convexa si u[fy,..., fx+1] = 0, para cualesquiera
k + 1 puntos distintos, fi,..., tx+1 € la, b].

@ La Definicién anterior coincide con algunos conceptos conocidos al considerar valores con-
cretos para k. Asi, cuando

1. k=0, este concepto indica que u(t) =0, t € [a, b].
2. k=1, se tiene la definicién de funcién creciente.

3. k=2, se obtiene la clasica definiciéon de funcién convexa.

A. M. Russell (Ver [151]) generaliza el Teorema de Descomposicién de Jordan con el siguiente teorema:

Teorema 1.11 (Generalizacion del Teorema de Descomposicion de Jordan)

Sean k = 1 un entero y u € BVi[a, b], entonces u se puede descomponer como diferencia de dos
funciones k-convexas.

En virtud de la Proposicién 1.5 se puede calcular la variacién de Jordan de una funcién u € ACla, b]
mediante la integral

b
Vl(u;[a,b]):f |u/' ()| dz.

Este resultado es generalizado por A. M. Russell para funciones de k-variacién acotada. De manera mas
precisa, se tiene:

Teorema 1.12 (Ver [153])

Sean k > 1 un ntimero entero y u € R(*? tal que ¥~V es absolutamente continua, entonces

1 t
(k—l)![a

A continuacién se presentan tres lemas que establecen conexiones entre las funciones que pertenecen
al espacio BV, [a, b] y BVi[a, b] con las funciones que pertenecen al espacio Lip|a, b] (Para detalles de
las demostraciones ver [150]).

Vi(w; [a, t]) =

u(k)(s)| ds, a<s<b.

Lema 1.4 (Ver [150])
Si u € BV, [a, b] entonces

L) < Vo(u, [a, b)) + |, (a)].
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Lema 1.5
Siue BVila,bl, k=3, keN, entonces u€ BVi_;[a,b]y

Vici(w) < k(b—a) (Vk(u) + Iuik)(a)l) .

Lema 1.6
Si u e BVila, bl, k=2, k €N, entonces existe una constante positiva r (k) tal que

L) +u(@)] < ()| ullk.

1.7 ¢-Variacion Acotada en el Sentido de Wiener.

Se inicia esta seccién presentando el concepto de @-funcién también conocidas como A -funcién o
funcién de Young. El término de .4 -funcién es frecuentemente utilizado en libros sobre espacios de
Orlicz (Ver [82, 84, 141]). La denominacién de funcién de Young es debido a L. C. Young, quien fue el
primero en tratar este tipo de funciones en el afio 1937 (Ver [185]).

Definicion 1.13 ¢-Funcion

Una ¢-funcién es una funcién ¢ : [0,00) — R que satisface las siguientes condiciones:
1. ¢()=0 si t=0.
2. @ es creciente.
3. @ es continua.

4. lim ¢(t) = co.
t—o0

Con respecto a la definicién anterior, se presentan una serie de ejemplos de ¢-funciones:

Ejemplo 1.12
Sea: (0,/oo] — (0, 00]; definidas por
= () =ct” donde p € (0,00) y ¢ > 0.
= (1) =In(t+1).

2, relo,1],
Q1) := 1 te(1,2],
t—1 t>2.

Para cada caso, ¢(t) es una ¢@-funcion.
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@ Si ¢ es una @-funcién, s, t € [0,00) y a, B € [0,1] son tales que a + § = 1, entonces como ¢ es
creciente, no negativay a s+ ¢ estd entre sy t, se tiene que

plas+ ) <max {p(s), p(D)} < () +@(1).

Como toda funcién convexa ¢ : [0,00) — R, es continua en (0,00), entonces para una ¢- funcién convexa
se puede reemplazar la condiciéon de continuidad en [0,00) de la Definicién de ¢-funcién por la conti-
nuidad en 0. La clase de las ¢-funciones se denotard por @ y las propiedades de esta clase se presentan
en la siguiente proposicién:

Proposicion 1.17

Sip, ¥ e ®yc>0, entonces las siguientes funciones estan en ®
1. p+v.
2. p.
3. pov.
4. @71,
5. ¢, ¢>0.
6. @ Ay =min{p,y}.

7. ¢ vy =mix{p,y}.

Cuando se refiere a espacios donde intervienen las ¢-funciones se le exige una condicién adicional, la
cual es, que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuente se exponen en las siguientes definiciones:

Definicion 1.14 Condicién oco;
Sea ¢ una @-funcién convexa, se dice que ¢ cumple la condicién oco; si

t
lim _(/)( ) =00

t—oo

Geométricamente la condicién oco; significa que para valores “grandes” de ¢ la gréfica de la funcién ¢
estd por encima de las rectas que pasan por el origen.

La siguiente condicién permitird garantizar que los espacios de variacién que se definen y estudian en
las préximas secciones sean espacios vectoriales.
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Definicion 1.15 Condicion A,
Sea ¢ una @-funcién convexa. Se dice que

1. ¢ cumple la condiciéon A, (0) si existen nimeros 1 > 0, fp > 0 tales que
@2t =ne(t), t=<i.
2. @ cumple la condicién Aj(oco) si existen nimeros 7 > 0, £ > 0 tales que

PR <ne(t), t=t.

En la siguiente proposicién se exponen algunas relaciones equivalentes con los conceptos de las defini-
ciones anteriores y que son consecuencia de la definicién de limite superior (Ver [145]).

Proposicion 1.18
Sea ¢ € ® una funcién convexa, entonces

1. ¢ satisface la condicién oco; siy solo si para todo i > 0 existe fy, tal que @(t) = nt, t = t.

2t
2. ¢ satisface la condiciéon A, (0) siysolosi limsup ('l(;(( t)) <00
t—0
2
Ly <00

3. ¢ satisface la condicién A;(oco) siysolosi limsup
t—oo (1)

La siguiente proposicion, presentada por S. Rivas en su tesis doctoral (Ver [145]), muestra tres propieda-

des de las funciones convexas:

Proposicion 1.19
Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una funcién convexa entonces:

1. Si¢@(0) =0, entonces
pat)=ap(t), 0sa=<l;
@lat) = ap(l), l<a.
t
2. Si@(0) =0, lafuncién ¢ € (0,00) — # es creciente.

3. Si ¢ es una ¢- funcién que cumple la condicién oco;, entonces

k
lim¢™! (—) t=0, k>0.
t—0 t
La clase de las funciones de p-variacién acotada en el sentido de Wiener, donde 1 < p < oo, el cual fue
introducida por Wiener en el afio 1924, posteriormente fue generalizada por L. C. Young (1937), en [185],
para el caso de funciones de de ¢-variacion acotada, donde ¢ es una ¢-funcién.
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Definicion 1.16 ¢-Variacion Acotada en el Sentido de Wiener
Sean ¢ una ¢-funcién, u : [a,b] — R una funcibn y w : a = t; < --- < t;; = b una particién del
intervalo [a, b], se definen

n-1

U(I;,V(u,n) = thp(|u(tj+1) = u(tj)D
]:

W Wi, o w
Vo (W) =V, (u;la, b)) = Supo, (u,m),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. VJ,/V (u;[a, b))
se denomina ¢-variaciéon en el sentido de Wiener de la funcién u en el intervalo [a, b]. Si
V(XV (u;[a, b]) < oo, se dice que la funcién u tiene @-variacién acotada o finita en el sentido de
Wiener en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones con ¢-variacién acotada en el sentido de Wiener se denota por Vq‘,/v [a, b]. Al-
gunas propiedades en relacién con esta clase de funciones se exponen en los siguientes resultados (Ver
[132]):

Teorema 1.13
Sean ¢ una @-funciény u: [a, b] — R una funcién

1. La funcién VJJ/V(-) 2 V(),/V[a, b] — R es par.

2. VJ,’V (1) = 0 siysolo si u es constante.

3. Si VJ,’V [a, b] < co entonces u es acotada en [a, b].
4. @ es convexa siy solo si VJ)/V (+) es convexa.

5. VJ,’V es un conjunto convexo y simétrico.

@ El espacio vectorial generado por la clase V(})/V [a, b] viene dado por

BV,la, bl = {ue R : 31 >0, V" (Au) <oof.

Proposicion 1.20

Sea ¢ una @-funcién convexa. El espacio BVyla, b] es un dlgebra.

Sea BV(I(,’ [a, b] el espacio vectorial de todas las funciones u € BV, |a, b] tal que u(a) = 0.
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Definicion 1.17

Sea ¢ una ¢-funcién convexa. Se define la funcién || - II(‘;)VO : BV(g [a, b] — R de la siguiente manera:

lullyly = ine{a>0: V¥ (3] =1}.

Teorema 1.14

Sea ¢ una ¢-funcién convexa, entonces (BV£ la,bl, |- ”310) es un espacio normado.

Ahora consideremos la norma en el espacio BV, [a, bl como sigue
w._ _ w
llully :=lul@)| +lu—ul@lly, -
Mediante un cdlculo sencillo se tiene que

Il := lut@)+inf{2>0: V¥ (2] =1},

Teorema 1.15

Sea ¢ una ¢-funcién convexa, entonces (BVq, [a,bl, ||| (‘;V ) es un espacio vectorial normado.

Teorema 1.16

Sea ¢ una ¢@-funcién convexa, entonces (BV(S la,bl, |- II(‘;VO) es un espacio de Banach.

Corolario 1.2
Sea ¢ una ¢-funcién convexa, entonces (BV(p [a,bl, ]| Z)V ) es un espacio de Banach.

En el siguiente teorema, demostrado por L. Maligranda y W. Orlicz (1987), en [91], se obtiene que BV(;,) la, b]
conlanormal| |l =1 lleo + - ||Z;‘,/0 olanormal|-|l, = 2(p_1(1) []- ”J//KO es un élgebra de Banach.

Teorema 1.17
Sea ¢ una ¢-funcién convexa, entonces BV$ [a, b] con lanorma ||-||; definida por
w
-1l =1 lloo + 11+l 0

o con la norma || - ||, definida por
1112 = 207 DI -1l

es un algebra de Banach. Ademads, las normas ||-||1, |- ]2 ¥ || - II(‘;V0 son equivalentes.
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Y por dltimo, como consecuencia del Teorema anterior, se obtiene que el espacio BV, [a, b] es un édlgebra
de Banach con las normas || - ||} = || |leo + 1] - ||(‘;V y I1-1l2 =2max{p~ 1), 1} |- II(‘;,V.

Corolario 1.3
Sea ¢ una @-funcion convexa, entonces BV [a, b] con lanorma ||-||; definida por
-1l =11 oo + 11+ 11
o con lanorma || - ||, definida por
II-1lz = 2max{p~" @), 1} 11-11,)

es un adlgebra de Banach. Ademads, las normas || - ||y, |- [l2 y |] - ]I Z,V son equivalentes.

(p-Variacion Acotada en el Sentido de Riesz.

El concepto de p-variacién acotada, presentado por E Riesz (1910), en [143], fue generalizado en 1953
por Yu. T. Medveded (1953), en [109] de la siguiente manera:

Definicion 1.18 ¢-Variacion Acotada en el Sentido de Riesz

Sean ¢ una ¢-funcién, u : [a,b] — R una funcibn y 7 : a = t; < --- < t;; = b una particion del
intervalo [a, b], se definen

Thnmi=Y ¢

ol (lu(tjm - u(t))|
j=1

)|fj+1—fj|

|tjr1— 1]

V,w) =V (w1a, b)) := sup Ty (1),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. V@D(u; [a, b])
se denomina ¢-variaciéon en el sentido de Riesz de la funciéon u en el intervalo [a,b]. Si
V(g,l)(u; [a, b]) < oo, se dice que la funcién u tiene ¢-variacién o (¢, 1)-variacién acotada o fini-
ta en el sentido de Riesz en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones con ¢-variacién acotada en el sentido de Riesz se denota por V(g pyla, bl. Algu-
nas propiedades en relacién con esta clase de funciones se exponen en el siguiente teorema (Ver [145]):

Teorema 1.18
Sea ¢ € @, entonces

R _ . .
1. V(<p,1)(”) =0siysolo si u es una constante.
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10.

. Lipla,b) c V(R

. Si[s, t] < [a,b], entonces

Vi s s, < V§

o,» W [a, bl).

.Sim:a=1t <---<t, =besunaparticién del intervalo [a, b] y t € [a, b]\ 7, entonces

R R
0 (1) (1) < 0 1y (1, T U L)),

. Si t € [a, b], entonces

Voo W la, b)) = VE | (u;1a, 1) + Vg 1) (u; (£, b)),

ol [a, b].

. Si¢ es convexa, entonces V(g,l) la,blc BV]a,bly

V(ula,b) <b-a+ Vg, wla b)), ueVg,la,bl.

V(g 1yla, bl = BV[a, b] si ¢ no cumple la condicién oo;.

. Y R .
. Si ¢ cumple la condicién co; y V((p’l) (u;[a, b]) < 0o, entonces u es acotada y

lulloo < lu(@)| + sup ¢!

te(a,b)

VR (u)
L0 Db ) (t—a).
t—a

. VB la,b] es un conjunto simétrico y convexo.

(p,1)

¢ es convexa si y solo si la funcién V(g 78 V(g yla, bl — 10,00), definida por

Vg @) := Vi wila, b)), ue Vi ,la,bl

€S convexa.

@ La conclusién del punto 5, del teorema anterior, nos provee de una amplia gama de ejem-
plos de funciones en V(g pyla, bl, por ejemplo, toda funci6én con derivada continua tiene (¢, 1)-
variacién acotada.

@ El punto 7, del teorema anterior, asegura que V(g yla, bl ? BV]a, b] si ¢ es una @-funcién que

verifica la condicién co;. Por esta razon es usual imponer a ¢ esta condicién, cuando se trata
con este tipo de funciones, hecho que se asumira de ahora en adelante.
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Como consecuencia de la definicién de limite superior de una funcién, el siguiente lema presenta los

@1(1)

posibles valores de lim sup ) para dos @-funciones ¢; y @.

t—oo  P2(t

Lema 1.7
Sean ¢, ¢, € @, entonces se verifica una de las dos siguientes condiciones:

t
1. limsup )

<oosiysolosiexistenn >0, fp >0, talque (1) =n@2(f), = 1.
t—oo  @2(1)

t
2. limsup 1()

=oosiysolosiexistenn >0, fp >0, talque @2(1) <nei(f), t=1.
t—oo  P2(1)

S. Rivas (2012), en [146], presenta una adaptacién del teorema 8.1 del articulo de M. A. Krasnosel’ski y Ya.
R. Ruticki (1961) en [82] o del lema 2 del articulo de V. V. Chistyakov (1998) en [35], para dar condiciones

necesarias y suficientes sobre las ¢-funciones ¢; y ¢, de modo que V(gl,l) [a,b] V(ﬁz,n [a, b].

Teorema 1.19

Sean 1, @2 € ® funciones convexas entonces V(gl pla bl c V(gz pla b] siy solo si
t
limsup Pa(1) <
t—oo  P1(1)

Siguiendo las ideas desarrolladas del teorema 8.2, del articulo de M. A. Krasnosel'ski y Ya. R. Ruticki
(1961), en [82], S. Rivas (1991), en [145] obtiene el siguiente corolario:

Corolario 1.4

Sea ¢ € ® una funcién convexa. Entonces V(i,l) [a, b] es un espacio vectorial si y solo si ¢ cumple la
condiciéon Aj(co).

De acuerdo con lo anterior la clase V(g,n [a, b]l no siempre es un espacio vectorial. Por esta razén se con-
sidera la siguiente notacion. Dada ¢ € ®, se denota por RV(, 1)[a, b] al espacio vectorial generado por la
clase V(ZU [a, b]. El siguiente lema permite dar una caracterizacion del espacio RV(y 1)la, b].

Lema 1.8
Sea A # @ un subconjunto convexo y simétrico de un espacio vectorial X, entonces
1. 0€ A.

2. El espacio vectorial generado por A estd dado por

<A>={xeX:31>0, Axe A} = [JAA.
A>0
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@ Como consecuencia del lema anterior, si se considera A = V(g 1) entonces el espacio vectorial

generado por V(R

ol [a, b] viene dado por

RV(ynla, bl = {u eR®P . 3150, Vi A < oo}.

Proposicion 1.21

Sea ¢ € @, entonces RV(y 1)la, b] es un élgebra, con el producto usual de funciones.

En la secci6n 3 del trabajo de M. A. Krasnosel’ski y Ya. R. Ruticki (1961), en [82] introducen la siguiente
definicion:

Definicion 1.19
Sean @1 y ¢ € ®. Se dice que @2 < ¢; si existen ntimeros positivos 1 y fp, tales que @, (1) <
(pl(nl'), t=1y.

S. Rivas (2012) en [146] hace una adaptacion del teorema 5 del articulo de V. V. Chistyakov (2000), en
[35], para dar condiciones necesarias y suficientes sobre las ¢-funciones ¢, y ¢ para que RV(y, 1)la, bl c
RV(%D[a, b]

Proposicion 1.22

Sean ¢ y ¢, € ®. Entonces RV(y, 1)[a, b] € RV(y, 1y[a, b] siy solo si ¢z < ¢;.

En lo que sigue, se considera el funcional de Minkowski (Ver [149]) para dotar al espacio RV(y 1)la, b] de
una norma | - IIffp 1y que le da una estructura de dlgebra de Banach.

Dada ¢ € ® una funcién convexa, se define el conjunto:

A = {u € RVippla,bl: V§ | (w) < 1}.

De las propiedades de la clase V(g 1) [a, b] (Teorema 1.18) y de la definicion de RV(,,1)la, b], se sigue que
Ap,1) es convexo, simétrico y absorbente. Entonces el funcional de Minkowski asociado al conjunto
Agp,1) definido por:

. u
es una seminorma sobre el espacio RV, 1)[a, b] (Ver [41] o [149]).

A continuacion se enumeraran algunas propiedades del funcional g y,1):
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Proposicion 1.23 (Ver [86] o [146])
Sea ¢ € ® una funcién convexa, entonces

i R
L. Si fip,1) () # 0, entonces V{,, ,, (m) <1.
2. SiA> 1 (u), entonces V(Z,l) ($) =1
3. Si0=<pp1(u) <1, entonces V(g,l) (1) < o) (W)
(), o), (u) #0,
2. {a>0:vE (§)=1}= { [ ) Ko
' (0) OO), lft((p']) (u) =0.

Consideremos la funcion | - II@ H : RV(y,1yla, bl — [0,00) definida por:

Il 1) = lu@| + ppy (W),  we RVipla,bl,

conocido en la literatura como norma de Luxemburg'. A continuacién se obtienen los siguientes resul-

tados.

Proposicion 1.24 (Ver [146])

Sea ¢ € ® una funcién convexa, entonces (RV(w,l) la,b], |l - ||§p 1)) es un espacio normado.

@ De la Proposicion anterior se puede garantizar que
Ml ) = lulloo + o, (W), u€ RV 1yla, bl

es una norma sobre RV, 1)[a, b] (Ver [146]).

Por otra parte, se presenta un conjunto de resultados sobre la convergencia en la norma | - ”5;7 1y cuya

demostracién puede verse con detalle en la tesis de S. Rivas (2012), en [146].

Lema 1.9
Sean ¢ € ® una funcién convexay u: [a, b] — R, entonces

1. IIuIIF¢'1)<£implicaque lulloo < | sup ((p_l(tfla))(t—a)-kl €.
te(a,b]

2. Si{uu},>1 esunasucesion de Cauchy conlanorma || - IIffp 1)» entonces también es una sucesion

de Cauchy con lanorma || - || .

IR .
. ®.1) Il
3. Si{up},s1 ——— u, entonces {Un} > —— U.

Como consecuencia del Lema anterior se obtiene la siguiente proposicion:

11.as propiedades de la norma de Luxemburg fueron estudiadas por el matematico W. A. J. Luxemburg (1955) en [90].
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Proposicion 1.25 (Ver [91])

El espacio RV(y,1)la, b] es un espacio de Banach.

Mais atin, L. Maligranda y W. Orlicz (1987), en [91] demuestran lo siguiente:

Proposicion 1.26
Sea ¢ € ® una funciébn convexa que verifica la condiciébn oo;, entonces el espacio
R 2
(RV(%D [a,b], |- ((p,l)) es un élgebra de Banach.

Yu T. Medveded (1953), en [109] y Z. Cybertowicz y W. Matuszewska (1977), en [44] generalizan el Lema

de Riesz para la clase V(ﬁ pla, bl, como se expone a continuacion (Ver [132]):

Teorema 1.20 (Generalizacion del Lema de Riesz)

Sea ¢ € ® una funcién convexa que cumple la condicién oco;. Entonces, u € V(g pla, bl siy solo si
ue ACla, b, u' € Lyla, b]* y ademds

b
V(gyl)(u; [a,b]):fa o(|u' )| dr.

%Lgla, b] denota la clase de Orlicz de las funciones u € RI®D) tales que fftp (lu(r)])dt < oo, con ¢ € P.

Con el resultado de este teorema se puede reescribir el funcional de Minkowski (,,1) como sigue

. b (0]
H(so,l)(”):mf{/1>05/ (‘D(T)d}’ u€ RVip,yla, bl;
a

yla norma sobre el espacio de la forma

|/ (1)

b
R ._ . )
IIuII((p’U.—Iu(a)|+1nf{)t>0.fa (p( 1

)< 1}, u€ RV la,bl.

1.9 «x-Variacion Acotada en el Sentido de Korenblum

B. Korenblum (1975), en [79], extiende la nocion de variaciéon acotada, definiendo una nueva clase de
variacién para las funciones acotadas, llamada k-variacién, la cual se diferencia de las anteriores en
que una funcién distorsién x es introducida para medir intervalos en el dominio de la funcién y no
en el rango. Por consiguiente, se comienza presentando la nocién de funcién distorsién, la cual puede
considerarse como un cambio de escala en la longitud de los subintervalos de [a, b] tal que la longitud
de [a,b] es1sik(1)=1.
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Definicién 1.20 Funcién Distorsion
Se dice que la funcién « : [0,1] — [0,1] es una funcién distorsién (o x-funcién) si satisface las
siguientes propiedades:

(i) x escontinua, conx(0)=0y«x(1)=1,

(ii) x escoOncava, creciente y
Lo K(X)
(iii) lim — =oo.

x—0t X

El siguiente ejemplo muestra algunas funciones distorsién en (0, 1).

Ejemplo 1.13 (Ver (3), pdg. 170)
D EE—
= Seax:[0,1] — [0,1] definida por

t(l-Int), O0<t<l,
) =
x(@) { 0, r=0;

por lo que k() =Int >0y x”(1) = 1 < 0 sobre (0,1); es decir, k es creciente y concava.
Ademas (- Ing
—In
Iim —————=1lim(1-Int) =co.
t—0* t t—0*

Asi, x es una funcién distorsién.

= Lafuncién«:[0,1] — [0,1] definida por

2
x(f) = “Int’ O0<t=<l,
0, t=0;

es una funcioén distorsion, k' () = =22 —=1n¢t) = -2 (—%) = % >0y« () = —% < 0 sobre (0,1);
es decir, x es creciente y concava. Ademas

2
lim ———— — o0
t—0* t(2—1Int)

Asi, x es una funcién distorsién.

Proposicion 1.27 (Ver [3] seccion 2.5 pag. 170)

Seax:[0,1] — [0, 1] una funcion distorsién entonces « es subaditiva, es decir,

K(x+y) <x(x)+x(y).

Con respecto a la definicién de funcién distorsion, se presenta la clase de funciones de x-variacién aco-
tada introducida por B. Korenblum (1975) en [79].
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Definicion 1.21 x-Variacion Acotada
Sean u: [a,b] — R una funcién, m:a =ty < t; < --- < t; = b una particiéon del intervalo [a, b] y
una funcién distorsién. Se define

S

> lu(t) — ulti-y)|

i=1

i (Itz—tl 1|)

ko (u,n) :=

xV(u) =«xV(u;la,bl) :=supko(u,rn),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. kV (u; [a, b]) se
denomina la x-variacién en el sentido de Korenblum de la funcién u es el intervalo [a, b]. Si
xV (u; [a, b]) < oo se dice que u tiene x-variacién acotada o finita en el sentido de Korenblum.

Se denota la familia de todas las funciones de k-variaciéon acotada por k BV [a, b].

En el siguiente ejemplo se presenta una funcién de x-variacién acotada que, ademds, no pertenece al
espacio de variacién acotada.

Ejemplo 1.14 (Ver (3), pag. 174)

Sea k:[0,1] — [0,1] definida por k(¢) = t* para algtin « € (0,1). Consideremos la siguiente nota-
cion,
1 L |
ty:=
"/ a,0) ,; klla

& 1

{(a,p):=)

=i n%logh(n+1)

Se define una funcién u : [0,1] — R como

0 x=006x=1,
u(x) :=
(Xx—t)% th<x<tpy

porlo que u ¢ BV[0,1] yademds u € k BV[0,1] donde Vi (u;[0,1]) < 2.

El préximo ejemplo muestra que la funcién de x-variacion total, definida por
xkVyu(x) =xV(u,x) =xV(uoa), donde a(t)=xt,0<t<1,

no es necesariamente creciente con respecto a x.
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Ejemplo 1.15 (Ver (7))
r
Sea«:[0,1] — [0,1] definida por x (¢) = t* para algiin a € (0,1). Sea

1

It 1
Y=Y o
k=1

n
w0z,

= |~

se define la funcién u: [0,1] — R por

(o) = 0 x=006x=1,
T = t)* < X< tpar

Considerando las particiones que contienen a los puntos f, t1,..., s, se tiene que u ¢ BV[0,1] y
uexBVI[0,1].

En las siguientes proposiciones se presenta una compilacién de ciertos resultados de funciones perte-
necientes a la clase de las funciones x-variacién acotada (Ver [157]).

Proposicion 1.28

La clase de funciones con x-variacién acotada k BV [a, b], estd dotado de una estructura de espacio
vectorial.

Proposicion 1.29

Si u es una funcion de x-variacién acotada en [a, b], entonces

1. uesacotadaen [a, b] y ademas,

3
lu(x)| < |u(a)|+§1<V(u).

2. Cadafuncién de variacion acotada en el sentido clésico es de k-variacién acotaday x V (u) <
V(w).
3. Si u es monétona, se tiene que kV(u) = V(u) = |u(b) — u(a)l.

4. Para todo punto x € [a, b] existen los limites laterales u(x*) y u(x").

5. u solo tiene una cantidad numerable de discontinuidades, de primer orden.

El espacio k BV |a, b] se puede dotar de una estructura de espacio normado, para lo cual se define el
siguiente funcional || || py del espacio k BV [a, b] a valores en R por

lullxpy :=u(a)|+xV(u), paratodo uexBV]a,b].
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Teorema 1.21
El espacio (kBVa, b], || - |lxpv) €s un espacio normado.

A continuacién se enunciard que el espacio k BV [a, b] con la norma || ||,y €s un espacio normado com-
pleto.

Teorema 1.22
El espacio (kBVa, bl, || - |lxgy) es un espacio de Banach.
Para detalles de la demostraciéon ver el resultado de D. Cyphert y J. Kelingos (1985) en [43].

Definicion 1.22
Sea x una funcién distorsién sobre [0, 1] se dice que la funcién u es k-decreciente con constante
C =0, si paracadaintervalo I = [x,y],con0<=x<y=<1,

u(y) — u(x) = Cx(y — x).

El siguiente ejemplo muestra que no toda funcién u € k BV [0, 1] es k-decreciente.

Ejemplo 1.16 (Ver (3), pag. 174)

D EE—
Sean k: [0,1] — [0, 1] una funcién de distorsién arbitrariay u : [0, 1] — R definida por u(x) := v k(x).
Entonces u es mondtona creciente, de k-variacién acotada con Vi (u;[0,1]) =1y

Vie(u;0,1]) = [u(1) — u(0)].

Por otro lado,

s

u(x) —u(0) m 1
= =00
x—0* k(x—0) x—0* /& (x)

v u no satisface lo siguiente
u(y)—u(x) < Ce(y—x) O0=sx<y=s),

para cualquier C > 0, por lo tanto u no es x-decreciente.
Ahora se presenta un ejemplo de una funcién x-decreciente.

Ejemplo 1.17 (Ver (43))

Se puede observar que toda funcién Hélder continua sobre [0, 1] con exponente a,0 < a < 1, es
x-decreciente si se considera x (x) = x%.
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Proposicion 1.30

Si u es una funcioén x-decreciente con constante C.

1. Entonces u tiene discontinuidades de salto hacia abajo, es decir,

ua) =ula) = ula), x<a<y.

2. Entonces u es de x-variacién acotaday

xkV(u) <2C+|u(l) — u(0)|.

@ Si 1 es una funcién decreciente entonces u es x-decreciente.

B. Korenblum (1975), en [79] introduce la nocién de x-variacién acotada, encuentra como ventaja de
este espacio de funciones, que una funcién de x-variacién acotada puede ser descompuesta como la
diferencia de dos funciones x-decrecientes. Ahora se presenta un teorema analogo de seleccion de Helly
para funciones de x-variaciéon acotada junto con el teorema de representacién de Korenblum, el cual
como se dijo anteriormente, indica que toda funcién de x-variacién acotada se puede escribir como la
diferencia de funciones x-decrecientes (Ver [43]).

Teorema 1.23 (Teorema de Seleccion de Helly)

Una familia arbitraria infinita de funciones definidas en [0, 1], las cuales son uniformemente aco-
tadas y uniformemente x-decrecientes, contiene una subsucesion, la cual converge en cada punto
de [0,1] a una funcién x-decreciente.

Teorema 1.24 (Teorema de Descomposicion)

Cada funcién u de x-variacién acotada, k V(f) = C, se puede representar como la diferencia de
dos funciones x-decrecientes, tal que u = g — h donde g, h son funciones x-decrecientes.

1.10 A-Variacion en el Sentido de Waterman.

Para comprender la nocién que se dard a continuacién, primeramente se presentard el concepto de A-
sucesion (Ver [173]) y algunos ejemplos:

Definicion 1.23 A-Sucesion

Una sucesion A = {1,}57, de niumeros reales positivos se dice que es una A-sucesion en el sentido
de Waterman si satisface las siguientes condiciones:

1. A, | 0cuando n — co.

2. ) Apdiverge.

n=1

En este orden de ideas, se presentan ejemplos de A-sucesiones.
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Ejemplo 1.18
D [ E—

= Lasucesion {%} la cual genera la serie arménica.

n=1’

., 1
= Lasucesion { log(n) }nzz'

Son ejemplos cldsicos de A-sucesiones en el sentido de Waterman.

D. Waterman (1976), en [173], da la nocién de funcién con A-variacién acotada de la siguiente manera:

Definicion 1.24 A-Variacion en el Sentido de Waterman
Sean A = {A,},>1 una A-sucesion en el sentido de Watermany u: [a, b] — R una funciébnyn:a=
fp < 1) <---< t, = buna particion del intervalo [a, b]. Se define:

oalw,m) =) Ajlult)) — u(tj-y)l
J

Va(u) = Vp(u;[a, bl) == supo s (u, ),
b/
donde el supremo se considera sobre el conjunto 7 de todas las particiones 7 del intervalo [a, b].

Va(u; [a, b]) se denomina A-variacién de la funcion u en el intervalo [a, b]. Si V) (u;[a, b]) < 0o, se
dice que u tiene A-variacién acotada en el intervalo [a, b].

La clase de las funciones u : [a, b] — R con A-variacién en el sentido de Waterman acotada se denota por
ABV]a,b].

A continuacion se presenta un ejemplo de una funcién perteneciente al espacio de las funciones de A-
variacién acotada en el sentido de Waterman.

Ejemplo 1.19

Sean A = {1,},>1 una A-sucesion en el sentido de Waterman, u: [a, b] — R la funcién definida por
u(x)=x’yn= {ti};_, una particion del intervalo [a, b], entonces

t) — u(t;- 2 —1t?
Valu,la, b)) < SUPZM:SUPZ| i z—1|
T n A/l T 7 /11

IA

2K 2K
——sup) |ti—tisls=—((b-a)<oo
A = i

1 =

donde K = méx;{t;, tj_1}, por lo tanto u € ABV[a, b].

Algunas de las propiedades de la A-variacion en el sentido de Waterman se presentan en la siguiente
proposicion:
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Proposicion 1.31
Sean A = {A,},>1 una A-sucesion en el sentido de Watermany u : [a, b] — R una funcién. Entonces

1. Vp(u;la,b]) =0, paratoda u: [a, b] — R.

2. u es una funcién constante siy solo si V (u; [a, b]) = 0.

w

- Nulleo = lu(@)l + Va(u;[a, b).

4. Para x € [a, b], Va(u;la, x]) < Va(u;la, bl).

o

. Va(-;la, b]) es una funcién par.

6. Existe C > 0 tal que para todo u € ABV|a, b], se tiene que BV [a, bl c ABV|a, b].

Ap-Variacion en el Sentido de Waterman-Shiba.
M. Shiba (1980) en [159] generaliza la nocién de Waterman introduciendo la clase A,BV[a,b] (1< p <

00); que es, la clase de todas las funciones u: [a, b] — R con Ap-variacién acotada en [a, b], como sigue:

Definicion 1.25 A,-Variacién en el Sentido de Waterman-Shiba (Ver [170])
Sean [a, b] < R un intervalo, A = {A;};>; una A-sucesiéon, 1 < p <ocoy u: [a, b] — R una funcién, se
definen

Va,,u,p) =)

i

lu(t;) — u(ti—1)IP \”
A ’

Va, (W) = Vi, (w;la, b)) :=sup Vj , (7, u, p),
/4

donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 : a = fy < t; <--- < t,, = b del intervalo
la, b]. Va, se denomina la Ap-variacion en el sentido de Waterman-Shiba. Si Va, (u;a, b]) < oo se
dice que la funcion u tiene A, -variacion acotada o finita en el sentido de Waterman-Shiba.

La clase de las funciones de Ap-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba, se denota por
ApBVla,b].

@ Sea u: [a, b] — R una funcién.
= SiA; =1, paratodo i, entonces A,BVa, bl = BVyla, b].
= Si p=1entonces A,BV|a,b] = ABV|a,b]

» Sip=1yA; =i, paratodo i, entonces A,BV[a, bl = HBV|a, b] (La clase de las funciones
de variacién acotada armoénica (Ver [3], pag. 141)).

» Sip=1yA; =1, paratodo i, entonces A, BVa, bl = BV|a, b].
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@ Para toda A = {1;};>1 una A-sucesién y todo 1 < p < oo se tiene que

lu(t;) — u(ti-1)IP
i i

, 1\ ,
< (—) (ZIU(ti) - u(ti—1)|p)
M

i

1 1
(Tl)” (Zm(m - u(tl-_m).

Esto implica que BV|a, b] € BVyla,b] < A,BV|a,b].

Obsérvese que el espacio ApBV|[a, b] es un espacio lineal normado con respecto a la norma variacion
111, definida como

llulla, == llullo + Va,(w,[a,b]), wueApBV]a,b].

En lo que sigue, se presenta una serie de resultados demostrados por R. G. Vyas (2006), en [170], el cual
generaliza los resultados obtenidos por Waterman para la clase de las funciones de ABV|a, b].

Proposicion 1.32

» La clase de las funciones de A,BV|a, b] es un espacio de Banach.

= Siue ApBVla,b] entonces u tiene limites por la derecha y por la izquierda en todo punto
de [a, b].

= Siue ApBV]a,b] para toda sucesion A entonces u € BV |a, b].
= Si u es una funcién continua sobre [a, b] entonces u € A, BV |a, b] para alguna sucesion A.
» Sig:[a,b] — [c,d] es una funcion mondtonay u € A, BV|c,d] entonces uog € Ap,BV|a,bl.

= Si u tiene limites por la derecha y por la izquierda en todo punto del intervalo [a, b] entonces
u€ ApBV]a, b] para toda sucesion A.

» Sigescontinuay Ue€ A,BV]a,b] entonces goU € A;BV[a, b] para alguna sucesiéon A*.

R. G. Vyas (2005), en [169] estudia la condicién de suficiencia para la convergencia de la serie de Fourier
en término de funciones pertenecientes al espacio A, BV [a, b] y demuestra lo siguiente:

Lema 1.10
Si u€ ApBV|a, b] entonces la funcion u es acotada sobre [a, b].
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@ Obsérvese que si u € ApBV|[a, b] entonces u es una funcion regular sobre [a, b] (Ver [142]).
Si u es una funcion regular sobre [a, b] entonces u € A,BV[a, b] para alguna sucesion A. Asi,
la unién de funciones de A, BV a, b] sobre todas las sucesiones A es la clase de las funciones

regulares sobre [a, b], es decir,
\UA,BVla, bl = Rla,bl.
A

Ademds, si u € ApBV|a, b], para toda sucesion A, entonces u € RVy[a, b]. Asi la interseccion de
funciones de A, BV [a, b] sobre todas las sucesiones A es la clase RV [a, b], es decir,

QApBV[a, b] = RV)la, bl.

Con un contraejemplo se demostrard que una funcion continua no necesariamente es de A p-variacion
acotada en el sentido de Waterman-Shiba.

Ejemplo 1.20
Sea u:[0,1] — R definida por

l .
()= 4 Xreos(zz)  sixe©1],
0 otro caso.

Claramente, u € C[0,1]. Para todo m = 2k, donde k € N. Consideremos los puntos xo =0y x; =
ﬁ, parai=1,2,..., mentonces se tieneque0=xp<x;<:---<x;,, =1y
0 si i es par,
u(x;) = 1
b si i es impar.
Entonces

m—1
Y i) — ulx)l?

i=0

1 1 1
—+ +
m m-2 m-2

Il
DN | =
N | =

+ oot

1
m
k1
= Z—, — oo cuando k — oo.
i=11
Asi u ¢ RV,[0,1]. Como [ |A,BV[0,1] = RV, [0,1] entonces u ¢ A,BV[0,1] para al menos una su-
A

cesion A.

1.12 ®&-Variacion Acotada en el Sentido de Schramm.

Se inicia esta seccion presentando la nocién de ¢-sucesion, para la mejor comprension de la definicién
del espacio de funciones de ®-variacién acotada en el sentido de Schramm.
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Definicion 1.26 ¢-sucesion

Sea ¢ = {p},=1 una sucesién no decreciente de ¢-funciones convexas. Se dice que ¢ es una ¢-
sucesion si satisface las siguientes condiciones:

1) @ne1(8) <@u(t) paratodoneNy te[0,00).

o0
ii) Z @n(t) diverge para ¢ > 0.

n=1

En los siguientes ejemplos se presentan algunas ¢-sucesiones.

Ejemplo 1.21
D |
L ®={pu(1)=1, 1=0},=.

n

2. @={pa(0 =51, t=0}

n=1"

_ _ 2
3. (D—{(/)n(t)—ﬁ, tZO}nzlpara0<psl.

En cada caso, ® es una ¢-sucesion.

@ En general, si ¢ : [0,00) — [0,00) es una ¢-funcién convexa, {a,},>1 €s una sucesiéon decrecien-
tes de ntimeros positivos, ademads, si se considera ¢ = {p, (1) = @p(f)a,, t =0},>1, entonces ¢ es
una ¢-sucesion siy solo si ) a, diverge.

Algunas de las propiedades elementales de las funciones convexas son presentadas en la siguiente pro-
posicion:

Proposicion 1.33

Sean x, y € [0,00) tales que y > x. Paracadan =1

©n(y) —pn(x)

P SPn(y+D—@n() <@on(y+1D = @1(y).

La propiedad anterior implica que la ¢-sucesién ¢ es equicontinua en todo intervalo [0, b], b < co. Pa-
ra la siguiente definicién se consideran sucesiones finitas o numerables de intervalos cerrados {Ii}>1,
donde los intervalos de las sucesiones estan contenidos en un intervalo I = [a,b] y la interseccién de
dos de ellos distintos, es vacia o un punto. La familia de todas las sucesiones de intervalos con estas ca-
racteristicas se denotan por: Fyla, b].

M. Schramm (1985), en [158] introduce la nocién de ¢-variacién acotada, generalizando la nocién dada
por D. Waterman en el afio 1976 de la siguiente manera:
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Definicion 1.27 ¢-variacion acotada en el sentido de Schramm

Sean ¢ una ¢-sucesion y {I;} una coleccién de intervalos de I = [a, b] tales que la interseccién
I; N I; es vacia o contiene un punto, paratodo i, j = 1, i # j. Se definen

og(u,m):=Y_@n(uly))

Vp(u) = Vy(u;[a,bl):=  sup  oy(u,n),
{In}n=1€Fn (D)
donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. Vy(u) es llamado
la ¢p-variacion de la funcion u en el intervalo [a, b] en el sentido de Schramm. Si Vi (1) < oo se dice
que u tiene ¢-variacion acotada en el sentido de Schramm.

Se denota por Vp|a, b] la clase de todas las funciones u: [a, b] — R tales que Viy(u) < co.

@ El espacio generado por esta clase viene dado por
BVyla,b] ={u:la,b] = R:31>0,Vy (Au;|a, b]) < oo},

el cual, es el espacio de todas las funciones que tienen ¢-variacién acotada en el sentido de
Schramm.

@ Si ¢ es una ¢-sucesion y u tiene ¢p-variaciéon acotada, entonces u es acotada y solo tiene dis-
continuidades simples.

En el siguiente ejemplo se presenta una funcién perteneciente a la clase de funciones ¢-variaciéon aco-
tada y que, ademds, no pertenece al espacio de funciones de ¢-variacién acotada.

Ejemplo 1.22 (Ver (14))

La funcién ¢ : [0,00) — R definida como

0 =0,
p:=3 el 0<t<4—ll,
6;—3 fzzll;

es una funcién de Young. Sea u: [0,1] — R definida por
1 _1 .
u@)={ mom = mw m=2
0 x# L.

Considerando la particion 7, := {0, sy, tn, Sp—1,tn-1,""",S2, f2,51},n = 2 donde s; := 1l/k y
In € (Sk,Sk—1) es arbitrario, entonces u ¢ BV,[0,1] y considerando la sucesion ¢, : [0,1] — R,
definida por ¢,,(£) = t?/n,n € N, se obtiene que u € BVyl0,1].
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@ Varios espacios de funciones de variacién acotada se obtienen como caso particular de la Defi-
nicion de ¢-variacién acotada en el sentido de Schramm, tal como se muestra a continuacion:

a) Si@n(r)=t, paratodo n =1y todo 7€ [0,00), entonces BVyla, bl = BV|a, b] (Ver [73]).

b) SiA= {/ln}‘;lozl es una A-sucesion en el sentido de Waterman'y ¢, (t) = /l_t,, paratodon=1
y todo t € [0,00), entonces BVyla, bl = ABV[a, b] (Ver [173]).

c) Si¢={puln=1esunap-funciony ¢, (t) = ¢(t), paratodo n = 1ytodo t € [0,00), se obtiene

BVyla, bl = BVyla, bl (Ver [177]).

En el siguiente teorema se exponen algunas propiedades de la ¢-variacién de Schramm de una funcién
y de la clase Vyla, b].

Teorema 1.25 (Ver [146])

Sea ¢ = {pn}n=1 una ¢-sucesiony u € Vyla, b], entonces
1. Si[s, t] < [a, b], entonces Vi (1; [s, t]) < Vip(u; [a, ).
2. uesacotaday ||ulleo < |u(a)l +<p1_1(V¢(u)).
3. Si u es monoétona Vi (u; [a, b]) = ¢1(|u(b) — u(a))).
4. Vyla, b] es un conjunto simétrico y convexo.
5. Lafuncion V : Vyla, bl — [0,00), que asocia a cada funcion u € Vi|a, b] su ¢p-variacion en el

sentido de Schramm, es convexa.

M. Schramm (1985), en [158], demuestra que BVj[a, b] es un espacio y dlgebra de Banach con la norma
. ) u,
lully = lu@Il +inf{k >0: V¢(k, la, b)) <1}.

Ellema que ahora se presenta es una herramienta ttil para demostrar que el espacio BVy|a, b], introdu-
cido por Schramm, es un espacio normado y de Banach (Ver [158]).

Lema 1.11 (Lema 2.1 [158], Pag. 51)
Sea u € BVy|a, b]. Entonces

a) V, (W la, b]) <1si|ully #0.

b) ¢>llullgsiysolosiVy (%) <1.

En lo que sigue se presentan dos teoremas que demuestran que el espacio BVyla, b] es un espacio nor-
mado y de Banach (para detalles de las demostraciones ver [66]).




1.13. x¢-VARIACION ACOTADA EN EL SENTIDO DE SCHRAMM-KORENBLUM.

Teorema 1.26

Sea ¢ = {¢} =1 una ¢-sucesion, entonces el espacio (BV¢ la,bl,]|- ||¢) es un espacio de Banach.

Teorema 1.27

Sea ¢ = {¢p;}n>1 una ¢p-sucesion, entonces el espacio BVy|a, b] con lanorma ||-||; definida por
lully := llulloo + lullg, ue BVgpla,b]
olanorma ||- ||, definida por
lullz := 2max{p7' (1), 1} llullg, ue BVgla,b]

es un élgebra de Banach y ademas las normas || - |1, || [l2 y || - || son equivalentes.

1.13 «¢-Variacion Acotada en el Sentido de Schramm-Korenblum.

S. K. Kim yJ. Kim (1986), en [76] combinan el concepto de x-variacién y ¢-variacién introducido por B.
Korenblum y M. Schramm, respectivamente, para crear el concepto de x¢-variacién o variacion en el
sentido de Schramm-Korenblum, como se muestra a continuacion:

Definicién 1.28 x¢-Variacion Acotada

Sean « : [0,1] — [0,1] una funcién distorsion, ¢ = {@,}
Fnla, bl y u:la, b] — R. Se definen

4> Una ¢-sucesion, {I, = [an, bpl} =1 €

S o (uby) - uanl)
Ka(p(u, 1,) = n=1

Sy b,—a
x x(%=e)
n=1

kVp(u) =xVp(u;la, b)) :=  sup xog(u,ly),
I,eEx[a,b]
donde el supremo se considera sobre todas las particiones Fyla, b]. xViy(u) es llamada la x¢p-
variacion de u en el sentido de Schramm-Korenblum en [a, b]. Si x Vi (u;[a, b]) < oo se dice que
u tiene x¢p-variaciéon acotada en el intervalo [a, b].

La clase de funciones que tienen x¢-variacion acotada en el intervalo [a, b] se denota por x Vy[a, b]. El
espacio vectorial generado por esta clase es denotado por k BVy[a, b].

@ Un caso particular de una ¢-sucesiéon es cuando todas las funciones ¢, n € N son iguales a
una ¢-funcion fija ¢. En esta situacion la clase xVy[a, b] es la clase de todas las funciones que
tienen k¢-variacién acotada en el sentido de Wiener-Korenblum. Esta clase de funciones es
denotada por x Vj,[a, b] y el espacio vectorial generado por esta clase de funciones es denotado
por k BVy(a, b].
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Algunos resultados obtenidos de las funciones de x¢-variaciéon acotada en el sentido de Schramm-
Korenblum se presentan en el siguiente teorema, como contribucidon al tema (Ver [72]).

Teorema 1.28

Sea«:[0,1] — [0,1] una funcién distorsion y ¢ = {qon}n21 una ¢-sucesion, entonces
(1) xBVyla,b] es un espacio de Banach dotado con la norma
lullxg :=lu(a)l + pep(w) (uexBVpla,bl),
donde g (1) := /111>1(f) {A>0:xVy (%) <1}.
(2) Siues mondtona, entonces k Vi (u) = @1 (lu(b) — u(a)l).
(3) Siue€xVpla,bl, entonces u es acotaday || ulloo < [u(a)l +2¢7" (kVip(w)).
(4) xVyla, b] es un conjunto convexo y simétrico.
(6) xBVyla, bl ={u:[a,b] —R:31 >0 tal que xVy(Au) < oo}.
(6) BVla,b] c Vyla,bl «xVypla,b] por consiguiente BV [a, b] = BVy|a, b] =« x BVyla, b].
(7) xBVl|a, b] cxBVyla,b].

(8) uexVyla,b] entonces u tiene limites laterales en cada punto de [a, b].
Demostracion:

Parte (1) Ver [76].

Parte (2) Sea u una funcién mondtona, consideremos {[a;,, b,1},,>1 € Fnla, bl, entonces la funcién 0 <
Pn(t)
r—

es creciente, por lo tanto

& @n (ulby) —ulan))
>

Y @n(ulby) — ulan))) lt(by) — ulan)|

n=1 _ n=1 lu(by) — ulay)|
e bn_an B o) bn_an
;11(( b-a ) ,E’IK( b_“)

i on (lu(b) — u(a))

=1 lu) —ula)l |u(by) — ulay)l

S o0
b,—ay
I;IK(W)
< @1 (u(b) — u(a)l) u(by) — uay)|

lu(b) —ula)l ;=
= @1 (uld)-ul@).
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Asi se obtiene que
K V(1) < @1 (|u(b) — u(@)l).
De la definici6n de x Vi (u) se obtiene la desigualdad reciproca.

Parte (3) Sea a < t < b, por lo tanto,
@1 (lu(®) —u(a)l)

K(t—a)+K(b—t)

b—a b—a

entonces @1 (|u(t) — u(a)l) < 2xVy(u) y de esta desigualdad se obtiene la relacion requerida.

< 1<V¢(u),

Parte (4) Se obtiene por la convexidad de las funciones ¢,, n € Ny la definicién de x¢-variacion.
Parte (5) Se obtiene haciendo uso de la parte (4) y el Lema 1.8.
Parte (6) Sea u € BV [a, b] y consideremos {[ay, b,]} =1 € Fnla, D). Se define
A:={neN:|ulb,) —ula,)| <1}.
Entonces

Y @n(ubn) - ulan)) < @i1(1) Y lulby) — ul@n)l+ Y. en(ulby) — ulan)l).
n=1 neA n¢A

La dltima suma tiene al menos [[V(u)ﬂ términos, donde [[x]] =max{n : n < x}. Porque de lo contrario tiene
al menos [[V(u)]] + 1 sumandos. Asi,

V) = ) lulby) —ulay)| = [Vw]+1,
n¢A

el cual es una contradiccion. Por consiguiente

Y on(uby) —uay)) = @1V + Y. @ullulby) — ulan))
n=1 n¢A
< @iV +1Q2llulleo) [V ]

Esto concluye que BV[a, b] < Vy[a, b]. Para demostrar que Vy[a, bl c x Vyla, b], sea u € Vyla, bl y{lan, byltn=1 €
Fyla, b], entonces

S pulutby) ~ utan) < VoD < Vot Y. 2=21).
b-a
n=l n=1 -

Por lo tanto x Vi (u) < Vip(u).
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Parte (7) Sea u € x BV [a, b], entonces por la parte (3) u es acotado en [a, b]. Sea A > 0 fijo, tal que || u]|oo <
%. Sea {[ay, byl}n=1 € Fnla, b], entonces de la convexidad de las funciones ¢, n €N, se obtiene que

Y @n(Auby) — Aulan)) Y @nWAluby) — ulay)|

n=1 < n=1
n;]K( b—(l nle b—(l
< (/)1(1)/171:1

> (5]
Y x
n=1 b-a

= 1AV (u).
Por el Lema 1.8 se concluye que u € k BVy|a, b].

Parte (8) Supongamos que existe t* € (a, b] tal que li1m u(t) no existe. Por la parte (3) u es acotada, en-
e
tonces

a= liTminf u(t) < liTm supu(t)=p, (a,BeR).
e e
Para cada entero n (suficientemente grande) se puede elegir t,, t},, tal que
g1 o /
—Z<In<tn<t y lulty) —ult)lzpf-a.

Haciendo uso de la definicién de kx¢-variacidn, se tiene

o1 (Jultn) — u(t))])

th—a t,’,l—tn) (b—tg)
K(b—a)+K( b—a K b—a

SKV¢,(u).

Asi,

P1(p—a) =xVypw) (2+K(n(bl_ a)))'

Considerando el limite, cuando n — oo, se obtiene que ¢; (f—a) =0, lo cual es absurdo. Asf, se tiene que
lti&linf u(e) = ltlTItn sup u(e).
Por un argumento similar se sigue que existe ltllrtn u(t), t* €la,b).
g

Si se asume que lim k1) og finito, entonces Vyla, bl = xVa, b]. Por la dltima parte del Teorema 1.13, se

—0 !
puede definir la regularizacion izquierda y derecha de la funcion u € k BVy|a, b].
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Definicion 1.29
Sea u € k BVyp[a, b] entonces

sit

{ limu(s) , te(a,b]
u (t):= .
u(a) , t=a

slt

. limu(s) , te€la,b)
u (1) := .
u(b) , t=b

La funcion u~ es llamada la regularizacion izquierda de la funcioén u. Y la funcién u* la regulari-
zacion derecha de la funcién u.

Aplicando la definicién previa y la dltima parte del Teorema 1.13, se define
xBV, [a,b]:={u" :uexBVyla,bl}.

Similarmente, se define 1<BV4;r [a, b].

Definiéndose el espacio k BV, = {1 € k BVy | u(a) = 0}, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.29 (Ver [136])
Sea {u,} € k BV, una sucesion tal que u,, converge a u en casi todas partes con u € k BV, . Enton-
ces
llttlleg < 1m infllunllg,

es decir, la norma Luxemburg es semi-continua inferiormente en KBVp,.

Lema 1.12 (Ver [136])
Para toda funcién distorsién y toda ¢-sucesion ¢ = {¢,},=1, se tiene que

u
1. KV¢( ) <1, uexBV.
lullxg

2. Sillullxp =1, entonces k Vip (1) < || ullxgp, U € xBVjp.

Lema 1.13 (Ver [72]) Sean « : [0,1] — [0, 1] una funcién distorsién, ¢ = {¢,},>1 una ¢-sucesion, u €

u
KBV y ¢ > 0. Entonces pp(u) < ¢ siy solo sixVy (—) <1
c
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Definicion 1.30
Sea ® = {¢,,},>1 una ®-sucesién. Una funcién real u : [a, b] — R se dice que es de k®-decreciente
en [a, b] si existe una constante positiva c tal que para cada subintervalo I de [a, b]

Gn(lu)) < CK(bma)'

Teorema 1.30 (Ver [76] o [176])

Si una funcién u es k®-decreciente en [a, b], entonces se tienen las siguientes propiedades
1. ues de x®-variacién acotada.
2. u(xy)yu(y,) existe paratodoa<xo<b y a<yo<b.

3. uescontinuaen [a, b].

1.13.1 «p-Variacion Acotada en el Sentido de Riesz-Korenblum.

Recientemente M. Castillo, M. Sanoja y I. Zea (Ver [32]) introducen el concepto de k p-variacion en el
sentido de Riesz-Korenblum, de la siguiente manera:

Definicion 1.31 x p-Variacion Acotada

Sean 1 < p <oo, kx:[0,1] — [0,1] una funcién distorsion, u: [a,b] = Ryn:a=1 <---<t,=buna
particién del intervalo [a, b]. Se definen

n=1|u(tjn) - u(t))|”
"

=t -t

n-1
L1 7Y
L)

j=1

Ko p(u,m) =

KV;(M) = KV;(M; [a, b)) := Sl;p KO'p(u,J'[),

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones de [a, b]. El nimero
KVIf (u;[a, b]) se denomina la x p-variaciéon de u en el sentido de Riesz-Korenblum en [a, b]. Si
KV;? (u;[a, b]) < oo se dice que u tiene kx p-variacion acotada en el intervalo [a, b].

La clase de funciones que tienen k p-variacion acotada en el intervalo [a, b] se denota por k RV, [a, b].

A continuacién se presenta un ejemplo de una funcién perteneciente al espacio de las funciones de x p-
variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum.
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Ejemplo 1.23
D [ E—

Sean 1< p<ooyu:[0,27] — R definida por
u(t) =cos(t) tel0,2m],

yla particibon 0 : 0 =ty < t; < --- < t;; = 27 del intervalo [0, 27], entonces por el Teorema de Valor
Medio existe t;_; < r; < t; tal que

lcos(t;) — cos(ti_1)|P
|t; — ti—q|P71

lu(t;) — u(ti-)IP
i=1 |ti_l‘i—1|p_1
n n
ti—ti_l) (ti_ti—l)
K| ——— K| ———
Z ( b—a l:ZI b—a
i lcos'(ri) (t; — ti-1)IP
o lti—tiaqlP!
< (l‘i—fi—l)
) x
i=1 2
| —sen(r)|P|(t; — ti—)IP
=1 |t; — t;_1 1P~
i (ti—l‘i—1)
| (AL
=1 2m

1

i

puesto que |sen(t)| < 1 se obtiene que

lu(t;) — u(t;-1)I”
o M-t Pt

al considerar el supremo sobre todas las particiones o de [0,27] se tiene que KV;(LL; [0,27]) < 27.
Asi u € xRVyla, bl.

Algunas resultados de estas funciones son expuestas en el siguiente teorema:

Teorema 1.31 (Ver [32])
Seal<p<ooyxk:[0,1] — [0,1] una funcién distorsién, entonces

1. kRVyla, b] es un espacio de Banach dotado con la norma

1/
Il = lu@l+(xkVR@) " wexRV,la,bD.

2. Lipla,b] < RVyla,b] cxRVyla, bl cxBV|a, b].

3. kRVpla, b] es un dlgebra de Banach.
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Kp-Variacion Acotada en el Sentido de Riesz-Korenblum.

El concepto de kp-variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum fue generalizado por M. Castillo,
S. Rivas, M. Sanoja y I. Zea (Ver [31]) como sigue a continuacion:

Definicién 1.32 x¢-Variacion Acotada

Sean ¢ una @-funcién, « : [0, 1] — [0, 1] una funcién distorsién, u: [a,b] = Rym:a<t <--- <ty <
b una particién del intervalo [a, b]. Se definen

n-1 (lu(tj+1)— u(tj)|
|tj1— 1]

)|fj+1-l‘j|

n-1
Lin—t
L ()

=

j=1

Ko(p(u, )=

KV(f(u) = KV(f(u; [a, b)) := sgp Kcr(p(u,n),

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones 7 de [a, b]. xV,,(u) es
llamada la x¢-variaciéon de u en el sentido de Riesz-Korenblum en [a, b]. Si x V,,(4; [a, b]) < oo se
dice que u tiene x-variacién acotada en el intervalo [a, b].

La clase de funciones que tienen x¢-variacién acotada en el intervalo [a, b] se denota por KVJ} [a, b]. El
espacio vectorial generado por esta clase se denota por k RV, |a, b].

A continuacién se presenta un ejemplo de una funcién perteneciente al espacio de kx¢-variacién acota-
da.
Ejemplo 1.24
)
Sea u: [a, b] — Rla funcién definida por
u(t):=et+d, tela,b], donde d,e son ntimeros reales fijos.

Dada una particion n:a =t < t; <--- < t, = b del intervalo [a, b] se tiene que

L Iu(l‘i)—u(l‘i—l)l)

— i - t;-
izzl(p( [t — ti-1l | 1|: (e (b-a)
= [(ti—tia = (ti—tia
ZK( b-a ) ZK( b-a )

i=1 i=1

considerando el supremo sobre todas las particiones  del intervalo [a, b], el mayor valor del lado
derecho de la expresion anterior, se obtiene para la particién 7 : a = ty < t; = by en este caso

p(elb—a) _ ¢(lel(b-a)) _

e ti—ti—1 k(1)
ZK( i— i )
b—a

i=1

p(e))(b-a).

Por lo tanto KV(f(u; [a, b]) = ¢(le|(b— a)).
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Algunos resultados de estas funciones son expuestas en el siguiente teorema.

Teorema 1.32 (Ver [31])

Sean ¢ una ¢-funcién convexa y « : [0,1] — [0, 1] una funcién distorsién, entonces
1. Lipla,bl cxV,}a,b] cxBV]a,bl.

2. RVyla,bl cxV,la, bl cxBV]a,b].

3. Si gim @ < 0o, entonces KV(f[a, bl =xBV]a,b).
— 00

4. Siue KVJ,? [a, b], entonces u es acotada.

5. KV(E [a, b] es un conjunto convexo y simétrico.
6. KRV,la, b = {u:[a,b) —R:31 >0 tal que xV(Au) <oo}.
7. kRV,la, b] es un espacio de Banach dotado con la norma

lullkg :=lu(@)| + pxp(u) (u€xRVyla,bl),

donde piyp (1) := /1125 {A >0: KV(;)? (%) < 1}.

Para culminar esta seccién se presenta un conjunto de ejemplos de funciones perteneciente a algunos
espacios de funciones nombrados anteriormente, el cual demuestran algunas inclusiones estrictas (Ver
Figura 1.1) y por ultimo (Ver Figura 1.2) se presentan algunas relaciones de contenciones, entre varios
espacios de funciones de variacién acotada generalizada, expuestos a lo largo de este capitulo.

Ejemplo 1.25

Sean I = [0,1] y la familia de dos pardmetros de funciones oscilatorias ug, : I — R definido para
B,y €R por

tPsent?, para 0<t<1,
g (1) b (1.6)
0, para t=0.

1. up,y€C'(I) para f+y>1.

2. ugy€Lip(l)paraf+y=<1.

3. ugy€RVy(I) paray>0yppf—-y<p-loparay=0ypf+y>p-1.
4. ugy € AC(I) para f+7y > 0.

5. ug,y € C(I) para >0y y arbitrarioo f <0y f+7y > 0.

6. upgy € Lipg(I) paraaf+y=a.
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7.

8.

ugy € WBVy(I) paray >0y pf+y=0oparay<0ypf+y>0.

ug,y € BV (I) para B+vy>0.

La familia de funciones (1.6) hace que sea posible demostrar que las contenciones de algunas de
estas clases de funciones en la Figura 1.1 sea estricta.

1.

Para f+7v =1 por ejemplo § = % yy= % la funcion ug , pertenece a Lip[0, 1] pero no perte-
nece a C'[0,1].

.Paraf+y<lypB+y=p-1lporejemplop=2yf=y= % la funcion ug, pertenece a

RVp[O, 1] pero no pertenece a Lip[0, 1].

. Parapf+y<p-lypB+y>0porejemplop=2yf=y= i la funcion ug, pertenece a

ACI0, 1] pero no pertenece a RVp [0,1].

. Para pf+y >0y B+7y <0porejemplo p=2, 6= % vy = —% la funcion ug, pertenece a

WBVp [0,1] pero no pertenece a BV [0, 1].

. Paray<0y0<pf+y<pporejemplo p=2, =1y y=-1lafuncion ug, pertenece a

W BV, [0,1] pero no pertenece a Lip [0, 1].
p

p+y<l=spPf+pyporejemplop=2ypf=v= % la funcion ug, pertenece a Lip1 [0, 1] pero
p
no pertenece a Lipl0, 1].

c'() c LipH) ¢ RV,(I) c AC() < C(I)
N N N N

Lipy,,(I) CWBV, (I) > BV(I) C Ly(I)

Figura 1.1: Relaciones entre Espacios de Funciones
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AC «—————— Lip «———— RV,

o(x) = xP

~

vV

kBY «——— BV —mM

(x) =x
o) =x

kBVy ———> BVy ———> ABV
k(x) =x - x
Pn :/1_

n

Figura 1.2: Implicaciones de Espacios de Variacién Acotada Generalizada






Espacio de Funciones de Variacion Acota-
da con Exponente Variable

El espacio de Lebesgue con exponente variable aparece en la literatura en el articulo de W. Orlicz (1931)
en [134]. Motivado en el estudio de los espacios de funciones que contienen todas las funciones medibles
u:Q — Rtales que

p(Au) =fQ<p(A|u(x)I)dx <00,

para algin A > 0, una funcién ¢ que satisface alguna suposiciéon natural y Q es un conjunto abierto en
R". Este espacio es denotado por L’ y es ahora llamado espacio de Orlicz. Orlicz introduce el espacio
LPY[0,1] y demuestra que la condicién necesaria y suficiente en las funciones arbitrarias f y g para que

px)
LU PR

1 1
[ f(x)g(x)dx < oo es que exista algiin A > 0 tal que f (
0 0

Enla década de 1950, H. Nakano (1950) y (1951) en [129] y [130], respectivamente, hizo el primer estudio
sistemdtico de los espacios de Orlicz con exponente variable y més tarde, algunos matemaéticos polacos
y checoslovacos investigaron los espacios de funciones modulares (Ver [127], [128], [80]). Referimos al
lector al libro de V. D. Rddulescu y D. D. Repovs (2015) en [140] para la informacién detallada sobre el
enfoque tedrico de los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponentes variables.

En los udltimos afios, ha habido un creciente interés en el estudio de diversos problemas matemaéticos
que involucran espacios de funciones con exponentes variables. En particular, los problemas no lineales
en ciencias aplicadas, espacios de Lebesgue y Sobolev demostraron sus limitaciones en aplicaciones. La
clase de problemas no lineales con un crecimiento exponencial es un nuevo campo de investigacién y
refleja un nuevo tipo de fendémenos fisicos. En el afio 2000, el campo de investigacion se amplié atin més
motivado por los problemas en el estudio de los fluidos electrorreol(’)gicosl, L. Diening (2004) en [48]
plante6 la pregunta sobre el operador maximal de Hardy-Littlewood y otros operadores clésicos en el
andlisis arménico son acotados en el espacio de Lebesgue variable. Estos y los problemas relacionados
son objeto de investigacion activa en la actualidad. Por sus diversos problemas en aplicaciones (Ver [18],
[49], [52], [140], [184]) dieron lugar a un renacimiento del interés en espacios de Lebesgue y Sobolev con
exponente variable cuyos origenes se remontan a los trabajos de Orlicz en 1930 (Ver [134]).

R. Castillo, N. Merentes y H. Rafeiro (2014), en [30], estudiaron un nuevo espacio de funciones de varia-

1105 fluidos electrorreolégicos son liquidos que cambian su estado en presencia de campo eléctrico.
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cién acotada generalizada. En sus trabajos, los autores introducen la nocién de p(-)-variaciéon acotada
en el sentido de Wiener con exponente variable y demuestran una serie de propiedades de este espacio.
En éste capitulo, como contribucién al tema, se presentan los siguientes resultados en el marco de las
funciones de variacién acotada generalizada con exponente variable:

= Propiedades del espacio de funciones de p(:)-variaciéon acotada en el sentido de Wiener (Ver [111]).

= Extensién de lanocién de p(:)-variacidon acotada en el sentido de Wiener, de las funciones de p(:)-
variacién acotada en el sentido de Wiener-Korenblum con exponente variable y se demuestra que
el espacio de dichas funciones tiene estructura de espacio de Banach (Ver [112]).

» Nocion de Ap()-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba con exponente variable y se
demuestran algunos resultados para este tipo de funciones (Ver [56]).

= Nocioén de (p(-),2)-variacion acotada en el sentido de De la Vallée Poussin-Wiener; ademads, se
obtienen algunos resultados para las funciones con este tipo de variacion (Ver [114]).

Ademas, para estos nuevos espacios, se obtiene un teorema de representacion via composicion.

Variacion en el Sentido de Wiener.

En esta seccidn se presenta la nocién del espacio de p(-)-variacién acotada en el sentido de Wiener con
exponente variable, introducido por R. Castillo, N. Merentes, H. Rafeiro (2014) en [30]; y como contribu-
cion, se demuestran algunas propiedades del espacio y un teorema estructural para este tipo de funcio-
nes (Ver [111]).

Se denota por wp(x,,) (i, [a, b]) = sup {|u(t) — u(s)|Pe) ;1,5 € [a, bl} y por x;s un ntiimero entre [, s].

R. Castillo, N. Merentes y H. Rafeiro (2014) en [30] introducen la nocién de espacio de variacion acotada
en el sentido de Wiener con exponente variable en [a, b] y estudian algunas de sus propiedades bdsicas,
como se muestran a continuacion:

Definicién 2.1 p(-)-Variacion Acotada

Sean u: [a,b] — R una funcién, 7 : a=ty < t; <--- < t; = b una particiéon del intervalo [a,b] y p :
[a, b] — (1,00) una funcion. Se definen

n
Uﬁ.)(u,n*) = Zi lu(t;) — u(t;_;)|Pei-D
=

Vplo (W31, B1) = Vi () = Voo (u, %) = supo i (u,m°)

donde 7* es una particion seleccionada del intervalo [a, b], es decir, una particién del intervalo
[a, b] junto con una sucesion finita de ntiimeros Xy, ..., X,—1 sujeta a la condicién que para cada i,
t; < x; < ti+1. En el caso en que VJ‘( ) (u;[a, b]) < oo, se dice que u tiene variacion acotada Wiener
con exponente variable (o p(:)-variacién acotada en el sentido de Wiener) en [a, b].

El simbolo W BV}, [a, b] denota la clase de las funciones de p(-)-variacion acotada en el sentido de Wie-
ner con exponente variable en [a, b].
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@ Dada una funcién p: [a, b] — (1,00),

1. Sise considera p(x) =1, para todo x en [a, b], entonces WBV),(,[a, b] = BV|a, b]. Por esta
razén en la Definicién 2.1 se considera 1 < p < oco.

2. Sip(x) = p, paratodo x en [a,b] y 1 < p <oo, se tiene que WBV),(,[a, bl = WBV),[a, b].
Definicion 2.2

Una funcién admisible p: [a, b] — (1,00) es aquella funcién cuyo rango estd en (1,00) tal que p, :=

sup p(x) es finito.
x€la,b]

Sea X un espacio vectorial sobre K (K = C o K = R). Una funcién continua por la izquierda y convexa
p: X — [0,00] es llamada pseudomodular convexa en X, si para x e y arbitrarios, se satisface que:

(i) p(0)=0.
(i) p(ax)=p(x) paratodo a € K tal que |a| = 1.

(iii) plax+(1-a)y) <ap(x)+(1—-a)p(y) paratodo a € [0,1].
Si toda p es pseudomodular en X entonces el conjunto definido por:
Xy = {xe X | }Lin(l)p(/lx) = O}
es llamado espacio modular.

Lema 2.1
Sea p una funcién admisible. Entonces VPVZ ) €s pseudomodular convexa.

Propiedades de la Clase

En esta seccién se presentan algunos resultados para las funciones pertenecientes a la clase de funciones
de p(-)-variacién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable.

Teorema 2.1
Dada una funcion p : [a, b] — (1,00) admisible y acotada, el conjunto WBV),(,[a, b] es un espacio
vectorial.

Demostracion:

Sean u, v € WBV),la, b], entonces para cada particion 7: a=fy <t <--- <ty =bde [a,b] y 7" es una
particién seleccionada del intervalo [a, b], se obtiene
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(I + ) = @+ ) (D) = (lule) + v(Ep) = ultg-) = v(z;-p)) "
< (lut)) - ultj-Dl + () - v(z;-))P9
< 27007 (juteg) - ey )l) P + (Jwi) - w0

Como p es acotada, entonces existe M = 0 tal que 2P%i-V~! < M para todo x j, asi se obtiene que

Z(|(u+V)(tj)—(u+v)(tj_1)|)f’(xj—1) - M
Jj=1 :

+ MZ (|1/(tj) - y(tj_1)|)P(xj_1).
J

En otras palabras, si u, v € WBV),(,[a, b], entonces la funcion u + v es de p(-)-variacién acotada en el

Y- (luae)) = utzj-pN) "
=1
i=1

sentido de Wiener en [a, b] y
Vol v, la, b)) < M (VY la, b)) + VY (0,4, b)).

Por otro lado, como p(:) es acotada, para todo x, existe M = 0 tal que

(aw(tp) - (@w ;D)"Y = Y jalP) (jult)) - utj—y)))P

n
=1 j=1

J

< MY (lut) - utpl)P™
j=1

por lo tanto, au € WBV),(,la, b]. Asi, se tiene que W BV),(,[a, b] es un espacio vectorial.

Proposicion 2.1

Dada una funcién p: [a, b] — (1,00) admisible, el funcional V;{ () es convexo.

Demostracion:

Sean u, v € WBVp(,)la, bl y a € R. Por el Teorema 2.1 au € WBV),(,la, b]. Asi para s > 1y ¢ = 0 la funcion
t — t° es convexa, entonces se tiene

(l((]- —-a)u+ (ll/)(l’j) -((Q-a)u+ av)(tj_l)l)p(xj—l)

(10 - @ult)) +av(ty) - A - ayultj-y) - av(t;_p|) 5

< (- @)lult) - ultji-nl +alv(t) - vt
< (-a)(juep - ulti-D)P +a (joi) - v
Entonces

Vol (- a)u+av,la,b) < (1 - a)V,{) (@, b)) + aVy{, (v, [a, b)).
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Definiciéon 2.3 Norma
Sean p : [a, b] — (1,00) una funcién admisible y « : [a, b] — R una funcién. Se define el funcional
IE ||Z‘{,) : WBV,(,la, bl — R por

Nl = (@] + ppey (W), we WBVyla, bl
ot W (Y
donde pp()(u) := irgg{ﬂt >0: Vi, (z) < 1}.

Lema 2.2 (Ver [111])
Sea u € WBV),(yla, bl y A > 0. Entonces i, (u) < A siy solo si VJK) (4) =1

Demostracion:

Sean u€ WBVp()la, bl y A >0, supongamos que (i) < A, entonces por definicion de pp( (u) existe k tal
que A> k> (ipny VJ‘{,) (%) = 1. Asi, por la Proposici6n 2.1

)= b (3] =3 () = 3=

Inversamente, asumamos que VJ{) (%) <1, entonces A € {/1 >0: VW (%) < 1}; asi, iy () < A.

p@)
O
Lema 2.3
Sea u € WBV),,la, bl. Entonces
u
vVl ——— <1
"“(nunW. )
140]
Demostracion:
Sea m* una particién seleccionada del intervalo [a, b] y consideremos A > ||u||?€.). Entonces
% u(tj) — u(tj—p)|P
Zl (]) (jl)l < ;{)(E)Sl
j=1 A A
Asi
u n lu(t)) = u(t;-pP™
V%)(—W):supz lim ( ! ! =<1
Nullyy ) o 2 A=l A
O

Como consecuencia de la Definicion 2.3 se demuestra que el espacio WBV),,la, b] es un espacio nor-
mado.
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Teorema 2.2 (Ver [111])

Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién admisible, (WBV,,( la,bl, ||l es un espacio normado.

pC ))
Demostracion:

Sea u, v € WBV,,la, b], @ € R, entonces,

(a) Setiene que ||- IIZ‘?) =0yaque|u(a)|=0 Y Upe)(u) = 0.

(b) Sia =0 el caso es trivial. Supongamos que a # 0, asi

w
[laull

. Cow [lalu
pe) |au(a)|+ir>1£{/1>0.vp(_( ) }

ol

= |a||u(a)|+|oc|1nf{u>0 VW (,U)S }
= lal(lu(@)] + ppe) (W)

_ w
= lalllulll,.

A
= l|allu(a)|+|a|inf{ — >0: VV}’)
A>0 | | p

£ W _ w
Asi, [faull, = lalllull ;.

(c) Dados A, > ||u|| YA > llv||" . fijos; entonces V. (A_Lf,) < lyVJ{) (A_ljy) <1.Ahora,seal=A,+1,,

p() pQ)

entonces por la convex1dad de Vp(_) (u, [a, b))

w u+v _ w /’L u /’L
Vol (—ilab)) = v,,()(ML T ,[ab])
;va()( u;[“'b]) AVp()( U;[a,b])
< 1.
Por lo tanto

|Iu+VII,V)f_) = lu+v)@|+ppn(w+v)
< |ula)+v(@)|+ ppe (W) + ppe) (V)
<

w w
||u||p(.)+||vl|p(.)-

Es decir, ||u+ v||W

w w
<l + Nl

(d) llullyy, =0siysolosiu=0.Siu=0, entonces V{ (§) =0 = 1 paratodo A > 0y asi ||ull)), =

Inversamente, supongamos que || u| W pe) = 0, es decir,

lu(a)| + ppe)(u) =0
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u
entonces |u(a)| =0y pp)(u) = /1lr>1£ {/1 >0: VJK) (Z) < 1} =0, por lo tanto, se tiene que

w (W) _
v (1) =0
es decir,
n
3 (lutt)) - u(r;-pl)P™ =,
j=1
sin pérdida de generalidad, consideremos la particion n: a = t; < t, = x < t3 = b; asi, se obtiene

lu(x) — u(@)|\PY (lub) — u(x)]\P?
(__TF__) +(__7f__) =0
entonces

=0
2 A

obteniéndose, para p(x) > 1, x € [a, b], que

pmm—umny”) pmm—uunr@

(lux) —u@hP® =0y (ub) -ux)h?? =o.

Por lo tanto, se tiene que u(x) = u(a) = u(b) paratodo x € [a, b] y u(a) =0, asi u = 0.

g

Para los resultados posteriores, lo que sigue son propiedades para obtener los resultados principales de
esta seccion.

w

R. Castillo et al. (2014), en [30] demuestran que el espacio W BV, [a, b], dotado con la norma || - || e

un espacio de Banach; como sigue:

, €8

Teorema 2.3
Sea p : [a,b] — (1,00) una funcién admisible, entonces (WBVP(.)[a, bl 1l IIZ‘E,)) es un espacio de
Banach.

Demostracion:

Sea {u,} nen una sucesiéon de Cauchy en (WBVP(.) la, bl |- ||Z‘E.)); entonces, dado € > 0, existe N > 0 tal que

para n,m = N se tiene
w
un — um“p(.) <g,

es decir
lun(a) — um(@)| + ppe) (Up — Uum) <e.
Entonces

lup(a) —um(@) <e 'y ppe(Uun—um) <e.

Por lo tanto, para todo x, y € [a, b] y € > 0, se tiene que

Vot (F=ila bl) =1
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entonces

w
VP(~)

|(Un — ) () = (U = ) ()] )W) -

- (”";—”’”;[a,b])sl,

(12t = um) () = (1t = ) W) = (0P,
por propiedades de la funcién log(x), se tiene
px)10g(1(ty — tm) (%) — (Un — up) W) < p(x)log(e)

entonces

log (1 (n — Um) (X) = (tn — um) (y)1) < log(e)

por consiguiente

[(Up — up) (X) — (U — up) ()| < €.

En consecuencia, la sucesion {u,},>1, es una sucesiéon uniformemente de Cauchy, en el intervalo [a, b].
Como R es completo, existe una funcién u definida en [a, b] tal que

nlg{)lo Unp(x) = ulx), x€la,bl.

Ahora se demostrara que u, converge a u en lanorma || - IIZ‘?). Como {1} 21 es una sucesién de Cauchy;,
existe N >0 tal que

|Iun—um||2f,) <g n,m=N.

Por el hecho de que {u,},>1 converge uniformemente a la funcién u en el intervalo [a, b], se tiene
w : w : w
un = ull ey = un = M wpmlly = M, = unll,) <€, nzN.

Por lo tanto, la sucesion {u,},>1 converge a la funcién u en la norma || - ||Z‘E,). Asi (WBVy,la, b, |- ||’V7‘{.))
es un espacio de Banach.

a

Los siguientes resultados (4 teoremas y 1 corolario) proporcionan propiedades adicionales al espacio
W BV, la, bl (para detalles de la demostracion, referimos al lector interesado a [30]).

Teorema 2.4

Sea p una funcién admisible. Entonces

1. Siu€ WBVy(,la, bl entonces u es acotada en el intervalo [a, b].

2. WBVyla, bl — WBVy,la, b]% para q(x) = p(x).

%Un espacio normado (X, || ||x) esta inmerso en un espacio normado (Y, || ||y) si X € Y y existe una constante
positiva k, tal que ||ully < kllullx, ue€ X yseescribe X — Y para denotar tal situacion.
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Corolario 2.1
Sea p una funcién admisible. Entonces W BV),(,[a, b] tiene un subespacio isomorfo a cp.

Teorema 2.5
Sea p una funcion admisible. Si u € WBV),(,[a, b] entonces

Vot (w a,c)) + V) (u, [e, b)) < V() (u, [a, b)) < 2P+ 71 | V3T (u, [, €]) + V() (u, [c, b))

donde c€ (a, b).

Teorema 2.6

Toda sucesion en W BV, [a, b] acotada en variacion variable tiene una subsucesion puntualmen-
te convergente a una funcién u € WBVj(,la, b].

Teorema 2.7

Sea p una funcién admisible. El espacio W BV,,(,[a, b] no es separable.

Lema 2.4 (Ver [111])
Sea u: [a, b] — R una funcion tal que u € WBV),la, b] entonces u tiene limites por la derecha y por
la izquierda en todo punto de [a, b].

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad se demostrard que u tiene un limite por la izquierda en xj € (a, b]. Asumamos
que lim u(x) no existe. Entonces
x~x0

Caso 1: Si lim u(x) — +oo, se obtiene que
X— X,

(0 — u(xo)| < V(5 [a, bDVPY ast lim. [u(x) - u(xo)| < Vy(, (s [a, b) P,
x—>x0
Como u(xp) = L<ooy lim u(x) — +oo, entonces V;E’_ ) (u;[a, b]) = oo, el cual es una contradiccion.
X— X,
Caso 2: lim_u(x) no converge en todo punto. Es decir, la funcién u es oscilante. Sea {t,},>1 una sucesiéon
x—>x0

tal que ¢, 1 xp cuando n — co

|u(ty) — u(ty)| >r paratodo n,m=N

n
nr< Z lu(t;) —u(ti—))l < VJ}’,)(u; [a, b]) por lo tanto V%)(u; [a, b]) = o0, el cual es una contradiccién.
i=1

Para demostrar que existe limite por la derecha se procede de manera similar.
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@ Sin pérdida de generalidad consideremos [a, b] = [0,1]. Si u € Lip[0, 1] entonces existe k tal que
lu(tj) — u(tj-1)| < kltj — tj_1], ademds, como p(-) es acotada

n

Voo, [0,11) = sup 3 lu(t)) = u(t;—)|P
T j=1
n

< sup Z kp(xj—l)”-j _ tj_llp(xj—l)
T j=1

n
< KkPrsup ) Itj—tj_q P

T* ]:1
yaque p(x) > 1y |tj—tj-1| < 1se tiene que
w n
Vp(.)(u, [0,1)) =< kP+ sup Z |t]- - tj_1|p(x],1)
b/ ]:1
n
kP+ sup Z tj—tj-1] < kP

T* j=1
< o00.

IA

Asiu€ WBVy(,la, b, es decir, Lipla, bl € WBV),la, b].

Las siguientes propiedades de los elementos de W BV),(,[a, b] permitird encontrar caracterizaciones de
ellos.

Lema 2.5 (Propiedades Generales de p(:)-variacion)
Sea u: [a, b] — R una aplicacién arbitraria.

(P1) Minimalidad: si ¢, s € [a, b], entonces

|u®) = u($)IP¥ < e,y (W5 1@, b)) < V) (u;[a, b).

(P2) Monotonia: si a,t,s,b € [a,bl] y a <t < s < b, entonces V%)(u; (a,t]) < VW (ua,s),

p()
Vo, (w8, b)) <V, (s (6, b)) y V{3 [t 81) < V) (u; [a, b)),

(P3) Semi-aditividad: si t € [a, b], entonces

21—p+ VW

0 W La, b)) < VI (u;[a, 1) + Vol (s (1, b]) < V) (u; [, b).

(P4) Cambio de variable:si[c,d] cRy@:[c,d] — [a, b] (no necesariamente estricta) es una funcién
mondtona, entonces V’m (w;(c,d]) = V;’K) (uow;lc,dl).

(P5) Regularidad: V;‘({)(u; [a, b]) = sup {V;/‘({)(u; [s,t]); s,t€[a,bl,a< b}.
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Demostracion:
(P1) Seaa,t,s,be[a,b]l,talquea<t<s<b

lu(t) — u()IP¥) < sup{lu(t) — u(s)P*): t,s€[a,bl}

Wp(x.,) (U, [a, b))
n
sup Y- (1u(t)) - u(t;_p)))"
m* j=1
= V() (wla,b).

I\

(P2) Sea a,t,s,be[a,b],talque a<t<s<bylaparticibnm:a=f<fh < <ty =t<-<tpp=5<
-+ < t,=Dbasi

ml
Vol (wla, 1) = sup Z (lua(e)) = uttj—I)P
j=
ml (i) m2 i)
< sup Y (lu(t) —u(t;i—))P 7V +sup Y (lule) — ultj—p)))P™
T j=1 T j=ml+l
m2 i)
= sup ) (lu(t)) - u(t;—p))""
T j=1
= p()(u la, s])
los otros casos son similares.
(P3) Sean II la clase de todas las particiones m: a = fy < t; < --- < t, = b, IT* la clase de todas las par-
ticiones seleccionadas n* :a=fy< ) <---<tp,=b, T = {t]}m ell, ps()= sup px) yS=Tu{s.

x€la,b)
Consideremos los siguientes dos casos:

(a) Sit=ty6 t, <t entonces

Voly (u, T) < Vol (u, T Uz},
(b) Sity_1 <t<t;paraalginl <k < m, setiene

Vol (u, T) < 2PV (u, Tu a)).

Para el caso (a)

A

Vb T) < Vil Tun)

IA

p()(u la, 1]) + p()(u;[t,b]).

Para el caso (b) se obtiene
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k-1
3 lulty) = ()P + ) - i) PO

p()(u T)
j=1

sup
7-[*

m
+ ) |u(rj)—u(tj_1)|”(xf”]
j=k+1

k-1

3 lu(t)) — ulti) PS5 + (lu(e) — ulte-p)| + |ulte) — u() )P
j=1

m

+ Y ludty) — ultj_p) P
j=k+1

k-1

O lu(rp) = u(tj- )P 4+ 2P0 (0 () — ()P
j=1

IA

sup
7-[*

IA

sup
7-[*

m
Hult) = u@P0) 3 fuly) = ulty-p) P
j=k+1

k-1
> 2P0 () — w(ey )P 4 2PCR DT () — (g PO
j=1

IA

sup
7-[*

m
+ Z 2p(xk_l)_1|u([k)—U(t)|p(xk_l)+2p(xk_1)_1|Ll(tj)—U(tj—1)|p(xj_1)]
j=k+1

p+—1y,W
25V

IA

(u, Tu{t}).
Ademas

Vol TU ) = Vol (u, T) + () = u(te- )PP + ) — w() P90 = () — ulte-) P,

Por consiguiente

-1y, W
LW = 2w, S)

27" 'V (w3 1a, b))

IA

PO

IA

IN

27" (vl s la, 1) + Vol (s, b))

Considerando el supremo sobre todo T € IT*, se obtiene el lado izquierdo en (P3).

Ahora para demostrar el lado derecho de la desigualdad, sean V;‘{,)(u; [a,f]) <ocoy VJK )(u; [t, b]) < oo.
Entonces, para todo € > 0 existen particiones 1 € IT* y 7, € IT* del intervalo [a, t] y [¢, b] respectivamente,
tal que

o la, t])<V((u7r1)+2 ez [tb])<V()(unz)+2

Se sigue que

o la, 1) + VT (w1, b]) - < VpV(V)(u 1) + Vo (u, 72) + €
< )(u nlu{t})+V (u o U{t}) +¢€
= )(u,nlunzu{t})+8
< V) (wla b)) +e,

PU
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teniendo en cuenta la arbitrariedad de € > 0.

(P4) Sea [c,d] <R, ¢ : [c,d] — la,b] (no necesariamente estricta) una funcién monétona, 7y una par-
ticién seleccionada del intervalo [c, d], Iy la clase de particiones seleccionadas g, 11 = {T j};.”: 0€ Myy
T ={t; ;”:O con tj = (1), entonces

m
sup Y |u(p(@ ) — ulg(xj_1) P

VW (o, Ty)
0) WP L

m
sup Y lu(t)) — u(tj_y)|Pe-)
T j=1

Vil (w, T)
Vol w, (e, dD).

I\

Por otro lado, si una particion T = {tj};."zo de ¢([c,d]) estal que tj_; < ¢; para j = 1,..., m entonces existe
7j € [c,d] tal que tj = (7 ) y de nuevo por la monotonia de ¢

Vol (u, T) = Vol (o, Ty) < Vi (u, (I, dD)).
(P5) Por la monotonia de VJK ) [a, b] se tiene

V;"(/.)(u;[a,b]) = sup{V;"(/.)(u;[s,t]);s,tE[a,b],asb}.

En otro orden de ideas, para todo nimero a < V;X )(u; [a, b]) existe una particion T = {¢; ;Zo € IT* con
V;{ y(u, T) = a. Definamos 7t una particion del intervalo (1, ;] y 11 1a clase de particiones 7, entonces
g W, w :
Telly Vp(.)(u,n) = Vp(.)(u, T) = a, es decir,
V%)(u; la,b]) < sup{VJ}’,)(u; [s,t]); s,tela,bl,a< b}.

|

Dada una funcion u € WBVj(,la, b], consideremos la funcion p(-)-variacion en el sentido de Wiener
VJK) , - [a,b] — R definida por

Vol,u (0 := Vol (s [a, xD). 2.1)

Proposicion 2.2

Sea u € WBV),la, b] una funcion continua en algin punto y, € [a, b]; entonces, la funcion V;{ )
definida en (2.1) es también continua en y.

Demostracion:

Sea € > 0 y supongamos que u : [a,b] — R es una funcién continua en yy, sin pérdida de generalidad
supongamos que )y < y < b. Consideremos la diferencia V% - VJX ). (¥0). Escojamos las particiones
Py, ={a=1tyt1,....,ts=yoly Py ={a= 1o, 1n,..., I, = y} tal que

Vo, (s [yo, 1) < Vo[ (1, Py [yo, b)) +e&.




2.1. VARIACION EN EL SENTIDO DE WIENER.

Luego, sea 6 tal que |u(y) — u(yp)l < € para 0 < y— yp < 6 el cual se satisface por la continuidad de u en yy.
Por definicién de VPVK)(LL; [a, b]) existe una particibnr:a=fy <ty <...<t, =bye>0tal que

n
Vo, (s a, b)) < Zl lu(t)) — u(tj-) PN +e.
]:

Entonces para este y, se tiene que

m S

D luley) = iP5 = 3 ) = w77

=1 i=1

m N

u(t)) —ult;i—DIPY 0+ Y Jult) — ult-)IPS0 = Y Ju(t) - u(ti— PV

k

2|

j=1 j=k+1 i=1
k

2|

j=1

< u(t;) — ultj—) PS5 + |uy) — ultp) PO
m S
+ ) ule) = ultj- )PS5 = Y julty) — u(ti-|PE
j=k+1 i=1
w m S
< ViHwP)+ Y lule) —ult-n)IPP0 = 3 fult) - u(ti-1)| PPy
j=k+1 i=1
m+n S
< 3 lult) = u)IPE) e = 3 ulh) - ulti P
k=1 i=1
<

Vol (w3 1yo, 1) + & = V.1 (u; [y, b1)
n
= Ju(y) - u(yo)|PPer + Zz|u(rj) — u(t;- )P +26 = VT (u; [y, b])
]:
gProy) 4 2¢

< 3max{eP®or) g} = ¢1.

Proposicion 2.3
Sea {u,} € WBV)y(,la, b] una sucesion tal que u, converge a u casi siempre, con u € WBV),,la, b].
Entonces
w PR w
||u||p(.) = hrllgg.}f”un”p()

es decir, la norma de Luxemburg es semi-continua inferiormente en WBV),(,[a, b].

Demostracion:

Sea a € R tal que a < VY (%;[a,b]) para A > 0. Por la Definicion 2.1, para todo f € R con a < f§ <

p()
VJK ) (%@, bl) existe una partici6n seleccionada 7* = {t;}_ de [a, b] tal que
Wl . m |1 pxi-1)
V6 (3m)= Y| ) =~ utti-0) > p.
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Por la convergencia puntual de u; a u existe ny € N tal que

2 (ﬂl/p(xi,l) _ al/p(xi—l))

[up(f)—u(®)| <6 := 2ml/p(xi-1)

paratodon=ny, ten* y t; <x; < tj4y1, i =0,1,...,m—1. Por la desigualdad de Minkowski, se tiene que

W m |1 p(xi-1)
B = Vp()( ) Z —(u(l‘i)—u(l‘i—l))
m p(xi-1)
= _[(u(tz)_un(tl 1) = (Un(t) — un(ti-1)) + (U, (8;) — u(ti—1))]
m 1 p(xi-1)
= [ —(u(t;) —up(ti-) |+ (un(ti)_un(tifl)) + Z(un(ti)_u(tifl))
i=1
m p(xi-1) xl P m|q pxi-1) p(X1-1>
< || X |5 @) — up(ti-1) +[ 2 |= Wa(t) — up(ti-1))
i=1 A i=1 A
1 p(xi-1)
m |1 pxi-1)\ P
+ D0 |5 (Wa(tio1) — ulti1)
i=1 A
1
) ; (xXi-1)\ poe;_p . s
m |1 A(ﬂl/p(xl,l)_allp(x,,l)) 14 i-1 m p(xi-1) plxi—p
= (lzl I( 2m1/p(xi71) _ (un(tl un(ti—l))
Up(ein) _ o1 pler)) | [P0 760 Pl
mi1fA pXi-1) _ gL/ p(Xig iU\ p-1
(2[1(a0 )
=iA 2ml/pxi-1)
. u xl‘ p(xi-1)
< [/}n(x, D —awz D +(VJ{)( )Ln n*))p( v , paratodo n= Ny,

por lo tanto

Uy u
a< VJ{)( e *)SV%) (Tn,[a,b]), para todo n = Nj.
un_ .
Asi a<nl>n]\f,0 Vp()( 1 ;la, b]),es decir,

a <liminf V"V (len;[a, b])-

n—oo PO
Aplicando el limite cuando « tiende a VW (MT [a, b]) se obtiene que V;X ) €s secuencialmente semi-

continua inferiormente, es decir,

VW (/1) < hrgrllor.}pr() (%),

siuy€ R@P peN y nlirP un(x) = u(x) para todo x € [a, b]. Por la Definicion 2.3 se sigue que
—+00

w
[lul|

e w
p() = hrllg})rolfllunllp()
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Para concluir con la serie de propiedades sobre las funciones pertenecientes al espacio WBV),(,[a, b], se
presenta a continuacién dos resultados que se refieren a la regularidad y la acotacién de estas funciones.

Proposicion 2.4
Sea u € WBV),la, bl, el conjunto de puntos de discontinuidades de u € [a, b] es al menos nume-
rable.

Demostracion:

Sea u€ WBVjy(,la, b], por el Lema 1 en [72] la funcién u tiene limites por la derecha y por la izquierda en
todo punto de [a, b]. Sea 7* una particion seleccionada del intervalo [a, b].

Sea A, el conjunto de puntos ¢ de discontinuidades por la izquierda de u € (a, b] tal que
1
lu(e) —u(t-0)| > —.
n

Supongamos que Aj es infinito, para todo m existen puntos f; < fy < -+ < fp;;, CON fp; € Ay para j =
1,2,...,m.

Asi, existenpuntos {; < f3<-- <1 talquea< h < h<B3<H<---<bpm1<bm=by
1
lu(tzj) — u(tz2j—1)1> e

Entonces

m

VJ}/)(ku) = Z (klu(tzj)—u(tzj_l)l)p(xj,l)

(-
—

1\P&xj-1)
> ) (k—) — oo cuando m — oo
=\ 'n
j=1

(o]

lo cual es una contradiccion porque u € WBV),la, b]. Por lo tanto el conjunto U A, de discontinui-
n=1
dades por la izquierda de u € [a, b] es al menos numerable. De manera similar se demuestra para el

conjunto de puntos de discontinuidades por la derecha de u € [a, b].

|

Para concluir esta seccion se demuestra que todas las funciones pertenecientes al espacio WBV),,[a, b]
son acotadas.
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Lema 2.6
Si u € WBVy(,la, bl entonces u es acotada.

Demostracion:

Sean u € WBV),la, b], n* una particién seleccionada del intervalo [a, b], para cada j, {j <xj<tj;1y
supongamos que u no es acotada, entonces

lim u(t;) = oo.
J—00

Como

Vol ) = u(t)) - u(a)| P

entonces
1/p(xj-1)
(ot @) " = jute)) - u@) = Juep) - Ju(a)
por lo tanto
1/p(xj-1) .
(V%)(u)) ! +|u(a)| = |u(tj)| — oo cuando j — oo

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto u es acotada.

Caracterizacion

W. Sierpiniski (1933) en [161] demuestra que una funcién u : [a, b] — R es una funcién regular si y solo
si es la composicién de una funcidén creciente y una funcién continua. Este es un resultado el cual rela-
ciona las funciones regulares con las funciones continuas. H. Federer (1969) en [53] demuestra que una
funcién es de variacién acotada si y solo si es la composicién de una funcién Lipschitz con una funcién
monétona. V. V. Chistyakov y O. E. Galkin (1998) en [38] obtienen un resultado similar para funciones de
p-variacioén acotada con p > 1, los autores demuestran que una funcién es de p-variaciéon acotada siy
solo si es la composicion de una funcién no decreciente con una funcién Holderiana. En esta seccién se
demuestra que una funcién es de p(-)-variacién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable

siy solo si es la composicion de una funcién no decreciente con una funcién Hélderiana con exponente
1

variable, con exponente igual a 50
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Definicién 2.4
Una funcién g es continua Hélder de exponente y, donde y(-) es una funcién positiva tal que
0<y(x)<1,si
g (t;) — g(ti—)| = Clt; — tj—y |V

para todo x;_; € [0,1]. El menor namero C que satisface la desigualdad anterior es llamada la
constante Holder de g y se denota por H(g).

Teorema 2.8

La funcién u : [a, b] — R es de p(:)-variacién acotada si y solo si existe una funcién no decreciente
y acotada ¢ : [a, b] — R y una aplicaciéon Hoélderiana v : ¢([a, b]) — R de exponente y = 1/p() y
H(v)=<1talque u=vogpen la,b].

La demostracién de este Teorema esta contenida en los dos Lemas siguientes:

Lema 2.7
Si ¢ : [a,b] — R es mono6tona acotada, v : ¢([a, b]) — R es Holderiana de exponente y(:) = 1/p(-) y
u=vo(,entonces u € VJK) [a, b].

Demostracion:

Asumamos que ¢ es no decrecientey que u = vog, como ¢([a, b]) = [p(a), p(b)] envirtud de la propiedad
de cambio de variable (P4) del Lema 2.5, se tiene

Vihwlab) = Vi wog;la, b))
Vol (i g(la, b))
AT IORI)

Si T = {£;}" , es una particién de [¢(a), ¢ ()]

m
VJK)(U, T) = sup Z lv(t;) — y(l’iil)lp(xi—l)
T i=1
m
< sup Z cpxi-1) |t — ti_1 Ip(xi,l)y(xi,l)
T i=1

m
= ) CPO it — 1]
i=1

< CPY)(p(b) - p(a)),
donde ¢(a) < x, < @(b). Por consiguiente, por la acotacion de ¢
V;‘{,) (u, [a, b)) < CPY ((b) — ¢(a)) < oo paratodo a,be [a,b].

Si ¢ es no creciente la demostracién es similar.
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Lema 2.8

Sea u : [a, b] — R una funcién de p(-)-variacién acotada. Entonces existe una funcién no negativa,
no decreciente y acotada ¢ : [a, b] — Ry una aplicacién Hoélderiana v : ¢([a, b]) — R de exponente
Y() =1/p(-) y de constante Holder H(v) < 1, tal que

(1) u=vogpen [a,b].
2) v(p(la,b)) = u(la,b]) enR.

@)V, e(la b)) =V} (ula,b)).

Demostracion:

Sea ¢ una funcién definida por ¢(t) = VPV}’. ,(u, a, t]); por la propiedad (P2), del Lema 2.5, la funci6n ¢
estd bien definida, es no negativa, acotada y no decreciente. Si 7 € ¢([a, b]) denotemos por

¢ (1) ={tela,bl: @) =1}
la imagen inversa del conjunto unitario {7} de la funcién ¢. Definamos la aplicacién v : ¢([a, b]) — R
como sigue
Site@(la,bl) = [p(a),p(b)], entonces
v(t) = u(t) paratodo te (p_l (7). 2.2)
Por las propiedades (P1) y (P3), del Lema 2.5
u(®) = u()P*) < VI (w11, 81)

Vol [a, s1) = Vi, (u, [a, 1])

p
@(s)—(1).

IA

La representacion de u en (1) se sigue de (2.2), porque si ¢ € [a, b], entonces T := @(t) € [@p(a),p(b)] ¥
te (1), asique

u(®) =v(@) =vip() = (vop)(1).
Las afirmaciones en (2) y (3) se sigue de (1) y la propiedad (P4) del Lema 2.5. Ahora para demostrar que
v es Holderiana se tiene que

ANCATIORIN

Vol (wog;la, 1))
Vo, (s la, 1)
(1)

= T.

Por lo tanto, si @, § € [¢(a), p(D)], para a < f, entonces por (P1), (P3) y el Lema 2.5 se obtiene

() - v@P*) < VT (wila, Bl
< V) wla ) -V, (w;la a)
= ﬁ—a,

entonces |v(B) - v(a)| < |B—a|'/Pd) = | B — q|Y6a),




2.2. VARIACION EN EL SENTIDO DE WIENER-KORENBLUM.

2.2 Variacion en el Sentido de Wiener-Korenblum.

En esta seccién, como contribucién al tema de variacién acotada generalizada con exponente varia-
ble; se define el espacio de funciones de p(-)-variacién acotada en el sentido de Wiener-Korenblum con
exponente variable (Ver [112]), el cual generaliza la nocién del espacio de funciones de p(-)-variacién
acotada en el sentido de Wiener con exponente variable en [a, b] y se demuestran algunas propiedades
para las funciones pertenecientes a este espacio.

y |u(t) - u(s)| Pt
Alo largo de esta seccion, se denota por  Kwp(x,,) (&, [a, b]) = sup 1 t,s€la, bl ¢,

=

O. Mejia, N. Merentes, J. L. Sdnchez, M. Valera Lépez (2016) en [112] introducen la nocién de espacio de
p(-)-variacion acotada en el sentido de Wiener-Korenblum con exponente variable como sigue:

y por X;s un niumero entre [, s].

Definicion 2.5
Sean p: [a, b] — (1,00) una funcién, n:a=t) < t; <--- < t; = b una particiéon del intervalo [a, b], x
una funcién distorsién y u : [a, b] — R una funcién. Se define

n
(xj-1)
lu(ty) — u(tj-1)|""

w %y _ j=1
KO'p(_)(u,JT )=

= [t
ZK( b-a )

j=1

w _ w
KV () =KV

w

(u;[a, b)) := s;pkap(,)(u,n*)

donde n* es una particion seleccionada del intervalo [a, b], es decir, una particién del intervalo
[a, b] junto con una sucesion finita de nlimeros Xy, ..., X,—1 sujeta a la condicién que para cada i,
ti < x; < ti+1. Enel caso en que KV’% (u; [a, b]) < oo, se dice que u tiene variacion acotada Wiener-
Korenblum con exponente variable (o p(:)-variaciéon acotada en el sentido de Wiener-Korenblum)
en [a,b].

El simbolo KBV;’}/_ yLa, b denota la clase de funciones de p(-)-variacion acotada en el sentido de Wiener-
Korenblum con exponente variable en [a, b].

@ Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién

1. Si se considera p(x) = 1 para todo x en [a, b], entonces KBVPV{) la,b] = xBV]a,b], es por
esto que en la definicién anterior se considera 1 < p < co.

2. Si p(x) = pparatodo xen [a,b] y1 < p < oo, entonces KBVPV{) [a, b] =xBVyla, b].
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En el pr6ximo ejemplo se presenta una familia de funciones pertenecientes a la clase KBVJX yLa, bl.

Ejemplo 2.1

‘ /
Sea u:[0,1] — R una funcién tal que u € clio,1] y |t/ (x)| < L para x € [0,1] y L < co. Entonces, por
el Teorema de Valor Medio, existe c;, tal que

Z lu(t;) — u(ti_l)lp(xi—l)

IA

n

) — u(ti_ p(xi-1)
i (r,—rl 1) i;'u( i) = ulti-1)|
i1 \ b-a

u (C )lp(xz 1)|t —t 1|P(xz 1)

Il
i NgF

IA

n

Z (xi—l)lti _ ti_1|p(xi’l)
= Lo Z |8 — 251 /P55 = L.
i=1

Por lo tanto, u € KBVJ‘(/.) [0,1], donde LPYi-V < L4 para todo ¢; < x; < tj41.

Con respecto a la definicién previa se presentardn algunos resultados referente a las funciones pertene-
cientes a la clase KBVW) [a, b].

2.2.1 Propiedades de la Clase

Teorema 2.9
Sea p : [a, b] — (1,00) una funcién admisible y x una funcion distorsiéon entonces W BV, la, bl <

w
KBVP( ) [a, b].

Demostracion:

Sean p : [a,b] — (1,00) una funcién admisible, u € WBV),(,la, b] y n*ra=t)<n<--<t,=>buna
particién seleccionada del intervalo [a, b]. Entonces, por la subaditividad de «, se tiene

n

2 lultp) —ult-nIP < V)
ti—ti—1
= VW,(u)K I )
n ti—tiq
< V;{)(u)zlk(] - )
]:

Asi,
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3 lult)) - u(tj—p)| P

a1
(- 1)
Z ( b—a

=1

w
< Vo0, ().

Entonces, si se considera el supremo del lado izquierdo se tiene que
w w
KV, =V, @),

por lo tanto, u € KBVJK) la, b] asi WBV),(,la, b] c xBVY [a, b].

p()

O

Ahora, en el siguiente teorema, se demostrard que la clase de funciones de p(-)-variacién acotada en el
sentido de Wiener-Korenblum tiene estructura de espacio vectorial.

Teorema 2.10

Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién admisible, entonces KBVJZ ) [a, b] es un espacio vectorial.

Demostracion:

Sean u,v € KBVJ{)[a, b], entonces para cada particibon 1:a=t) < t; <--- < t, = b de [a,b] y 7" una
particion seleccionada del intervalo [a, b], se obtiene

|(u+ v)(E)) — (u+ v)(£j-1) [P = lu) —u )l + 1) - v(tj_1) 1PV

N N

lu(t;) — u(tj—) PS50 + o (t)) — v(tj—p) [P

i (t]b—t]al)

i=1

zp(xj—l)_l

Sumando desde j =1 hasta j = n se obtiene

Z [(u+v)(tj) — (u+ U)(tj71)|p(xj—1)
=1

L )
[ n
2 2PE 0 ey — (e PEY || Y 2P0 () - v P
j=1 j=1
£ £
b-a b-a

j=1

IA
+
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Como p es acotada, entonces existe M > 0 tal que 2P%i-V~! < M para todo tj-1 < xj < tj, porlo tanto

Z l(u+v)(t)) — (u+ ) ()P
j=1

j=1
Zm(t,)—u(t] P[P Z|v(r])—v(tj P[P
<M T M| o

En otras palabras, si u,v € KBV’;’}’ yLa, bl, entonces la funcién u + v es de p(-)-variacién acotada en el

sentido de Wiener-Korenblum con exponente variable en [a, b] y

p()(u+ v,[a,b]) < ( Vlf‘(/,)(u, la,b]) +x p()(y (a, b]))
Por otro lado, como p es acotado, entonces existe L > 0 tal que
n
Y @ () = (@w) (£ )P
j=1
2]
j=1
n n
N R U e B PMUG L URY
Jj= =
= <L

2o e

i=1

Por lo tanto, au € KBV% yLa, bl. Asi, se tiene que KBVJX yLa, b] es un espacio vectorial.

Proposicion 2.5

Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién admisible, la variacién KVJX (5 [a, b) es convexa.

Demostracion:

Sean u,v € KBVW)[CZ bl y a € R. Por el Teorema 2.10 se tiene que au € kBV [a, b]. Como, para s > 1, la
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funcién ¢t =0, t — t° es convexa, entonces se tiene que

((1-@u+av)(t) - (1-a)u+av)(tj_y)|PH-D
- fj—fj—l)
];K( b—a

(1 - @) ult)) + av(t)) — 1 — @) ultj-1) + av(tj_y)[PE-D

iK Lj—tj1

(1= @)l ult)) — ultj-)| +alv(t) + v(tj—y)|PE-V

= n
55
j:1 b_a
) — . (xj-1) , . (xj-1)
< (1—0{ |u(t]) u(t]—l)lp i1 |U(l'])+l}(f]_1)|p i1

+a
u (tj—t] 1) L (t]_tj 1)
2 b-a = b-a

Asi,
KV (- @)u+av;(a, b)) < (1 - @) V[ (s a, b)) + ax V) (v; [a, b)).

a

Con la préxima definicién, el cual es la norma para el espacio KBV;\({ yLa, b], se garantiza que es un espa-
cio normado.

Definicion 2.6
Sea u : [a,b] — R una funcién que pertenece a KBV ,la,b]. Se define el funcional || - \w
1<BV )[a b] — R por

Kp()

Nl 1= (@) + py ) (W), uEKBV,,V}’,)[a,b],

xp(-)

donde p’;(.)(u) = 1nf{}t >0: KV;A(/) ()L) < 1}.

Por la definicién previa, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.11

(KBVW la, bl |-l es un espacio normado.

o)
Demostracion:

Sean u,v € KBV;{) [a, b], a € R. Entonces se tiene que

@ [1-11%,, 2 0yaque |u(@| 20y ppe)(u) 20.
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(b)

; |alu
laull, |au(a)|+ir>1£{/l>0:KV%( ) }

ol
|

A
= lallu(@)|+|alinf{ —>0: x V),
A>0 | |af p

I/\

= |a||u(a)|+|a|inf{u>0: KVW( )
p>0 K

= lalllu(@)|+ ppe ()]
= lalllully,-

Por lo tanto, ||aul|V |a|||u||1‘f;(_).

xp()

(c) Sean A,y A, fijos, tales que 1, > ||u||Kp() VA, > llvl|W ; entonces KVW (/ll) <1 yKVl;"{) (/1—”“) <1.

Kp()’

Ahora,seal=A1,+A1,. Porlaconvex1daddeKVJ{)(u,[a,b])
w(Utv, _ w (Au u /L, v
KVp()( ,[a,b]) = KVP”()L niaa ;la, b])
Au wu Av wi(vV
< )LKVP()(/1 sla, b]) KVP()( U;[a,b])
< 1

Por consiguiente

|Iu+VIIKp( = (u+v)(@|+ppe(u+v)
< |u(a)+v(a) + Upe) (W) + p) (V)
<l + vl
w
Ast, [lu+vILY o s Hully o + Iy .

(d) Se demostrara que ||u||"Y . = 0siysolosi u=0.Siu=0, entonces KVW ( ) =0 <1 para todo

xp(-)
A >0, asi IIuIIKp(.) = 0. Reciprocamente, supongamos que IILtIIZ‘;(,) =0, es demr,

lu(@)| + ppey () =0

entonces |u(a)| =0y pp)(u) = 1nf{/1 >0: KVJ}’) (/1) < 1} =0, asi

es decir,

u(t])—u(t] ol

Z ( =

J
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Sin pérdida de generalidad, consideremos la particiébn n: a = t; < t, = x < t3 = b, por lo tanto se

tiene que
(|u(x) - u(an)W’ .\ (|u(b) - u(xn)"“” o
A A -
entonces
(|u<x) — u(a)l )W) o (|u(b) - u(x)| )W’) o
P) e P s
se obtiene

Hux) —u@?® =0y [ubd)-ux))"? =o.
Por lo tanto u(x) = u(a) = u(b) paratodo x € [a,b] y u(a) =0, asi u =0.
O

w

A continuaciéon se demuestra que el espacio KBVJK ) [a, b] dotada con la norma || - || e

Banach.

es un espacio de

Teorema 2.12

Sea p : [a,b] — (1,00) una funcién admisible, entonces (KBVJ{ yLa, b1, |1 - IIX‘;(,)) es un espacio de
Banach.

Demostracion:

Sea {1} nen una sucesion de Cauchy en (KBVJK) la,bl,]|- I|X‘;(.)), entonces dado € > 0, existe N > 0 tal que

para n,m = N se tiene
w
ltn = tmllyy <& n,m=z=N,

es decir
lup(a) — um (@) + ppe) (Up — ) <€, n,m=N.

Entonces
lun(a) —um(@)l <e 'y ppe(Un—um) <€, n,m=N.

Asi, paratodo t,s€ [a,b] y € > 0, se tiene que

xvW

Up— Um
p() (

;[a,b]) <1.

Entonces

( |(un - um)(t) - (un — um)(3)| )P(xrx)

Et_s SKV%)(—M”;um;[a,b])sl,
K(b—a)
por lo tanto
[ (U — Um) () = (U — ) () |]PE1) < gP Xy (%),

por propiedades de la funcién log(:), se tiene
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p(xe)logll(un — um) (1) — (Un —uR) ()1l = plxss)log(e) +log K(;:;)
r—s
< plxes)log(e) + p(xes) log K(b_a)
< plx) |log(e) +1og K( t_S)H
b—a
_ 1 t—s
= pxss)log EK(b—a) ,

entonces

(5=))

t_
|(Vn =) (1) = (Vp = vp) (8)] < ex(b—s).

log[|(vy, — vin) (1) — (v — vi) (8)] < log

por lo tanto

En consecuencia, la sucesion {v,},>1, s una sucesién uniformemente de Cauchy, en el intervalo [a, b].
Como R es completo, entonces existe una funcién u definida en [a, b] tal que

,}Elgo”n(f) =u(t), t€la,bl.

w

Ahora se demostrara que u, converge en la norma || - ||/ )

existe N >0 tal que

Como {u,},=1 es una sucesién de Cauchy

w
||un_um||1<p(~) <E, n,mZN.

Por el hecho de que {u,},>1 converge uniformemente a la funcién u en el intervalo [a, b], se tiene que

w : w : w
llun — u”Kp(-) = up— r}angoumllkp(') = nlzl—r>rc1>o||un - um”Kp(.) <g n=N.
Por lo tanto, la sucesién {u,},=1 converge a la funcién u en la norma || - ||Z‘;(.). Asi (KBVPVX) la,bl,||- ||E;(.))
es un espacio de Banach.
O

En el siguiente lema se presentan algunos resultados de las funciones pertenecientes al espacio KBVJK yLa, bl.

Lema 2.9 (Propiedades Generales de p(:)-variacion)
Sean u: [a, b] — R una aplicacién arbitraria y x una funcién distorsion. Se tiene

(P1) Minimalidad: si t, s € [a, b], entonces

|u(2) = w(s)|P*) < xwp(z, (W, [a, b)) <k V1) (u, [a, b)),

(P2) Cambio de variable: si [c,d] c Ry ¢ : [c,d] — [a, b] es una funcién mondtona (no necesaria-
mente estricta), entonces KVJK) (u,plc,d]) = KVJZ) (uoep,lc,d]).

(P3) Regularidad: KVJK)(U, la, b)) = sup{Kng_)(u, [s,t]); s, t € [a,b], a < b}.
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Demostracion:

(P1) Seana, t,s,bela,blyast<s<bh.

1) — p(xts)
lu(t) - u(s)|P*s) < sup ul) — )| :t,s€[a,bl,as<b p =Koy, (u,la,bl)

e, t—s
K(b—a)

por definicién de supremo

n
3 lule)) - ;-0

]:
KWp(x,) (U, [a,b]) =< sup

= é ( —tjl)

=xV ()(u [a, b]).

(P2) Sean [c,d] <R, ¢:[c,d] — [a, b] una funcién mondtona (no necesariamente estricta), 77y una par-
ticién del intervalo [c, d], T; = {Tj};." engy T = {t]} con tj = ¢(7 ), entonces

m

Z lu(p(t;) - u((p(‘[j_l))lp(xj—l)

KVPM(/,)(uo v, T;)) = supy

=y

m
3 lult)) - ultj_y) PV
{2
su
v i (tJ_tJ 1)
b-a

=1

KVl (u, T) < x V)T (w, @, dD).

Por otro lado, si una particién T = {tj};.”zo de ¢([c,d)), tal que tj_; < ¢; para j = 1,..., m, entonces
existe 7; € [c,d] tal que #; = ¢(7) y de nuevo por la monotonia de ¢

KV (w, T) =Vl (o, T) <k V() (wo @, [c, d)).

(P3) Porla monotonia de KV ) se tiene

KV (1, @, b) = sup {icV)¥) (s, 1)) - 5, £ € [, b], a < b}..

Por otro lado, para todo ntimero a < KVJX )(u, [a, b]) tal que existe una particién T = {tj};.": 0 € ¥,
[j < tj+1 con KV;{ )(u, T) = a, se define & una particién del intervalo [y, t;,], entonces T € 7 y

KV (w,[a, b)) = sup{KVpV{)(u, [s,2]); s, L€ [a, b], a< b}.
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Variacion en el Sentido de Waterman-Shiba.

En esta seccién, como contribucion al tema (Ver [56]), se introduce la nocién del espacio de funciones
de Ap()-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba con exponente variable, se demuestran al-
gunas propiedades del espacio y se caracterizan este tipo de funciones via composicion.

Definicion 2.7 A ,-Variacién en el Sentido de Waterman-Shiba

Sean [a, b] < R un intervalo cerrado y A una A-sucesidony p: [a,b] — (1,400) y u: [a, b] — R dos
funciones. Se definen
2 u(ts) — ulti—y) P

* py—
Ony (") =) -
i=1 12

VP90 = v wla, b)) i=supoys,, (1",
7-[*

donde el supremo se considera sobre todas las particiones seleccionadas 7* of [a, b]; es decir,
una particién del intervalo [a, b] junto con una sucesion finita de niimeros xo, xi, ..., X,—1 tal que
tj < xj < tjy1 paratodo j=0,1,...,n—1. En el caso en que Vf(‘)(u) < oo se dice que u tiene Ay(,)-
variacion de u en [a, b] (o u tiene A(,-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba).

® Note que toda particién 7 = {ty,..., t;} también puede ser vista como una unién de intervalos
n

no-solapados U Iiconl;:[ti-y, 8], i=1,...,n.
i=1

Definicion 2.8
El conjunto de funciones de A,-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba es definido
como

Ap)BVia, bl := {u: [a,b] — R|3 6> 0donde V" (%) < oo}.

@ Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién
1. Sise considera p(x) =1 para todo x € [a, b] entonces
ApyBVla,bl = ABV|a,b),
por estarazon, en la Definicién 2.7 se considera 1 < p < co.
2. Si p(x) = p, paratodo x € [a, b] con 1 < p < 400 entonces

V{9 w) = Vi, @)?.
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Lema 2.10 (Propiedades Generales de la A,(,-variacion)
Sean A una A-sucesion, p: [a, b] — (1, +00) una funcién admisible y u : [a, b] — R una funci6n.

(P1) Minimalidad: si s, ¢ € [a, b] con s < t, entonces

lu(t) — u(s)|Pst)
Ast

<V w).

donde x;s es un nimero entre [z, s] y As; es el correspondiente término en la sucesién A aso-
ciada a toda particién & que contiene a [s, t] como subintervalo.

(P2) Monotonia:sis,t€[a,b] cona<s<t<bhb,entonces
VP9 1a,s) < VPO wsla, ), VIO @i b) < VO wsts, )y VPO wsls 1) < VPO s la, b))

(P3) Semi-aditividad: si c € [a, b] entonces

VA" s la b = Vi s la, el + Vi s e, bD.

(P4) Cambio de variable: si [c,d] c Ry ¢ : [c,d] — [a, b] es una funcién mondtona (no necesaria-
mente estricta), entonces

VI (e, dn) = VP wo s lc,d.

(P5) Regularidad:
Vi wsla,b) = sup{V7 il 15, t € [ bl s < of.

Demostracion:

La demostracién de estas propiedades se obtienen haciendo uso de un argumento similar presentado
enel Lema 2.5.
O

Propiedades de la Clase.

A continuacién se presentan algunos resultados del funcional Vf © () que se necesitard més adelante
para demostrar que A, )BV[a, b] es un espacio vectorial.

Teorema 2.13
Si A es una A-sucesion, p : [a, b] — (1,4+00) una funcién admisible y u : [a, b] — R una funcién
entonces

1. VPP (up = v} (w) para todo u € Ay BVIa, bl.

2. Si 1 > B, entonces Vf(') (ﬁ) < Vf(') (ﬁ—”z) para todo u€ Ap)BV|a,bl.

3. Vf(') es convexa.
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Demostracion:

Seanwm:a =1ty <t <--- < t, = b una particiéon del intervalo [a,b] y n* una particién seleccionada.
Entonces

1. Se obtiene usando el hecho de que
Nu(e)| = lu(t- DI < lue;) — ut;-1)].
Ademads que si u € Ay()BV|a, b] entonces |u| € Ay BV|a, b].

2. Sea f1, B2 tal que B; > B,. Entonces,

u u pxi-1) 1 p(xi-1)
— (Fi)—(—)(ti— ) = | =lult) —ult- ))
’(ﬁl) pr) i py 1)~ i)
1 p(xi-1)
< |z luls) —ulti-y) )
’leu u(ti-1)|

p(xi-1)

- (s
,32 1 ,62 i-1
Dividiendo por 1; y considerando el supremo sobre todas las particiones seleccionadas 7* se ob-
tiene
g u g u
()2}
MBI TN B
3. Seaa,f=0talque a+f =1y u,ve Ay,BVla,b]. Usando la convexidad de la funcién h(z) =
t% a=1 setiene que

l(@u+ Bv)(£) — (@u+ Bv) (£;-)|PF-D

la(u(t;) — u(ti—1)) + B(v(t;) — v(t;_))|Pei-1)
(alu(t;) — ulti-)| + Blu(t) — vt PV
alu(t) = u(ti-)IPE + Blu(s) - viti) P,

IA

IA

Asi

[(@u+ Bv) (1) — (@u+ Bv) ()| P
Ai
amu»—uuhnwuﬂ> lv(t;) — v(ti—1) [P
Ai Ai '

Consideremos el supremo sobre todas las particiones seleccionadas n* se obtiene finalmente

VP % u+ By <av!w +pvIOw.
O

Ahora, se demostrara que el conjunto de todas las funciones de A (,-variacion acotada en el sentido de
Waterman-Shiba, en el intervalo [a, b], es un espacio vectorial.
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Teorema 2.14

ApyBV]a, b] es un espacio vectorial.

Demostracion:

Sean u, v € Ap)BV|[a, bl y supongamos a, § € R. Entonces, existen 1, 82 > 0 tal que

Vp()(ﬁ1)<oo v Vp()(ﬁg

Sea ﬁ :=méx{p1, B2} > 0. Por la propiedad 2. del Teorema 2.13 se obtiene

=V (ﬁ1)<°°

J<co.

Vp()

pe) |V
VA —

g v
< Vf() (—) < 00.
2
Sia=p=0,au+pv=0€ Ay, BV][a,b]. Supongamos entonces que a #0 6 f # 0.

Sean u = (la| + Iﬁl)ﬁ > 0y 7" una particion seleccionada de [a,b]. Dados u,v € A, BV|a,bl y i €
{1,2,...,n}, se obtiene

la(u(t;) — u(ti-1)) + Bv(t) — v(t;i-1)l
lallu(t;) — u(t;i—DI+1Bllv(t) — viti-1)I.

[(au+ Bv)(t;) — (au+ Pv)(t;-1)|

I\

Asi,
lal 1Bl

<_|u(t1)_u(tz DI+ —lv(t) —v(t-1)l,
p p

au+ﬁv)(ti)_(au+ﬁv)( =
H H

lo cual implica que

au+ fv au+ fv

( P )(ti)—( P )(ti—1)
H H

| _lal Iu(ti)—u(ti—l)l 1Bl Tv(t) —v(ti-1)l
~\lal+1pl B Tlal+ 1B

p
p(xi-1) p(xi-1)
|| lu(t;) — u(ti—1)l lv(t;) — v(tz Dl
|a|+|ﬁ|

p(xi-1)

p(xi-1)

= Tal+ 1Pl F
— |(X| E (t')— E (t. ) p(Xl V |ﬁ| E (t')— E (l" ) p(Xi_l)
al+181\g) " \g) ! laripi|\g) T B)

De modo que,

(282 1) - (22 (15 1)| p _ lal

(2) 0 () |
Ai T al + 1B .
1Bl (%)(ti) (%)(tz 1)|l!7(xi,1)

+
lal+ 1P Ai
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Considerando el supremo sobre todas las particiones seleccionadas n* de [a, b] se tiene que
au+pfv a g u a gV
p )s o Vf“ = |+ Ll Vf() —| < oo
K la| + 1] B) lal+1Bl B

au+pfveA,yBVia,bl.

p()
VA

Por lo tanto

Asi se concluye que Ap)BVa, b] es un espacio vectorial.

Definamos el funcional | - ||z, : Ap()BV[a, bl — R por

140]

lulla,, :=lu(a +inf{ﬁ >0: Vf(') (%) < 1} para cada u € ApBVla,b].

Ahora se demostrard que || - ||A,,(,) define una norma en Aj)BV|a, b].

Teorema 2.15

(ApBVla,bl; |- ”Ap(-)) es un espacio vectorial normado.

Demostracion:

Sean u,v € Ap)BV[a,bl, a e Ry A = {A;};>1 una A-sucesion.

1. Por definicién
lulla,, =0, para todo u€ ApBVla, bl.

2. Sia=0entonces |aullp ., =lalll uIIAp(‘). Supongamos que a # 0. Entonces,

p)

|au(a)|+1nf{,6>0 Vp() (%)

e ulla,,

= lallu(@|+int{ p>0: V/"

Iul =

|l

LAY E
|al A

= |allu(a)| + |alinf &

)
E
i

p—

= |af (Iu(a)|+inf{,3>0: Vf(') %) <

lalllulla,,-

3. Sea f31, 82 > 0tal que
B >inf{,3 >0: VPV (%) < 1} =
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B2 > inf{ﬁ >0: v (%) < 1} = Cy.

Asi, por definicién de infimo, existen f1, - tal que

A . u
C1<,61<,31 con Vf() A—)Sl
p1
y
~ . v
C2<ﬁ2<ﬁ2 con V[()() B_)SL
2

entonces, haciendo uso de la propiedad 2. del Teorema 2.13, se obtiene

yPO (i) <1 y vV (i) <1
A B Yo B2

Consideremos ,3 :=f1+ B2. Yaque Vf Y (u) es convexo

g u+ y[Pru Pav
VAp() ' _ V/;\a()(_Al_JF_AZ_)
B BB B P2
B p(~)(u) B1 p(-)(U)
< vPY L= |+ VP =
Bi+pa N \B1) P+ N \B2
< 1,
consecuentemente,
. . (utv
lutvln,, = lw+v)@l+nf{s>0:v) (T)sl}
< |u(a)+va)|+p
< |u(@)|+ p1 +Iv(@)| + Po,

como By f2 son arbitrarios, particularmente para 8; = 82 := 1/2n, con n € N, se obtiene

1 1
lu+vla,, = lu@l+C+_—+v@l+C+—
2n 2n

1
lu(a)| +C1 +|v(a)| + Co+ —,
n

consideremos el limite cuando n — +oo, se obtiene

A

lu+via,, = lu@l+C+lv@l+C

el A, +I1vlA

pe) pe)*

4. Ahora se demostrard que | u| o

=0 siysolo si u=0. Notemos que si u =0, vPo (%) =0<1para
todo >0, asi que

pe) A

inf{ﬁ>0:v/(’(') (%) < 1}:0
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y como u(a) = 0 se tiene que ||ulla,, = 0. Supongamos ahora que || ul 5, = 0. Entonces
; LyPO (Y _
lu(a)| +inf{ f>0:Vy B <1, =0,

el cual implica que
_ : R ORI _
lu(@)=0 vy 1nf{,6>0. vy (B) < 1} =0.
Ahora bien, si inf{ﬂ >0: Vf(') (%) < 1} =0, dado £ > 0, existe 0 < § < € tal que
A

(2] =0 (%) <1

Esto implica que Vf © (%) <1, para todo € > 0, particularmente para0 < e <1,

ROw=v=) = vi?(e<+a-eo)

IA

evPV (%) +(1-29 V0

IA

E.

Asi,0< Vf(') (u) < ¢, paratodo € > 0y esto implica que
POy =
v w) =o.

Ademaés, sin pérdida de generalidad consideremos la particionn:a = fy < t = x < t, = b, de donde
se obtiene que
lu(x) - u@P®  |u(b) - u(x)|PY
A " 2

entonces |u(x) —u(a)l =0y |u(b) —u(x)| = 0 asi que u(x) = u(a) = u(b), paratodo x € [a,b] y como
u(a) = 0 se obtiene que u =0.

=0,

O
Teorema 2.16
Sean p : [a,b] — [l,+00) una funcién admisible y A una A-sucesién, entonces
(ApBVla,bl; |- ”Apm) es un espacio de Banach.
Demostracion:

Sea A = {1;};>1 una A-sucesién y supongamos que {u,},>1 €s una sucesiéon de Cauchy en el espacio
(ApoBVla,bl; | - IIA,,(A,)- Entonces, dado € > 0, existe N > 0 tal que para m, n = N se tiene que

&
” un - um”Ap(,) = E!
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es decir,

Iun(a)—um(a)|+inf{/3>0: V/’f(') (%) < 1} < g

€
Asi|uy(a) —upm(a)l < 2y

Up— Um
B

entonces, por la definicién de infimo y la propiedad 2 del Teorema 2.13,

N fUn—U
VPO (i) <,
el2

. &
inf{ﬁ>o:vf”( )51}<§, n,mz=N;

Sean s,t € [a, b] fijos con s < t y consideremos, sin pérdida de generalidad, la particién seleccionada
T :a=Ily<Xxg<hh=S<X1<lbh=1t<Xp<I3=h.Sea M =max{A,, 1}, entonces

(1 — ) (£2) — (U — ) (11)] )WI’ (|(un — Um) (1) = (Up — Um) (t;—1)] PV

el2 3 el2
<
A lzzi A
< VK](.) (un um)

por lo tanto,

(U, — tm) (£2) — (U — ) (£7) PPV < (g)p(xl) < (E)p(xl) M

£ p(x1)
(1, — ) () = (U — ) () [PV < (5 M) !
de modo que
[(Up — um) () — (U — Uum) (S| = M%, paratodo s, f € [a, b].

Sea s = a fijo,
[Un () — Uy () — (up(a) — um(a))| < Mg, para todo £ € [a, D]

y como |uy(a) — u,(a)l < €/2 se obtiene

[Up () — U ()] [Un (1) — up(a) + up(a) + um(a) — um(a) — upy (1)

< Nup(t) = um(®) — (up(a) + up (@)l +luy(a) — uy(al
< M£+E
2 2
W-’-%, paratodo t€ [a,b].

Por lo tanto, {u,},>1 s una sucesion uniformemente de Cauchy en el intervalo [a, b]. Como R es com-
pleto, existe una funcién u definida en [a, b] tal que

Iim u,(t)=u(t), tela,b).
n—+oo
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Ahora, se demostrara que {u,},>1 converge en lanorma || - || A,- Notemos que
ltn = ullr = ltn(@) — u(a)] +inf{,3 >0: vV (%) < 1}. (2.3)
Como |uy(a) — um(a)l < /2y considerandose el limite cuando m — +oo se tiene que
luy(a) —u(a)l<el/2, n=N. (2.4)
Por otro lado, consideremos la particion seleccionada
fra=tg<xg<fHh < <tp1<Xp_1<tpr=h

ysea n = N fijo. Entonces,

|1 () — w(t;) — (Up(ti-1) — u(ti—1))] )W“)
k el2
i=1 Ai

(|un(m — U (27) — U (ti-1) = U (2i-1))] PV

el2

m—+oo * A

esto implica que V/ © (*25%) = 1y porlo tanto
» PO (U= U €
inf{5>0: VO (=) =1f = 2. (2.5)

De la ecuacion (2.3) y haciendo uso de los resultados (2.4) y (2.5) se obtiene

£
IIun—ullAp(_) < +§:€, n=N.

N ™

Asi, la sucesion {u,},>1 converge a la funcién u enlanorma || - |5, ., y de esta manera se obtiene

140l
(ApBVia,bl; - la,,)

es un espacio de Banach.

Caracterizacion

Siguiendo el resultado obtenido por V. V. Chistyakov y O. E. Galkin (1998) en [38], se demuestra que una
funcion es de Aj(,)-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba si y solo si es la composicion de
una funcién continua y estrictamente creciente y una funcion A)-variacion acotada en el sentido de
Waterman-Shiba.
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Teorema 2.17

Si ¢ : [a,b] — R es una funcién mondétona y acotada, g : ¢([a, b]) — R es una funcién Hélder con

1
exponente variable y(-) = m y u=go, entonces u € ApBVla,b].

Demostracion:

Sea A una A-sucesién. Supongamos que ¢ es no decreciente (en el caso en que es decreciente se procede
de manera anéloga). Entonces, ¢([a, b]) = [¢(a), p(b)] y por la propiedad (P4) del Lema 2.10 se tiene que

(U ) (8o .
Vf() (E, la, b]) = Vf() (%, [a, b]) = V[’\g() (%;(p([a, b])) para todo C > 0. (2.6)
Como g € H'Y, existe C > 0 tal que
1g(t1) — g(ti-)| = Clt;— t;—1 "™ paratodo x;_; € [a, b],

esto implica que

|g(ti)_g(ti—l)| < ot }/(xi_1)
—C = |tl tl—ll
entonces,
N . (xi-1)
1g(t:) — g(ti-1)l ]p Tin1 < |ti— ti_1|p(xi-1))/(xi—1)
C
= |t;—ti-1l
asique
lg(t) — g(ti—1) ]W“)
C [ — ti1l
/ll‘ - Ai
[t; —ti_1]
< —_— 2.7
T 2.7)

Ahora, consideremos T = {f;}" | una particion de [¢(a), ¢ ()], haciendo uso de (2.7), se obtiene que
1g(t) — gt | P

m C 2o\t~ bl
S [ ——

izzl Ai ; M
@) —ea)
A1 ’

consideremos el supremo en T y usando el hecho que ¢ es acotado

po (8. 7)< PD (@
S EHE <o

Esto implica que
rO(§. _p0 (8.
V2O (Gietabn) = Vi Zilp@, p(b)) < +oo.

Asi, de la ecuacion (2.6) "
JON B
VRO (Gilabl) < +oo.
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Por lo tanto, u = gog € ApyBV([a, b).
a

Ahora bien, en el siguiente resultado, se demuestra que Aj)BV es invariante sobre sustituciones mono-
tonas de variables.

Proposicion 2.6

Dada una funcién g : [c,d] — R, sea 7 : [a, b] — [c, d] una funcién continua y estrictamente cre-
ciente con 7(a) = ¢y 7(b) = d. Entonces go1 € Ap)BV|a,b] siysolosi g€ Ay BVIc,d].

Demostracion:

Denotemos por I1([a, b]) el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, bl ysea 7™ = {xg, X1, ..., Xn} €
[a, b], entonces T* := {T(xp), T(x1),...,T(x)} € II([c, d]) y se tiene que I1[a, b] = T(I1([c, d])). El resultado
se obtiene haciendo uso de un argumento similar al obtenido en la demostracién de la Proposicién 2.22
en [3].

O

Variacion en el Sentido de De La Vallée Poussin-Wiener

En lo que sigue, como contribucién a este tema (Ver [114]), se presenta la nocién de (p(-),2)-variacion
acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener con exponente variable y se demuestran propie-
dades; asi como también, se demuestra que si una funcién es la composicién de una funcién monétona
acotada con una funcién (y(-) + 1)-Hoélder continua con exponente y(-) = 1/ p(-) entonces la funcién per-

: w
tenece al espacio BV, P(),2) la,b].

Definicion 2.9
Sean p:[a, b] — (1,00) una funcién, 7: a =ty < t; <--- < t, = b una particién del intervalo [a, b] y
u: [a, b] — R una funcién. Se definen

(i) —ulty)  w(t) —ultj—y) pxj-1)

w *
OpynU,m)= = 5

w —_yw 0 0y w *
Vip2 ) = Vipe) 2 (45 1a, DD := SUP 0 ) ) (1,7

donde el supremo se considera sobre todas las particiones seleccionadas 7* de [a, b], es decir,
una particién del intervalo [a, b] junto con una sucesién finita de ntimeros x, ..., X, sujeta a la
condicion t; < x; < tj4+1 para cada j. El caso en que W;‘?,)yz)(u) < o0, se dice que u tiene variacion
De La Vallée Poussin-Wiener con exponente variable (o (p(:),2)-variacién en el sentido de De La

Vallée Poussin-Wiener) en [a, b].




2.4. VARIACION EN EL SENTIDO DE DE LA VALLEE POUSSIN-WIENER

@ Cabe sefialar que en la definicién anterior (se considera el supremo sobre todas las particiones)

el nimero V (p),2) (1) no depende de la eleccién del argumento del exponente.

Se denota por BV, p( ).2)[@ bl 1a clase de todas las funciones de (p(-), 2)-variacién acotada en el sentido de
Wiener con exponente variable en [a, b].

Definicion 2.10
Sea u : [a,b] — R una funcion, tal que u € BV,

BV(p( ),2)

()2)[61, b]. Se define el funcional || - ”BV(I’/]V(‘)'Z)[%b] 3

[a, b] — R por

Il 0o = 10@]+ |6 (@) + nf {2 > 0V o) (551a,b1) <1} (2.8)

A

Lanorma | u|| BVY, , lab) €8 la norma de Luxemburg.
p(),2

@ Sea p: [a, b] — (1,00) una funcién.

1. Sise considera p(x) =1, para todo x € [a, b], entonces BV(y(),2)[a, b] = BVZ?[a, b, por esta
razén que en la Definicién 2.9 se considerada 1 < p < oo.

2. Si p(x) = p, para todo x € [a,b] y 1 < p < co entonces BV(y()2)la,b] = BV(p2la,bl, es
decir, el espacio de variacion acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener con
exponente variable es igual al espacio de variacién acotada en el sentido de De la Vallée
Poussin-Wiener.

2.4.1 Propiedades de la Clase

En esta seccion se presentan algunos resultados del espacio BV, 2)[a, b] y a continuacion se demostra-
rd que para p una funcién admisible, el funcional V(‘;V(_) 2 (-;[a, b]) es pseudomodular convexo.

Proposicion 2.7

Sea p una funcién admisible. Entonces V( ;[a, bl) es pseudomodular convexo.

p(),2) ('r [
Demostracion:

Paratodou e BVW o la, bl se tiene que (p( )2 0u;[a, b)) = (p() 5 (0;[a, b]) = 0. Ademas, el hecho de que
todo u e BVp()Z)[a b] implica que V, (p( 2) (au;la, b)) = (‘]’DV( 2)(u, [a, b]) cuando |a| = 1 se sigue inmedia-
tamente de la definicién.

Finalmente, Con el mismo argumento de la Proposicién 1.12 parte (3), se sigue que para a € [0,1] y

U ve BV(p( ).2) [a, b] se obtiene que

Voo @u+ 1 —ayv;la,bl) < @V, o w;la,b) + (1= @)V, 5 (v;1a, b)).
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Lema 2.11 .
. w .
Si ||u||BV(2/(-),2J[a‘b] <1 entonces V(p(_)yz)(u, la,b]) < (IIuIIBV(%Z)[a’b]) .

Demostracion:
2 s
Sea k > ”uHBV(W()Z)[a p| -Si0< ||u||BV(W(]2)[a p) = 1, entonces como por definicién
p(),2) = P2

inf{/l >0: V(I;V(‘)’z) (%, [a, b]) < 1} <llullgyw (ap

(p(),2)

se sigue que

w
V(P('),Z) (

Se tiene que para todo x € [a, b],

ila, b]) <1 (2.9)
| | u| |Bl/("’7"m,2) [a,b]

+

p

inf{a eR:|{x € [a,b]; p(x) > a}| =0}
= inf{aeR:|{x€la,b]; |p(x)|>a}| =0}
= [Iploc = px).
Por otro lado, supongamos que existe y € [a, b] tal que p(y) < p~, donde
p~ :=essinfyerq,pp(x) =sup{BER: [{x € [a, b]; p(x) < B} = 0}.
Entonces, por definicién, como p(y) < p~, se sigue que y € {z € [a, b]; p(z) < p~}. Por lo tanto
l{z€la,bl;p(z) <p } ={y} >0,

el cual es una contradiccion. Por consiguiente, para todo x € [a, b] tal que p(x) = p~.
En resumen, para todo x € [a, b], p~ < p(x) < p*.

Asi, como ||ul|gyw ap =1 se sigue que para todo x € [a, b]
(p(),2) =™

+ —

(1 )" < (1l ) < (1 |
u w <|llu w s\|lu w
BV @bl BV, @) BVipy @b

1 - 1 b
)p(x) (x € [a, b]). (2.10)

=
u w
(“ “BV(,,(.),z) [a,b]) (| [ul |BV(I;/(,),2) la,b]

Entonces, por definicion del funcional V(‘;)V(,) 5 (i la, bl), (2.9)y (2.10) se tiene que

1 n-l 1 w(tiv) —u(t;) u(t;)—u(t_y) |PXi-)
Voo @lab) = sup). P ; ry - - ]t-—t‘ ]
(“u”BV(;V(_)‘ZJ[a,b]) T j=1 (”uHBV(‘;V(_)yZ)[a,b]) JHLT ] J— b1
- o "il 1 (u(tj+1) —ulty)  ult)) - u(t,-_l)) P
B j=1 ”u“BV(‘;V(‘)'Z)[a,b] liv1—1j tji—tj-1
= V(I;;V(~),2) ( :la, b]) <1
||u||BV(Ir/zV(-),2)[“'b]
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-
w .
De modo que V., », (u;[a, b)) < (Hu”BV(;V(,)‘Z)[a,b]) .

En otro orden de ideas, si [|ullgyw |, =0, entonces
(p(),2) 2™

inf{A>0: Vi, (7ilabl) =1} =0.

como
) u
1nf{/1 >0: V(g,v(,)_z) (—/1; (a, b]) < 1} < ||u||BVw(

o, @bl

entonces, existe k' > 0 tal que

V(;V(q,z) (% la, b]) <1.

Ademds, para todo 0 < k < k/, se sigue que
wo (B, w u.
Vipo.2 (p la, b]) = Vip0,2 (@) [a, b]) =1

para todo k' < k < 1. Por lo tanto, por el mismo argumento usado anteriormente, se tiene que

1L ow wo (U
T Voo Wilab) S Vi o (ilabl) <1, 0<k<1.

Entonces,
Voo Wlab) kP, 0<k<1.

L
Por consiguiente, (V(g/(_) 2 (u; a, b] )) ”" es cota inferior del conjunto

{1500 v, (Fitabl) =1}

el cual significa que

L

(V¥ 2y wsla, b)) <inf{a>o0: V(I;,V(,)'z)(%;[a,b])Sl}SIIuIIBVw @b

(p(),2

Asi,

w ) P
Vit W la b = (11l gy 1) -

Teorema 2.18

Sean u: [a, b] — R una funcién y p una funcién admisible, entonces BV?[a, b] c BV(‘;)V(.) o la, bl.

Demostracion:
Sean p una funcién admisible, 7* una particién seleccionada del intervalo [a, b, u € BV?[a, bl y

<1},

u(tic) —ulty)  ulty) —ultj-1)

o=1jen*:
{ Lji+1—Lj lj—1tj-1
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el utjo) —ulty)  ult) = ultj-y) [P

ISR Ao bl 7] lj—tj-1

u(tjs) —ulty)  ultj) —u(tj—y) [PH-V

liv1=1j Lj=tj-1

y u(tjsn) —ult))  ult)) —ul(tj-y) p(xj71)+

jeol L1 lji—1lj-1 jdo

w(tjen) —ulty) ulty) —ultj-n)| 5 u(tye) —ult))  ult)) —ultj) [P

IA
™

jeol  Lim1 =l =t | @l -t ti—tj-1
5 mlu(tje) —ulty)  w(t)) —u(tj-q) u(tjs) —ult))  ulty) —ultj-y) plxj1)
A =tz jgol Lt tj—tj1
u(tic) —u(t)) u(t)) —u(ti_y)|Pwi-v
= VPwlabh+ Yy |—= j) ) —ul;
jgol L+l tj—tjo
Entonces,
=l u(tje) —ulty)  ult)) —u(tj—y) [P0
‘/(I;gv(.) 2)(”) = sup Z J* J _ J ]
, b £3 j_l t]+]_t] t]_t]—l
u(tiz1) —ult))  ulty) —u(tj-y) |PE-
< V@@;la,b)+sup Y |— ) j
T* jeo Ljiv1— I tji—tj-1
u(tjs) —ulty)  ultj) —u(tj—y) [PH-V

La demostracién del hecho de que sup Z

< oo la realizaremos

m jgol L1l lj=tj-1
por absurdo. Asumamos que
w(tjo) —ult))  u(t)) —u(tj-y) P
sup ¥ J I j - o,
T jdo Ljv1— I Iji—1tj1
Por lo tanto, existe una particién seleccionada 7 * tal que
w(tyen) —ult)  ul)) —ultj-n) [P0
jgol Lir1Tj lj=tj-1

Como j ¢ o0y p(x) > 1 se obtiene que

u(tjer) —u(ty)  ul(ty) —ultj-1)

Liv1=1j lj=tj-1
Pero esto se satisface solo para un ntimero finito de términos porque en caso contrario se tendria que

VOusla b= Y u(tjv) - u(t)  ult)) —ultj-1)

jgo

>Zl—>oo,

liv1 =1 lj=1tj-1 ifo

lo cual es una contradiccién ya que u € BV?2[a, b]. Entonces, si consideramos el supremo se obtiene

n=llu(tie) —u(t;)  u(ty) —u(tj—y) |PEi-)
V(I;V(,) 2)(u; [a, b]) = sup Z J I J / < oo.
' m j=il T tj=1tj-1
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Teorema 2.19

Sea p una funcién admisible. Si u € BV(I;)V(J 2 [a, b], entonces para todo c € (a, b)

V.2 W 1@, €D + Vi o (w316, b)) < Vil o (51, b). (2.11)

Demostracion:

Por la definicién de V(E/(,) 2 (w;la,c)y V(I;?V(J 2 (u; [c, b]), se tiene que para cada € > 0, existen particiones
T(ae) Y T(e,b) CON T (g,¢) i= 1A = Loyuey Iy = C} Y T(e,p) :={C = Loy by = b}, ¥ {Ej};”‘ol, {yj};;(l) sucesiones de

puntos tales que £; <X <tj1, j<yj<tjs1Ytm=C, lp=c, que satisfacen

[a
1o

m=lou(tj) —u(t;)  u(ty)—u(tj-1) pGEi-) €
y | j j)ull i ‘ S V(I;)V(,)’Z)(u; la,eD -3,
j

i=1 Ljv1—tj tj—tj

houtio) —ult)  wt) —u(tj-1) |pyi-
Z j+1 J J j-1) P w ) €
. . tim—t;  ti—t ’ > Vip,p 166D = 3.
j=1 JHL T4 JT -l

Consideremos 7 = 7(q,¢) U (¢,p) = {a = lo, ..., lr+m = b} y los puntos {z;}; := {xj};”:_o1 U {yj};;(l) se obtiene
una particion de [a, b] tal que

mar ulpe) —uly)  uld) —u) |PEY T ule) -l uey) - ult) [PURY
=L I T =1 B
L e - e ) - e |
j=1| L+~ lji—tj-1

lo cual implica que

i u(uge) - uug)  wug) = u(u) [P

Z -

j=1 Ujr1— Uj Uj—uj-1

€ €
> ‘/(2/(.),2) (u;la, cl) — 2 + V(‘;;V(.),z) (u;[c, b)) — 5 (2.12)

Sea ¢ — 0y consideremos un supremo apropiado en el lado izquierdo de (2.12), asi se deduce la desigual-
dad (2.11).

Para los resultados del siguiente lema, definamos

u(®) —u(s)  uls)—ulo)
t—sS S—0

Wp(x,s,) (U la,bl) ;== sup {

t,s,0€[a,b]

p(Xis0) }
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Lema 2.12 Propiedades Basicas de la (p(-), 2)-variacion en el sentido de De La Vallée Poussin-Wiener
Sean u: [a, b] — R una funcién arbitraria y p una funcién admisible. Se tiene las siguientes propie-
dades:

(P1) Paratodo t,s,0 € [a, b], se tiene que

u(t) —u(s)  u(s)—u(o) P(Xeso)
[=s s—0

< Wpia) (W10, b)) < Vi o (151, b).

(P2) Monotonia: si t,s € [a,bl y a < t < s < b, entonces V(‘;V(,) 2)(u; [a,t]) < V(‘;V(,) 2)(u; [a,s]),

w . w . w . w .
(P3) Semi-aditividad: si t € (a, b), entonces

Vi s la, 1) + Vi o (w11, b)) < Vi) o (15[, b).
(P4) Cambio de variable: si ¢ : [c,d] — [a, b] es una funcién monétona, entonces

Voo (wole,dl) = Vi, 5 (uog;lc,dl). (2.13)

(P5) Regularidad: V()  , (u;1a, b]) = sup {V(I;;V(.),g)

(u;[s,t]);s,t€ [a,b]}.

Demostracion:

(P1) Se obtiene que, para todo t,s,0 € [a, ],

u(t) - u(S) LL(S) — u(o') p(Xeso)
[=s s—a
u(t) — u(s) u(s) — u(o) p(Xiso)
< Up{ - i1 s,0€la,bl pi=wpx,,) (1;la, bl)
[—s s—o
m=1 y(tien) —ult;))  u(t;) —u(ti_y) [P0
j+1 j j -1 B W .
= S0P Z tiv1—t; B ti—t; = V(p(.)lz)(u: [a, b]).
Toj=1 j+1 1L =t
(P2)Seana<t<s<sbym:a=tHy<t <--<tlpm =t<---<Ilyy=s<---<I,=bunaparticién. Entonces
mbyy(tj) —u(t))  ulty) —u(tj—g) |PE-D
V(I;/gv(.) »W;la, 1) = sup ) / o j
, T* =1 tj+1 — t] t] _ tj—l
U u(tjer) — ult; Y wlt 1) P
< supmz utj) —uty)  uty) = ultj—y) PO
A I RS Bl 7 ti—tjo
+ sup mf u(tjc) —ult))  ultj)—ultj_y) |Pe-
Tt j=ml+l Ljv1—1j ti—tj
1) — ult N~ u(fe ) PG
< su mzz u(tjr1) — ult)) B u(tj) — u(tj_1) pxj
B *p ti —t; t:—t;
noj=1 j+1 j i j-1
_ W )
- ‘/(p(.)yz)(u) [a,s]).
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Los otros casos se obtienen de manera similar.
(P3) La semi-aditividad se obtiene del Teorema 2.19.

(P4) Sea [c,d] <R, ¢ : [c,d] — [a, b] una funcién mondtona (no necesariamente estricta), 7y una parti-
cién seleccionada del intervalo [¢,d], T1 = {T j};.” empgy T = {t] o con £ = (7 ), entonces

u(Q(rj1)) — ulpE;)  ule)) - ulp(rj-)) [P

Il
»
c

Vi Wwog, T1) p
P02 = Tj1 =T T Tj
ultjs) —ulty)  ulty) —u(tj—y) [P
- SuPZ tio—t; -t
T ] 1 JHL T j L1

= Voo
V(p(~),2)(ur<P([C, a)).

Por otro lado, si una particién T = {tj};.”zo de ¢(lc,d]), tal que tj_; < fj para j = 1,..., m, entonces existe
7j € [c,d] tal que fj = (1) y de nuevo por la monotonia de ¢

(p()g)(f T) (p()2)(f°(/)y Tl)< p(.)yg)(f,(P([C,d]))-

(P5) Por monotonia V(p()z)(u' la,b]) = sup{ popwlsd)istela, b]}. Por otro lado, para todo a <
V(I;V( ), 2)(u' [a, b]) tal que existe una particion seleccionada I1 = {t, o de [a, b] con V(p( (u;H) = a. De-

finamos 7 una particién del intervalo [fy, t,;;] entonces[TeTy V, /A (u, l'[) > a, es decir,

(P() 2)( ) (p(),2)

Vi (11a, b)) < sup{ V¥, o) (L5, 1); s, € [a, bl

O
Lema 2.13
Si B1 > B2, entonces V(p()z) (ﬁ ;la, b]) (p() 2 (é‘z;[a, b]) paratodo u e BV(p() yla, bl.
Demostracion:

Sean f31, B2 tal que B; > B2. Entonces, consideremos toda particién w de [a,b], t:a=t <...<t,=Db
y toda sucesion finita de nlimeros Xy, ..., X;—2 sujeta a la condicién f; < x; < t;4) paracadai < n—-2.Se
sigue que

(ﬁ—‘ﬁ)(tm)—(ﬁ—"l)(ti) (ﬁ_ul)(ti)_(ﬁ_bi)(ti_l) pli1)
Liv1 =1 B li— i
_ L Jutiv) —u(@)  w(s) - ulti-y) plxi-)
- B tis1— b ti—ti1
oL [l —u)  ut) - ultio) plxi)
APl tim—t ti—ti

(ﬁ_uz) (fi1) = (p_uz) () B (ﬁ—"z) (t;) — (ﬁ_uz) (tio1) pxi_1)

liv1— & li—ti-1
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cuando i > % Entonces, como esta desigualdad se satisface para todos los términos en la suma

n-1 (ﬁ—’ﬁ)(tm)—(ﬁ—”l)(ti) (ﬁ)(ti)—(%)(ti_l) pli-y
i:zi Liv1— 1 - ti—ti—1
n-1 (ﬁ—uz)(tiu)—(ﬁ—i)(ti) (ﬁ—uz)(ti)—(ﬁ%)(t,’_l) pi-y)
- z:zi liv1— 1L - ti—ti—y

Consideremos el supremo sobre todas las particiones, se obtiene que

wo [, LA
‘/(p('),Z) (E) [(l, b]) = V(p(-),Z) (E, [a, b]) .

La préxima proposicién demuestra que el espacio BV(‘;V(,) 5 a, b] es un espacio vectorial.

Proposicion 2.8

Sea p una funcién admisible. El espacio BV(‘;?V(_) 2 [a, b] es un espacio vectorial.

Demostracion:

Sean u,v e BV(Z,V(_) yla,bl, n* ={a=ty,..., I, = b} una particién seleccionada del intervalo [a, b] y a, § € R.

Por definicidn, existen B, B, tal que

w u . w v .
V(P('),Z) (E’ [a, b]) sl<ooy V(p(~),2) (E, [a, b]) <1l<oo.

Sea 3 := max{f1, B2} > 0. Por el Lema 2.4.1, se obtiene que

w u,
Vv(p(l)yz) (E; [a; b]

w u.,
<Vipo,2) (— la, b]) <oo

B’
w v,
< 1/(’7()’2) E, [a, b] < 00.

El resto de la demostracion se obtiene con el andlisis de los siguientes casos.

w v,
V(p(.),g) (Ey la, b]

1. Sia=p=0, entonces au+fve BV(‘;V(,) »labl.

2. Sia#0y/oB#0.Seapu=(la|+ Iﬁl)ﬁ > 0y consideremos toda particién seleccionada 7* de [a, b],
es decir, una particidn tal que para toda sucesiéon de nimeros xy, ..., X,—2 estd sujeta ala condicion
tj < Xxj < tj41 para cada j < n—2. Entonces, por convexidad de ¢”, cuando 1 < p < oo, se obtiene
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que

- (%ﬁ”)(l‘jﬂ)—(w)(t]) (au+,3v)(t]) (au+ﬁv)(t] 3 plxj-1)
j=1 Liv1=1j tj=1tj-1
el [eultie) - u)) + Btie) —v())] 1 [alu(ty) - ultj-1) + p(t) - v(tj-1)] p(xj-1)
- j=1 ﬁ Ljiv1— I _ﬁ ti—tj
3 n-1 la| u(tj+1) — u(tj) _ u(tj) — u(tj-1) +@ v(tj1) — v(t)) ~ v(t)) - v(tj-1) )p(x,-l)
jF1VH lj+1=1j tj—tj-1 poloti—ti ti—tjio
_ el 1w —u) ) - ulE-)
— T\lal+IBI Bl gt tj—tj-1
Bl 1 (vt —v(t) vt - vl [\"
|a|+|ﬁ|ﬁ tivi—t;  ti—tji )
S 35, | ( lﬂﬁ+ﬂ—ﬁﬂﬁ)_ldq)—ug}4))p@jﬂ
S lal+IBI\ Bt tj—tj-1
lil vt - v(e) v =0 ||
"lal+ 1B (ﬁ L1 =1 tj—tj-1 ) }

u(tjcr) —ulty)  u(ty) —ultj-y)
Liv1=1j li=tj-1

IA

)p(le)
)P(xj-l)

lal & (1
lal+181 =1\

|ﬁ| n—1 1
Tlal+1B] Z(ﬁ

vitjp1) —v(t;)  v(tg) —v(tj-1)
l’j+1—l'j tj_tj—l

Por lo tanto,

]1)

n-1

(S5 e = (52 (52 - (527 - ol

Li+1—1j lj—1tj-1
)p(x,-_l)
1

Bl Py
Tl 1pl & (/3 )

lal w u | B w v
Vo | Sila bl |+ =V Sla, b <
jal+ 1Bl (p()’z)(ﬁ ¢ ) jal+1pl P02 (FT =

u(tjer) —ulty)  u(ty) —ultj-y)
liv1=1; lj=tj-1

lal &
al+ ] j:l(ﬁ
v(tiv1) —v(ty)  vt) —v(gj-1)

liv1—1j - li—1tj-1

Considerando el supremo sobre todas las particiones, se obtiene que
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W au+pv || w u Bl w v,
V(p(')’Z)( M ,[a,b]) = |a|+|,3|V(p(')’2) E’[a’b] +|al+|,3lv(p(')’2) E’[a’b]

|| 1Bl
@+ 18 Talipl

< 00.

w
Por lo tanto au + fv € B‘/(p(~),2) la, b].

Las otras propiedades de un espacio vectorial se obtienen de manera similar.

Teorema 2.20

. s < w .
Sea p una funcién admisible. (BV(p(‘)'z) [a,b], ||| BVY 4 p)) €s un espacio normado.

Demostracion:

Sea p una funcién admisible. A continuacion se analizardn todas las propiedades de una norma.

1. Por la definicién de || - ”BV(‘;/(-),Z) (a,p)» S€ tiene que ||ul IBV(ZVMM'M >0 paratodo ue BV(‘;V(.),Z) la, b]

2. Para demostrar que IIauIIBV(w() Jlab] = IaIIIuIIBV(w() ,la,b) Para todo a € R, consideremos los posibles
(), ) pe), )
casos:
- Si @ =0, entonces

au =10 =0=0|lu =allu
I “BV(‘;/?V(-).z)[“'b] I ||BV<E/(-),2)[“'M I “BV(‘;V(-).z)[“’b] I ”BV(ZV(-),m[“vb]

w
paratodo u € BV(p(_),z) [a, b].
- Si a #0, entonces

) au
““””BVJ,V(A)IZ)[a,b] lau(a)| + Iauﬁr(a)l +1nf{/1 >0; V(I;,V(,)yz) (T’ la, b]) < 1}

u
= Iallu(a)l+IaI|u’+(a)I+inf{/1>0; V(;V(.),z)(z;[a,b])sl}

a

3 A u
= lallu(@|+lallu. (a)| +1nf{aa > 0; V(I;V(_),Z) (Z; la, b]) < 1}

a

A u
= |allu(a)| +allu} (a)l +ainf{a > 0; V(;V(_)’z) (Z; la, b]) < 1}

a

= lallu(@|+lallu, (a)] +ainf{ﬁ > 0; V(‘;V(,)’z) (%, (a, b]) < 1}

= all|lu w
il 1

c W . — W
asi V(p(,)’z)(au, la, b)) =aV

(p(»,» (W3 [a, b]) por definicion.
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3. La propiedad ||u + vIIBV(wM[a b = IIuIIBV(me pt ||U||BV(W”2)[(1 p) Se satisface usando el hecho de
pO2H pO2 pO2

ue|lu+vl<|ul+|v|, (u+v). |=u. + v |<|u |+]|v.|vlaproposicién previa.
q + + T UL + +1ylaprop P

4. Ahora demostraremos que ||ullgyw |, =0siysolosiu=0.
(p(),2) 2

- Si ”u“BVg,V(,),z)[a,bJ =0, entonces u(a) =0y u/ . (@) =0y

inf{4> 0V, ) (Fila,bl) =1} =o.

Por el Lema 2.11 se tiene que

w : P
Vipo,o W la, b)) < || ””Bv(;vm'z)[a,m'

w . _ p
Por lo tanto V(p(.),z)(”’ [a, b]) =0. Asi,

() — ult)) ~ u(tj) — u(tj-1) pxj-1)

sup »_ =0.

mj=il o e lj=1j-1

Por lo que, para toda particién seleccionada 7* del intervalo [a, b], que es una particién 7 = {a =
fp <....tn = b} junto con una sucesion finita de nimeros xy, ..., X, sujeta ala condicion ¢; < x; < £;41
para cada j, obteniéndose que

u(tiv) —ult)) u(ti) —u(ti_y) P& .
- L J =0 para todo jefl,...,n—-1}.
Ljv1— 1 li—tj1

u(tjv) —ulty)  u(t;) —u(tj-1)
AR L= ! 71 para todo jeil,...,n—1}L
Liv1 =] lj=tj-1

Consideremos la particion 7 = {a < t; < fp = ¢ < t < b}. Entonces

u(t) — u(c) u(c)—ula)

lim —— = lim ——— = v/, (@) =0.
c—ay r—c c—ay c—a
Porlo que
u(t)—u
(1) —u(a) —0
t—a

Como u(a) =0 se obtiene que u(t) =0 paratodo f € [a, b].

- Por otro lado, si u =0, entonces u(t) = 0 para todo t € [a, b]. Como, uﬁr(a) =0y V(‘;V(,),Z) (u;[a, b)) =

w . _ Sy _
V(p(.),z) (0; [a, b]) = 0. Entonces, por definicién, ”u“BV(‘;)V(_)Vz)[a,b] =0.
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Proposicion 2.9

Sea p una funcién admisible. El espacio BV(I;V(.) » la, bl es un espacio de Banach equipado con la
norma de Luxemburg (2.8).

Demostracion:

Sea {u} nen una sucesién de Cauchy en BV(‘;)V(,) 2 [a, b]. Entonces, para todo € > 0, existe N(¢) tal que

lum — un”BV(W()z)[a p <&  paratodo  m,n>N(e).
o

Por lo tanto, por definicién de la norma, se obtiene que

3 Um— U
1nf{}t > 0; V(‘g/(,)yz) (%, la, b]) < 1} <E, para todo m,n> N(g), (2.14)
[(Um — un)(a)l <e, para todo m,n> N(g), (2.15)
y
[(up, — un)’+ (a)| <€, para todo m,n> N(g). (2.16)

Entonces, por (2.14) y el Lema 2.11 se obtiene que
V(I;]V(.),g) (Um — up;la, b]) < P .
Esto implica que para ¢ fijo, {1, (#)},en €S una sucesion de Cauchy en R. En efecto

w Um— Un
Vipo,2) (—E ) =1

entonces para todo x, y,z € [a, b], u = u,, — u, y € > 0 se obtiene

Lu@-uy) u@)-u@|"_ v (um - u) <1
E z-y y—x ’ €
asi
w2 —uly)  uy)—ux) [PV < P
z—y y—x
por lo tanto
u(@) —u) |PY _||u@-u@)| |u@) -u@|PY _|u@-uy)  u@)-u) PV
z—y - z—y y—x - z—y y—x
con lo cual .
u(z) — u(_)/) Py < gp(y)
=)y
entonces
|u(2) - u@)|PY < (e(z - )PV
por propiedades de log

p)log|u(z) - u(y)| < p(y)log(e(z— y)
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con lo que
log|u(z) - u(y)| <log(e(z - y))
por consiguiente, para &' = £(z — y)
lu(z) - u(y)| ¢
es decir
|t = 1) (2) = (U — un) (y)| < €.
Sean u(t) := tlirg un(t) paratodo t € [a,b] y m :={a = ty, ..., tx = b} una particién, con al menos 3 puntos,
[a, b] y una sucesion x, ..., Xi tal que ; < x; < ;41 para todo j < k. Por lo tanto, se tiene que para todo
m,n = N(e)

£ = 1) (tjn1) = Um = W) (t)) (= W) (£)) = (Um — W) (1) |V

Entonces, por (2.17), para toda particién seleccionada n* de [a, b] y considerando el supremo sobre
todas las particiones seleccionadas se obtiene que

<e. 2.17)
Liv1= 1) li=tj-1

V(I;,V(.)yz)(um —u;la,b]) <e, para todo m > N(e). (2.18)
Ademas, por (2.15)y (2.16)
(U, —uy)(a)| <e, I(um—un)ﬁr(a)l <e€, para todo m,n> N(e).
Entonces, tendiendo n — oo, se obtiene que
(U, —uw)(a)l <e, I(um—u)ﬁr(a)l <e€, para todo m > N(e). (2.19)

Asi (2.18) y (2.19) implica que para m suficientemente grande
ety — u”BV(‘;"(')‘ZJ[a,b] <3e.

Por lo tanto

u <lum—u +u <00
” ”BV(";V(_J‘Z)[a,b] ” m ||BV(‘,/,V(.J,2,[ﬂlb] || m”BV(;V(_J‘Z)[a,b] ’

w
porloque ue BV(p(~),2) la, b].

Teorema 2.21
Sea p una funcién admisible

(@ Siue BV(%_) 2 [a, b], entonces u es acotada en todo el intervalo [a, b].

(b) BV&’(M) la,b] — BV, [a, b] para funciones p y g tales que g(x) = p(x).

w
q(-),2)
Demostracion:

Parte (a). Supongamos que u € BV(‘;V(.) 2) [a,b] y u no es acotada, entonces existe una sucesion {f,},>1,
ty € (a,b), n = 1 tal que |u(t,)] — oo cuando n — oo. Sea {f;;}»=1 una subsucesion de {z,},>1 tal que

{tm}m=1 converge a x € [a, b]. Ya que {u(t;;)} m=1 €s una subsucesion de {u(¢)} =1, entonces

|u(ty)| — oo cuando m — oo.
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Caso 1: Supongamos que x = ay sea t tal que a < t,;, < t < b para algun t, € {t;;} m=1, entonces

p(x;)

ub)—u(t) ut)—ulty) - o
- =Vip»),2

b—t I—1Im

yaque t — £ es continua

1 ( t)
u(b) —u(r) i, w0~ ult) P50 o [140) (D) @) — ) P
b—t f—x m—co| b—t t—tn
w
= Vipoo@-

Por otro lado |u(t) — u(ty,,)| tiende a infinito cuando 7 — oo. Entonces

u(b) — u(r) B u(t) —
b-—t t—1tm,

lim

m—o0

asi V(p( 12) (1) = 00, lo cual es una contradiccion.

Caso 2: Supongamos que x # ay sea t tal que a < t < t,; < b para algun t;, € {t;;}m=1, entonces

utm) —u(t) _ u(t) —u@ |[P* _

tm—t t—a

wnzﬂu)

Ya que ¢ — ¢° es continua

A ) =Dy —u@| "t =) o - u(@) P
x—t t—a © om=oo|  ty—t f—a
w
= Vipoo@-

Por otro lado |u(t,,) — u(t)| tiende a infinito cuando m — oo entonces

p(x;)

Jim u(tm) —u®) 0~ ya)
00 — oo cuando n— oo

x—t  t-a

asi V( ) (1) = 0o, lo cual es una contradiccién.

Parte (b). Sea u € BV(Z/(_),Z)[a, b] y consideremos ||u||BVw Jlab = =1; yaque V p(),2) (u; [a, b]) <1, se sigue
que

—1yu(tje) — ult)) _ u(t;) —ultj-1) ’P(xj‘—l)

by

S RS L= tj-1

—= 4

para toda particién seleccionada, con al menos 3 puntos, 7% : a = fy < --- < t, = b y toda sucesiéon de
puntos x; tal que ¢; < x; < ¢4 para todo j =0,...,n—2. Por lo tanto,

u(tjv) —u(ty)  ulty) —ultj-1) |pxi-)

1 K . ey,

S RS li=tj-1 S R lj=tj-1

M

- 'u(t]+l) u(t]) B u(tj)— M(tj_l)

p(xj-1)

utj) —ulty)  ulty) —ultj-1)
L L = <1,paratodol=<j=<n-1.

yaque

Liv1=1j lj=1tj-1
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Considerando el supremo en ambos lados, se obtiene que V(‘;V(,) oW la,bl) < V(‘;V( 2 (1; [a, b]). Entonces,
por definicion se sigue que || u|| BVY ,lab) = llell BVY b Y el caso general se obtiene de la homogenei-
q(), ’ p), »

dad de la norma.
O

En lo que sigue, se definen las funciones anélogas de las funciones absolutamente p-continuas de orden
dos, en el marco del espacio de funciones con exponente variable, para luego demostrar la relacién que
existe con el espacio BV(‘;V(_) o la, bl

Definicion 2.11

Dada una funcién p: [0,1] — (1,00), el médulo de p(-)-continuidad de orden dos de una funcién
u:la,b] — R, se define por

: n=llu(tiv) —u(t;))  ut;) —u(tj—y) |P&-
wép()’Z)(u):: sup sup ¥ | Ul j ,
Ini<s 7* j=1l  Li+1— i 5=t

donde el supremo se considera sobre todas las particiones seleccionadas 1* ={a=f) <) <--- <
tn = b} del intervalo [a, b] junto con una sucesion finita de niimeros xy, ..., X,; sujeta a la condicién
tj < xj < tj; paracada j tal quelanormade n* esalosumo 6 .

A continuacién presentamos algunos resultados del médulo de p(-)-continuidad, en particular en el es-
: w
pacio BV(p(_)’z) la, b].

Lema 2.14

Sea p una funcién admisible. El médulo de p(-)-continuidad de orden dos es una funcién sub-
aditiva.

Demostracion:

Sean u, v: [a, b] — R. Entonces

wép(~),2)(u+ v = sup sup n-l ’ (u+ ) () = W+ )(5)  (W+v) () = W+ v)(Ej-1) |ply)

Iz <6 7* j=1 Li+1—Lj li—tlj-1

IA

N n=l ou(tivg) —u(t;)  u(t;))—u(ti—y) \pxi1)
2P 1 sup SUPZ(’ AL L s ’ple

Iz <6 =* j=1 Lji+1—1j lj—tj-1

+| v(tjs1) —v(t)) ~ v(tj)—v(tj-1) ‘p(x/'—l))
Liv1=1j lj=tj-1
_ 2”+_1(w(ap(')'z)(u)+wép(')’2)(v)).
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@ Si la funcién u € BV(‘;V(.) yla,bl'y (lsir%wfsp 2 () = 0, se dice que u es absolutamente p(-)-

continua de orden dos, que es, u€ C?2[0,1].

Teorema 2.22

Sea p una funcién admisible. Entonces C P2 g bl esun subespacio cerrado de BV(I;V(.) 2 [a, b].

Demostracion:
Sea {1} nen una sucesién de funciones en C?02)[q, b] tal que

s— lim u, = ue BV, ,la,bl. (2.20)

n—oo

(p(),2

Por la subaditividad de w; )(w) se tiene que

(pO),2) (pO),2)
Ws 5

(p(),2)
(W) <w (u—un)+w6p() (Un).

Ademiés, como VW )(u) > (u((sp (')'2)(11) y V(‘;?V(_),z) Qu) < V(;V(.)yz)(u), haciendo uso de la Proposicion ?2 y el

(p(),2
limite (2.20) se tiene que, para cada 6 fijo, wép(')’z)(u — uy,) — 0 cuando n — oo. Ya que wép(')’z)(un) -0

cuando 6 — 0 por hipétesis, se obtiene que w((sp (),2) () — 0 cuando 6 — 0.

2.4.2 Caracterizacion.

En esta seccion se demuestra que si una funcioén es la composicién de una funcién monétona acotada
con una funcién (y(-) + 1)-Holder continua con exponente y(:) = pL entonces la funcién pertenece a

0
w
BV, @ DI

Proposicion 2.10
Sea p una funcién admisible y u: [a, b] — R tal que u = go ¢, donde ¢ : [a, b] — R es una funcién
monétona acotada y g : ¢la, b] — R es (y(-) + 1)- Holder continua con y(-) = —-. Entonces u €

o PO
BVp(),2 @ bl

Demostracion:

Asumamos que ¢ es no decreciente. Ya que ¢([a, b]) = [¢(a), p(b)], en virtud de la propiedad de cambio
de variable

Vo @sla,bl) =V o (gep;la bl) = Vi, (g [p(a@), @b))). (2.21)
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Si T ={z;}}_, es una particién de [¢(a), p(b)], entonces

n—1
gtiv1) —g(t)  g(ti) —g(ti—1) |plxi-)
Y| - |

i=1 Liy1— 1 ti—ti-1
5 n-1 (| g(ti+1) — g(t;) N ’ g(t;) —g(ti—1) |)p(xi_1)
- i=1 Liv1 =4 Li—ti
- n_l(c|ti+1 — ti|}’(x;>1)+1 Clt; — ti_lly(xi,1)+1 )P(Xiq)
o [ti+1 — £l [t; — ti—1l
n-1
. ) \PXia1)
= (Cltm — ;") Ol - t,-_1|Y(xz—1))
i=1
n-1
< zp(xi—l)(cp(xi—l)lti+l _ ti|(y(xi’l))p(xi*1) n Cp(xi*l)ui _ ti_1|(7’(xi—1))l7(xi71))

S o~
I
—

< 2P (CP" [ty — 1]+ CP 1, — ;1) < 2P 1CP" () — ().
1

~
1l

De manera que, si consideramos el supremo sobre todas las particiones seleccionadas y sucesiones de
puntos x; € (¢j,tj+1) para j < m, se obtiene que

Viro & lp(@, b)) =27 *1CP g (b) - p(a)] < 0o

por la acotacién de ¢. Asi, por (2.21)

Vi W la, ) = Vi) o (8 [9(@), (b)) < oo.



3.1

Operador de Composicion

El operador de Composicién (o Nemytskij) resulta ser uno de los operadores més interesantes e impor-
tantes estudiado en el andlisis funcional no lineal. El comportamiento de este operador exhibe muchas
caracteristicas e incluso patolégicas en varios espacios de funciones; como por ejemplo, hace 37 afios,
B. E. J. Dahlberg (1979) en [45] demostr6 lo siguiente: “Para 1 < p < ooy 1+ (1/p) < m < n/p entero,
si H aplica el espacio de Sobolev W,;” (R™) en si mismo, entonces & es una funcion lineal“. Entre estas
patologias existe uno llamado fenémeno degenerativo, el cual establece que la condicién globalmente
Lipschitz necesariamente conduce a funciones afines en varios espacios de funciones. Esta propiedad
fue demostrada por primera vez por J. Matkowski (1982) en [97] para el espacio Lip[a, b] (Informacién
adicional acerca de este fendémeno degenerativo se puede encontrar en los resultados de J. Appell, N.
Guanda, N. Merentes, J. L. Sdnchez (2011) en [4] y]J. Appell, N. Guanda, M. Vith (2011) en [5]).

Dada una funcién h : R — R, el operador de composicién H, generado por la funcién h aplica cada fun-
ciéon u: [a, b] — R en la funcién composicion Hu : [a, b] — R, definida por

Hu(t) := h(u(1), (t€la,b). (3.1
Mas generalmente, dado & : [a, b] x R — R, se considera el operador H, definido por
Hu(t):= h(t,u(1)), (tela,bl). (3.2)

Este operador es llamado Operador de Superposicion, Operador de Sustitucion, Operador de Nemytskij u
Operador de Composicién. En lo que sigue, nos referiremos a (3.1) como el caso auténomoy a (3.2) como
el caso no-auténomeo.

Actuacion del Operador de Composicion

Un problema relacionado con el operador de composicion (3.1) es establecer las condiciones necesarias
y suficientes de la funcién h para que el operador H aplique un espacio X de funciones reales definidas
en [a, b] en si mismo, es decir, H(X) c X; o en forma mds general, que el operador H aplica un espacio
X en un espacio de las funciones Y (H(X) c Y). Este problema se le denomina frecuentemente como el
problema del operador de composicién (o COP por sus siglas en ingles). Para determinar X es algunas
veces muy fécil y algunas veces no trivial. En una variedad de espacios la condicién requerida es que la
funcién h sea localmente Lipschitz. Otro problema interesante es determinar el espacio mas pequefo
de funciones X y el mayor espacio Y tal que H(X) c Y. En esta seccién, como contribucién a este tema
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3.1. ACTUACION DEL OPERADOR DE COMPOSICION

(Ver [57], [72], [110], [111] y [112]) se establecen las condiciones necesarias y suficientes de la funcioén,
haciendo uso de la funcién del tipo zig-zag como la empleada por J. Appell et al. en [4] y J. Appell et al.
en [5], para que el operador H actte entre los espacios:

Lipla,bl yxBVla,b] o x BVypla,b].

L] WBVP(.)[d,b].
w

" KBVP(,)[a,b].

L] Ap(.)BV[a,b].

Entre Lipla, bl y xBV[a, b] 0 x BVyla, b]

En esta seccion se demostrard, como contribucién al tema ver ([72]), que la condicién localmente Lips-
chitz de la funcién h es una condicién necesaria y suficiente tal que H(Lipla, b]) € x BV|[a, b] y que en
este caso el operador H es acotado .

Lema 3.1 (Principio de Invarianza ver [110])

Sea h: R — R una funcién. Entonces el operador de composicién (3.1), generado por la funcién #,
aplica el espacio x BVy[a, b] en si mismo si y solo si aplica, para toda otra escogencia de ¢ < d, el
espacio k BVy|c, d] en si mismo.

Demostracion:

Supongamos que el operador de composicién definido por Hu = ho u aplica el espacio k BVy[a, b] en si
mismo. La funcién a : [c,d] — [a, b] definida por

a) =22 -c)ra (c<t=<d)
d—c

es un homeomorfismo estrictamente creciente entre [c, d] y [a, b] con inversa

d—c
b—a

a_l(s): (s—a)+c (a<s=<b)
el cual satisface a(c) = ay a(d) = b. Sea n([a, b]) la familia de todas las particiones del intervalo [a, b], asi
a:n(lc,dl) — n(la,b]) tal que

a({t()r tl)---) tm—lr tm}) = {a(t())v a(tl)r---r a(tm—l); a(tm)}

define una correspondencia uno a uno de todas las particiones del intervalo [c, d] y todas las particio-
nes del intervalo de [a, b]. Dado v € xBVylc,d], la funcion u := vo al pertenece a kBVyla, b, por la
definicién de las funciones de x¢-variacién acotada, asi Hu = ho voa™! pertenece a kBVyla, b], por
suposicion. Pero para P € n([c, d]) y a(P) € n([a, b]), como se definié anteriormente, se tiene
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kVo(hovoa ™, P;[a,b))

kVyp(hou,a(P);la, bl)

m
> bnllh(u(a(t))) - h(ula(tj-1)))
j=1

(Iu(a(tj)) - u(a(tjl))l)
CK
b-a

il ngE

Y dn(hw(t)) — Rw(ti—))D)
j=1

m tj)— v(tj-
ZCK(|U( ])d_ui] m)

j=1
= «xVyp(hov,P;lc,d]).

Si consideramos el supremo con respecto a P € n([c,d]) y a(P) € n([a,b]) se concluye que xVy(ho
v;lc,d]) =xVy(hou;la,b)).

g

Los siguientes lemas serdn usados en la demostracion del teorema principal de esta seccién (Teorema
3.1).

Lema 3.2
Sean u:[a,b] - Rya<s<n<t<b, entonces

|u(0) —u(s)| _ [utm) - u)| .\ |u(r) — um)|
t-s ~ n-s t-n

Demostracion:

Sea a < s<n<t=<b.Entonces

[u(8) — u(s)| - Iu(n)—u(5)|+|u(t)—u(n)|

r—s B r—s t—s
_ Iu(n)—u(S)I(17—8)+Iu(t)—u(n)|(t—n)
B n-s t—s t—n t—s
- lu(n) —u(s)| N Iu(t)—u(n)l.
n-=s =
|
Lema 3.3

Sean « : [0,1] — [0,1] una funci6n distorsion, ¢ = {¢,},., una ¢-sucesion, u € kBVyla,b] y A > 0.
Entonces (1) < A siy solosik Vg (%) < 1.
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Demostracion:

Sea u € x BVyla, b]. Supongamos que py(u) < A; entonces, por definicion de py(u) existe k tal que A >
k> pp(u)yxVy (%) < 1. Ademas, por la convexidad de las funciones ¢, se tiene que

KV (5) =KV¢(EE) < E1<v¢(3) fon
A k1) =2 k) =7

Reciprocamente, asumamos que x Vg (%) <1,entonces A € {A>0: xV (%) <1}, por lo tanto p1¢ (1) < A.
Oa

Teorema 3.1
Sean « : [0,1] — [0,1] una funcién distorsién, ¢ = {(pn}nzl una ¢-sucesion, h : R - Ry H el
operador de composicién generado por la funcién h. H aplica el espacio Lip[0,1] en el espacio
kBVy[0,1] 6 k BV[0, 1], siy solo si h es localmente Lipschitz. Ademas el operador H es acotado.

Demostracion:

Sean u € Lipl0,1], r = |ullo y supongamos que & es localmente Lipschitz, entonces existe k = k(r), tal
que

|h(t) —h(s)|<k(r)Is—t], (s,teR, |sI<r, [tI<T).

1
Sean {[a;;, b1} ,,-1 € Fnl[a, bl y A >0, tal que A < entonces
m Onlinz1 € ENLG BTY 22k Tl Nt + 1

O):Oqu)n Alh(ubp) - h(ulan))) °Z°1<pn Ak |u(by) - uan)
n= < n=

x b,—a, - x(1)

nZ::IK( b—a )

X Ak(r)p1 () utby) ~ u(ay)

<
k(1)
< A1 llulrip Y. (bn— an)
n=1
< OQ.

Asi, por el Lema 3.2 y el Teorema 1.13, se tiene que H(u) € k BV, [0, 1].

La implicacion inversa se demostrard por contradiccién. Asumamos que H(Lip[0,1]) kBVy[0,1] y que
h no es localmente Lipschitz. Como la funcién identidad 1, : [0,1] — [0, 1] pertenece a Lip|0,1], enton-
ces hol; € kBVy|0,1] y por consiguiente & es acotada en el intervalo [0, 1]. Sin perdida de generalidad
asumamos que

. (3.3)

e

10,0l <
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Como h no es localmente Lipschitz en R, existe un intervalo cerrado [ tal que & no satisface la condicién
Lipschitz. Con el fin de simplificar la demostracion, sea I = [0, 1]. De este modo, para toda sucesion cre-
ciente de ntimeros reales positivos {k;},,»1 que convergen al infinito, seleccionemos sucesiones {ay};>1,
{bp} =1, tal que

|h(by) — h(an)| > kplby, —agnl, (meN). (3.4)
Ademads, consideremos ay, b, tal que
a,<b, (meN).

Considerdndose subsucesiones si es necesario y acordemos que la sucesién {a,},>1 es monétona. Asu-
mamos sin pérdida de generalidad que la sucesién {a;},>; es creciente. Como [0, 1] es compacto, por la
desigualdad (3.4) se tiene que existe una subsucesion de {a;},>1 ¥ {bn},>1, qQue se denotard de la misma
manera, que convergen a de € [0, 1].

Como la sucesion {a,},>; es una sucesiéon de Cauchy se considera (considerdndose subsucesion si es
necesario) que

1
lay —anl < —, (m>n). (3.5)
n

De nuevo, consideremos subsucesiones si es necesario, haciendo uso de las propiedades de la funciéon x
asumamos que

max{x (b, —a,), x(am — an)} < ki' neN, m=n). (3.6)

Consideremos una nueva sucesion {m},-; definida por

1
mpy: (neN).

~ kn(bn — ay) '

De las desigualdades (3.3) y (3.4) se sigue que m, > 2; por lo tanto

mpy
7 <[mupl<m, ([@meN).

Sea {t,},>1 la sucesion definida recursivamente por
h:=0 t41:= tn+an+1—an+2[[mn]](bn—6ln), (neN).

Esta sucesion es estrictamente creciente y de las relaciones (3.5) y (3.6), se obtiene que

)
In—lo = Z (tne1— tn)
n=1

= (Ans1—an) +2 Y [mul(b, — an)
n=1 n=1
X1
2

n=1"vn

IN
w




3.1. ACTUACION DEL OPERADOR DE COMPOSICION

[e.°]
Asi, para asegurar que f, € [0, 1], es suficiente suponer que ).

Definamos la funcién de zig-zag continua u: [0,1] — R, como se presenta a continuacién:

a, t=tp,+2i(by,—ay),i=0,...,[myl
et b, , t=ty+QRi+1)(by—ay),i=0,...,[m,]-1
- o lo<t=<l
afin otro caso
Ademas

thi=th+ilby—ay), neN, i=0,...,2[m,l.

Cada intervalo I, = [t,, ty+1], 7 € N, se puede escribir como la unién de familias de intervalos no-
solapados

In,i = i) tn,i+1], In,2[[mn]] = [tn,z[[mn]]; tnt1l, i=0,..., [m,]-1.

Y la funcién u es definidaen 1, ;, i =0,...,2[m,], como sigue

u(t) =t =ty +2i(by — ap)) + an, (£ € Iyp;), 3.7)

ult)=t—ty+ Qi+ (bp—ay) +by, (te Inoiv1), (3.8)
y

u(t) =t—tye1+ an, (L€ Inapmy). (3.9)

En todos estos casos las pendientes de los segmentos de recta son iguales a 1. Por lo tanto, para n € N, el
valor absoluto de la pendiente de los segmentos de recta en estos rangos son acotados por 1:

|by — anl

9-(n+1) Qan+1— Qn
Kk 1(by—apn)

27" <2"kp(bp—ay) <1 y

<1.
In+ap+1—an

Llegados a este punto se demostrard que u € Lip[0,1].

Sea 0 < s < t = 1, entonces existen las siguientes posibilidades para la ubicacién de sy ¢ en el intervalo
[0,1].

ler caso: Sis, t € I, (n €N) y estdn en el mismo intervalo I,,;, i =0,...,2[m,].

lu(t) — u(s)| _

De las relaciones (3.7), (3.8) y (3.9) se sigue que T

2do caso: Si s, t € I;, (n € N) estdn en dos intervalos diferentes I, ;, i =0,...,2[m,].

Existen varias posibilidades
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a) s€lyi telyj i<j<2[myl.
a;) j=1i+1.Porel Lema 3.2 ylasrelaciones (3.7) y (3.8) se tiene que

|u() —u()| _ [ultniv) — ul)| .\ |u(®) — ultiv))| _

< 2.
|- s Ini+1— S [—1Ini+1

ap) j>i+1.Entonces

[u(2) — u(s)l - by, —-ap _q

[t=sl  tnisv2—tni+1

b) s€ly;, tely;, i<j=2[myl.
Si j =i+1 se procede como ay).

Sij>i+1, denuevo usando el Lema 3.2 y las relaciones (3.7), (3.8) y (3.9) se obtiene que

u@® -l _ |ulinzim,) ~us)| | [u@) - ultnzim,)]

[t— sl B In2lm,] — S In2im,) — T
b, —ay

IA

+1

In2imy,] — tn,20m,1-1
2.

IA

3ercaso:Sise I, tely, n,meN, n<m.Del Lema 3.2 y el 2do caso se concluye que

lu(®) —uls)|  |u(tpe) —u(S)|  u(®) — ulty)l
< + <14,
[—s tny1—S [—1tm

4to caso: Sise I, neN, t = t. Entonces por el Lema 3.2

|utor) —us)l  _ |ultniv) - u(s)] . |Gloo — t(tn,i41)|
loo—S$ - Ini+1—S$ b, —ay
< 1 + M
b, —ay
< 2.

5to caso: Si s < f, < t < 1. Por el Lema 3.2 y el 4to caso

lu(t) — u(s)| - [U(too) — U(s)] <o
t—-s to—S

6to caso: Si 7, < s < t < 1. En esta circunstancia se tiene que u(s) = u(f) = de. Por lo tanto
lu(®) —uls)| =t=sl, (s,te[0,1]).
Asi u es Lipschitz en [0, 1]. Ademads, para cada particién del intervalo [0, 1] de la forma:
0=t <h+(b1—a) < ---<a+2[mlh—a) <t < tr+(br—ap) <--- < tp < < tp+2[mi] (bp—ar) < 1

y ¢ > 0, haciendo uso de la desigualdad (3.4), la convexidad de la funcién ¢,, n =1 y la definicién de
my, n €N, se tiene
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k
> ¢ el (u(tn)) = h(u(ty1)))

Kk Vg (c(houw);[0,1])

M=

1K(u(tn) —u(tp-1))

kn
glzﬂmnﬂ @nc) |h(by) — hiay)|

>
- k
Zl 2[mulx(by — an) +k(ap+1 — an)l
n=
k
leﬂmnﬂ ©n(c) ky by — anl
n=
= k
Zl 2[mulx (b, — an) +k(ap+1 — an)l
n=
k
Y. 2[myul knlby, — apl @n(c)
> n=1 -
1
f nglk_n
Zﬂmnﬂlbn_anl(pn(c)
nz::1 My|bp—an|
= =
f nélk_n
> (Pn(C)ZIIYZM]]
— n=1
k 1
nglk_n
k
> ¥ @n(c).
n=1

o0

Como la serie Y. ¢,(c) diverge, entonces c(ho u) ¢ kBVy[0,1], lo cual es una contradiccion de haber
n=1

supuesto que & no es localmente Lipschitz. Ahora se demostrard que ho u ¢ xk BV |[a, b]. En efecto,

k
Zlclh(u(tn)) = h(u(ty-1))l
n=

Vi(hou;[0,1]) = .
;K(u(tn) —u(tp-1))
k
> 2[myl kn by — ayl
> - n=1
Zl 2[mulx (b, — an) +x(aps1 — an)l
n=
k
Y 2[myl knlby — ayl
> n=1
k 1
nglk_n

I\
M~

2[my] ky (b, — ay)

v
3
n
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Por lo tanto, ho u ¢ kBV1[0,1] lo cual es una contradiccién de haber supuesto que & no es localmente
Lipschitz.

Para demostrar que el operador H es acotado, sea r > 0y consideremos u € Lip[0,1], tal que llull;p <,
entonces de la definicién de || - | z;p[0,1), se obtiene que

el oo < 11(0)] + Ly () < 7.
Sin pérdida de generalidad asumamos que r = 1. Como & es localmente Lipschitz, existe k(1) > 0, tal que
|h(x)—h(y)| < k(1) |x—y|, |x| < 1,|y| <1

Como la funcionidentidad I, : [0,1] — [0, 1], pertenece a Li p[0, 1], entonces hol,; € k BV [0, 1]. Por el Teo-
rema 1.13 se obtiene que || o I;]lo, <oo. Sea {[an, bnl},=1 € Fnl0,1] y escojamos A tal que k(1) x Vi (I4) <
A, entonces

x |h(u(by)) — h(u(an))l)

n:l(pn A

o0
Y x(bp—ap) n=1
n=1

2 ¥n

n=1
X k@
Z%‘Pn(bn_an)

n=1

@KV Ip)
A

I\
18
<
S

A

IA

(k(l) (bn - an))
A

IA

I\

< 1.
Por el Lema 1.8 se tiene que p(ho u) < A(r). Asi se concluye que
| H()llxp = A(u(a)|+ u(hou) < |ho ullo + A(r).
Por lo tanto el operador H es acotado. En el caso que H(Lip[0,1]) cxBV[0,1] se procede similarmente.

|

En el siguiente resultado se presenta un Lema de invarianza para el espacio de k BV[0,1].

Lema 3.4
Sea x una funcién distorsion, ¢ = {@,} 4>1 Una ¢-sucesion y v : [0,1] — [a, b] la funcion afin que
aplica [0,1] en [a, b] (v(!) :==(b—a)t+a, t€][0,1]).

1. uexBVyla,b]siysolosiuovexBVyl0,1].

2. uexBVla,b]siysolosiuovexBVy0,1].
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Demostracion:

1. Sea u € kBVyla, bl y {lan, bul} n=1 € Fnl0,1], entonces {[v(an),v(by)l} =1 € Fnla, bl, ademas como

vibp)-v(an)  [(b—a)by+al-[(b-a)a,+al
b-a B b-a
_ (b—a)(b,—ay)
- (b-a)
= by—ay
entonces

OZ_olqon (luv(by)) —uvia)) oZi(pn (lu(v(by)) —u(via,))l)

n—-1 —
T K (V(bn) V(an))
b-a

= <« Vy(u;la, b).
Y x(b,—ap)
n=1 n=1

Por lo tanto uov e Kk BVy[0, 1].

Reciprocamente, supongamos que uov € k BVy[0,1] y sea {[an, bul} =1 € Fnla, b] una particion del inter-
valo [a, b]. Definamos

L= [v i), v Han)] (neN).

Asi, {1y} ,51 € Fnl0,1] y ademds como

—a

+a=b,—a+a= by,

b-a b
y
anp—a a,—a
v(bn_a)z(b—a)( bn_a)+a=an—a+a=an
entonces

n-1 o
Pn(lulby) —ulan)) ¥ (pn(
= n=1

J

) u(v(4=2)) - u(v(§=2)))

b
nglK( b-a nZ::IK b-a b-a

< KV(p(uOV; [0,1]),

por lo tanto u € x BVya, b].

2. La demostracion es similar a la parte 1. considerando ¢, como la identidad.

Como consecuencia del Lema anterior se obtiene el siguiente resultado.
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Lema 3.5
Sean x una funcién distorsion, ¢ = {@,} 4> Una ¢-sucesion, h:R — Ry H el operador de composi-
ci6én generado por la funcioén #.

1. H(Lipla, b)) cxBVyla,b] siysolo si H(Lip[0,1]) € x BV,[0,1].

2. H(Lipla,b]) cxBV]|a,b] siysolosi H(Lip[0,1]) cxBV][0,1].

De estos resultados obtenidos se derivan los siguientes corolarios.

Corolario 3.1

Sean x una funci6n distorsion, ¢ = {@,} ,>1 Una ¢-sucesion y h : R — R. Entonces el operador de
composicion H generado por la funcion h, aplica el espacio Lip|a, b] en k BVy[a, b] o en k BV [a, b]
siy solo si h es localmente Lipschitz.

Corolario 3.2

Sean « una funci6n distorsion, ¢ = {¢,} ., una ¢-sucesion, h: R — R, X, Y espacios normados tales
que Lipla,bl € X c Y donde Y c k BVy[a, b] o Y c k BV [a, b]. Entonces el operador de composicién
H generado por la funcién h, aplica el espacio X en el espacio Y siy solo si & eslocalmente Lipschitz.

Algunos casos particulares del Corolario 3.2 son los siguientes:

(1) X=Y donde X es uno de los siguientes espacios:

e Lipla,b] (Ver [19]).

* Hyla, bl (0<a<1) (Ver [126]).
* BVjla,b] (Ver [40]).

* BVla,b] (Ver [74]).

e HBV (Ver [33]).

e AC[a,b] (Ver [115]).

* RVjyla,b] (Ver [119]).

e BV (Ver [158]).

e ABV (Ver [137]).

e xBV]a,b] (Ver [7]).

(2) X=RVyla,bl,Y = BV]a,b] (Ver [122]).

(3) X=Lipla,bl,Y =BV|a,b] (Ver [5]).

Del Corolario 3.2 se obtienen los siguientes nuevos casos:

(1) Xesunodelossiguientes espacios: Lipla, b], Hy(0 < a < 1), RV, a, b], ACla, b], BV[a, b, BVyla, b],
KRV,la, b], Y esuno de los siguientes espacios k BV [a, b], k BVypla, b].

(2) X=xRVyla,bl,Y =xRV,la,bl, 1< p, q<oo.
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(3) X=«BVla,b], Y =xBVyla,b].
Mas generalmente,

(1) X=x1BVla,bl, Y =x2RVypla, b];

(2) X=x1RVyla,bl], Y =x2RVyla,b];

(3) X=x1RVpla,bl, Y=x2RVyla, b];

donde «1, k2 son funciones distorsion.

En el Espacio WBV),la, bl.

El objetivo principal de esta seccién, como contribucién al tema (Ver [111]) es demostrar que £ es local-
mente Lipschitz si y solo si el operador de composicién aplica el espacio de las funciones p(:)-variacion
acotada en el sentido de Wiener en si mismo.

Lema 3.6 (Principio de Invarianza)
Sea h : R — R una funcion. El operador de composicion (3.1) aplica el espacio W BV),(,[a, b] en si
mismo si aplica, para toda otra escogencia de ¢ < d, el espacio WBV),(,[c, d] en si mismo.

Demostracion:

La funcién v: [c,d] — [a, b] definida por

o(2) = b-—a
T d

(t—c)+a

es un homeomorfismo afin, con inversa v=" : [a, b] — [c, d], definida por

—C

-1 _
vos)= b—a

(s—a)+c,

tal que v(c)=ayv(d)=b.Asi, v:n(lc d]) — n(la,b]) definida por

U(T[) = V({t()) tl)---’tm}) :{U(IO)» V(t]),...,l/(tm)}

define una correspondencia 1-1 entre todas las particiones 7 ([c, d]) de [c, d] y toda particién n([a, b]) de
[a, b] ya que v es estrictamente creciente. Consecuentemente, para u € WBVj(,|a, b], se obtiene

p(xi-1)

sup ) |u(w(s) - u(w(t-1)|

Uyt (W, [a, b)) _
n(la,b)) i=1

p(xi-1)

m
= sup Y |wov)) - won)(ti)|
n(le.d]) i=1

vy, o v, e, d)).
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Teorema 3.2
Sean p: [a, b] — (1,00) una funcién y H el operador de composicién generado por la funciéon £ :
R — R. H aplica el espacio W BV}, (u)|[a, b] en si mismo siy solo si & es localmente Lipschitz.

Demostracion:

Supongamos sin pérdida de generalidad que [a, b] = [0, 1]. En primer lugar, sea u : R — R una funcién
localmente Lipschitz en R, tal que u € WBV),(, [0, 1]. Entonces V’% (Au;10,1]) < oo para algin A > 0. Con-
sideremos la condicién localmente Lipschitz

|h(w)—h)|<kM)u-v| (L, VveER, |ul,|v|<R) (3.10)

para r :=||ul|oo; asi, para toda particion 7: 0=ty < t; <--- < t; = 1 se obtiene la estimacién

n A p(tj-1) n plti-)
lllullog) ")~ LT : Koo 1) —
]; k(llulloo)| (u(tj)) — h(u(t; 1))|) < ]Zzl(k(“ 5 (lulloo) [ue(t)) — utj-1)|
n
A .
Esto demuestra que para 1 := ] ),Setlene que p()(pHu [0,1]) <ooyasi Hue WBV),[0,1].

Para la implicacién inversa, Supongamos que % no satisface la condicién de Lipschitzidad local (3.10), de

esta manera, para toda sucesion creciente de numeros reales positivos {k;} j>1 que converge al infinito,

que se definird mas adelante, seleccionemos una sucesion {u;} j>1, {vj}j>1,cond;: vj—u; < %, ademas
J

Ih(vj)—h(uj)|>kj|vj—uj| (jEN, uj<vj). (3.11)

Consideremos una subsucesion si es necesario, asumamos que la sucesion {u jtj=1€s mondtona. Su-

pongamos sin pérdida de generalidad que la sucesion {u} ;=1 es creciente. Como [0, 1] es compacto, de

la desigualdad (3.11) se tiene que existe una subsucesién de {ui}i>1 Vv {vi}i>1 que denotaremos de la
jijz1 Yy Wisj

misma manera que COnverge a U € [0, 1]. Como la sucesion {u;} j>1 es una sucesion de Cauchy, se pue-

. 1 < 1 : 1
de asumir que Uy, € [—1, 1] tal que |u; — oo < 3 paratodo kj,yasi|uj—uji1| < 7% Escojamos n := 5o,

Definamos la sucesién {f;} ;> recursivamente por
01:=0, fggr:= b+ Upyr — Ul + 2110

Esta sucesion es estrictamente creciente y

00
lj =l = Z(tj+l_t])
=1

IA
w
M8




3.1. ACTUACION DEL OPERADOR DE COMPOSICION

X1 1
Para asegurar que 7., € [0,1], es suficiente suponer que Z k_ —. Definamos la funcién de zig-zag

OJ

continua f: [0,1] — R, como sigue

uj t:tj+2i(vj—uj),z':O,...,[[nj]].
f(t)ZZ vj , = t]-+(2i+1)(vj—uj),i:O,...,ﬂnjﬂ—l.
Uso , lo=<t=1.

afin , otro caso.

Consideremos t; ;:= tj+i(vj—u;), jeN,i=0,...,2[n;]yescribamos cada intervalo I; = [}, fj+1], j €
N, como la unién de familia no solapadas

Iji =ty tjiv1], Ij2pnn i= [t 21,0, tj+1] (0=0,...,[n;1-1).

La funcion f es definidaen I;;, i =0,...,2[n;] como sigue:

f)= t—(tj+2i(vj—uj))+uj (l'EIj,gi)
f(t)= t—tj+(2i+1)(vj—uj)+1/j (l’Eijng)
f= [—tj1+ Uj (teIjorn;)

Sea 0 < s < t < 1, entonces las posibilidades para la ubicacién de sy t en [0, 1] son las siguientes:
Caso 1.Si s, r€ I}, (j €N) y estdan en el mismo intervalo [ ;, i =0,...,2[n;].

p()(f [s,8]) < |f () — f($)|PF) = | — sPs) < 1,

Caso 2. Si s, 1€ I, (j € N) y estan en dos intervalos diferentes I;,;, i =0,...,2[n;].
SEijl', l’EIj’k,i<k<2[[nj]].

IA

VIS = 27 (| Fga) = FOPE 1 £ - fl ]S 0)

27" (Jagj = " g | P

I\

IA

2P+ méx{ i uj - l}j |P(X(j.i+1)s) , | u] _ Uj |p(xt(j,,-+1))}

IA

2p+ méx{ \5] |p(x(j,i+1)5) , |5] ip()ﬁ(j,i-*—n)} < oo,

Caso3.Siselj, tel, k,jeN,j<k.

VaOUlst) = 27 (| £ty = F9) P02 4 | £ = Ftg )P0
< or'-1 (| uj— Uj|l7(x<j,2[nj1+1>s) + |uj _ Uj|p(xt(j,i+1)))
=

err méx{ |6j |p(x(j,2[nj]+l)s) ’ |5j |p(xt(j,i+l))} < oo,

Caso4.Siselj, jEN, 1 = Ir.

Vi (st < 2P 7 (| = FO)PS 4| Fltoo) = £ (800 [PE0)
< 2p*—1 (| wj— Vj|p(x(j,i+1)x) + |uoo _ uj|p(xoo(j,i+1)))
<

2p+ méx{ \5]. \P(X(j,iﬂ)s) ’ |6j \P(xoo(j,iﬂ))} < oo.
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Caso5.Sis<to<t=<l.

Vi (fls ) = 2Pt (|f(too)—f(s)|p(x°°3) | £ (o) _f(t)|p<xoo,))
< op'-l1 (|uoo_ Uj|P(xoos) " \uoo_ uj|ﬁ(xoot))
=<

27" max{|6;|"*=, |67} < oo.

Caso06:Sift<s<t<l.

En esta circunstancia f(s) = f(f) = foo v €l caso es inmediato.

Asi f € WBV)(,[0,1], para cada particion del intervalo [0, 1], de la forma
n:0=f<tfh+(1—up)<---<fh+2[m](v; — up)

<bHh<bh+Wr—uw) < <tp<--<tp+2[nl(vi—ur) <1

y haciendo uso de la desigualdad (3.11) y la definicion de nj, j €N, se tiene

Vol (o £),10,1])

sup ) (o f (1))~ ho f(2j-))P -
T* j=1

= sup Y (h(f(t;) = h(f(tj—1))P%

* j=1
n
> sup ) Injl(h(v;) - h(u;)))P-
T* j=1
n
> sup (Zﬂnjﬂkjlvj—ujl)p(xf")
T j=1
n . ..\ P21
- [
w i\ njlvi—ugl
n T\ Pxj-1)
o j=\ N
n
> SupZ(l)p(xj’l),
T* j=1

n
Como la serie Y_ (1)” @j-1) diverge, ho f ¢ W BVy(,10,1], el cual es una contradiccion.
j=1

En el Espacio KBV;/Z)[LZ, bl.

El objetivo principal de esta secciéon, como contribucién al tema (Ver [112]), es demostrar que / es lo-
calmente Lipschitz si y solo si el operador de composicién aplica el espacio de las funciones de p(-)-
variacion acotada en el sentido de Wiener-Korenblum en si mismo; el cual se presenta en el siguiente
teorema:
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Teorema 3.3

Sean p: [a, b] — (1,00) una funcién y H el operador de composicién generado por la funciéon £ :
R — R. H aplica el espacio KBVJ{ yLa, b en si mismo siy solo si  es localmente Lipschitz.

Demostracion:

Asumamos sin pérdida de generalidad que [a, b] = [0,1]. Sean i : R — R localmente Lipschitzen Ry u €
KBV [0 1]. Entonces KV’% (Au;10,1]) < coparatodo A > 0. Consideremos la condicién de Lipschitzidad
local

|h(w)—h(W)| = k(Nu-vl (VveR, |ul,lvI=R)

para r:=||ullo ytoda particion 7:0 = #y < #; <--- < t, = 1, se obtiene la estimacién

n 1 p(tj-1) n p(tj-1)
—  |h(u(t}) - h(u(ti_ — L k(lulloo) et — u(t;e
]Zl k(”u“oo)| (u(tj)) — h(u(tj-1))| ; i ”oo) (lulloo) () — u(tj—1)|
<

n n
ZK(tj—tj_l) ZK(tj_tj—l)
= =
< (t1)
Y [Alude) = ult;—pI]”5!
j=1
= n
2 Kt =tj-)
j=1
< xVy{,(Au,[0,1]) < oo,
Esto demuestra que para - M xVW (uHu, [0,1]) < oo, asi Hu € xk BV [0,1]
(TS M Ch ’ po

Para la implicacion inversa se demostrard por contradiccién, asumamos que H(Lip[0,1]) KBV;/K ) [0,1]
y que & no es localmente Lipschitz. Como la funcién identidad I, : [0,1] — [0, 1] pertenece a Lip[0,1],
entonces ho Iz € kBVy[0,1], por lo tanto h es acotado en el intervalo [0, 1]. Sin pérdida de generalidad
consideremos que

1

Irlon]le= 7 (3.12)

Como h no es localmente Lipschitz en R existe un intervalo cerrado [ tal que / no satisface la condicién
Lipschitz. A fin de simplificar la demostracién sea I = [0,1]. De esta manera, para cualquier sucesiéon
creciente de nimeros reales positivos {k,},>; que converge al infinito, que se definird més adelante,
seleccionemos sucesiones {a,};>1 , {bn} =1, tal que

|h(byn) — h(ap)| > kylbp—anl, (neN). (3.13)

Adicionalmente, seleccionemos a;, b, tal que

a, <b,, (meN).
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Consideremos subsucesiones si es necesario, asumamos que la sucesioén {a,},>1 es monétona y sin pér-
dida de generalidad que la sucesién {a;,},>; es creciente. Como [0, 1] es compacto, por la desigualdad
(3.13) se tiene que existen subsucesiones de {a;},>1 V {bn}n>1 que denotaremos de la misma manera,
que converge a do € [0,1]. Como la sucesion {a,},~; es una sucesién de Cauchy asumamos que (consi-
derando subsucesiones si es necesario) que

1
lam —anl < —, (m>n). (3.14)
kn
De nuevo, consideremos subsucesiones si es necesario y propiedades de la funcion x donde

méX{K(bn—an),K(am—an)}<ki, (neN, m=n). (3.15)

Sea {m;},>1 una nueva sucesioén definida por

1
my:

De la desigualdad (3.12) y (3.13) se sigue que m;, > 2, por lo tanto
mpy
E3 <[muyl=m,, @MEeN).

Consideremos la sucesién definida {¢,},>; recursivamente por

0:=0, Ip41:=1tp+apa—ap+2[mylby,—ay), (MeN).

Esta sucesion es estrictamente creciente y por las relaciones (3.15) y (3.16), se tiene

th— loo = ) (tns1—tn)
o0 o0
= ) (@nr—an)+2 ) [mpl(b,—ap)
n=1 n=1
i": 1
< 3) —.
n=1 kn
) © 1 1
Entonces, para asegurar que f, € [0, 1], es suficiente suponer que ). T < 3
n=1Kn

Definamos la funcién continua zig-zag u : [0,1] — R, como se presenta a continuacion:

a, , t=t,+2i(by,—a,),i=0,...,[Imyl,
b, , t=ty+QRi+1)(by,—ay),i=0,...,[m,l-1,
u(t) =
s lo<t<l1
afin otro caso.
Consideremos

thi=th+ilbp—ay), neN,i=0,...,2[m,].

Cada intervalo I, = [, ty+1], n € N se puede escribir como la unién de la familia de intervalos no sola-
pados

Ini=ltnistniv1], 1=0,...,[mul -1, In,2|[m,,]l = [tn,ZHmn]]» Inv1l.
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Y la funcién u es definidaen I,,;, i =0,...,2[m,], por:

u(t) = t—(ty +2i(bp — ap)) + an, (L€ Ippi), (3.17)

u(t) =t—ty+Q2i+1)(bp—an) + by, (t€Ip2i+1), (3.18)
y

u(t) =t—tys1+an, (L€ Iyapmy). (3.19)

En todos estos casos las pendientes de estos segmentos de linea son iguales a 1. Por lo tanto, se tiene que
para n € N, el valor absoluto de la pendiente de los segmentos de linea en este rango son acotados por 1,

|by — anl an+1 — An

<2k (bp—ay) <1 y 27D 2

e
K_l(bn_an) Intapsy1—an

Asi se demuestra que u € Lip[0,1].

Sea 0 < s < t < 1, entonces existen las siguientes posibilidades para la localizacién de sy ¢ en [0, 1].

Caso 1: Si s, t € I;, (n € N) estdn en el mismo intervalo I, ;, i =0,...,,2[m;,].

lu(t) — u(s)l _1

De las relaciones (3.17), (3.18) y (3.19) se sigue que T
-$

Caso 2: Si s, t € I,;, (n € N) estan en dos intervalos diferentes I, ;, i =0,...,2[m,].

Existen varios casos:

a) s€lyi telyj i<j<2[myl.
a;) j=1i+1.Porel Lema 3.2 ylasrelaciones (3.17) y (3.18) se tiene que

|u() —u(s)| _ [ultniv) —ul)| .\ |u(®) — ultniv))| _

< 2.
|t — s lnit1—S$ I—1Ini+1

ap) j>i+1.Entonces

lu(t) — u(s)l - b, —ay .

[t — sl B Ini+2 = In,i+1
b) selyitelyji<j=2[my].
Si j =i+1seprocede como ay).

Si j >i+1, de nuevo haciendo uso del Lema 3.2 y las relaciones (3.17), (3.18) y (3.19) se obtiene

[u(t) — u(s)| - ’u(tn,zllmn]]) - u(s)| + |u(t) - u(tn,Z[[mn]])|
|I'L - Sl a tn,Z[[mn]] =S tnyz[[mn]] -t
bn_ an

IA

+1

In2im,] = tn,2[m,1-1
2.

IA
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Caso3:Sisel,, tely, n,meN, n<m.Del Lema 3.2 y el segundo caso, se concluye

[u(f) — u(s)| - [u(tpe1) — u(s)| N [u(8) — u(ty)l -

< 4.
t—s the1— S t—tn,

Caso4:Sise I, neN, t = ty. Entonces por el Lema 3.2

|utor) —us)l  _ |ultniv) - u(s)] .\ | Gloo — Ultn,i+1)]

loo—S$ Ini+1—S bp—ay
Qoo — a
< 14t
by —an
< 2.

Cas05:Sis<t,<t<1.Porel Lema3.2yel Caso4

[u(8) — u(s)| - [U(foo) — u(S)] <2
t—s - to—S

Caso 6: Si #, < s < t < 1. En esta circunstancia u(s) = u(t) = a, por lo tanto, se tiene que
lu(t) —u(s)| <lt—sl, (s, tel0,1]).

Asi u es Lipschitz en [0, 1]. Ademads, para cada particién del intervalo [0, 1] de la forma

T:0=f<f+b1—a)<---<fu+2[lmlb1—a)) <t
<b+br—ay) < <t <--<tp+2lmpl(bx —ag) <1,
¢ > 0, haciendo uso de la desigualdad (3.13), de la convexidad de la funcién ¢ — ¢° y la definicién de

my, n€N, se tiene &
. . p(xj-1)

Y |hou(tj) — hou(tj_1)|

n=1

Kk Ve (hou;[0,1])

k
Y x(ult)) - ultj-1))
n=1

k
[2lm] |h(by) — h(ay))P)
=1
R2Imulx (b, — an) +x(ap+1 — an)l
n=1
k
" 21mn] knlby — apl)Pei)
=1
= — 1
R2Imulx (b, — an) +x(ap+1 — an)l
n=1
k (xj-1)
|by—anl P
2lmy,] ————
- r;l " my|by, — ay|
> 7 i
. A
Xi—
> Z (2[[77Zn]])p j-1 N Z (Up(xj_l)
n=1 mp n=1

o0
Como la serie Y. (1)’*i-) diverge, hou ¢ KBVJK ,[0,1], 1o cual es una contradiccion.
n=1
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3.1. ACTUACION DEL OPERADOR DE COMPOSICION

En el Espacio A, BV|a, b].

En la presente seccién, como contribucién al tema (Ver [57]), se demostrard que el operador de composi-
cion no lineal aplica el espacio de funciones de A, -variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba
en si mismo si y solo si & es localmente Lipschitz.

Teorema 3.4

Sean A una A-sucesion y H el operador de composicién, generado por i : R — R. Entonces H
aplica el espacio Ap)BV[a, b] en si mismo siy solo si & es localmente Lipschitz.

Demostracion:

Supongamos sin pérdida de generalizad que [a, b] = [0,1]. Sean h : R — R localmente Lipschitz en Ry
u € ApBV[0,1]. Entonces Vf(‘) (Au;10,1]) < oo para algtin A > 0. Consideremos la condicién de Lips-
chitzidad local

lh(w)—h) | <kNu-vl (K, veR, lul,|lvl<R) (3.20)

para r := ||ulls, para toda particion seleccionada n* : 0=ty < f; < --- < t, = 1 del intervalo [0,1], se
obtiene la estimacién

A )Wn) |R(u(t)) = h(u(tj-y)) P
Aj
p(x, 1) u(tj) — u(tj_1)|p(xj_1)

n |
k o p(xj-1)
]le i “oo) (k(llulloo)) 7

n
= 2
j=1
P
A

|u(t])—u(t] )Py

IA

(Au,10,1]) < co.

A

———— entonces Vf(') (4Hu,[0,1]) < co y por lo tanto se satisface que
k(llulloo)

Esto demuestra que si y :=
Hue ApyBVI0,11.

Para la implicacién inversa, supongamos que £ no satisface la condicién de Lipschitzidad local (3.20), de
esta manera, para toda sucesion creciente de numeros reales positivos {k;} ;=1 que converge al infinito,
que se definira luego, seleccionemos sucesiones {u} j>1, {vj} =1, con 6j (V- uj< kl y

J

Ih(vj)—h(uj)|>kj|vj—uj| (JeN, L£j<l/j). (3.21)

Consideremos subsucesiones si es necesario, se puede asumir que la sucesion {u;} j>1 es monétona. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad que la sucesion {u;} ;> es creciente. Como [0, 1] es compacto,
de la desigualdad (3.21) se tiene que, existen subsucesiones de {u;};>1 y {v;}>1 que se denotaran de la
misma manera, que convergen a U € [0,1]. Como la sucesion {u jtj=1€s una sucesion de Cauchy, asu-
mamos que U € [—1, 7] tal que |uj — Ueo| < ﬁ para todo jyasi|u;—uj1| < ESCO]amOS nj= s 5




3.1. ACTUACION DEL OPERADOR DE COMPOSICION

Sea {fx} =1 la sucesion definida recursivamente por
0:=0, fgy = I+ Ugsr — Ug| + 2110k

Esta sucesion es estrictamente creciente y

o0

tj—too = Y. (tjr1—t))
j=1
[e.°] (o]
= D luj-ujl+23 njd;
i= j=1
X1
< 3) —.
j=1 kj
. . o 1 1 S
Asi, para asegurar que f, € [0,1] es suficiente suponer que Z PR < 3" Definamos la funcion zig-zag
j=1kj

continua f:[0,1] — R, por

Uj , = tj+2i(v]-—uj),izO,...,[[nj]].
vj , t:tj+(2i+1)(vj—uj),i=0,...,ﬂnﬂ]—1.
Uso , lo=<Tt=<1.

afin , otro caso.

f):=

Definamos ¢ := tj +i(vj—uj), jeN,i=0,...,2[n;]. Cada intervalo I; = [¢j,tj+1], j €N, puede ser
expresada como la unién de una familia de uniones no solapadas

Iji:= )i, tjiv1)s Lj2png i= (L 2in0, tj+1) (0=0,...,[n;] - 1).

La funcion f es definidaen I ;, i =0,...,2[n;] como sigue

fy= t—(tj+2i(wj—u))+u;  (teljy)
f(t)= l’—tj+(2i+1)(l/j—uj)+l/j (l'Eijng)
f)= I—tj1+uj (telj,z[[nj]])

Sea 0 < s < t < 1, entonces las posibilidades para la localizacién de sy ¢ en [0, 1] son las siguientes:

Caso 1. Si s, 1€ I, (j €N) estdan en el mismo intervalo I;;, i =0,...,2[n;].

~ |F(8) = f(s)|PWXes) | — g|PXes)
1402 8, 8]) < — <00
A (fls D) » o
Caso 2. Si s,t € I, (j € N) estdn en dos intervalos diferentes I ;, i =0,...,2[n;l. s€ I ;, t € Ij§, i <k <

2[n;l.

. t'i _ P(X(jits) ) — tii P(x;(j.m))
vPOf s 1) < 2P —1(|f("“) f +|f() f )] )

<
A] Al
L | P(Gisns) o Pien)
< op'-1 |uj—vj] luj—vj
= r» -
|L£' - U'|p(x(j'i+115) |u _ U,|p(xt(j.i+l))
< 2p+ A J J j b
= max ,
A1 A
=

| PG irns) | PXe,iv1)
1 ] 19/
2 max{ 1 , o < 00.
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Caso3.Siselj, tel k,jeN,j<k.

( j,2[n 1+ S) i+
op*-1 ( |f(fj,2I[nj]]+1) —f(s)’p e + |f(t) —f(tj,i+1)|p(x“j' 1]))

)
VIO s ) <
v = -
. . p(X(j20n;1+Ds) X X p(Xeji+n)
< 2r-! L] +|”J_VJ| '
- Al Al
PG 210 1+1)s) P ien)
S 1 ] i
< 27 max , <oo.
Al /11

Caso4.Sis€Ij,j€N, I=teo.

( it S) (oo j i+ )
zp*—l('f”fviﬂ)—f(s)l’””' S GO AGII D)

)
VU ls 1) <
AU M M
L |P(XGisns) | P(Xoo(i+n)
< op'-l |uj— v +|”oo uj|
M M
| P(xG,i+1s) | PKoo(ji+n)
D 0l
< max , < o0.
M M

Caso5.Sis<f, o <t=<1l.

VPO s 1)

IA

1 [ o) = TSI [F ) = f0]
A1 A
(Xoos) (Xoor)
2p+—1(|u°°_vj|px +|uoo_uj|px )

M Y8

| P (Koos) | P(Xoor)
2p+méx{|6,| 541 f}m

IA

IA

Mo A

Caso06:Sift<s<t=<1.
En esta circunstancia f(s) = f(t) = foo y el resultado es inmediato.

Asi f € ApyBV0,1], para cada particion del intervalo [0, 1] de la forma

T:0=H<h+(vi—u) <---<H+2[mln—u) < <tr+(V2—up) < - <l <+ < e +2[Np ) (Ve—up) <1

ademads, haciendo uso de la desigualdad (3.21) y la definicion de nj, j € N, se obtiene
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3.2. OPERADOR DE COMPQOSICION UNIFORMEMENTE ACOTADO

. n (ho f(ti)—ho f(t;- ))p(xj,l)
V/’\g()((hOf),[O,l]) = sup ) f; f(tj

* j=1 /1]
n o (h(f(t;)—h(f(tj_1))P-1
= Supz J A J
T* j=1 b
n (Zﬂnj]](h(l}j)—h(u]-)))p(xj—l)
= sup
* j=1 )l]

n2Injlkjlvj— ;)P

v
»
=

S

DN

T j=1 /1]'
v —ujl p(xj-1)
L 2[[nj]]rt~|v~ ujl
> sup ), l i l
T j=1 J
> n (1P
= sup
Tt j=1 /1].
no1
= sup) —.
nr j=1Vj

L |
Como la serie ) — diverge, ho f ¢ Ap)BV0,1], el cual es una contradiccion.
j=17Y

Operador de Composicion Uniformemente Acotado

Cuando se quiere demostrar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales, integrales o funcio-
nales en espacios de funciones, muchas veces se aplica el llamado Principio de Contraccién de Banach-
Caccioppoli (Ver [92]-[97]) a los operadores asociados a tales ecuaciones. En general, uno de los opera-
dores involucrados es el operador de composicién asociado a una funcién % : [a, b] x R — R. En este caso,
la condicién de contraccién se convierte en una condicion de Lipschitzidad global para este operador.
J. Matkowski (1982) en [97] demostré que el método de Banach-Caccioppoli no puede ser aplicado en
el espacio Lipla, b], para hallar soluciones a ecuaciones no lineales donde aparezca explicitamente el
operador de composicién. Mds precisamente, J. Matkowski demostré que el operador de composiciéon
H, generado por h: [a,b] x R — R, actia y es globalmente Lipschitz en el espacio Lipl[a, b] siy solo si la
funcioén h tiene la forma

h(t,x)=a(®)x+pB(t) (tela,b], xeR), (3.22)
donde las funciones «, § € Lipla, b].
Ademas del espacio Lip|a, b], existe una variedad de espacios que verifican este resultado (Ver [4]). Los
espacios de Banach (X, |- |I) que satisfacen esta propiedad se dice que satisfacen la Condicion de Mat-

kowski (Ver [5]). J. Matkowski y sus alumnos han demostrado la validez de este resultado en otros espa-
cios, como por ejemplo:
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- J. Matkowski (1984), en [98], para el espacio C"[a, b] de las funciones n-veces continuamente di-
ferenciables.

- A. Matkowska (1984), en [93], para el espacio Hyla, b] de las funciones Holderianas en [a, b] de
orden0<a<1.

- J. Matkowskiy J. Mi$ (1984), en [105], para el espacio BV [a, b] de las funciones de variacién acotada
en [a, b] y concluyen que la ecuacién (3.22) es vélida para la regularizacion izquierda h~ de la
funcién h con respecto a la primera variable, es decir,

h™(t,x)=a(t)x+ pB(t), telab]l, xeR,

donde a, f € BV [a, b]. Los espacios que satisfacen esta condicion se dice que verificala Condicién
deébil de Matkowski (Ver [5]).

- M. Lupa (1989), en [89], para el espacio H,C"[a, b] de las funciones con n-ésima derivada Holde-
rianaen [a,b] de orden @, con0< a < 1.

- A. Sieczko (1989), en [160], para el espacio AC"[a, b] de las funciones con n-ésima derivada abso-
lutamente continua en [a, b].

- J. Knop (1990), en [77], para el espacio LipC"[a, b] de las funciones con n-ésima derivada Lips-
chitziana en [a, b].

En 1991, N. Merentes (Ver [116]), obtuvo el resultado de J. Matkowski para el espacio RV,,[a, b] de las
funciones de ¢-variacién acotada en el sentido de Riesz y en investigaciones conjuntas con J. Matkowski,
obtienen los siguientes resultados:

- J. Matkowski y N. Merentes (1993), en [103], para el espacio RV(y 2 [a, b] de las funciones de (p, 2)-
variacion acotada en [a, b].

- J. Matkowski y N. Merentes (1993), en [104], para el espacio W'[a, b] de Sobolev unidimensional
de orden n € N.

- A. Matkowska, J. Matkowski y N. Merentes (1994), en [94], para el espacio C"[a, b] de las funciones
n-veces continuamente diferenciable.

En este tltimo resultado se utiliza una técnica de inmersiones entre espacios de funciones, que permite
evitar la llamada regla de la cadena para derivadas de orden superior, con lo cual se obtiene una demos-
tracién mds didactica y sencilla. En estos resultados el operador de composicién H actia de un espacio
en si mismo, sin embargo, en muchos casos, es interesante estudiar la conducta de este operador entre
espacios distintos. En este sentido, N. Merentes y S. Rivas (1995), en [120], verificaron la validez del re-
sultado de J. Matkowski cuando el operador actua entre los espacios RV|a, b] (1 < p <oo) y BVla, b].
Por lo tanto la condicién de Lipschitzidad global para el operador de composicién H conlleva a que el
operador sea afin en la segunda variable en el espacio.

En el afio 2010, J. Matkowski sustituye la condicién de lipschitzidad global en el operador de composi-
ci6én por la condicién de continuidad uniforme (Ver Definicién 1 de [99], [100]) obteniendo los mismos
resultados que fueron comentados anteriormente, algunos de ellos presentados en los siguientes traba-
jos:
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- A. Azdcar, A. Guerrero, J. Matkowski, N. Merentes (2010), en [16] Uniformly continuous set-valued
composition operators in the space of continuous functions of bounded variation in the sense of
Wiener.

- A. Guerrero, H. Leiva, ]J. Matkowski, N. Merentes (2010), en [62] Uniformly continuous composition
operators in the space of bounded ¢-variation functions.

- J. Matkowski (2010), en [101] Uniformly continuous superposition operators in the space of boun-
ded variation functions.

- J. Matkowski (2009), en [100] Uniformly continuous superposition operators in the Banach space
of Hélder functions.

J. Matkowski (2011), en [96] introduce la nocién de operador uniformemente acotado y demuestra que
el generador de todo operador de composicién uniformemente acotado que actiia entre espacios nor-
mados de funciones Lipschitz es una funcién afin con respecto a la segunda variable.

Definicion 3.1
Sea Y y Z dos espacios métricos (o normados). Se dice que la aplicaciéon H : Y — Z es uniforme-

mente acotada si paratodo ¢ > 0, existe un nimero real no negativo y(t) tal que para todo conjunto
no vacio B c Y se tiene

diamB<t = diam H(B) <y(t).

@ Todo operador uniformemente continuo o Lipschitziano es uniformemente acotado.

A continuacién se muestran algunos resultados bajo esta condicién

- E Armao, D. Glazowska, S. Rivas, J. Rojas (Ver [10]) en el afio 2012 lo demuestran en el espacio
RV(p,iyla, b, con (1 < p <o0).

- M. Wrobel (Ver [181]) en el ano 2012 lo demuestra en el espacio de las funciones de variacién
acotada n-ésima.

- D. Glazowska, Z. Jests, J. Matkowski, O. Mejia (Ver [58]) en el afio 2013 lo demuestran en el espacio
RV((p,k) [a, b] .

En esta seccién, como contribucion al tema, relacionado con la condicién de Matkowski (Ver [72], [111],
[112]), se demostrara este resultado entre los siguientes espacios.

» Lipla,b] yxBV|a,b] 6 kBVyla,b].

L] WBVp(.)[a,b].
w

. KBVp(.)[a,b].

L] Ap(.)BV[a,b].

w
" BVpe@ Dl
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Para este fin, definamos la regularizacién por la izquierda y por la derecha de una funcién u: [a, b] — R,
como sigue:

Definicion 3.2
Sean u : [a,b] — R una funcién, la regularizacién izquierda u~ : (a,b] — R de la funcién u es la
funcién dada por

3 { lim u(s) te(a,b];
u (t):=1 s~
u(a) t=a.

Definicion 3.3
Sea u: [a, b] — Runa funcion, la regularizaciéon derecha u* : [a, b) — R de la funcién u es la funcién
dada por

. lim u(s) t€la,b);
u (1) := s—tt
u(b) t=>b.

3.2.1 En el Espacio xBVjla, b].

En esta seccion se presentaran resultados de la condicion de Matkowski orientados al espacio k BV [a, b].

Teorema 3.5

Sea«: [0,1] — [0,1] una funci6n distorsion, ¢ = {¢,},., una ¢-sucesiony h: [a, b] x R — R tal que
la funcién h(t, -) : R — R es continua con respecto a la segunda variable, para cada ¢ € (a, b]. Si el
operador de composicion H, generado por la funcion h, aplica x BVy[a, b] en si mismo y satisface
la desigualdad

IHw) - HW)llxp <y (lu—vlxg), (u,vexBVyla,bl), (3.23)
entonces existe a, § € KBV(P_ [a, b], tal que
h™(t,x)=a(®)x+ B(t), (tela,bl,xeR).

Demostracion:

Para cada x € R fijo, la funcion u(#) = x, t € [a, b] estd en k BVy|a, b], entonces H(u) = h(-, x) € xkBVyla, b].
Por lo tanto existe la regularizacioén izquierda i~ (-, x). De la desigualdad (3.23) y el Lema 1.13, se tiene

H(u)-H(v)
¢

—— —|<1, (u,vexBVyla,bl]). (3.24)
Y(HM—V“m)) !

Seaa<r<a<b <ay<:--<anu<by=s<Db, x1,x €R, x; # x» y considerdndose las funciones
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zig-zag continuas uy : [a, b] — R, k = 1,2, las cuales se definen de la siguiente manera

Xi + X
% , ast<a; 6 t=a;,i=1,....m
ur(t) = + , k=1,2.
% , bp<t<b 6 t=b,i=1..m
afin otro caso.

Entonces las funciones uy, k = 1,2 son Lipschitz y ademads pertenecen a k BV |a, b]. De la definicion de
uy resulta

(1 — up) (1) = -1 ;xz, (t€ [a, b).

De la desigualdad (3.24) y la definicidn de k¢-variacién, se tiene

m 0 ( |h(by, u1(byp)) — h(by, u2(by)) — h(an, ui(ay)) + hay,, uz(an))l)
n

n=1 Y (lur — uzllie) <1
K(b—a)Jr,lz::lK( b-a )+,1Z::1K( b-a )+K(b—a)

Asi, por la construccién de la funcién ug, k =1,2, resulta que

X1+ X2 X1+ X1
u(an) = 5 uy (bp) = 5 =N

X2 + X2 X1+ X2
uz(an) = =x2, Uz(by)= 5

por lo tanto

m (2h(bn,x1) — h(bp, 252) — h(an, 252) + h(an,xz))
Pn
1

n= Y (27 X - xal)
m m—1 b b-b =1
a—a b, —ap an+1 — Opn —Om
K(b—a)Jr,lX::lK( b-a )+,;1K( b-a )+K( b—a)

Consideremos el limite cuando r tiende a s en la desigualdad anterior, asi

_ _( X1tX2 _
|h (s,x1)—2h (S,T)+h (s,x2)| 3

_K(Z:Z)+K(£:;)’ (se(a,b]).

™Mz

1‘,0n y (271 % — x2l)

n

considerando el limite cuando m — oo, se obtiene

h™(s,x1) —2h™ (s, 2522) + h™ (s, x2) - -
| ! 2 2| SK(S a)+1<(b S), (s€(a,b)]).
y (271X — x20) b-a b
Como % ¢n(x) es divergente para cada x > 0, necesariamente
n=1

SR (5| =0, (s€ b)),

|h_(s, x1)—2h" (s,
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Asi se concluye que h™ (s, -) satisface la ecuacion de Jensen en R (Ver [83], p.315). La continuidad de h
con respecto a la segunda variable implica que para todo t € [a, b] existe a, B : [a, b] — R, tal que

h™(t,x)=a(®)x+ pB(t), (tela,b], xeR).

Si x = 0 se tiene que B(t) = k™ (¢,0), £ € [a, b], y si x = 1 entonces a(f) = h™ (¢,1) — f(t), como h™ (-, x) €
KBV(; para cada x € R, se obtiene que a, f € x BVy|a, b].

Corolario 3.3
Sean « : [0,1] — [0,1] una funcién distorsion, ¢ = {‘/’n}nzl una ¢-sucesiony h: [a,b] x R — R. Si el
operador de composicion H, generado por la funcién h aplica x BVy[a, b] en si mismo y satisface la
desigualdad

IHw) - HW)llkgp <7y (lu—-vllxg), (u,vexBVgla,bl), (3.25)

para toda funcién y : [0,00) — [0,00), que verifica que y(f) — y(0) =0, cuando ¢ | 0. Entonces existen
a,pe KBV(; [a, b], tal que

h™(t,x)=a(t)x+ B(t), (tela,b]l, xeR).

Demostracion:

Sean x,y € R, x # y fijos y definamos u(¢) := x, v(¢) := y, t € [a, b]. Entonces u, v € k BVp[a, bl y [[u — Uik =
|x - y|. Entonces de la desigualdad (3.25) y del Lema 1.13, se tiene

|Mhﬂ—hUJ%4W%ﬂ+hMJH) (t—a) (b—t
1 <K +

K , (te(a,b)).
y(x=]) b-a b—d)
Asi

|h(t,x) = h(t,y) - h(a,x) + h(a, )| < 7' @7 (|x-¥|)-

Procediendo como en la demostracién del Teorema 3.5 se tiene que existe la funcién regularizacion iz-
quierda h™ (-, x), para cada x € R; y si

asr<a1<bi<a<--<ap<by=s<b,x,yeR, x#y

definamos las funciones zig-zag continuas u, v : [a, b] — R, por

X , ast<a 6 t=a;i=1,....m
u(t) = Yy , bp<t<b o6 t=b;i=1....m,

afin otro caso

y , ast<a 6 t=a;i=1,....m
u(t) = X , bpy<t<b o6 t=bjyi=1....m,

afin otro caso
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entonces u, v € kBVpla,bl, (u—v)(t) =x—y, t€[a,bl y para s € (a, b]

0 2|h‘(s,x)—h‘(s,y)|) i‘ﬁ (2|h‘(s,x)—h‘(s,y)|)
U y(lx-vD) =R (FET)
- K(s—a)+K(b—s)
B b-a b-a
< 2
despejando

|h~(s,x)=h~(s,p)| =

o2 y(le-y), < tabD.

Asi, h™ (-, x) es continua en (a, b]. Ahora el resultado es una consecuencia del Teorema 3.5.

Corolario 3.4

Sean « : [0,1] — [0, 1] una funcién distorsién, ¢ = {(p"}nzl una ¢-sucesion, h: [a,b] xR—Ry H el
operador de composicion generado por la funcién h. Supongamos que H aplica k BVyla, b] en si
mismo y es uniformemente continuo, entonces existe a, § € KBV(; [a, b], tal que

h™(t,x)=a(t)x+ B(t), (tela,b]l, xeR),

donde h™ (-, x) es la regularizacién izquierda de h(-, x) para todo x € R.

Demostracion:
Consideremos el médulo de continuidad asociado a H, es decir
y(0) :=sup{lHw) - HW)llxgp : lu—vlixp < t, u,v € kBVyla,bl}, (£=0).
Entonces y(#) =0, y(0) = 0. Por lo tanto, si >0y lu— vlxy < t, se obtiene
| H(u) = HW)llxgp < y(D).
Particularmente, en casos donde ¢ = [[u — vllx¢, se tiene
I H(uw) - HW)llkp <y Ulu—vlyy), (u,vexBVpla,bl).

Del Corolario 3.3 se obtiene la conclusion.
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Corolario 3.5

Sean « : [0,1] — [0,1] una funci6n distorsion, ¢ = {¢,},., una ¢-sucesiony h : [a,b] x R — R, tal
que la funcién h(t, ) : R— R es continua con respecto a la segunda variable, para cada ¢t € (a, b].
Si el operador de composicion H, generado por la funcién h, aplica k BV[a, b] en si mismo y es
uniformemente acotado, entonces existen «, § € KBV(; [a, b], tal que

h™(t,x)=a(t)x+ B(t), (tela,b]l, xeR).

Demostracion:
Paratodo >0y u, v €k BVyla, b] tal que || u — vy < t. Como diam {u, v} < t, por la acotacion uniforme
de H, se tiene diam H({u, v}) < y(¢), es decir,

IH(w) — HW)llxp = diam H({u, v}) <y (lu—vlygp).

Por el Teorema 3.5 se obtiene que la funcién h™ (¢, x) es afin con respecto a la segunda variable.

En el Espacio WBV),la, bl.

En esta seccion, se muestra que si el operador de composicion es uniformemente acotado y aplica el
espacio WBV),,[a, b] en si mismo, necesariamente satisface la condicion débil de Matkowski.

Se denota por WBVp‘(.) [a, b] un subconjunto de WBV),,[a, b] el cual consiste en aquellas funciones con-
tinuas en (a, b] (La regularizacion izquierda).

Lema 3.7
Si u€e WBVy(,la, bl, entonces u~ € WBVj(,la, b].

Es decir, si una funcién u tiene variacién Wiener con exponente variable, entonces la regularizacién es
una funcién continua por la izquierda.

Teorema 3.6
Si el operador de composicion H, generado por la funcion £ : [a, b] x R — R, aplica WBV),(,[a, b]
en si mismo y satisface la siguiente desigualdad

IHf - HAI <y (Ifi- bily,) (A fo€ WBVy la,b), (3.26)
para alguna funcion y : [0,00) — [0,00). Entonces, existen funciones a, € WBV),(,[a, b] tal que
h™(t,x)=a(t)x+ (1), tela,b], xR,

donde h™ (-, x) : (a, b] — R es la regularizacién izquierda de h(-, x) para todo x € R.

Demostracion:
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Por hipétesis, para x € R fijo la funcion constante f(¢) = x, f€ [a, b] pertenece a WBV),(,la, b]. Como H
aplica WBV)(,la, b] en si mismo, se tiene (H f)(t) = h(t, f (1)) € WBV,(,la, b]. Por el Lema 3.7 la regula-
rizacién izquierda h™ (-, x) € WBVP_(.) [a, b] para todo x € R.

Por la desigualdad (3.26) y la definicién de la norma || - ||Z‘E.) para fi, f € WBV),la, b] se obtiene

Mpe (H(A) — H(f2))

IA

IH(f) - HfIy,
y(IA = £I%)- (3.27)

IA

Por la desigualdad (3.27) y el Lema 3.7, si y (I lfi— lel}%) > 0 entonces

o ( H(f1) - H( fz))) . (3.28)

p() _ w -
YUlfi= Iy,

Seaa<s<t<b,ymm,:={t, t,.. 2m} €1 una particién equidistante definida por

to=S, ti—ti_1=—— i=1,2,...,2m).
0 j—Lji—1 om (Jj )
Sea u, v € R con u # v, definamos fi, f>: [a, b] — R por
v, six= tj para algtin par j,
fhx) =4 &L, six=t; paraalganimpar j,
lineal, otrocaso
y
e, six=t; paraalgtn par j,
fx):=1 u, six =t; paraalgunimpar j,
lineal, otro caso.
Entonces la diferencia f; — f> satisface
lu— vl
1fi(x)— fo(x)] = (a<x<bh).

2
Por la desigualdad (3.26)

IHfi = Hfall

IA

y(ILfi = £l

e

Por la desigualdad (3.28) y la definicién de p(-)-variacioén en el sentido de Wiener con exponente variable
se tiene

IA

m (|(h_°f1)(t2j)—(h_°f2)(t2j)—(h_Ofl)(tzj—l)'i‘(h_ofz)(tzj—lﬂ Py

<L
jzzl Y2 u-vl)

Sin embargo, por la definicién de las funciones f y f>,

[(h™ o f1)(t2j) = (h™ o fo)(t2;) — (h™ o f1)(£2j-1) + (h™ o f2)(f2j-1)

‘h_ (s, ) —h~ (s, M) -h- (s, %) h™ (s, u)|

|h_ (s,v)—2h" (s, ?) +h (s, u)|.
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Entonces

)3

j=1

m (|h™(s,v) —2h~ (s, “%2) + h™ (s, )] zu(x,-fl)<1
Y@ u-vl|) =L

Como 1 < p(xj-1) <ocoparatodo j =1,2,...,2my considerando el limite cuando m — oo, necesariamente
u+v
h™(s,v)-2h" (s, T) +h (s,u) =0.

Asi se concluye que h™ (s, -) satisface la ecuacion de Jensen en R (Ver [83], p4g 315). La continuidad de i~
con respecto a la segunda variable implica que para todo ¢ € [a, b] existe a, §: [a, b] — R tal que

h (t,x)=a(®)x+ () telabl,xeR.

Yaque f(t) =h™(¢,0), tela,bl,a(t)=h"(t,)-BEH)yh (x) € WBVp_(.) [a, b], para cada x € R, se obtiene
quea,fe WBVP‘(,) la, b].

Corolario 3.6

Sean h: [a,b] xR — Ry H el operador de composicién generado por la funcién k. Supongamos
que H aplica WBV),(,la, b] en si mismo y es uniformemente acotado, entonces existen funciones
a,pBe WBVp‘(,) [a, b] tal que

h™(t,x)=a(t)x+pB(t), telabl,xeR.

donde h™ (-, x) : (a, b] — R es la regularizacién izquierda de h(-, x) para todo x € R.

Demostracion:

Consideremos cualquier t =20y u, v € WBV),,la, b] tal que
||z — vll;%) <diamH({u,v})
Como diamf{u, v} < t por la acotacion uniforme de H, se tiene que
diamH({u, v}) <y(1),

es decir,
IH@) — HWIY, = diamH(u, v) <y (jlu=vII}Y, ),

por consiguiente, por el Teorema 3.6 se tiene

h™(t,x)=a(t)x+ B(t), tela,bl,xeR.

En el Espacio KBV;/{)[LZ, bl.
En esta seccién, como contribucion al tema (Ver [112]), se demostraran resultados referentes a la condi-
cién débil de Matkowski en el espacio KBVJK ) [a, b].

Denotemos por KBV;/Z ) la, b] el subconjunto en KBVJ}/_ yLa, b] el cual consiste en aquellas funciones que
son continuas por la izquierda en (a, b].
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Lema 3.8
Siu€e WBVy(,la, bl, entonces u~ € KBV’% [a, b].

Demostracion:
Por el Lema 3.7, se tiene que u~ € WBV)(,la, bl. Entonces, por el Teorema 2.9, u™ € KBVZK) [a, b].

Asi, si una funcion u € WBV),,|a, b], la regularizacion izquierda es una funcién continua, es decir, u™~ €

WBV, [a, bl. En consecuencia, u~ € KBVZ{) la, b].

a

A continuacion se presenta el siguiente lema de utilidad para la demostracion del teorema principal de
esta seccion.

Lema 3.9
Sean « : [0,1] — [0, 1], una funcién distorsion, u € KBV;’Z) [a, bl y A > 0. Entonces ,u’;(.) (u) < Asiysolo

w (U
311<Vp()(/1)<1.

Demostracion:

Sea u € KBVp()

A>k> ,up()(u) yxV () ( ) < 1. Como, para s > 1 la funcion ¢ > 0, t — ¢* es convexa, se tiene

KV () =) (Z%) - %"va}/-) (7)= ; <1.

Reciprocamente, asumamos que KV%) (%) <1, entonces 1 € {/1 >0: KV;A(/) (A) < 1}; asi ,u’;(.) (u) < A.

[a, b]. Supongamos que y* i) < A; entonces por la definicién de ,u" (u) existe k tal que

Teorema 3.7

Si el operador de composicion H, generado por h: [a, b] x R — R, aplica KBV;‘(/_ ) [a, b] en si mismo
y satisface la siguiente desigualdad

IHfi= Hfallo, <y (I1fi - il (A2 exBVY)la,bl) (3.29)
para alguna funcién vy : [0,00) — [0,00). Entonces, existen funciones a, € KBVp( ) [a, b] tal que

h™(t,x)=a(t)x+p(1), tela,b]l, xeR

donde h™ (-, x) : (a, b] — R es la regularizacién izquierda de h(-, x) para todo x € R.
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Demostracion:

Por hipdtesis, para x € R fijo, la funcién constante f(f) = x, f € [a, b] pertenece a KBVJK) [a, b]. Como H
aplica KBVJK) [a, b] en si mismo, se tiene (H f)(¢) = h(t, f(1)) € KBVJ‘(/_) [a, b]. Por el Lema 3.8 la regulariza-
cién izquierda h™ (-, x) € KBV;/‘(/_)_ [a, b] paratodo x € R.

Por la desigualdad (3.29) y la definicién de la norma || - IIZ‘;(.) se obtiene para fi, f> € KBV;A(() [a, b],
Lpo)(H(D)—H(f2)) =< IIH(f1)- H(fz)ll,‘?;(.)
< y(Ifi- i), (3.30)

Por la desigualdad (3.30) y el Lema 3.9, si y (I Ifi— f2||1‘f;(_)) > 0 entonces

( H(f1)— H(f2) )51. (3.31)
y(IA= £

Seana<s<t<b,yny,:={h t,.. 2m} € T una particién equidistante definida por

KVp(_)

t—s
fh=Ss, t]’— tj—l = m (] =1,2,....2m).

Sea u, v € R con u # v, definamos fi, f> : [a, b] — R por

v, six=1t; paratodo par j,
u+v . . .
filx) = 5 six=1t; paratodoimpar j,
lineal, otro caso
y
u+v . .
5 six=t; paratodo par j,
L):=1 six=1t; paratodoimpar j,

lineal, otro caso.

Entonces la diferencia f; — f> satisface

u—vl (asx<bh).

lfi(x)— fo(x)] =

Por la desigualdad (3.29)

I\

Y(||f1 —f2||71x,(.))

Y(Iu;vl).

Por la desigualdad (3.31) y la definicién de p(-)-variacién en el sentido de Wiener-Korenblum se tiene

Hfi = HflY

IA

m (|(h_°f1)(t2j)—(h_ofz)(th)—(h_°f1)(t2j—1)+(h_ofz)(tzj'—lﬂ Pl

2 (27 u—vl)

j=1
K (l2j— i1
Z"( i~ Bj )

b-a

n=1

<1
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Sin embargo, por la definicién de las funciones fi y f>,

[(h™ o fi)(£2j) — (h™ o o) (£25) — (h™ o f1)(f2j-1) + (h™ o f2)(£2j-1)]
_ ( u+v ( u+v _
|h (s,v)—h (s, 5 )—h (s, 5 )+h (s,u)|

‘h_ (s,v)=2h" (s, ?) +h (s, u)‘.

Entonces

|h_(S, v)—2h~ (s'?) RO, u)‘ p(xj-1)

m
j; y (2 Yu-vl)
N () 1)
Z ( b—a

n=1

Mmoo (fi—tai-
Como 1< p(xj_1) <ocoparatodo j=1,2,..,.2m, ) K(%) > 1, y consideremos el limite cuando
— -a

m — oo, se tiene

p(xj-1)

|h_(s, v)—-2h~ (s, “ v)+h_(s,u)|

y (27 u~-vl)

aSi u+rv
B (s, v) -2k~ (s, T) +h (s, 1) =0

Por lo tanto se concluye que h™ (s, ) satisface la ecuacién de Jensen en R (Ver [83], pdg 315). La continui-
dad de i~ con respecto a la segunda variable implica que para todo ¢ € [a, b] existe a, 8 : [a, b] — R tal
que

h™(t,x)=a(t)x+ () tela,bl,xeR.

Como S(t) = h‘(t 0), tela,bl,a(t)=h"(t,1)-B()yh (-,x) exBV
~la, b].

p( ) la, b], para cada x € R, se obtiene

que a, e xBVY. 0

Corolario 3.7
Sean h : [a,b] x R — Ry H el operador de composicion generado por k. Supongamos que H
aplica KBV ,la, bl en si mismo y es uniformemente continuo, entonces, existen funciones a, €

1<BV y la, b] tal que
h™(t,x)=a(t)x+ (1), tela,bl,xeR.

donde h™ (-, x) : (a, b] — R es la regularizacién izquierda de h(-, x) para todo x € R.
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Demostracion:

Consideremos todo t =0y u, v € KBV;/K) [a, b] tal que

lu—vllY, <diamH({u, v).

Como diami{u, v} < t, por la acotaciéon uniforme de H, se tiene
diamH({u, v}) <vy(1),

que es,

IH(w) ~ H) I, = diamH({u, v) <y (llu=vlll,),

por lo tanto, por el Teorema 3.7 se tiene

h™(t,x)=a(t)x+ B(t), tela,bl,xeR.

En el Espacio Ay)BV|a, b].

En esta seccién, se presenta un resultado que demuestra que el operador de composicién uniforme-
mente continuo que aplica el espacio A,)BV|a, b] en si mismo, necesariamente satisface la llamada
condicion débil de Matkowski.

Lema 3.10
Sea u € Ap(yBVla, b] entonces piy,,, (1) < A siy solo si Vf(') (%) <1.
Demostracion:

Sea u € Ap()BV|a, b]. Supongamos que pp
A>k> HA

o (W) < A; entonces por definicién de EA ) existe k tal que

oWy V/(’(’) (%) =1.Asi, para s > 1la funcién ¢ = 0, t — t* es convexa, por lo que

(i) v (1) 3 )=

Reciprocamente, asumamos que Vf(') (%) <1, entonces A € {/1 >0: V/’f(') (%) < 1}; ast fup,, (1) < A.
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Lema 3.11
Sea u: [a, b] — R una funcion tal que u € A,)BV|a, b], entonces u tiene limites por la derecha y por
la izquierda en todo punto de (a, b).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, se demostrard que u tiene limite por la izquierda en xy € (a, b]. Asumamos
que lim u(x) no existe y sea 7* una particion seleccionadatalque n*:a=fy=xp< ) <--- <t =x <
X=X

-- < t;, = b. Entonces
Caso 1: Si lim u(x) — +oo. En este caso, sea A, la correspondiente A; entre xo y x de la particién 7™, asf,
X

se tiene que

|u(ti) — u(ti—1)| P>V

n
)
VI (u;la,b) = Z v
i=1 i
[ (x) — u(xo) |P™Y
> T
en consecuencia
1/p(x)
uw-utwo)l = 7 (VPP wiann)
1/p(x)
= M(vP¥wsla,b))
p(x) 1/p)
por lo tanto hm | (x) — u(x0)|<M(V (u;la b])) .

Como u(xp) = L<ocoy lim u(x) — +oo, se tiene que Vf ™ (4; [, b)) = 00, lo cual es una contradiccién.
X—>x0

Caso 2: Si lim u(x) no existe. Que significa que la funcién u es oscilante. Sea {t,},>1 una sucesioén tal
X=X,
que t, — ty cuando n — oo

|u(t;) — u(ti—1)|>r paratodo n,m=N
entonces

u(ty) — u(t;—)|Po-
Ai

v

~
Il
—

VP9, la, b))

-lu(t;) — u(t; )PV

Il

~
1l
—

P(xi—l)

SflH =] -

\%

~
1l
—

L |
> rZA—i—»ooas n— oo

por lo tanto Vf ¢ (u; [a, b]) = 0o, lo cual es una contradiccion.
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Se denotara por A,y BV ™ [a, b] el subconjunto de A, BV a, bl que consiste de aquellas funciones que
son continuas por la izquierda en (a, b].

Lema 3.12
Siue€ ApBVla, b], entonces u~ € Ay BV|a, b].

Por lo tanto si una funcion u tiene Ap,-variacion acotada en el sentido de Waterman-Shiba, entonces la
regularizacién por la izquierda es una funcién continua por la izquierda.

Teorema 3.8
Si el operador de composicion H, generado por h: [a, b] x R — R, aplica A ) BV [a, b] en si mismo
y satisface la siguiente desigualdad

IHfi = Hfalla,, <Y (I1fi= folla,,) (fi,f2 € ApyBVIa, bl) (3.32)
para alguna funcion y : [0,00) — [0,00). Entonces, existen funciones a, § € Ay)BV ™ [a, b] tal que
h™(t,x)=a(®)x+ B(1), tela,b]l, xR (3.33)

donde h™ (-, x) : (a, b] — R es la regularizacién por la izquierda de k(- x) para todo x € R.

Demostracion:
Por hipétesis, para x € R fijo, la funcion constante () = x, t € [a, b] pertenece a Ay)BV[a, b]. Como
H aplica Ap()BV|a,b] en si mismo, se tiene que (H f)(¢) = h(t, f (1)) € Ap¢)BV|a, b]. Haciendo uso del

Lema 3.12 la regularizacion por la izquierda h™ (-, x) € Ap() BV~ [a, b] para todo x € R.

De la desigualdad (3.32) y la definicion de la norma || -||a,,, se obtiene que para fi, f> € Ay BVIa, b],

IA

Kpe) (H(f1) — H(f2)) H(f1) = H(f2)lA,,
Y (I1fi = folla,,)- (3.34)

De la desigualdad (3.34) y el Lema 3.10, si y (/| fi - f2lla,,) > 0, entonces

IA

Vp(.)( H(f) - H(f) )51. (3.35)

A lrUlf = fllayy)

Seana<s<t<bymn,:=1{, t,.., mxt €1 una particién equidistante definida por
fo=s, Limtiq=—> (j=1,2,..,2m)
=s, ti—-ti.i=—— (j=12,...,2m).
0 j—lji-1 om J
Dados u, v € R con u # v, definamos fi, f> : [a, b] — R por
v, six = t; paraalgun par j,

hx):={ %L, si x = tj para algin impar j,
lineal, otrocaso
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e, six = t; paraalgin par j,

fx) =1 u, six = t; paraalgin impar j,
lineal, otro caso.

Entonces, la diferencia f; — f> satisface

lu—vl (a<x<bh).

lfi(x) - fo(x) =

Consecuentemente, por (3.32)

Y(Iu;vl).

De la desigualdad (3.35) y la definicion de A (,-variacion en el sentido de Waterman-Shiba se tiene que

(|(h_°f1)(t2j)—(h_°f2)(t2j)—(h_Ofl)(tzj—l)+(h_°f2)(t2j—1)| P

m -1 _
5 Y2 Hu-vl) <1
j=1 Aj

Sin embargo, por la definicién de las funciones f y f>,

[(h™ o fi)(£2j) — (h™ o f2)(£25) — (h™ o fi)(f2j-1) + (h™ o f2)(£2-1)]

= |h_(s, v)—h~ (S,M)—h_ (s, u+v)+h_(8,u)|

2
|h‘(s, v)—2h" (s, ?) +h (s, u)|.

Entonces

(|h—(s, v) =2k (5, 2) + b (s, u)l)pu,-n
o @ Hu-v)

)3 - <1.
j=1 /1]

Como 1 = p(xj_1) <ocoparatodo j=1,2,..,2m, A = {1;}32, es no decreciente, }.(1/1;) = coy pasando el
limite cuando m — oo, necesariamente se obtiene que

|h™ (s, v) =2k~ (s, %2) + b~ (s, 0] ) "
=0
Y2 u-vl)

entonces
u—+

h(s,0) -2 s, V) +h(s,1) = 0.

Asi, se concluye que h™ (s, ) satisface la ecuacion de Jensen en R (Ver [83], p4g. 315). La continuidad de
h™ con respecto a la segunda variable implica que para todo ¢ € [a, b] existen «, B : [a, b] — R tal que

h(t,x)=a(t)x+ () tela,bl, xeR.

Ya que §(t) = h™ (£,0), t€la,bl, a(t) =h™(£,1) - (1) y h™ (-, x) € Ap(yBV " [a, b], para cada x € R, se obtie-
ne que a,f € Ap)BV ™ [a, b].
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; w
En el Espacio BV(p(.),z) [a, b].

En lo que sigue se demostrard, como contribucién al tema (Ver [114]), que si el operador de composi-
cién es uniformemente acotado y aplica el espacio BV(I;V(J 2) [a, b] en si mismo satisface la condicién de
Matkowski.

Teorema 3.9
Si el operador de composicién H, generado por h, aplica BV(‘;V(.) » [a, b] en si mismo y satisface la
siguiente desigualdad
w w
I1H fi _Hf2||g/pv(.),2) SY(”fl _lel(p(.),g)); (fler EBV(p(.),g)[a; b])» (3.36)

para toda funcién y : [0,00) — [0,00). Entonces existen funciones a, § € BV(‘;V(,) »la, b] tal que

h(t,x) =a(t)x+ B(1), tela,b], xeR. (3.37)

Demostracion:

Por hipétesis, para x € R fijo, la funcién constante f(f) = x, ¢ € [a, b] pertenece a BV(';V(.) yla,b]. Como H

aplica BV . , [a, b] en si mismo, se tiene que (H f)(#) = h(z, f(1)) € BV(Z;V(-),z) la, b].

p(),2)

De la desigualdad (3.36) y la definicién de la norma || - || %(0,2)’ se obtiene que para fi, f> € BV(‘;)V(M) [a,b],

Hfi—Hf,

, . w
1nf{/1 > 0; V(p(.),z) ( 1

ila, b]) < 1} <IHA-HfN{)) sy(nﬁ —fzn(V,V,(.),z)).

De la desigualdad y la observacion previa, siy (II fi—fl g/pv(.) 2)) >0, entonces

Hfi—-Hfs

VW
y(Ifi=£10)

(p(),2)

<1. (3.38)

Consideremos a< s< t<byseamn,,:={f,!t,.., 2m} € T una particién equidistante definida por

S
fh=Ss, tj_tj—lzﬁr (j:1,2,...,2m).

Dadas u, v € R con u # v, Definamos fi, f>: [a, b] — R por
v, six = t; paraalgun par j,

1(x) = H si x = t; para algiin impar j,
i P g par j
lineal, otro caso

u+v

5,  six=t; paraalginpar j,

six = t; paraalginimpar j,
lineal, otro caso.

fox):

[
&
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lu—v|

Entonces, la diferencia f; — f> satisface que | f1(x) — fo(x)| = para todo x € [a, b]. Por lo tanto, por

la desigualdad (3.36)

lu—vl
”Hfl_HfZ”E/;(.),g)SY(”fl_fZ”E/Z(.)’z))SY( ) )

Dela desigualdad (3.38) yla definicién de (p(-), 2)-variacién acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-
Wiener se sigue que

! | h(f1)(t2)) — h(f2)(t2j) — h(fi)(t2j-1) + h(f2) (t2j-1)

1 [t — t2j- 1|Y(|u Vl)
h(f1)(f2j-1) — h(f2) (t2j-1) — h(f1)(f2j-2) + h(f2) (t2j-2) |p(xj-D) -1

|taj—1— loj- 2|Y(|u vl)

MS

~.
I

Sin embargo, por la definicién de f; y f>, se obtiene que

’”Zl h(fi1)(t25) — h(f2)(t2j) — h(f1)(f2j-1) + h(f2)(£2j-1)

=1 [t2j = t2j- 1|Y(|u V')
h(f1)(f2j-1) = h(f2)(t2j-1) — h(f1)(f2j-2) + h(f2) (£2j-2) |p(x;-D)

t2jo1 — Lo 2|Y(|u ”')

(xj-1)
1(2|h(s,v)+h(s,u) 2h(s,%)|)px“

=1 2my(|” ”I)
m=1( gm 1h(s, 0) + h(s, u) - 2h(s, 2] Pty

= Z <1.
=Rl Y(Iugvl)

Entonces, ya que 1 < p(xj_l) <ooparatodo j=1,2,...,2m se sigue que

_ u+v Pxj-1)

m-1{ 4 |h(s,v)+ h(s,u)—2h(s, 555)|

Z ( - ) <1.
- r(z*)

Por lo tanto, necesariamente
u+v
h(s,v) + h(s, u) - 2h (s, T) 0.

Asi, se concluye que h(s, ) satisface la ecuacion de Jensen en R (Ver [83], pag. 315). La continuidad de &
con respecto a la segunda variable implica que para todo ¢ € [a, b] existen a, §: [a, b] — R tal que

h(t,x)=a(t)x+ p(1), (tela,bl,xeR).

Como fB(t) = h(t,0), t€ [a,b], a(t) = h(t,1) - B() y h(-,x) € BV, (p() 5 la, b] para cada x € R se obtiene que
a,BEBV, la,Dbl.
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Teorema 3.10

Sean h:[a,b] xR — Ry H el operador de composicién asociado a h. Supongamos que H apli-
ca BV(‘;)V(.) »la,b] en si mismo y es uniformemente continuo, entonces existen funciones a,f €

w
BV(p(.),z) [a, b], tal que

h(t,x)=a(t)x+ B(1), (tela,bl,xeR)

Demostracion:

Se obtiene el resultado haciendo uso de [111, Theorem 7] por el Teorema 3.9.

Operador de Composicion Localmente Lipschitz

E. P. Sobolevskij (1984) en [164] demostr6 la siguiente afirmacion:

“El operador de composicién auténomo, generado por la funcién h: R — R, es localmente Lipschitz en
el espacio Lipla, b] siy solo sila derivada h' existe y es localmente Lipschitz”.

En articulos recientes de J. Appell, N. Merentes, J. L. Sdnchez (2011) en [8] y N. Merentes, S. Rivas y J. L.
Sanchez (2012) en [124], obtienen resultados del tipo Sobolevskij. Como los autores explican en la intro-
duccién, la importancia de estos resultados yace en el hecho de que en la mayoria de las aplicaciones a
muchos problemas no lineales, es suficiente imponer la condicién de Lipschitzidad local, en lugar de la
condicién de Lipschitzidad global. De hecho, se demostré que el resultado de Sobolevskij es vélido en los
espacios BV, la, b] (Ver [40]), HBV [a, b] (Ver [33]), RVjy(a, b] (Ver [116]), ABV [a, b] (Ver [174]) y BVy[a, D]
(Ver [124]).

Motivado por el trabajo realizado por J. Appell et al. y N. Merentes et al. en los articulos [8] y [124], res-
pectivamente, como contribucién a este tema (Ver [60] y [110]), se establece un resultado similar al dado
por Sobolevskij, en el espacio de las funciones k®BV'[a, bl y W BV),(,[a, b].

En el Espacio k BVy|a, b].

En la demostracién del resultado principal de esta seccién, se emplea un resultado de compacidad, en-
tre ellos, el Principio de la Seleccién de Helly o segundo Teorema de Helly. El Teorema de Helly para las
funciones de variacién generalizada ha sido de cierta importancia durante mucho tiempo. El Principio
de seleccion de Helly es objeto de intensa investigacion, muchas aplicaciones y generalizaciones (Véase,
por ejemplo, [37], [139] y las referencias de ellos).

D. S. Cyphert y J. A. Kelingos (1985), en [43], demostraron un Teorema tipo Helly para una familia in-
finita arbitraria de funciones definidas en [0, 1], que es uniformemente acotada y uniformemente «-
decreciente. En la demostracién del Teorema principal de esta seccion se harad uso del Teorema de Selec-
ci6én de Helly para funciones x ®-decrecientes.
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Teorema 3.11 (Principio de Seleccion de Helly)

Una familia & infinita arbitraria de funciones definidas en [0, 1] tal que es uniformemente acotada
y uniformemente x®-decreciente, entonces contiene una subsucesion la cual converge en todo
punto de [0, 1] a una funcién x®-decreciente.

Demostracion:

Sea % una familia infinita arbitraria de funciones definidas en [0, 1], que es uniformemente acotada y
uniformemente k®-decreciente. Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que para toda u € & y todo par
x,ytalque0=sx<y=<1

lux)l=c, (3.39)

Qn(u(y) —ulx)) < ck(y—x). (3.40)

Por (3.39) y haciendo uso de la técnica de diagonalizacién de Cantor, existe una sucecién de funciones
ux en & que converge puntualmente en cada punto racional de [0, 1], a una funcién g. Como cada uy
satisface (3.40), también lo satisface la funcién g, para todo ntimeros racionales x, y € [0, 1].

Definamos a la funcién g, en puntos irracionales x, por
glx) = ylfn}‘cl_ g(y), donde y esracional. (3.41)
La existencia de este limite puede garantizarse de la manera siguiente

A= liminf g(y) <limsupg(y) =B cuando y — x, y racional.
Qay—x~ Qay—x-
Sea y; y y; dos sucesiones de puntos racionales que convergen al punto x, de manera que y; < y; < y2 <
Yy <---<x talque g(y;) — Ay g(y:) — B cuando i — oo. Entonces

Pn(gy) —gy)) < ex(y; = yi)

ongy) —gy) ¢n| lim_g(y) - lim_g(y)
Y= Y=Y

@n(B—A) <0.

Entonces ¢, (B—A) =0,asi A=B.

Por (3.41), consideremos el limite de puntos racionales en la desigualdad (3.40), se obtiene que g satisfa-
ce (3.40) para todo par de niimeros positivos, es decir g es k®-decreciente con constante c en [0, 1]. Por
el Teorema 1.30, g es de x®-variacién acotada y continua; asi, por otro proceso de diagonalizacién de
Cantor se puede encontrar una subsucesién de funciones u; convergente.
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Ahora bien, consideremos 0 < t <1 y € > 0. Entonces, fijando dos ntimeros racionales y; y y» con y; <
t <y tal que

£
y
€

Como la sucesioén {uy}, k=1 converge a g en los nimeros racionales, existe N > 0 tal que
e .
lur(y) -8yl <3, i=12, k=N. (3.44)

Por lo tanto, de las desigualdades (3.42), (3.43) y (3.44) se obtiene

g —ur(®) = (ur(y2) —ur()+(g(t) —g(y2)) +(g(y2) — ur(y2))
< ck(ly2—tD)+(g(1) — g(y2)) + (g(¥2) — ur(y2))
< S ELE .
3 3 3
Similarmente,
up(t)—g) = (up(®)—ur(y)) +(g0n) —g@) + (ur(y1) —gn))
= ck(t—ynD+(gW1)—g) + (ur(y1) —g(n)
£ & &
—+-+-=¢.
3 3 3

Entonces, |u; — g(0)| <e.

El resultado principal de esta seccién viene enunciado y demostrado de la siguiente manera:

Teorema 3.12

Si el operador de composicion H, generado por la funcion h, aplica el espacio k BVyla, b] en si
misma. Entonces H es localmente Lipschitz siy solo si i’ existe y es localmente Lipschitz en R.

Demostracion:

Asumamos que ' es localmente Lipschitz en R. Dado u € xBVyla, b], para r > 0 denotemos por K (r) la
minima constante Lipschitz de k' y por K(r) el supremo de || en el conjunto acotado

Br:= |J {w®:llullkg <7} <R
ast<b
La acotacion de K, (r) implica que H satisface una condicién de Lipschitzidad local con la norma || - ||oo;
asi, queda demostrar una condicién de Lipschitzidad local para H con respecto a la norma de x®-
variacion. Esto se demostrard aplicando dos veces el Teorema de valor medio.
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De hecho, para u, v € k BVyla, b] fijos con u # vy ||ullxg,||Vllxy < r. Dada una particion P = {1, t1, ..., I}
de [a, b], dividiendo el conjunto de indices {1, ..., m} en una unién disjunta I U J de conjuntos disjuntos I
y J, por definici6én, como sigue

JjeIsi

lu(ty) —v(gp)l+u(tj—1) — v(g-Dl < lu(ty) — u(t-) + o) — v(g-1)l

yje]si

lu(t;) — vt +lutj-1) — v(tj-1)1 > lu(t;) —ultj-)| + vt —v(g-1)l.
Por el clasico Teorema de Valor Medio, existe a; entre v(f;) y u(t;) tal que

Hu(tj) - Hu(tj) = h’(a]-)[u(tj) -v()l (j=12,..,m).

Ahora bien, por definicién de I se tiene

laj—aj-1l <2lu(t;) —u(tj-)I +2|v(tj) —v(tj-1)| (je D).
Realizando un cdlculo se demuestra entonces que

|Hu(tj) - Ho(tj) — Hu(tj_1) + Hv(tj_))|
= |1 (@) [u(t)) — v(tp] = B (aj-) [ultj-1) — v(tj-1)]l
=|(h' () = W' (aj ) u(t) — v(E)] + K (aj-Dlu(t) - v(t) — ultj-) + vzl
sKiMlaj—ajalllu—vlleo + Ko (Mlulty) — v(t;) — u(tj-1) + v(tj-1)|
< RKi(NNu=vlloo + Ko (MIlulty) — u(tj-DI + [v(t;) — v(tj-1)I]
= Ks(Mllu(tj) —u(tj-Dl +v(t) —vtj-DIl.

Como ¢, (t) < @,(t2) para t; < 1, se obtiene que

@n(IHu(t;) — Ho(tj) — Hu(tj—1) + Hv(tj-1)1) < @n(Ksllu(t;) — ultj-)Il + lv(t;) — v(zi-0)ID,

m
dividiendo por Z K

(|tj— ti-1l
j=1

= ) y sumando en j € I se tiene que
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@j(Hu(tj) — Hv(tj) — Hu(tj-1) + Hv(tj-1)1)

Z m

c [ti—ti1]
jet K( it )
j; b-—a

@ (Ksllu(t;) — u(tj—)+vt;) —v(gj-1)I)

sj; f (|t] £ 1|)

j=1

oy () 0 2Ks () uaCe) — ;1) ) (£92) g 2Ks (vt - (DI
e ik |tj_tj—1|) e (UJ‘[J 1|)
b-a o} b-a

j=1

1 1
= EKU(p(ZKg(r) u,P)+ EKU(p(ZKg(r) v, P)
< Kz(r) (Ilullxg + |IvI|K¢)
< Ky(Mllu = vllxgp-

De nuevo, por el Teorema de de Valor Medio, existe §; entre u(¢;) y u(tj-1) y y; entre v(t;) y v(£;-1) tal
que

Hu(t)) - Hu(tj) = B (Bplu(ty) = ultp)] (j =1,2,...,m)

Hu(tj) - Ho(t;) = K (y )lw(e) — v(t)] (G=1,2,...,m).

Por definicién de J se tiene
1B — vl = 2lu(ty) — vt + 2lu(tj-1) — v(Ej-1I.
Asi, se demuestra que

|Hu(tj) — Hv(t;) — Hu(t;j) + Hv(t))|
=R (Bj)[u(t)) — ultj-)] = k' (y plvg) — v(z;-)]l
= (W' (Bj) — h'(y ;Dlult)) — utj—)] = B (y Plult)) — ultj-1) — v(t;) + v(tj-1)]|
< Ki(NIBj —yjllult)) —u(tj-)|+ Ko (r)|ult;) — v(t;) — ultj—1) + v(tj-1)|
<2K1(Nlu(ty) — vt +u(tj-1) — v(e;-D [u(t)) — ultj-)| + Ko (r)[lut;) — ultj-1)| + [v(g;) — v(Ej-1)l]
<4Ki1(Nllu = vlleolu(ty) —ultj-1) + Ko (r)u(t;) — u(tj-1)| + Kz (r)|v(tj) — v(tj-1)l
<4K1(Nllu = vlloo + K2 (Nlu(tj) — ultj-) |+ Ka(r)v(t;) — v(tj-1)l
< Kslu(tj) — u(tj-)|+ K (Nlv(tj) — v(tj-1)l

Como ¢, (1) < @,(f) para t; < f, se obtiene que

@n(IHu(tj) — Hu(tj) — Hu(tj—1) + Hv(tj-1)]) = @ (Ks () [lu(ty) — vt + Ko (r)|v(t;) — v(tj-1)l,
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o & |t] - t] 1 . .
dividiendo por Z ysumando en j € ] se tiene que
j=1

@;j(IHu(tj) — Hu(tj) — Hu(tj—1) + Hv(tj-1)1)

> o
¢ [t: —ti 1|
K( b-a )

j=1

=y QDn(KS(r)“u(tj)_nL:(tj DI+ K (Mlv(t)) —v(tj-1)ID

jeJ ('t]_t] 1|)
i b-a

(1/2)p, K5 (Nu(t) - ultj-1))  1/2)p;2K(Nv(t) - v(£j-1)])

jer fk(%) fx('tfl;—””)
—a —a

j=1 j=1

1 1
= EKU¢(2K5(I”) u,P)+ EKO'(p(ZKz(r) v, P)

= Ks() (lullxg + [1Vlxe)
= K7llu—vllxg-

Simplificando ambas sumas parciales y observando que K4(r) y K7(r) no dependen de la particiéon P se

concluye que

Hu—-Hv
x Vo <1
(Kg(r) + K7 (r)lu— vllxg

lo cual demuestra la afirmacion.

Reciprocamente, supongamos que H satisface la condicion de Lipschitzidad. Por hipétesis, la constante

| Ht— Hollyg

llu—vllxke

K(r)::sup{ cu,vexBVypla,bl, |lullg, IVllkp <1, u# v} (3.45)
es finito para cada r > 0. Consideremos, en particular, ambas funciones u y v en (3.45) constante, se
concluye que

[h() - h(W)| = KNlu-vl (u,veR, |ul, lvl=1).

Esto demuestra que & es localmente Lipschitz, y asi la derivada /' existe en casi todas partes en R. Queda
demostrar que k' existe en todas partes de Ry es localmente Lipschitz. Para la demostracion del primer
requerimiento, se demuestra que /' existe en todo intervalo cerrado I = [a, b].

Sea r > 0, consideremos z € k BVp[a, b] con ||z|lxp < Sea {ap}S, unasucesion decre(:lente de nimeros
reales positivos que converge a 0; sin perdida de generahdad, asumamos que @, < 5 para todo n € N.
Definamos una sucesioén de funciones hq, ; : [a, b] — R por

h(z(t) + apn) — h(z(1))

hg, (1) = p (tela,bl). (3.46)




3.3. OPERADOR DE COMPOSICION LOCALMENTE LIPSCHITZ

Como el operador de composiciéon H, generado por la funcion h, actia en el espacio x BVyla, b], por
hipotesis, las funciones hy, . dadas por (3.46) pertenece a k BVy[a, b].

Ahora bien, se demostrara que la sucesion {hq, .};., tiene x¢-variacion acotada uniformemente para
todo z € k BVyla, b] con ||z|lxp < g En efecto, sea n = {1y, 11, ..., t;»} una particiéon del intervalo [a, b]. Para
cada n € N se definen las funciones u;,, y v por

up(t) =z(t) +an, v(®) ==z (t€la,bl). (3.47)

Entonces ||upllxp < 17y l[Vllxgp < r. Ademds, por el Lema 1.11, (3.46) y (3.47), se tiene la estimacion si-
guiente

n |an[han,z(tj)_han,z(tj—l)”
2 ¢ ( )
P | Hyy, = Hyllg
ZK(b—a)
j=1
U o (lh(z(tj)+06n)—h(Z(tj))—h(Z(tj—1)+an)+h(Z(fj—1))|)
B j=1 " ||Hu,,_Hv||K</>
ZK(b—a)
j=1
i(p (Ih(un(tj))—h(v(tj))—h(un(l‘j—l))+h(v(tj—1))|)
B j=1 " ||Hu,,_Hv||K<p
ZK(b—d)
j=1
m Hu,—- Hv )
j;(l’”(nHun—anm
Y x(b-a)
j=1
K (—Hu"_HV '[ab])<1
@ ||Hu,,_Hv||K¢, , -

Como la particién x = {#, t1, ..., t»} €s arbitraria, la desigualdad

anhanyz

——la,bl|=1
||Hun_HU||K¢)

Kqu(

se satisface para todo n € Ny cada z € kBVy[a, b] con ||z||xp < % Por el Lema 1.11, la definicién de la

funcién hy, , en (3.46), y la definicion de las funciones u, y v en (3.47), se tiene que
lanha,zllkp = I[lh(z+an) —h(2)llke
= [lh(uy) = h(V)|lxep
= K(r)||un_V||K¢
= K(Nay,
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por lo tanto || kg, ;|lxp < K(r). Por el Lema 1.11, se concluye que
k Vo (hq,,z) < K(r), (3.48)

el cual demuestra que la sucesion {hgy, }9, satisface la hipotesis del Teorema 3.11, el cual asegura la
existencia de una subsucesion puntualmente convergente de {hq, ;}5.; sin perdida de generalidad asu-

mamos que toda sucesion {hg,, Z}‘,’f:l converge puntualmente en [a, b] a alguna funcién f € x¢pBV[a, b].

Ahora, definamos z(¢) := At, donde A > 0 es tan pequefia que ||z|[xy < 5 Por (3.47) se tiene que

h(z(1) + an) — h(z(1))
m

f(y = 1l (3.49)
n—oo ay
. h(At+a,)—hA
= Ilim
n—oo an
= AW (AD

para casi todo ¢ € [a, b]. Como la primitiva de f y la funcién ¢ — h(1¢) son ambas absolutamente con-
tinuas y existen las derivadas en [a, b], asi, se concluye que difieren en solo alguna constante en [a, b],
y asi I’ existe en casi todas partes en [a, b]. Por el principio de invarianza (Lema 3.1) se deduce que la
derivada h’ de h existe en todo el intervalo, y asi en todas partes de R.

Queda por demostrar que k' satisface una condicién de Lipschitzidad local. Denotemos por F el ope-
rador de composicion generado por la funcién f de (3.49), se concluye que, para z € k BVy[a, b] con
1zllkg < 5,

[1Fzllxg = K(1), (3.50)

donde K (7) es la constante Lipschitz de (3.45). En efecto

1 fllg < lim. infllhllx,

siempre que la sucesion {hn}‘,’l":1 de funciones h, € x BVypla, b] converge puntualmente en [a, b] a algu-
na funcién f. Combinando esto con (3.48) y la observacién que la sucesion {h,, .(a)} converge cuando
n — oo; asi, se obtiene (3.50). Por lo tanto, se concluye que el operador de composicién F aplica el espa-
cio k BVyla, b] en si mismo, y de esta manera la funcion correspondiente f es localmente Lipschitz en R.
Por (3.49), el resultado también es cierto para la funcion #'.

En el Espacio WBV),,la, b].

En la presente seccion se demuestra que es valido un resultado de Sobolevskij para el espacio W BV, [a, b]
de p(:)-variacién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable.
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Teorema 3.13

Sea h : R — R una funcién. Si el operador de composicion H generado por h aplica el espacio
W BV, la, b] en si mismo entonces H es localmente Lipschitz siy solo si /' existe y es localmente
Lipschitz en R.

Demostracion:

Asumamos que k' es localmente Lipschitz en R. Para r > 0 se denota por K;(r) la minima constante
Lipschitz de h' y por K;(r) el supremo de |/'| en el conjunto acotado

B:= U {f(t): ||f||;V(,)sr}cR.

ast<b

La acotacion de K> (r) implica que H satisface una condicién de Lipschitz local en la norma ||-||o (norma
del supremo), asi, solo queda por demostrar una condicién de Lipschitzidad local para H con respecto a
la p(-)-norma (Definicion 2.3). Se realizard aplicando dos veces el Teorema de Valor Medio.

Sean f,g € WBV,,la, b] con ||f||Z‘(.), IIgII;’)‘?) < r.Dada una particién 7 = {fg, f1,..., t,,} de [a, b], se divide

el conjunto de indices {1,...,m} en una unién / U J de conjuntos disjuntos I y J por definicién se sigue
que
m jelsi

1) — gl +1f(tj-1) —gtj- DI =1 f (&) — f(gj-)| +1g(t;) — g(Ej-1)l,

m je]si
£ = gD+ 1 (1) — g(ti—1)| > 1F(£) = F(tj-DI + g (L) — g(t;-1)l.

Por el clasico Teorema de Valor Medio existe « j entre g(t;) y f(¢;) tal que
Hf(t) - Hg(t)) = h (@)If(t)-gt)), (j=1,...,m).

Ahora bien, por definicién de I se tiene que
laj—aj-1l<2|f(t) - f(t;-0)1+21g(t;) — g(tj-1)l (e D).

Haciendo un célculo

|Hf(tj))— Hg(t;)— Hf(tj-1)+ Hg(tj-1)|
=R (@p)f(tj) —gtp) =M (a;- ) [f(tj-1) — g(tj-D]I
=|(h'(aj) = W (a;-))f(t) — g+ B (@) [f (£) — g(£j) — f(tj—1) + g(¢j-1)]]
<sKiNlaj—ajlllf —glleo + Ko (NI f(£;) — g(£;) — f(£j-1) + g(j-1)I
< RKiNIf — 8lloo + Ko (N1 f(27) — g(2j) — f(£j-1) + g(£j-1)I
= Ks(NIf (&) —g(tj) — f(gj-1) + g(tj-1)l.
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Yaque p:[a,b] — (1,00) yademads en j € I se tiene que

Z |Hf(t;))— Hg(t;)— Hf(tj-1) + Hg(tj_1)|l7(xj—1)

Jjel
< Z K3(r)p(xj_1)|f(tj) _g(l-]) _f(tj—l) +g(tj—1)|p(xj_])
jeI
< Ky(r) Z |(f— g)(t]) - (f_ g)(tj_1)|p(xj—l)
jel
< KMV, (f-g)
<

KNI f ~ gl -

De nuevo por el Teorema de Valor Medio existe §; entre f(¢;)y f(£j-1) yy; entre g(¢;) y g(tj-1) tal que

Hf(t)) - Hf ()= W BIFE) = FE)) (=1,2,...,m)

Hg(t;) - Hg(t)) = W' (y)lg(tp) — gtp)] (j=1,2,...,m).

Por definicién de J se tiene

1Bj—vil<21f(t;)— gt +21f(tj-1) — g(£j-1I.
De nuevo haciendo un célculo se demuestra que
|Hf(tj))— Hg(t;)— Hf(tj) + Hg(t;)|
=R (BHIf () - fE;-D] =R (yplg(t)) — g(tj-D]]
=|(h'(Bj) - W (yDIf () = ftj-01 = W (@D f(£) - f(zj-1) — g(t)) + gt
<Ks(MIBj—vllf(&)) = f&j-DI+ Ke (NI f(£) — g(&j) — f(£j-1) + g(£j-1)I
< [4Ks(Nl flloo + Ke (NI f(£) — g (&) = f(&j-1) + g(£j-1)]
= Kz(NIf (&) —g(tj) — f(gj-1) + g(tj-1)l.

Como p:[a,b] — (1,00) y ademads en j € ] se obtiene

Z |Hf(tj) —Hg(tj) —Hf(tj) + Hg(tj)lp(xj—l)

JjeI
=Y K7 (NPYV|f (1)) - g(8)) = f(tj-1) + g(tj—) [PV
jel
= Kg(r) Y1 (t)) — g(t)) — f(tj-1) + g(tj—1)|P¥i-)
Jjel

=Kg(NV,,(f -8
= Kg(MIIf = gllpy,)-

Aplicando ambos lados la suma parcial y observdndose que Ky (r) y Kg(r) no dependen de la particién =
se concluye que

vl
PO\ (Ka(r) + Kg(r)llu— vl

<1

el cual se obtiene la afirmacién.
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Reciprocamente, supongamos que H satisface la condicién de Lipschitzidad. Por suposicién, la cons-
tante

| Hu~ Hull),

K(r)::sup{ :u,veE WBVp(la,bl, |Iu||p(,),||v||p() <r u# v} (3.51)

llu— Y pO)
es finita para cada r > 0. Consideremos, en particular, ambas funciones u y v en (3.51) constantes, se
tiene que

[h(w) —h(W) =K lu—-vl (u,veR, |ul, |[vI<T).

Esto demuestra que & es localmente Lipschitz y asi la derivada h’ existe en casi todas partes en R. Queda
por demostrar que h’ existe en casi todas partes en R y es localmente Lipschitz. Para la demostracion del
primer punto se demostrara que 4’ existe en todo intervalo cerrado I = [a, b].

Sea r > 0 y consideremos z € WBV),,[a, b] con ||Z||W) < 5. Sea {a,}}2, una sucesién decreciente de
ndmeros reales positivos que convergen a 0; sin pérdida de generalidad, asumamos que a;, < 5 para
todo n € N. Definamos una sucesion de funciones hq, ; : [a, b] — R por
h(z(t)+ay) — h(z(t
ha,,z(t) = G0+ @) = ED) (t € [a,b)). (3.52)

an

Como el operador de composicion H, generado por h, actta en el espacio WBV),(,[a, b], por suposicion,
las funciones hg, ; dadas por (3.52) pertenecen a WBV),,[a, b].

Ahora, se demostrard que la sucesion {hg,, .15, tiene p(-)-variacion acotada uniformemente en el sen-
tido de Wiener para todo z € WBV),(,[a, b] con ||z IZ‘f_) < % En efecto, sea m = {fy, 11, ..., I;»} Una particion
del intervalo [a, b]. Para cada n € N definamos las funciones u, y v por

up(t) =z +ay,, ve)==z(1t) (t€la,bl). (3.53)

Entonces ||u,||V ., < r VAl vllv‘i) < r.Ademads, por el Lema 2.3, (3.52) y (3.53), se obtienen las estimaciones

p()

anlha,,z(t;) - hamz(tjfl)”r)(x,-)

||Hu,,_Hv||Ef)
_ i |h(z(tj)+(xn)—h(z(tj))—h(z(tj 1)+an)+h(z(tj_1))lp(x]‘)
j=1 | Hy, — Hy||p()
_ i |h(un(t))) = h(v(£))) = h(un(tj-1)) + h(v(£j-1))[P*D
j=1 | Hy, — HU”p()
S, = HI
Hu,—-H
= VpVZ) L sla, bl [ = 1.

Como la particién « = {1, t1, ..., Iz} €s arbitraria, la desigualdad

a,h
V;{) L’“zw;[a,b] <1
||HM,I_HU||p()
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se satisface para todo n € Ny cada z € WBV),,[a, b] con ||z||;;‘?) < 5. Por el Lema 2.3, la definicién de la

funcion hg, , en (3.52) y las definiciones de las funciones u, y v en (3.53), se obtiene que

lanha, .zl = NIhz+an) =Rk,
= [lh(un) = W),
< KMllun vl
= KManp

w

PO = K(r). Por el Lema 2.3, se concluye que

por lo tanto || hg,, .|
Vol (ha, 2) < K(1), (3.54)

el cual demuestra que la sucesion {hq, }5., satisface las hip6tesis del Teorema 2.6. El Teorema 2.6 ase-
gura la existencia de una subsucesion puntualmente convergente de {hq, }7.; sin pérdida de gene-
ralidad asumamos que toda la sucesion {hqy, ;}7”, converge puntualmente en [a, b] a alguna funcién
f € WBVp(,) la, b] .

Ahora, considerando z(¢) := At, donde A > 0 suficientemente pequeiio tal que IIZIIEf_) < % Por (3.53)
notemos que
h(z(t) + —h(z(t
f© = lim (z(2) + ap) (z(1)) (3.55)
n—oo an
. h(At+a,) —hAD
= lim
n—oo an
= AW (A

para casi todo ¢ € [a, b]. Como la primitiva de f y la funcién ¢ — h(A¢) son ambas absolutamente con-
tinuas y tienen la misma derivada en [a, b], se concluye que ellas difieren solo en alguna constante en
la, b], y asi I existen en casi todas partes en [a, b]. Por el principio de invarianza (Lema 3.6) se deduce
que la derivada /' de h existe en todo intervalo, y asi en todas parte en R.

Queda por demostrar que /' satisface una condicién de Lipschitzidad local. Denotemos por F el opera-
dor de composicion generado por la funcion f definida en (3.55), para z € WBV),(,[a, b] con ||z]| IZ‘?) <3
se obtiene

Izl < K(), (3.56)
donde K(r) es la constante Lipschitz de (3.51). En efecto, por el Teorema 2.6 se concluye que
w P w
11 pey = Hm inf iRl ),

siempre que la sucesion {h,}% | de funciones h, € W BV, [a, b] converge puntualmente en [a, b] a algu-
na funcién f. Combinando este hecho con (3.54) y la observacion que hy, ;(a) — g(a) cuando n — oo se
obtiene (3.56). Se concluye que el operador de composicion F aplica el espacio WBV),,[a, b] en si mis-
mo, por lo que la funcién correspondiente f es localmente Lipschitz en R. Por (3.55), también lo satisface
la funcion '

a
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Operador Localmente Definido

En relacién a los operadores localmente definidos, dados X e Y dos espacios de funciones reales defini-
das enunintervalo I, laaplicacién K : X — Y es un operador localmente definido si y solo si para cada in-
tervalo abierto J/ c Ry para todas las funciones u, v € X con ul|jn; = vliny resulta que K(u)|jny = K(V)|1n)-
En 1985 E Newman (23-th International Symposio on Functional Equation, Gargnano-Italy, June 2-11)
planted la siguiente interrogante:

sTodo operador localmente definido K : C™(I) — C%(I) esdela forma
K@D = ht,u®),u' @),...,u"™ (), ueC*), tel
para una cierta funcion h: I x R"*! — R2,

K. Lichawski, J. Matkowski y J. Mi$ (1988), en [87], definen los operadores localmente definidos unilate-
ralmente de la siguiente manera:

El operador K : C"(I) — C°(I) es localmente definido por la izquierda si para todo #; € I y para cada par
de funciones u, v € C"(I) se satisface la siguiente implicacion:

Ul In(=o0,t) = VlIn(=o0,t) = KUl In(=00,t5) = K(V) 10 (=00, 1)

y es localmente definido por la derecha si para todo f; € I y para cada par de funciones u, v € C"(I) se
satisface la siguiente implicacion:

Ul 105,000 = VlIn(tg,00) = K(W)1n (15,000 = K(W) |1 (15,00)-

Haciendo uso de los operadores localmente definidos unilateralmente, el cual es una version mas débil
que los operadores locales, Lichawski, Matkowski y Mi$§ dan una respuesta afirmativa a la inquietud de
Neuman. Existe una vasta literatura relacionada con estos operadores locales actuando en diferentes es-
pacios, por ejemplo en los trabajos [11], [15], [19] y [28] para espacios de medida y en los trabajos [20],
[24] y [25], entre otros, para espacios topolégicos.

En esta seccién se presenta un resultado relacionado con la nocién del operador localmente definido, el
cual ha sido sujeto a intensas investigaciones y muchas de sus aplicaciones se pueden encontrar en la
literatura (Ver, por ejemplo [13], [102] y las referencias de ellos); el cual, se define a continuacién:

Definicion 3.4
Sean I = [a,b] y X = X(I), Y = Y(I) espacios de funciones ¢ : I — R. Un operador K : X — Y es
llamado localmente definido o (X, Y)-Operador local, brevemente, un operador local, si para todo
intervalo abierto J c Ry para cada par de funciones f, g € X, la implicacién

Flynr = 8liar = K(H)ljar = K(@)ljn;

se satisface.
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@ Existen algunos resultados en los que obtienen la forma de los operadores locales K : X — Y
para algin par de espacios de funciones (X, Y) (o teoremas de representacion); por ejemplo
cuando

1. X=C™"DyY=C) oY =C'() (Ver [87]).

2. Xy Y son espacios de funciones n-veces (k-veces respectivamente) Whitney diferencia-
ble (Ver [106], [107], [178]).

3. Xes el espacio de las funciones Holder y Y = C(I) (Ver [180], [108]).
4. Xy Y son espacios de funciones mondtonas y continuas (Ver [179]).

5. X = CW,,(I) para funciones de ¢-variacion acotada en el sentido de Wiener y Y = C(I)
(Ver [182]).

6. X = RV} (I) para funciones de variacion acotada en el sentido de Rieszy Y = C(I) (Ver
(15]).

Definicion 3.5 (Ver [87])

Un operador K : X — Y se dice que es

(a) Definido por la izquierda siy solo si para todo sy € I y para todo par de funciones f, g€ X,
Flicoo,spnt = 8l—oosont = K(Pl(—oo,50n1 = K (&)l (00,5901
(b) Definido por la derecha si y solo si para todo sy € I y para todo par de funciones f, g€ X,

Fineeoo) = 8lintsoo) = K(Din(se,000 = K (&)1 (55,00

De ahora en adelante se considera la siguiente notacién
CW BV, (I) = W BV, (D N C(D),

donde C(I) representa el espacio de las funciones continuas definidas en I.

Teorema 3.14 (Ver [87])

El operador K : X — Y es localmente definido si y solo si el operador es definido por la derecha 'y
por la izquierda.

En el Espacio WBV),,la, b].

En esta seccién, como contribucién al tema (Ver [60]) se demuestra que todo operador localmente defi-
nido aplica el espacio de las funciones continuas y de p(:)-variacién acotada en el sentido de Wiener en
si mismo es un operador de composicién (Operador de Nemytskij).
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Teorema 3.15
Sea p : I = [a,b] — (1,00) una funcién admisible. Si el operador localmente definido K apli-
ca CWBV)()(I) en C(I) entonces existe una unica funciéon s : I x R — R tal que, para todo
ue CWBV,(D),

K (t) = h(t,u(t)), tel.
Demostracion:

Se iniciard demostrando que para todo u, v € CWBV),(,(I) y para todo so € int(I) la condicion

u(so) = v(sop) (3.57)
implica que

K(u)(s0) = K(v)(s0)-

Para ello, escojamos sy € in#(I) arbitrario y consideremos el par de funciones arbitrarias u, v € CW BV, (I)
que satisfacen (3.57). La funcién y : I — R definida por

) u(r) para tela, xol;
Y(t).—{ v(t) para t€ (xg,b]

pertenece a CW BV),(,(I). En efecto, definamos las funciones uy, vy : I — R por

(t) = u(t) —u(xp) para te€la,xpl;
i = 0 para te€ (xp,b]

() = 0 para te€[a,xpl;
vt = v(t)—v(xy) para te(xp,bl.

Como u,v € CWBVp(.) (I), entonces u, v son continuas en / y ademds V’m(u) <00y V%)(v) < 0o. Sea
7 ={£;}]" , una particioén de [ tal que #,_1 < s < fy para algun 1 < ¢ < m. Entonces
-1

m
N lu () — ur (G-DIPEY =Y () — u(t-)PE + Julse) — wltp—y) PO
i=1 i=1

w
Vo ().

I\

Por lo tanto V;{ ) (u1) < oco. Por un razonamiento similar, se tiene que V;{ ) (v1) < oo. Finalmente u; + v; €
CW BV, (), es decir, CW BV, (I) es un espacio lineal. En consecuencia

Vi (ur + v1) < oo. (3.58)
Para todo t, t' € I se tiene

(ug + v1) (1) — (ug + v () =y(@) —y(£),
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la condicion (3.58) implica que y € CWBV),(,(I). Ya que

Ul(—o,s0n = Ylcoosonr Y Vlspoont = Ylispoont
por la Definicién 3.5, se tiene que
K(W)l(—oo,59n1 = KM (coospnr ¥ KWl (55,000n1 = KV (5,001 -
Asi, por la continuidad de K(u), K(v) y K(y) en sy, se obtiene que
K(u)(s0) = K(y)(s0) = K(v)(so)-

Supongamos ahora que sy es el extremo izquierdo del intervalo I (es decir, so = a). Por la continuidad de
Uy ven sp, existe una sucesion (t,) ey tal que o < tp41 < t, |tn—Sol<(b—s9)/n, neNy

lu(tn) — ulso)l < iz [v(tn) = viso)l < iz neN. (3.59)
n n

Definamos la sucesion de funciones y, : I — R, neN, por

u(s2x) — u(so)

(£—s0) +u(so) para € [so, S2xl;
S$2k — S0

U(S2i-1) — u(s2;)

(= s24) + u(s2i) para f€ (s2;,82i-1], i €{1,..., k};
_ $2i-1— 82
Yor (1) =<
u(s2;) — v(s2i41) .
————————— (t—$2i+1) + V(S2i+1) para € (s2i41,82:), i€{l,....k—1}
$2i — S2i+1
v(s) para te€ (s1,b]
V(S2r-1) — v(sp)
———— (£ — o) + v(sp) para tE€ [sg, Sok-11;
$2k-1—50
U(s2;-2) — v(s2;-1) .
: T (t—spi-1) + V(spi-1) para  tE(Spi_1,S0i-2], i €12,...,k};
_ 8$2i-2 = 82i-1
Yok-1(£) =1

V(82i-3) — u(s2i-2)

8$2i-3 — 82i-2

(t—S2i—2) +u(spi—2) para te(spj—2,82i-3l, i€{2,...,k—1};

v(s1) para te€(sy,b]

paratodo k € N, pertenece al espacio W BV),(, (I). En efecto, por la definicion de y»x, k € N, la desigualdad
triangular, (3.57) y (3.59), se tiene que

) 2 p(xi-1)
Y2k () = Yar (s9) PPV < (1—2)
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Y2k () = Y2k (EIPS < yae(t) = yar(so) P + Iyai(t)) = yar(so) P
2 \P&i-1)
< 3

paratodo i,je{l,...,2k}, i < j, k€N. Porlo tanto

2k . 2k 2 p(xi_l)
3 Ivak(t)) = yar(so)PH) < (—2)
" ; 1
i=1 i=1

2k 1 ( )

—9opXi11
< M;—izp(xi—l)’ (1<M_2 <+oo),
asi
W 2k 1

Vs Va2, D < Mizzl FTEL keN. (3.60)

Con un razonamiento similar se demuestra que

2k-1
1
w
Voo 0rzk-1,D =M 1:21 ErEnl keN. (3.61)

Por (3.60) y (3.61) se obtiene que y, € WBV),)(I) y
w -1
Voo rn ) = Ml_zl Zpn keN. (3.62)

Observemos que

Y2k-1(S0) = Y2k (So) = u(so) = v(sp), keN, (3.63)
paratodo k,i €N,

Yok (t2k) = ultor) = Yok+i(t2k),  Vok-1(t2k—-1) = V(t2k-1) = Vok-1+i(f2k-1), (3.64)
yparatodo f € I\{f} : k €N} existe ny € N tal que

Yn(t) =Yn,(8), nz=ng, neN. (3.65)
Definamos

y(8) = nEeryn(t), tel.
Por (3.63), (3.64) y (3.65) la funcién y estd bien definida y ademas

ly(8) —y(t2)l = |v(fok+1) — ultap)l
[v(t2k41) — v(so)| + |u(tax) — u(so)l, paratodo f€ [frri1,l2k) (3.66)

I\
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I\

[v(t2k—1) — u(tor)l
[V(t25-1) — V(So)| + |u(tar) — u(sp)l, paratodo tE€ [fok, bag—1)- (3.67)

Iy () =y (L2101

IA

Para demostrar que y es continua en sp, se considera € > 0 fijo. Por la continuidad de u y v en sy, existe
np € N tal que

lv(ty) —vis)l <el3, |u(ty) —u(sg)l<el3, neN, n=nyg. (3.68)

Consideremos f € (sp, Sp,) arbitrario. Existe k € N tal que 2k — 1 > ng y se satisface ¢ € [fpr41,%2k) 0 [ €
[f2k, t2k—1)- Ya que, por la desigualdad triangular y (3.63)

IA

[y (£) =y (2| + |y (E21) — v (s0)|
[y (£) =y (L) |+ |u(tar) — u(so)l,

Iy (8) =y (so)l

IA

por lo tanto, por (3.66) y (3.68)

1y (2) =y (s0)| = [v(E2k4+1) — v(s0) |+ 2[ultar) — ulso)l <€
en el caso cuando £ € [fx41, f2k), Y pPOT (3.67) y (3.68)

1y (2) =y (s0)| = [v(t2k-1) — v(s0) | + 2| ultar) — ulso)l <€

en el caso cuando ¢ € [fg, tx—1). Ya que la continuidad de y en los puntos restantes es obvio, y es conti-
nuo.

Por la semicontinuidad inferior de VZK ) (Proposicion 2.3) y (3.62)

1 1
w P
Voo 0D =<UminfM ), o5

’

y la convergencia de la serie g izp(% implica que y € WBV)(,(I).

En consecuencia existe una funcion y € CWBV),(, (I) y una sucesion (#x) xen tal que
Y(tor-1) = v(tak—1), Y(tar) =ultor), tr€l, keN.

De acuerdo con la primera parte de la demostracidn, se tiene
K(y)(t2k-1) = K(W)(t2k-1) ¥ K()(t26) = K1) (f2k), k€N.

Asi, por la continuidad de K(y), K(u) y K(v) en sp, cuando k — oo, se tiene que
K(f)(s0) = K(y)(s0) = K(g)(s0)-

Cuando s es el extremo derecho de I, el argumento es similar.
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Para definir la funcién h: I x R — R, se fija arbitrariamente un yp € R, definamos una funcion Py, : I — R
por

Py, (t):=yo0, tel. (3.69)

De esta manera Py, es una funcion constante, la cual pertenece a CW BV),(, (I). Para sy € I, yo € R, defi-
namos

h(so, y0) := K(Py,) (s0).
De esta manera, por (3.69), para toda funcién u,

u(so) = Py(sy) (S0),
de acuerdo a lo que ya se ha demostrado, se tiene que

K (u)(s0) = K(Py(sy)) (50) = h(so, u(sp)). (3.70)
Para demostrar la unicidad de &, asumamos que 4 : I x R — R es tal que

K(u)() = h(t, u(1)

para todo u € CWBV),()(I) y t € I. Para demostrar que h = h, sea t € 1, y € R fijo arbitrariamente y
consideremos u € CW BV, (I) con u(t) = y. Por (3.70), se obtiene que

h(t,y) = h(t, u(n) = K(w) (1) = h(t, u(t) = h(t, y),

lo cual demuestra la unicidad de h.




Ecuaciones Integrales de Hammerstein y
Volterra-Hammerstein en el Espacio de Va-
riacion Acotada con Exponente Variable

El nombre ecuacién integral fue introducido por Emil Heinrich Du Bois-Reymond en 1888, para toda
ecuacion que involucra una funcién incégnita dentro del signo de la integral. Sin embargo, los inicios de
las ecuaciones integrales se remonta cuando Pierre-Simon Laplace, en 1782, us6 lo que hoy se conoce
como transformada de Laplace, dada por

u(r) :f e Bg(s)ds, (4.1)
0

para resolver ecuaciones en diferencia lineal y ecuaciones diferenciales. En conexién con el uso de series
trigonomeétricas para la solucién de problemas de conduccién de calor, Fourier en 1822 encontr6 la fér-
mula reciproca a la ecuacién (4.1), las cuales contienen funciones trigonométricas en la parte integral.
Un poco mds tarde, en 1826, Niels Henrik Abel resuelve la ecuacién integral

t
u(t):f (t—s)"%P(s)ds,

donde u(?) es una funcién continua, que satisface que u(a) = 0, ¢ es una funcién incégnitay 0 < a < 1.
Y Siméon Denis Poisson en 1826 en una memoria sobre la teoria del magnetismo estudia la ecuacién
integral

t
O =u()+ )Lf k'(t—s)p(s)ds,
0
en la cual ¢ es una funcién incégnita y ¢ aparece como uno de los limites de la integral.

En 1896, Vito Volterra! dala primera solucién general de la clase de ecuaciones integrales lineales, el cual
lleva su nombre y esté caracterizada por la variable ¢ que aparece como uno de los limites de la integral.
Erik Ivan Fredholm, en 1900, estudi6 el siguiente tipo de ecuacién lineal que lleva su nombre

b
o) = u(t)+f K(t,s)p(s)ds, 4.2)
a

11as ecuaciones integrales de Volterra fueron presentadas por el fisico y matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) y
luego estudiadas por Trajan Lalescu en su tesis en el afio 1908, Sur l'équation de Volterra (Ver [85]), escrita bajo la direccién de
Emile Picard.




la cual contiene a las ecuaciones consideradas por Volterra, al considerar K(¢,s) =0 para s > ¢ (Ver in-
troduccién de [125]). Las ecuaciones integrales de Volterra encuentran aplicaciones en demografia?, el

estudio de los materiales viscoeldsticos® y en materiales de seguros®.

Una vez que las ecuaciones integrales se estudiaron en el espacio de las funciones continuas o deriva-
bles empleando la integral de Riemann, resulta natural considerar las mencionadas ecuaciones en otras
clases de espacios de funciones y con otros tipos de integrales; por ejemplo, tal como lo estudian R. P.
Kanwal (1971), en [75] o A. N. Kolmogorov (1961), en [78]. Otro ejemplo se puede citar es el articulo de C.
S. Honig (1975), en [68], en el que se demuestra la existencia y unicidad de la ecuacién

t
v(t)—v(ty) + | deK(t,0)v(o) =u(t) — ulty),
[4)

en el espacio de las funciones regulares en espacios de Banach, donde el simbolo de la integral, se refiere
a un operador del tipo Riemann-Stieltjes definido sobre el mencionado espacio de funciones. En D. Bu-
gajewski (2003), en [27] se demuestra la existencia y unicidad de la solucién, en un intervalo cerrado de
larecta, de la ecuacion integral del tipo Volterra

t
u(t) =g +f K(t,8) f(u(s) ds,
a

en el espacio de las funciones reales continuas y con la norma del espacio de las funciones de variacion
acotada; tal que el ntcleo de la ecuacion integral K(¢, s) es de variacidon acotada en la primera variable.

Los tres tipos de ecuaciones integrales que han sido estudiadas con més frecuencia son las de Volterra,
Fredholm y Hammerstein®. Por ejemplo, sirve como modelo matemético de muchos fenémenos fisicos
tal como el comportamiento de fluidos electromagnéticos; ademads la solucién de algunos problemas
con frontera, de las ecuaciones en derivadas parciales, se suele expresar como la solucién de una ecua-
ci6én integral de Hammerstein.

En el andlisis matematico el Teorema de Punto Fijo de Banach (también llamado teorema de la aplica-
cién contractiva) es una de las herramientas mas usadas para demostrar la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales, en el analisis de sistemas dindmicos e incluso en el estudio de métodos iterati-
vos utilizados en el cdlculo numérico. El teorema que a continuacién se presenta, garantiza la existencia
y unicidad de puntos fijos de ciertas funciones definidas en espacios de Banach, haciendo uso de aplica-
ciones contractivas® y debe su nombre a Stefan Banach (1892-1945) quien fue el primero en enunciarlo.

2La demografia es la ciencia que tiene como objetivo el estudio de las poblaciones humanas, en su direccién, estructura,
evolucion y caracteristicas generales.

3Los materiales Viscoeldsticos son materiales que exhiben tanto propiedades viscosas como propiedades elasticas.

4Los materiales de seguro es la disciplina que aplica modelos estadisticos y mateméticos para la evaluacién de riesgo.

5Adolf Hammerstein (1888-1941) matemdtico aleman que proporciond resultados principalmente en el cilculo variacional,
ecuaciones diferenciales parciales y en la teoria de ecuaciones integrales no lineales.

6Las aplicaciones contractivas son aquellas aplicaciones T de R en R tal que | T (x) — Ty <clx—yldondec<1
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4.1. ECUACION INTEGRAL DE HAMMERSTEIN

Teorema 4.1 (Principio de Contraccion de Banach)

Sea T una contraccién en un espacio de Banach X. Entonces T tiene un tinico punto fijo en X, es
decir, existe una tnica solucién x € X ala ecuacién

x=T(x).

El principio Leray-Schauder hace que sea posible prescindir de las condiciones el Teorema de Punto Fijo
de Schauder” y solo requiere que una “condicién de acotacién” se satisfaga. Ahora se presenta el Princi-
pio de Leray-Schauder y se muestra una version aplicada a fin de obtener resultados de existencia para
soluciones continuas de ecuaciones integrales (Ver [133]).

Teorema 4.2 (Principio de Leray-Shauder)

Sea U un subconjunto abierto de un espacio de Banach (X,][|-|]) con0e Uy U la clausura de U
en X. Supongamos que F : U — X y asumamos que existe una funcién continua no decreciente
¢ : [0,00) — [0,00) que satisface que ¢(z) < z para z > 0 tal que para x, y € U se tiene que ||F(x) —
FIl = ¢(lx - yll). Adicionalmente asumamos que F(U) es acotada yx#AF(x) paraxedUy
A €(0,1], donde 60U denota la acotacién de U en X. Entonces F tiene un punto fijo en U.

En el presente capitulo, como contribucién al tema, se demuestra la existencia, y algunas veces unici-
dad, de la ecuacién no lineal Hammerstein y Volterra-Hammerstein en el espacio de las funciones de
p(-)-variacién acotada en el sentido de Wiener con exponente variable (Ver [55]).

Ecuacion Integral de Hammerstein

Esta investigacién estd conectada de alguna manera con la teoria de las ecuaciones integrales en espa-
cios de Orlicz-Musielak. La idea principal de esta teoria consiste en construir el espacio de soluciones de
una ecuacion integral dependiente del niicleo de esta ecuacién y no de un espacio fijo, como se hacia en
la teoria cldsica de las ecuaciones integrales (Ver [71], [127] y sus referencias).

El interés por los espacios definidos a través de la nocién de exponente variable estd motivado por sus
aplicaciones a varios problemas, por ejemplo, en restauracién de imédgenes, dindmica de fluidos, teoria
de elasticidad y ecuaciones diferenciales con condiciones de crecimiento no estandar (Ver, por ejemplo,

[25], [34], [154], [183], [186]).

En esta seccion se estudia la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién integral de Hammerstein

u(t) =gl +va(t, S)f(u(s))ds para tel, veR 4.3)
I

en el espacio de Banach WBV),(,(I) con la norma |- IIZ‘f_). Enlo que sigue, asumamos que I = [0,a], a=1
y que se satisfacen las siguientes condiciones:

7Las condiciones del Teorema del principio del punto fijo de Schauder son que la condicién de invarianza T'(D) < D debe
garantizarse para un subconjunto D convexo, cerrado y acotado de un espacio de Banach
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(1°) g esuna WBV,,,-funcién.
2% f :R— Resuna funcién localmente Lipschitz.

(3% K:IxI— Resunafuncién tal que K(t,-) es L-integrable para todo ¢ € I, K(0,s) = 0 y existe un
numero « > 0 tal que V’% (K(-,8)/a) < M(s) para s€ [ a.e., donde M : I — R, es una funcién L-
integrable.

Teorema 4.3

Bajo las suposiciones 19, 29 y (3% existe un numero p > 0 tal que para todo v con |v| < p, la
ecuacion (4.3) tiene una tnica W BV),(,-solucion, definida en I.

Demostracion:

Sea 7* una particion seleccionada del intervalo I. Por (3°)

inf{e>0: fVW (K( S))ds<1}::c<oo.
IO s

K(,s)
[00(E2)as<oo

Sea f§ = f I V;‘(/_ (K( s)) dsyy=max{l, f}a. De las siguientes desigualdades

Ademas,

W( K(,s) ) f (K( S))ds
PO max{l, Bla max{l B}
_ i
max{1, B}
< 1

se sigue que

K(,s)
VW( )d <1
/1 POy S

K¢,
inf{£>0: [VJ{)( (88))03551}::057/.

por lo tanto

Sea r > 0 tal que ||g||"V. py <TY L, denota la constante Lipschitz la cual corresponde a la funcién f y el
intervalo [—r, r]. Seleccionemos un ntimero p > 0 tal que

llglly, +pc sup If(l<r 4.4)
te[—r,r]
pLrct<1
donde ¢ es un niimero suficientemente pequefio que satisface la desigualdad

A w
llttlloo < ellull}),
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Denotemos por B, la bola cerrada de centro cero y radio r en el espacio WBV),, (D). Sea |v| < p fijo.
Definamos

G(u)(8) :=g®) +vF(u)(2)

donde
F(u)(t)=fK(t,s)f(u(s))ds ueB, tel.
I

Ya que f € Lip(I) c WBV)(,(I) (Ver [72]), es decir f € WBVj(,(I). Por la Proposicion 2.4 la funcion f es
medible y por el Lema 2.6 es acotado. Asf, las aplicaciones F y G estdn bien definidas. Ahora se verificard
que G(B;) c B;. En efecto, para todo u € B; se tiene

Gy, = lig+vFally,

IA

gl +IIVE@lly,

W ow (VE@W)
IIgIIp(,)+1nf{}L>O.Vp(,)( 1 )51},

Asi, por la desigualdad de Jensen

vF (1) no( v p(xi-1)
VJ‘({)(T) = SS*P;(TIF(M)(Q)—F(u)(l‘i—l)l)

[v| p(xi-1)
< sup(f—IK(ti,s)—K(ti_bs)llf(u(s))lds)
T* I A
vl p(xi-1)
< SUpU—suplf(u(S))IlK(ti,S)—K(ti-l,S)ldS)
T* 1 A sel
vl p(xi-1)
= SUPf — sup |f(DIIK(,s)—K(E-1,9)| ds
ot JI\ A rel=rn
K(,s)
< [ v |Ivl sup If(D) ds
f[ PO te[—r,r] f A
entonces
F
inf{/l>0: VPV{)(VT(”))sl}
<

vl sup If(t)lK("S))dss 1}

inf{1>0: va,
{ 1 pt) te[—r,r] A

K,
vl sup |f(t)|inf{/l>0: [V%(ﬂ)dssl}
tel-rr] r? A

vl sup |f(#)lc.

te[-r,r]

Consecuentemente, como |v| < p entonces por (4.4)

G < 11gl1, + V] Sup fDle<r.
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Por lo tanto G(B;) < B,. Ahora se demostrard que G es una contraccion. Asi, para todo u, v € B,

v(F(u) - F(v))
VJ{)( A )
n lyl p(xi-1)
< sup). fITIK(ti,S)—K(ti—l)llf(u(s))—f(V(s))Ids)
T =1
n |7’| px;-1)
< sup) || ==sup|f(u(s) - fw(s)HIIK(L,5) - K(ti-l)ldS)
n* j=1 \JI A sel
n WI p(xi-1)
< sup)_ [TSU?L Alu(s) — v(s)IIK(t,-,s)—K(ti_l)lds)
T =1 S€E
< (IVILrsuplu(s)—v(s)I KG9 d
1 sel A
y
Gu)-Gv) = g +vFw)(r)—(g®)+vF) (D)

= v(F)(1) - F(v)(1).

Entonces se obtiene

||G(u)—G(v)||Z'f,) = 1nf{/1> :Vy)(w)sl}
< 1nf{/1> :f p()(lvlLrsuplu(s)—y(sN . ))dssl}
= o]

p()

inf /1>0:f (Ivlchllu v|| '))dssl}
I

< inf{/l>0: WVIL:éllu— vl
W A
= ILllu=vll,cc.

Aplicando el principio de contraccién de Banach se deduce que G tiene un tnico punto fijo en B; el cual
es inicamente una W BV),(,-solucion de (4.3).
O

Ejemplo 4.1
)
Si K:1IxI — R esta definido por K(¢,s) = K1(t)K,(s) para (¢,s) € I x I, donde K;(0) =0, K; €

W BV, (I) y Kz es una funcion medible Lebesgue, no constante y acotada, entonces K(z,-) es in-
tegrableen 'y

K(-, )\ _ w [Ki()Ka(s) - |K2(S)|

2 ) PO 1 = Voo

donde A = sup|Kz(s)|.

sel

w
Voo

W (Ky)

En particular VJ‘(/. ) (K (/'1’5)) es integrable Lebesgue en I y K satisface la condicion (3°).
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4.2. ECUACION INTEGRAL DE VOLTERRA-HAMMERSTEIN

Ahora consideremos la W BV),(,)-solucion continua de la ecuacion (4.3); asumamos adicionalmente que:
4% g:1—Resuna W BV (,-funcién continua;
(59) Para todo & > 0 existe § > 0 tal que paratodo t,7,s€ I,

lt—1|<6 = |K(1,5)—K(t,9)|<E€e.

Teorema 4.4

Supongamos que las condiciones (2°-5°) se satisfacen. Entonces existe un niimero p > 0 tal que
para todo A con || < p, la ecuacion (4.3) tiene una W BV),(,-solucién continua, definida en 1.

Demostracion:

Consideremos el espacio WBVS(.) (I) = WBVjy,(I) nC(I) conlanorma || - IIL’X,). Sea {u,},>1 una sucesion
en WBVpC(,) (I) tal que
llun = ull i, — 0 donde wue WBVy((D.
Entonces, se tiene que
[lu, — ullc — 0 por consiguiente u e C(I).
Por lo tanto WBVpC(,) (I) conlanorma||- IIZ‘f_) es un espacio de Banach. Sean r > 0 tal que ||g||‘£f.) <ry B,
la bola cerrada de centro cero y radio r en WBVPC(_) (I). Entonces

|G(u) (1) — G(u)(7)] lg(®) +vF(u)(t)— g)—vF(u) (1)l

< g0 —g@|+VF)(8) - Fw) (@)

= |gt)—-g@®)+ v(fIK(t,S)f(u(S))ds—fIK(T,S)f(u(S))dS)
< lg)-g@m)+ V(flsuylf(u(S))l(K(t,S)—K(T,S))dS)

<

lg(®) —g@|+|vl sup |f(D)l IIK(I,S)—K(T,S)IdS

te[—r,r]

parau€ B,, t,7 € I, por (4°) y (5°) se tiene que G(u) es una funcién continua. Por lo tanto G aplica B, en
si mismo. Haciendo uso del mismo razonamiento del Teorema 4.3 se obtiene el resultado.

Ecuacion Integral de Volterra-Hammerstein

En esta seccion se demuestra la existencia local de soluciones de la ecuacién integral de Volterra - Ham-
merstein

t
u(t):g(t)+f K(t,s)f(u(s))ds for tel. (4.5)
0

Asumamos que
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(6% p:I— (1,00) es una funcién continua. T = {(f,s): 0<t<1, 0<s<1t}, K: T — R esuna funcién
tal que K(t,) es L-integrable en [0, f] para todo ¢ € I y existe un niimero a > 0 tal que

w
+Vo0

(u«s, s)| )PW

(K(-,S)
a

—,[s,ll) < mf(s)
a

para s € I en casi todas partes, donde m : I — R, es una funcién L-integrable para cada se I, x;€ I
seleccionado de manera que |K(s, s)|” (*s) eg el maximo para la funcién ¢ — |K(s, s)|P ),

Teorema 4.5

Supongamos que las condiciones 19, 2% y (6%) se satisfacen. Entonces existe un intervalo J c T
tal que la ecuacion (4.5) tiene una tinica W BV),(,-solucion, definida en J.

Demostracion:

Sean r, L; y ¢ definidos como en la demostracién del Teorema 4.3. Escojamos un entero positivo N tal

que
a
sup |f(Ol|==|+1g¥,<r (4.6)
tE[—Er] f (zN) g p()
Yy
A a
LrC(Z—N) <l1. 4.7)

Sea0<d<1yL:=2mp@0: 1€l 3] que

K

Escojamos d como en (6°) y por la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue existe 0 < d < 1 tal

que
d p(xs) .
f [(IK(S,S)I) +V’7V‘({)(K(’S),[s,d])
0 a *

d p(xs) .
f (ZIK(s,S)I) LYW (ZK(,S)
0

p()
por lo que podemos seleccionar d de tal manera que L fod m(s)ds < 1. Argumentando de manera similar
a lo anterior, se puede afirmar que para cada N € N existe un nimero 0 < d < 1 que satisface (4.8). Por
(4.8) se obtiene la desigualdad

d
inf{1>0: f
0

N p(xs) N (. d
(—2 'K(S’S)') +V;(V.)(—2 K(’S),[s,d])}dssLNf m(s)ds < 1. (4.8)
a a 0

d
dssf m(s)ds<1
0

d
dsst m(s)ds<1
0

, L8, d])

a

p(xs) .
('K(;’S”) +V%(—K(/{s),[s,d])

a
ds< I}SZ—N (4.9)
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Consideremos
. K(t,s), 0<s<t
K(t,s):= { (,5) -

y J =10,d]. Definamos G(u)(t) := g(t) + F(u)(t), donde
t
F(u)(1) :=f K(t,5) f(u(s))ds para ueB, te]
0
de manera que B; estd definido como en la demostracion del Teorema 4.3.

En lo que sigue se verificara que G aplica B, en si mismo. Para u € B, se tiene que

Gy, = lig+Flly,
< lIgllye + IF @Il
t w
< ligliye, + fK(t,s)f(u(s))ds
0 p@
) F(w)
||g||;‘(.)+mf{)t>0: A4 (T) < 1}. (4.10)
Entonces
VW(F(u)) _ Supi F(u)(tj) - F(u)(tj—y) [PV
A T* j:1 /1
tj tjio1 p(xj-1)
n f K(tj,s) f(u(s)ds— K(tj-1,8) f(u(s)ds
= supz 0 0
T oj=1 A

n dq . p(xj-1)
= su*pi —(K(t],s) K(tj—1,9) f(u(s)ds

p(xj-1)
< supi —sup|f(u()IIK(tj,s) - K(tj-1,9)ds
T* j=1 se]
Rti,8) - R(tj_1, )] [P
< supz sup If(t)l| ()= KU1, 91 ds
T j=1 te[-rr] A
4w (,)
< A Vi | sup If(2) ds

te[-r,r]

asi, aplicando inf, se tiene

infdA>0: v (EW mtl 150 [Tvw )d
in >0: Vp(,) o <1l; < in >0: A Vp(.) sup If(t)l s<1
te[—r,r]
K(,
< sup If(t)linf{/l>0:f Vy)(ﬂ)dssl}-
tel-rr] 0 A
Por lo tanto 4 R ; -
K(,s) IK (s, s)\ P K(,s)
w _
](; V,U(') ( A ) dS = o ( ﬂ, ) + Vp(') ( [S, d])]
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En efecto, ya que K(t,s)=0 para t < s, se obtiene que si ) < s < #; con ty, f] € [0, d], entonces la conti-
nuidad de p implica que existe un x; € [0, d] tal que

IK(t1,5) — K (£, $)IP™) < |K(t1,5) = K(s,9)P™) +|K(s, )P,

Por lo tanto, por la Definicién 2.1 obtenemos que

n
sup Y IR (tj,8) - K(tj_1, )P

Viy (R, 9)) p
T j=1

n
= sup ) IK(tj,s) - K(tj_1,8)PiV

SET* j=1

= VJK)(K(',S),[S,d])-f—|K(s,s)|P(xs)

para algin x; € [0, d].

Entonces, por (4.9) se obtiene

F(u) a
. oW
1nf{/1> 0: V) (T) < 1} < tes[t_lgr] If(t)IZ—N.

Por (4.6) y (4.10)

a
1G@Ilye, <8l + sup If(Olg <r
te[-r,r]

por lo que G(B;)  B,.

Ahora se demostrard que G es una contraccién. Para todo u, v € B_r, se tiene

I1G(w) = G|, (g + F(w) - (g + Fw).
pE) p()

IFw) - FWllyy,

inf{/1>0: A (M) < 1}

A

por definicién de K y F y haciendo uso del hecho de que f es Lipschitz, se tiene
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F(v)) 1t

F —
J{)(% = Z( |F(u)(t)) — F(u)(tj—1) — F(v)(£j) — F(v)(tj-1)|

)p(x,-l)
= s p_zl( ‘O K(tj,8)(f(u(s)) = f(v(s)ds
]:

tio1

i p(xj-1)
-, K(tj-1,8)(f(u(s) - f(v(s))ds )

p(xj-1)
< supZ( f|I%(tj,3)_I%(tj—l»s)”f(u(s))—f(V(S))|dS)
/4 ] 1
. p(xj-1)
= supz (zsuplf(u(sn—f(v(S))IIK(t],S) K(tj_l,S)I) ds
T* ]1 sej
R p(xj-1)
< supz ( Lysup|u(s) - v(s)|IK(¢j, ) - K(tj_l,s)l) ds
T* j=1 sej
d K(,s)
< fOVp()(L,suplu(s)—v(s)l )ds
por (4.9) se obtiene
166 -G, = intfas0: vl [(FOE2) <1l
. d 58
< 1nf{/1>0:f Vp()(Lrsuplu(s)—v(s)I )dssl}
0
< Lrsuplu(s)—v(s)l—N
sej
< Lecllus) - vl

P()zN

Aplicando el principio de contraccién de Banach se deduce que G tiene un tnico punto fijo en B; el cual
es una WBV),,-solucion de (4.5).
O

Ejemplo 4.2
Si p:I— (1,00) es una funcién continua y K, Ki, K estdn definidas como en el Ejemplo 4.1 enton-

K(s,8)\P%) K (9)] .
— K)yA= K> (s)].
p ) oK)y SSE?I 2(9)l

ces K satisface la condicion (6%), donde m(s) = (

Ahora, consideremos W BV),(,)-soluciones continuas de la ecuacion (4.5). Asumamos una condicion adi-
cional:

(7°) Paracada t € I y para cada € > 0 existe § > 0 tal que paratodo T € Iy s€ [0,£] N[0, 7],

lT—tl<d = |K(1,5)—K(t9)|<Ee.
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Teorema 4.6

Supongamos que las condiciones 29, 49, 69 y (79) se satisfacen. Entonces existe un intervalo
J c I tal que la ecuacion (4.5) tiene una inica W BV),(,-solucion continua, definida en J.

Demostracion:

Sean r > 0 tal que || gllm) <ry B, una bola cerrada de centro cero yradio r en WBVPC(,) (I). Entonces las

condiciones (4°) y (7°) garantizan que G aplica funciones continuas en funciones continuas. Asi G aplica
B, en si mismo. Haciendo uso del mismo razonamiento del Teorema 4.2 se obtiene el resultado.

Ejemplo 4.3

Si K3, K3 estan definidos como en el Ejemplo 4.1 y ademds K; es continua en I se obtiene que K
satisface la condicién (5°) y (7).

4.3 Soluciones Globales de Ecuaciones

Consideremos la ecuacion integral de Hammerstein
u(t) =gl +[K(t, s)f(u(s))ds para tel. (4.11)
I

Para simplicidad, asumamos que a = 1 y que la condicién (1°) y (3%) se satisfacen. Ademds, asumamos
que:

8% f:R—R.

(99) Existe ¥ : [0,00) — [0,00) con ¥ (i) >0 y

sup | f(u(s)l S‘P(Ilull;jf,)) paratodo u€ WBVy,(I).
s€(0,1]

(10%) Existe My >0 con
My

>
w
”g”p() + \IJ(MO)C

1

donde c es una constante definida por
K(,
inf{/1>0: [V%) (%) ds< 1} =:c.
I

(119) Existe ¢y, : [0,00) — [0,00) continua y no decreciente donde ¢y, (éz) < z para z >0y con | f(u) -
FWI =¢dum,(lu—vl|) para |ul,|v] = Mp y ¢ como se defini6 anteriormente.
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Teorema 4.7
Bajo las suposiciones anteriores, la ecuacion (4.11) tiene una W BV),(,-solucién, definida en 1.

Demostracion:
Denotemos por By, la bola cerrada de centro cero y radio M en el espacio W BV, (I). Definamos
G(u) (1) :=g(1) +fK(t, s)f(u(s))ds para ue B‘MO y tel
I

Para todo u, v € By, se tiene

w (S KGO ((s) - f(v(s))ds
Vp(-) A

no(1 p(xj-1)
= su*pz Xflu((tjys)—K(tj—1,3)|(f(u(3))—f(U(S)))dS) :
Tt oj=1

noq p(xj-1)
< sup). —/Sup(f(u(s))_f(V(S))”K(tj,S)_K(tj—1;5)|ds)
T =1 A I sel
no(1 p(xj-1)
< sup). 1 supc/)MO(u(s)—V(S))|K(l‘j,8)—K(tj—l,s)lds)
T j=1 I sel
|K(, $)]
< [vW¥ ( - )d
fl () SSL;F(,[)MO(U(S) v(s) N s
entonces
w
IIG(u)—G(v)IIEf.) = Hg(t)+fIK(t,s)f(u(s))ds—g(t)—fIK(t,s)f(v(s))ds
pe)
w
= HfK(t,S)(f(u(S))—f(V(S)))ds
I p()

< inf{/1>0: fVVK) (SuP‘pMo(u(s)—U(s))|K("S)|ds)51}
1 PYser A
< supngO(u(s)—u(s))inf{/l>0:fVJ{) (M)dssl}
sel I A
= csup P, (uls) —v(s))
sel
<

cPm, (éllu(S) - v(S)IIEﬁ.)) :

Asi, en particular, G(BMO) es acotada. Como u € B M, entonces existe una sucesion {u,} < By, de funcio-
nes que convergen a u. En particular, esta sucesién converge uniformemente a u. Por lo tanto

VW (f[K(‘,S)(f(un(s))ds

p0) ) < supsup|f(uu(s))lc.

A n  sel

De este modo, se concluye que G aplica By, en WBV) ().
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Supongamos que u € WBV),(I) donde |V e = M) es una soluciéon de

u(t):)L(g(t)+fK(t,s)f(u(s))ds) para tel y A€ (0,1].
I

Entonces,
K, 8) f(u(s)d 1 1 plxj-1)
V];A(() Ji s/f1 u(s s) u*pz UIElK(tj’S)_K(tj_bS)lf(U(snds)
p(xj-1)
< supZ(f—suplf(u(s))ll[((t],s) K(tj_l,s)lds)
T j=1 sel
K
< sup|f(u(s)) ,,()( < S))ds

sel

asi, por la condicién (9°) obtenemos que

w
Nullye, = Hg(r)+f1<(t,s)f(u(s))ds
I p0)
w
< gy, + fK(t,s)f(u(s))ds
1 p0)
) JiK(t,9) f(u(s)ds
= ||g(t)||;;‘f‘)+1nf{)t>0:vgz)( a1 )51}
< lIgIlj, +suplf(u(s)le
sel
< llgIi, + () e
por lo tanto
lull)y,

<1

g, +w (1l ) e

Considerando || u| IZ‘E,) = M) en la ecuacion anterior implica que

My
w w
g, +w (1l ) e

<1

el cual contradice la condicién (10°). Al aplicar la alternativa no linear del tipo Leray-Schauder (Teorema
4.2) sededuce que G tiene un punto fijo en By, = {u € WBV,y(D): llul |;‘f.) < MO}, el cual esuna WBVj,(,)-
solucion de (4.11).

O
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®

La ecuacion (4.5) es un caso especial de la ecuacioén (4.11). Si consideramos

la ecuacién (4.5) se puede escribir de las siguientes formas equivalentes

u(t) zg(t)+ff((t, $)f(u(s))ds para tel. (4.12)
1

Teorema 4.8

Supongamos que las condiciones 19, 69, (8% y (99) se satisfacen. Mdés atin, asumamos que

(129 Existe My > 0 con MO/(IIgIIZ‘?) +W¥(Mp)é) > 1, donde

1 p(xs) .
é:inf{/1>0: fo [('K(Z’s)l) +V%(K(/{S),[s,1])] ds< 1}

yla condicion (11°) se satisface con ¢ en lugar de c. Entonces la ecuacion (4.12) tiene una WBVy,-
solucién, definida en I.

Demostracion:

El resultado se sigue del Teorema 4.3. En efecto

R(,s) ) =
vWI—=1|] = su

P (')( A n*p nZ::l A

pxs) .
— |K(37;/)| + ;{)(K(’S),[ ,1])

IK(tj,) - K(tj—y, $)[P)

IA

m(s) ae. sel,

asi K satisface (3°). Ademaés

inf{/l>0: fIV% (%)dss 1}

K(s, p(xs) f(,’
inf{)t>0: f[(l (is)l) +V;{)(%,[s,l])dssl}

= C

y se considera ¢ = C.






Espacios Intermedios Entre El Espacio de
(p, k)-Variacion Acotada en el Sentido de
Riesz-Popoviciu y la Clase de Riesz.

E Riesz (1910), en [143] establece una relacién entre la clase de Riesz! y la clase de funciones de p-
variacion acotada; luego A. P. Terehin (1965), en [165], da otra caracterizacién del espacio de Riesz en
términos del médulo de continuidad fraccional de orden 1—-1/p. Més tarde, N. Merentes (1992), en [118],
introduce la clase de funciones de segunda (p, 1/p’)-variaciéon acotada, demuestra un resultado similar
al dado por Riesz y da una caracterizacion del espacio de Riesz en términos de las funciones de segunda
(p,1/p’)-variacién acotada. M. Lind (2013), en [88], estudia dos funcionales, la variacién acotada en el
sentido de Riesz y el médulo de p-continuidad. Estos funcionales generan espacios intermedios? conec-
tando la clase de funciones de p-variacion y el espacio de Riesz, ademds demuestra algunas relaciones
con limites en estos espacios intermedios y encuentra la mejor estimacién en términos del médulo frac-
cional de orden 1 —1/p. S. Barza y P. Silvestre (2014), en [21] demuestran que los funcionales generali-
zados del tipo Merentes generan espacios intermedios que conectan la clase de funciones de segunda
p-variacién acotada con el espacio de Riesz de funciones con segunda derivada p-integrable, ademas
demuestran algunas relaciones con limites para estos funcionales y obtienen la mejor estimacién en tér-
minos del médulo fraccional de orden 2 — 1/p; extendiendo los resultados de Lind para funciones de
variacion acotada.

Este capitulo estd dedicado al estudio de diferentes generalizaciones del concepto clésico de las funcio-
nes de variacién acotada. Inspirados por los resultados de E Riesz (1910), en [143], A. P. Terehin (1965)
v (1972) en [165] y [166], respectivamente, N. Merentes (1992), en [118], M. Lind (2013) en [88] y S. Bar-
za y P, Silvestre en (2014) [21], como contribucién a este tema (Ver [113]) se considera la relacién entre
el espacio de (p, k)-variacién acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu y el p-médulo de continuidad.
Con estos funcionales se generan espacios intermedios que conectan el espacio de funciones de (p, k)-
variacién acotada y el espacio de Riesz de funciones con k-ésima derivada p-integrable. Y por dltimo,
se demuestran algunas relaciones con limites para estos funcionales y se obtiene la mejor estimaciéon en

11a clase de Riesz, fue introducido por E Riesz (1910), en [143], para denotar aquellas funciones 1-periédica absolutamente
continuas cuya derivada estd en Lp. Este espacio funcional es un caso particular (o variante) de lo que se conoce en el and-
lisis contemporaneo como espacios de Sobolev, introducidos por Serguei. L. Sobolev (1938), en [162] (Para mds informacion
referente a los espacios de Soboley, referimos al lector interesado a [2], [147], [163]).

2En la literatura, los espacios intermedios, también se denominan escala de espacios




5.1

5.1.1

5.1.2

5.1. PRELIMINARES
términos del médulo fraccional de orden k—1/p.

Preliminares

Para iniciar esta seccion se presentaran algunas notaciones usadas a lo largo del capitulo:
1. Sea u una funcién periddica de periodo igual a 1 (o simplemente 1-periddica) sobre los reales.

2. Un conjunto 7 = {fy,..., t,} de puntos, tales que 7y < t; < --- < t, donde ¢, = #) + 1 se denomina
particién de un periodo (o simplemente una particion).

3. Para una particién m, se denota por ||| = m]jc’lx(tj+1 — t;) su didmetro.

4, Seanp’::(p—’jl) y Osas#

Definicion 5.1
Sean u una funcién 1-periédica, 1 < p < coy 0 < a. Para toda particion r, se define

1/
n=lu(tien) —ut)|P) P

Up,a(U;7T) :=
Pe ];0 (tjr1—£))*P

Se denota por V), 4 la clase de todas las funciones 1-periddica u tal que sup vy, q(u; ) < oo, donde
/8

el supremo se considera sobre todas las particiones del intervalo [0, 1].

Resultados de F. Riesz

E Riesz (1910), en [143], cuando define el concepto de p-variacién acotada (1 < p < o0), introduce la
llamada clase de Riesz Wl} [a, b] (1 < p <o0) de la siguiente manera:

ue W’} [a, b] siy solo si u es una funcién 1-periédica absolutamente continua en [a, b] y u' € L,[a, b].

y en ese articulo obtiene el siguiente resultado:

Lema 5.1
Una funcién real u definida en el intervalo [0,1] pertenece a la clase W; (1 < p < o0) siysolo si
Vp,1/p (U) < co. Mds aun

Up1/p (W) = ||u’||p

Resultados de A. P. Terehin

A. P. Terehin (1965), en [165], introduce una nueva caracterizaciéon del espacio W; en términos del p-
moédulo de continuidad de orden 1 - 1/p introducido por N. Wiener (1924), en [177], de la manera si-
guiente:
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Definicién 5.2 (Ver [177])

Sea 7 una particién del intervalo [a, b], se define la funcién

w1-1/p(U,6) = sup vy(u,m) 0<6=<1 (5.1)
lImll=6

donde el supremo se considera sobre todas las particiones con ||7z|| < §. La funcién (5.1) es llamado
el p-mddulo de continuidad de la funcién u.

@ Si 1 < p < oo, entonces la igualdad
Ii - ,0)=0 5.2
6LI(I)1+0)1 1/p(1,0) (5.2)

se satisface para funciones no triviales. Si una funcién u satisface (5.2) se denomina p-continua.
Se denotard por C, la clase de todas las funciones p-continuas.

A. P. Terehin demuestra lo siguiente:

Teorema 5.1 (Ver [165])

. ! ’ . /
Siue WI} entonces w1-1/p(4;6) < sVP u'llp. Reciprocamente, si w1-1/p(4;6) = 057 entonces
ue W,}.

Y estudi6 propiedades de la funcién

Wk-1/p(U;6) = Oilégﬁwl_l/p(A];l_l wh)  (0<8<1),

donde Aju(x) = u(x+ h) — u(x), A’;lu(x) = AhAfl‘lu(x). La funcion wy_1/p(u;6) es llamada modulo frac-
cional de orden k—1/p. Y proporcioné una caracterizacion del espacio WIL’,C en términos de wy_1, p (W o)
como sigue:

Teorema 5.2

Seal < p<ooyk=2. Entonces wi_1/p(u;6) = 0% 1Py siysolosiue W,’f.

5.1.3 Resultados de N. Merentes

N. Merentes (1992), en [118], motivado por el resultado de E Riesz, introduce la clase v

ol de funciones
de segunda (p, 1/ p’)-variacion acotada, para p > 1, de la siguiente manera:
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Definicién 5.3
Sean u:[a,b] = Ry 1< p <oo.Para una particién i de la forma

M:a=X1<Y1S21=X2< " <Xp_1 <Xk <V <2Zp<Xps1=Db

se definen

o () = ”il Uee) = U(zken)  U(ren) = ulxg) [P 1
P k=0 Xk+1 — Zk+1 YVi+1 — Xk (X1 — xk)p/p’

(2) . p._ 2
Vi la bl) .—sgpop(u,n)
donde el supremo se considera sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b]. El nimero
v® (u) esllamadala segunda (p, 1/ p’)-variacion en el sentido de Riesz de la funcién u en [a, b].

Si VISZE /p,(u)p < 0o, la funcién se dice que tiene segunda (p, 1/ p’)-variaciéon acotada en el sentido

de Riesz.

El conjunto de las funciones tales que V;)}zi Iy (u)P < oo es denotado por BV’f’1 Ip la, b].

N. Merentes demostré un resultado similar para el resultado de E Riesz (Ver [118, Teorema, p.122]) y pre-
sentd una caracterizacion del espacio W; en términos de las funciones de segunda (p,1/p’)-variacién
acotada, de la siguiente manera:

Teorema 5.3

Sea 1 < p < co. Una funcidn real u definida en el intervalo [a, b] pertenece a la clase ng siy solo si

(2) 4 (2) _ "
ue Vp,”p,.Ademas, prup,(u) = llu"|lp.

@ Observemos que de las caracterizaciones de E Riesz y N. Merentes se deriva que

2
Vparp @) = V3, @)

(Al lector interesado sobre este tema ver [3]).

5.1.4 Resultados de M. Lind

M. Lind (2013), en [88], motivado por los resultados de Riesz y Terehin, estudia dos funcionales, la varia-
cién acotada en el sentido de Riesz y el médulo de p-continuidad. Estos funcionales generan espacios
intermedios conectando la clase de funciones de p-variacion y la clase de Riesz, ademds demuestra al-
gunas relaciones con limites en estos espacios intermedios y encuentra la mejor estimacién en términos
del médulo fraccional de orden 1 —1/p.
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® Seap':= %, entonces
1. Sia > L entonces V, « contiene solo funciones constantes.
p p,

2. Sia= # el Teorema de Riesz establece que una funcién u pertenece a la clase V1 siy

!

=

solosiue W;.
3. Si @ =0 se obtiene la clase V).
Por lo tanto, V) o para0 < a < # forma los espacios intermedios més pequefios entre V), y Wr}.

M. Lind obtiene relaciones entre vy o (1) y el p-mo6dulo de continuidad y estudia limites en los espacios
intermedios generados por vy o (1) y w,_1 (u,6); el cual se resumirdn a continuacion.
1

SeaQy, (0<y<1) la clase de todas las funciones continuas w definida en [0, 1] tal que w(0) = 0, w(¢) es
no decreciente y w(t)/t" es no creciente.

Lema 5.2
Sean 0 <y <1, w € Qy el cual satisface que lf%l w(t)/tY =00,1<g<o00y0< < qgysonnimeros
t—0+

dados. Entonces

o) 2q+2 1
Y 2Pl <20l + ——p(gy - ,B)f P,
k=0 qy 0 t

Seaue L, paratodo 0 < h <1, se denomina

1 h
uh(x):ﬁf ulx+ndt
0

el Average de Steklov de la funcién u.

Lema 5.3
Seal < p<ooyuce V), Entonces

w_1(up, ) =w,_1(u,1), 0=t=<1,
p p

—_

!
Nuyllp < hv

wl_%(u, h)

Up(u—up) < Gwl_%(u, h).

Los funcionales generan espacios intermedios que conectan la clase v), de las funciones de p-variacion
acotaday el espacio W1 en términos del LP-médulo de continuidad de una funcién u € LP, el cual viene
definido por:

1/p

1
w(u;6), = sup (f lu(x+h) —ux)|? dx , 0<6<1.
0<h=<6 \JO
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A. P. Terehin demuestra que para d € [0, 1],
w(w,8)p < 6"Pwi_1p(1;8) (1< p<oo).

En los siguientes resultados (proposicién 3.1, teorema 3.2 y teorema 3.4 de [88]), se presenta una relacion
entre el p-modulo de continuidad y vy, o (1).

Proposicion 5.1
Seauce Wr} (1 < p <o00). Entonces

U)l_l (u: h)

lim ———=1f'll,.

Teorema 5.4
Sea u una funcién 1-periédica

1. Siue W; (1 < p < 00), entonces

dt

1 1/p 1/p
lim 1/p'—s'P ([ [ w1-1p t)]p—) = (—) 111 -
s—1/p'— 0 t p

2. SiueCy(1<p<oo)y

1 dt
lim (I/p’—s)f [ w11/ 0)]7 — < oo,
s—1/p'— 0 r

entonces u € W;.

En el siguiente resultado se presentan algunas relaciones con limite para el funcional vj 4 (u).

Teorema 5.5
Sean u una funcién 1-periédicay 1 < p < oo

1. Paratodo u se tiene

lirq Up,a(U) = vp'%(u).
a—»F p

2. Siue V;" para algtin a, > 0, entonces

lim vy q (W) = vy(u).
a—0+ P P

Y por tltimo, M. Lind, obtiene una estimacion de vy (1) en términos del p-médulo de continuidad
wy_1(u, 0), como se muestra a continuacion:
p
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Teorema 5.6

Sean1<p<oo,0<a<%,u€pr

1
Ip,a(u) = (f
0

Entonces ue Vyj'y

1
_ pdt\r
t a’wl_l(u,t)] 7) < 0.
p

Up,a(U) = A[Up(u) + Cp,alp,a(u)] )

donde A es una constante absoluta y

g & 1 \»
Cpa=par .

5.1.5 Resultados de S. Barza y P. Silvestre

S. Barza y P. Silvestre (2014), en [21], extienden los resultados obtenidos por M. Lind (Ver [88]) en el caso
de las funciones de segunda p-variacion acotada, demuestran que los funcionales generalizados del ti-
po Merentes generan espacios intermedios que conectan la clase de funciones de segunda p-variacion
acotada con el espacio de Riesz de funciones con segunda derivada p-integrable, ademds demuestran
algunas relaciones con limites para estos funcionales y obtienen la mejor estimacion en términos del
modulo fraccional de orden 2 — 1/ p. A continuacion se presentan dichos resultados:

Teorema 5.7 (Ver [21])

Seanl<p<ooylO<as

1
p!
(i) Siue Vlg?é, entonces 1’ existe en casi todas partes y

vﬁ%(u) = vpo(U).

(ii) Sivpq(u') <oo, entonces
vfgzyzx(u) < vpo ).

Proposicion 5.2 (Ver [21])

Sea p = 1 y asumamos que v’ existe en casi todas partes. Entonces

vg)(u) =vp).
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Lema 5.4 (Ver [21])
Seap>lyue V;Z). Entonces

@)
Wy 1 (U, <0, 1(u,0) (0<t<1),
p p

(ii)
_[o_1
“%Mwﬁhpﬂmkumm O<h<l),
’ P

(iii)
wz_ 1 (u; h)
p

v;)z)(u— Upp) <12 .

Teorema 5.8 (Ver [21])
Sea 1 < p < oo. Si u es una funcion 1-periddica arbitraria, entonces

(@

(ii) Siue Vlg_z& para algin a > 0, entonces

i, 00 =P

En [123] los autores extienden los resultados de Riesz y Merentes y demuestran lo siguiente:

Teorema 5.9

k o ; (k) _
Seal<p<ooyk=2. Entonces ue Wy siysolosiue Vorp = BVip.k-

5.2 Propiedades del Espacio de (p, k)-variacion acotada

A continuacién se extenderd el resultado mostrado por S. Barza y P. Silvestre (2014) en [21] y M. Lind
(2013) en [88] al caso de las funciones de (p, k)-variacion acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu. De es-
ta manera, se estudiardn los espacios intermedios que conectan la clase de funciones de (p, k)-variacion
acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu con el espacio de Riesz de funciones con k-ésima derivada p-
integrable. Luego, se demuestran algunas relaciones con limites para estos funcionales y se obtiene la
mejor estimacion en términos del médulo fraccional de orden k—1/p.
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Definicion 5.4 (Ver [21] y [123])

Sean p>1y0<a<1/p'. Seanr una particion de la forma

Xo = ha<bhe<--<Oipshisa1<- <N =his1<""

IA

<1< < tj,l<"'<tj,kstj,k+l<"'<tj,2k5"'

S Ima <<tk <Itpk+1 < <lpak=Xo+1. (5.3)

Para todo ke N

UL 1
k) (4, \P — . p
v, (u;m)t = E Ultj ka1seo Lokl —ultjn, .o tigl|” ——————,

donde la k-ésima diferencia dividida, viene dada por

[to, t1, ..oy Lk i Ly
ult, 1, ..., = c
0T Tk (£ = t0) ... (& = £j-1) (= tj1) .. (£ — 13)

j=0
Se define el espacio V,g,’g (k € N) como el espacio de funciones 1-periédica u tal que

k)

k
Upa(1) = SUp vj,g

p,a (U5 ) < 00,

donde el supremo se considera sobre todas las particiones del tipo (5.3).

El niimero v,([,]fg,(u) denota la k-ésima (p, a)-variacion de u en el intervalo [xg, xo + 1].

k)

1/p €8 el

@ Para a = 0, se denota como v,([,k)(u) y se denomina la (p, k)-variacidon de u. Asi, V;
espacio de RV(p k) (Ver [123]).

Los espacios Vlgﬁi forman espacios intermedios entre el espacio de funciones de (p, k)-variacién acotada
: k
y el espacio W),

Denotemos por Cy, la clase de las funciones p-continuas, es decir, si u € C), entonces u satisface
lim wi_1/,(w;6) =0.
0—0+ P

Lema 5.5 ([171, Lema 1])
Seap>1lyueCy,tal que ue Cp para k, r € N. Entonces

Wksr—1/pU;0) <8 wi_1/p(w;8)  (0<5=D).
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@ Sea 7 una particién definida como en (5.3). Como 0 < @ < # (p’ = L), entonces0 < ap < p—1

p-1
y como |#j2r — tj1] < 1, se cumple que
-1
[tj ok = tj|*P > 1tjok —tj1lP .

Entonces, v (1[0, 1]) < ”,(fl (1;10,1]). El espacio V;kl [0,1] es el espacio RV{;x[0,1] en [123].
» }7, v?

Asi, RV, (0,11 < V910,11

Proposicion 5.3

Seal<p<oo k=2, y0<a<l1/p.Siue v,&fg [0,1], entonces u*~1) existe en todas partes y es
continua sobre [0, 1].

Demostracion:
Supongamos que u € VF(,,’C; [0,1]. Entonces, existe una constante M > 0 tal que

|u[tj,k+1,'" ikl —ultjy, -+, l‘j,k]|p

M= v$ (1;00,1]) = : (5.4)

122k = £j,11%P

para toda particién definida como en (5.3) y 1 < j < m. Sea xp € (0, 1). Por (5.4) se tiene que

1/
[tjok =t "M 'P 2\ ult) ke, tjord = ultjn, -+ L il

para toda particion del tipo (5.3) tal que 7.1 = Xo y 1 < j < m. Luego, por el criterio de convergencia
de Cauchy que establece la existencia de la derivada del lado derecho u(f_l) (xg) cuando 0 < xp < 1. Simi-
larmente, la derivada del lado izquierdo u(_k_l)(xo) existe cuando 0 < xp < 1. Consideremos la siguiente

particion

0 = Ha<-"<Hhr=hp1 < <hop=-< Uik =Xo=1jk+1
= o <Ujpk = <Ip-12k S Imd <o < Ip2ke
Asi
u[t]‘yk+1,..., tj,Zk] — u[tjvl,..., tj,k] < M”p|t]‘,2k — l’jy1|a
< MYP(tj 21— X0l +|x0 — 1,1
< 2°MYP(1tj00 = %0l + 120~ 1117),

el cual tiende a cero cuando ¢j; — x; y Liok — xg . Entonces, se obtiene que ufrk_l) (x0) = uk=D (xo) por
lo que, uk-D (xp) existe.

Consideremos y € [xp, 1] y el siguiente tipo de particién

k-1
0 = Hi<-"<hi=< tl,k+1<---stj,1:xo—Th

k-2
< tj,2:x0_7h<"'<tj,k:xOStj,k+1:y

A

1 k-1
tj,k+2:y+%h<'“<tj,Zk:y+ThS"'<tm,2k’
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donde 0 < h < min{xp, 1 — y}. Entonces, por (5.4),

u[y,y+%h,...,y+ k—;lh] —u[xo—ﬂh,...,xo]

r [tlt) ks1remor tiokd — ultjn,...o £kl

IA

1/
M Pltjop—tj1*

k-1
= M”p(y—xo+27h

a

Tendiendo h — 0, se obtiene que
[ V() =D ) < MYPly - x0l%,

asi, la continuidad de u*~V en (0,1) se satisface. Ademas, u'*"Ves continua a la derecha e izquierda en
0y 1, respectivamente.

O
® Sea1<p<oo,k22,y0<(x51/p’.Siu€Vlgg[o,l],entoncessecumpleque
(k-1)
u ()
o, 1, gl = ————— 5.5
ulto, t1 3 *-D)! (5.5)

para algtin v € conv{ty, ..., t}. De hecho, por la Proposicién 5.3 se tiene que u*~ existe en
todas partes en [0, 1] y es continua. Entonces, u € c*-D10,1]. La igualdad (5.5) se cumple por el
resultado de N. Merentes (2012) en [123, (2.8)].

Teorema 5.10

Seap>ly0<a<l1/p.

i Siue v,f,{“; [0, 1], entonces

v (;10,1]) = vp,a @*1;500,1)).

(k-1
(i) Si Up'a(u(k_l); [0,1]) < 0o, entonces

1
v s10,1) = o v (V510,10

Demostracion:

@ Siue v,gfi; [0,1], entonces vg%(u; [0,1]) <0y u'*-1 existe en todas partes de [0, 1] por la Proposi-

cién 5.3 y es continua. Para demostrar la desigualdad, sea 7 = {0 = 1y, ..., t; = 1} una particiéon de [0,1] y

. . Lji+1—1j . .
se considera0< h < o min 1{% } Definamos la particién 7 ; del subintervalo [£}, 1] como
<j<m-

Lj=1tj1<ljp<--<Uljr= tj+hS Ljk+1 = tj+1—h<---< Liok = lj+1.
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Entonces, se tiene que

v (;10,1])P := Supv(k) (w;1)P

MUt etk = ultjn, e, £ ed|”

=
=1 |22k — Lj01%P

_ i|u[tj+l_h""rtj+1]_u[tjr"')tj+h]|p
j=1 [tj+1— L|%P

Asi, existe ¢ j € convi{tji1 — h,---, tj11} y ¥ j-1 € convitj,---, tj + h} tal que

v (1;10,11)”

1 i |u(k—1)(wj)_u(k—n(wj_l)|n
= k= st |£j+1 = 2;1%P '

Tendiendo % — 0, como u*~V es continua, se cumple que

1 i|u(’<—“(t,~+1)—u““—”(tj)|”
(k v 5= [£j+1— Lj|%P

v (1310, 11)7

Considerando el supremo sobre todas las particiones, se tiene que
1
(k) (k-1).
u;[0,1 ——Vy (U 0,1
2w [0,1]) = k—1! pal 710, 1]).

(ii) Dado € > 0, existe una particion del tipo (5.3) de la manera siguiente

O=t<hp<-<hOrshia<-<h2k<"<Ulak<SItm1 < <IUpk<lmk+1 < <Ilmok=1

tal que

ulterts otk —ultjp, -, tjl|”

m
k) ¢4, p_ |
v, (u;[0,1]) e<
pa Jzzl [tj 2k — tj,11%P
Como vp,a(u(k_l); [0,1]) < o0, se tiene que utk-b e Vp,a [0, 1]. Por otra parte, por el Teorema 5.7 se obtiene
que
v? @*2;10,1)) = v&, w*?;10,1]) < v, o (w*;10,1]).

De manera similar, por la Proposici6n 5.2, se cumple que v® (u*=2;[0,1]) = v1 (u'*=1;[0, 1)). Por lo tanto,
u*=Y e BV[0,1]. Por consiguiente, u*~V es integrable Riemann sobre [0, 1]. En efecto, se puede escri-
bir como la diferencia de dos funciones mondtonas y asi u*-1 es Riemann integrable. Usando [123,
Proposition 2.5], como u*~V es continua, para Wj€convitjgsr, L2kt YW j-1 € convitjy, -, tj i}, se
cumple que

i |ultj e, o] — ultn, -, £ |”
122k — £j,11%P
- - p
12 [ ) - u Dy

(k-1P Z’

= =yl

k .
von ;10,17 —¢

A

mvp,a(u(k‘”; [0,1])".
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Tendiendo € a cero, se obtiene

1 _
v, (1510, 11) £ —— 1,0 (® V310,11,

T (k-1
a
Proposicién 5.4
Sea p = 1 y asumamos que u*=D existe en todas partes. Entonces?®
(k) — ") (.
vy (W) = v, (4;00,1])
1
— (k-1).
- v (u ’ [0) 1])
k-7
1
o (k-1)
= vy,(u ).
k-7
%por simplicidad, de ahora en adelante se omite el dominio [0, 1] en el funcional vgfzx.
Demostracion:
La igualdad se cumple como en el Teorema 5.10.
a

SeaueL! y uy, el Average de Steklov de la funcion u (Ver [88]) viene dado por

h
uh(x)::%f u(x+ndt O<h<l.
0

Se define el k-ésimo Average de Steklov de u como el Average de Steklov del (k — 1)-ésimo Average de
Steklov de u,

1 rh
Uy, w p(x):= Efo up, v p(x+0dt 0O<hs=s1.

Lema 5.6
Seap>lyuce v;’c). Entonces

(i)
Wk—1pUp ) Swe_1pst)  (0st<1),
(ii)
I ”;f,),,(k),h”p < Vo k) 0<h<1),
(iii)

6k wk-1/p(w;h)

(k)
Up (U= (k=1  pk1

0p) S

yooe
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Demostracion:
El argumento es inductivo.

(i) La desigualdad resulta por la primera desigualdad del Lema 5.3 y la definicion de w1/, (u; t). Cierta-
mente, como (A’g‘1 up)(x) = (A’g‘1 Wpx)yuye€ V,Sk) se cumple que
Wk-1pUpit) = Sup wi-1/p(AN " up;0)
0<d<t

= sup wi-1/p((AF "))

0<d<t
-1
< sup wl_l/p(A§ u;0)
0<o<t
= wr-1/pWs1).

(ii) Sea u € Vék). Asi, (U, = u’h,

4 = i(lfhu(xn)dt)
dx T\ )y
Ohu’h(x+u)du
= =t
= (un),
y
L =Ly (x)—(Ah”(x))/
dx2 T T A T )
Por el Lema 5.4, se tiene que
iy, pllp < B2 Py (Mg s ), (5.6)
Obteniéndose asi,
i(u Jx) = i(lfhu (x+t)dt)
dx  hh T dx\nJy
Ohu;l,h(x+u)du
- h
= (u/h,h)h(x)
_ Apup,p(x)
B h
(Apu) p,p(x)
h )
como
1 h
Apupp(x) = ﬁj’ Apup(x+t)dt
0
1 h
= —f (Ahu)h(x+t)dt
h Jo

= (Apw)pp(x).
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Entonces, se cumple que

3

d3

(Apu) p,p(x)

(uhhh)(x) = W T]
A

(( hZ)h,h)N(x)'

Por consiguiente, por (5.6) (ver [21, Lemma 2.5])

n

Wl = dez (Ahu)hh(x)]u

p

],
R IOIVMONAT Y
< WO Py, h),

IA

y la desigualdad se satisface para la tercera derivada.

Asumamos que

k-1 —(k-1)+1/ k-2 .
ez al], =1 @ 67

y se tiene que la desigualdad se cumple para k. Asi

d d 1 rk
d—(uh ) h)(x) = a(%fo uh’_“(k-1>yh(x+ t)dt)(x)
_ Apup, w0 p(0)
- h
_ (Ahu)h (k-1) h(x)
= - ,
y
d* AN VAT) PRI €Y
e tno)® = 2| h ]
(Apw)p,,. o (X)) Ge=1)
)

Por lo tanto, por la desigualdad (5.7), se cumple que

(k)
ey, w pllp

_ “ ( (Apu) h";l(k_n’h(X) )(k—l) || )

k—
= ||(Ahu)(' (k-1) h“

< hh 0P 11 (A2 (A a); 1)
< h_(k_”p)a)k_l/p(u;h).

(iii) La desigualdad se cumple para k = 2 por el Lema 5.4. Notemos que
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3 3 3
vﬁ,)(u — Up,n,h) < v;)(u— Up,p) + v;)(uh,h = Up, )

Por el Teorema 5.10 y la Proposicién 5.2 se sigue que,

IA

u,f’)(u — Up ) yg’)(u = Upp) + v,(f)(uh,h — Up,h,h)
1
_ @, _ @yt !
1
@), / @, !
= 5 |2vp (g =y )+ vy (g, = “h,hvh)]’

ya que v,(gz)(u’ —u ) < 2v;,2)(u;l —u;, ,) entonces por [21, Lema 2.5 (iii)],

vg)(u —Upp) < ZUI(UZ)(uh — Up,p).
Por lo tanto, en virtud del Lema 5.4 se observa que v;,z) (u—up) < 1/5,2) (up, — up,p), obteniendo asi
v (uy, — () ) < v (W) n = W) p)-
Luego,
1
3 2 2
v (u—uppp) < 2 [Zv;,)(u’h —u), )+ v (W), ), — ”Z,h,h)]

1
= =20, - @pp) + v W), , - u;z,h,h)]

2!
1
= = 202 (@) = W) + v Wy = )|
_ 3 (2) ! ! _ 3 " n 5 8
= ol (uh,h_uh,h,h)_va(uh,h_uh,h,h) (5.8)
_ 3 Ahu ! Ahu !
= va[( L )h_(_h )hh]
3 Ahu ! Ahu 4
= ZUP[( h )h_[( h )h]h]
3
= E”p(V—Vh)
= B0 ¢y PorelL i
parav 5 €Vp.Pore ema 5.3 se tiene que
vp(V—vp) <6w1-1/p(v; h),
AZ

u
entonces como, (Ay, u)’h = %, se cumple que

vy (U=tppp) = SUp(v=vp)

18 (Apw),

= Ewl—llp( 7 h)
18 (A7 )

= 2—!w1—1/p(7; )
18 1 )

= Z_Iﬁwl—llp((Ahu);h)
18

< —h_2w3_1/p(u;h).

2!
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Asi se cumple la desigualdad para k = 3. En particular, se observa que por el Lema 5.4

U;,Z)(u—uh,h) = V;,Z)(u—uh’“(z),h)

I\

2vp,(uy, - u;l,h)
@2-1) e)

= 2Up(uh @-1 ]’l h @) h)’

y se demuestra que

(3-1) w8 )

) 1 w00 = > U
Vp U—up opn Vp u h.G-D h ®,

2!
Asumamos que la desigualdad se cumple para k — 1. Por el mismo tipo de argumento para 3, se observa
que, por (5.8)

v;,k)(u —Up wp) = vl(ok)(u— Up, - p)+ U(k)(uh =D~ Up 0 p)
(k-1) (k-1)
< " VpWy wv = Yy 00 )
= VU u—u (k-1)
k
(k-1) (k-1)
= (k—1)! Up [uh’_”(k—l)yh - (uh”"(k—l),h)h]
6k 1
) .
S G- 1/p(u . te-n 1 (5.9)
como u(k_l) € VE. Recordemos que
B k-0 S Vp q
Ap(Apu)
(Ahu)’h = — (5.10)
" (Apu), A2 A2y A3
Entonces u, h(x) =—g = . Por lo tanto, ”h n, h(x) (—)h = . Se asume que este tipo de identi-
. . _ Ak 2
dad se satisface para k -2, es decir, u;k . , = iz - Por (5.10), se obtiene que
(k-1) _ k-2 )
T (uh,...<k-2>,h)h
AZ_ZLL li
( hk-2 )h
k-2
A Ah u
h hk—z
= —
A’;l_lu
= hk—l

yla misma identidad se cumple para cualquier k € N. Por lo que, debido a (5.9) y la identidad anterior, se
obtiene que

6k A’;l‘lu
(k_l)!wl‘”p( k-1 ;h)

6k wik-1/p(t;h)
(k—1)!  hk-1

k
vﬁ, (u— Uy ®p)
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En la siguiente proposicion se da una descripcién exacta de la K-funcional de Peetre para el par (V,gk), Wrﬁc)
para k € N. Por [47, p.172]

K, VP, W= inf {lu=glym+elg®l,} >0,

)
P ge Wp

con ||u||V<k) =|u(0)|+|u'(0)|+...+ Iu(k_l) o)+ v,([,k)(u) paratodo u € Vl(,k).
P

Proposicion 5.5

Seaue V,S’“). Para todo ¢z € (0,1]

1 wp1pustP)
(k—1)! tp'(k=1)

6 )wk—up(u; t")

SK(u, t’Vlgk),W;C)Sk(]."‘ (k—l)' tp/(k_l)

Demostracion:

Para te€ (0,1] sean h = P yg=uy,, &y Comouce Wr’f, entonces g € Wlf. Por lo tanto, por la parte (ii) y
(iii) del Lema 5.6 se tiene que

11(0) - gO)] +... + 1u* D (©0) - g* V) + v (u—g) + K7 1g 0,
Wk-1/p(U; h) 6k wk-1/p(; h)

Wi-1/p(U; h) 6k wk-1/p(u; h)
B hk-1 " (k-1 hk-1
Por lo que,

’

6 )wkfl/p(u; h)

=gl + 17 1My < {1+ =)=

y considerando el infimo sobre toda g € WX, resulta que

6 wk—l/p(u; tp’)
(k—l)!) tp'(k-1)
Ahora se demostrard la desigualdad izquierda. Sea g € W,f. por [171, pag.19], resulta que

K(u, VO, Wk < k(l +

w-1/pW; 17) - Yk-upu—g; 7)) wr-1/p(g;tP)
tp'(k-1) - tp'(k-1) tp' (k-1
P Dy g, (w—g)*V; P N P Dy g, g%V 1P
£ 1) £/ (k-1

_ wl_l/p(u(k—n _g(lc—l); tp') + tllg(k)llp
< vp(u(k—l) _g(k—l)) + t”g(k)”p
= (k-DWwPw—-g) +ligWllp,
como g*~V € W),. Se considera el infimo sobre todas las g, obteniéndose asf

p!
wi-1/p(U; t7)

_ .17k k
e = (k= DK, 5V, W,




5.3. ESPACIOS INTERMEDIOS

5.3 Espacios Intermedios

Proposicion 5.6

Seap>lyue W,f. Entonces

Demostracion:

Por el Lema 5.5 y la Proposicién 5.1 se tiene que

. Wik-1p(U;6) w11, w*D;8)
Iim ———— =< lim
5—0, Ok-1/p 5—0, 61-1lp
_ (k)
= Nu™llp.

Ahora se demuestra la desigualdad inversa. Sea Asu(x) = u(x+9) —u(x), A(zs u(x) =As(Asw)(x) y A§ u(x) =
As (Agk - u)(x). Entonces

— 2..(k-2)
ApukD  AZu
) 52

k-1, k
A6 u ~ Aau
5k—1 5k

k
Aéu

-1

@ Agu(k )
u p—

5k

NS
p

(k)”p <

[l (5.11)

p

Se define wi(u;6), := sup
0<hs<éd
la desigualdad de Holder y el Teorema de Fubini

A’;lu“ , el cual es el k-ésimo LP-mddulo de continuidad (Ver [21, 88]). Por
p

HuW—A‘S”TM”p = (f |u® o) - f ”“’(x+t)dt)”dx)””
< (%f fluk)(x) uB s o)
< (5 f 1au®par) "

B e
< ow®;6),.
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Por lo tanto, por la desigualdad de Holder y el teorema de Fubini

e R |
= (fol |A6uTM(x)—%f05A5u(k‘”(x+ t)dt|pdx)”’”
_ (foléﬂfoa[A“‘T(k_n(x)——A‘W(k—;(“”]dt|pdx)””
< (foli(f()5|A5“:_D( ZLi 1)(x”)| dt fdt)p tax)"
_ (%f:fl'Agu(k_l)(x)_Agu(k_;)(x+t)‘ dxdt)up
< (5 a2t
< (5[ o o] 25 )™
< (G el
= of25—),

Se procede de igual forma con este argumento para los demds términos en la suma del lado derecho de
la desigualdad (5.11), exceptuando la tltima. Es decir, en el tltimo caso, se puede notar que

ALY Aky A1y
Sw( ,6) .
sk=1 "p
p

5k-1 sk

. A5u(k71) Ak=1
Como u' ), JEREIN

5k—1
deduce que todos los términos intermedios, excepto la tltima en la suma de la derecha en (5.11) tiende

a cero cuando 6 — 0. Ya que wi(u;0)p < 61/pwk_1/p(u;6) (Ver [166]); entonces

pertenece a L”, entonces para todas las desigualdades anteriores se

A’gu w(u;6),
ok B ok
14
51/pwk_1/p(u;6)
<
< 5k
_ Wr-1/p(1;0)
- Sk-1/p

” ® ” lim wk—l/p(u;5)
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Teorema 5.11

Sea 1 < p <ooy u una funciéon 1-periédica.

i Siue Wk, entonces

S_!l;%_u/p/_s)up (fol [t_s_(k_l)wk—llp(u; t)]p%)llp _ (%)w ”u(k) Hp.

.. .o wk—l/p(u;t) _
(ii) Si t1i>I(I)l+T =0y

— 1/ ! k-1 pde\''P
lim (1/p' -s)"'P (f [t_s_( - )wk—l/p(u; t)] —) < oo,
s—1/p'- 0 t

entonces u € W’f .

Demostracion:

(i) Seau e Wlﬁ“ y0< s<1/p'. PorlaProposicion 5.6, se tiene que, para cualquier ¢ > 0, existe § > 0 tal que

p Wi-1/p(U; P
[0, e« =
p

(k>||p 12
g <|u +e (0<1<0) (5.12)

Multiplicando (5.12) por t” —sp=2 integrando desde 0 hasta § y restando H u) ||Z en ambos lados, se de-
duce que

(6p—sp—l -1 || u(k) Hp _ Eép—sp—l
p

(p=sp-1) foa (t_s_(k_l)wk—llp(u; t))p % - ” u® HZ

@P-sP1 o) H u® “Z +e§PsP 1, (5.13)

IN

IA

Por otro lado, como u € Wlf, entonces u € v;’“ y por el Lema 5.5 y el Teorema 5.10 se tiene que

Wi-1pU;t) = tk_lwl—llp(u(k_l); 1)
< tk_lvp(u(k_l))
k-1 k)
< t (k—l)!vp,o(u)

= (k=110 () < 0.
Por lo que se deduce que
1 drt
p(1/p’—s)/§ (£ Dy t))p7 < p(/p' =6~ v P, (5.14)

Sumando (5.13) y (5.14) se obtiene

1 dt P
‘p(l/p’—S)f [k Ywe_1pu; t)]”——“u(’””
0 t p

<(1-6P%P7h ”u(k) H: L +p(l/p’—s)(i_s’”_lv;jk)(u)p.
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Como s — 1/p'—, el lado derecho tiende a €. Como ¢ > 0 es arbitrario, tendiendo a cero se obtiene la
primera parte del teorema.

(ii) Aplicando la primera parte del teorema a uy, y el Lema 5.6 (i), se tiene que existe una constante C > 0
tal que

1 p 1 p
2, @®|P _ : r_ —s=(k-1) .n|P &t
Huh ” s—»(%l—r?/p)—(llp S)f [t wk_l/p(uh’t)]
—s—(k-1) pdt
< Timeaop-0/p'=9) | wrpwin] = =C
y entonces
U u* =D (x + k) — u*k=Y (x|
I ‘“n,’;:f ( - )Pdx<C (O<h<l).
Como sup h! A, u k=D [ p < oo, entonces por un resultado de Hardy y Littlewood (Ver [65, Teorema 24])
h

se deduce que u € W,f .
O

En el siguiente teorema se demuestra la continuidad en los extremos del punto del espacio intermedio
determinada por v(k) (u) siguiendo la idea de los resultados de S. Barza et al. en [21] y M. Lind (2013) en
(88].

Teorema 5.12
Sea 1 < p <oo. Si u es una funcién 1-periédica entonces,

i) lim v(k) (u) = p®

a—1/p'"- pip MY

(i) Siue V( k) - para algin a > 0, entonces

hm v(k) (w) = v(k (u). (5.15)

Demostracion:

La demostraci6n de (i) y (ii) son similares a la demostracién del Teorema 5.5 ([88, Teorema 3.4], ver tam-
bién [21, Teorema 3.3]). Es suficiente con definir para una particién n del tipo (5.3),

hl1<--<hpr=hi1<:-=lpkt1 < <Im2k
I; = {j:2_l_1 < tj,Zk_ tj,l 52_1}

1/p
Sgk)(u) = (Z [Ult] fes1s e L] — Ulty e fl,kllp)
lEIl

Sumando por partes, el resultado se obtiene en virtud del Teorema 5.8.
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La condicién u € V,% para algtin a > 0 es necesaria para que (5.15) se satisfaga. Si u € V,ﬁk) tiene una

(k —1)-derivada discontinua, entonces vp,a(u(k‘”) = oo para todo a > 0. Por lo tanto, v’(g’fzx(u) = oo para

todo a > 0, asi v;,k)(u) < oo. A. P. Terehin (1972) en [166] demuestra que para cada funcion u € Cy, el

modulo w1-1/,(u; £), es equivalente a una funciéon no decreciente sobre [0, 1] dado por

o, . wi-p(uu)
w1(w;0) = t'P inf #
O<u<t ul'p

Claramente, ¢~/ plwl (u; t) es una funcién decreciente (Ver [88])

w1(0) <110 <2YP o) (0<t<1).

- . ., . wk—l/p(u; 1)
Similarmente, para cualquier funcién u tal que lim ——————

=0, es posible demostrar que la funcién
t—0+ k-1

w definida por

/ Wg-1/p(U;u)
— PO V) p
o) :=wut)=t oggt—u(k—lﬂl/p’

- — ! -
es crecientey ¢ lp w(t) es decreciente. Por lo tanto, como

Wi-1/p(U; 1) —ok-1/p W-1/p(U;9)

fk=D+1/p" = sk=D+1/p’
para todo s < t (Ver [172]), se tiene que
W-1/p(U; 1) _
w(t)s%szk Py (0=<t<l). (5.16)

a

En el préximo teorema se demostrard una estimacién de v;,’fgx(u) en términos de wy_1/,(u; 1), en parti-
cular este resultado implica el resultado obtenido por N. Merentes (1992) en [118].

Teorema 5.13

Seal< p<oo,0<a<1/p'yuunafuncién 1-periédica en Vl(,k). Se asume que
) L ey pdt
I, o(u) = : [t Wi-1/p(U; 1)] - < o0. (5.17)
(k)
Entonces, ueV,,y
1 lp
v, () sA(v;’“)+p’a”"(?—a) 1) (), (5.18)

donde A es una constante que depende de k'y p.

Demostracion:
. B . Wr-1ps 1) L .
La condicién (5.17) implica que tll%l 1 - 0. Sin pérdida de generalidad, por Teorema 5.6, su-
—0+ -
pongamos que
ot

im ——— =o0.
—0, tlp'
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—_ ! — ., .
Sea w, = w27 V@, = 2P w(u;2™"), n € N. Definamos la sucesién de nimeros naturales 7 de la
y
siguiente forma:

w, 0
np=0y nl+1:min(n;méx(—n,_—m)sl/2), [=0
wnl wn

Por la propiedad de la monotonia de w(u, t) se tiene que

Wn, <40y, (5.19)

Wy, < A4Wp,. (5.20)

Asumamos en primer lugar que (5.19) se satisface. Ahora definamos

2*)1[
gl (x) = uzfnlym(k)yZ*ﬂl (x) = 2"1 f uZ*nl“"(k—l)yzfnl (x + t)dt
0
Para una particion fija 7, consideremos
Ji={j: 27" <tjo—tj1 <27},

Y definamos

1 1/p
Ry = 3 Nultj sty k] = Ultj1, oo IV ——pms
il (tj2k—j1)

luego

1/p

Ri(u) := (Z |Ult) ks1sen L2kl — ultj1, .. tj,k]|p) .
Jjeh

Para cada j € J;, se tiene que g; € C® y por [123, Proposicion 2.3],

g w)

k!

gilto, ..., t] = (v € convity,..., tx}).

Luego, por la desigualdad de Hélder se sigue que

(k) (k)
gl o] = QL 1y £ ] [P & Wp-a WP
Sillj k+1-0 bj 2kl — 81lLj15-0 Lk =

J J J PR 0k — 15,00 KNEj ok —tj119P
2—n1(p—1—ap) 1’(/’j
k!

Fral

IA

’

v

donde y; € convitjy,.... tj i} y1//’j € CONV{Lj i1y L2k}

Por lo que, por la parte (ii) del Lema 5.6 y por (5.16), se puede deducir que

IA

_ _ k
Ri,o(81) 2 mIp=a)) By,

_ I ’ _ —
< 2 n(1/p a)znl/p 2(k l)nlwk_l/p(u;z nl)

! !
2—nl(1/p —a)znl/p 2k—1/pwnl'
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Entonces

Riq(g) <2M%ky, (5.21)
por lo tanto

Ryq(u—g) <2"19R;(u—g). (5.22)

Por (5.21) y (5.22), se tiene que

o0 oo
v @I = 2K 2mPel )P4 (Y 2mm P Ry (u-gpP) P
1=0 =0

Estimando el segundo término de la suma, se obtiene que R;(u— g¢) < v;,k) (u— gp). Por la parte (ii) del

Lema 5.6, las desigualdades (5.16) y (5.19), se deduce que

2MOP R (u—-g)P = 2" P yO (- g)P

9—n
< 2n1+1ap( 6k )p(wk—l/p(u’z l))p
- (k-1 2-n(k-1)
< 2n1+1ap( 6k )pzkp—l+2pwp
h (k=1)! M1t
Asi se tiene que,
o 1/ - 1
v () = 2K(Y 2MPwp )P 4 (3 2M P Ry (- gP) P
=0 1=0
6k o)
k|, ok-1/p+2 plip
< [2Faaktier m)(;oz’““”wm) : (5.23)

Asumamos que (5.20) se satisface. Definamos

27M+1
81(X) = Up-niy w0 g-mp (X) = 2”’“[ Ugrisr,_ G0 p-ni (X + 1)dL.
0

Por la parte (ii) del Lema 5.6, la desigualdad (5.16), la definicién de w(u, t) y la desigualdad (5.20)

Ria(gn = 27MUP@pmalliy, ) 27
2—n,(1/p’—a)2nl+1(k—l/p)zk—llpwn
= 1+1
< 4. 2—n1(l/p/_a)2k—l/pwnl
-1/ p'—a) ok—1/ p'
< 4.2 n(l/p'-a)g Pznlpwnl
< 4.2Mm% kg,
Entonces
Rio(g) s4-2M% 0, (5.24)
y ademds

Rio(u—g) <2 “Ri(u—gp). (5.25)
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Por (5.24) y (5.25), se tiene que

o0
(k) ) (u,m) < 4 2"(22"'“% )I/P (Zz”t+1“PRl(u—g,)P)l’”
1=0 1=0

Para estimar el segundo término de la suma se tiene R;(u—g;) < v;,k) (u—g;). Porla parte (iii) del Lema 5.6
yla desigualdad (5.16) se obtiene que
2M PR (u—gYP = 2"y (- gP
6k )p(wk—1/p(u;2*"l“) p
(k—1)! 21141 (k=1)

p n
+ap, P
) 2 Wy, -

IA

2”1+1“P(

( 2k6k
(k—1)!

Por lo tanto,

(e 0) (e, 0)
4.2k(z 2n,apwzl)1/p i (Z an“apRl(u—gl)p)l/p
=0 =0

6k 1/p
k nap
< 2 (4 = 1)')(2 2 wm) : (5.26)

(k) ) (u, )

IA

Por (5.23) y (5.26),

v,(g’fzx(u,n) < 2’”2(

1/p
(k- 1)')(Z nlap‘”"l) '

Aplicando el Lema 5.2 con g = p, = payy=1/p/, se tiene que

6k
(k) ot 1) <2k+2(1+ (k- 1)!)(2 2MP ol )l/p

6k P2y 1 dtyl/p
< 2214 200 + Ip' - f " Pa(t)P —
( (k—l)')[ W, » pa(p/p —ap) A w(1) ;
1 dt
k+6 1/p 1/p —ap p 1/p
< 2 (1+(k w)[w +p'a’P/p' -a) (fo = *Pw(r) _t) ]

como p'P <2y (pH'P<p'.

Por otro lado, por (5.16),

Wi-1/p(;1)
wo = o(l)s—2""
< wl—l/p(u(k_l);l)
< vp(u(k_l))

(k)
v, (u),
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ademas

1_a a1/
(fo P ()”t) g

IA

(fol (t—a—(k—l)wk_“p(u; t))P%)llp

— I(k) (u)

Por lo tanto,

v, m) <250(14 )[ W)+ p'aP1rp - )P 18, w).

(k—1)!

@ Si u e Wk, entonces por la parte (i) del Teorema 5.11, se tiene que
1/p 1/p
pdt 1
lim (1/p'- s)”p(f [t_s (k- D 1p (U t)] ) =(—) ||u(k)||p.
s—1/p'— p
Por lo tanto, por el resultado de E Riesz y el Teorema 5.10,

(k) - Lim p® (k)
vp W) = limuv,o)=v,;, @)

1 .
= Gt @

]

El limite superior cuando @ — 1/p’_ del lado derecho de (5.18) es menor que

k+6 6k 1 , i 1p l 1p ®

Asi, por la parte (i) del Teorema 5.12, el lado izquierdo de (5.18) tiende a pk 1 p,(u) Por lo que,
se considera el limite cuando @ — 1/p’, cumpliéndose que

v, = Cp, B,
Esto implica que el resultado de Merentes en [118] establece que Wk c V;kl) /p Y €sto demuestra
que el orden de la constante es 6ptima.

(k)

Asumamos que Ip ao(u) < oo paraalgin 0 < ag < 1/p’. Como I,E,'fzx(u) <Ipa,

se 51gue que

(u) para 0 < a < ay,

lim a”pl(k) () < hm al/pléka (w) =
a—0, -0, 0

Por lo tanto, como Ip a, (1) < oo, por Teorema 5.13, u € Vpkc)ro Asi, v(k) (u) tiende a v(k)(u) cuando
a — 0, por la parte (ii) del Teorema 5.12. Luego, el lado 1zqu1erd0 de (5.18) c01nc1de con el
comportamiento del lado derecho cuando a — 0. lo cual significa que el orden de la constante

también es 6ptima.
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5.4. RESULTADOS ADICIONALES Y APLICACIONES

Resultados Adicionales y Aplicaciones

El siguiente lema es usado para demostrar el resultado principal de esta seccidn, el cual se refiere a la
proposicién 5.7.

Lema 5.7
Sean 1< p<oo,0<a<1/p’yuunafunciéon 1-periédica. Asumamos que
¢ 1/p
19, (u) = (f [ Py 0lP —| - <co.
Entonces
B dr\''?
IIEJ],CL(”) = (f [t w1-1/p w*Y; 1P — )
— Ip,a(u(k 1))
< C(p,a, 1% w).
donde .
k-1)°P P
C(p,a,k):czl‘”’?(% +2kp_1C(p)) si lsp<2
a
Y k—1)P 1 /
= 1
C(p,a,k):CZI_l/p(( ) + ) P si p=2.
aP p—ap-1
Demostracion:

A partir de la estimaciéon puntual del Lema 5.5, se tiene que

pdn'’? ~
I (u)<(f e oy @1 = I e @),

Se demostrard ahora la segunda desigualdad. Como I ;’fé(u) < o0, se sigue que [ p,a(u(k_”) < 0o. Enton-
ces, uk=V ¢ Cp. Supongamos que el siguiente tipo de desigualdad del tipo Marchaud-Timan (Ver [172,
Teorema 4]).

(u; v) Lwi_1/,(u; 0)° s
w11, V0 < C| (k- 1)[ Dk P v+ tl‘”PU "””—du) . (527
t

psk=1/p)+1

donde C es una constante absoluta independiente de p y s = max{p, 2}.

Asumamos que s = p, es decir p = 2. Sea t > 0. Considerando (5.27) elevado ala p, multiplicando ambos
lados por t~%P~1 e integrando desde 0 hasta 1 se obtiene

1 twi_ (u’y) p
(k—l)’”f t—“P—l(f kl/+dv) dt
0 0 v

1 1 )P
f t”‘“”‘z(f Qk1p(t V) dv)dt :
0 t vkp

dt

1
f [t % w1 (w®Y; n1P— cP2r!
0

IA

+
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Estimando el primer término de la suma anterior, por el uso de la desigualdad de Hardy con peso (Ver
[22, Lema 3.9]) se obtiene

1 t Wi (15 v) 1 1 dt
f t‘“""l(f kl+dv)pdts—f [ ® Vg p (0P —. (5.28)
0 0 v aP Jy t

Para el segundo término, por el teorema de Fubini se tiene,
1 Ywg_1/p(u;v)P 1 1 wr-1/p(U; 1), drt
[ i P P S LS 529)
0 t vkp p—ap-1Jo k-1 t
Por consiguiente, (5.28) y (5.29) implican la siguiente estimacion

(k—1)P 1
+
aP p—ap-1

L _ ” ) — di
fo [t w1-1/p (u® YinlP—=cr2? 1( )fo e gy 2t

Supongamos que s = 2, es decir 1 < p < 2. Por (5.27) elevado a la p, multiplicando ambos lados por

t~%P~! e integrando desde 0 hasta 1 se tiene que
! twg-1pWw;v) VP
(k- 1)”[ el (f 1+dv) dt
0 0 v

/2

1 Lor1p,wn? P
s T
) . 21/l

El primer término del lado derecho de la desigualdad se puede estimar como el caso anterior (Ver (5.28)),
y el segundo término se puede estimar por el hecho de que para cada v > t, se tiene la siguiente desigual-
dad

cPopr-1

IA

1 dt
f[r‘“wl_up(u(k‘“;rw?
0

+

(wk—up(u; v) )2 _ (wk-up(u; V) )2 - (Zk_l,pwk-up(u; t))z

ok—1/p Lk—D+1/p’ Hk—D+1/p’
Entonces,
1 U wi—17p(W;0) 5 dvypl/2 1 dt
tp‘“'”‘z(f il it —) dt < 2kl )f [ Dy ()P
/0 t( Jk-1/p ) » P p 7
Por lo que,

dat

1 dat (k—-1)P
t w11, WY )P — < CP2P T [ —— —.
fo[ wi-1/p(U )] ; ( o ;

1
+ ka—lc(p))f (1 Dy (017
0
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@ El Teorema 5.13 se deriva del Teorema 5.6 y el lema anterior, pero la constante no tendra un
comportamiento asintdtico. De hecho, como u € V(k), entonces

Clp,a, k)

(k)
RN 1y (w).

Ugfzx(u) < A(v];(u) +Cpa

Proposicion 5.7

Sean 1< p<oo,0<a<1/p'y uuna funcién 1-periédica tal que u'*~V e Vy. Asumamos que

1 dt
10 () = UO [ * Dy (s t)]”T < o0. (5.30)

Entonces, u € Véfg y

Clp,a,k
M[W (W),

(k) (k)
Vp,a(U) = A(v,” (1) + 1! p.a

donde A es una constante absoluta,

C(p,a,k):Czl‘”l’(%+2k”‘16(p)) si 1sp<2
a
Y k-1)P 1 1/
C(p,a,k):Czl_”p(( . ) 7 si p22.
ab p—ap-1
Demostracion:

El resultado se deduce del Teorema 5.6, el Lema 5.7 y el Teorema 5.10. Ciertamente, como uk=D ¢ Vf y
I;,’f,)x(u) < oo, entonces por el Teorema 5.6 se cumple que uk=b e Vp,a- Entonces, u € v;f“; por el Teore-

ma 5.10. De nuevo por el Teorema 5.6 y el Lema 5.7, se satisface

(k—l))

I\

A(vy @ D) + ¢y o1y o (D))
A((k=DWwhw) + cpaClp, a, KIS (),

Up,a(U

IA

donde A es una constante absoluta en [88, Teorema 4.1]. Finalmente, aplicando de nuevo el Teore-
ma 5.10, se cumple que

)
(k=1 P ).

v;,]f()x(u) <A v’,;(u) +Cpa

La desigualdad es fuerte en el sentido que (5.30) no puede ser reemplazado.




Espacio de Funciones de k®-Variacion Aco-
tada en el Sentido de Schramm-Korenblum
en R*

Durante las tltimas décadas, algunas extensiones y generalizaciones han sido consideradas para el con-
cepto clésico de la variacién de una funcién. Tales extensiones y generalizaciones juegan un papel im-
portante y se encuentran en muchas aplicaciones en diferentes dreas de las matematicas. Poco después
del trabajo de Jordan, muchos matemaéticos comenzaron a estudiar nociones de variacién acotada de
funciones de varias variables. Las definiciones de variacién acotada para funciones de dos variables han
sido halladas principalmente por el deseo de tener una clase de funciones que tenga propiedades anélo-
gas a algunas propiedades particulares de una funcién de variaciéon acotada de una variable. No hay
manera Unica para extender la nocién de variacién a funciones de més de una variable. J. A. Clarkson
v R. Adams (1933), en [42] estudian seis de tales generalizaciones y R. Adams y J. A. Clarkson (1934),
en [1] mencionan dos mds. Dos de estas definiciones son relevantes para nuestro propésito. Clarkson y
Adams atribuyen el primero a Vitali, Lebesgue, Fréchet y De la Vallée Poussin, y el segundo a G. H. Hardy
(1904/05), en [63] y M. Krause (1903), en [81]. A. B. Owen (2014), en [135] proporciona una discusién
muy util de los conceptos de variacién de Vitali y de Hardy-Krause (Otra referencia titil es E. W. Hobson
(1927), en [67]). A principio del siglo pasado G. H. Hardy (1905/06) en [63] generaliza el criterio de Jordan
para la serie doble de Fourier y demostré que si una funcién continua de dos variables tiene variacion
acotada (en el sentido de Hardy), entonces tiene serie de Fourier uniformemente convergente.

A. Guerrero, N. Merentes yJ. L. Sdnchez (2015), en [61] introducen el espacio k BV (I, fl’ ,R) de las funciones
de dos variables de x-variacion acotada en en el sentido de Hardy-Vitali-Korenblum y demostraron que
el espacio k BV (I, Z ,R) es un espacio de Banach.

Motivados por los resultados de A. Guerrero et al. (2015), en [61] y S. K. Kim yJ. Kim (1986), en [76], como
contribucién al tema, siguiendo la definicién de variacién de Vitali y Hardy-Krause, se introduce la de-
finicién de x®-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum para funciones reales definidas
en un subconjunto no vacio de un rectangulo en el plano, el cual es una combinacién de las nociones de
®-variacién acotada en en el sentido de Schramm y x-variacién acotada en en el sentido de Korenblum
(Ver [17]).




6.1

6.1. PRELIMINARES

Preliminares

Se iniciard esta seccién presentando y recordando algunas notaciones y definiciones generales, usadas
alo largo de este capitulo.

1. Si Ay B son conjuntos no vacio, el simbolo A® denota la familia de funciones u: B — A.

2. Se denota por S, al conjunto de todas las permutaciones o del conjunto {1,...,n} con n entero
positivo.

3. Sea I = [a, b] c R un intervalo no vacio. Para u € R/, definimos || ul|o := sup |u(x)], y si || tl]oo < 00,
X€B
se dice que u es acotado.

4. Se denota por £2(I) la clase de todas las particiones del intervalo 1.
5. Sea u € R4 yé= {ti}i.“:1 € P(I), asi

Atiy1 = tiy1 — b, Aultipr) = u(tip) —u(t), i=1,...,k—1.

6. a=(ai,b),b=(asby) €eR? I=lay,as, J]=[by,bo], I2=1x ]y ki ks =2 entero. Si u € Rla, &=

{tl-}i.ll yn={s ]}fzz , son particiones de los intervalos I, J, respectivamente, se denota por

Ayoulti,sj) = ultiyy,sj) —ulty,sj)
Aorulti,sj) == ulty,sj1) — ulty, sj)
Anult,sp) = u(ti-1,8j-1) — ulti-1,s;) — ult;, sj-1) + u(t;, s;).
by, |---
u(ti—y, S; ) u(tj,sij)
Sj ______L_JP—, 19]
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
a2 _ _ _ 1 1
I I !
: I I !
a tiog ti b1

Figura 6.1: Ajou(t;, §j) = ultisy, sj) — ulty, sj)
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by |- -
o u(t;,sj)
Sj
Sj—1|l- - - _____
I U(ti ) Sj_l)
|
|
|
|
do | _ _ : |
| | |
& t; b1
Figura 6.2: Aoy u(t;, s;) == u(t;, Sj41) — ult;, ;)
by |-~ -
u(ti-1, sj) u(;,sj )
S [---f-----
Sjcqf---f-----
u(ti—y, Sj-1), : u(ti, j-1)
|
. |
! |
Ay | _ _ I : !
| ! : |
el tizg tj b1

Figura 6.3: Ay u(t;, s7) := u(ti-1,8j-1) — ulti-1,8j) — ulti, sj-1) + ult;, sj)
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7. La doble sucesion ¢ = {¢; j};,j=1 serd una ¢-sucesion si para i o j fijos ¢ = {@; j}i j=1 es una @-
sucesion (Los primeros trabajos sobre la doble sucesién se pueden conseguir en los resultados de
T.J. Bromwich (1965) en [23] y G. H. Hardy (1917) en [64]).

La nocién de variacién presentada por C. Jordan en el afio 1881 en el caso unidimensional fue generali-
zada por G. Vitali y G. Hardy para funciones de dos variables entre los afios 1904-1906 (Ver [63] y [168])
el cual se presentan en la siguiente definicion:

Definicion 6.1 (G. Vitali y G. Hardy [63] y [168])
Sean u € R y y € J fijo. La variacién de Jordan de la funcién u(-, y) € R’ se define como
k-1

V(uC, ) =Viut,y) =sup Y |Awulti, y)],
20) i=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; 1'11 e 2 ().

Para x € I fijo, la funcién de variacién de Jordan u(x,-) € R/ se define como
k=1
V(u(x,)) = Vy(u(x,) =sup Y |Aoux,sj+1)],
2() j=1
donde el supremo se considera sobre todas las particiones {s J'}?:l e22()).

La variacién u en el sentido de Hardy-Vitali es definido en el rectdngulo 12 como

ki—1lko—-1

Vp(u):= sup Y > |Aanultivg, i),
20,20 i=1 j=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {¢; f;l e?(), {s ]};Q: 1€ 2.

La variacion total de la funcién u, se define como

TV(wW) =TV(u, IZ) = Vi(ul, az)) + Vi(ula, ) + Vi (u).

Se denota por BV (I fl’ ) al espacio de todas las funciones que tienen variacién acotada finita.

La nocién de x-variacién que introdujo B. Korenblum en el afio 1975 (Ver [79]), en el caso unidimensio-
nal, fué generalizada por J. A. Guerrero, N. Merentes y J. L. Sdnchez en el afio 2015 (Ver [61]) en el caso de
dos dimensiones como se muestra a continuacion:
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Definicion 6.2 (J. Guerrero, N. Merentes, J. L. Sanchez [61])

Sean x una funcién distorsién, u € R'e y y € J fijo, la funcién de k-variacién de Jordan u(-, y) € R’
se define como

k-1
;1 |Aroutis, )|
KVl y) =K Vi(u,y) = sup ——
2 Atiy
) K(“Z—“ll)

’
i=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; f;l e PA(I).

Para x € I fijo, la funcién k-variaciéon de Jordan u(x, ) € R’ se define como

ko—1
; |Ao1u(x, sj+1)]
KV (ulx, ) = KV (u(x, ) = sup ————
20) 2 Asjiq
) K(bz—]bl)

’

j=1
donde el supremo se considera sobre todas las particiones {s j}fil e 2()).

La k-variacién de Hardy-Vitali en dos dimensiones u en el rectangulo I2 se define como

ky—1k,—1
)y '21 |Anutivg, sj)|)
i

kVp(u):= sup

’

P(1),2() klz‘lkzz‘lK( At Asia )
i=1 j=1 (az—a1) (b2—by)

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; f;l e?(), {s ]}fzz [ @ ().

La x-variacion total de la funcion u, se define como

KTV W) =xTV (W, 17) := xVi(u(, b)) +x V; (ula, ) +xVyp (w).

Se denota por k BV (I?) el espacio de todas las funciones que tienen -variacién total acotada.

La nocién de ®-variacién que introdujo M. Schramm en el afio 1985 (Ver [158]), en el caso unidimen-
sional, fue generalizada por T. Ereti, N. Merentes y J. L. Sdnchez en el afio 2010 (Ver [51]), en el caso
bidimensional, como sigue:
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Definicion 6.3 (T. Ereu, N. Merentes, J. L. Sanchez [51])
Sean ¢ = {¢;, f}i j=1 UNa ¢-sucesion, u € Rle y y € J fijo, la @-variaci6n en el sentido de Schramm

de la funcién u(-, y) € R! se define como

k1—1

V() = Vi (i, y) = 5 Y- @in (|Aoults, w1, 01),
i=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; f;l €PN yor € Sk,-1-

Para x € I fijo, la ®-variacién en el sentido Schramm de la funcién u(x, ) € R/, se define como

ky—1

Vi (u(x,)) =V (u(x, ) = 7 Y o1 (|Aorulx, so,y+1)])
j=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {s j}fil €P())yoz € Sk,-1.

La variacién bidimensional en el sentido de Schramm de la funcién u en el rectdngulo I” se define
como

ki—1k,—1
S
Vd) p)i= sup Y Y 0 (|Anulte, iy Sou(p+1)])»
la 20,20) i=1 j=1
donde el supremo se considera sobre todas las particiones {¢; fil ePy {S]}?:l e Z2(]) de los
intervalos I, ] respectivamente y 01 € Sk, 41, 02 € Sk, +1.

La ®-variacion total de la funcién u se define como

TV, ()= TV, (w, 1) = Vi 1, a2)) + Vy s(ular, ) + Vg ().

La clase de las funciones con ®-variacion total acotada se denota como V(f([ Dy y este espacio generado
por esta clase se denota por Bqu (Ib).

Funciones de k¢-Variacion Acotada en el Sentido de Schramm-Korenblum Bidimensional

En el resultado principal de esta seccién, como contribucién al tema, se generaliza el concepto de xk®-
variacién sobre el intervalo [a, b], el cual fué presentado por S. K. Kim, J. Kim (1986), en [76], definién-
dose la clase de las funciones de x®-variacién total bidimensional en I” en el sentido de Schramm-
Korenblum. Ademés, se demuestran algunas propiedades para este tipo de funciones y por tltimo se
demuestra que el espacio KBV(!;S (I?) es un 4lgebra de Banach (Ver [17]).
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Definicion 6.4
Sean ¢ = {¢;, f}i j=1 UNA ¢-sucesion, k una funcion distorsién, u € Rl y y € J fijo. La variacién de
la funcién u en el sentido de Schramm-Korenblum de la funcién u(-, y) € R! se define como

k-1
; (Pi,1(|A10u(tal(i)+1rJ/)|)
KV (U, ) =KV (U, ) = sup ——

k-1
2() L Atiq
PR

)

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; f;l eP(),yo € Sk, -1-

Para x € I fijo, la variacién de Schramm-Korenblum de la funcién u(x, -) € R/, se define como

k-1
; (Pl,j(|A01u(x,Saz(j)+1)|)

S _ S ) — J
KVQ,,(u(x,-))—KVd,J(u(x, ))—2;3)) Bl a5
K j+1

(%—h)

’

j=1
. . . k
donde el supremo se considera sobre todas las particiones {s j}ji 1@ P, 02€ Sg,-1.

La variacién bidimensional en el sentido Schramm-Korenblum de u en el rectingulo I2 se define
como

ki—1ky—-1

'21 Zl¢i,j(|A11u(tal(i)+1;502(j)+1)|)
i=1 j=

S
kV? ,(W):= sup
¢la 2U1),2()) il Atiy1Asj

K
i=1 j=1 (az —ay) (ba—by)

donde el supremo se considera sobre todas las particiones {t; 1'11 ePDy{s j}fzzl € 2(]) de los
intervalos I, ] respectivamente, y 01 € Sk, -1, 02 € Sg,—1.

La x®-variacion bidimensional total en el sentido de Schramm-Korenblum de la funcién u € Rle
se define por

KTVS () =k TV, W, 10) :=xV; (U, a2)) +xVy (ulay,)) +x V>

¢, o)

. b . .
Las clases de las funciones u € R« con x®-variacién acotada en el sentido de Schramm-Korenblum se
denota como KV(‘; (13) y el espacio generado por esta clase es denotado por KBV£(IZ).

®

(1) Sig;j(n)=1t, t=0, i,j=1, entonces la x®-variacion en el sentido Schramm-Korenblum
coincide con la variacién Hardy-Vitali-Korenblum estudiada por J. Guerrero, N. Meren-
tes, J. L. Sanchez (Ver [61]).
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() Sigij=¢,i,j=1,donde ¢ es una funcion de Young, entonces la x®-variacion en el
sentido de Schramm-Korenblum es una combinacién de los conceptos de ¢-variaciéon
en el sentido de Wiener y variaciéon bidimensional Korenblum-Hardy-Vitali.

t .. .. .
(3) Para ¢;, (1) = T t=0,1,j=1, donde {A;};>; es una A- sucesién en el sentido de
itj
Waterman, esta nocién es una combinacién de variacién bidimensional en el sentido de

Waterman4, con la variacion en el sentido de Korenblum (Ver [79]).

9La nocion de variacién bidimensional en el sentido de Waterman la introdujo A. A. Sahakyan en el afio 1986y a
la vez estudiado por A. I. Sablim en el afio 1987 (Ver [156]-[155])

Los siguientes resultados presentan algunas propiedades del espacio KBVdf(I f,’).

Teorema 6.1

Sea u € Rla. Entonces
(1) KTV(g(u, b= OyKTV(g(u) =0siysolosiu=ctte.
2) KVdf (I 2) es un conjunto convexo y simétrico.
(3) <BVUL) = {ueR :31 > 0,xV(Au) <oof.

(4) Six1,x2 son funciones distorsién y x; < x», entonces Klvj(lg) c KZV(E(IQ’). En particular
KlBV(Zf(IS) c KgBV(g (1.

(5) BV(I}) < V() <xV;(I7) y por consiguiente BV (1) < BV (I7) <k BV (I}).

(6) Si KTV(E(u, Ifl’) < 0o, entonces u es acotaday

lullo < luar, byl + 397} (4KTV£II;

).

Demostracion:

(1) Supongamos que KTV(/f(u) = (0 entonces KV(/fI(u) = KV(E](u) = 0. En particular u(¢, b1) — u(ai,b;) =0
yvu(t,s)—u(t,b)) =0, (s,t)eIx ], porloque

u(t,s) = u(t,s) — u(t,by) + u(t, by) = u(ay, by).
La condicién necesaria es inmediata.
Las partes (2) y (4) se deduce de la Definicién 6.4.

(3) es consecuencia de (2).
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(5) Seau e BV (I, 2) y 0 € Sy_1. Consideremos una particion {ti}f:1 € (1) y se establecerd el conjunto
A:={i: Aro(ulty(iyr1, b2) <1}

Como las funciones ¢; j, i, j=1sonconvexasy V(glu(~, by) < oo, entonces

Y @in (|Aroultom+1,b2)]) + D @i (|Aroultsgy+1, b2)|)

k-1
Y @in(|Aroultsqy+r, b2)|)
i=1

i€A i¢A
< Y 011 |[Aroultein, b+ Y @i (|Aroultei+1, b2)|)
i€A i¢A
< @M Viul, b))+ Y @i (|Aoultsi+, b2)]).
igA

La dltima suma contiene a lo sumo [V(/f ;u(s, b2)] términos; porque de otra manera existiria al menos
LquIu(-, by)] + 1 términos,

V1 (U, b2))

\%

Y Aroulty(iy+1,b2)
i¢A

[V 1, b2)] +1,

\%

lo cual es una contradiccién. Por lo que

Y i1 (|Aroultsiyer, b2)|) Y pi12lullo)
itA itA
1.1 [ ulloo) LV (1l b)),

IA

IA

Vi ul, by) < (91,11 + 91,1 @ 1 ulloo)) LV (u, b2))].

Similarmente

Vyular,) < (9111 + @11 @ ull)) LV, ; (ular, )]

V;,b(u) < (@11 +@1,1@ ulleo)) Vo (w).

Finalmente

TV, () < (11D + 1,1 4l tlloo)) Vi (1),

por lo que, la primera contencién BV (I 2) c V(E(I Z) se satisface.

La otra inclusion V(/f (Ih < KV(g (I?) es una consecuencia de la subaditividad de la funcién .
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(6) Sea (x, ) € I%, entonces

lu(x,y)—ula, by)| < |ulx,y)—ular,y) - ulx, bo) + u(ar, by)|
+|ulay, y) + u(x, bp) — 2u(ay, bo)|
< |ulx,y)—ular,y) — u(x, by) + u(ar, by)|

+|ulay, y) - ulay, by) | +u(x, by) — u(a, by)|.

Por otro lado,

@11 (lu(x, b)) — ulay, b2)l)
[x—ay| lay—x|
() e (=)

Como 0 <« (f) <1, se tiene que

sij,(u(-,bz)).

@11 (ulx, b2) — ular, b)) < 2k Vp (u(-, b2))

por lo tanto

Jutx, b) — w(ar, b)| < o7} (2KV3 (-, b)) 6.1)
Similarmente

|utar, y) - uta, by)| < g7} (2x V3 (@, ), (6.2)
y

|u(x,y) - ular, y) - u(x, b) + ular, by)| < o7} (4KV¢i1b(u)) . 6.3)

Por las desigualdeades (6.1), (6.2), (6.3) y la definicién de xk®-variacion total bidimensional en el sentido
de Schramm-Korenblum, se tiene que
lulloo < lutar, o)l +3¢1 1 KTV, (1),
O

La siguiente proposicién permite calcular la k®-variacién total bidimensional en el sentido Schramm-
Korenblum de la suma de funciones monétonas.
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Proposicion 6.1

Sean ¢ = {‘/’i'j}i j=1 Una ¢-sucesion, x una funcién distorsién, I = I'x Jyue RZe, tal que u(t,s) =
g(t) + h(s), (t,s) € I x J,donde g € R y h € R/ son funciones monétonas. Entonces

(@ xVyul,y)=¢1,1(|ga) -ga]), yeJ.
(b) kVZu(x,) =11 (h(bz) (b)), x € J.

(c) va’lg(u) =0.

(d) xTV,) ) =11 (|gaz) - glan]) + @i (1hb2) = h(b1)).

Demostracion:

@i, (1)

Como las funciones ¢; j, i, j = 1 son convexas, entonces las funciones ¢ — ,t>0,i,j=1son

crecientes.

(a)Seaye ], 0€ Sy, 1y [tk

k - . .
2ods j}j2:1 particiones de los intervalos I, J, respectivamente. Entonces

£ kil (|A8Ua(iy+1]) [ A8 (toiy+1)]
El @i1(|Aroultei+1, ¥)]) El gt ]
k-1 - k-1
Atiyy At
igl’K(LQ_d]) l.le(llg—dl)

Como g es mondtona y k es subaditiva, se tiene que

kl—l

El (,01,1(|Ag(ta(i)+1|) (p11(|g(a2)—g(611)|)k1_1

=i - . Y. |Agtam+1)|
Mol A gla) -glan)| {5
iglK(“z_“‘)

¢1,1(|glaz) — glan)|).

Como g es mondétonay « es subaditiva, entonces

ki1 (A
> e11(Agtem+)) =911 (|gla) - glad]), xM)= ) K( )
i=1 i=1 \d2—da

Por lo tanto,
KV, () < @11 (|gla) —gla)]), yel.

Reciprocamente,

p11(ulay, y) —ulay, y))
KV(gu(-,y), velj.

¢1,1(|gla) — gla)|)

I\
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Por lo que,

KV W, ) = (|glaz) - glan|), yel.

(b) Con un razonamiento similar de (a) se tiene que

KV, (wlx,)) = pu,1 (1h(b2) = h(b1)D), x€l.

(c)Sioy € Sg,—1 02 € Sg,—1, entonces

Anults,(iy+1, Soy(p+1) = Ullg (i), Sou(j)) — UlLs, (1)) Sop()+1) UlLa (i) +1) So, (j)+1) — UlLa (1) +1) Sop ()
= 0,

i€{l,...,k; -1}, je(l,...,ky — 1}. Por lo tanto, leh(u)zo.

(d) Es una consecuencia de la Definici6n 6.4.

Ejemplo 6.1

D | E—
Algunos casos particulares del resultado anterior se pueden obtener si se considera la funcién
u:[0,1] x [0,1] — R definida por

1. u(t,s) = —51+9s% + 7, entonces KTV(E(u) =¢1,10) +1,1(9).

2. u(t,s) =3V +1In(t+1)~5Vs2 entonces k TV, () = 91,131n2) + 1,15,

A continuacién se presentan dos lemas que juegan un rol importante en el resultado principal de este
capitulo.

Lema 6.1
Sean ¢ = {¢p; j} jj>1 una ¢-sucesién y k¥ una funcién distorsién. Entonces el operador KTV(PS :
KV£(IZ) — [0,00), definido por KTV(f(u) = 1<TV¢;g 1o(11) es convexo y el conjunto

“b

KASIL) = {uexBVS (L) KTV () < 1},

es convexo, simétrico y absorbente.

Para detalles de la demostracién del lema anterior ver [46].

El funcional Minkowski asociado a KAS)(IZ), Kui : KBV(E(IZ) — [0,00), definido por

K[,t(i(u) = inf{/1>0:1<TVS

M’(E) <1}, uexBVSIL)

A

es una seminorma.
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Lema 6.2

Seaue KBV(E([Z). Entonces existe A > 0, tal que K,u(‘z(u) < Asiysolo si KTV(;Ib (%) <1.

Demostracion:

u
Si K,in(u) <A, A>0, entonces existe 0 < k < A, tal que KTV;II; (—) <1.Asi

s (%) _ s (ku
KTV(W(A) = KTV(PYIg(Ak)

SKTVS (%) <1.

Si Kugj(u) = A, 1 > 0, entonces Kui(u) < A,. Por lo tanto, existe una sucesién {A,},>1, tal que 1, | A,

I\

entonces

u
KTV b(—) <1.
eI\ 1,

Considerando el limite cuando n — oo se obtiene el resultado. La otra parte es una consecuencia de la
definicién de 1<TV(/‘)S Oy la continuidad de las funciones, ¢; j, i, j = 1 y considerando el limite cuando

rra
n — oo se tiene el resultado deseado.
La parte necesaria es consecuencia de la definicién de Ku;.
O

En el préximo teorema se demostrard que el funcional x || - || Zb : KBV(g I 2) — [0,00), que se define como

Kl ullf, = lular, bo)l +x g (w),

€S una norma.

Teorema 6.2

(KBVJ?(IZ), x| - ”fb) es un espacio normado.

Demostracion:
Como x| - | (Sp es una seminorma solo se necesita demostrar que si « || u|| fp =0 entonces u =0.

Si Kui(u) =0, entonces u(a, b)) =0y Kug(u) < %, para todo n = 1. De manera que

S S
nKTVd))Ig(u) < KTV(p’Ig(nu) <l,n=1.
Asi KTVjIh(u) = 0. Por la parte (a) del Teorema 6.1, u = ctte. Como u(ay, by) =0, se obtiene que u =0.

|

El siguiente lema serd usado en varios resultados de esta seccidn.
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Lema 6.3
Sea {t,-}fil e2(]), {sj};fzzl eP(NHyu,v: 12 — R funciones acotadas. Entonces:

(@ A(mv)(tis1,Y) < 1 Vloo Arou(tis1, ¥) + 1 ttlloo A0V (Eiv1,)),
yel, i=1,... ki —1.

(b) Ap1(uv)(x,57+1) < IVlleo Ao1U(X, Sj+1) + ltlloo D01 V(X, Sj+1),
xe€l, j=1,...,kp— 1.

(© An@v)(tit1,Sj+1) < 1Vlleo A1 ultivy, Sj+1) + [ Ulloo A11U(Ei41, Sj+1),
i=1,...,k1-1, j=1,.... k- 1.

Demostracion:
(a)
Ao (uv) (tiv1,y) = Wo)(ti+1,y) — (uv)(t4, )
= ultiv1,Y)v(tiv1, y) — ulty, Y)v(ti, y)
= ultiv1,Y)vtiv1, y) — ulty, Y)v(ti, y)
+u(ty, Y)vtiv1, y) —ulty, Y)vtic, y)
= (ultiv1, ) —ulty, YIvtiv, y)
+W(tiv1, y) — vt ) ulty, y)
= v+, Y)Aroultivy, Y) + ulty, Y)Arov(tiv, y)

IA

[Vlloo Arou(tiv1, y) + lulloo D10V (Lix1, ¥).

(b) Se calcula como en la parte (a).

(c) Para i, j fijo, se obtiene

Ary (uv) (i1, Sj+1) (uv)(ti, sj) — (wv)(ty, sj+1) — (W) (L1, $7) + (V) (Li41, Sj+1)
= ulty,sp vt sj) —ult;, sj+1)v(Li, Sj+1)
—u(ti+1,S))v(ti+1, Sj) + Ultiv1, Sj+1) V(Lit1, Sj+1)
= ult;, sp)v(ti, sj) —ulty, sj+1) v(ti, Sj+1)
+u(tivy, spv(ty, i) —ultivy, spv(t, sj)
+ult;, Sj+ ) U(Liv1, Sj+1) — ulti, Sj+1) V(Eiv1, Sj+1)
—uU(ti+1,S))v(ti+1, Sj) + utiv1, Sj+1) V(Lit1, Sj+1)
= (u(ty, s;) —ultiv1, sp)v(t, sj)
+(ultiv1, Sj+1) —ulti, sj+1)) v(tiv1, Sj+1)
+(W(tiv1, Sj+1) — (8, Sj+1)) ulti, Sj+1)

+(W(ti, s7) = v(tiv1, S u(tiv1, Sj)

IA

(u(ti, sj) — u(tiv1, S Voo + (Utir1, Sj+1) — ulti, Sj+1)lVlloo
+(W(tiv1, Sj+1) — vt Sjr)llUlloo + (85, 87) — V(Eiv1, S| Ulloo

= Anultivy, Sj+D Voo + A1 v(tis1, Sj+ D ulloo
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Teorema 6.3

KBV, (1 by es una algebra.

Demostracion:

Sea u,v € KBV(/f(IZ) (v y v no idénticamente igual a cero) y ¢ = {pi jti j=1 una ®-sucesiéon, entonces
existe a >0y >0 tal que

KTV;Ib(au) <00, KTV(iIb(ﬁv) < 0.

Se define 11, A2 y A, de la siguiente manera

. af . BlIvlleo . allulloo
- y 1-— y 2 o= .
allulloo + BlIVloo allulloo + Bl Voo allulloo + BlIVlloo

Ahora, x€ I, y € ] fijos, {t; f;l e P, {sj};?zzl € 2(]), 01 € Sk,-1 Y02 € Sk,—1. Entonces por el Lema 6.3 se
tiene

Ao (Auv) (g, ()+1,Y) = AlVleoDr0Ulls, (i)+1, Y) + AUl D10V (Lo, () +1, Y)
PlIvlloo allulleo
alAoulty (i+1,)) + BA10V(Es, ()41, Y)
allullo + Bl Voo o allullo + Bl Voo o
por lo tanto
Ao Auv) (tg,(h)+1,Y) S Aralyoulty, iy+1, ¥) + A2BA10V (g, (1) +1, V). (6.4)
Similarmente
Aot (Auv) (X, Soy(jy+1) < A1aDo1 (X, Sg,(j)+1) + A2BL01V (X, Sg, (j)+1)- (6.5)
Y
A1 (Auv) (L (41> Sos(p+1) = A[An1ulte, i)+1, Soa(H+ D V]loo + A11V(Ea, ()41, Soa )+ Ul oo
BlIvlloo
= a1 Ul (iy+1, Soy(j)+1)
allullo + Bl Voo ool
allulleo

A1 V(o () +1) Sop(j)+1)5
oc||u||f,o+/3||u||oo/3 1D+l Soa

asi, se tiene que

IA

A1 (Auw) (Lo, (i) +1 So (j)+1) MaAulte, i)+1, Soa(j)+1) (6.6)
+A2BA11 V(Lo (1) +1) Sop(j)+1)-

Ahora, combinando (6.4), (6.5), (6.6) y con el hecho de que las funciones ¢; ; i, j = 1 son crecientes y
convexas 11,4, >0, 11 + A» = 1, se obtiene

KTV¢>,I}; Auv)

IA

MKV(;I (au)+/12KV£,1(ﬁV)
+MKV,y ) (aw) +AakV,y (V)

S S
+A1KV¢,15 (au) + YLzKV(l,,Ig (Bv)
= A1KTVJZI (au)+ MKTV([EI (Bv)

< oo
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por lo tanto uv € KBV(g(IZ).

Los resultados principales de este capitulo se presentan en los siguientes Teoremas.

Teorema 6.4

(KBVJ?(IS), K|l II(SP) es un espacio de Banach.

Demostracion:

Sea {uy,},>1 una sucesion de Cauchy en KBV(E(IZ); entonces, para cada € > 0, existe N, tal que si n,m =
N, entonces

lun(ay, b2) — um(ay, bo)l <e, (6.7)

y por el Lema 6.2 se tiene

méx{KVﬁl((@)(-,bg)), KVﬁ]((@)(al,-)), KViIg(W—E—W")}<£.

Up—U
Por definicién de 1<V¢;g / ((u) (-, bz)) y considerando a; < x < ay se tiene
' €

[(Up — um)(x, b2) — (Up — up)(as, b2)|)
&

X—a ay—X
K (“z—al) T (“2—“1)

Debidoaque0<«(t) <1, t€[0,1],y(6.7), se obtiene

P11 (

<1, nm=Ng, a1 <x=<a.

[(tn — um)(x, b2)| < ((pill(2)+1)£, n,m=Ng, x€l.

Uy, —U
Similarmente, se considera la definicién de KV(g I ((u) (aq, -)), asi
» €

|(un - um)(al,y)| < ((pill(Z) +1)e, n,m=N,, y€].

Por la definicién de x VS

o)

v (|(un — um)(a1, y) = (Un — um) (X, y) = (Up — Um) (a1, b2) + (Up — Upm) (%, bz)l)
1,1
£

((x— a)(y— bl)) ((x— a) (b2 —y)
(az—ay)(b2—b) (az—ay)(b2—b)

<1,

+ (ap — x)(y — b1) + ( (a—x)(b—y) )
(a—ay) (b2—by) (az—ay)(by—by)
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n,m=N,, (t,s)elx], a; <x< ay.Consideremos
|(un - um)(x,y)| <3(<pfy11(4) +1e, n,m>Ng, (x,y)elx].

., . .. b
Por lo tanto {u,},,>1 es una sucesiéon de Cauchy uniforme sobre I x J; asi, existe u € Rla tal que uy(x,y) —

u(x,y), por n — oo. Por la continuidad de las funciones ¢; ; i, j = 1y la Definicion 6.4 se concluye que
KTV,S () < oo, cuando n — oo,
ij g

Con un argumento similar

lim lm xTVS , (u, - uy) = r%i_I}OlOKTV;ij'Ig(un —u)=0.

n—00 Mm—00 @i 1L
O
Teorema 6.5
El espacio KBV(!‘)S(I fl’) equipado con la norma «|| - || fp es un dlgebra de Banach.
Demostracion:
Sean u,ve KBV(g (I tal que no son idénticamente igual a cero o igual a una funcién constante y
A= xptg, () Voo + K ptgy (V) Nt oo -
Porel Lema 6.2y Ky(i (W) < 1se tiene que
¢
uv vl [l el
Ao (7) (Uoyi+1,y) < == Laotlly i1, Y)+ —= DoV iy+1,Y) (6.8)
Ky Vlleo Aoty iy1,y) | KEpW oo Ao (ty, )41, 7)
- s s
A Ky, (1) A Kty (V)
Similarmente
uv Kﬂfp(u) “V”oo Ao]l/t(x,ng(j)+1) K/J(Sp(v) ”u”oo A()lU(x,ng(j).H)
A (—) (%, Soy(jy+1) < 5 5 , (6.9
A A Ky, (10) A Kpy (V)
y
uv K:“gsb(u) 1]l oo A ulle, (i)+1> Sou(j)+1)
An (7) (to)()+1> Soa(jp+1) < 1 K%(u) (6.10)

KW 1 Ulloo Aty v(ta, ()41, Soy(j)+1)

+ 1 5
Kpy (V)

Por lo que
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Ku;})(u) V1l 0o Kuf,,(v) lulloo
+
A A

Por las desigualdades (6.8) (6.9) (6.10), la definicién de la funcién distorsidn, la convexidad de funciones
@i j» I, J = 1ylacontinuidad del operador xkTVS , e tiene

la

uvy Kty 1Vlleo S
(—) S B A

K (V) oo
u )+ &

v
xTV? —.
K,uj)(u) A ®.1a (KH(SP(U))

También se tiene por el Lema 6.2 que

xkTVS

o <1 y «xTVS

$13

v
v LA, DY
Kui(u) K,ui,(v))

uv
Asi KTV(E P (7) < 1. Usando el Lema 6.2 nuevamente

Kty (W) < A =xprg () 1vlloo + Kt (v)  ttll oo -

A

xlluvlly = 2|ua,bo)|lv(ar, bo)l +xpg (W) | Vlloo + K g (V) lulloo

IA

luar, b2) 1vlloo + [v(ar, b2)l lulloo + K prg () Voo + K prg (0) el

Kllully Ivleo +x vl luloo.

Claramente, todas las condiciones de la seccién 4.1 de L. Maligranda, W. Orlicz (1987), en [91] se satisfa-
cen. Por lo tanto se asegura que el espacio KBquS(I fl’) es una algebra de Banach equipado con la norma
I llootx - IIgb y por la parte (6) del Teorema 6.1y el Lema 6.3, esta norma es equivalente alanormax || - [|3,,
completando asi la demostracion.

O




Conclusiones y Recomendaciones

En esta tesis doctoral se realizaron varios aportes al tema de variacion acotada y se obtuvieron 11 articu-
los de investigacién los cuales fueron distribuidos en 6 capitulos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se estudi6 el espacio de las funciones de variacién acotada y se presentaron 12
generalizaciones del concepto clédsico de variaciéon dado por Jordan, los cuales son el espacio de fun-
ciones de segunda variacion acotada en el sentido de De La Vallée Poussin, el espacio de funciones de
p-variacién acotada en el sentido de Riesz, el espacio de funciones de p-variacién acotada en el sentido
de Wiener, el espacio de funciones de segunda variaciéon acotada en el sentido de De La Vallée Poussin-
Wiener, el espacio de funciones de k-variacién acotada en el sentido de Popoviciu, el espacio de fun-
ciones de ¢-variacion acotada en el sentido de Wiener, el espacio de funciones de ¢-variacién acotada
en el sentido de Riesz, el espacio de funciones de x-variacién acotada en el sentido de Korenblum, el
espacio de funciones de A-variacion acotada en el sentido de Waterman, el espacio de funciones de A -
variacién acotada en el sentido de Waterman-Shiba, el espacio de funciones de ®-variacién acotada en
el sentido de Schramm vy el espacio de funciones de k¢-variacién acotada en el sentido de Schramm-
Korenblum subdividido en los espacios de funciones de xp y x¢-variaciéon acotada en el sentido de
Riesz-Korenblum.

En el segundo capitulo, se presentaron cuatro secciones los cuales se definieron los espacios de variacion
acotada en el sentido de Wiener, Wiener-Korenblum, Waterman-Shiba y De La Vallée Poussin-Wiener
con exponente variable; el cual; en cada uno de estos espacios, se presentaron propiedades de la clase y
su caracterizacion via composicion.

El tercer capitulo trat6 sobre el operador de composicién de Nemytskij, actuacién, uniformemente con-
tinuo, Lipschitzidad local y localmente definido en los espacios de funciones de variacién acotada gene-
ralizada con exponente variable, el cual fueron estudiados en el capitulo anterior.

En el cuarto capitulo se demostr6 la existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones integrales de
Hammerstein y Volterra-Hammerstein en el espacio de las funciones de variacién acotada en el sentido
de Wiener con exponente variable.

En el quinto capitulo se considerd la relacién entre el espacio de (p, k)-variacién acotada en el sentido
de Riesz-Popoviciu y el p-médulo de continuidad, estos funcionales generan espacios intermedios que
conecta el espacio de funciones de (p, k)-variacion acotada y el espacio Wlf .

Y por tltimo, en el sexto capitulo, se defini6 el espacio de k¢-variaciéon acotada en el sentido de Schramm-
Korenblum bidimensional, presentando la definicién y propiedades del espacio.

Algunos problemas que se plantearon y que pueden dar continuidad a la investigacién desarrollada para
la realizacién de esta tesis son:

1. Demostrar un resultado del tipo Sobolevskij para los espacios:

a) KBVJ}{) (a, b]
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b) Ap(.)BV[(l, b]
w
A BV ()0 (a bl

2. Estudiar el comportamiento del operador localmente definido en los espacios:

a) xBVyla,b]
w
b) KBV, la, b]
0 ApnBVla,b]
w
@) BVy(2)[@ D]
3. Demostrar la existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones integrales de Hammerstein y
Volterra-Hammerstein en los espacios:

a) xBVyla,b]
w

b) KBVp(.)[a, b]

o) ApBVla,b]
w

d) BV, ,labl

4. Encontrar la relacién entre los espacios WBVy(;[4,bl, xBVyla, b], KBVJK)[OL bl, ApyBVla,b] y
B V(Z)VL),z) [a, b] y el espacio Wif .

5. Generalizar los espacios de variacion acotada con exponente variable en un intervalo [a, b] al caso
de dos dimensiones y n-dimensional.

6. Definir el espacio de p(-)-variacién acotada en el sentido de Riesz y asi:

a) Demostrar un Teorema de Representacion tipo Riesz para este espacio.

b) Demostrar un Teorema Estructural del tipo Chistyakov que caracterice este tipo de funciones
via composicion.

¢) Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que el operador de Nemytskij acttie en
este espacio.

d) Demostrar la existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones integrales de Hammers-
tein y Volterra-Hammerstein en este espacio.

e) Escontrar relacién entre el espacio WI} y este espacio.
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