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Introduccion

En la actualidad, las imdgenes de resonancia magnética (IRMs) constituyen la
principal herramienta de diagnodstico y planeacién en el tratamiento de tumores cerebrales,
debido a que proveen un medio no invasivo y efectivo para observar el cerebro humano. La
deteccion y ubicacién de tumores en el cerebro en estas imégenes la llevan a cabo
especialistas que identifican los distintos tejidos de interés en las mismas, sin embargo, ésta
no es una tarea sencilla, por lo que es necesario la ayuda de modelos matematicos para
determinar los distintos tejidos considerados, sano, liquido, entre otros. La deteccién de
diferentes regiones de interés con caracteristicas similares dentro de una imagen se conoce como

segmentacion de imagenes.

Se han desarrollado distintos trabajos en la segmentacion de imagenes de
resonancia magnética para detectar tumores cerebrales; dentro de las metodologias utilizadas
se encuentran las maquinas de soporte vectorial (MSVs) [23], desarrolladas inicialmente por
Vapnik en 1992, basadas en la Teoria de Aprendizaje Estadistico. Estas maquinas hallan
una ley de correspondencia entre un conjunto de vectores de R™ y un conjunto en R. En
este trabajo se desarrolla una metodologia que detecta, en imagenes de resonancia magnética
multieco potenciadas en T2, el tejido invadido por tumores, el tejido sano y el liquido. Uno de
los resultados mas destacados es la obtenciéon de un patréon de comportamiento de los tejidos
que se caracterizan por regiones de R? obtenidas de la distribucién conjunta de dos variables
que resumen la informacién de las imagenes. Se construyen MSVs para segmentar las IRMs en
base a las regiones mencionadas. Ademas se realiza un andlisis de componentes principales con

el objeto de disminuir la dimensiéon del problema y visualizar los datos espacialmente.



Introduccién

En el primer capitulo se describen el problema de segmentar iméagenes de
resonancia magnética cerebrales y algunos trabajos en ese sentido y se presenta la propuesta
metodolégica desarrollada para llevar a cabo la segmentacién. El capitulo II es un
resumen del andlisis de componentes principales, compuesto por su base tedrica y sus
aplicaciones. En el tercer capitulo se exponen algunas herramientas matematicas para la
resolucion de problemas de optimizacién. Estos se utilizan en las secciones posteriores del
capitulo para describir las méaquinas de aprendizaje con énfasis en las méaquinas de soporte
vectorial, y en particular el modelo que que se utiliza para segmentar las imagenes en este
trabajo. La metodologia conforma el capitulo IV y comprende la recoleccion de los datos, su
preprocesamiento, la implantacion y prueba del algoritmo de aprendizaje utilizado y la
descripcion de la construccion de las distintas méaquinas de aprendizaje para las
diferentes imagenes de resonancia magnética disponibles. Este trabajo culmina con los

resultados obtenidos y las conclusiones, en el capitulo V.



Capitulo 1

Descripcion del problema

En las secciones que conforman este capitulo, se expone la importancia de la segmentacion
de imagenes de resonancia magnética para la deteccién de tumores cerebrales y diversos trabajos

que han sido desarrollados para tal fin.

1.1. Planteamiento del Problema.

Las tecnologias para la adquisicién de imagenes de resonancia magnética han tenido un gran
desarrollo en los tltimos anos. Estas tecnologias utilizan imanes y ondas de radiofrecuencia.
Mediante los imanes se genera un campo magnético que fuerza a los nucleos de atomos
de hidrégeno del organismo a alinearse de cierta manera. A su vez, se envian ondas de
radiofrecuencia hacia los ntcleos, que alteran su alineamiento y absorben energia de
radiofrecuencia. Cuando se interrumpe el envio de ondas, los ntcleos vuelven a su posicién
original en un proceso de relajaciéon, liberando energia y emitiendo senales de radiofrecuencia,
que son recogidas por una antena y luego se aplica la transformada de Fourier para obtener los
valores con que se construyen imagenes bidimensionales de érganos y tejidos. Estas imégenes
corresponden a cortes axiales, coronales o sagitales de la zona estudiada. En el estudio del
cancer en el cerebro se pueden detectar en las imagenes, zonas de alta sospecha tumoral, cuyo
diagnoéstico debe confirmarse finalmente mediante una biopsia. Las IRMs no son faciles de
interpretar a simple vista, por lo tanto es necesario utilizar herramientas matemaéticas y
computacionales para ayudar a identificar el tejido invadido por el tumor y otros tejidos de

interés. El reconocimiento de los diferentes tejidos es un problema de segmentacién de imagenes
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que se define clasicamente como la particién de una imagen en regiones no solapadas que son
homogéneas con respecto a alguna caracteristica como intensidad o textura; Coto, E. (2003) [4].

El nimero de regiones se define de acuerdo a la informacion que se quiere extraer de la imagen.

Existen diferentes tipos de IRMs segin los fenémenos que dominen en su formacion y se
consiguen mediante la aplicacion de distintas formas de emitir las ondas de radiofrecuencias
(secuencias de pulso) y la modificacién de ciertos pardmetros para ponderar un determinado efecto
a fin de maximizar el contraste entre tejidos que se quiere estudiar. Existen tres tipos de imagenes
basicas, definidas de acuerdo a la senal que se recoge en el proceso de relajacion, conocidas como
potenciaciones. Una de ellas es la densidad protonica donde la intensidad del pixel de la imagen
es proporcional a la densidad de ntcleos de hidrogeno. El Tiempo de relajacién longitudinal
o T1, que es el tiempo que tardan los nicleos en liberar el exeso de energia y el tiempo de
relajacion transversal o T2, que estd relacionado con la interaccién de los protones. Ademads,
existen secuencias de pulso que permiten obtener diferentes imégenes de un mismo corte, en

cuyo caso se habla de imagenes multieco, que son estudiadas en este trabajo.

Debido a las distintas modalidades de las IRMs se puede integrar la informacién contenida en
ellas para realizar estudios robustos en las segmentaciones de estas imagenes. Uno de los retos de
la comunidad cientifica es poder estimar con un alto grado de confianza el limite de cada tejido de
interés. El ruido, los cambios graduales de intensidades o la similitud de intensidades de diferentes
tejidos hace que la definicion de los limites de cada tejido sea una tarea dificil. Otra componente
a considerar es la presencia de artefactos, que son perturbaciones de las imagenes que disminuyen
su resolucién, provocadas por detalles en la obtencion de las imdgenes tales como problemas en el
circuito de la antena de deteccién de senales y movimientos de los objetos durante la adquisicién
de las imagenes, entre otras. Es por ello que continuamente se crean diversas metodologias para

segmentar este tipo de imégenes en el cerebro.

1.2. Antecedentes.

Con el objetivo de ayudar en la interpretacion de las iméagenes de resonancia magnética

se han desarrollado una serie de trabajos fundamentados en las redes neuronales, técnicas de
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umbralizacién y otros métodos. A continuacién se describen brevemente algunas de estas

técnicas y se exponen diversos trabajos desarrollados para identificar tumores cerebrales en IRMs.

Tang et al. [20] (2000) segmentaron imdgenes de resonancia magnética a través de un
proceso basado en métodos de umbralizacion y region creciente. El primero consiste en crear
particiones binarias de las intensidades de la imagen a partir de un valor de intensidad,
llamado umbral. El segundo se basa en extraer regiones que estan conectadas segin cierto criterio

predefinido como intensidades y bordes de la imagen.

Martin, M. et al. [I3] (2005) utilizaron distintos métodos de segmentacién para evaluar e
identificar tumores cerebrales a través de informacion obtenida con diferentes técnicas de
resonancia  magnética  tales como  espectroscopia  de = resonancia = magnética
proténica en vivo, y relaxometria, donde obtienen resultados que determinan eficientemente la

localizacién espacial del tumor, tanto cualitativa como cuantitativamente.

Las méquinas de aprendizaje conforman otra metodologia utilizada para la segmentacion
de imagenes, se basan en crear modelos que aprenden a hallar las relaciones entre un
conjunto de entradas tipicamente representadas por vectores m-dimensionales contenidos en
el espacio X = R™ y un conjunto de salidas y; que pueden tomar valores reales o
enteros. Estas maquinas aproximan la ley de correspondencia f entre las entradas y las
salidas (y = f(z)) y se basan en un proceso de aprendizaje que modifica los pardmetros de
una funcién hipétesis a partir de un conjunto formado por pares entrada-salida, con el fin de

obtener la hipdtesis que mejor se ajuste a la relacién de los datos; Moreno, J. (2004) [15].

Muchas de estas maquinas se basan en un modelo de clasificacion binaria que utiliza la
hipétesis lineal f(x) =< w,x > +b, donde <, > denota el producto escalar en R” y w € R™ y
b € R son los parametros que la definen. El proceso de aprendizaje tiene como objetivo obtener
un hiperplano de ecuacion < w,x > +b = 0 que divide al espacio de entrada en dos semiespacios,

donde deben encontrarse en cada uno entradas de una misma clase.
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Este tipo de clasificador ha sido utilizado en estadistica y por las redes mneuronales
artificiales (RNAs), mdquinas que emulan las redes neuronales bioldgicas, las cuales pueden
generar resultados confiables atn cuando la informacion sea parcialmente completa y con cierto
contenido de ruido. Razones que llevaron a introducirlas en el area del procesamiento digital
de imagenes como una técnica para segmentar imdgenes de diferentes tipos; Reddick et al [16]

(1998) y Drozdowicz, B. Bernasconi, G. et al [6] (2005).

Otro tipo de maquinas de aprendizaje que utiliza el clasificador binario descrito
anteriormente son las llamadas méquinas de soporte vectorial (MSVs), cuyo algoritmo de
aprendizaje obtiene los pardmetros w y b que definen al hiperplano separador que divide los
datos. El hiperplano que divide los datos mediante una distancia conocida como el margen se
conoce como el hiperplano de maximo margen y es el que esta mas alejado de los datos de
entrenamiento de ambas clases. En la mayoria de los casos no se puede separar los datos
mediante un hiperplano, por lo que se introduce una funcion kernel que transforma los
datos a un espacio de rasgos donde es posible separarlos por un hiperplano. Existen diversos
algoritmos de aprendizajes para estas maquinas que resuelven el problema de clasificacion, por
ejemplo Jianguo Zhang y Vincent Chong [23] identificaron tumores en imagenes de RM a través
de dos modelos de MSVs. El primero se basa en datos de entrenamiento que consisten sélo
en vectores que contienen informacion de la imagen en la regién del tumor. El otro modelo
admite en su entrenamiento vectores con informacién dentro y fuera del tumor. En ambos casos
se obtuvieron resultados bastantes satisfactorios, logrando detectar altos porcentajes de zonas
tumorales, sin embargo, cabe destacar que el primer modelo, que utiliza solo una clase en el

entrenamiento gener6 mejores resultados.



Capitulo 2

Analisis de Componentes Principales

En este capitulo se expone la técnica del andlisis de componentes principales, la cual va a
ser utilizada en el preprocesamiento de los datos para eliminar errores aleatorios y sistematicos
y para reducir la dimension del problema en la segmentacion de las imagenes de resonancia
magnética. Se comienza con algunos resultados de algebra lineal necesarios para describir dicha

metodologia.

2.1. Algebra Lineal

La notacién que se utiliza es la siguiente:

- Las matrices se denotan con letras maytsculas, por ejemplo X y A.

- Miy,(R) denota el conjunto de matrices con entradas reales con ¢ filas y p columnas.
- Los vectores en R™, con n € Z, son vectores columnas.

- La fila i-ésima de la matriz X se denota por X%
X' = (%‘171’@'2, S 7«’1%‘;;);

de manera que, la matriz X de dimension t X p se escribe como:
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Xt

- La columna j-ésima de la matriz X se denota por X;:

por lo tanto la matriz X se expresa como:
X = (X1, Xo,...,X,).
Para enunciar algunas propiedades de matrices se definen algunos espacios fundamentales
asociados a My, (R):

1. El Espacio Nulo de X es el subespacio vectorial {w € R?/Xw = 0} y se denota por EN(X).

2. El Espacio Fila de X es el subespacio de R? generado por los vectores filas de X y se denota

por ER(X).

3. El Espacio columna de X es el subespacio de R generado por los vectores columnas de X

y se denota por EC(X).

El ntimero de filas y columnas linealmente independientes de una matriz X es el mismo y
es conocido como rango, el cual se denota por rg(X). De manera que rg(x) = dimER(X) =
dimEC(X). A continuacién se presenta un teorema que relaciona las dimensiones de los espacios

fundamentales de X con su rango.
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Teorema 2.1 Sea X € M,;,,(R), entonces:
1. dim ER(X) + dim EN(X) =p
2. dim EC(X) + dim EN(X) = p

3. dim rg(X) + dim EN(X) =p
Ver demostracién de Barbolla en [2].

Definicion 2.1 Sea una matriz cuadrada A € M,,,(R), un valor propio o autovalor de A es
un escalar A en R tal que existe un vector v # 0 en RP que satisface Av = \v. El vector v se

conoce como vector propio de A asociado al valor propio \.

Teorema 2.2 Sea A € M,,(R), una matriz simétrica con rango r < p entonces A tiene

exactamente r autovalores distintos de cero.

Ver demostracion de Hoffman en [10].

Teorema 2.3 Sea X € M,,,(R), entonces los autovalores de la matriz X X son reales y no

negativos.
-, - s e ’ .
Demostracion :  Sea v; el i-ésimo autovector no nulo de X X y \; su autovalor asociado, entonces
!
X XUZ‘ = )\ﬂ)i,
. . . . / .
premultiplicando la igualdad anterior por v, se tiene que
! / ! / /
v, X Xv; =, v, = (Xv) Xv; = Aoy,
/ /
y como || Xv;]]?2 = (Xv;) Xv; v |lvi||* = (v;) v; entonces
2 2
[ Xvi |7 = Adfvsl |7,

v; # 0 por ser autovector, de manera que

X
el 7

! 7 .
lo cual demuestra que los autovalores de X X son nimeros reales no negativos.
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Teorema 2.4 Sea X € M,,,(R), entonces la matriz X' X es simétrica y sus autovectores son

ortogonales.

Demostracion : La matriz X X es simétrica, ya que (X' X) = X' (X') = X' X. Ahora bien,
para ver la ortogonalidad de los autovalores se considera v; el autovector i-ésimo de X' X y \; su

autovalor correspondiente, por lo que se cumple
X/X'UZ' = )\Zvl (21)

Ademds, sea v; un autovector de X Xy Aj su autovalor asociado, donde j # ¢. Se premultiplica
la igualdad 2.1/ por v; y por ser X X simétrica, v;(X/X) = ((X'X)'v;) = (X' Xv;)’, de donde se
obtiene que

U;X/Xvi = U;)\wi = (X,ij)/vi = )\,-v;vi,
y por ser v; un autovector de X "X, la ecuacién anterior queda de la siguiente forma
(/\jU]') Vi = /\in'Ui = )\jUj’Ui = )\,ﬂ)jvi = (/\J — Ai)”jvi =0.

Los autovalores son diferentes, por lo que sus vectores propios también lo son. De manera que
7 . ., . . / . . . !/
la ultima ecuacion implica que v;v; = 0, lo que quiere decir que los vectores propios de X X son

ortogonales.

g

Teorema 2.5 Sea X € M;x,(R) con rango r, entonces las matrices X' X y XX’ tienen los

mismos autovalores no nulos.

., . / / . , . .
Demostracion :  Las matrices X X y X X son simétricas de rango 7, por lo tanto cada una tiene
. . . PR ’
r autovalores distintos de cero. Sea \; # 0, con i = 1...r, el autovalor i-ésimo de X X, entonces

existe v; # 0, un autovector asociado, tal que
X,X?JZ‘ = )\zvz (22)
Premultiplicando por X la ecuacién anterior, se obtiene que

XX Xvi=X v, =  (XX)Xv; =\ Xo,.
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Para probar que \; es un autovector no nulo de X' X basta demostrar que Xv; # 0. Para ello

supongamos lo contrario, entonces al considerar la ecuacién 2.2 se obtiene que
!/ A
)\ZUZ:XXUl:XOZO,

lo cual es una contradiccién ya que \; y v; son distintos de cero. Por lo tanto los autovalores no

nulos de X' X son los mismos de XX . O

Teorema 2.6 Sea X € M, ,(R) con rango r. Sean V' y U las matrices cuyas columnas son los
. . . !’
autovectores normalizados asociados a los autovalores comunes no nulos de las matrices X X y

X X' respectivamente. Entonces

V; = \/1)\—1X,'U,Z € Rp,

u; = \/%Xvi € R

donde 1 =1,2,3,...,r.

Demostracion : Por el teorema 2.5/ X' X y XX tienen los mismos autovalores. Sea \; el i-ésimo

, . / .
autovalor comtin de los mismos y u; # 0 el autovector de XX asociado, entonces

premultiplicando por X' a 2.3, se tiene que
(X' XXV = X uy = (X' X)X uy = M X u,.

De las dos tltimas ecuaciones se deduce que los autovectores de X’ X asociados a A; son de la

forma v; = X u; para algin 3 # 0. Para que los v; tengan una norma unitaria, necesariamente
8= \/%, ya que
1 = |ul? = v = (6X uw) (BX w;) = B2u; X X u,

= Budiu; = B2\ ||uwil|* = 82N,
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ademas,

<V, V; > = U

Por la ortonormalidad de los w; se tiene que < w;,v; >= 0 para ¢ # j y en otro caso

< VU,V >= /\%)\z < Ui, U; >= 1.

. ’ . / .
Entonces los vectores normalizados de X X, asociados a A;, son v; = \/%X u;. Y despejando
T

de esta expresion, se tiene que
v /\ﬂ}i = X/UZ', (24)

premultiplicando 2.4/ por X, y por ser ); un autovalor de X X', se sigue que

XV = XX'u =
\/)\_iXUi

Yy ‘

—XUZ' =  Uy.

g

Teorema 2.7 Sea X € M;y,(R) con rango r < min{t,p}, V y U matrices cuyos vectores
columnas son los autovectores normalizados asociados a los autovalores nulos y no nulos de las
matrices X' X v XX, denotados por v; € R? y u; €ERY coni=1,2,3,....,pyj=1,23,...,t
Entonces X puede factorizarse como

X =USV',
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donde S € M, ,(R), verifica

S(i.9) sy=0i=VXA sl i=j
,7) = )
55 =0 en otro caso

los \;, 2 = 1,...,7, son los autovalores comunes no nulos y los o; son nimeros reales positivos

que se pueden ordenar, oy > ... > 0, y son conocidos como valores singulares. Ademas,
T
!
X = E \ )\Zuzvl
i=1

-, / o . .
Demostracion : Los autovalores de X X son reales positivos y sus respectivos autovectores
son ortogonales por los Teoremas 2.3/ y 2.4/ respectivamente. Los autovalores se ordenan de
manera que A\; > A > ...\, > 0y se denotan por {vy,...v,} a los autovectores ortonormales

correspondientes, se supone que A, es el menor de los autovalores no nulos, es decir
)\12/\22...>\T>0, >\T+1:)\r+2:...:)\p20,
entonces,

0 si i#j
1 si i=j

XX/'U,L' = )\Z"UZ‘, Yy < U,V >=

En particular, para i > r, X Xv; = \jv; = Ov; = 0 y como EN (X X) = EN(X), entonces
Xv; = 0. Sea V' la matriz ortogonal cuyas columnas son los v;, V = (vy,...,v,). Paral <i < ...r,
por el Teorema 2.6,

1

u; = EX% (2.5)

son vectores ortonormales de Rf. Completando hasta obtener una base y utilizando el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt se eligen w,1,...,u; de manera que sean ortonormales. Sea
S € Miyp, tal que S = U'XV, donde U € My(R) es la matriz ortogonal cuyas columnas son

los u;, U = (uqy,us, .. .,u;), entonces,
S =U(Xv,Xvs,...,Xv,) = (U Xv,U Xvy,...,U Xuy),
como la i-ésima fila de U’ es la i-ésima columna de U

!/
Sij = UiXUj =< Ui,XUj > .
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Sij>r, Xv; =0, por lo tanto s;; =< u;,0 >= 0, y en caso contrario, por 2.5 Xv; = v/ A\ju;,

de donde se obtiene,

oi=vVN, st 1=j5 j<r
Sij =< U, \/ )\in >= 4/ )\z < g,y Uj >= ’ ’ .
0 en otro caso
Como S =U XV y U y V ortogonales, entonces X = USV’, esta expresién se conoce como
la descomposicién en valores singulares de X. Ademas, al postmultiplicar una matriz por otra
matriz diagonal se multiplica cada columna por el elemento de la diagonal correspondiente. Es

por esto que

X = USV ] o
VA 0 ... 0 ... 0] |
0 VX 0 ... 0 ... 0 v,
= [Ul Uy ... Ut ,
0 0 0 VA ... 0] o,

0 0
00 0 0 0] |v]

v

= [\/)\_1161 Vus oo e 0}'

= Vv, + VAusvy + o+ VA

r

=1

2.2. Analisis de Componentes Principales

El anélisis de componentes principales (ACP), es una técnica estadistica que fue

propuesta a principios del siglo XX por Karl Pearson. La complejidad de los calculos
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implicitos retrasé su desarrollo hasta la aparicion de los computadores y su utilizacion en la

segunda mitad del siglo XX.

El objetivo principal que persigue el ACP es la representacién de las medidas numéricas de
varias variables en un espacio de pocas dimensiones donde nuestros sentidos puedan percibir
relaciones que de otra manera permanecerian ocultas en dimensiones superiores. La técnica
consiste en encontrar transformaciones ortogonales de las variables originales para conseguir
un nuevo conjunto de variables no correlacionadas, denominadas componentes principales, que
se obtienen en orden decreciente de importancia. Las componentes son combinaciones lineales de
las variables originales y se espera que, solo unas pocas (las primeras) recojan la mayor parte de

la variabilidad de los datos, obteniéndose una reduccion de la dimensién en los mismos.

La descripcién de esta técenica fue introducida por Pearson (1901) y Hotelling (1933) con
dos enfoques diferentes. El primero se basa en ajustar rectas y/o planos a una nube de puntos
utilizando el criterio de minimos cuadrados, conocidos como como rectas, planos o espacios de

regresién [17].

La construccion del espacio de mejor ajuste se realiza en varias etapas. Primero se
obtiene la recta de regresion que es el espacio unidimensional que mejor explica los datos.
Posteriormente se obtiene una recta perpendicular a la anterior que mejor ajusta los
errores de la primera regresiéon. Los vectores directores de las rectas obtenidas forman una
base ortonormal del subespacio bidimensional que mejor explica la data. Luego se ajusta una
recta a los residuos de la regresiéon del plano obtenido y asi se van incorporando
sucesivamente nuevas dimensiones para obtener r vectores ortogonales que forman una base

en el subespacio r-dimensional que mejor ajusta los datos.

El enfoque de Hotelling, por su parte, se basa en una transformacién lineal que se aplica a un
conjunto de variables aleatorias para generar nuevas variables {Y; € R'/i = 1,...,p} llamadas

componentes principales en las que se imponen las siguientes restricciones

- Las Y, deben ser no correlacionadas.

-Var(Yy) > Var(Yz) > ... > Var(Y,).
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Si las variables originales no estan correlacionadas, las componentes principales son ellas
mismas, en el caso de que dicha correlacion fuese muy alta, probablemente se explicard con pocas
componentes la informacién que dichas variables contienen. La primera componente es la mas
importante por ser la que explica el mayor porcentaje de la varianza de los datos, siguiéndole
la segunda y asi sucesivamente. Ahora bien, queda a criterio del investigador decidir cuantos

componentes se elegiran en el estudio.

El ACP no necesita realizar ninguna suposicion acerca de la distribucién de probabilidad de

las variables originales. Entre los usos mas frecuentes del ACP estan [22], [3]:

1) Como técnica de anélisis exploratorio que permite descubrir interrelaciones entre los datos

y de acuerdo con los resultados, proponer los analisis estadisticos mas apropiados.

2) Reducir la dimensionalidad de la matriz de datos con el fin de evitar redundancias y
destacar relaciones. En la mayoria de los casos, tomando sdlo las primeras componentes, se

puede explicar la mayor parte de la variacion total contenida en los datos originales.

3) Construir variables no observables (componentes) a partir de variables observables.

4) Eliminar los errores aleatorios y sistemdticos presentes en un conjunto de datos.

5) Bajo ciertas circunstancias, es de gran utilidad wusar estas componentes
no correlacionadas, como datos de entrada para otros analisis. Por ejemplo, en el caso de la
regresion multiple cuando las variables independientes presentan alta colinealidad es
preferible hacer la regresion sobre las componentes principales en lugar de usar las
variables originales. Ademas, en otros casos, realizar un diagrama de dispersién de las primeras
componentes principales puede permitir encontrar grupos en los datos o contrastar similitudes
o diferencias entre los individuos, por ende adicionalmente pueden ser utilizados para alimentar

maquinas de aprendizaje.
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A pesar de la aparente simplicidad de la técnica, todavia se investiga en el area general del
ACP. La metodologia se aplica en gran variedad de dreas como lo son la agricultura, biologia,
quimica, climatologia, demografia, ecologia economia, geologia, meteorologia, psicologia, control
de calidad, etc. Cabe destacar que la Descomposicién en Valores Singulares permite obtener las

componentes principales en forma directa

2.3. Descomposicion en Valores Singulares

En el ACP, las componentes principales se pueden obtener a través de la descomposicion de
valores singulares de la matriz de datos. En esta seccion se describe como obtenerlas a través de
dicha descomposicién. Se considera la matriz de datos definida por vectores aleatorios columnas
X correlacionados, X = (X1, Xa,...,X,). Se supone, sin perdida de generalidad, que las variables

X, estan centradas, es decir, tienen media cero. Por el teorema 2.7, la matriz X se reescribe como
T
!
X = E \ )\iuivi,
i=1

y en forma matricial X = USV’, donde r es el rango de la matriz, V y U son las matrices cuyos
vectores columnas son los autovectores asociados a los autovalores de las matrices X' X y XX’

respectivamente, y S es la matriz diagonal de los valores singulares de X.

Ahora bien, como V' es ortogonal XV = US' y considerando Y = US = XV, cuyas columnas

son variables aleatorias centradas, pues las variables originales son centradas, se tiene que

Cou(Y) = E(Y'Y)=E(US)(US) =ElSUUS)=SEUU)S=SEIS=51IS

/

= 58S

0 ... 0] |VM 0
0 ... 0 0 VX 0
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A O O ... 0 ... 0
0O X 0 ... 0 ... 0
0O 0 0 . Ar 0
0 0
0O 0 0 . 0 0
De esta manera las columnas Y;, ¢ = 1,...,p, no estan correlacionadas y la varianza de cada

Y; es \; v por el Teorema 2.7, se cumple que
AM>X> 0 N>0, M=M= ...=),=0,
por lo tanto
Var(Yy) > Var(Ys) > ... > Var(Y,), Var(Y,)=Var(Y,y)=...=Var(y,) =0.

Las Y;, con ¢ > r, no se consideran ya que sus varianzas son cero, es decir, no aportan
informacién relevante sobre los datos. De manera que las {Y; = XV;},—1., son las componentes
principales, combinaciones lineales de las variables aleatoria originales, presentadas en orden

decreciente de varianza.



Capitulo 3

Maquinas de Aprendizaje Lineales en

Clasificacion

En este capitulo se presentan las definiciones y caracteristicas de las maquinas de aprendizaje,
en especial las Maquinas de Soporte Vectorial (MSVs) con énfasis en problemas de clasificacién.
En las dos primeras secciones se encuentra un resumen sobre la teoria de optimizacién mediante la
cual es posible plantear los problemas de maquinas de aprendizaje, permitiendo la caracterizaciéon
de las soluciones y por ende la construccion de algoritmos de aprendizaje. Y por ultimo se
explica la técnica del ascenso del gradiente, utilizada para resolver un problema de maximizacién

planteado en las MSVs.

3.1. Teoria de Optimizacion

Definicion 3.1 Dadas las funciones f, ¢;, ¢ = 1,...,ky h;, j = 1,...,n, definidas sobre el

conjunto €2 C R™, el problema de optimizacion asociado se define como

Minimizar f(w), w € ) (3.1)
sujeto a gi(w) <0, i=1,...,k;
h](w):O’ ]:]—7 , 105

donde f es la funcién objetivo, y g; y h; son las restricciones de igualdad y desigualdad
respectivamente. El valor éptimo de la funcion objetivo se conoce como el valor del problema de

optimizacion [5].

19
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Definicion 3.2 A un problema de optimizacién para el cual la funcién objetivo y las funciones
de igualdad y desigualdad son lineales se le conoce como problema lineal, mientras que si la
funcion objetivo es cuadratica y las funciones de igualdad y desigualdad son lineales se le conoce

como problema cuadratico.

Definicion 3.3 Un conjunto €2 C R es convexo si, para todo w,u € R™ el conjunto
w,ul ={z:z2=a0w+ (1 —a)u, 0 <a <1}

esta contenido en (2.

Definicion 3.4 Una funcién real f es convexa en R™ si, Vw,u € R™ y para cualquier 6 € (0, 1)

se cumple

F(0w+ (1 = 0)u) < Of(w) + (1 - 0) f(u),

si la desigualdad es estricta, la funcién es estrictamente convexa. Geométricamente esto significa
que la imagen directa mediante f del segmento de recta que une a los puntos w y w es menor o

igual al segmento de recta que une a los puntos f(w) y f(u).

Definicion 3.5 Un problema de optimizacién en el cual el conjunto €2, la funciéon objetivo y
todas las restricciones son convexas, se denomina convexo, y si {2 es un conjunto convexo, la
funcién objetivo es cuadratica y convexa y las restricciones lineales, al problema se le conoce

como cuadratico convexo.

Uno de los métodos utilizados para resolver problemas de optimizacion es la teoria de
Lagrange, basada en los conceptos de multiplicadores de Lagrange y funciones Lagrangeanas.
Este método fue desarrollado por Lagrange en 1797 para problemas con solo restricciones de
igualdad, extendiendo un resultado de Fermat de 1629, en el cual no considera restriccion
alguna. Posteriormente en 1951 Kuhn y Tucker generalizan la teoria de Lagrange introduciendo

restricciones de desigualdad al problema de optimizacién [5].
Definicion 3.6 Sea el problema de optimizacién 3.1 con dominio 2 C R™

Minimizar f(w), w € ()
sujeto a gi(w) <0, 1=1,...,k;

hj(U)):O, jzl,,n,
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se define la funcién Lagrangeana generalizada de la siguiente manera:
k n
L(w,a, ) = f(w) + Y cigi(w) + ) Bihy(w),
i=1 j=1

donde @ € R* y 3 € R", y «; y [3; sus respectivas componentes, las cuales son conocidas como

multiplicadores de Lagrange.

Definicion 3.7 El problema dual del problema de optimizacién original de la definicién 3.1/ se

define como:
Mazximizar 0(a, ), (3.2)
sujeto a a; >0, 1=1,...,k;
donde 0(a, 5) = inf,eq L(w, a, B).

En general el valor del problema original y el valor del problema dual no son necesariamente
iguales, lo son bajo ciertas condiciones, y en tales casos el valor alcanzado por ambos enfoques
es el valor del problema de optimizacién. A la diferencia entre ambos valores se le conoce como
brecha de dualidad. Una manera de detectar si dicha brecha es cero es por la presencia de un

punto de silla de la funcion lagrangeana generalizada.

Definicion 3.8 Un punto de silla de la funcién Lagrangeana generalizada es una tripleta

(w*, a*, %) con w* € Q y a* > 0, que satisface
L(w*7a7/8) S L(w*7&*7/8*) S L<w7 a*7ﬂ*)7
para todo w € Q y a > 0.

Teorema 3.1 La tripleta (w*,o*, 3*) es un punto de silla de la funcién Lagrangeana
generalizada si y solo si sus componentes son soluciones éptimas de los problemas de optimizacién

original 3.1 y dual 3.2 respectivamente, cumpliendo f(w*) = 0(a*, 5*) [5].
Teorema 3.2 Dado un problema de optimizacion 3.1 con dominio convexo 2 € R™

Minimizar f(w), w € ()

sujeto a gi(w) <0, 1=1,...,k;
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Si g; y h; son funciones afines, es decir,
h(w) = Aw — b,
para alguna matriz A y algin vector b, entonces la brecha de dualidad es cero, i.e. (0(a*, 3*) =
f(w™)) Bl

Este teorema garantiza que la solucion del problema dual y primal tienen el mismo valor para
los problemas de optimizacion. Ahora podemos citar el teorema de Kuhn-Tucker el cual da las

condiciones para la solucién 6ptima del problema de optimizacion de la definicién [3.1.

Teorema 3.3 (Kuhn-Tucher) Dado un problema de optimizacién 3.1 con dominio convexo

QeR™

Minimizar f(w), w € ()
sujeto a gi(w) <0, 1=1,...,k;
hj(U)):O, jzl,,n,

con f € C' convexa y g; y h; afines, las condiciones necesarias y suficientes para que un punto

w* sea 6ptimo es la existencia de a* y 3%, tales que

OL(w*, a*, %)

= 0,
ow
OL(w*,a*, 3%) 0
op -
a;gi(w) = 0,
a; > 0.
Ver demostracién en [18].
La relacién ofg;(w*) = 0 se conoce como la condicién complementaria de Kuhn-Tucker.
Esta implica que solo las restricciones de desigualdad activas (g;(w*) = 0) van a tener

variables duales (multiplicadores de lagrange) distintas de cero, esto significa que para ciertas
optimizaciones el nimero de variables duales envueltas en la expresion de la soluciéon va a ser

mucho menor que el nimero inicial de variables.
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Los resultados anteriores permiten usar la descripcion dual para resolver el problema original
evitando trabajar con las desigualdades. Para transformar el problema original al dual, por el
teorema 3.1l se debe encontrar el punto de silla de la funcién lagrangeana generalizada, es decir,
minimizar dicha funcién con respecto a las variables originales, y luego maximizarla con respecto
a las variables duales. Esto no es otra cosa que calcular 6(«, ) = inf,cq L(w, o, 3) y resolver el

problema dual.

3.2. Ascenso del Gradiente

En esta seccion se presenta un método iterativo mediante el cual se hallan los valores donde
son alcanzados los maximos de funciones de R™ a valores reales. Si el gradiente de la funcion
f:R™ — R en el punto 2° € R™, es distinto del vector nulo, entonces es ortogonal al vector
tangente a la curva de nivel {z € R™/f(z) = f(z°)} que pasa por el punto 2°, ademads la direccién
de méxima tasa de crecimiento de una funcién diferenciable a valores reales en el punto 2% es
ortogonal a esta curva de nivel. Por lo tanto, la funcién f en un punto z° crece en la direccién
del gradiente mas que en cualquier otra. Para probar esto, se considera la derivada direccional
de f en la direccién del vector unitario d € R™, ||d|| = 1, definida como (V f(x),d), que no es
mas que la tasa de cambio de f en la direccién de d en el punto z. Por la desigualdad de Cauchy

- Schwarz,
(Vf(),d)] < IV f(@)llldll,

y como ||d|| = 1, se obtiene que

[(Vf(@), )] < IVF)],

Vi)
V7@l

, entonces

(91t oho )| = 1@

Esto prueba que la direccién del Vf(x) es la de mayor crecimiento de f en el punto z, de
manera que esta direccion es conveniente tomarla en cuenta para buscar un punto donde la funcién

alcanza un maximo. Sea el punto z° € R™, veamos que la funcién f es mayor en z° + AV f ()
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que en 2°, para ciertos A € RT. A continuacién se presenta la definicién del polinomio de Taylor,

necesaria para probar lo expuesto anteriormente.

Definicion 3.9 Sea una funcién f : R™ — R de clase C", el diferencial de f de orden n en el

punto a € R™, [D™f(a)] : (R™)" — R, se define como

n " . o"f
D@0 = > (@b,
. | Oxiy .
donde h € R™ y h" = (h,...,h) € (R™)".

Definicion 3.10 Sea una funcion f : U C R™ — R, U abierto y f de clase C™ en un entorno

B(a) C U. Entonces se define el polinomio de Taylor de orden n de f en B(a) como

Pi(z) = f(a)+ Z k' D’c (z — a)*,
y el resto de Taylor, como
Ry (z) = f(z) = Py(=), (3.1)
donde lim;, ” Raf@ﬂ = 0, es decir, que R%(x) tiende a cero mas répido que ||z —al|", z € B(a),

lo que se representa de la siguiente manera

Ry (x) = o([lz = all"),

entonces por 3.1 f(x) = P¥(x) + R%(x) en B(a). Este resultado se conoce como el teorema de

Taylor [19].

Al considerar el polinomio de Taylor de grado 1 de la funcién f alrededor de 2°,
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donde R¥'(z) = LD f(p)] (z — 2 =o(|z—2°), p € L[z,2"] — {x,2°}, siendo L [z,2°] el
segmento de extremos z y z°. Al evaluar 2° + AV f (2°) € B(2°) en la ultima expresién de f, se

obtiene que

f (xo +AVf (xo)) = f (xo) —1—2 o1, (xo) (x? + /\g—i (xo) —x?) —|—0(Hx0 +AV/f (xo) — xOH)
= F(@) + MV ("), VI () +o (V£ ()]))
= S+ MVL )+ o W[V ) -

Por lo tanto, si V f (2°) # 0, para A > 0 se tiene que
f (wo + AV f (wo)) > f (3:0) ,

lo que quiere decir que 2° + AV f (2°) es una mejora sobre z° en la bisqueda del punto donde la
funcién f alcanza un maximo. Para formular un algoritmo iterativo que implemente esta idea,

+1 se parte de z¥ y se suma

se supone que se tiene el punto z*. Para hallar el siguiente punto z*
MV f (xk), donde A\ es un escalar positivo, conocido como el tamano del paso, es decir, se sigue

el siguiente algoritmo iterativo,

g* = P L NV f (xk) .

Este algoritmo es conocido como el ascenso del gradiente. El gradiente varia en cada iteracion,
tendiendo a cero mientras se aproxima al valor del problema de maximizar la funcién, y se detiene
cuando el gradiente es cero, que es cuando se halla el punto donde f alcanza un maximo. En
la préactica, el algoritmo se detiene en algin k tal que HVf (mk)H < € para un € € Rt lo
suficientemente pequeno, debido a que en las computadoras frecuentemente no se obtiene el cero
con una precision del cien por ciento. El valor de ay se puede seleccionar de diferentes maneras,
dando lugar a distintos métodos que resuelven el problema. Cabe destacar que en una funcién
que tiene varios maximos locales, mediante esta metodologia se puede hallar un méaximo local
y no el maximo absoluto, dependiendo del punto inicial ¥ que se tome, pero si la funcién es
cuadratica convexa y estd definida en un conjunto convexo, la funcién no tiene méaximos locales
distintos al global, en cuyo caso la solucién obtenida por la metodologia del gradiente es el punto

donde es alcanzado el maximo absoluto.
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3.3. Maquinas de Aprendizaje

Las méquinas de aprendizaje tienen como objetivo desarrollar técnicas que permitan a
las computadoras aprender a partir de una informacién no estructurada suministrada. La
metodologia consiste en aprender una funcién objetivo dada, es decir, lograr que la salida de
la maquina aproxime el valor de la funcién bajo algin criterio, para toda entrada que se le in-
troduzca. Para ello a la maquina se le presenta un conjunto de entrenamiento formado por pares
de entrada-salida deseada y se activa un proceso adaptativo de los parametros que caracterizan
una funcién hipdtesis. La finalidad es inducir de los datos una hipétesis que logre un desempeno
aceptable de la maquina en la reproduccion de las salidas, dadas las entradas. Al entrenamiento
descrito se le conoce como supervisado, es decir, utilizan las entradas y las salidas de los datos
de entrenamiento. Existe otro tipo de aprendizaje que no se considera en este trabajo, conocido
como no supervisado en el que se presentan solo los patrones de entrada, los cuales son agrupados
por la méquina a partir de alguna medida de distancia, de manera que entradas similares arrojan

una misma respuesta [14].

Tipicamente, las entradas estan formadas por vectores m-dimensionales de atributos de tal
manera que el espacio de entrada es un subconjunto de R™. La salida deseada de cada vector
de entrada es un numero real, y corresponde al valor de la funcién objetivo. Las maquinas de
aprendizaje se caracterizan por el tipo de funciones hipdtesis que utilizan. Las
funciones lineales, caracteristicas de las maquinas de aprendizaje lineales figuran entre
las mas comprendidas y faciles de aplicar. Mediante estas técnicas se pueden resolver
problemas de prediccion, clasificacion, estimacién y regresion. Nosotros nos concentraremos en

las maquinas de aprendizaje lineales para resolver problemas de clasificacién.

3.4. Clasificadores Lineales

El problema de clasificacién consiste en asignar a un conjunto de vectores pertenecientes
a un espacio de entrada X C R™, una clase de un conjunto de clases preestablecidas. En

la clasificacién multiclases (n clases) el espacio de salida, denotado por Y, es el conjunto
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{1,2,...,n} mientras que en la clasificacién binaria, Y = {—1,1}. Consideramos este ultimo
caso, se denota S = ((z',y'), ..., (zP,y?)) al conjunto de entrenamiento, donde cada elemento o
ejemplo (x%,y") € X x Y, estd formado por un vector de entrada y la clase a la cual pertenece,
definida por 1 o -1 segun sea el caso. Para resolver este problema mediante una maquina de
aprendizaje lineal a menudo se utiliza una funcién lineal definida en X a valores reales de la

siguiente forma [5, 14]: si € X, entonces,

flz) = (w,z)+0b (3.1)

donde w en X y b en R son conocidos como el vector de pesos y el valor umbral
respectivamente y son los parametros que controlan la funcion, mientras que la regla de
decisién viene dada por signo(f(x)), si f(z) > 0 se le asigna la clase 1 y en caso contrario,

la clase -1.

Las maquinas de aprendizaje lineales que utilizan este tipo de hipdtesis son entrenadas para
hallar los valores de w y b que definen un hiperplano de ecuacién (w, z) +b = 0 que particiona al
espacio de entrada en dos semiespacios, donde deben encontrarse en cada uno entradas de una
misma clase. A continuacién se enuncia y demuestra un lema y un teorema que ayuda a describir

el significado de los parametros que conforman el hiperplano.

Lema 3.1 Sea w un vector de R™ y P, (x) la proyeccién ortogonal de = sobre w. Entonces

(w,2)
[ w]?

Py(z) =

Demostracion.

Por definicién, la proyeccién de z sobre w es de la forma P, (z) = cw, para algin ¢ € R,
y satisface que (x — P,(x), P,(z)) = 0 (ver figura 3.1). Sustituyendo la primera relacién en la
segunda se obtiene

(x — cw, cw) =0,

y por propiedades de producto interno,

ez, w) — A {w,w) = 0,
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por lo tanto,

. <w,a:>2’
| w ]
de donde se obtiene que
(w, )
Py (x)
| w [

Figura 3.1: Proyeccién Ortogonal de z en w.

Teorema 3.4 Sea w € R™ un vector no nulo, b € Ry H(w,b) = {x € R"/{w,z) +b = 0}.
—b

Entonces x € H(w,b) si, y sélo si P,(z) = Ww.
w
Demostracion.
(=) Sea x € H(w,b), entonces
(w,z) +b =0,
por lo tanto,
(w, x) —b
_ w,
w2 lw [

y por el lema 3.1

(<) Sea x € R™, por hipétesis P, (x) = Ww, y por el lema 3.1
w
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entonces,
w
((w,z) + b)—— =0,
| w [|?

por ser w un vector no nulo,

(w,z) +b=0,
y por definicion,

x € H(w,b).

g

Del teorema anterior se deduce que el vector w es ortogonal al hiperplano H, ya que la
proyeccion de todos los * € H en w es la misma (ﬁw) Ademsds, es de notar que la
distancia del hiperplano al origen de coordenadas es %, de manera que la variacion del valor
umbral b traslada al hiperplano en el espacio (ver figura [3.2). Por otro lado, cabe destacar que no
todos los problemas contienen datos que se puedan separar por un hiperplano, en el caso de que
exista, se habla de un problema linealmente separable y en caso contrario se dice que no es

separable.

<w,x>+b=0

Figura 3.2: Hiperplano Separador.
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3.5. Espacios de Rasgos y Funciones Kernel

Una de las desventajas de las maquinas de aprendizaje lineales es su condicién de
linealidad. Es bien conocido que la manera de representar muchos problemas de la vida real no
es un modelo lineal. Como solucion alternativa a este problema se presentan las metodologias de
preprocesamiento en las cuales se mudan los datos mediante una transformacién no lineal ¢ a un
espacio de Hilbert ‘H de mayor dimensién conocido como espacio de rasgos, y donde los datos
transformados resultan separables linealmente [15]. El espacio H = {¢(z)/z € X), es de Hilbert

y se conoce como espacio de rasgos.

El objetivo que se persigue es hacer que informacién relevante se haga explicita y disponible
para ser usada por la maquina de aprendizaje. La complejidad de la funcién objetivo a ser
aprendida depende en gran medida de la forma en que esta representada, y en consecuencia
puede alterar el grado de dificultad de la tarea de aprendizaje. De manera que, posiblemente
una transformacion sencilla de los datos en otro espacio puede simplificar significativamente el

aprendizaje.

Figura 3.3: Transformacion de los datos de entrada a un Espacio de Rasgos

Para poder aplicar las maquinas lineales en el espacio de entrada la condicion de
separabilidad lineal de los datos es fundamental, la cual no tiene que cumplirse siempre, es
mas, es dificil de conseguir en un problema real. Si los datos no cumplen con esta condicion
basta con aplicar una funcion a valores en un espacio de rasgos donde la imagen sea linealmente

separable y poder aplicar la maquina lineal.
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Como se vio en la seccién 3.4, las maquinas de aprendizaje lineales utilizan unas funciones

hipétesis lineales f: X € R™ — Y € R que se pueden escribir como:

Ahora bien, a fin de aprender relaciones no lineales con maquinas lineales es necesario
seleccionar un conjunto de caracteristicas no lineales con las cuales poder reescribir la informacién
original en una nueva representacion. De ahi que el conjunto de hipétesis que se consideran son

del tipo:

donde ¢ : X — 'H es una funcién no lineal que va del espacio de entradas a algin espacio de
rasgos H conocida como funcion de rasgos. De manera que la implementacion de una maquina

no lineal consiste entonces de dos pasos:

e Una funcién de rasgos que transforma los datos a un espacio de rasgos.

e Una maquina lineal que se emplea sobre los datos transformados.

Mediante un tipo de funcién conocida como kernel se unifican los dos pasos involucrados en
la construccion de una maquina no lineal, donde ésta calcula directamente el producto interno
entre los vectores de rasgos. A continuacion se define esta funcién y se muestran sus propiedades

en el teorema de Mercer.

Una funcion K : X x X — R, con X un conjunto compacto de dimension m, es un kernel si

satisface las siguientes propiedades:
1. K(z,w) es continua.
2. K(z,w) = K(w, ), es simétrica.

3. K(z,w) es semidefinida positiva, es decir,

izn:[( (xi,xj) cic; > 0,

i=1 j=1
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para cualquier secuencia {z'}! ; de X y cualquier combinacién de n nimeros reales cy, ..., ¢,.

Teorema 3.5 (Mercer) Si una funcién K es un kernel, entonces existe un espacio de Hilbert H

de funciones reales definidas en X y una funcién de rasgos ¢ : X — H tal que,

(¢ (z),9(w)) = K(z,w),
donde z,w € X y (, ) es un producto interno en H.

Por el teorema de Mercer, mediante una funcién kernel se pueden mudar los datos de entrada
al espacio de rasgos de manera implicita y entrenar a la maquina en tal espacio, es decir, no es
necesario representar los vectores de rasgos explicitamente, asi el numero de operaciones requeri-
das para calcular el producto interno no es necesariamente proporcional al niimero de rasgos, lo

cual es una gran ventaja desde el punto de vista computacional.

Cualquier maquina de aprendizaje definida en un espacio de entrada X, se puede aplicar en un
espacio de rasgos simplemente al sustituir en la funcién hipétesis y en el algoritmo de aprendizaje
que la definen, los productos internos por una funcién kernel. Esta metodologia se conoce como
el truco del kernel. Existen diversos kernel, entre los mas utilizados se encuentran los polinémicos

y gaussianos que son kernels no lineales.

NP . 2
Kernels Polinémicos: Consideremos el kernel K(z',z?) = (2!, 2%)", veamos que forma

tienen los rasgos de la correspondencia:

(m,m)

m m m m
1 ,2\2 _ 1.2 1.2 1,1,2.2 1.1 2.2
(2 = | Dowial | | D_wjal | = D_ ) wmimaiey = 3 (wiz)) (a2]).
i=1 j=1

i=1 j=1 (i.4)=1

que es equivalente a un producto interno entre los vectores de rasgos a través de la correspondencia

o(x) = (wiz) " (3.1)

m+2

) ) rasgos correspondientes a todos los monomios de segundo grado considerados

en donde hay (
en (3.1), aunque es de notar que el rasgo x;x; ocurre dos veces, otorgandole el doble de peso que

los rasgos x?. Espacios de rasgos mds generales se obtienen al considerar los siguientes Kernel:

K(zt 2?) = <x1,x2>d y K(a' 2?) = <:L’1,a:2 + c>d,



3.6 Maquinas de Soporte Vectorial 33

cond > 2yceR. Los (mt?*l) rasgos diferentes del primer kernel son todos los monomios de

m—+d

4 ) rasgos distintos

grado d, con un peso determinado por el exponente y en el segundo hay (

siendo todos monomios de hasta grado d.

Kernels Gaussianos: Estos estan definidos de la siguiente forma:

el 212
K(xl,mQ):eXp <—Hx 2$ H ),

o

donde o € RT, conocida también como funcién de base radial, ésta genera un espacio de rasgos

de dimensién infinita.

3.6. Maquinas de Soporte Vectorial

Las maquinas de soporte vectorial son maquinas de aprendizaje lineales desarrolladas
inicialmente en 1992 por Vapnik, basadas en la teoria de aprendizaje estadistico. Estas pertenecen
a la familia de los clasificadores lineales puesto que inducen separadores lineales o hiperplanos
como los descritos en la seccion 3.4/ en espacios de rasgos de muy alta dimensionalidad obtenidos

por funciones nicleo o kernel [9].

El hiperplano que buscan estas maquinas es el que equidista de los puntos mas cercanos de
cada clase; conocido como el hiperplano de maximo margen. La bisqueda del mismo se plantea
como un problema de optimizacién cuadratico y convexo que se expresa en su forma dual a
través de multiplicadores de Lagrange y se resuelve mediante diversos algoritmos numéricos. A
continuacion definiremos el concepto de margen, el cual juega un papel fundamental en las

magquinas de soporte vectorial.

3.6.1. Margen Funcional y Geométrico

Definicién 8.11 El margen funcional de un punto de entrenamiento (z%,3") € R™ x {—1,1}

con respecto a un hiperplano de ecuaciéon (w, z) + b = 0 denotado por ((w, b)) se define como:

=1y (<w, x’> + b) )
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Se puede observar que y; > 0 implica clasificacién correcta de los datos (2%,3"). Ademds esta

propiedad es invariante ante un cambio de escala de los parametros de la maquina.

Definicion 3.12 La distribucién de margenes funcionales de un hiperplano (w,b) con respecto

a un conjunto de entrenamiento S es la distribucién de los mérgenes funcionales de los datos en

S.

Definicion 3.13 El margen funcional de un hiperplano (w,b) es el minimo de los mérgenes

funcionales del hiperplano con respecto a un conjunto de entrenamiento S.

Una definicién equivalente al margen funcional es el margen geométrico, cuya diferencia radica

en que los parametros w y b se multiplican por m como se muestra a continuacion.

Definicion 3.14 El margen geométrico de un punto de entrenamiento bien clasificado

(z',y") € R™ x {—1,1} con respecto a un hiperplano (w,b) se define

e () 1)
" Il I Fwll/)”

v; es siempre positivo ya que el punto es de entrenamiento y representa la distancia euclidea de

los puntos en el espacio de entrada al hiperplano separador.

Definicion 3.15 La distribucién de margenes geométricos de un hiperplano (w, b) con respecto

a un conjunto de entrenamiento S es la distribucion de los margenes geométricos de los datos en

S.

Definicion 3.16 El margen geométrico de un hiperplano (w.b) es el minimo margen de los
margenes  geométricos  del  hiperplano  con = respecto a un  conjunto de

entrenamiento S.

Definicion 3.17 El margen de un conjunto de entrenamiento S es el maximo margen
geométrico sobre todos los hiperplanos de separacion posibles. El hiperplano al cual corresponde

este margen se le conoce como hiperplano de maximo margen.

En la figura 3.4/ se muestran los margenes geométricos de dos puntos con respecto a un
hiperplano, asi como también al margen de un conjunto de puntos junto con el hiperplano de

maximo margen.
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Figura 3.4: (a) Margenes Geométricos. (b)Hiperplano de Maximo Margen.

3.6.2. Clasificador de Maximo Margen

La mdaquina de soporte vectorial (MSV) lineal con margen maximo (clasificador de maximo
margen) es el modelo mas sencillo e intuitivo de las MSVs, aunque también el que tiene condi-
ciones de aplicabilidad mas restringidas, pues parte de la hipdtesis de que el conjunto de datos
es linealmente separable en el espacio de entrada. Este modelo es un clasificador lineal basado

en las ideas descritas en la seccién [3.4/ donde se busca un hiperplano separador (w, b).

Dado un conjunto binario linealmente separable existen varios métodos que contienen
diversos algoritmos para construir hiperplanos que los clasifiquen correctamente. A pesar de que
esté garantizada la convergencia de todos ellos hacia un hiperplano solucién, las particularidades
de cada algoritmo de aprendizaje puede conducirnos a soluciones ligeramente distintas, puesto que
pueden haber varios (de hecho infinitos) hiperplanos que separen el conjunto de entrenamiento.
El clasificador de maximo margen consiste en seleccionar el hiperplano separador que esta a la
misma distancia de los patrones de entrada del conjunto de entrenamiento mas cercanos de cada
clase. Equivalentemente, es el hiperplano que maximiza el margen geométrico sobre todos los

hiperplanos separadores posibles. De manera que el hiperplano de maximo margen es aquel que

<oy (i) + o).
max | min y —T )t — .
o @) [ || Il |

Al multiplicar a w y a b por una constante, el hiperplano (w,b) y el margen geométrico que

satisface

determina distancia no varian. Por ello podemos reescalar w y b de manera que la distancia de
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los patrones de entrada mas cercanos al hiperplano sea ”—jo, es decir,

min = :
(@) | w | | w |

Como consecuencia, el margen funcional y* ((w, z*) 4+ b) de los patrones mas cercanos es igual
a 1, mientras que para el resto de los patrones es mayor que uno. De manera que el problema
de encontrar al hiperplano de maximo margen se reduce a resolver el siguiente problema de

optimizacién con restricciones de desigualdad [9]:

Mazimizar L, we R™
 Twl
sujeto a Y (<w,xl>+b) >1, i=1,...,p.

Otra formulacion de la MSV con margen maximo, mas habitual, equivalente a la anterior, es

la siguiente:

1
Minimizar §<w,w), w e R™ (3.1)
sujeto a yi(<w,$i>—|—b) > 1, 1=1,...,p.

Este es un problema de optimizacién cuadratico convexo, es decir, se trata de minimizar una
funcién cuadratica y convexa definida en un conjunto convexo y con una restriccion lineal. Este

problema admite una formulacién dual cuya solucién es la misma que la del problema original.

3.6.3. Formulacion Dual del Clasificador de Maximo Margen

La formulacién dual, equivalente a la forma original 3.1l expresa la solucion del problema como
una combinacién lineal de los patrones de entrenamiento. Su desarrollo se basa en la teoria de
optimizacién descrita en la seccion 3.1. Para resolver este problema de optimizacién cuadratica,

de acuerdo al teorema 3.1 se tiene que encontrar el punto de silla de la funcién Lagrangeana

L(w,b,a) = %(w,w> + Z a; (1—y" ((w,2") + 1)), (3.2)

donde «; > 0 son los multiplicadores de Lagrange. Para ello se debe minimizar a L con respecto

a w y b; y maximizarla sobre los a; > 0 .
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Segin el teorema de Fermat [21] un punto donde L alcanza un minimo satisface lo siguiente:

ow - i=1 s N i=1 e |
OL(w, b, «) Zp i

Sustituyendo 3.3 en la funcién Lagrangeana 3.2 y considerando 3.4, se obtiene

R )
= —Zyyala]@: x3>+2al Zyyalaj 7! m] Zyal

i,j=1 4,j=1
p

= S ai- % Z Yo, (i, 2.

i=1 ij=1

La notacién de L(w,b, ) se cambi6é a W («) para denotar la ultima transformacion; ademés
la funcién obtenida es conocida como Lagrangeana Dual. Para obtener el hiperplano de maximo
margen se tienen que calcular los multiplicadores de lagrange a; > 0 que maximizan la
lagrangeana dual. Estos resultados nos dan una solucién analitica y exacta del problema, los

cuales derivan en el siguiente teorema.

Teorema 3.6 (Clasificador de Méximo Margen) Se supone que el conjunto de entrenamiento

es linealmente separable en el espacio de entrada. Sea a* una solucién al problema dual

Maximizar Z a; — = Z vy ooy (2t 27 (3.5)

i,j=1
sujeto a Zyiai =0,
a; > 0, 1=1,...,p.

Entonces, el vector

§ Z * Z

=1
es el vector ortogonal al hiperplano de médximo margen. La MSV lineal con margen maximo es

flz) = (w*,x) +b* = Zyza*@ T) + b,



3.6 Maquinas de Soporte Vectorial 38

donde

= (st (o) iy %),

y]:—l yJ

y su clasificador asociado es h(x) = signo(f(z)).

Demostracion.

La seccién anterior contiene la prueba de este teorema salvo el calculo de b que se demuestra
a continuaciéon. Como el hiperplano de maximo margen es aquel que equidista de los patrones
mas cercanos de cada una de las clases, se consideran dos de los patrones que estan mas cerca del

hiperplano en clases diferentes (z' y z?) (ver figura [3.5)), su proyeccién sobre w* segiin el lema

* .1 <w*7x2>

3.1l es (v ;x2>w* y ~—=-w*, y como la distancia de cada uno de ellos al hiperplano es la misma
[[w=]] [[w=]]

./ . 7 7 . — * .
y la proyeccion de cualquier patrén que esté en el hiperplano sobre w* es Ww*, se tiene que

M*_<—b*> b )

= — w
Il fwel2 ) fw*l]> fw|®

de donde
<w*,x1> + b* — _b* _ <'LU*,.T2>,
por tanto
1
b* — w* :Cl w* x2
(et + (u,a))
y considerando que z! y 22 son los patrones de cada clase que estdn mas cerca del hiperplano

tales que la distancia de entre un patrén y el hiperplano esta determinada por el producto escalar

de w* y el patréon (ver figura 3.5), se concluye que

b* = E (méx <w*,:vj> + min <w*,xj>) :

2 y]:—l y]:l

Una de las consecuencias mas importantes del teorema es la relacién

p
w* = § leé;(ZEZ,
i=1
indica que el vector ortogonal al hiperplano de maximo margen se puede expresar como una
combinacion lineal de los p ejemplos del conjunto de entrenamiento. Por otro lado, las soluciones

del problema original y dual del méximo margen satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker (ver

teorema 3.1)), entonces

of (1—y" ((w*,2") + b)) =0, i=1,...,p.
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<w* x>+b*=0

Figura 3.5: Hiperplano Separador.

Para los o distintos de cero, podemos observar de la relacién anterior que el margen funcional
de los vectores 7' es igual a uno. Geométricamente, dichos vectores son los mas cercanos al
hiperplano de maximo margen y son conocidos como vectores soporte. Ademas, estos son los
vectores que intervienen en la combinacién lineal que define a w*, el resto no contribuye en nada
ya que sus multiplicadores de Lagrange son cero. La mayoria de las variables duales son cero,
de manera que la cantidad de vectores soporte es mucho menor que el nimero de patrones de
entrenamiento. Esta propiedad es muy importante ya que controla en alguna medida la capacidad
de generalizacién de la maquina, mientras el conjunto de vectores soporte es mas pequeno la

capacidad de generalizacion es mayor.

3.6.4. Clasificador de Maximo Margen en El Espacio de Rasgos

La maquina de soporte vectorial lineal con margen méaximo, como maquina de aprendizaje
lineal se puede aplicar en un espacio de rasgos inducido por una funciéon kernel, como se describe
en la seccion 3.5. Esto se logra simplemente sustituyendo en el modelo definido para el espacio de
entrada, el producto interno por la funcion kernel. Este procedimiento es conocido comunmente
como el truco del kernel. Se tiene el siguiente resultado, bien importante ya que plantea el

problema del clasificador utilizado en este trabajo.
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Teorema 3.7 (Clasificador de Méximo Margen en el Espacio de Rasgos) Se supone que
el conjunto de entrenamiento es linealmente separable en el espacio de rasgos definido

implicitamente por una funcién nicleo K(z,y) . Sea o una solucién al problema dual

Mazximizar Zal - = Z vy i K (28, 27) (3.6)
i,j=1
sujeto a Zyiozi =0,
OZZ'ZO, 1=1,...,p.

Entonces, el vector

p
=1

es el vector ortogonal al hiperplano de maximo margen en el espacio de rasgos. La MSV lineal

con margen maximo en el espacio de rasgos es

f(x) = (", ¢x)) + b =Y y'aiK () + b7,

i=1

donde

y=—17

* 1 1k 1k
b* = 5 <max Zya K(:c Jjj) —|—m1nZya K(a: :c])> ,
y su clasificador asociado es h(x) = signo(f(z)).

Demostracion.

Este teorema se obtiene se aplicar el truco del kernel al resultado del teorema 3.6 cuya

demostracién se mostré anteriormente.

3.6.5. Algoritmo de Aprendizaje Adatron

La MSV lineal con margen maximo resuelve un problema de optimizacion cuadratica convexa
donde el nimero de coeficientes es igual al nimero de patrones de entrenamiento. Este hecho
hace que para grandes cantidades de datos las técnicas numéricas de optimizacién existentes

para resolver el problema cuadratico, no sean admisibles en términos computacionales. Es por
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esto que continuamente se concentran esfuerzos en disenar algoritmos para mejorar tanto el
tiempo como el costo computacional de los algoritmos convencionales ya existentes para resolver
el problema. En este sentido se considera un algoritmo de aprendizaje conocido como el Adatron
que resuelve el problema de optimizacion cuadratica convexa 3.5 que da solucion al clasificador de
maximo margen, el cual es mucho mas rapido, y facil de implementar que muchos algoritmos ya
existentes. El mismo se puede aplicar tanto en el espacio de entrada como se planteé inicialmente,
como en el espacio de rasgos inducido por un kernel. Consideremos este tultimo con el cual
trabajaremos de ahora en adelante y donde el problema de optimizacién es el siguiente

(forma dual [3.6)

Maximizar Zal - - Z Yy oo K :U ,a:j) ,
i,j=1
sujeto a Zyiai =0,
OZ,L'ZO, Z:L,p

La metodologia que utiliza el Adatron para resolver este problema de optimizacién cuadratico
y convexo es a través de la técnica del ascenso del gradiente, descrita en la seccion 3.2, que consiste
en la siguiente dinamica de adaptacién de los «;:

oW («)

57,:>\ 5
@ 8%

donde A es una constante que se conoce como tasa de aprendizaje. Considerando la condicién

r y'a; = 0, la funcién Lagrangeana dual se puede escribir como

Zaz——Zyyaz% ! x] Zyaz

1,7=1

Por lo tanto, cada componente del gradiente de W se puede expresar de la siguiente manera

P
oW (a) = 1- inyjozjK (xi,xj) —y'b
=1

8oz,~
. p . .
= 1—9 <Z v oK (2, 25) + b) . (3.7)
j=1

Al recordar que v; = y* ((w, z*) + b) y al expresar a W en su forma dual, se tiene que
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p p
vi=1 <<Zyjajxj,xi> + b) =y (Zyjaj <xi,xj> + b) ,
j=1

j=1

y al considerar el margen funcional en el espacio de rasgos

p
Vi = Y’ (Z yjajK (;Ei,azj) + b) .

Jj=1

Entonces, al sustituir la ecuacién anterior en 3.7, se obtiene que

oW ()
80éi

De esta manera la dinamica de la adaptacién de los «; toma la forma

da; = A1 — ). (3.8)

Para demostrar la convergencia del algoritmo del Adatron se analiza como varia la funcién

Lagrangeana dual

p

W(a) = Zai — % i vy i K (2, 27) — iyiaib,
i=1

i=1 ij=1
en el proceso de aprendizaje secuencial del Adatron. Durante el aprendizaje se presenta el patron
i-ésimo y se corrige el multiplicador «;, como consecuencia el funcional W («) varfa de la siguiente
manera: AW = AW, + AWs, considerando la suma de las variaciones del término lineal y de

los términos cuadraticos.

La variacion del término lineal es

p p p p p
AWy = (Z a; + 5¢j5ai> - Z ;= Z a; + Z dijo0; — Z a; = ooy,
j=1 j=1 j=1 j=1

=1

mientras que la variacién de los términos cuadraticos se calculan como sigue:

1 <& . L
AWQ = —5 Z y‘jyk(&j + (5ij(5ai)(ak + §1k(5cvl)K (.I’J, ill'k) — bz yj (ij + 5”5@0

J,k=1 j=1

p p
—i—% Z yjykozjosz (xj,xk) + bejaj

jk=1 j=1
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1 < .
= —5 Z yjyk(OéjOék + ak5ij5ozi + ozjdimai + (52J61k((50éz)2K (l’j, ZL’k)
j,k=1

12 A P P P
+3 Z yyFajaK (a7, 2%) — bejozj + bejaj - bejdijéai
=1 =1 =1

J,k=1

1 <& . L
—_ —5 Z yjyk(amij(sai + ajéikéozl- + 51j52k(5az)2[( (LC], Ik) — bz yjéijé()éi
j=1

7,k=1

P P
— —%(Miyi ZykakK (xk,xi) — ééoziyi ZyjozjK (xj,xi) - %(5%)2[( (xz,x’) — by'day
k=1 j=1

p
= —douy’ (Z Yo K (27,2") + b) - %(50@-)2[( («',2")

=1

= —5041'% - %(5051)2[{ (wi’ ‘/Lﬂ) ’

de tal forma que

AW = da;(1 =) — %(50@)21( (xl,:cl) = doy (1 — i — 5?[( (:c’,xl)>

. . o 1 K (2 2t
> oy <5Oé2 - 5alK (x’,xz)> = (0oy)? <— — M) >0,

A 2 A 2

2 ooy
para 0 < A\ < ————. Para este ultimo calculo se utiliza que 1 — v; > —, desigualdad
K (x%, %) A
obtenida de la regla de correccién da; < A(1 — ;). Esto demuestra que el funcional W aumenta
monotonamente en el proceso de aprendizaje del Adatron cuando la constante de aprendiza-
je esta en el rango indicado. Ahora bien, el algoritmo del Adatron, que resuelve el problema
del méaximo margen se puede resumir en los siguientes pasos, donde se utiliza los kernel mas

utilizados descritos en la seccion 3.5 [7]:
1.- Inicializar b=0y a; =0 parat=1,...,p.
2.- Para cada elemento de entrenamiento (x?,") realizar lo siguiente:
a.- Calcular 2* = 7" /o K (27, 2") .

b.- Calcular el margen funcional v; = y*(2% + b).
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c.- Sea day; = A(1 — ), entonces

0 si o; + (5061' S 0
o; =
o; + day;  en caso contrario
d.- Calcular el umbral
1 ) , o
b= ~3 <max 2+ II_llIlZ])

y]:—l yJ:l

3.- Repetir el paso 2 hasta obtener un nimero maximo de iteraciones o que el margen

funcional del hiperplano (w, b) se aproxime a uno.

Cabe destacar que el algoritmo del Adatron entrena una maquina lineal para resolver un
problema de clasificacién binaria en donde se halla la solucién del problema dual de optimizacion
planteado. Esta solucién se utiliza para expresar la maquina de aprendizaje y clasificar cada
entrada que se le presente. (ver teorema 3.6). En el caso de la clasificaciéon multiclases (n clases)
se deben entrenar n — 1 maquinas, en donde cada entrenamiento se realiza para discriminar una

clase de las demés.

El algoritmo del Adatron se ha aplicado con éxito en los tltimos anos a diversos problemas
reales pertenecientes a areas como el reconocimiento y clasificacién de imagenes, jerarquizacion

de métodos de recobro de crudo, entre otros. A continuacién se enuncian algunos de ellos.

1.- Frieb y colaboradores [5] lo usaron para determinar si un tumor cancerigeno dado es
maligno o benigno. Los mismos también realizaron un estudio para distinguir digitos que

identifican caracteres de letras.

2. Rafael Ayestaran y Ignacio Santamaria [I] lo aplicaron en sistemas de comunicaciones

digitales.

3. Bertrand Le Saux y Giuseppe Amato [11] clasificaron imdgenes segiin objetos presentes en

las mismas mediante esta metodologia.
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4. Cristina Garcia y José Ali moreno [§] lo utilizaron para segmentar estructuras en imégenes

de resonancia magnética.



Capitulo 4

Metodologia

En este capitulo se describe la metodologia utilizada para segmentar las imagenes de
resonancia magnética, desde la recoleccion y preprocesamiento de los datos, analisis de patrones
de comportamientos de los distintos tejidos considerados, caracterizados por un vector aleatorio
bivariado que resume la informacion de las imagenes y la construccion de las maquinas de soporte

vectorial.

4.1. Recoleccion y Preprocesamiento de los Datos

Los datos disponibles para la realizacién de este trabajo corresponden a IRMs cerebrales
multieco potenciadas en T2, provenientes de varios cortes transversales en ocho pacientes que
presentan tumores cerebrales. A cada corte de cada paciente corresponde un conjunto de ocho

imégenes, las cuales estan compuestas por valores distintos de T2.

4.1.1. Formato de los Datos

A cada paciente, se le asigna una matriz de datos por cada corte que se denota por F y tiene

dimensién n x 8, n es el nimero de pixeles que posee cada imagen del corte,

F = (fi,j)izl:n,j:l:&

Sus filas corresponden a los valores de intensidad de un mismo pixel en las 8 imagenes

que conforman el corte, es decir, los elementos de la i-ésima fila son los tiempos de relajacion

46
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transversal del i-ésimo pixel
(fig)i=18:

Las senales de resonancia magnética que se recogen en las ocho imagenes de un corte
transversal de un paciente van disminuyendo de una imagen a otra, es decir, que para cada
pixel 4, i =1 : n, la funcién F; = f; : {1,2,...,8} — R es decreciente y su gréfico lo identificamos
con una curva de relajacién. Ademas, el decaimiento es exponencial, como se puede ver en la
figura 4.16. Esto se debe a que durante el proceso de relajacion la senal esta asociada con la
liberacion de energia que va disminuyendo hasta que los nicleos de hidréogeno regresan en su

posicién original.

TIEMPOS DE RELAJACION

IMAGENES DEL CORTE

Figura 4.1: Curvas de Relajacion.

Para segmentar tumores en las imédgenes de resonancia magnética a partir de maquinas de
soporte vectorial se expresa la informacién del problema en pares de entrada salida. En este caso,
cada entrada es un vector formado por una fila de la matriz F (vector de T2) y su salida asociada

corresponde al tejido al cual pertenece el pixel que representa.

Ademas del tejido invadido por el tumor se considera tejido sano y liquido. La identificacion
de los mismos en las imagenes, necesaria para entrenar y validar las maquinas de soporte vectorial
se realiza con la ayuda de un trabajo del profesor Miguel Martin, et al [13], donde estos tejidos

estan determinados en las imagenes consideradas.
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Como se mencioné en la seccién 3.6.5 del Algoritmo del Adatron, el clasificador de maximo
margen, maquina de soporte vectorial utilizada, es un clasificador binario, por lo que en este caso,
donde se segmentan tres tejidos mas el fondo que se considera aparte (4 clases) se entrenan tres
maquinas, cada una de ellas aprende a identificar cada tejido del resto y para construirlas, los
datos se dividen de manera que las salidas de entradas correspondientes con el tejido a discriminar
son 1 y el resto -1. Es claro que los datos de una clase que se considera en una méaquina para
identificarla no se considera en las maquinas que le siguen, creadas para reconocer las otras clases.
De manera que la maquina general actiia como un arbol de decisién, introduciendo los datos de
entrada en la primera maquina que clasifica en el primer tejido o se introduce en la segunda, y
asi sucesivamente hasta determinar el tejido al cual pertenece el dato. En este trabajo se considera
como primer tejido el tumor, luego el tejido sano, el liquido y por tltimo el background (ver figura
4.2). Ahora bien, de acuerdo al paciente, al corte, a los vectores que se consideran para crear cada
maquina y a las clases involucradas, se seleccionan los datos de su matriz correspondiente y se

agrupan en otra matriz, de donde se toman los datos para construir la maquina de aprendizaje.

Tumor
Vector Tejido Sano
de o Méquina 1 0
Entrada g Liquido
o Miquina 2 o

Miquina 3 0

Background

Figura 4.2: Méquina de Soporte Vectorial.

4.1.2. Ruido y Artefactos en las Imagenes de Resonancia Magnética

Como se mencioné en la seccién anterior las funciones F; = f; :{1,2,..,8} = R, i=1:n,
son decrecientes, sin embargo se encontraron en todas la matrices F consideradas, diversas
funciones F; que no eran totalmente decrecientes, es decir, en la mismas se hallaron al menos

un 0 < j < 9 que satisface F;(j) > Fij(j — 1), lo cual es tedricamente imposible por lo
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expuesto anteriormente. La causa puede provenir por errores aleatorios (ruido) o sistemaéticos,
estos tltimos probablemente se deban a algun artefacto, por ejemplo algin desperfecto de la
antena de deteccién o movimientos producto de los latidos del corazén del paciente al que se le

aplica la resonancia magnética.

Para eliminar estos errores se aplica un analisis de componentes principales a cada matriz F.
En este andlisis las columnas de cada matriz F, que contienen los valores de los pixeles de las 8
iméagenes de cada corte, son vistas como variables aleatorias, que al aplicarles una transformacién
lineal se obtienen variables aleatorias no correlacionadas, conocidas como componentes
principales, ordenadas en nivel de importancia, es decir, la varianza de la primera es mayor que la
segunda y asi sucesivamente, por lo que las primeras componentes retinen la informacion relevante
del problema (seccién2.2)). En todos los casos las tres primeras componentes principales contienen
mas del 99 % de la informacién(ver figura 4.3), de manera que se desechan las 5 restantes, luego
se regresa al espacio original, donde se reescribe cada matriz en funcién de dichas componentes.
Se supone que el error aleatorio y/o sistemético esta contenido en el residuo, conformado por el

subespacio generado por las componentes que se descartaron del analisis.

100%

90%

80%

70%

60%

50%

40%

VARIANZA EXPLICADA (%)

30%

20%

10%

0%

1 2 3
COMPONENTE PRINCIPAL

Figura 4.3: Componentes Principales.

Luego del analisis, el problema del no decrecimiento persiste en algunos puntos de distintas
matrices F. Para solucionar este problema, cada F;(j) que presente el error, se sustituye por R;(j),
donde R; es la funcién obtenida de la regresién exponencial construida a partir de los puntos

(z, Fi(z)) que no presentan el error, es decir aquellos que satisfacen Fj(z) > F;(k),0 < z < k < 9.
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TIEMPOS DE RELAJACION
TIEMPOS DE RELAJACION

IMAGENES DEL CORTE IMAGENES DEL CORTE

(a) (b)

Figura 4.4: (a) Curvas de Relajacién Originales (b) Curvas de Relajacién Obtenidas del ACP.

4.1.3. Estandarizacion de los Datos

Las maquinas de soporte vectorial clasifican datos de acuerdo al criterio del maximo margen,
cuyo fundamento se basa en medidas de distancia que son sensibles a las diferencia de escalas
y magnitudes entre variables. Es por ello que es necesaria la estandarizacién de los datos para

evitar que las variables con una gran dispersion tengan un mayor efecto en la clasificacion.

Los elementos de cada matriz son estandarizados, se calcula la media y la desviacién estandar
de cada columna de la matriz de datos correspondiente a valores de pixeles de cada imagen y la
estandarizacion de cada elemento de las columnas de la matriz se realiza mediante la siguiente
ecuacion:

I
. Pyj— Media; B = ﬁzltl B

v Desviacion; N 1 ‘
— i (P — Mediay)?
n

)

donde

Pf; es el valor del pixel i-¢simo de la imagen j estandarizada presente en la matriz.

P;; es el valor del pixel i-ésimo de la imagen j presente en la matriz.

Media; es la media de los valores de los pixeles de la imagen j presentes en la matriz.
Desviacion; es la desviacién estandar de los valores de los pixeles de la imagen j presentes en la

matriz.
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Lo que se consigue con este procedimiento es eliminar las diferencias introducidas por las

diferentes escalas de los valores de las distintas imagenes.

4.1.4. Seleccién de Datos para Entrenar y Validar

Luego de la estandarizacion de los datos de las diferentes matrices que contienen la informacion
se procede a seleccionar aleatoriamente los vectores de entrenamiento para entrenar las distintas
maquinas de aprendizaje y validarlas. Para entrenar, en cada matriz se eligen aleatoriamente
aproximadamente 500 datos de la clase a discriminar (etiquetada con 1) y 500 vectores de la
clase resto, distribuidos uniformemente sobre los grupos que la componen (etiquetada con -1).

Posteriormente los datos restantes son agrupados para validar.

4.2. Implantacion y Prueba del Algoritmo del Adatron

El algoritmo del Adatron se implement6 en el lenguaje de programacion ANSI C con las
librerias estandares, de manera que los programas pudieran ser ejecutados bajo cualquier platafor-

ma de computo.

El algoritmo de aprendizaje del Adatron se probé con dos problemas de clasificacién binaria,
donde los vectores de entrada de cada clase corresponden a puntos del plano pertenecientes a
regiones distintas y disjuntas del mismo. El primer problema consiste en dos regiones circulares
concéntricas convexas y el segundo en dos regiones no convexas definidas como un tablero de
ajedrez, identificadas en ambos casos con colores distintos como se pueden observar en la figura
4.5. Los vectores de entrada, como puntos de R?, son vectores bidimensionales; la salida asociada

a éstos que corresponde a la clase a la cual pertenecen se representa con 1 y -1.

En cada caso se realizaron diversos entrenamientos variando los parametros que caracterizan
al algoritmo del Adatron a fin de encontrar la maquina que clasificara la mayor cantidad de
vectores del grupo de validacion. Los pardmetros mencionados son una tasa de aprendizaje A
y dos constantes reales, que corresponden al kernel polinémico K(z,z) = ((z,z) + ¢)* y al

. — — 2 . , .
kernel gaussiano K (zx,z) = exp <%) Se entrenaron varias maquinas para resolver los dos
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Figura 4.5: (a) Problema Circular (b) Problema del Ajedrez.

problemas, utilizando en todos los casos ambos kernels. En las tablas 4.1 y 4.2 se resumen los

parametros y resultados éptimos que se encontraron.

Figura 4.6: Validacién del Problema Circular con el Kernel Polinémico y Gaussiano.

En la figura 4.6 se pueden observar los vectores de validacion del problema circular de cada
regién (clase) identificados claramente por cada méaquina entrenada con el kernel polindmico y
el gaussiano. Este se puede considerar un problema sencillo, en donde bastaron solo 50 vectores
de entrenamiento (incluso menos) para clasificar todos los datos de validacién considerada y en
el cual el kernel polinémico, que induce un espacio de rasgos de dimensién 6 resolvié el problema
eficiente y rapidamente, y més ain con la gaussiana, la cual induce un espacio de dimension
infinita. Cabe destacar que en este dltimo caso se varié la tasa de aprendizaje entre 0 y 2 (ver
seccién [3.6.5). Obteniendo los mejores resultados con los valores més grandes, es decir, alrededor

de 1.9.
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Vectores Vectores Vectores
Kernel A ¢ a Validacion | Iteraciones
Entrenamiento | Validacién Soporte
Polinémico 1,0 | 0,1 | — 50 3.000 100 % 214 6
Gaussiano 1.9 | — | 1,0 50 3.000 100 % 182 12

Tabla 4.1: Parametros de Aprendizaje éptimos del Problema Circular.

El problema del ajedrez a diferencia del circular es mucho mas complicado, lo cual es de
suponerse ya que los conjuntos de cada clase no son convexos, como se puede ver en la figura
4.5 b. En principio se tomaron 160 datos de entrenamiento y se utilizé el kernel polinémico
variando la tasa de aprendizaje y la constante ¢; y en ninguno de los casos el algoritmo converge.
Se observa que al fijar una tasa de aprendizaje y tomar un valor cercano a cero de la constante c,
el margen es negativo y disminuye gradualmente hasta que se queda alrededor de un valor fijo;
y cuando se aumenta ¢ el margen tiende a alejarse al menos infinito, es decir disminuir exponen-

cialmente. De igual manera ocurre cuando se aumentan los vectores de entrada.

Vectores Vectores Vectores
Kernel A ¢ g Validacion | Iteraciones
Entrenamiento | Validacién Soporte
Polinémico — | — | — No Converge — — — —
Gaussiano 19| — | 0,2 800 251.001 93.52 % 12.371 58

Tabla 4.2: Parametros de Aprendizaje éptimos del Problema del Ajedrez.

Por el contrario, al usar el kernel Gaussiano, al variar el valor de sigma junto con la cantidad
de vectores de entrenamiento, el algoritmo converge. Para validar tales entrenamientos se realiza
un barrido sobre sobre todo el tablero, y la salida de cada méaquina se identifica con un punto
en el tablero con el color gris o negro segin la salida arrojada. En la tabla 4.2 y la figura 4.7 se
pueden observar los parametros de la maquina con la cual se obtuvieron los mejores resultados y
el tablero resultante de la misma respectivamente. En este ultimo es de notar que la figura tiene
la forma de los cuadros, sin embargo todavia hay muchos vectores que no se clasificaron bien.

Para mejorar tal resultado se pueden aumentar la cantidad de vectores de entrenamiento.
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Con estas pruebas se concluye que las méaquinas de aprendizaje lineales entrenadas con
el Adatron pueden aprender a clasificar diversos tipos de datos a través de un conjunto de
entrenamiento que mientras mas grande es, mejores resultados se obtienen. Ademas se
pudo notar que al aumentar tanto el valor de ¢ y del sigma de los kernels polinémicos y
gaussianos respectivamente los vectores soportes tienden a disminuir, y por ende la capacidad de

generalizacion de las maquinas es mayor, propiedad muy importante de este tipo de méaquinas.

Figura 4.7: Validacién del Problema del Ajedrez con el Kernel Gaussiano.

4.3. Segmentacion de Imagenes de Resonancia Magnética

La segmentacion de imagenes de resonancia magnética cerebrales se lleva a cabo en imagenes
de 8 pacientes distintos. La misma se realiza para identificar el tumor, tejido sano y el liquido en
cada corte transversal de cada paciente, a través de una maquina de soporte vectorial en cada

caso.

Después de haber tratado el ruido y los artefactos de las imagenes, se obtiene para cada uno
de los cortes una matriz de datos G de dimension n x 8, n es el nimero de pixeles de las imagenes

del corte,

G = (gi,j)izlm,jzlz&



4.3 Segmentaciéon de Imagenes de Resonancia Magnética 55

4.3.1. Caracterizacién de las Curvas de Relajamiento

Para cada pixel i, i = 1 : n, la funcién G; = ¢;. @ {1,2,...,8} — R es decreciente y
positiva. Para estudiar el comportamiento de estas funciones en las regiones diferenciadas por el
Dr. Martin, et al [13], se grafican algunas funciones (G;);cs, correspondientes a la matriz G del
corte 4 del paciente 1, donde el conjunto de subindices I se selecciona cada vez de las distintas
regiones: tumor, tejido sano, liquido y fondo, I € {ILiumor, Lsano, Liiquidos L fondo} Obteniéndose los

resultados de la Gréafica 4.8.

1000

(a) (b)
Figura 4.8: (a) Seleccién de las curvas de distintas regiones (b) Se distinguen claramente los 4 grupos,

de abajo hacia arriba son: fondo, tejido sano, tumor y liquido.

La figura 4.8 sugiere que las curvas se pueden caracterizar por su valor inicial K; = G;(1) y
una medida de velocidad de relajaciéon muy sencilla V; = G;(1) — G;(7). El par (G, V) es el vector
aleatorio definido de €2 en R?, donde Q es el espacio de las curvas de relajacién. En la figura 4.9
se grafica el histograma de las observaciones del vector aleatorio (K;, V;)i=1., y en la figura [4.10

sus curvas de nivel.
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Figura 4.9: Histograma de las observaciones del vector aleatorio (K;, V;)i=1.n.
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Figura 4.10: (a) Curvas de Nivel del Hist. 1 (b) Regiones de los grupos en las Curvas de Nivel del Hist.
1.

En la figura4.10 se pueden observar las zonas de las curvas de nivel de los histogramas (CNHs)
que corresponden a las curvas de los distintos grupos descritos en la figura 4.8. Claramente se
distinguen las diferentes clases en regiones distintas del grafico. Para establecer algiin patrén de
comportamiento se realizan los mismos graficos correspondientes al corte 4 del paciente 2, los

cuales se muestran en la figura 4.11.
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VELOCIDAD DE RELAJACION
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() (d)
Figura 4.11: (a) Seleccién de las curvas de las distintas regiones del Corte 4 del Paciente 2 (b) Se

distinguen claramente los 4 grupos, de abajo hacia arriba son: fondo, tejido sano, tumor y liquido (c)

CNH del Corte 4 del paciente 2 (d) Regiones de los grupos en las CNH.

Al comparar las CNHs de ambos pacientes y las regiones de los distintos grupos
considerados se puede observar un patron de comportamiento y en donde la ubicacion de las zonas
de cada clase en ambos gréaficos son similares. Ahora bien, con las curvas indexadas en I;ymor,
Tsano, liiquidzo Y Ifondo S€ entrena una mdéquina de soporte vectorial en cada caso con el fin de
identificar el tumor el tejido sano y el liquido en los cortes mencionados de ambos pacientes.
Dichas maquinas son alimentadas con los valores de las curvas de relajacién obtenidas en el
espacio de componentes principales, es decir, se realiza un analisis de componentes principales en
cada caso para disminuir la dimensionalidad del problema, de ocho a tres, de manera de reducir

el tiempo de entrenamiento y de visualizar los vectores de entrada espacialmente.
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Al aplicar esta técnica en los cortes de los dos pacientes mencionados anteriormente se
obtienen en cada caso los valores de su matriz G en un espacio donde las primeras
columnas (componentes principales) contienen la mayor cantidad de informacién, es decir, son
aquellas cuyas varianzas reinen generalmente un 99 % o més de la variabilidad de los datos; por
esta razon el resto de las componentes se desechan. En la figura [4.12/ se puede observar que las
tres primeras componentes principales en los dos casos estudiados estan por encima del 99 %.
Esto permite entonces alimentar las maquinas de soporte vectorial con vectores de R? en lugar

de vectores de R8.

100% T T —

190% 190%

©
=]

180% 180%

@
S

170% 170%

~
=]

160% 160%

-3
S

150% 150%

140%

IS
S

—140%

VARIANZA EXPLICADA (%)
VARIANZA EXPLICADA (%)
a
=]

130% 130%

)
S

120% 120%

N
=]

110% 110%

[
)

0% 0%
1 2 3 1 2 3

COMPONENTE PRINCIPAL COMPONENTE PRINCIPAL

o

(a) (b)

Figura 4.12: (a) Componentes Principales del Corte 4 del Paciente 1 (b) Componentes Principales del
Corte 4 del Paciente 2.

Por otro lado, en las CNHs del corte 4 de los pacientes 1 y 2 (figuras 4.10 y 4.11
respectivamente), se observa que en el ultimo aparece un pico en la parte superior que no existe
en el primero, y el cual no estda dentro de las regiones identificadas por las curvas de relajacion
seleccionadas. En la figural4.13 se muestra en blanco la region de la imagen que el pico representa,
se observa que corresponde a tejido alrededor del hueso, de manera que este pico se considera
como tejido sano, por lo que se toman curvas de relajacién del mismo para entrenar la maquina

de soporte vectorial correspondiente al paciente 1, ademas de las mencionadas anteriormente

(figura 4.11)).
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Figura 4.13: (a) CNH del corte 4 del paciente 1(b) Regién de la imagen del pac. 1 correspondiente a la

zona considerada de las CNH.

4.3.2. Validacion de los Patrones de Comportamiento

Para validar el patrén de comportamiento encontrado en la seccién anterior se cuenta con las
iméagenes de distintos cortes de diferentes pacientes, donde se toman las curvas de relajaciéon
correspondientes a cada grupo directamente del grafico de las CNHs siguiendo el patréon
mencionado (ver figuras 4.10, 4.11/ y 4.13). Las mismas, de igual forma que en la seccién
anterior son consideradas en el espacio de componentes principales, donde se utilizan para
entrenar una maquina de soporte vectorial en cada corte considerado. Son relevantes solo las
tres primeras componentes principales en todos los casos, debido a que retinen mas del 99 %
de la informacién, es decir que los vectores de entradas de las méaquinas de aprendizaje estan

conformados por vectores de tres dimensiones.

En las figuras 4.14] y 14.15! se presentan las CNHs correspondientes a las imagenes del corte
5 de los pacientes 1 y 2, y del corte 4 de los pacientes 3, 4 y 5 y al lado de cada una,
siguiendo el patréon mencionado anteriormente se seleccionan las regiones del tumor, el tejido sano,
el liquido y el background, identificadas dentro de los rectdangulos de color rojo, verde, azul y negro

respectivamente.
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Figura 4.14: (a) CNHs de pacientes 1 y 2 del Corte 5 y del paciente 3 del Corte 4 (b) Seleccién de las

regiones de los grupos en las CNHs.
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Figura 4.15: (a) CNHs de pacientes 4 y 5 del Corte 4 (b) Seleccién de las regiones de los grupos en las
CNHs.

Del paciente 6 se disponen iméagenes de 8 cortes, cuyas CNHs se pueden observar en las figuras
4.16/ vy 4.17, donde se nota la variaciéon de un corte a otro. Se toma el corte 4 para entrenar una
maquina de soporte vectorial con el fin de identificar los distintos tejidos en dicho corte. Los

datos de entrenamiento y validacién se selecciona seguiin el patrén mencionado anteriormente en

las CNH.
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Figura 4.17: CNHs del paciente 6 de cortes 7y 8.

Se cuenta con las imagenes de los pacientes 7 y 8 del corte 4, la figura 4.18 representa las

CNHs de las imagenes y se observa que la regién del tumor no estd muy claro como en los casos

anteriores. Con el objeto de distinguir mejor los grupos, se observan en la figuran [4.19 las curvas

de relajacién que se caracterizan por el vector aleatorio (K, V). En ellas se observa que el valor

de la cuarta imagen es relativamente distinto para cada grupo, lo que sugiere redefinir la variable

K como el valor de la cuarta imagen en lugar del valor de la primera (K4), y construir los dos

histogramas correspondientes a las observaciones del nuevo vector conjunto (Ky;, V;)i=1.n-
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Figura 4.18: CNHs de pacientes 7 y 8 del corte 4 .
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Figura 4.19: Curvas de relajacion de los distintos grupos de los pacientes 1 y 2 del corte 4 .

Tomando las curvas de nivel de los nuevos histogramas se distinguen mejor las regiones del
tumor y el tejido sano (ver figuras [4.20/ y 4.21), las maquinas de soporte vectoriales en estos
casos se construyen con los valores de las curvas de relajacién tomadas en las nuevas CNHs,
manteniendo el mismo patréon donde se seleccionan las regiones de los distintos grupos

identificadas con los rectangulos de distintos colores que se observan en las figuras mencionadas.
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Figura 4.20: (a) CNH del corte 4 del paciente 8 (b) Seleccién de las regiones de los grupos en las CNH.
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Figura 4.21: (a) CNH del corte 4 del paciente 8 (b) Seleccién de las regiones de los grupos en las CNH.



Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

En este tdltimo capitulo se muestran y analizan las segmentaciones de las iméagenes de
resonancia magnética obtenidas de las distintas méaquinas de soporte vectorial en base a
la informacion extraida de los procesos de entrenamiento y validacién. Posteriormente se
presentan las conclusiones que derivan del analisis y algunas recomendaciones que se consideran

convenientes.

5.1. Resultados

Las segmentaciones de los distintos cortes de los diferentes pacientes obtenidas de las
maquinas de soporte vectorial descritas en el capitulo anterior se presentan a continuacion. Cada
segmentacion se acompana de la primera imagen original del corte considerado, las CNH, el mapeo
de las distintas regiones generadas por la MSV en las CNH y los vectores de T2 del corte en el
espacio de componentes principales. En la mayoria de los casos se muestran las segmentaciones
obtenidas por el Dr. Miguel Martin, et al. [13], con el fin de visualizar los resultados. Por otro
lado, la cantidad de datos utilizados para disenar cada maquina de aprendizaje y los pardmetros
de entrenamiento 6ptimos de las mismas se resumen en tablas presentadas junto con las demas

figuras. Cabe destacar que en la construccion de las maquinas se utiliza el kernel gaussiano.
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Figura 5.1: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 1 con la MSV disenada (b) Segmentacién del

profesor Martin, et al. (¢) Imagen original (d) CNH (e) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV

en las CNH (el color negro representa al liquido) (f)(g) Vectores de T2 en el espacio de componentes

principales identificados con un color segtn la salida generada por la MSV.
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9] 1.0 | 1000 | 10380 0 100% | 100% | 100 % 19 21
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 3.0 | 1000 | 9331 0 100% | 100% | 100 % 35 29
Liquido vs R. 1.9 3.0 | 1000 | 1494 0 100% | 100% | 100 % 3 9

Tabla 5.1: Parametros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 1.
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Figura 5.2: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 2 con la MSV disenada (b) Segmentacién del

profesor Martin, et al. (¢) Imagen original (d) CNH (e) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en
las CNH .
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.91] 04 | 460 9106 0 100% | 100% | 100 % 60 91
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 15.0| 1000 | 8250 0 100% | 100% | 100 % 336 24
Liquido vs R. 1.9 | 10.0| 1000 | 2807 0 100% | 100% | 100 % 25 2

Tabla 5.2: Parametros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 2.
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(a) (b)
Figura 5.3: (a)(b) Vectores de T2 del corte 4 del paciente 2 en el espacio de componentes principales

identificados con un color segun la salida generada por la MSV.

En las figuras anteriores se observan las segmentaciones del corte 4 de los pacientes 1y 2, muy
similares a las obtenidas por el profesor Martin, et al [13]. Las regiones activadas de cada grupo
en las CNHs siguen el patrén descrito en el capitulo anterior. En las tablas de los parametros
optimos de las maquinas de aprendizaje se observa que se obtuvo un porcentaje de patrones
bien clasificados del 100 %. El uso del ACP permite visualizar los vectores de T2 de cada corte
en sectores distintos de R? segin las clases generadas por las MSVs (figuras 5.1 f, g y 5.3).
Los resultados del corte 5 de los pacientes 1 y 2 se observan en las figuras 5.4 y 5.5, donde los
vectores de entrenamiento se tomaron directamente de las regiones de las CNH segun el patrén
mencionado, a diferencia de los casos anteriores que se tomaron de acuerdo a las segmentaciones

del profesor Martin, et al [13].
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Figura 5.4: (a) Segmentacién del corte 5 del paciente 1 con la MSV disenada (b) Imagen original (c)
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.91] 4.0 | 1000 | 111533 | 9 99.99% | 100% | 99.99 % 181 17
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 10.0| 1000 | 97243 0 100% | 100% | 100 % 80 16
Liquido vs R. 1.9 3.0 | 1000 | 49301 0 100% | 100% | 100 % 7 13

Tabla 5.3: Pardmetros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 5 del paciente 1.

1 2 3 4 % Clase

1 0 0 0 0 100 %

2 9 0 0 0 99.98 %

3 0 0 0 0 100 %

4 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.99 %

Tabla 5.4: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 5 del paciente 1.

Las MSVs del corte 5 de los pacientes 1 y 2 correspondientes al tumor (ver tablas 5.3 y [5.5)
clasifican correctamente los patrones de validacion en un 99.99 % en ambos casos y un 100 % las
maquinas restantes que identifican a los otros tejidos y generan las segmentaciones mostradas
en cada caso en las figuras 5.4/ y 5.5 respectivamente. Ambas segmentaciones son ligeramente
distintas a las obtenidas en el corte 4, en el paciente 1, la region del tumor es mas grande.
Ademas, se confirma el patréon descrito en el capitulo anterior en las CNH, donde se activan las
mismas regiones para cada grupo. Por otro lado, en las tablas mencionadas se puede observar el
nimero de errores que cometen las MSVs en cada caso. Para conocer a que clase pertenecen los
patrones involucrados en los errores y la clase erronea que genera cada maquina de aprendizaje,
se crea la matriz de rendimiento, cuya entrada ubicada en la fila i y columna j corresponde al
nimero de patrones de la clase i que la maquina clasifica en la clase j (las clases 1, 2, 3 y 4
corresponden al tumor, tejido sano, liquido y fondo respectivamente). La matriz de rendimiento
se construye al introducir en la MSV los datos cuyas clases estan identificadas. En el paciente 1

se observa que la maquina clasificd 9 vectores de T2 de tejido sano como tumor.
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Figura 5.5: (a) Segmentacién del corte 5 del paciente 2 con la MSV disenada (b) Imagen original (c)

CNH (d) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en las CNH (e)(f) Vectores de T2 en el espacio

de componentes principales identificados con un color segin la salida generada por la MSV.



5.1 Resultados 73

Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9] 2.0 | 1000 | 104618 | 8 99.99% | 99.82%| 99.83 % 65 13
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 10.0| 1000 | 103558 7 99.99% | 99.99%| 100 % 361 19
Liquido vs R. 1.9 3.0 | 1000 | 51193 0 100% | 100% | 100 % 4 13

Tabla 5.5: Parametros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 5 del paciente 2.

1 2 3 4 % Clase

1 0 1 0 0 99.91 %

2 7 0 6 0 99.98 %

3 0 0 0 0 100 %

4 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.99 %

Tabla 5.6: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 5 del paciente 2.

En la parte que sigue se muestran los resultados de las MSVs que segmentan al corte 4 de
los pacientes 3, 4, 5 y 6, donde los datos de entrenamiento y validacion se toman directamente

de las CNHs segun el patréon descrito en la metodologia.

(b)
(a) ()

Figura 5.6: (a) Segmentacion del corte 4 del paciente 3 con la MSV disenada (b) Segmentacion del

profesor Martin, et al. (¢) Imagen original.
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Figura 5.7: (a) CNH del corte 4 del paciente 3 (b) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en las

CNH (c)(d) Vectores de T2 en el espacio de componentes principales identificados con un color segin

la salida generada por la MSV.

Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9] 3.0 | 1000 | 94567 18 1 99.98% | 100% | 99.98 % 787 18
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 5.0 | 1000 | 93648 0 100% | 100% | 100% 258 17
Liquido vs R. 1.9] 2.0 | 1000 | 61119 0 100% | 100% | 100% 6 27

Tabla 5.7: Pardmetros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 3.
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1 4 % Clase
1 0 0 100 %
2 17 0 99.95%
3 1 0 99.98 %
4 0 0 100 %
% de Clasificacién General 99.98 %

Tabla 5.8: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 3.
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Figura 5.8: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 4 con la MSV disenada (b) Imagen original

(c) CNH (d) Segmentacién obtenida por el profesor Martin, et al. (e) Mapeo de las distintas regiones
obtenidas por la MSV en las CNH .
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9 ] 10.0] 1000 | 84047 28 199.97% | 100% | 99.97% 686 10
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 20.0| 1000 | 81983 0 100% | 100% | 100 % 452 25
Liquido vs R. 1.9 | 30.0| 1000 | 33264 0 100% | 100% | 100% 118 16

Tabla 5.9: Parametros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 4.

Tabla 5.10:

3ra. CP.

(a)

1 2 3 4 % Clase
1 0 0 0 0 100 %
2 25 0 0 0 99.95%
3 3 0 0 0 99.72%
4 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.97 %

Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 4.
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identificados con un color segun la salida generada por la MSV.
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Figura 5.9: (a)(b) Vectores de T2 del corte 4 del paciente 4 en el espacio de componentes principales
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Figura 5.10: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 5 con la MSV disefiada (b) Segmentacion del

profesor Martin, et al. (c) Imagen original (d) CNH (e) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV

en las CNH (f)(g) Vectores de T2 en el espacio de componentes principales identificados con un color

segun la salida generada por la MSV.
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.91] 2.0 | 800 | 80681 41 1 99.95% | 98.99%| 99.96 % 2720 13
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 10.0| 1000 | 75133 0 100% | 100% | 100 % 222 26
Liquido vs R. 1.9 ] 20.0| 1000 | 37031 0 100% | 100% | 100 % 99 11

Tabla 5.11: Pardmetros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 5.

1 2 3 4 % Clase

1 0 5 0 0 99.44 %

2 2 0 0 0 99.99 %

3 34 0 0 0 98.86 %

4 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.99 %

Tabla 5.12: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 5.

(b)
(a) ()

Figura 5.11: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 6 con la MSV disenada (b) Segmentacién del

profesor Martin, et al [13]. (c¢) Imagen original.
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Figura 5.12: (a) CNH del corte 4 del paciente 6 (b) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en las

CNH (c)(d) Vectores de T2 en el espacio de componentes principales identificados con un color segin

la salida generada por la MSV.

Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9] 1.0 | 1000 | 94536 19 199.98% | 99.85 %] 99.98 % 46 43
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 2.5 | 1000 | 92011 0 100% | 100% | 100% 43 25
Liquido vs R. 1.9 3.0 | 1000 | 37269 0 100% | 100% | 100% 3 13

Tabla 5.13: Pardmetros de aprendizaje 6ptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 6.
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1 2 3 4 % Clase

1 0 3 0 0 99.88 %

2 16 0 0 0 99.97 %

3 0 0 0 0 100 %

1 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.98 %

Tabla 5.14: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 6.

Se puede observar que las segmentaciones del corte 4 de los pacientes 3,4,5 y 6 son muy
similares a las obtenidas por el profesor Martin, et al [13]. Estas segmentaciones fueron obtenidas
por las MSVs con solo 1000 vectores de entrenamiento, aproximadamente 1% de los vectores de
T2 que conforman cada corte. En las figuras 5.7, 5.8, [5.10 y 5.12/ se muestran en las CNHs las
regiones creadas por cada MSV correspondientes a los distintos tejidos. En estas se observan
zonas de transiciéon donde en un mismo punto se identifican tejidos diferentes, caracterizadas por
puntos de colores y formas distintas. Esto ocurre porque cada punto de las CNHs representa a

un conjunto de vectores de T2, que son clasificados en clases diferentes.

El porcentaje de patrones bien clasificados sobre los datos de validacion de cada una de estas
maquinas de aprendizaje es mayor que el 99.9 %, en sus matrices de rendimiento se observa que
los pocos errores que presentan corresponden a vectores identificados como tejido sano que son

confundidos con tumor, salvo el paciente 5, donde el liquido es confundido con tumor.

A continuacion se presentan los resultados de las MSVs que segmentan el corte cuatro de
los pacientes 7 y 8. Como se menciond en el capitulo anterior, las CNHs de estos pacientes
corresponden a histogramas bidimensionales del vector aleatorio (K4, V') donde K, corresponde
al valor de la cuarta imagen, a diferencia de los casos anteriores que consideran el valor de la
primera imagen. Por esta razén el histograma cambia un poco, sin embargo mantiene el mismo

comportamiento; por lo que se toman los datos de entrenamiento y validacién siguiendo el patron.
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Figura 5.13: a) Segmentacién del corte 4 del paciente 7 con la MSV disefiada (b) Segmentacién del
profesor Martin, et al. (c) Imagen original (d) CNH (e) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV
en las CNH (f)(g) Vectores de T2 del corte 4 del paciente 7 en el espacio de componentes principales

identificados con un color segun la salida generada por la MSV
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Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9] 4.0 | 800 | 47671 7 99.99% | 100% | 99.99 % 9 17
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 10.0| 1000 | 76607 0 100% | 100% | 100 % 1609 31
Liquido vs R. 1.9 | 15.0| 1000 | 39815 0 100% | 100% | 100% 464 18

Tabla 5.15: Pardmetros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 7.

3 4 % Clase
1 0 0 100 %
2 0 0 99.98 %
3 0 0 100 %
4 0 0 100 %
% de Clasificacién General 99.99 %

Tabla 5.16: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 7.

(a)

Figura 5.14: (a) Segmentacién del corte 4 del paciente 8 con la MSV disenada (b) Segmentacién del

profesor Martin, et al. (c¢) Imagen original.

(b)
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Figura 5.15: (a) CNH (b) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en las CNH (c)(d) Vectores de

T2 en el espacio de componentes principales identificados con un color segin la salida generada por la

MSV.
Pat. Pat. Error 1ere 2da Vectores
Entrenamiento A g % Val. Iteraciones
Ent. Val. Val. Clase | Clase Soporte
Tumor vs R. 1.9 3.0 | 1000 | 103583 3 99.99 % | 99.65%| 99.99 % 740 18
Tejido Sano vs R. | 1.9 | 1.5 | 1000 | 102627 0 100 % 100% | 100 % 76 13
Liquido vs R. 1.9] 4.0 | 1000 | 50316 0 100 % 100% | 100 % 38 15

Tabla 5.17: Pardmetros de aprendizaje éptimos de la MSV que segmenta al corte 4 del paciente 8.



5.2 Conclusiones 84

1 2 3 4 % Clase
1 0 0 1 0 99.87%
2 1 0 0 0 99.99 %
3 1 0 0 0 99.98 %
4 0 0 0 0 100 %

% de Clasificacién General 99.99 %

Tabla 5.18: Matriz de rendimiento de la MSV del corte 4 del paciente 8.

En las tres figuras anteriores se observan los resultados de los dos tltimos pacientes, donde
se nota el mismo patrén estudiado. El hecho de considerar las CNHs correspondientes al vector
(K4, V) permite visualizar mejor la zona entre el tejido sano y el tumor. Las segmentaciones
de nuevo son muy parecidas a las obtenidas por el profesor Miguel Martin, et al. [13], con un
porcentaje de efectividad de las maquinas muy alto. Ademads los vectores de relajacién de cada
tejido (identificados por las MSVs) en el espacio de componentes principales se ubican en regiones

distintas (5.13/y [5.15)).

5.2. Conclusiones

Esta tesis permitié desarrollar procesos de segmentacion de imagenes de resonancia magnética
cerebrales potenciadas en T2, mediante la utilizacion de maquinas de soporte vectorial.
En el preprocesamiento de los datos se utiliza ACP para eliminar errores aleatorios y
sistematicos presentes en las imagenes y se reescriben los datos con las tres primeras componentes
principales que retinen mas del 99 % de la informacion. Si persisten algunas curvas de relajacién

que no son decrecientes, se aplica una regresion exponencial.

Se caracterizan las curvas de T2 por los vectores aleatorios (K, V) y (K4, V), donde K y
K, representan respectivamente el valor de la primera y la cuarta imagen de un corte y V la
velocidad de relajacion definida por la diferencia de la primera y la séptima imagen. Las
curvas de nivel de los histogramas conjuntos de las observaciones de diferentes cortes de distintos

pacientes presentan un patrén similar de comportamiento y se pueden establecer regiones de R?
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que caracterizan a los tejidos.

Sano

Liquido

Liquido

Valor Inicial Valor de la Cuarta Imagen

Figura 5.16: Regiones de los distintos tejidos en las CNHs

La presencia de una joroba en la zona del tejido enfermo de las CNHs indica la presencia del
tumor pero no la ubicacién(ver figura 5.16). Aunque en la imagen sea dificil detectar el tumor a
simple vista, en las curvas de nivel se pueden presentar puntos que indiquen la existencia de un

tumor.

Este patron permite entrenar las MSVs sin la ayuda de un experto. A los vectores de T2
se les aplica un ACP para disminuir su dimensién de 8 a 3 ya que las 3 primeras componentes
contienen mas del 99 % de la informacién. Se disenan las maquinas para delimitar el tumor en
las imagenes junto con el tejido sano y el liquido con los datos de entrenamiento escogidos en las

regiones que indica el patron establecido.

Los porcentajes de vectores bien clasificados dentro de la datos de validaciéon de todas las
MSVs construidas superan el 99.9 %; y las segmentaciones obtenidas son muy similares a las
realizadas por el Dr. Miguel Martin, et al, descritas en un trabajo de su autoria [13], donde
utiliza espectroscopia proténica en vivo y relaxometria. Ademas, el mapeo de las regiones de los
distintos tejidos en las CNHs mediante las MSVs establecen claramente las zonas de cada tejido,

donde se visualizan zonas de transicion que comparten tejidos diferentes.
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5.3. Recomendaciones

Entre las recomendaciones que surgen de este trabajo se pueden mencionar las siguientes:

- Las zonas de transicién entre tejidos generada por las MSVs en las CNHs, caracterizadas
por figuras solapadas de distintos colores, se podrian definir mas detalladamente tomando mas
pequeno el tamano de las celdas en la construccién del histograma de las variables (K, V) y
(K4, V), lo que permite representar menos datos por cada celda del histograma. Esto no se

realiz6 debido a que implica imégenes mas pesadas y mas tiempo en su elaboracion.

- Los resultados oOptimos obtenidos de los dos ultimos pacientes, donde en sus
histogramas conjuntos se utiliza el valor de la cuarta imagen de los cortes sugieren construir
todos los histogramas de esa manera y desarrollar la metodologia presente en este trabajo para
segmentar las imagenes de resonancia magnética y comparar los resultados con los obtenidos al

utilizar la primera imagen.

-Con una gran cantidad de imégenes se podria dar una distribuciéon conjunta mas precisa del
vector (K4, V'), que daria la posibilidad en cada imagen de asignar probabilidad al tejido enfermo

y afinar los limites entre tejidos en la figura 5.16.
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Zonas de Transicion

En los resultados se muestran las regiones creadas por cada MSV en las CNHs
correspondientes a los distintos tejidos. Una celda de un histograma puede contener varios
pixeles que a su vez pueden ser clasificados en tejidos diferentes. Estas celdas
representadas en las CNHs como puntos forman las zonas de transicién entre tejidos; las cuales se
caracterizan por puntos de colores y formas distintas, solapados entre si. Por sugerencia del
profesor Miguel Martin, se identific6 con un color cada zona de transicién en las CNHs, con
la finalidad de visualizarlas claramente. Ademds, las zonas de transiciéon entre tejido sano y
tumor; y de liquido y tumor se muestran en las segmentaciones de las imagenes estudiadas. A

continuacion se presentan los graficos mencionados para cada paciente.
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Figura 5.17: (a) Mapeo de las regiones obtenidas por la MSV en las CNH del corte 4 del paciente 1
(b) Segmentacién del corte 4 del paciente 1, y del corte 5 del paciente 1 con regiones de transicién entre

tejidos .
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Figura 5.18: (a) Mapeo de las regiones obtenidas por las MSVs en las CNHs del corte 4 del paciente

2, y del corte 5 de los pacientes 1y 2 (b) Segmentacién del corte 4 del paciente 2, y del corte 5 de los

pacientes 1 y 2 con regiones de transicién entre tejidos .
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Figura 5.19: (a) Mapeo de las regiones obtenidas por las MSVs en las CNHs del corte 4 de los pacientes

3,4y 5 (b) Segmentaciones del corte 4 de los pacientes 3, 4 y 5 con regiones de transicién entre tejidos.
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Figura 5.20: (a) Mapeo de las regiones obtenidas por las MSVs en las CNHs del corte 4 de los pacientes

6, 7y 8 (b) Segmentaciones del corte 4 de los pacientes 6, 7 y 8 con regiones de transicién entre tejidos.
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