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INTRODUCCION

El objetivo principal de este trabajo de grado es, por sugerencia del Dr. Nelson
Merentes, estudiar algunas ecuaciones integrales no lineales con soluciones en el espacio
de las funciones de variacién acotada en sentido de Jordan. Las funciones de variacion
acotada aparecen con frecuencia como soluciones de muchas ecuaciones integrales no
linales, las cuales describen fenémenos fisicos concretos. Las ecuaciones integrales forman
una parte importante y significante en el analisis matematico y sus aplicaciones a proble-
mas del mundo real ( Ver [1],[5],[6],[14],[15],(22],[32]). La idea de plantearnos el objetivo
de esta tesis de grado la motivé la lectura del articulo de Dariusz Bugajeswski [11], en
el que se demuestan teoremas de existencia y unicidad para soluciones de variacién aco-
tada continuas de las ecuaciones integrales de Hammerstein y Volterra-Hammerstein. La
ecuacion integral de Hammerstein aparece en los fenémenos fisicos no lineales, tales como
la dindmica de fluidos electro-magnéticos, en la reformulacion de problemas de contorno
con condicién de contorno no lineales del tipo Hammerstein ([22],[28]).

En 1881, el matemético frances Camille Jordan (ver [23]) introduce la nocién de
funcién de variacién acotada en un intervalo acotado [a, b], demostrando que toda funcién
u : [a,b] = R tiene variacién acotada en [a, b] si y s6lo si, u es la diferencia de funciones
mondtonas, obteniendo el resultado de Dirichlet (ver [18]), para estas funciones. Es decir,

que toda funcién de variacién acotada en [—m, 7|, tiene serie de Fourier convergente en
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todo punto de [—m,7|. Este resultado es conocido como el criterio de Dirichlet-Jordan

sobre la convergencia de la serie de Fourier. La nocién de variacién acotada ha sido objeto

de muchas generalizaciones por varios matematicos en los ultimos tiempos (Ver [30]).
En términos generales, una ecuacién integral es aquella en donde la incégnita es una

funcién que se encuentra en la parte integral de dicha ecuacién. Algunos ejemplos son:

/0 K(z,y)o(y) dy = f(x) (0.1)

o) + / Kz, 9)é(y)dy = f(z). (0.2)

En estas ecuaciones la funcién ¢ es la incégnita y a la funcién K se le denomina
el nucleo, donde [ es una funcién dada. A las ecuaciones (0.1) y (0.2) se les deno-
minada ecuaciéon integral de Fredholm de primera y segunda especie, respectivamente.
Estas ecuaciones reciben su nombre en honor a el matematico sueco Erik Ivar Fredholm
(1866-1927), quien hizo un estudio sistemdtico de este tipo de ecuaciones (ver [33]). Este
tipo de ecuaciones encuentran aplicaciones en la electroestatica y la teoria de potencial
(ver [33]).

En el ano 1673 el fisico y matemadtico Cristian Huygens (ver [26]), publicé en su
Tratado sobre la Teoria de Relojes de Péndulo, el siguiente descubrimiento: “El tiempo
que tarda una particula de masa m en deslizarse sobre un arco de cicloide entre dos puntos
distintos, es independiente del punto en que inicie su movimiento”. Este descubrimiento
se le conoce como la Propiedad Tautécrona de la cicloide o problema tautocrono. Los
estudios de Huygens acerca de la construccion y propiedad de las curva cicloide, tractriz,
logaritmica, etc., pronto fueron conocidos por los matematicos de fines del siglo XVII,
propiciando que algunos resultados se profundizaran o generalizaran, tal es el caso de
Johann Bernoulli (ver [25]), quien planteé en 1696 un problema més general que la

propiedad tautocrona, conocido como el problema de la Braquistécrona que esencialmente
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dice: “Entre todas las curvas suaves en un plano vertical que unen dos puntos distintos
A y B, construir aquella, a lo largo de la cual una particula de masa m, que se desliza
sin friccion, y bajo la accion de la gravedad, tarda el menor tiempo”.

Huygens, Leibniz, Newton, Johann y Jacob Bernoulli entre otros, resolvieron de dis-
tinta formas el problema de la braquistécrona y en particular, el problema tautécrono,
utilizando ingeniosos métodos heuristicos, mecanicos y geométricos. Esas soluciones gene-
raron discusiones, polémicas, controversias y hasta desafios entre éllos, propiciando no-
tablemente el desarrollo de los métodos infinitesimales (ver [25], [33]). El trabajo de estos
cientificos, particularmente los de Johann Bernoulli, son senalados como el antecedente
de una de las més importantes ramas de las matemaéticas: el Célculo Variacional.

Pasaron mas de cien anos y el problema tautdcrono volvié a ser noticia cientifica, su
solucién, lograda por el matemadtico escandinavo Niels Henrik Abel (1802-1829), como
una aplicacion a las ecuaciones diferenciales e integrales y formé parte de sus primeros
trabajos de investigacion que publicé en 1823 (ver [25], [33]). Dicha solucién es senialada
como la primera aplicacién que abrio la puerta al formidable desarrollo de las Ecuaciones
Integrales.

Abel fue quien planteé el problema mas general, que consiste en hallar una curva
plana de tal forma que el tiempo de descenso desde una altura conocida, coincide con el
valor f(y) de una funcién dada. Usando el principio de conservacién de la energia, Abel

obtuvo la ecuacién integral.

fly) = /0 ' j% . y>0. (0.3)

Un tipo importante de ecuacion integral es la conocida como ecuacién de Volterra,
la cual fue presentada por el matemético italiano Vito Volterra (1860-1940) a finales del
siglo XIX. Estas ecuaciones integrales estan divididas en dos grupos (de primer y segundo

tipo). Una ecuacién de Volterra lineal de primer tipo es de la forma:

() = / K(t, s)u(s) ds, (0.4)
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y una ecuacion de Volterra lineal de segundo tipo es de la forma:

() = f(t) + / K(t, s)u(s) ds. (0.5)

En esta tesis consideraremos dos tipos de ecuaciones integrales no lineales: La ecuacion

integral no lineal de Hammerstein

x(t) = g(t) + )\/IK(t, s)f(x(s))ds parate I, X €R, (0.6)

y la ecuacion integral no lineal Volterra-Hammerstein

z(t) = g(t) —i—/o K(t,s)f(x(s))ds paracadate I, (0.7)

La ecuacién integral de Hammerstein [21] aparece en los fenémenos fisicos no lineales,
tales como la dindmica de fluidos electro-magnéticos, en la reformulacién de problemas
de contorno con condicién de contorno no lineal que se reducen a ecuaciones integrales
no lineales del tipo Hammerstein.

Esta tesis esta dividida en tres capitulos, los cuales se han subdividido en diferentes
secciones.

El Capitulo 1 es de caracter preliminar y en él recogemos toda la informaciéon que
hemos estimado necesaria conocer para una lectura de la tesis que permita su comprension
y la valoracién de los resultados aportados. Se da una breve introduccion del origen de
las ecuaciones integrales, incluyendo el concepto de ecuacion integral (Ver [26]), algunos
tipos de ecuaciones integrales [20] y la clasificacién de cada una de ellas, dentro de las
cuales se encuentran la ecuacion integral lineal de Volterra de primer tipo y segundo
tipo, y la ecuacién integral no lineal de Hammerstein [21], ademds de referirnos a algunos
problemas que motivaron el estudio de este tipo de ecuaciones, tales como el problema

de Tautéerona y la ecuacién de Abel (ver [25] y [33]), asi como el problema de Cauchy

31).
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En el Capitulo 2 exponemos la nocién de funcién de variacion acotada en un intervalo
la,b] , y varios resultados que caracterizan tales funciones, entre ellos el Teorema de Rep-
resentaciéon de Jordan y un resultado de Federer del anio 1969 (ver [19]) que involucra la
composiciéon de una funcién Lipschitz (exterior) con una monétona (interior). El resulta-
do de Federer nos motiva a exponer en la seccién (1.3) la actuacién en el caso auténomo
del Operador de Composicién en el espacio BV [a, b] de variacién acotada y desarrollamos
explicitamente el teorema de Josephy del afio 1981 (ver [24]) que establece condiciones
necesarias y suficientes en f : [a,b] — R de tal manera que el operador de composicién
F, asociado a f, actie en BV [a,b]. Las soluciones de muchas de las ecuaciones integrales
que describen fenémenos fisicos son con frecuencia funciones de variacién acotada.

En el Capitulo 3 se expone el resultado principal de este Trabajo de Grado que es el
formular condiciones que garanticen existencia y unicidad de las ecuaciones integrales no
lineales (0.6) y (0.7), estudiar las soluciones de las ecuaciones integrales no lineales (0.6)
y (0.7) en espacio de funciones de Variacién Acotada.

Para concluir esta introduccién de este trabajo, consideramos necesario decir que
esta tesis es de caracter expositorio. Para su realizacion estudiamos varios articulos de
investigacion escritos entre los anos 1998 y el 2000, algunos de estos articulos escritos
por: D. Bugajewska, D. Bugajewski, G. Lewicki, D. O "Regan, se pueden ver en ([9]- [12],
32)).



CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES INTEGRALES

En este primer capitulo se narra una historia muy breve de las ecuaciones integrales,
en el mismo se incluyen el concepto de ecuacion integral, algunas ecuaciones integrales

lineales y no lineales. También exponemos algunos ejemplo emblematicos.

1.1 Ecuaciones Integrales

El término de Ecuacion Integral fue utilizado por primera vez por Paul du Bois-
Reymond en 1888 (Ver [26]). En términos generales, una ecuacién integral es aquella
donde, por supuesto aparece una integral, la incégnita es una funcién que se encuentra

en la parte integral de dicha ecuacion. Ejemplos tipicos son:

/0 K (2, 9)é(y) dy = f(x) (L1)

ola) + / K (2, 9)é(y)dy = f(z). (1.2)

13
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En estas ecuaciones la funcién f y K son conocidasy ¢ es la incégnita. La funcién K
se le denomina el nicleo. A las ecuaciones (1.1) y (1.2) se les denomina ecuacién integral
de Fredholm de primera y segunda especie, respectivamente. Estas ecuaciones reciben
su nombre en honor a el matematico sueco Erik Ivar Fredholm (1866-1927), quien hizo
un estudio sistematico de este tipo de ecuaciones. La aplicacion de este tipo de ecuacion

integral se puede encontrar en problemas de la electroestatica y la teoria de potencial.

1.2 Algunos Ejemplos Emblematicos

1.2.1 El Problema de la Tautécrona y la ecuacién de Abel

Entre las primeras ecuaciones integrales en la historia de las matematicas se encuen-
tra la denominada ecuacion integral de Abel, la cual se origina del problema de la
tautéerona [25] y [33]. Este problema consiste en hallar una curva plana para la cual el
tiempo utilizado por un objeto que se desliza sin friccion, bajo el efecto de la gravedad,
desde su punto méas alto hasta el més bajo, es independiente de su punto de partida.
Aungque este problema fue resuelto por Huygens (ver [26]) en 1659, fue Abel en 1823 [25]
y [33], quien planteé el problema més general, que consiste en hallar una curva plana de
tal forma que el tiempo de descenso desde una altura conocida, coincide con el valor f(y)
de una funcién dada.

De manera méas precisa: una particula puntual se mueve bajo la accién de la fuerza
de la gravedad y describe una curva suave en un plano vertical. Se pide determinar esta
curva de modo que la particula puntual que comienza su movimiento sin velocidad inicial
en un punto de la curva cuya ordenada es x, luego alcance el eje £ al cabo de un tiempo
t = fi(x), donde fi(x) es una funcién dada.

La velocidad del punto en movimiento estd dada por la ecuacion:

v =1/2¢g(x —n)senf

donde 3 es el angulo de inclinacién de la tangente respecto al eje €.
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Figura 1.1: Curva de la Tautécrona.

Entonces tenemos

% = —v/2¢g(x — n)sen .

Separando variable, resulta

YT —_

(« —n)sen
Denotando por ¢(n) = —— e integrando desde 0 hasta x se obtiene la ecuacién de

sen 3
Abel

[ o).

Designando por f(z) = —v/2¢f1(z) , se obtiene definitivamente,

Yoo .
/0\/x—_77d77—f()

donde ¢(z) es la funcién incognita y f(x) es una funcién dada. Hallando ¢(n) se puede

escribir la ecuacién de la curva deseada. En efecto,

¢(n) = =1 =¢(f).
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Se tiene que

_ dn _ P(B)dS
~ tanf  tanp

dg

de donde

e- [TUL _0.0)

y por consiguiente, la curva buscada se determina por la ecuacién paramétrica

£=o1(B)
n=o(f).
De este modo, el problema de Abel se reduce a la resoluciéon de una ecuacién integral

del tipo (1.1), es decir

@) = /0 K Do(t) dt.

1.2.2 El Problema de Cauchy

En ecuaciones diferenciales un problema de Cauchy (Ver[16])(también llamado prob-
lema de valor inicial o PVI) consiste en resolver una ecuacién diferencial sujeta a unas
ciertas condiciones iniciales sobre la solucién cuando una de las variables que la de-
finen (usualmente, la variable temporal), toma un determinado valor (usualmente, ¢t = 0,
para modelar las condiciones del sistema en el instante inicial). El problema de Cauchy,
estd referido al conjunto de datos iniciales que deben conocerse para determinar con
unicidad la estructura de la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria 6 un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de cualquier orden que fueren. Para ecuaciones
diferenciales lineales el problema de Cauchy esta resuelto dado que se puede garanti-
zar la existencia y unicidad de la solucion si las funciones que definen el problema son

diferenciables con continuidad.
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Los problemas de Cauchy pueden formularse en términos de ecuaciones integrales
equivalentes a las ecuaciones diferenciales. Esto puede tener ventajas suplementarias:
las condiciones iniciales estan automaticamente incorporadas a través de los limites
de integracion y para problemas lineales se maneja un operador integral acotado (de
hecho, frecuentemente, un operador compacto), mientras que el operador diferencial del
problema planteado en términos de ecuaciones diferenciales es en general no acotado.
Esto ultimo permite considerar varios resultados conocidos para operadores compactos

para resolver un problema planteado en términos de ecuaciones integrales.

Una solucién del problema de Cauchy

u'(t) = f(t u)

U,(to) = Xy,

(1.3)

es una funcién continuamente diferenciable u : J — €2, definida en un subintervalo J

de (a, b) que contiene a ty, que satisface
u'(t) = f(t,u(t)) paratodote J wu(ty) = xo,

el punto (tp, zp) se llama la condicién inicial del problema (1.3).
Se demuestra que el problema (1.3) es equivalente a una ecuacién integral. Dada una

funcién continua f = (f1,---, fn) : [a,b] — R™, denotamos por

/abf(t)dtz (/abfl(t)dt,... ,/abfn(t)dt) R

al vector cuyas componentes son las integrales de las componentes de f.

Lema 1. u : [tg — 0,ty + 0] —> Q es solucion del problema de Cauchy (1.3) si y sdlo si

u es continua y satisface

t
u(t) = / f(s,u(s))ds+ xg para todo t € [tog— d,tg+ 4.
to
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Demostracion:
Esta afirmacion es consecuencia inmediata del teorema fundamental del Céalculo, apli-
cados a cada componente. En efecto, si u = (uy,--- ,u,) v f = (f1,---, fa), entonces u;

es continua y satisface
t
wlt) = / fi(su(s)) ds + o,
to

si y solo si u; es continuamente diferenciable y satisface

ui(t) = fi(t,u(t)), ui(to) = wo,

paracadai=1,---,n.

1.2.3 Equilibrio de una cuerda cargada

Este ejemplo fue tomado de (Petrovskii, G [33]). Consideremos una cuerda, esto es,
un hilo material de longitud [, que flexiona libremente, que ofrece una resistencia a la
dilatacién, proporcional a la magnitud de ésta; y manteniendo fijos los extremos de la

cuerda en los puntos =0y z =1.

Figura 1.2: Equilibrio de una cuerda cargada.

Entonces en la posicion de equilibrio, la cuerda coincide con el segmento 0 < x < [ del
eje x . Supongamos ahora, que en el punto x = £ se ha aplicado una fuerza vertical P =

P:. Bajo el efecto de esta fuerza la cuerda tomaria evidentemente la forma quebrada
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indicada en la figura 1.2. Busquemos la magnitud § de la flecha de la cuerda (méxima
elongacion de resistencia de la cuerda) en el punto £ de su posicién de equilibrio bajo la
accion de la fuerza P, aplicada en este punto. Si la magnitud de la fuerza P es pequena
en comparacion con la tension Ty de la cuerda sin carga, podemos aceptar que la tension
de la cuerda cargada sigue siendo 7} . Entonces, de la condicién de equilibrio de la cuerda

encontramos la igualdad siguiente:

0 g lﬁ(l 5)5
z — — sV 55
105 + Zol € Pe de donde, 9 N

Sea ahora u(x) la flecha de la cuerda en el punto = bajo la accién de la fuerza P .

Tenemos u(z) = PeG(z,§) donde

z(-§) 0<z<¢
Gz,&) =g ™

(l;:l)ﬁ é’ S T S L.

En particular, de estas formulas se ve inmediatamente que G(z,§) = G(&, z).

Supongamos ahora que sobre la cuerda actiia una fuerza distribuida continuamente a
lo largo de la cuerda con densidad P(&). Si esta fuerza es pequena, la deformacion otra vez
dependera linealmente de la fuerza, entre £y & + A& y es aproximadamente P(£)A(§)
y la forma de la cuerda cargada de este modo, por el principio de superposicion, sera

descrita mediante la funcion

ulz) = / G, )P(E) de. (1.4)

Luego, si estd dada la carga que actia sobre la cuerda la férmula (1.4) permite
encontrar la forma que toma la cuerda bajo la accién de la carga.

Consideremos ahora el problema reciproco. Hallar la distribucién de la carga P bajo
la cual la cuerda toma la forma prefijada u(z). Para encontrar la funcién P a partir
de la funcién dada u(z) obtenemos una ecuacién que coincide, salvo notaciones, con la

ecuacion

/ K(x,)6(t) dt + () = 0
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es decir, una ecuacion de Fredholm de primera especie.

1.2.4 Oscilaciones libres y forzadas de una cuerda

Este ejemplo fue tomado de (Petrovskii, G [33]). Supongamos ahora que la cuerda
no se encuentra en reposo y realiza ciertas oscilaciones. Sea wu(z,t) la posicién en el
momento t de aquel punto de la cuerda cuya abscisa esx y sea p la densidad lineal de
la cuerda. Entonces, sobre un elemento de la cuerda de longitud dx actida una fuerza de

0%u(x,t)

inercia igual a —=47~p dx , de donde

D*u(&,t)

P(f) = _T’O‘

Tomando (1.4) y sustituyendo P(&) se recibe que
l Pu(¢, 1)
u(z,t) = —/ G(%f)PT dg. (1.5)
0

Supongamos que la cuerda realiza oscilaciones arménicas de una frecuencia prefijada

w y de una amplitud u(z) que depende de x . En otras palabras, sea

u(z,t) = u(r) senwt.

Introduciendo esta expresion en (1.5) y dividiendo ambos miembros de la igualdad

por senwt , obtenemos la siguente ecuacion integral para wu :

u(x) = pu? / G, )u(€) de.

Si la cuerda no oscila libremente sino bajo la acciéon de la fuerza exterior, se rea-
lizan oscilaciones forzadas, se puede comprobar que la correspondente ecuacion de las

oscilaciones armonicas de la cuerda es de la forma

u(z) = pw2/0 G(z,§u(€) d§ + f(x),

es decir, se representa una ecuaciéon no homogénea de Fredholm de segunda especie (Ver

25]).
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1.3 Ecuaciones integrales de Volterra y
Hammerstein

Un tipo importante de ecuacion integral es la de Volterra, la cual fue presentada
por el matemadtico italiano Vito Volterra (1860-1940)[35] y sus estudios de este tipo de
ecuaciones publicadas a finales del siglo XIX. Estas ecuaciones integrales estan divididas
en dos grupos de primer y segundo tipo. Una ecuacion de Volterra lineal de primer tipo

es:

f(t):/ K(t,s)x(s)ds. (1.6)

Una ecuacion de Volterra lineal de segundo tipo es:

t
z(t) = f(t) +/ K(t,s)x(s)ds, (1.7)
que satisfacen las siguientes condiciones:

e Cada coordenada de los puntos t y s toman valores desde a hasta cierto ¢t > 0;

e K(t,s) =0, si por lo menos una de las coordenadas del punto s es mayor que la

correspondiente (es decir, la que tiene el mismo indice) del punto ¢.

Donde uno de los limites de integracién de la integral es variable, las funciones f(t) y
K(t, s) son funciones conocidas. K (t, s) se conoce como el kernel o nicleo de la ecuacién
integral.

Las ecuaciones integrales de Volterra se encuentran en Demografia, el estudio de los
materiales viscoelasticos, en problemas evolutivos en biologia, propagacién epidémica, la
neurofisiologia, la teoria de control, el estudio del comportamiento de reactores nucleares,
en matemética de seguros a través de la ecuacién de renovacién, entre otros (Ver [5] y
[20] ). Observe que en las ecuaciones (1.6) y (1.7) el limite de integracién superior es
variable; en cambio en las ecuaciones integrales de Fredholm (1.1) y (1.2), dichos limites

son constantes.
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Muchos problemas que surgen de la fisica, ingenieria, biologia, econémia, la relacion
con el trafico vehicular, la teoria del control éptimo, la computacion moderna, entre
otros., conduce a modelos mateméaticos no lineales descritos por ecuaciones integrales.
(Ver ([1], [14], [32]). Por ejemplo, la ecuacién integral de Hammerstein [21] aparece en
los fenémenos fisicos no lineales, tales como la dinamica de fluidos electro-magnéticos,
en la reformulacion de problemas de contorno con condicién de contorno no lineal que se
reducen a ecuaciones integrales no lineales del tipo Hammerstein. La forma candnica de

la ecuacion de Hammerstein es:

o) = / K, 0)f(t, 6(t)) dt + () (1.8)

para todo t € I = [a,b], donde K(x,t), f(t,u) y (x) son funciones dadas; siendo
¢(r) la funcién incognita. Esta ecuacién integral es del tipo Fredholm. Muchos métodos
diferentes han sido usados para aproximar la soluciéon de dichas ecuaciones integrales. En

particular, nuestro trabajo consideramos las ecuaciones de Hammerstein



CAPITULO 2

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE VARIACION
ACOTADA

En el presente capitulo se describe la nocién de funcién de variaciéon acotada en un
intervalo [a, b], introducida en el ano 1881 por Camille Jordan (Ver [23]), asi como también
se presentan algunas de las propiedades de éstas funciones. Ademds se expone el espacio

de las funciones Lipschitz y algunas propiedades y ejemplos del mismo.

2.1 Funciones de Variacion Acotada

Definicién 1 (Variacién acotada). Sean u : [a,b] — R una funcion y 7w :a =t; <

ty < -+ < t, =b una particion del intervalo [a,b], definimos:
V(u) = V(u;|a,b)) = Supz lu(t;) —u(tj—1)l,
T =

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones del intervalo
la,b]. Si V(u;[a,b]) < oo, decimos que la funcion w tiene variacion acotada o finita
en el intervalo [a,b]. Denotamos a la clase de las funciones de variacion acotada en el

intervalo [a,b] por BV [a,b].

A continuacién se presentaran algunos ejemplos que ilustran la definiciéon de BV [a, b].

23
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Ejemplo 1:

Consideremos ¢ € R y la funcién constante u, definida por
u(t) = ¢, para todo t € [a,b].

Asi, dada 7w :a =tg < --- < t,, = b una particién del intervalo [a, b], tenemos que

Vi(u) = V(u;[a,b]) = SQPZW(%)—U(%—OI

= sup Z lc — ¢
= 0.

Por lo tanto V' (u;[a, b]) = 0.

A continuaciéon daremos un ejemplo de una funcién continua que no es de variacion

acotada.

Ejemplo 2:
Consideremos la funcién u : [0,1] — R, definida mediante la siguiente expresion:

tsen(T), si 0<t<1

0 si t=0.

043

Figura 2.1: Funcién u(t).
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La funcién u es continua en [0, 1]. Por otra parte, dada la particién

{2 2 222,
TVt m -1 TRy [

Por otra parte dada la particién del intervalo [0, 1]. Se obtiene

jzi;w(tj) )l = [ - w0 +

ORI

«(3) )

- <2n—|—1

= 4((5rr) () o ()1 6

1
n+1

Luego como la serie E 5
n=1

S—1+1+1+ + L + L
"3 5 7 m—1 2n+1’

2 2
U —u
2n —1 2n—+1

- 2n+1+(2n—1 2n+1)+ "+(§+§>+<
el o))
)

es divergente, la sucesién de sumas parciales {S,}

)+

1

3

no estd acotada y ademdas V(u,|[0,1]) > S,. Considerando n suficientemente grande

obtenemos que u no es de variaciéon acotada.

Ahora exponemos otro ejemplo de una funcién que no es continua y no tiene variacion

acotada.

Ejemplo 3:

Consideremos u : [a,b] — R definida por
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1, si tesracional, tE€ [a,b]

0 si tesirracional, t € [a,b].

La funcion u es acotada y no es de variacién acotada. En efecto, sean n > 0 € Ny

[a,b] un intervalo cerrado en R. Vamos a construir una particion P = {tg,t1, - , 12}
n+2

de [a,b] tal que V(u,[a,b]) > g |u(t;) — u(t;—1)| > n, de la manera siguiente:
i=1
Definamos ¢y = a. Como entre dos cualesquiera nimeros reales existe un nimero
racional y uno irracional, escojamos ¢; como un numero irracional entre a y b, to como
un numero racional entre t; y b. Elegimos ty; como un nimero racional entre to; 1 y by
finalmente ¢,,,5 = b.
Asi hemos construido una particién que comienza con a, luego se alterna ntmeros

racionales e irracionales hasta que finalmente termina b. De esta manera,
n+2

V(u;[a,0]) > ZIU(ti)—U(ti—1)|

n+1

Z lu(t;) — u(tio1)|
= Julte) —u(t)| + - + [ultni1) — ults)]

= [1=0]4+[0—1]+---+|1—0]

v

= 1+ +1=n.

Por lo tanto, V'(u;[a,b]) es arbitrariamente grande, por lo tanto V' (u;[a,b]) = oo. Es
decir u no es de variacién acotada.
A continuacién enunciaremos y probaremos alguna propiedades conocidas e impor-

tantes de la clase de funciones que tienen variaciéon acotada en el intervalo [a, b].

2.1.1 Propiedades de las Funciones de variacién acotada

A continuacién se enuncian y demuestran algunas propiedades de las funciones de

variacién acotada, las cuales seran de gran utilidad en el proximo capitulo.
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Teorema 1 (Ver [8] o [7]). Para u € BV|[a,b] se cumple las siguientes propiedades:
a) V(u;[a,b]) > 0.
b) V(u;la,b]) =0 siy solo si, u= ctte.
¢) V(u;a, b)) = V(=u;[a,b]).
d) |u(a) = u(b)] < V(u;[a,0]).

e) u es acotada y ||u|les < |u(a)| + V(u;la,b]), donde ||lulloo = sup(u(t)), cont €
a, b].

f) V(u+wv;la,b]) < V(u;la,bl) + V(v;la,b)).
Demostracion:

Propiedad a)

Dado que |u(t;) —u(tj—1)| > 0 para cualquier j =0,1,--- ,n conn € N, se tiene que
V(u, [a,b]) = sup > fult;) — u(t; )| >0,
T =1

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones 7 :a =ty <t; <--- <t,=b

del intervalo [a, b].
Propiedad b)

Supongamos que V' (u, [a,b]) =0 y consideremos z,y € [a, b], entonces

u(z) = u(y)] < V(u,la,0]) = 0.

Luego u(z) = u(y), para todo z,y € [a, b]. Por lo tanto u es constante en el intervalo
[a, b].
Si la funcién u es constante en el intervalo [a, b, de la definicién de V' (u, [a, b]) resulta

que V(u, [a,b]) = 0.
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Propiedad c)

Consideremos u € BV [a, b]. Entonces,
V(—uifab]) = sup ) |(—u(ty) = (=u(ty-))|
T =1
= sup Y | —u(ty) +u(tj)|

= Supz |u(t;) — u(tj—1)|
T =1
= V(u,|a,b]).
Propiedad d)

Consideremos la particién 7, definida por m,; : @ =ty < t; = b del intervalo [a, b] ¥

de la definicién de variacion, se tiene que

|u(b) = u(a)] <V (u;a, b]).

Propiedad e)
Sea t € [a,b]. Como la funcién u tiene variacién acotada en el intervalo [a, b], tenemos
que:

u(t) = u(a)| + |u(b) — u(t)| < V(u;la,0]), t€[a,b].

Por lo tanto:

lu(t) —u(a)] < V(u;la, b)), te€la,b].

Es decir:
[u(®)| < |u(a)| + V(u;[a,b]), tE€a,b], (2.1)

luego la funcién u es acotada en el intervalo [a, b].

Observacion: En lo que sigue, si una funcién v : [a, b] — R es acotada denotaremos

por ||u||« €l supremo de |u(t)| con t € [a,b]. Usando esta notacién la desigualdad (2.1)
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de la propiedad anterior, se transforma en
|ulloe = sup |u(t)| < |u(a)| + V (u;[a, b]).
tela,b]
Propiedad f)
La variacién es subaditiva, es decir,
V(u+ v;la,b]) < V(u;la,b]) + V(v;la, b)), Vu,v € BV]a,b]
para u,v : [a,b] — R.
En efecto, para u,v € BV|[a,b] se considera
Viutoifab]) = sup > +v)(t) = (u+0)(t; 1)
s =1
= sup Y |(u(ty) + v(ty) — ult;1) — v(t;-)]
s jzl
= SHPZ |(u(t;) — u(tj-1)) + (v(t;) — v(t;-1))]
< supzm —ujlr+sup2|v )l
= V(u, [a, b)) + V(v,[a,b]).
|

En lo que sigue mostraremos otra propiedad de las funciones de variacién acotada:

Proposicién 1.

Dada una funcion u : [a,b] — R, mondtona entonces:

V(us[a,0]) = |u(b) —u(a)l.
Demostracion:
Dada 7 :a =ty < --- < t, = 0 una particién del intervalo [a,b], si la funcién es
monotona creciente, entonces:
V(usfa, b)) = Y fulty) —ultj)|
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Por lo tanto,
V(u) = u(b) — u(a) = [u(d) — u(a)|.

Ahora, si la funcién w : [a,b] — R es mondtona decreciente, usando el mismo

argumento anterior obtenemos que la variacién es:

V(u) = u(a) = u(d) = |u(a) = u(b)] = |u(b) — u(a)|.

A continuacién ilustraremos esta propiedad en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4:

Consideremos u : [a,b] — R una funcién tal que
u(t) =t", t€la,bl, a>0 ,neN,

donde t" es una funcién mondtona creciente para cualquier n € N. Luego, en virtud de
la Proposicién anterior, tenemos que V' (u;[a, b]) = |b" — a"|.

La siguiente proposicién nos senala que para determinar si una funcién tiene variacion
acotada en un intervalo [a,b], basta verificar que ella tiene variacién acotada en una

cantidad finita de subintervalos cuya reunién es [a, b].

Proposicién 2. (Ver [7]) Sea u una funcion de variacion acotada en [a,b] y sea ¢ € (a,b),
entonces
V(u, [a, b)) = V(u,[a,c]) + V(u,|cb]).
Demostracién:
Sea u € BV|a,b|, si existe ¢ € (a,b), tal que u € BVia,c] y u € BV]c,b]. Con-
sideremos 7 : a =ty < t; < -+ < t, = b una particién de |[a,b], entonces existe

Jj=12,---,n,tal que t;_; <x <t;. Luego:
n 7j—1
D lults) —u(tio)] <) fult) = ulti)| + lu(e) = ulty)| + [ult;) — u(c)]
i=1 =1

+ Z [u(t;) —u(ti-1)| < V(u,la,d) + V(u,[c,b]).
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Aplicando supremo en el miembro izquierdo de la desigualdad anterior obtenemos:

V(u,la, b)) < V(u,la, )+ V(ulcl]). (2.2)

En consecuencia u tiene variacién acotada en el intervalo [a,b] y se verifica la de-

sigualdad (2.2).

Demostraremos ahora que:
V(u,[a,b]) = V(u,|a,c]) + V(u,[c,b]).

Puesto que V (u,[a,c]) < ooy V(u,[c,b]) < oo, entonces dado € > 0, existen parti-
ciones my ta =ty <t <---<tp=c,y mMic=1t <tp <---<t, =>bdelos

intervalos [a, ¢| y [c, b], respectivamente, tales que:

i=k+1

Sumando miembro a miembro las desigualdades anteriores, resulta:

V(u,[a,c]) + V(u,[c,b]) —e < Z lu(t;) —u(ti—1)| < V(u,[a,b]).
Por lo tanto:

V(u, la,c]) + V(u,[c,b]) — e < V(u,[a,b]) para todo € > 0 y asi resulta que:
Viu,[a,c]) + V(u[e,b]) < V(u,a,b]). (2.3)

De las desigualdades (2.2) y (2.3), obtenemos:

V(u, [a,b)) = V(u,a,c]) + V(u,|cb]).

|
A continuaciéon demostramos que la clase de las funciones que tienen variacion acotada

posee estructura de espacio vectorial.
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Proposicién 3 (Ver [7]). BV[a,b] es un espacio vectorial sobre R.

Demostracién:
Sean u,v : [a,b] — R funciones de variacién acotada en el intervalo [a, b] y conside-

remos una particion 7 :a =ty < t; < --- < t,, = b del intervalo [a, b], entonces:

D lw+o)(t) = (wt o)1) = Z |(u(t;) = ultj—1)) + (v(t;) — v(t;1))]

< Z lu(t;) —ultj-1)| + Z [u(t;) — v(tj-1)]

< V(u)+ V(v).
Considerando el supremo en ambos miembros de la desigualdad anterior resulta que:
V(w+v;a,b]) < V(us[a, ) + V(o; [0, 5]).

Por lo tanto, la funcién u + v tiene variacién acotada en el intervalo [a, b].

Sea A € R, entonces:

n

Z|()\U)(tj)—()\u)(tj—1)| = > A (ulty) = u(tj1))|

J=1

= D fulty) — ultj-)l.
j=1
Considerando el supremo en ambos miembros de la igualdad anterior, resulta que:
V(s a,b]) = [AIV (s a, ).

Por lo tanto, la funcién Au tiene variacién acotada en el intervalo [a, b].

De lo anterior demostramos que el conjunto de funciones que tienen variaciéon acotada
en el intervalo [a,b] es un espacio vectorial. Ademéds el mismo posee una estructura de

algebra y de espacio normado con la norma:

llullpy = |u(a)| + V(uw), u € BV]a,b.
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Maés atn, el espacio BV[a,b] es un espacio de Banach.

En el siguiente teorema demostraremos que la funcién ||.||py es una norma sobre
el espacio de las funciones de variacién acotada. Mas aun este espacio normado es un

espacio de Banach.

Teorema 2 (Ver [7]). El espacio (BV]a,bl,||.||pv) es un espacio de Banach.
Demostracién:
En primer lugar veamos que (BV[a,b],||.||sv) es un espacio normado. Sean u,v €

BV]a,b] y A € R, entonces:
i) De la definicién de ||.||py se tiene que ||u||gy > 0.
ii) Supongamos que ||u||gy = 0, entonces
ua) + V(u, [a,0]) = 0,

lo cual es equivalente a |u(a)| = 0, V (u, [a,b]) = 0. Usando la propiedad b), resulta
que la funcién u es constante en el intervalo [a,b] y como u(a) = 0 se tiene que

u=0.Siu =0, en el intervalo [a, b], entonces es claro que ||u||gy = 0.

iii) De la definicién de ||.||py v la Proposicién 2, tenemos que:

Aullpy = [Au(a)| + V(Au; [a, b])

A fu(@)| + [V (u; [a, b])
= [A(lu(@)] + V(u; [a, b]))

= [Alllullsv.
iv) De las propiedades de la funcién | - | y la Proposicién 2, resulta que:
lutvlpy = lula)+v(a)] +V(u+v;[a,b])

< ula)] + V(us [a, b]) + [v(a)| + V(v; [a, b])
= Al (Ju(a)] + V(u; [a, 0]))

= |lullsv + |lv]Bv.
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De i), ii), iii) y iv) se tiene que (BV]a,b],||.||pv) es un espacio normado. De-
mostraremos ahora que el espacio (BV[a,b],||.||sv) es completo.

Sea {un}n>1 una sucesién de Cauchy en (BV[a,b],||.||pv) y demostraremos que la
sucesion {uy, },>1 converge en la norma ||.||py a una funcién u € BV|a, b].

En primer lugar veamos que:

sup V' (uy; [a, b]) < oo. (2.4)

n

Sea € >0, como {u,}p,>1 es una sucesiéon de Cauchy en (BV]a,b],||.||pv) existe

N > 0, tal que si n,m > N entonces ||u, — uy,||py < €, luego:
lun(a) — um(a)| + V(up — um; [a,b]) <€, mn,m > N.
En particular tenemos que:
V(up — up;a, b)) <€, n> N.

Por lo tanto, para toda particién 7 : a = tg < --- < t,, = b del intervalo [a, b] resulta

que:
h
Z| n— Um)(tg) — (un —un)(tg-1)| <€, mn >N,
=1
Z |ty (1) — U (tr—1) — (un(ty) — un(tr_1))| <€, n > N.
Entonces:

Z’Un tr) — Um(tp—1 ’_Z’UN tr) —un(te—1)| <

k=1

<Yt (tr) = um(t1) — (un (te) — un (te))| < €

Por lo tanto:

h
Z]un te) — tm(tho1)] < €+ Y (un(te) —un(te-1))l, n>=N
k=1
< e+ V(un;la,b]), n>N.
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Aplicando supremo en el miembro izquierdo de la desigualdad anterior resulta que:
V(un:la,b]) <e+V(un;fa,b]) n=>N,
entonces:
V(up;[a,b]) <max{V(uy), - ,V(un)}, n>1.

En consecuencia sup V (u,; [a,b]) < co. Demostremos ahora que la sucesion {uy, }n>1,
n
es una sucesién de Cauchy uniformemente en el intervalo [a, b].
Como la sucesién {u,}n>1, es una sucesion de Cauchy en (BV]a,b],||.||sv) tenemos

que para todo € > 0, existe N > 0, tal que si n,m > N, entonces:

€
[t — | < 5

2
Es decir,
(@) — ()] + V (t — pm; [a, b]) < g n,m > N
Por lo tanto:
Up(a) — up(a <E y V(up — um;la,b <E n,m > N.
2 2

Como V(un — tUm;[a,b]) <5 n,m > N, es decir:

h
€
D [ (tn = tt) (tr) = (1 — ) (ts1)| < 5 mm=N,
k=1
para toda particién 7 : a =ty < --- < t,, = b del intervalo [a,b]. En particular resulta

que:
[tun(t) — um(t) — (up(a) — up(a))| < %, t € [a,b], n,m >N,

Por lo tanto se tiene que:
[un(t) = wn (D] < 5 +1(n(0) = wn(@)l, ¢ € lab], nm=N.
Como |up(a) — um(a)| < § para todo n,m > N, resulta que:

[un(t) —um(t)] <€, t€la,b], n,m>N.
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De esta tltima desigualdad deducimos que la sucesién {u,},>1 es una sucesién uni-
formemente de Cauchy en el intervalo [a, b].

Puesto que para cada t € [a, b], {uy }n>1 es una sucesiéon de Cauchy de nimeros reales,
existe una funcién u : [a,b] — R, tal que:

u(t) = lHm u,(t).

n—o0

Demostremos ahora que la funcién v € BV[a,b]. Sea 7 : a =ty < -+ < t, = b una
particién del intervalo [a,b] y tomemos € = $h.
Como la sucesién {uy,},>1 converge uniformemente en el intervalo [a,b] a la funcién

u, existe N > 0 tal que:

un(t) — u(t)] < %h, tefab),n> N (2.5)
Entonces:
h h
S lulty) = ulte—r)] <Y |(ut) — n(t))]
k=1 k=1
+ > fun(te) = un(teon)| + |un(teor) — ulter)|, n>1.

Considerando n > N y usando la desigualdad (2.5), resulta que:

D lulty) = ulte-)] < 14 fun(te) — un(teo))|
) < 1+ V_(un; [a, b])

< 1+ sup V(uy;[a,b]).

Aplicando el supremo en el miembro izquierdo de la desigualdad anterior, sobre el

conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b], resulta que:
V(s [a,8) < 1+ sup V(uns [a, ).

Por lo tanto u € BV|a, b].
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Demostremos que la sucesion {u, },>; converge a la funcién u en la norma ||.||gy. Sea
e > 0, debemos demostrar que existe N > 0, tal que si n > N entonces ||u, — ul| < e.
Puesto que {u,},>1 es una sucesién de Cauchy en (BV[a,b],|| - ||) existe N tal que si
n,m > N, entonces:

|tun, — um|| < e

Sea n,m > N, entonces

| — u|| = Jup — M wpyl| = Hm ||lu, — wy|| <e.
m—0o0 m—roo
En conclusion, la sucesién {u,},>1 converge a la funcién u en la norma ||.||py.

[ |

En este espacio de funciones, L. Maligranda y W. Orlicz [29], establecen un resultado
referente a la estructura de algebra de Banach de este espacio respecto a ciertas normas
equivalentes a la norma || - ||gy. Sin embargo, debemos agregar que P. S. Bullen [13]

demostraron que el espacio BV*|[a, b] de las funciones u € BV [a, b] que se anulan en a, es

un algebra de Banach con la norma || - || gy como se muestra en los siguientes teoremas
Teorema 3 (Ver [7]). El espacio (BV*[a,bl,|| - ||sv) es un espacio de Banach.
Demostracién:
Sea {un}n>1 una sucesion de Cauchy en (BV*[a,b],|| - ||av), (un(a) = 0, n > 1).

Como BV*[a,b] C BV]a,b], entonces {u,},>1 es una sucesién de Cauchy en BV]a,b],
por lo tanto existe una funcién u € BV|a, b], tal que {u,},>1 converge a u en la norma
|| - ||pv. Para verificar que u € BV*[a, b], se debe demostrar que u(a) = 0.

En efecto; como {u,},>1 converge a la funcién u en la norma || - ||y, se tiene que

para todo € > 0, existe N > 0, tal que si n > N, entonces,
||, — ul| <€, n>N.
Lo cual es equivalente a

|un(a) —u(a)| + V(u, — u;fa,b]) <€, n>N.



Cap. 2 El Espacio de las Funciones de Variacion Acotada 38

Puesto que u,(a) =0, n > 1, se tiene que u(a) = 0. De este resultado y del Teorema

2 se concluye que (BV*[a,b],|| - ||sv) es un espacio de Banach.
|
Teorema 4. (Ver [13], [7]) (BV*[a,b], || - ||sv) es un dlgebra de Banach.
Demostracién:

Sean u,v € BV*[a,b], entonces como u(a) = v(a) = 0, resulta que la descomposicién

canoénica de las funciones v y v viene dada por

u(t) = pu(t) - nu(t) y U(t) = pv(t) - nv(t)’ te [awb]a

donde

pult) = 5 (Valt) + u(t) — (@), ma(t) = S(Valt) — ult) + ula)), t€ [a,b
' 1 1

polt) = S (Velt) +0l) — (@), ma(t) = S(Velt) — o(t) + (@), 1€ [a 1],

asi se tiene que p,(a) = n,(a) = py(a) = n,(a) = 0.

Por otro lado tenemos que

uv = (pu - nu)(pv - nv)
= PuPv — Puo — NPy + Ny Ny

= (pupv + nunv) - (punv + pynu)

Demostraremos ahora que las funciones (p,p, + nyny) y (Puny + pon,) son positivas y
crecientes en el intervalo [a, b]. Como p,(a) = n,(a) = p,(a) = n,(a) = 0 y las funciones

Du, Ty Pu, Ty SON CTecientes, entonces
pu(t) >0, nu(t) >0, p,(t) >0, n,(t) >0, paratodo t € [a,b].

En consecuencia las funciones p,p, + nyn, y puny, + puny, son positivas en el intervalo

la,b]. Ademaés las funciones p,p, + 1y, ¥ Py, + Py, son crecientes en el intervalo [a, b].
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En efecto, sean z,y € [a,b] tales que a < x <y < b, entonces como la funcién p, es
creciente, resulta que
Pu() < puly), x,y € [a,b].
Como la funcién p, es positiva y creciente se tiene que p, > 0y p,(x) < p,(y), por lo

tanto

IN

Pu(T)Py Pu(y)po(T)

< pu(y)po(y)-
En consecuencia, la funcién p,p, es creciente en el intervalo [a, b].
De forma similar se demuestra que las funciones n,n,, p.n,, pP,N, Son crecientes en

el intervalo [a, b]. Luego resulta que las funciones p,p, + 1y, ¥ puny + pyny, son positivas

y crecientes en el intervalo [a, b]. En conclusién hemos demostrado que
uv = (Pupultun) = (PultuPuna)
es una descomposicién de la funcién uv como diferencia de funciones crecientes. Asi
V(uv; [a,0]) < [pu(b)po(b) + 1u(b)110 () + pu(b)120(b) + po(b)10 (b))
= (pu(b) +1u(0)) (Po () + 1 (D))

= v(u;[a,b])V(v;[a,b]).

Por tanto, hemos demostrado que (BV*[a, b], ||-||sv) es un dlgebra de Banach, puesto

que
lwl] = v(uv;[a,b])
< V(u;[a, b))V (v;[a,b])
= [lulll]v]l.
]

El resultado méas importante dado por Jordan cuando introduce el concepto de

variacién acotada en [23] se refiere a que una funciéon u € BV|a, b] si y sélo si se puede
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escribir como diferencia de funciones monotonas, en particular de funciones crecientes.

En la prueba exhibida por Jordan [23] las funciones monétonas consideradas son
ur () ==V, la,-]), wug:=u —u.

La relevancia de este resultado estriba en que un gran nimero de propiedades de las
funciones mondtonas se pueden transferir a las funciones que tienen variacién acotada,
como por ejemplo la existencia de limites laterales, conjunto de discontinuidades nume-
rable y las mismas son de salto, Riemann-integrabilidad y existencia de derivada c.s. en
[a, b].

A continuacion presentamos uno de los teoremas de Representaciéon para las funciones

de variacion acotada, dada por Jordan en el ano 1881.

Teorema 5 (Teorema de Representacién de Jordan [23]). Una funcion v € BV][a,b] si

y solo si existen funciones uy, ug mondtonas en |a,b| tales que u = uy — us.

Demostracion:
Si ug, ug son mondtonas, entonces por Ejemplo 2 se tiene que u = uy — uy € BV]a, b].

Por otra parte, supongamos que u € BVla,b] y definamos las funciones p,,n, :

la,b] — R, por:
pult) 1= 5 (Valt) +u(t) — u(a)), 1€ [a,b],
malt) = S(Va(t) — u(t) + ulw), 1 € [a,)],

donde V,(t) := V(u;[a,t)), t€ |a,b].

Sean x,y € [a,b], x <y, entonces por el Teorema 1 parte d) y f) se tiene que

DY) = pul) = ~(Valy) = Val) + uly) — u(x))

= S(V(wlz,y]) +uly) — u(x)) = 0.

| — DN
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Luego p, es una funcién creciente y como p,(a) = 0, resulta que p, > 0, t € [a,b]. De

manera similar,

may) = mu(r) = (Valy) — Vale) + u(x) — u(y)

= V(L)) + ula) — u(y)) > 0.

En consecuencia, se tiene que n, es creciente y como n,(a) = 0, tenemos que n,, es

no negativa. Ahora de las definiciones de p, y n, resulta que
u=py, — (n, —ula)).
Ademas
Viu(t) = pu(t) + nu(t).
|

A continuacién exponemos la nociéon de funcién Lipschitz y veremos algunas

propiedades de esta clase de funciones y su relacion con las funciones de variacion acotada.

2.2 Funcién Lipschitz

Definicién 2. Se dice que una funcion u : [a,b] — R satisface la condicion Lipschitz (o

es Lipschitz) en el intervalo [a,b] si y sdlo si existe una constante L > 0 tal que
u(z) —uy)] < Llz —yl, 2,y € la,b]. (2.6)

La constante L se denomina constante de Lipschitzidad.

Denotaremos a la clase de las funciones Lipschitz en [a, b] por Lip[a, b].
A continuacién daremos algunos ejemplos de funciones Lipschitz.
Ejemplo 1.

Consideremos f(z) = sen(x)
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Figura 2.2: Funcién f(z) = sen(z).

Veamos que cumple la condicién de Lipschitz, es decir, f satisface una desigualdad
del tipo |f(x) — f(y)| < L|z — y| para alguna constante L > 0.

Consideremos L = 1. Sean x,y € R | tales que x < y. Aplicando el teorema del valor
medio a la funcién f(z) = sen(x) se sigue que existe ¢ € (x,y) tal que:

f(x) = f(y)

L - rio.

Como f'(c) = cos(c) y | cos(z)| <1 para todo = € R.

Entonces considerando el valor absoluto en ambos lados y sustituyendo

f(x) =sen(z), f(y) = sen(y)

tenemos que

[f(x) = fw)l _
Ty | cos(c)|.
Como | cos(c)| < 1, entonces
7@~ fWw)l
e =yl

por lo tanto

[f(2) = F(y)] < |z =y
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ya que el valor absoluto no es negativo y por ello no afecta el sentido de la desigualdad.

De donde f(x) = sen(x) cumple la condicién de Lipschitz.

Ejemplo 2.
Consideremos f(z) = ma + b. Veamos que f satisface una desigualdad del tipo

|f(z) — f(y)| < L|z —y| para alguna constante L > 0.

Considerando que f(z) — f(y) = (x — y)m donde m es continua, y aplicando la

definicién tenemos

1 (@) = fW)l = Iz = y)ml| < |m| |z —yl| V(z,y) €R.
Luego considerando L = |m| se tiene que f(x) cumple la condicién Lipschitz.
Definicién 3. Una funcion u : R — R es localmente Lipschitz, si dado cualquier

niumero real r > 0, donde existe una constante L, := L(r) tal que si t,7 € [—r,r],
entonces | u(t) —u(r) |< L, |t —7|.

A continuacién daremos un ejemplo de una funcién localmente Lipschitz.

Ejemplo

Sea f: R — R definida por f(z) = 2?

[ N I I B I B NN BN N I NN B N N N BN H B R

-1 05 0 05 1

Figura 2.3: Funcién f(z) = 22
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Veamos que f satiface la condicién de localmente Lipschitz en el intervalo [a, b] .

Si, x1, 29 estan en un intervalo [a,b], entonces tenemos:

[f(2) = W) = ot — )
= |£L’1—.T2||.T1+JI2|

Resulta que |f(z) — f(y)| < 2|b||r1 — z2| por lo tanto, f(z) = 2% es localmente
Lipschitz en R.

Proposicion 4. Toda funcion globalmente Lipschitz es localmente Lipschitz.

Demostracion:

Sea f : R — R donde existe una constante L tal que |f(t) — f(7)| < L|t — 7| para
cada par de ntimeros reales t y 7. Si ahora tenemos un ntimero real » > 0, y la constante
L:= L(r) tal que t,7 € [—r,7], entonces |f(t) — f(7)| < L|t—7| de donde f es localmente

Lipschitz.

Proposicién 5. Si f : R — R es de clase C* entonces f es localmente Lipschitz.

Demostracion:

Sean x,y € |a,b] tales que a < x < y < b, como la funcién u es continua en [x,y] y

diferenciable en (z,y), por el teorema del valor medio, existe £ € (z,y), tal que:
Ju(z) — uly)] = [u'(€)]x — yl.
Puesto que v’ es acotada en (a,b), existe un M > 0, tal que:
u(z) —u(y)| < Mlz —yl,

es decir, la funcién u es Lipschitz en el intervalo [a, b].
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Proposicién 6. Si u € Lipla,b] entonces u es continua en [a,b], es decir, Lip[a,b] C

Cla, b].
Demostracion:

Sea L > 0 tal que |u(z) —u(y)| < L|z —y| paratodo =,y € R. Sea € > 0 arbitrario

y tomemos 0 = ¢ >0.5i z,y € R y [z —y| < I, entonces:
fu() = u(y)| < Lz —y| < Lo = e
Luego u es uniformemente continua y por tanto es continua.
A continuacion ilustraremos un ejemplo de una funcién continua y de variacién aco-
tada en un intervalo [a, b], que no es Lipschitz.

Ejemplo

Sea u : [0,1] — R la funcién definida por:

u(t) = Vt.

0,589
05
0,49

02

[ o e o e e e L B o s s e e B e

Figura 2.4: Funcién u(t) = v/t.
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La funcién u es continua en el intervalo [0, 1] y como u es creciente, tenemos que la
funcién u tiene variacién acotada en [0, 1].

Pero u ¢ Lip|0, 1], ya que:

u(t) - u(O)\ Vi

t—0 | t

Sl =

por tanto no es acotada en ningin entorno de cero.

A continuacién, presentamos la caracterizacion de funciones de variacion acotada
debida a H. Federer en 1969 [19], como composicién de una funcién mondtona con una

funcién Lipschitz.

Proposicién 7. Una funcion u pertenece a BV[a,b] si y sélo si, se puede representar
como la composicion u = go T, donde T : |a,b] — [c,d] es creciente y g € Lip|c,d] con

constante de Lipschitz L < 1.
Demostracion:

Supongamos que u = g o 7, donde g y 7 tienen las propiedades mencionadas. Dada

cualquier particién 7:a =1ty <t; <--- < t, = b del intervalo [a, b], obtenemos
V(u,m) = Z 9(7(t;)) — g(T(tj-1))] < Z |7(t;) — 7(tj-1)| = [7(b) — 7(a)],
j=1 j=1

por lo tanto, u € BV|a,b]. Por el contrario, sean u € BV{[a,b] y 7(t) := V,(u; [a,b]) la
funcién de variacién (creciente) de u. Ademés 7 es una aplicacién de [a, b] en [c, d], donde
c=0yd=V(u;[a,b]), pero no es necesariamente sobreyectiva.

Si definimos la funcién g sobre el rango 7([a, b]) C [c, d] considerando g(7(z)) = u(x),

entonces la descomposicion u = g o 7 esta bien definida. Dado que

9(7(5)) = g(r()] = [u(s) —u(®)] < V(u;[s,1]) = [7(s) = 7(2)]

para a < s <t < b, la funcién ¢ es Lipschitz continua con constante Lipschitz igual a 1

sobre 7([a, b]). Podemos extender g de 7([a,b]) a una aplicacién Lipschitz g sobre [c, d]
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(incluso en toda la recta real R) considerando

(1=XNg(x™)+ Ag(z) si y=(1—=N71(x—)+ I(x),

g(y) ==
(I=Ng(z)+Ag(z®) si y=(1—-N7(x)+ Ar(z™)

con 0 < X\ < 1). Por la construccién de g, la forma convexa de g tiene la misma constante

Lipschitz que ¢ lo cual culmina la demostracion.

2.2.1 El Operador de Composicién en el espacio BV |[a,b]

En esta seccién se presenta el resultado dado por Michael Josephy [24], en el ano
1981 referente a la actuacién del operador de composicién en el espacio BV |[a, b]. Este
resultado nos permite obtener condiciones necesarias y suficientes en f : R — R de tal

manera que el operador de composicién F', asociado a f, actie en el espacio BV|a, b].

Definicién 4. Consideremos F el espacio vectorial de las funciones u : [a,b] — R y
f:a,b] x R — R una funcion cualquiera. El operador de composicion F, asociado a la

funcion f, es definido del espacio F al espacio F por la expresion
Rt) = f(tu(t), telat, ueF

En el caso particular, cuando la funcion f no dependa de una sola variable; es decir,

f: R — R, el operador F asociado a f viene definido por:
F,(t) := f(u(?)), t €la,b], ueF.

Esto ultimo se conoce como caso auténomo mientras que el caso general, cuando

f: [a,b] x R — R se denomina caso no-auténomo.

Lema 2. (Invarianza) Sea f : R — R wuna funcion. El operador de composicion F,
asociado a f, aplica el espacio BV[a,b] si y sdlo si, aplica el espacio BV [c,d]. Es decir,

la actuacion del operador F' no depende del intervalo donde estan definidas las funciones.



Cap. 2 El Espacio de las Funciones de Variacion Acotada 48

Demostracion:
Supongamos que el operador de composicion definido por F,, = f owu aplica el espacio
BV (Ja, b)) en si mismo. La funcién [ : [¢,d] — [a, b] definida por

I(t) == Z:Z(t—c)—i—a (c<t<d

es un homeomorfismo estrictamente creciente entre [c,d] y [a, b] con inversa

I7(s) = Z:;(s—a)—i—c (a <s<b)

el cual satisface que l(c¢) = a y I(d) =b. Asi [ : 7([c,d]) — 7([a,b]) con

(Lo, 1 oo bty t ) = {U(E0)s L(t1), ooy Ut ), L(E) }

define una correspondencia uno a uno entre todas las particiones de [c,d] y todas las
particiones de [a, b].

Dada v € BV|a, ], la funcién u := vol~! pertenece a BV ([a,b]) y asi F,, = fovol™!
pertenece a BV ([a,b]) por hipétesis. Sin embargo para P € w([e,d]) y I(P) € 7([a,b])

como anteriormente tenemos que

V(fou,l(P);lab]) = V(fovol™, P;ila,b])

_ Z |f(v(t;)) = f(u(tj-1))]
=V fov,P;[C,d])-

Esto demuestra que V(f ov;[c,d]) = V(f ou;[a,b]) y asi ||F.||pv = ||Fy||pv. Por lo

tanto f(u(a)) = f(v(I7}(a))) = f(v(c)).
|

Teorema 6. (Josephy [24]) Consideremos f: R — R y sea F' el operador de composi-
cion asociado a la funcion f. El operador F actia en el espacio BV[a,b] si y sdlo si, f
es localmente Lipschitz en R. Ademds, el operador F' es siempre acotado sobre conjuntos

acotados de BV[a,b].
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Demostracién:

Por el Corolario 2 puede suponerse que el intervalo [a, b] es el intervalo [0, 1]. Supon-
gamos que f : R — R es localmente Lipschitz en R y veamos que el operador F' actia

en BV[0,1]. Consideremos u € BV[0,1] y
T 0=tg<t1 <---<t, =1

una particién cualquiera del intervalo [0, 1]. Ademas, tenemos la siguiente estimacién

D1 Culty) = flaltim)l < D k(llulloo)lu(ty) — ulty—1)]
=1 =1
donde k(||u||~) es la constante de Lipschitzidad de f en el intervalo [—||u|so, ||©]|oo)-

En consecuencia,
V(Fu; [0,1]) < k(] |ulloe)V (u; 0,1]) < oo,
y asi hemos demostrado que I actia en el espacio BV[0, 1].

Supongamos, ahora que el operador I’ de composicién, asociado a f : R — R, actia
en el espacio BV[0, 1], sin embargo, la funcién f no es Lipschitz local en R, en este caso

podemos suponer que f no es Lipschitz en el intervalo [0,1].

Como la funcién f no es Lipschitz en [0, 1] tenemos que dada la sucesién k,, := (n*+n)

existen sucesiones {u, 5, v {V,}22, en el intervalo [0, 1] tales que
[f (un) = S (wa)] = (0® + 1) |t — val. (2.7)

Como el operador F actia en el espacio BV|[0,1] y la funcién identidad
u(s) = s, (s € [0,1]) pertenece al espacio BV|0, 1], se obtiene que f € BV[0,1] y asi f
es acotada. Ahora, sin pérdida de generalidad podemos suponer en la demostracion, que

fO)1< L telo ]
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En consecuencia, de la desigualdad (2.7), se deduce la siguiente estimacién
1> |f(un) — f(on)| > (0% 4+ )|ty — vp.

De esta desigualdad deducimos, pasando a subsucesiones en el caso de ser necesario,

lo siguiente:
i) Las sucesiones {u,}5°, v {v,}°°, converga a un punto u* € [0, 1].

i) |u, —u'| < para n=12...

(n+1)2

Definamos la funcién w : [0, 1] — R por medio de la expresién:

Uy, si t=——+klu,—v,| (keN),

U, SI tE€ ,—
n+1n

vy si t=1.

Demostremos que u € BV[0,1], pero F,, ¢ BV[0, 1].

Consideremos el nimero

Up — Vp
My :
"Tlnz+n
(donde [.] indica la parte entera de un ndmero) y sea II, la particién del intervalo

1 1
{n b 1] definida por:

1 1 1
IL, : < +—|uy —vp| < ——F |up — v <0 <
n+1 n+1 2 n+
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1 2m, — 1 1 1
< + [tn, — Up] + —— + myp|u, —v,] < —.
n+1 2 n+1 n
La variacion de la funcién u en el intervalo 1n se puede estimar de la manera
n n

siguiente:

1 1
V(%{ ,—}> < 2mi |ty — Up| A+ |Unr — x| 4wk —ug |+
n+1n

2 +1 1 n 1
n?4+n na(n+1)2 ng+n

3
+|un_vn| S S ﬁ

En consecuencia,

3<
— < 0.
n2

Vi [0,1]) <)

Por otro lado, se obtiene la siguiente estimacion de la variacion de la funcién F,

v (Fu; [ ! l}) > 2| f(un) — f(vn)] > 2mp(n® 4 n)|up — va| > 2.

n+1'n

En consecuencia,

V(Fu,[0,1]) < iQ < +00.

n=1

Para ver méas detalles sobre el operador de composicién remitimos al lector a [30].



CAPITULO 3

SOLUCIONES DE VARIACION ACOTADA DE ALGUNAS
ECUACIONES INTEGRALES NO LINEALES

Las soluciones de muchas ecuaciones integrales tales como: Hammerstein y Volterra-
Hammerstein que describen fenémenos fisicos son con frecuencia funciones de variacion
acotada. Como se afirmé en la introduccion, en este capitulo del Trabajo Especial de
Grado, nos dedicaremos a resolver las ecuaciones integrales mencionadas anteriormente
para tal fin se hard uso de las propiedades de las funciones de variacién acotada, asi como

del Principio de Contraccién de Banach.

Sean la ecuacion integral no lineal de Hammerstein (Ver [21]) y la ecuacién integral

no lineal de Volterra-Hammerstein:

x(t) = g(t) + )\/IK(t,s)f(x(s))ds para tel y AeR, (3.1)

z(t) = g(t) + /Ot K(t,s)f(x(s))ds paracada te€l. (3.2)

respectivamente, donde g(t), K(t,s) y f son funciones dadas; la funcién K (¢, s) se conoce

como el kernel o niicleo de la ecuacién integral, mientras que x(t) es la funcién incégnita.

52



Cap. 3 Soluciones de Variacién Acotada de algunas ecuaciones integrales no lineales 53

A continuacién se presentan algunas definiciones que seran de utilidad para las de-

mostraciones posteriores.

Definicién 5. Sean T : X — X wuna aplicacion de un conjunto arbitrario no vacio en

st mismo. Se dice que x € X es un punto fijo de la aplicacion T si Tx = x.

Definicién 6. Sea (X,d) un espacio métrico y T : X — X una aplicacion arbitraria.

Se dice que T es una contraccion si existe M € R, 0 < M < 1 tal que para todo x,y € X,
d(Tx,Ty) < Md(z,y). (3.3)

Observacién

Geométricamente esto quiere decir que al aplicar T a dos puntos del espacio X se
obtienen dos puntos que estan mas cerca entre si que los puntos originales y el factor de
acercamiento es igual para todos los pares. Adema&s una funcién de contracciéon es una

funcion uniformemente continua.

Definicién 7. Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (X,d). Decimos que {z,}

es una sucesion contraccion, si para alguin 0 < a < 1, se tiene que
d(l’n+1, .’L’n) < ad(xna xn*1>7

para cualquier indice natural n > 2.

Proposicién 8. (Propiedad de las contracciones)

Si{x,} es una sucesion contraccion de constante o, se cumple las siguientes desigual-

dades:

(i) Comparando dos términos consecutivos con los dos primeros términos

d(Tpy1, Tn) < Q" (29, 1), Vn > 2.
(i1) Dos términos cualesquiera con los dos primeros términos

n—1

d(zg, 1), para cada m > n.
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Demostracién

(i)

(i)

La relacién es cierta para n = 2, se refiere a la condicién de la contraccion para

n = 2. Es decir, se cumple,

d(x3,x9) < ad(za,x1).

Supongamos que la relacién es cierta para n > 2. Demostraremos la validez de la

relacion para el sucesor n+ 1, es decir debemos demostrar la validez de la relacion,

d(Tpt2, Tnt1) < @"d(x2, 21).

De la hipédtesis contractiva y de la hipotesis inductiva para n se cumple

d(pio, Tni1) = ad(Tpgq, Tp) < 04"’1d(x2,x1) = o"d(xq, x1).

Para m > n, se tiene

d<xm> xn) S d(xm7 $m71)+ < d(-%mflv xmfZ) +F d<xn71a xn)

Luego, usando (7) se tiene

d(xpm, x,) < (Ozm_2 +am B4 a”_l)d(xg, x1),

sacando factor comin o~ ! se tiene:

AT, ) <" M1+ a+a® + -+ a™ " Nd(xy, 7).

Luego, por serie telescopica se obtiene que

1 _ am—n

11—«

A, 1) < ( ) (w2, 21),
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donde 1 — a™ ™ < 1. En efecto, sean o™, o™ > 0, puesto que 0 < a < 1. Entonces,

a —am™m < a”

si y solo si,

si y solo si,

Asi,

y por lo tanto

a™ —a™
<1,
aTL
m
1—-— <1,
an

1—a™" < 1.

1 _ am—n

11—«

IA

d(Tm, Tp) < ( ) d(wg, 1)

La siguiente proposicion relaciona una sucesién de contraccion con la sucesion de

Cauchy, para detalles de la demostracion referimos al lector interesado a [3].

Proposicién 9 (Ver [3]). Toda sucesion que es contraccion es una sucesion de Cauchy.

Los llamados Teoremas de Punto fijos son aquellos que garantizan, bajo ciertas

hipétesis, la existencia de algin punto fijo de una funciéon. Hay varios de estos teore-

mas, y muy diferentes entre si, uno de ellos es el Principio de Contraccion de Banach,

cuyas aplicaciones son notables en la mayoria de los Teoremas de Existencia y Unicidad,

tales como los de la funcion inversa y la funciéon implicita, soluciones de ecuaciones difer-

enciales e integrales de diversas especies. A continuaciéon enunciaremos y demostraremos

ese principio.

Teorema 7. (Principio de Contraccion de Banach)

Consideremos un espacio métrico (X,d). Supongamos que X es completo. Sea T :

X — X una contraccion en X, entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién

Sea M > 0, tal que

d(Txz,Ty) < Md(z,y).
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Construiremos una sucesion {z,} y demostraremos que es de Cauchy y por lo tanto
que es convergente en X por ser X completo y ademas veremos que el limite x es un
punto fijo de T' y es tnico. Esta es la idea de la prueba.

Sea o € X, calculemos la secuencia x1, x», ..., de una relacién de la forma:
T+l = Txn
A partir de xg € X determinamos sucesivamente
T = T.CC(], To = T.ZL’l, Ce
Tenemos que {z,} es una sucesién contraccién. En efecto,
d(xps1, ) = d(T(x,), T(xy_1)) < Md(zp, xy-1).

Luego, por la Proposicién 9, se obtiene que {x,} es una sucesiéon de Cauchy, de donde

existe x € X, tal que lim z,, = x.
n—ro0

A continuacién se demostrara que z es un punto fijo de la aplicaciéon T'. En efecto,

dz,Tx) < d(x,z,)+d(x,, Tx) para cualquier m

IA

d(z,zp) + d(TTp-1,Tx)

IA

d(z, ) + d(Ty_1,)
considerando el limite cuando m — oo, se concluye que
d(z,Tx) =0,
por lo tanto, Tz = x. De esta manera queda demostrado que x es punto fijo de 7.

Veamos que x es el uinico punto fijo de 7.

Supongamos que existe y € X, z # y tal que Ty =y

d(z,y) =d(Tz,Ty) < Md(x,y), para0< M <1,
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entonces,

d(xz,y) — Md(xz,y) <0
(1—M)d(z,y) <0,

de donde d(x,y) = 0, por lo tanto x =y contradiccién de suponer que x # y.

De esta manera queda demostrada la unicidad del punto fijo x.
[

El teorema anterior no sélo afirma la existencia de un tunico punto fijo. También nos
dice como encontrarlo, o como encontrar una buena aproximacién de él. Simplemente hay
que aplicar iteradamente de la funcion T a partir de cualquier punto xy. Los siguientes

ejemplos muestran que las condiciones del teorema de punto fijo de Banach son necesarias.
Ejemplo 1. La funcion T : (0,1) — (0, 1) dada por
T(x) = =z,

es una contraccion, en efecto, sean x, y € (0,1) tales que

1 1
T(zx) =T = |z —=
T@) -TE) = |5 Qy\
e~y
= — |\ —
9 Yl

es de resaltar, Tx = x, si y sélo si, v =0 y 0 & (0,1), por lo tanto, T no tiene ningin

punto fijo en (0,1).

Ejemplo 2. La funcion T : R — R dada por
Tt)=t+1,

satisface

|T(t) —T(s)| = |t —s| para todo t,se€R.

Sin embargo, no tiene ningin punto fijo, dado que T(t) > t, para todo t € R.
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Por otra parte, del teorema del valor intermedio se sigue que cualquier funcién conti-
nua 7" : [a,b] —> [a, b], sea 0 no contraccién, tiene al menos un punto fijo. Pero éste puede

no ser Unico y no se obtiene necesariamente por el método de aproximaciones sucesivas.

3.1 Ecuacion Integral de Hammerstein

En esta secciéon desarrollamos la demostracion del Teorema 3.1 del articulo de Buga-

jewska (Ver [11]). En lo que sigue I denotard un intervalo de la forma I = [0, al.

Se considera la ecuacién integral Hammerstein
z(t) =g(t) + A/K(t, s)f(x(s))ds parate I, X e€R, (3.4)
I
donde g(t), K(t,s) y f son funciones dadas y z() es la funcién incégnita.
Teorema 8. Considere la ecuacion (3.4), donde
(i) g: I — R una funcion de variacién acotada.
(i) f:R — R una funcion localmente Lipschitz.

(i) K : I x I — R, es una funcion tal que V(K (-,s),1) < M(s), con I1=[0,a], casi
siempre para s € I, donde M : I — R, y K(t,-) son integrable Lebesgue para todo
tel.

Si existe p > 0 tal que para cada X satisfaciendo |N| < p, la ecuacion (3.4) tiene

solucion unica a una funcion de variacion acotada, en I.

Demostracién:
Fijemos un nimero real r > 0, tal que ||g||pv < r. En el espacio de Banach BV[a, b],
consideramos B, := {x € BV(I) : ||z|lsv < r}, y denotemos por L, la constante de

Lipschitz de f que corresponde al intervalo [—r, 7], es decir,

F@O) =D < Left =7], 4,7 €[=rr].
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Ahora elegimos un nimero p > 0 de tal forma que:

te[—r,r I

||9||Bv+p< sup |f(t)|) U(M(SHIK(O,S)I)dS <
]

y simultdaneamente cumple con:
pL, /(\ K(0,s) |+ M(s))ds < 1.
I

A continuacién fijemos un nimero real A tal que |A| < p.

Definamos la funcién G : B, — F; donde F es el conjunto de todas las funciones

reales definidas sobre I = [0,a], se tiene que:

G(z)(t) = g(t) + AF(z)(t),
donde
Fa)(t) = /IK(t, O f(x(s))ds, zeB, tel

Considerando F : B, — R. Verifiquemos que la funcién G esta bien definida. Para

demostrar esto es suficiente con demostrar que:
F(z):[0,a] — R,

existe
Fa)(t) = [ K(t.5)f(a(s) ds
I
En efecto, notemos que

(fox) e BV(I), paracadax e BV (I),

donde
(foz)(t) :[0,a] — R
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K(t,-):[0,a] — R.
Por hipoétesis, f : R — R es localmente Lipschitz, esto es
[f(@(t)) = fe(T)] < Lelz(t) —(7)|, parat,T€[0,a].
Luego, obtenemos lo siguiente
S elt) ~ el < 30 Lla(t) = altior)
i=1 i=1

= LY |a(ts) — x(ti)]
=1

< L, V(x)

= L[lz[lzv.

Por lo tanto, (fox) es de variacién acotada y asi por el Teorema 1 parte e.) se tiene

que (f ox) es acotada, entonces

/(fox)(t)dt<oo,

de donde (f o z) es integrable Lebesgue. Esto significa que K (¢, s) f(x(s)) es una funcién
medible. En vista de K (¢, s) f(x(s)) esta acotada y K(t,-) es medible segiin Lebesgue, se

obtiene que la funciéon

s+— K(t,s)f(x(s))

es Lebesgue integrable para cada ¢ fijo que pertenece al intervalo I = [0, a.

Para una particion 7 de la forma 7 : 0 = ¢, < --- < t, = a. A continuacién

comprobaremos que G(B,) C B,; es decir, para cada x € B,, se cumple G(z) € B,. Para
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esto, notemos que:

V(F(2),0,a]) = sup ) |F(x)(t:) = F(2)(ti-1)]

- pz [ Kt09) (6D s = [ Kt a(5) ds
_ pz JUts9) = Kt 9)stat) ds

< S‘;sz; [ (105) = K090 1 019)) s

< s ”1 [1K(t5) = K(ta,9)] sup (el

< splfa(lsuw Y [ 119~ Kb, )l s

< sup|f(x(s))] / V(K () ds

< sup|f(z(s))] | M(s)ds < oo,
asi, se ha demostrado que V(F(x),[0,a]) < oo, y ademds tenemos que:

V(F(z),[0,a]) < sup| f(z(s))] / M(s

sel
luego G(z) € BV (I).

Ahora observemos que:

|G@)|ly = llg+AF(z)|sv
< Algllsv + [|AF(2)[|sv
= lgllsv + Al[F (@)l 5v
< |lgllav + pllF(2)]|v

= llgllsv + p(|F(2)(0)| + V (F(x), [0, a])),
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por lo tanto, al sustituir F'(x)(0), se obtiene lo siguiente

|G (@)|lpv = llgllav +p

< llgllsv +

/KOS ) ds

(
(/|K08||f s+ V(F) 0.0) )

FV(F(), [o,ab)

< !\g\le+p(sup|f I [ 1K.) s+ sup (o)) [ 3165 )

~ llgllav + psup|f(z (/yKosyds+/M )

= llglay + psup | a(s))] [ (K0.9)]+ M(s)) s

< r

De lo anterior tenemos que G(B,) C B,.

Ahora, comprobemos que G : B, — B, es una contracciéon. Para esto observemos

que para cualquier par x,y € B,, se obtiene lo siguiente, al hacer uso de las propiedades

y las notaciones que involucran las funciones dadas:

1GA(z) —

Gr(y)|Bv

IN

IN

IN

(g + AF(2)) = (9 + AF(y))llsv

AL F(z) = F(y)llsv

ALI(F(z) = F(9)(0)] + V(F(z) = F(y),[0,a])]
IAI[(F(2)(0) = F(y)(0))] + V(F(z) — F(y),[0,a])]

|/\|_/K03 x(sds—/KOs
+ V(F(z) = F(y), [0,a)
B / K(0.5) WNds| + V(F(o) - F). 0]

R
R

RY

/I K0, )| (e(s)) — Fly(s) ds + V(F(x) - F(y). [o,an]
' [ KOS5 - ()] ds + V(F() = Fu).0, a1>]

_ J 1K O.8)Lelle =l ds + V(P - F(). D aD] ,
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por lo tanto, ||Gx(x) — GA(y)||sv puede acotarse inferiormente por

= 'Lrux —yllev / [K(0,5)] ds +sup2 [(F(2) — F(y))(t:) — (F(x) - F<y>><t“>\]

/K f8) f(a(s)) ds — /IK(ti,s)f(y(s))ds
}

/I K () — K (ti, 8)]f(x(s)) ds

— L ||x—y||BV/|KO s |ds—|—sup

—/Kti_l, dS—l—/Kll,

= 1 [Elle = sl 1.5 ds oS

=

K(ti,s) = K(tia)|[f(x(s)) = f(y(s))] ds

_ /I[K(ti’ s) — K(ti—1,s)|f(y(s)) ds

— {Lrux—yuw [ 1x0.5)1as

|

+ Sgpz /IIK(%S) — K(tia)[|f(2(s)) = f(y(s))] dS] ,

IN

A [Lrnx—yngv [ 150,91
I

asi,
1Gx() — Gl < N [Lrux—yugv [ 10,51
—i—supi /I]K(ti,s) — K(tio1)| Le||lx — yllBv ds]
T =1
= Al [l = v [ 150091
+ L.||lx — y||sv supz /\K ti,s) — K(t;— 1)\ds]
Y [Lrux—yugv [ 10,51

+ Lellz = yllsv sup /Z | K (ti,s) — K (ti 1)|ds] :
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finalmente,

1GA(z) = GaW)llsvy < [A] {L ch—yHBv/lK s)| ds

# Lol = yllav [ M(s)as)
= A Lellz = yllsv /I[!K(Oaé’)! + M(s)] ds.
Asi hemos verificado que

[Gae) = Galav < (1012, [1K(0.9) + Mol as ) e = v

al considerar p > 0 de tal manera que
oL, /I[K(O,s) b M(s)] ds < 1,

se tiene que G, : B, — B, es una contraccion.

En virtud del teorema del punto fijo de Banach, existe un tinico elemento = € B,, de

tal forma.
Gi(z) = =z,
es decir,
z(t) = g(t)+ AF(x)(t)
= +)\/Kt3 )ds para cadat € [0,al.

Ahora ilustraremos un ejemplo referente al teorema anterior de la siguiente manera

Ejemplo 3. Sea K : [ x I — R definida por:

K(t,s) = Ki(t)Ky(s),
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tal que K(t,-) es integrable Lebesque para cada elemento fijo t € [0,al. En efecto, por

hipotesis Ko es integrable Lebesgue, tenemos que:

/1 K(t,s)ds = /[ Ky () Ko (s) ds = K (1) /1 Ky(s) ds.

Ahora observemos que:

V(K('7S)’[Ova]) = V(Kl(t)KQ(S))
= KQ(S)V(Kl,[O,CL]).

Ademds, se tiene la funcion s — Ky(s)V (K1, [0,a]) es integrable Lebesgue. Esto es

ast, ya que:

/]Kg(S)V(Kl,[O,a])dS = V(K]_,[O,Q])/IKQ(S) ds,

como hemos asumido que Ko es integrable Lebesgue.

Si definimos M (s) = Ky(s)V (K71, [0, a]), podemos concluir que K satisface la hipdtesis
(iii).

3.2 Ecuacién Integral Volterra-Hammerstein

En esta seccion desarrollamos la demostracion del Teorema 4.1 del articulo de Buga-

jewska (Ver [11]). En lo que sigue I denotard un intervalo de la forma I = [0, a.

Se considera la ecuacién integral Volterra-Hammerstein

t
z(t) = g(t) +/ K(t,s)f(x(s))ds paracadat € I, (3.5)
0
donde ¢g(t), K(t,s) y f son funciones dadas y x(t) es la funcién incégnita.
Ahora probaremos el teorema de existencia de la ecuacién (3.5).

Teorema 9. Considere la ecuacion (3.5), donde
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(i) g: I — R una funcion de variacion acotada.
(ii) f:R — R wuna funcion localmente Lipschitz.

(iii)) T = {(t,s) : 0 <t <a,0<s<t}yK:T — R es una funcion tal que
|K(s,s)|+ V(K(,s),[s,a]) < m(s) casi siempre para s € I, donde m : [ — R,
es integrable Lebesque y K (t,-) es integrable Lebesgue en [0,t] para cada t € I.

Entonces eziste un intervalo J C I, tal que la ecuacion (3.5) tiene solucion unica de

variacion acotada, definida en J.

Demostracién:

Fijemos un nimero real r > 0, tal que ||g||pv < r. En el espacio de Banach BV[a, b],
consideramos B, := {x € BV(J) : ||z||py < 7}, y denotemos por L, la constante de

Lipschitz de f que corresponde al intervalo [r,7], es decir,
lf(t) — f(T)] < Lyt — 7|, t,7 € [—r,7].

Ahora elegimos un nimero d > 0 de tal forma que

d
lglsy + sup (2] / m(s)ds < r

te[—r,r]

y simultaneamente ocurre que

L /Odm(s)) ds < 1.

De donde, d > 0, ya que:
d

lim m(s)ds = 0.
d—0t 0

A continuacién, definimos K : [0,a] x [0,a] — R como:

. K(t,s), 0<s<t,
K(t,s) =

0, t<s<a.
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Definimos el intervalo J = [0,d] y G(z) : [0,d] — R, definida por
G(x)(t) = g(t) + AF(2)(t),

donde
F(x)(t) = /o K(t,s)f(z(s))ds, z€ B,, teJ,

en el espacio BV(J).

Considerando F : B, — R. Tenemos que

(fox)(t):]0,d] — R

K(t,-):]0,d] — R.
Por hipoétesis, la funcion f : R — R es localmente Lipschitz, esto es
|f () = f(x(7)] < Le|x(t) —x(7)], parat,T € [0,d].

Luego, obtenemos lo siguiente
Do) = flat))l < Y Lela(t) — o(ti)|
i=1 =1

- LTZ\x(ti)—ﬂU(ti—l)’
< Lf(:r)

= L.||z||v.

Por lo tanto (f o z) es de variacién acotada y asi por el Teorema 1 parte e.) se tiene

que (f o x) es acotada, entonces

/ (f o 2)(t)dt < oo,

de donde (f ox) es integrable Lebesgue. Asi las aplicaciones F'y GG estén bien definidas.
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Para una particién 7 de la forma 7 : 0 =ty < --- < t,, = a, deseamos comprobar que

G(x) € B, para cada x € B,. Para esto, notemos que:

1G(@)lsy = [lg+ F()|lsv <llgllav + |[F(z)|[sv
= |lgllsv + |F'(x)(0)] + V(F(x),[0,d])
= |lgllsv +V(F( ),10,d])

= ||9||Bv+supZ|F (ti) — F(2)(ti-1)]

2(s)) ds — /0 T K, $) f(2(s) ds

= Hg||BV 7y
d~
- Wl ds = [ Rtis)(als) ds|
0
por lo tanto,
IG@) v = Rt $)K (ti1, 5))(x(5)) ds
< ||g|er+supZ / (R (0 5)K (11,9 o(5)) )
T =10
n d
< gl -+ 500" [ | Rt )Rt )| 7 (s)) ds
T =1 Y0
n d 5 B
< lgllsv +sup Y. / Rt $)K (tios, ) s[up]!f(tﬂds
L — te[—
< v+ sup 1700 supz/\ (1 5) K 111, ))| ds
te rr
= lollsv + sw I7@lsw [ Z\ (1)K (111, 5))| ds
te rr
< Ylgllsv + sup |f(t |/ m(s) ds
te rr
< T

De lo anterior, para * € B,, se tiene que G(B,) C B,. Ademas, para cualquier

r,y € B, obtenemos
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|G(z) -

G(y)llsv

IN

<

(g + AF(2)) = (g + AF (W)l sv
A () = F(y)llsv
AL I(F(2) = F(9)(0)] + VI(F(z) = F(y), [0, al)]

MI(F@)0) ~ F)(O)] + V(F () ~ F).0.a])
|A| /K()s ds—/KOs

+V(F(x) = F(y),[0,

A {| [ #0010t = ftutepias] + virG) —F<y>,[o,a]>}

A [ [ IKO9fa(s) = o) ds +V(F() - Flo) [o,ab]
N [ [ IKOILw(s) = sl ds + V(FE) - P, [o,an} ,

por lo tanto, continuando con los diferentes pasos para calcular ||G(x) — G(y)||pv, se

sigue que:

|G () -

G()llsv

IN

A [ IO 9Ll = ylav ds+ V(P - ). M)}
A [Lrnx—yngv [ K09

+ sup Z | (F(x) = F(y)(t:) — (F(z) - F(y))(ti_ﬂll

/ K(t;,s)f ds

—/Kt~s ds—/ K(ti1,s)f ))ds
/ th :|

Al [L Hx—yHBV/]K (0,s ]ds+sup
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asi,

|G () = G)llsv < Al {Lrllw—y\le[IIK(O,S)lds

+supz

T =1

_ /J[f((ti,s) _R(ti*hS)]f(y(S))ds

/J Rt s) — Kt f(a(s)) ds

|

< W Lelle = slav [ 1.5 ds

o Z [ ts9) = Rt (o) = fu(s)) ds ]
< I [Lrux—yum JALCEIE

+supz [R5 = Rt 17 - f(y(s))\ds]
< ] [Lrnx—yngv [ K091

+sup /|K ti.s) = K(ti1)| L, ||x—y||BVds] ,
. [Lrux—yum JALCeIE

+ Lol —llv supz [ 1Rt = Rt 1>|ds]
= [l = sl [ Jr0.5) ds

+ Lollo = ylay su /Z Kt 5) = K(tie 1>|ds]
<

A [Lrux—yuw / K(0, )] ds + L[|z — yllsv / V(E (- 5).[0,d]) ds
= Lol —ylev / 1E(0,9)] + V(R (. s), [0.d))] ds

< WLdle = sllay [ mis)ds
J

d
donde, L, / m(s))ds < 1, en vista del Principio de Contraccién de Banach, la aplicacién
0
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G tiene un tinico punto fijo en B, y por lo tanto es una solucién de BV (.J) de (3.5) definida
sobre J. Con esto se concluye la demostracion.

|

Se puede ilustrar el resultado anterior con un ejemplo similar como en la seccién

previa.

Ejemplo 4. Definimos K : J X J — R como:
K(t,s) = Ki(t)Ks(s),
tal que

. K(t,s), 0<s<t,
K(t,s) =
0, t<s<a,

donde, K(t,-) es integrable Lebesque, para cada elemento fijo t € [0,d]. En efecto, por

hipotesis Ko es integrable Lebesgue, entonces obtenemos que:

/Jf((t,s) ds = /JK(t,s) ds = /JKl(t)Kg(s) ds = Kl(t)/JKQ(s) ds.
Ahora observe que:

V(K(5),0,d]) = V(Ki(t)Ka(s))
= Ky(s)V (K3, [0,d]).

Ademds, se tiene la funcion s — Ky(s)V (K1, [0,d]) es integrable Lebesque. Esto es asi,

ya que:

[]Kg(s)V(Kl,[O,d])ds - V(Kl,[O,d])/JKg(s) ds,

como hemos asumido que Ky es Lebesgue-integrable.
Si definimos m(s) = Ky(s)V (K1, [0,d]), podemos concluir que K satisface la hipétesis
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3.3 Soluciones Continuas de Variacion Acotada

En esta seccién desarrollamos las demostraciones de los Teoremas 5.1 y 5.2 del articulo

de Bugajewska (Ver [11]).
Se considera la ecuacién integral Hammerstein
z(t) = g(t) + )\/IK(t, s)f(xz(s))ds parate I, X €R, (3.6)
donde g(t), K(t,s) y f son funciones dadas y z(t) es la funcién incégnita.
Teorema 10. Considere la ecuacion (3.6), donde
(i) f:R —= R una funcion localmente Lipschitz.

(1)) K : I x I — R, es una funcién tal que V(K (-,s),I) < M(s), con I=[0,a], casi
siempre para s € I, donde M : I — R, y K(t,-) son integrable Lebesque para todo
tel.

(iii) g : I — R una funcion continua de variacion acotada.

(iv) Para cada € > 0 existe d > 0 tal que para todo t,7,s € I :

T —t| <6 = |K(7,s) — K(t,s)| <e.

Si existe p > 0 tal que para cada \ satisfaciendo |N| < p, la ecuacion (3.6) tiene

solucion unica de variacion acotada, definida en el intervalo 1.

Demostracién:

Consideremos el espacio BV(I) = BV (I)NC(I) con la norma || - | py.

Fijemos un nimero real r > 0, tal que ||g||py < 7. En el espacio de Banach BV [a, b],
consideramos B, := {x € BV(I) : ||z|lpv < r}, y denotemos por L, la constante de

Lipschitz que corresponde al intervalo [—r, 7], es decir,

F@O) =D < Left =7f, &7 €[=rr].
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Fijemos un nimero real A tal que |\| < p y definamos G : B, — F; donde F es

el conjunto de todas las funciones reales definidas sobre [0, a] se tiene que:

G(x)(t) = g(t) + AF(x)(t),

donde,
_ /K(t,s)f(:v(s)) ds, zeB, tel
I

Considerando F : B, — R.

Sea I : [0,al, tenemos que

(fox)):[0,a] — R

K(t,-):[0,a] — R.

Por hipotesis, f : R — R es localmente Lipschitz, esto es

[f () = f(e(n)] < Lef(t) —x(7)],  parat, € [0,d]

Sea M = 81611]) |f(z(s))], dado € = m >0; t,7€J setiene:
G)(t) = G)(T)| = [g(t) + AF(x)(t) — g(1) = AF(z)(7)]
= [(g(t) = g(7)) + MF(z)(t) — F(z)(7))]
< g(®) = g()] + [ F(2)(t) = F(x)(7)|
= |(g(t) —g(r ]—l—]M‘/KtS xs))ds—/lK(T,s)f(a:(s))ds
< 1ol = gt + W [ 1(K(9) = K(ros) fa(s) ds

= 1ol = gl + W [ 1(K(t9) = K (r o)1 (a(s)] ds
< 190 = ()l + N [ 1009 = K (o) sup [ (a()] ds,

sel
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luego,
G@)H) - G < 1g#) = g(n)[ +swp |f(x |A|/| (t,s) — K(7,5))| ds
< %—f— Sup |f(x(s)] Al /| (t,s) — K(7,s))| ds, por(iii) g es continua
< g IA| Mel/ ds, por(iv) siempre que |t — 7| < ¢
= ; N M e |I] < < +qu|1|
€
_ Lo
> P M |
— 2f = €,
2

y asi dado € > 0, existe § > 0 tal que si |t — 7| < 4 implica que

|G(2)(t) = G(z)(T)] < e

por lo tanto G(x) es una funcién continua.

Se considera la ecuacién integral Volterra-Hammerstein

/ K(t,s)f(x(s))ds paracadat € I, (3.7)
donde g(t), K(t,s) y f son funciones dadas y z(¢) es la funcién incdgnita.
Teorema 11. Considere la ecuacion (3.7). Sean
(i) f:R —= R una funcion localmente Lipschitz.
(i)) T = {(t,s) : 0 <t <a,0<s<t}yK:T — R es una funcion tal que

|K (s,s)] + V(K(-,5s),[s,a]) < m(s) casi siempre para s € I, donde m : I — R,

es integrable Lebesque y K(t,-) es integrable Lebesque en [0,t] para cada t € I.
(i1i) g : I — R una funcion continua de variacion acotada.

(iv) para cada t € I y para cada € > 0 donde existe 6 > 0 tal que para todo T € I y
s €[0,t]N]o, 7]:
T —t| <0 = |K(1,s) — K(t,s)| <€
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Consideramos el espacio BV, = BV (I)NC(I), con la norma ||-|| gy, ezxiste un intervalo

J C I tal que la ecuacion (3.7) tiene una unica solucion continua de variacion acotada,

definida en J.

Demostraciéon:

Hemos verificado que si € B, entonces ||G(z)||py < r. Falta comprobar que G(r)

es continua. Veamos porque G es continua. Para ello note que es suficiente con verificar

que F'(x) es continua, teniendo en cuenta que solo para ty, fijo con ty € J y 7 > ty,

T € J tenemos que:

|F'(2)(7) = F(2)(to)]

IN

IN

IN

IN

IN

IN

/OT K (7, 5)f(x(s)) ds — /to K (to, s) f(x(s)) ds
/OtOK(T,s) ds+/ K(r,5) f(x(s)) ds

- / " K(to, s)f(x(s)) ds

0

/0 1K (r,5) — K (to, )]/ (e(s)) ds + / " K (7 5)f(a(s) ds

/KTS (s))ds

/0 K (7,5) — K(to, )| (x(s))] ds + / K (7, )| (x(s))] ds

/0 K (7, 5) — K(to, 8)|f(x(s)) ds| +

supl (e ([ eds+ /T<|K<T 5)— K(s s>|+|K<s,s>|>ds>

([
s 16 (< [ is [ eass [ 1G9 as)
o
o

sup | f(z(s))]
seJ

e/ods+e/ds+/m >

sup |f(z(s))| | toe + € (T — o) /m )
seJ to

Como z € B, , y de (ii),(iii),(iv) tenemos que G(x) es una funcién continua.



CONCLUSIONES

En el presente Trabajo Especial de Grado, se ha presentado una breve introduccion
a las ecuaciones integrales, entre las que se encuentran las ecuaciones integrales no li-
neales de Volterra, las ecuaciones integrales no lineales de Hammerstein, asi como algunos
ejemplos emblematicos. Ademas se expone explicitamente la nocién de variacién acotada
dada por Camille Jordan, y algunos resultados relevantes del espacio de funciones con
variacion acotada, como lo son: las caracterizaciones dadas por C. Jordan, y H. Federer,
asi como también, acerca de la actuacién del Operador de Composicion de este espacio.

Pero el objetivo principal de esta tesis es estudiar la existencia y unicidad de soluciones
en el espacio de funciones de variacién acotada BV (]a, b]) de las ecuaciones integrales no
lineal de Hammerstein y Volterra-Hammerstein. Se formularon condiciones que garanti-
zan existencia y unicidad de la ecuacion integral no lineal de Hammerstein y la ecuacion
integral no lineal de Volterra-Hammerstein.

En esta investigacién concurren varias ramas de la matematica: Topologia, Teoria de
la medida, Analisis funcional, Ecuaciones diferenciales.

Hay varias motivaciones para empezar a trabajar un tema como el desarrollo de
este trabajo de grado. Primero, los articulos expuestos en el capitulo III son de data

reciente; obtienen condiciones necesarias para hallar soluciones y unicidad de las ecua-
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ciones integrales del tipo Hammertein y Volterra-Hammerstein en el espacio de variacion
acotada. Segundo, como el espacio de variacién acotada ha sido extendido a lo que hoy
se conoce como espacio de variacion acotada generalizada unidimensional, bidimensional
o n-dimensional podemos buscar condiciones necesarias para hallar soluciones y unicidad
en estos espacios. De hecho los mismos mateméaticos D. Bugajewski y D. Bugajewska
con otros colaboradores han resuelto el problema para el espacio de variaciéon acotada
en el sentido de Wiener-Young (Ver [9]). Tercero, recientemente H. Leiva, J. Matute,
N. Merentes y J. L. Sdnchez han conectado el tema expuesto con los resultados de los

matematicos D. Bugajewski y D. Bugajewska con la teorfa de control (Ver [27]).
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