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Resumen. Actualmente en la caracterizacién sismica de yacimiento se han esta-
blecido avances para la prediccion de fluidos de reservorio, enfocados en el analisis
multifractal de las senales sismicas, a partir de la herramienta espectral “transfor-
mada ondicula médulo méximo” (WTMM por sus siglas en inglés). Dichos estudios
se han aplicado sobre datos sintéticos y han logrado diferenciar las distintas fases
de un yacimiento, hoy por hoy, en la industria petrolera venezolana no se tiene
mayor conocimiento del estado del arte del andlisis multifractal en la discrimina-
cién de fluidos. En vista de lo planteado anteriormente este trabajo surge de la
necesidad de entender y evaluar el andalisis multifractal para delimitacién de flui-

dos en un yacimiento. En el ambito del andlisis de riesgos este problema se conoce
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como “valor de informacién”, en el cual la caracterizacion sismica de yacimiento
juega un papel muy importante al ser una herramienta que permite reducir la
incertidumbre en la posible delimitacién de hidrocarburos (Bickerl, Gibson y Mec-
Vay, 2006).Por lo tanto el método de andlisis multifractal de senales, de ser capaz
de diferenciar fluidos de yacimiento, serd un elemento muy ttil al momento de dis-
minuir la incertidumbre en las logisticas de perforacion. De esta investigacion los
resultados més categoricos arrojan que el subsuelo tiene un comportamiento mul-
tifractal lo que significa que es un medio constituido por singularidades de orden
variable, las variables ancho del espectro y Holder pico son las herramienta mas
eficiente del analisis multifractal que permiten discriminar modelos tedricos que
imitan la respuesta sismica de fluidos de yacimiento y por tltimo la discriminacion
de saturaciones a partir del andlisis multifraftal no presenta un comportamiento
lineal en relacion a la porosidad, por lo que se propone la continuacion del estudio

en este tipo de problemas de forma tal de establecer resultados més concluyentes.
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INTRODUCCION

La demanda de petréleo y gas, sin duda, continuard en el préximo siglo, mejorar
la eficiencia en la prediccion de fluidos de yacimiento en los campos existentes
es un avance importante en la caracterizacion sismica de yacimientos (Packwood,
1997).

El foco de este estudio esta en evaluar el andlisis multifractal de datos sismicos
con el fin de reducir la incertidumbre en la prediccion de fluidos de yacimiento
ya que en la actualidad, en la industria petrolera venezolana no se tiene mayor
conocimiento del estado del arte del analisis multifractal en la discriminacién de
fluidos. En vista de lo planteado anteriormente este trabajo surge de la necesidad
de entender y evaluar el andlisis multifractal para delimitaciéon de fluidos en un
yacimiento.

La presente investigacién consta de cinco capitulos, el Capitulo I se desarrolla la
problematica que da origen a esta obra, en el Capitulo II se presentan las nociones
tedricas que sustentan el andlisis multifractal, seguidamente el Capitulo III, se
plantea el diseno de la investigacién, éste capitulo se subdivide en tres secciones,
en la primera de estas se describen las variables de entrada (datos sismicos) y su
relevancia en la investigacion, luego en una segunda seccién se plantea el diseno
del calculo numérico para el andlisis multifractal y por ultimo la tercera seccion,
se definen las variables de salida; en el Capitulo IV se presenta los resultados
obtenidos al analizar mediante el algoritmo planteado los datos sismicos definidos
como variables de entrada, para finalizar en el Capitulo V se enfatizan los alcances

de esta investigacion.



Evaluar el andlisis multifractal como herramienta para la discriminacién de fluidos
de yacimiento en datos sismicos, es el principal objetivo de esta investigacion, para
esto se proponen las siguientes metas, Establecer la fundamentacién tedrica de la
herramienta matematica multifractal con los principios fisicos de la sismica de
prospeccién, seguida de identificar la posible relacién entre el contenido de fluidos
y el espectro multifractal, en tercer lugar evaluar el analisis multifractal en datos
reales cuyo contenido de fluidos ya sea validado y por tultimo evaluar el analisis

multifractal en rocas con saturaciones variantes de gas.



Capitulo 1

EL PROBLEMA

1.1. Planteamiento del problema

En el analisis de voliimenes sismicos del subsuelo, se puede observar como las mo-
dificaciones en las medidas de amplitud pueden responder a: litologia, porosidad
e incluso al tipo de fluido (gas, petrdleo, agua) (Dopkin y Wang, 2008).

Es aqui donde la caracterizacion sismica de yacimientos también conocida como
geofisica de yacimiento ha evolucionado en los tltimos anos como un estudio mul-
tidisciplinario, en funcién al aspecto critico que representa en la economia de la
mayoria de las organizaciones de exploracién y produccién (E & P) (Walls, Dvor-
kin y Carr, s.f). Acorde con (Sheriff, 1991) la geofisica de yacimientos se define
como:

“FEl uso de métodos geofisicos para ayudar a delimitar, describir o monitorear los
cambios en el yacimiento mientras estda en produccion”

Los tultimos avances en la caracterizacién sismica de yacimiento son la identifi-
cacion y delineacion del reservorio junto con la distribucién de sus propiedades
relevantes.

En la caracterizacién sismica de yacimiento la descomposicion espectral se refiere
a cualquier método que produzca un andlisis continuo tiempo/frecuencia. Esto

permite la determinacion del espesor de capas, la visualizacion estratigrafica y la



deteccién directa de hidrocarburos (Castagna y Sun, 2006) ,(Li y Liner, 2005).
Actualmente en la caracterizacion sismica de yacimiento se han establecido avan-
ces para la prediccién de fluidos de reservorio, enfocados en el andlisis multifractal
de las senales sismicas, a partir de la herramienta espectral “transformada ondicu-
la médulo maximo” (WTMM por sus siglas en inglés) (Khan et al, 2007). Dichos
estudios se han aplicado sobre datos sintéticos y han logrado diferenciar las dis-
tintas fases de un yacimiento (Khan et al, 2007),(Khan y Fadzil, 2007).

En la actualidad, en la industria petrolera venezolana no se tiene mayor conoci-
miento del estado del arte del andlisis multifractal en la discriminacién de flui-
dos. En vista de lo planteado anteriormente este trabajo surge de la necesidad
de entender y evaluar el analisis multifractal para delimitacién de fluidos en un

yacimiento.

1.1.1. Objetivos

Objetivo general

Evaluar el analisis multifractal como herramienta para la discriminacién de fluidos
de yacimiento en datos sismicos.

Objetivos especificos

1. Establecer la fundamentacion tedrica de la herramienta matemaéatica multi-

fractal para la aplicacion en sismica de prospeccion.
2. Definir modelos de tierra que emulen condiciones de yacimiento.

3. Identificar la posible relacién entre el contenido de fluidos y el espectro

multifractal.

4. Evaluar el analisis multifractal en datos reales cuyo contenido de fluidos ya

sea validado.



5. Evaluar el analisis multifractal en rocas con saturaciones variantes de gas y

agua.

1.2. Justificacion

La presente investigacién ha de justificar su origen en dos marcos principales, en
primer lugar su caracter cientifico y en segundo su importancia netamente comer-
cial.

En el marco investigativo, este trabajo tiene caracter innovador ya que pretende
esclarecer un nuevo método en la diferenciacion de fluidos de yacimientos por el
analisis multifractal de senales y con esto aportar a la comunidad cientifica un
elemento de sustento en investigaciones de esta indole.

En consecuencia, dada la importancia que en lo futuro se generara de esta inves-
tigacion a la industria petrolera venezolana y por ende a la economia del pais se
tiene el siguiente precedente:

El sector petrolero en Venezuela es el mas importante del pais. Representa aproxi-
madamente el 80 % de las exportaciones, el 20 % del producto interno bruto (PIB)
del pais y el 50 % de los ingresos del Estado, lo que convierte a este recurso en la
verdadera locomotora econémica del pais (Latin Business Report, s.f).

El cometido de una compainia de E & P es extraer la mayor cantidad de reservas
de un yacimiento para su posterior procesamiento y venta. Para recuperar estas
reservas, la empresa necesita un primer avance que compete a la perforacion de
pozos los cuales representan una inversion inicial cuyos costos oscilan entre unos
pocos cientos de miles de dodlares para pozos relativamente poco profundos hasta
millones de délares para pozos muy profundos (~ 20.000 ft)(Kellogg, 2010), la
inversion en estos pozos puede ser irrecuperable si estos resultan evidenciar poca
o ninguna saturacién de hidrocarburos.

En el ambito del andlisis de riesgos este problema se conoce como “valor de infor-

macién”, en el cual la caracterizacion sismica de yacimiento juega un papel muy



importante al ser una herramienta que permite reducir la incertidumbre en la po-
sible delimitacién de hidrocarburos (Bickerl, Gibson y McVay, 2006).Por lo tanto
el método de analisis multifractal de senales, de ser capaz de diferenciar fluidos de
yacimiento, serd un elemento muy 1util al momento de disminuir la incertidumbre

en las logisticas de perforacion.



Capitulo II

MARCO TEORICO

2.1. Definicion de fractalidad de Mandelbrot

“Un fractal es un conjunto cuya dimensién de Hausdorff-Besicovitch excede es-
trictamente su dimensién topolégica”.

Donde la dimensién topoldgica siempre se expresa como un nimero entero (Bar-
cellos, s.f) .

La dimensién de Hausdorff-Besicovitch es substancialmente més complicada, esté ba-
sada en la idea de “medida”’o “extensiéon”de un conjunto de puntos Estos son
términos generalizados de los conceptos de “longitud”, “area”y “volumen”, ca-
da una de estos términos es una medida asociada con objetos de una dimension
particular. El conjunto cuya dimension va a ser calculada es cubierto de varias
formas por un conjunto de medida conocida, tal como se muestra en la Figura 2.1.
Cuando nos referimos a un conjunto F' como un fractal, por lo general tendra la

las siguientes caracteristicas:

= [’ posee una estructura fina por ejemplo: posee detalles a cualquier escala

arbitraria.

» F'es muy irregular para ser descrita por la geometria tradicional, tanto local

como globalmente.



= [ posee de alguna forma una estructura auto-afin, la cual puede ser apro-

ximada o estadistica.

» Usualmente , la “dimension fractal”de F (definida de alguna forma) es mayor

o igual a su dimensién topoldgica.

2.2. Introduccion a la geometria y medida fractal

Una de las caracteristicas importantes de los fenémenos fisicos son sus propie-
dades geométricas. Por muchos anos se ha utilizado la geometria Euclidiana o
Riemmaniana para describir propiedades geométricas de los fendmenos naturales,
esto produjo modelos que se describian mediante funciones suaves, analiticas, etc.
El éxito de los modelos es indiscutible, pero existen muchos objetos en la natura-
leza que no estaban descritos correctamente mediante el lenguaje tradicional de la
geometria tales como conjuntos atractores o repulsores de los sistemas dinamicos,
movimiento Browniano (véase Figura 2.2), distribuciones de materia en el univer-
so y otros mas. Por lo que B.B Mandelbrot en 1982 desarrollo un lenguaje més

fino para describir estos elementos de manera méas aproximada (Hansen, 2009).

Figura 2.1: Recubrimiento de un conjunto a partir de elementos de dimension
conocida



La geometria clasica trata con objetos cuya dimensién es entera, intuitivamente

se caracteriza un punto con dimensién cero (0), uno (1) para una linea, dos (2)

para un plano y tres (3) para sélidos esta dimensién es conocida como dimensién

topologica (véase Figura 2.3), més la geometria fractal describe elementos con

dimensiones no enteras.

2.2.1. Ideas sobre dimension

Una idea muy comun es pensar que el valor de la dimensiéon de un objeto viene

dado por sus direcciones independientes o sus grados de libertad Figura 2.3, por

'b)

Figura 2.2: a) Atractor, b) Movimiento Browniano
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Figura 2.3: Idea intuitiva de dimension topolédgica, en los recuadros inferiores se
muestran las dimensiones de los distintos elementos geométricos asociados a los
grados de libertad cuya direccién se senala en el recuadro de la derecha



lo que es necesario en primera instancia definir una caracterizacion de dimen-
sion que permita realizar generalizaciones. Afortunadamente esto resulta simple
considerando los efectos de la medida de dimensién de Figuras geométricas simi-
lares(Barcellos, s.f).

Consideremos un segmento unitario, cuya longitud se quintuplica, esto quiere de-
cir que es expandido por un factor de cinco (5), este nuevo segmento contiene cinco
(5) componentes congruentes ( ya que son copias del mismo segmento original)
por lo que se denota 5 = 5!, este proceso se observa en la Figura 2.4.

De la Figura 2.4 se establece que la dimensién de un objeto puede ser obtenida

mediante la ecuacién (2.1)
N = s (2.1)

donde N es el nimero de componentes o elementos congruentes, s es el factor
de escala y d es la dimension. Lo expuesto anteriormente es cierto para objetos

auto-semejantes (Barcellos, s.f).

Cubo 4 | 84 4

| 'O, T e )

Figura 2.4: Dimensién a partir de objetos congruentes. Modificado de (Kraft, s.f)
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2.2.2. Dimensién y medida de Hausdorff

Las nociones de dimensién son centrales para la geometria fractal, de forma ri-
gurosa la dimension indica cuanto espacio ocupan los puntos mas cercanos de un
conjunto. De la amplia variedad de dimensiones fractales usadas la dimensién de
Hausdorff es la mas antigua e importante ya que posee la ventaja de ser definida
para cualquier conjunto y matematicamente conveniente ya que esta basada en

“medidas” que son relativamente faciles de manipular (Falconer, 2003).

Medida de Hausdorff

Si U es un subconjunto no vacio en el espacio euclideo R" | el didmetro de U es

definido como se muestra en la ecuacién (2.2)(Falconer, 2003),
Ul = sup{lx —y|:z,ye U} (2.2)

La ecuacion anterior define el diametro de un subconjunto de U como la mayor
distancia que entre un par de puntos de U. Si {U;} es una coleccién contable
o finita de conjuntos de didametro 0 en su mayoria que cubran F', por ejemplo
F c U Ui con 0 < |U;| < § para cada ¢ se dice que {U;} es una 6 — cobertura
de F'. Supongase que F' es un subconjunto de R” y s es un niimero positivo. Para

cualquier 0 > 0 se define:

H;(F) = mf{ Z |Ui|® : {U;} es una 6 — cobertura de F} (2.3)
i=1

De esta forma se definen los recubrimientos de F' por conjuntos de didmetro  y se
busca minimizar la sumatoria de potencia s. De forma tal que mientras ¢ decrece,
el nimero de recubrimientos permisibles de F' son reducidos véase la Figura 2.5.

Por lo tanto el infimum valor de Hj(F') es aproximado por la ecuacién (2.4).
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HY(F) = lim H;(F). (2.4)

Este limite existe para cualquier subconjunto F' de R™ y este puede tomar los

valores de 0 6 0o . Se denomina H*(F') a la medida s-dimensional de Hausdorff

de F.

Nota de interés: La nocién concerniente a medida mas importante es la medida
de Hasudroff s — dimensional (H®) en un subconjunto de R", donde 0 <
s < n. Esta medida es una generalizacién de la medida de Lebesgue para

dimensiones que no necesariamente son enteras.

Dimensién de Hausdorff:

Retomando la ecuacién (2.3) queda claro que para cualquier conjunto dado F' C
R™ y 6 < 1,H§(F), es no creciente con s. Entonces Hj(F') a partir de la ecua-
cién (2.4) es no creciente también. En efecto es cierto que si ¢t > sy {U;} es un

0 — cobertura de F' se tiene que:

wug F e
. R rer
: L
-
Ll
- - A
[ 77 A
L ) " -
F

Figura 2.5: Dos (2) posibles recubrimientos de un conjunto F'. El infimo valor de
la sumatoria sobre todos los recubrimientos provee H§(F)
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Z ’Uz’t < Z‘Ui‘t_s < 5t—sz ’U’L’S

Por lo que si se toma el infimo valor, H{(F) < 0" *H(F), dejando 6 — 0 se
observa que H*(F') < oo entonces H*(F) = 0 para t > s. En el grafico 2.6 de
H*(F) contra s muestra el valor critico de s para el cual H*(F') presenta una
discontinuidad abrupta de oo — 0.

Este valor critico es llamado Dimensién de Hausdorff de F' y es escrito como
dimyF'y es definido para cualquier conjunto F' C R™. (Nétese que en la literatura
puede encontrarse como Dimension de Hausdorff-Besicovitch). Formalmente es

definida por la ecuacién (2.5).

dimuF = inf{s>0: H(F) =0}

= sup{s : H(F) = oo} (2.5)

0 T m1 N
0 dimy F n

Figura 2.6: Gréfico del H*(F') contra s para un conjunto F. La dimensién de
Hasudorft es el valor en el cual ocurre el “salto”de oo a 0
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2.2.3. Dimension fractal:

En geometria de fractales, la dimension fractal, D es un nimero real que genera-
liza el concepto de dimension ordinaria para objetos geométricos que no admiten
espacio tangente. La dimension fractal es un exponente que da cuenta de cuan
completamente parece llenar un fractal el espacio conforme se amplia el primero
hacia escalas mas y mas finas. No existe una tnica dimensién fractal sino una serie
de dimensiones que frecuentemente resultan equivalentes. Entre estas definiciones
estd la dimensién de Hausdorff-Besicovitch, la dimensién de empaquetamiento, la
dimensiéon de homotecia y las dimensiones de Rényi. Ninguna de estas dimensio-
nes deberfan ser tratada como universal, ya que a veces la discrepancia entre ellas
estd asociada a diferencias en la estructura interna del fractal. Sin embargo para
un buen numero de fractales clasicos los valores de las diferentes definiciones de
dimension fractal coinciden (Mandelbrot, 1982).

Para caracterizar cuantitativamente a un sistema fractal se debe definir en prime-
ra instancia lo que se denomina la dimensién de contencién de del objeto, que es
la menor dimensién euclidiana (d.), o del espacio clésico, en la que un objeto dado
puede ser contenido(Mandelbrot, 1982). Por ejemplo si se tiene una linea curvada,
como la de la Figura 2.7, se dice que esta linea esta contenida en un plano, por
lo tanto su dimensién de contencién sera 2. Una vez determinada la dimension de
contencién del fractal es posible medir su dimensién fractal dy propiamente dicha.
Una forma de medir la d; , entre varias posibles, es la siguiente: considere un
objeto arbitrario de superficie S(I), el cual puede medirse cubriéndse con cajas de
tamafio | x [ y superficie [% como se muestra en la Figura 2.7 considerando que

se necesitan N([) cajas para cubrirlo, con lo cual se define:
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al observar la expresién anterior se tiene que, N(I) oc [7% dado que la superficie
de un objeto no cambia, si se modifica la unidad de medida [. Por ejemplo, con-
siderando objetos euclidianos tradicionales, tenemos que la superficie del circulo
es proporcional al cuadrado de su radio (I o< r?) la superficie de un cuadrado es
proporcional a su lado al cuadrado (S o [?), donde el nimero 2 corresponde al
valor de la dimensiéon euclidiana de estos elementos. Sin embargo para los objetos

fractales se observa que:

N() o N(I)I™%, (2.6)

donde d; es un nimero no entero o fraccionario. A partir de la ecuacién (2.6) se

obtiene:
(2.7)

Existen muchos métodos para medir la dimension fractal de un fractal aleatorio.
Las més conocidas son el método de conteo de cajas (del ingles “box counting

method”) . La eleccién del mejor método generalmente se determina segin la

(a) (b)

Figura 2.7: Dos lineas a las cuales se les aplica el método de “conteo de caja’para
calcular la dimensién fractal. Para la linea de la Figura (a) el valor de la ecuacién
(2.7) corresponde al valor entero uno (1). Para el caso de la Figura (b) arroja el
valor fraccionario dy = 1,2 (tomado de (Huergo, 2011))



situacion experimental o numérica particular, o segtin la naturaleza de los datos.

2.2.4. Tipos de dimensién fractal

Segun (Wikipedia, s.f) se tienen las siguientes aseveraciones:

Dy < Duyp < Dyp < Dg < Dg,

donde:

Dt : Dimensién topolégica que es siempre un entero.

Dus @ Dimension de Minkowski-Bouligand o de conteo de cajas, a veces llamada

dimension de Hausdorff.
Dg : Dimensiéon de empaquetado.

Dyg : Dimensién de Hausdorff-Besicovitch que para los fractales clasicos suele

ser un numero irracional.

D¢ : Dimensién del espacio euclideo que contiene al fractal que también es un

numero entero.
D5 : Dimensién de entropia o dimension de Kolmogérov.
D, : Dimensién de correlaciéon.
Dy : Equivale a la dimensién de Hausdorft-Besicovitch para conjuntos cerrados.

Algunas caracteristicas:
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» La primera desigualdad Dy < Dpypg se conoce como desigualdad de Szpilrajn

y es uno de los principales resultados de la geometria fractal.

» Las desigualdad Dy < D; < Dg son desigualdades entre las dimensiones
de Rényi, que son iguales para un fractal autosimilar a todas las escalas y

difieren en el caso de multifractales.

2.3. Conjuntos auto-afines:

Un conjunto auto-similar es un espacio métrico resultante de la unién de las ver-
siones a escala de si mismo, con factor de escala menor que uno (Roinestad, 2007).
En matematicas, un objeto auto-similar es exactamente o aproximadamente simi-
lar a una parte de si mismo (es decir, el conjunto tiene la misma forma que una
o mas de las partes). Muchos objetos en el mundo real, tales como las costas, son
estadisticamente auto-similares, parte de ellos muestran las mismas propiedades
estadisticas en muchas escalas. La auto-similitud es una propiedad que caracteriza
a los fractales.

La invariancia de escala es la forma maés exacta de la auto-similitud, ya que cual-
quier ampliacién de una pieza mas pequena del objeto que es similar a el conjunto
en totalidad (Wikipedia, s.f).

Un conjunto S C R”™ se dice que es auto-similar si se trata de la unién de sub-
conjuntos disjuntos Si,---,Sp que se pueden obtener a partir de S mediante
escalamientos, traslaciones y rotaciones. Esta auto-similitud a menudo implica
una multiplicacién infinita de detalles, lo que crea estructuras irregulares (Mallat,
1999). Mateméaticamente la definicién estricta es como sigue: Sea f una funcién
continua de soporte compacto S. Se dice que f es auto-similar si existen subcon-
juntos disjuntos tal que el grafo de f restringido a cada S; es una transformacion
afin de f. Esto significa que existe una escala [; > 1, una traslacién r;, un peso p;

y una constante ¢; tal que:
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ViesS, fit) = o —|—pif<li(t—ri)). (2.8)

Si una funciéon es auto-similar, su transformada ondicula también lo es. Sea g una

transformacion afin de f:

Tl = [ a0 (SE)ar
= {pf(l(t—r))Jrc}iSw(t_Su)dt

= —=Ty[fl(l(u—1),sl). (2.9)

En la demostracion anterior el término fR w(t’T") se hace cero, hecho avalado por

la ecuacion (2.26)(Nota: Una descripcion mas heuristica se detalla en los apéndi-

ces).

Suponiendo que 1 posee un soporte compacto en [—k, k]. La relacién de inva-

riancia (2.8) de f sobre S; = [a;, b;] produce una afinidad invariante para todas
bi—a;

las ondiculas con soporte incluido en S; para cualquier s < *%* y cualquier

u € [a; + Ks,b; — Ks],
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Tlfl(uss) = ZETlA (bl =), sh)

La auto-similitud de la transformada ondicula implica que los valores de su médulo
maximo son auto-afines también.

En la Figura 2.8 se muestra una estructura auto-similar conocida como es la curva
de Koch, la cual es una de las primeras curvas fractales que se han descrito y
junto a esta se muestra su transformada ondicula, la cual como se ha desarrollado

anteriormente también presenta un comportamiento auto-afin.

2.4. Multifractales

Una distribucion de la masa p puede ser extendida sobre una regién de tal ma-
nera que la concentracién de masa sea muy irregular y heterogénea. De hecho, el

conjunto de puntos donde la concentracion de masa local obedece a una ley de

if

Figura 2.8: Superior: Curva de Koch, inferior: Transformada ondicula de la curva
de Koch. Ambas presentan una estructura auto-afin, como era de esperarse de
acuerdo a la deduccién (2.9)
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potencia de indice «, por ejemplo p(B(z,7)) ~ r® para r pequenos, puede deter-
minar un fractal diferente para valores diferentes de «. Asi, una amplia gama de
fractales pueden surgir de una sola medida.

Una medida g con una estructura rica se conoce como una medida multifractal o
simplemente un multifractal. Al igual que con fractales, una definicién precisa de
“multifractal” tiende a ser evitada.

Medidas multifractales se han observado en muchas situaciones fisicas, por ejem-
plo, en la turbulencia del fluido, la distribucién de las precipitaciones, la distribu-
cion de masa a través del universo, digitacién viscosa, redes neuronales, precios
de las acciones, series de tiempo geofisicas(Mediciones de temperatura, pre-
cipitaciones, niveles de ozono, velocidad del viento, eventos sismicos, patrones de
vegetacion y dindmica del clima ) y en muchos otros fenémenos (Falconer, 2003),

(Kantelhardt, 2010).

2.4.1. Medida y distribucion de masa

Uno de los términos mas comunes en las matematicas de los fractales es el de
“medida”en una forma u otra.

Por otra parte, este término es desarrollado en la Teoria de la medida, mas para
las aplicaciones comunes de fractales unas pocas ideas son necesarias y dichas son
concernientes a los subconjuntos de R”. Estos elementos de la teoria de la medidas
son a menudo familiarizadas con las distribuciones de masa o la carga de la fisica
bésica.

Bésicamente, una medida es s6lo una manera de atribuir un valor numérico “ta-
mano” de conjuntos, de tal manera que si un conjunto se descompone en un nimero
finito o denumerable de las piezas de una manera razonable, entonces el tamano
del conjunto es la suma de las dimensiones de las piezas.

Dendtese por p una medida sobre R™ si 4 asigna un ntimero no negativo, posible-
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mente oo, para cada subconjunto de R" tal que:

= u(¢) =0
« 1(A) < u(B)siACB

= Si A;--- A, es una secuencia denumerable o finita de conjuntos entonces:

N(DAZ-) < iu(A», (2.10)

de forma equivalente se tiene que si A; es un conjunto disjunto de Borel

(Falconer, 2003):

H(DAz') = i_O:M(Az) (2.11)

El soporte de una medida es el conjunto en el que la medida es concentrada. For-
malmente, el soporte de p, escrito sptu, es el menor conjunto cerrado X tal que
p(R™\ X) = 0. El soporte de una medida es siempre cerrado y X ha de estar en
el soporte si y sélo si u(B(x,r)) > 0 para todo radio positivo r. Se dice que p es
una medida en un conjunto A si A contiene el soporte de

Una medida en un subconjunto acotado de R™ para el cual 0 < p(R™) < oo

serd llama distribucién de masa y dicha medida p(A) serd la masa del conjunto

A.

Ejemplos de medida y distribuciéon de masa

Medida de Lebesgue en R: La medida de Lebesgue £! es una extensién de la

idea de “longitud ”para una amplia coleccion de subconjuntos de R tal que
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incluye los conjuntos de Borel. Para intervalos abiertos y cerrados se toma
la media de Lebesgue como £'(a,b) = L'[a,b] = b —a. Si A =J,[a;, b;] es
un conjunto finito o contable de intervalos disjuntos, se tiene entonces que
LY(A) = > (b; — a;) serd la longitud de A. Esto conduce a la definicién de la
medida de Lebesgue £! de un conjunto arbitrario A indicada en la ecuacién

(2.12).

o mf{f:(bi—ai):ACD[ai,bi]}. (2.12)

=1

Esta idea de medida llevada a R™ tiene la forma mostrada en la ecuacién
(2.13) tomando en consideracién que vol! es la longitud, vol® representa el

drea y vol® es el volumen.

vol® = (b —ay)(by —ag) - (b, — ay)

L= z'nf{ Zvol”(A) A C U[ai,bi]}. (2.13)

Distribucion uniforme de masa en un segmento de linea: Sea L un seg-
mento de linea de longitud unitaria en el plano. Se define u(A) = L(L() A)
(por ejemplo la longitud de la interseccién de A con L). Entonces u es una

distribucién de masa con soporte L, donde pu(A) =0si L = ¢.

2.5. Series de tiempo Multifractales

Antes de definir las series de tiempo como conjuntos multifractales es necesario

indicar ciertas caracteristicas de las mismas.
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Series de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto numérico de valores que representa los cambios
en tiempo de cualquier variable, estas se caracterizan por presentar discontinui-
dades, componentes con ciertas tendencias, una o mas componentes periédicas y
componentes estocasticas.

Una cuestion importante en relacion con series de tiempo es la ergodicidad. Si
una serie de tiempo es ergddica, un promedio en un momento dado sobre un gran
numero de realizaciones de la serie de tiempo es totalmente equivalente al pro-
medio en tiempo de una sola realizaciéon. En general, la ergodicidad de series de
tiempo practicas es supuesta, aunque a menudo es dificil de probar (Turucutte,

1997).

Series de tiempo multifractales

Muchas de las series de tiempo no muestran un comportamiento simple de esca-
lamiento monofractal, que puede ser explicada por un exponente de escala tinico.
Los elementos que caracterizan una serie de tiempo (nombrados en el péarrafo an-
terior) pueden ser descritos con exponentes de escala diferentes. En estos casos,
el comportamiento de escala es mas complicado, y los diferentes exponentes de
escala son necesarios para diferentes partes de la serie. En los casos més complica-
dos, una gran cantidad de exponentes de escala son necesarios para una completa
descripcion del comportamiento de la serie de tiempo, y el analisis multifractal

debe aplicarse (Kantelhardt, 2010).
= Métodos para el analisis fractal de series de tiempo estacionarias:

1. Ana&lisis de funciones de auto correlacién.
2. Analisis espectral.

3. Analisis de Hurst de rango-rescaldado.
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4. Anélisis de fluctuacién (FA)
= Métodos para el analisis fractal de series de tiempo no estacionarias:

1. Analisis ondicula.
2. Andlisis de fluctuacion sin tendencia.

3. Deteccién de tendencias con DFA.

Métodos para el andlisis multifractal de series de tiempo: El tipo méas sim-
ple de andlisis multifractal estd basado en una funcién de particién estandar,
la cual ha sido desarrollada para la caracterizaciéon multifractal normalizada
de medidas estacionarias. Por desgracia, este formalismo norma no da resul-
tados correctos para las series temporales no estacionarias que son afectadas
por componentes con tendencias o que no pueden ser normalizadas. Asi, a
principios de 1990 un mejora de multifractal el formalismo ha sido desarro-

llado, la transformada ondicula médulo maximo (Kantelhardt, 2010).

2.6. Introduccion a la transformada ondicula

En la siguiente seccion se pretende establecer una base tedrica del andlisis espectral
y su evolucion desde el andlisis sintesis de Fourier a la transformada ondicula de

J. Morlet y A. Grossman.

2.6.1. Analisis espectral de Fourier

No es intuitivamente 6ébvio que se puedan construir o representar funciones tran-
sitorias y bien localizadas en tiempo Figura 2.9, como combinaciéon de senos y
cosenos partiendo de que estas funciones trigonométricas con periodos multiplos
de un periodo fundamental forman una secuencia ortogonal y por ende pueden
ser usadas como bases para la representacion de otras funciones. La posibilidad de

representar funciones matematicas en términos de senos y cosenos de diferentes
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frecuencias (armonicos), es la base del andlisis espectral de Fourier, el cual per-
mite describir una senal que se encuentra en el dominio del tiempo o espacio en
términos de sus componentes cosenoidales en el dominio de la frecuencia o nimero

de onda respectivamente.

Series de Fourier

El teorema de J.B. Fourier (1807) dice que dada una funcién f(t) puede ser re-
presentada por la serie infinita conocida como serie de Fourier, cuya estructura se

muestra en la ecuacién (2.14),

Qg - J
f(t) = 5 1 ; {aj cos( 277 t) + b, sm(27rft)} (2.14)
donde a; y b; son constantes y 1" es un periodo fundamental, para poder represen-
tar funciones de esta forma deben satisfacer las condiciones de Dirichlet, la cual

es satisfecha por las senales de interés geofisico (Nava y Alejandro, 2002).

Un (1) armonico

Cinco (5) armoénicos
Diez (10) arménicos
Cuarenta (40) arménicos

(1)

Figura 2.9: Construccién de una senial f(t) a partir de combinaciones de distintas
funciones monocrométicas (armoénicos)
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La representacién en series de Fourier supone que f(t) es periddica con periodo T'.
Si no lo es, pero esta definida en un dominio finito , la serie de Fourier converge
a ella sobre dicho dominio y fuera de este representa repeticiones de f(t) es decir

la hace periddica.

Transformada de Fourier

Esta herramienta permite extender el analisis y la sintesis de una funcién en térmi-
nos de senoidales a funciones (no patolégicas) de cualquier tipo con dominio sobre
los reales y por lo tanto con la posible presencia de componentes con cualquier
frecuencia.

Si f(t) en el dominio de ¢ su transformada es definida por la ecuacién (2.15).

F(s) = /R F#)e g, (2.15)

donde F'(s) es una funcién (generalmente compleja) en el dominio de s (donde s
es una variable real cuyas unidades son las reciprocas de t).
Una definicién alternativa utiliza w = 27s en vez de s por lo que requieren del

empleo de normalizaciones como se muestra en la ecuacién (2.16),

£t = % [ Plajetdo, (2.16)

2.6.2. Espectrograma

El espectro obtenido de f(¢) mediante la ecuacién (2.14), indica que tanto contiene
una senal de cada frecuencia mas no indica si la componente espectral se encuentra
a lo largo de la senal o solo en intervalos de tiempo.

El conocer tanto el tiempo de llegada como el contenido de frecuencias de los
paquetes de energia es importante, para el estudio del comportamiento temporal
de las fuentes y acerca de procesos dispersivos que afectan la propagacion de la

energia, entre otros métodos para estimar la distribucién de tiempo y frecuencia
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de una senal observada (Nava y Alejandro, 2002) se tienen los bancos de filtros y
analisis de ventana maévil, a continuacién se describe el andlisis de ventana mavil

el cual es una introduccién a la transformada ondicula.

2.7. Espectrograma de analisis de ventana mévil o trans-

formada seccional de Fourier

El anélisis de ventana movil o AVM consiste en obtener el contenido espectral de
una senial f(¢) contenida en una ventana £(t) centrada sobre 7y de largo A (esto
ultimo quiere decir que la ventana es distinta de cero tinicamente en el intervalo
[T — %, T+ %] ).

Este andlisis es realizado a través de la ecuacién (2.17):

g(t 1) f(tye . (2.17)

F(s) = P [ 6(55

R

Tanto t como 7 representan el tiempo, mas 7 caracteriza el tiempo al cual es

asignada la transformada.

Ventanas temporales para AVM

Mientras mas angosta sea la ventana mas localizado en tiempo estard el espectro,
pero estara restringido a las altas frecuencias, el muestreo a su vez sera pobre
o limitado a periodos ligeramente menores que la longitud de la ventana y no
reproducira informacién alguna con respecto a periodos mayores a dicha longitud.
Mientras mas ancha sea la ventana es mejor y mas amplio el muestreo, pero
aumenta la incertidumbre temporal.

Un compromiso entre la resolucion y el muestreo consiste en usar ventanas largas
pero disminuyendo la incertidumbre temporal seleccionando ventanas cuya forma

en el resultado de cada transformada sea mas representativo de lo que ocurre cerca
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del punto determinado usualmente el centro de la ventana. Un ejemplo de esto es
la transformada con una ventana en forma de coseno entre —% y 7, cero fuera de

este rango. En la ecuacién (2.18) se muestra el ejemplo anterior,

F(s), = F(s,7) = / _+ F(#) cos (t . T)e—i%stdt. (2.18)

A
2

Se pueden usar muchas formas de ventanas, usualmente concentradas en su centro,

una ventana muy popular es la Gaussiana (Nava y Alejandro, 2002) .

Ventana rectangular

En el caso de que £(t) sea una ventana rectangular de amplitud unitaria y largo
A se extraen segmentos de f(t) de dicho largo, para cada uno de los diferentes
tiempos 7 a lo largo de la senal y se obtiene su correspondiente espectro mediante

la ecuacion (2.19)

7‘+%

F(s), = F(s,7) — / F(t)e—2mstay. (2.19)

o[>

Este espectro tiene como frecuencia minima sy = A~%.
El resultado del andlisis de ventana mdévil usualmente se representa como una
conFiguracion bidimensional mediante colores o isolineas de la amplitud |F'(s)| o

la intensidad |F(S)?].

AVM con ventana variable

Otra manera de lidiar con la incertidumbre en la localizaciéon temporal de cada
frecuencia consiste en ajustar el largo de la ventana segtin la frecuencia A = s7!,

de manera que abarque un ciclo de las cosenoides, como se muestra en la ecuacién
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(2.20)

T+ 5 )
F(s,7) = [V4] / f(t)e =mstqt, (2.20)

donde el término entre corchetes es un término optativo de normalizacion por el

largo de la ventana.

2.7.1. Relacion tiempo-frecuencia

El principio de incertidumbre establece que la propagacion de la energia de una
funcién y su transformada de Fourier no pueden ser ambas arbitrariamente pe-
quenas, motivado por la mecdnica cudntica en 1946 el fisico Gabor definié dtomos
de tiempo-frecuencia elementales como formas de onda que tienen una minima

dispersién en el plano tiempo-frecuencia.

2.7.2. Relacion entre la transformada de Fourier y las fun-

ciones de Gabor

Los datomos de Gabor son construidos mediante una ventana trasladada en tiempo

y frecuencia como se muestra en la ecuacién (2.21)

Juet) = gt —u)e (2.21)

La energia de g, ¢ esta concentrada en la vecindad de u sobre el intervalo de ta-
maifio 0; medida por la desviacién estandar de |g|?. Su transformada de Fourier
es una traslacién por & de la transformada de Fourier ¢ de g , mostrada en la

ecuacion (2.22)
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Guet) = g(t —u)e™@=9 (2.22)

La energia de g, ¢ esta concentrada en la cercania de la frecuencia £ sobre el inter-
valo de tamario o, , el cual es medido en el dominio donde g(w) no es despreciable.
En el plano (¢,w) la dispersién de energia del dtomo g, ¢ es simbélicamente repre-
sentado por los rectangulos de Heisenberg ilustrados en la Figura 2.10.

Estos rectangulos estédn centrados en (u, &) y con un ancho de oy y o, en tiempo
y frecuencia respectivamente. El principio de incertidumbre provee que el area de

estas ¢ajas”satisface la ecuacién (2.23)

1
010, > 7 (2.23)

Esta 4rea es minima cuando g es una Gaussiana, en cual caso el &tomo g, ¢ es

llamado funcién de Gabor.

Y
2, ol %
T.>.........................u......................._.::1!..- |Iﬂul
g @) 2
S e
- IBug ®1 e, oI
1 TN N
U ¥

Figura 2.10: Cajas tiempo-frecuencia (Rectangulos de Hesienberg) representando
la dispersion de energia de dos atomos de Gabor.
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2.7.3. Transformada ondicula

El analisis espectral en términos de funciones de extensién infinita es perfecta-
mente adecuado para el estudio de senales estacionarias, pero presenta serios pro-
blemas de indeterminacién en el tiempo para senales con componentes episddicas
(Nava y Alejandro, 2002), estos problemas sugirieron la introduccién del andlisis
ondicular desarrollado por Morlet y Grossmann casi 40 anos después que Gabor.
Al igual que la transformada seccional de Fourier o transformada de Fourier por
ventanas la transformada ondicula puede medir las variaciones tiempo-frecuencia
de componentes espectrales pero con una resolucion diferente mediante la expre-

sién mostrada en la ecuacién (2.24).

Tylf)(u.s) = / F()7 . (2.24)

La transformada ondicula correlaciona f con 1, siendo v, s una ondicula dila-
tada en u y trasladada en s denominada “ondicula madre”, en la ecuacién (2.25)

se muestra dicho elemento.

bus(t) = ltb(t_u), (2.25)

S S

para la cual ¥ es una funcién de promedio cero (Mallat, 1999), como se muestra

en la ecuacién (2.26), esta funcién es conocida como ondicula madre.

/ B(B)dt = 0. (2.26)
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Siguiendo el teorema de Perseval denotado por al ecuacién (2.27),

/R F i = o /R F (@) (@) dw. (2.27)

La transformada ondicula puede ser escrita como una integracion en frecuencia,

como se indica en la ecuacion (2.28),

Tulfl(s) = [ 105 0d = 5 [ Feii e (2.28)

Los coeficientes Ty[f](u, s) dependen de los valores de f(t) y f(w) en las regiones
tiempo-frecuencia donde la energia de ¢, s y &u,S es concentrada, variaciones en
los armonicos es detectada a partir de la posicién y escala de las maximas ampli-
tudes de los coeficientes ondicula.

A partir de la ecuacién (2.25), se tiene que su transformada de Fourier es carac-

terizada por al ecuacién (2.29),

@u,s(w) = e /s (sw), (2.29)

donde 9, s es la trasformada de Fourier de 1 para la cual se establece que ﬁ(w) =
0 para w < 0 la energia es concentrada en intervalos positivos de frecuencia

centrados en 7 , la energia de 1, s(w) esta concentrada sobre un intervalo positivo

1

de frecuencias centrado en Z cuyo tamano es escalado por ¢ . En el plano tiempo-

frecuencia una ondicula v, s es simbdlicamente representada por un rectangulo
centrado en (u, 7) como se muestra en la Figura 2.11.

Notese que a medida que la escala decrece, el soporte en tiempo es reducido y
por ende mejor localizado pero la frecuencia posee mayor dispersién y cubre un

intervalo que es desplazado hacia las frecuencias mas altas.
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Una vez construida una familia de ondiculas a partir de una ondicula madre, las
cuales conforman una base ortonormal de L*(R) (Mallat, 1999) se define en el
plano tiempo frecuencia donde se muestran las distintas resoluciones del analisis

multiescala.

Aproximacion multiescala

La transformada ondicula puede detectar caracteristicas episddicas con un proce-
dimiento de acercamiento a lo largo de las escalas, donde los coeficientes ondiculas

|Ty[f](u, s)| miden las variaciones de f en la vecindad de u cuyo tamaio es pro-

w
\ﬁhs{uﬂ
§ L]l s
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sl c i
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Figura 2.12: “Cajas "en el plano tiempo-frecuencia de una base de ondiculas.
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porcional a s.

La capacidad de poder estudiar una senial en sus estructuras mas finas a partir de
las variaciones de escala de la transformada ondicula no solo permite caracterizar
elementos singulares sino también senales de mayor complejidad como lo son las
senales multifractales las cuales poseen singularidades no aisladas.

Mandelbrot fue el primero en reconocer la existencia de multifractales en cada
rincon de la naturaleza. Escalando una seccion del multifractal se produce una
senal que es estadisticamente similar al resto de la misma, esta auto-similitud
es evidenciada en la transformada ondicula con modificaciones en el analisis de
escala. A partir del decaimiento global de los coeficientes ondicula se puede medir
la distribucién de singularidades de un multifractal (Mallat, 1999).

Dichos puntos singulares son detectados siguiendo los maximos de la transformada

ondicula a lo largo de las escalas.

2.8. Singularidades en una funcién

Una singularidad es un cambio réapido en los valores de una variable para un in-
tervalo de tiempo muy corto (Khan y Fadzil, 2007),(Khan et al, 2007).
Mateméticamente se define como un punto ¢y en el cual una funcién f(¢) no es
diferenciable.

Una funcién f(¢) en el andlisis matematico tipico es continua y también posee
derivadas continuas, por lo tanto se puede aproximar en la vecindad de un punto
t; por una serie de Taylor o serie de potencias. A diferencia, la mayoria de las
series de tiempo f(t) encontradas en la vida real se encuentran ruidosas (véase
Figura 2.13-a). Por lo tanto los puntos en tiempo no pueden ser aproximados ni
por serie de Taylor ni por series de Fourier, por otra parte para algunos tiempos
t; , la serie f(t) muestra un comportamiento singular, con esto se quiere decir que
en los tiempos t; , la expansién para la aproximacion de la senal posee componen-

tes de potencia no enteros como se muestra en la ecuacién (2.30) que aparecen
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como singularidades tipo paso o cispide (véase Figura 2.13), demostrando asi un

comportamiento fractal (Physionet, s.f),

ft) = ag+ai(t—t) +ag(t —t;)° + - +an(t —t;)", (2.30)

donde t esta en la vecindad de t; y h; es un niimero no entero que cuantifica la

singularidad de f(¢) en t = t;.

2.9. Regularidad de Lipschitz

En funcion de caracterizar una estructura singular en una senal , es necesario
precisar cuantitativamente la regularidad local de dicha senal, para esto se cuenta

matematicamente con un elemento denominado exponente de Lipschitz.

08 - A o

W

0.8—bl f I \ 1 I | "
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0 200 400 600 800 1000

Figura 2.13: Ejemplificacién de singularidades en una senal real (Modificado de
(Physionet, s.f)), singularidad tipo paso (azul) y tipo cuspide (verde)
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2.9.1. Exponente de Lipschitz

Este elemento es capaz de suministrar informacion acerca de la regularidad de una
senal tanto en un intervalo de tiempo como en un punto ¢;. Teniendo en cuenta que
una singularidad es aquel punto en el cual f(f) no es diferenciable, el exponente

de Lipschitz caracteriza dicho comportamiento singular.

Diferenciabilidad y exponente de Lipschitz

A partir de la serie de Taylor se relaciona la diferenciabilidad de una senal con
un polinomio de aproximacién, suponiendo que f(t) es m veces diferenciable en el
intervalo [t; — h,t; + h], se tiene que P, es el polinomio de Taylor en la vecindad

de t;, como se muestra en la ecuacién (2.31).

R ST (2.31)

teniendo un error de aproximacion de:

Que satisface las siguientes consideraciones:
VEE [t Rt B e (0] < S s M@ (2.33)

El orden m de diferenciabilidad de f(¢) en la vecindad de t; produce un limite
superior en el error ¢, (t) cuando t tiende a t;, la regularidad de Lipschitz permite

refinar el limite superior con un exponente no entero.
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Definicién de Lipschitz

A la usanza de (Falconer, 2003),una funcién f: X — Y es llamada funcién Hdélder

de exponente « si:

|f(x) = f)] < clz —y]* (z,y € X),

con una constante ¢ > 0.Una aplicacion perceptible de esta condicion se observa
en la Figura 3.26.

La funcién f es llamada Lipschitz si a toma un valor proximo a 1, esto es:

[f(@) = f(y)l <cle =yl (2,y € X) (2.34)

y es bi-Lipschitz si:

alr —yl <[f(@) = fY)] < eofx —y| (z,y € X).

Para el caso particular Lipschitz se tiene que: El exponente de Lipschitz puntual-
mente puede variar, por lo que se puede construir una funcion multifractal con
singularidades no aisladas, donde f tiene una regularidad de Lipschitz diferente

en cada punto (Mallat, 1999).

» Una funcién f(¢) es uniformemente Lipschitz « sobre el intervalo [a,b] si
satisface la condicién 2.34 para todo t; € [a,b] con una constante K la cual

es independiente de t;.

» La regularidad de Lipschitz de f en t; sobre el intervalo [a, b] es la minima

cota superior de « tal que f sea Lipschitz a.
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Una funcién que es acotada pero discontinua en t; es Lipschitz a = 0 en ¢;, si la
regularidad de Lipschitz es @ < 1 en t; entonces f es no diferenciable en ¢; y «

caracteriza el tipo de singularidad.

2.10. Momentos cero de una ondicula

Para medir la regularidad local de una senal se toman en cuenta dos (2) factores
como lo son el soporte compacto de frecuencias el cual no posee mayor relevancia
y el nimero de momentos cero, este tltimo si es crucial. Si la ondicula posee n
momentos ceros, entonces la transformada ondicula puede interpretarse como un
operador deferencial de orden n, lo que proporciona una primera relacién entre
la diferenciabilidad de f y el decaimiento de la transformada ondicula a escalas

finas (Mallat, 1999).

2.10.1. Supresion del comportamiento polinomial

Con mucha frecuencia son las singularidades, cambios rapidos, discontinuidades
y transeptos en frecuencia caracteristicas de interés en las series de tiempo y no
el comportamiento regular. Por lo tanto se pretende demostrar que las ondiculas
son excelentes para abordar aspectos singulares en el analisis de series de tiempo
en las tendencias locales, como se ha descrito anteriormente la fuerza de una sin-
gularidad es caracterizada por el exponente de Holder.

La ecuacién (2.34) es viélida aun si no existe una expansién de Taylor (Struzik,
1999), recordemos que el polinomio P, estd asociado a dicha expansion.

En aras de demostracion, se asume que f puede ser caracterizada por el exponente

de Hélder a(t;) en t; y dicha funcién puede ser descrita localmente como:

f)y, =co+cr(t —ti) 4+ +calt —t)" + Ot — 1)), (2.35)
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De la ecuacién (2.35) se pueden identificar los siguientes elementos, extrapolados

de la ecuacién (2.32).

Comportamiento polinomial Comportamiento singular
r S ~ —_—N—
f@)y =coter(t—t)+-+et—t)"+  Clt—t[*F) . (2.36)

En funcién a la ecuacién (2.36) y al hecho de que una ondicula con n momentos
ceros es ortogonal a un polinomio de grado n — 1 (Mallat, 1999), por lo tanto
a < n, indica que el polinomio F;, posee n — 1 momentos ceros.

A partir de la definicién de Lipschitz se tiene que:

f(t)ti = Ptz <t> + €y

Tylfl(u,s) = Ty[P,](u,s) + Tyle,](u, s)
/Rpti(t)%w(t%“)dw/Reti(t)%w(t_S“)dt. (2.37)

La ecuacién (2.37) puede ser reescrita usando la notacién de producto interno

aplicada a la transformada integral.

Tyl fl(u,8) = (Bu(t), Yu,s) + (6,(1), Yus)- (2.38)

Ahora bien tomando en cosideracion la propiedad descrita en (Mallat, 1999), una
ondicula con n momentos ceros es ortogonal a un polinomio de grado n — 1 se

tiene que:

0
Tylflu,s) = (Bkstus) + (), Y, 5))

= Tyle](u, ). (2.39)
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De la ecuacion (2.39) queda demostrado como la transformada ondicula elimina

el comportamiento polinomial de f(¢).

2.10.2. Operador diferencial multiescala y relacién entre
el decaimiento de la transformada ondicula y la

regularidad

Una ondicula de n momentos ceros puede ser rescrita como la derivada de orden
n de una funcién 6 resultando asi la transformada ondicula como un operador
diferencial multiescala, para el cual se propone una ondicula que decaiga rapida-
mente lo que significa que para cualquier exponente de decaimiento m existe un

C,, tal que:

C
vt e R, |y(t)] < m
VOl < T

(2.40)

Teorema 1 Una ondicula i con decaimiento rapido tiene n momentos ceros si

y solo si existe una funcion 6 con un decaimiento rdpido tal que (Mallat, 1999):

v = (-0 (2.41)
Consecuentementei
Tlfl(us) = 5" (fx0)w) (2.2

donde 0,(t) = \%9(?), ademds ¢ no tiene mds de n momentos ceros si y solo

Si:

/ O(t)dt + 0. (2.43)
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Prueba: El rapido decaimiento de v implica que 1& (siendo esta la transformada
de Fourier de ¢ ) es C* (infinitamente diferenciable), de acuerdo con la
siguiente proposicion:

Una funciéon f es acotada y p veces continuamente diferenciable con deriva-

das acotadas si:

/R]f(w)|<1+|w|p)dw < oo, (2.44)

donde f = 1/3 La integral de la funcion es igual a su transformada de Fourier

evaluada en w = 0.

/R Fpdt = (6 94(0) = 0. (2.45)

Por lo tanto se puede realizar la factorizaciéon:

D(w) = (—iw)"f(w), (2.46)

fw es acotada. El decaimiento rapido de 6 es mostrado a partir de la induc-

cion de n. Para n = 1 se tiene:

o(t) = /tw(u)du:jw(u)du, (2.47)

y el decaimiento rapido de 6 derivado de la ecuacién (2.40). Se puede en-
tonces comprobar que el aumento por un (1) orden de integracién hasta
n mantiene el decaimiento rapido de . La transformada de Fourier de la

ecuacion (2.41) tiene como resultado la ecuacién (2.46) lo que implica que
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Y (0) = 0 para k < n. Siguiendo la relaciéon mostrada en la ecuacion (2.45)
se tiene que 1) posee n momentos ceros.

La transformada ondicula puede ser escrita de la siguiente forma:

Ty[f)(u,5) = f#s(u) con wsmz%b(‘{). (2.48)

Se puede establecer de la ecuacion (2.41) que:

2.49
T (2.49)

Rescribiendo la ecuacién (2.48) en funcién de la ecuacion (2.49) se obtiene:

d"0,(t)

n o ndn
Tiflws) = &f 2w =s

du¥

( fx és) (W).  (2.50)

Se tiene un valor de K = [, 6(t)dt = 0 entonces la convolucién f  6,(t)
puede ser interpretada como un promedio ponderado de f con un Kernel
dilatado por el factor de escala s. Por lo tanto a partir de la ecuacién (2.42)
se tiene que la transformada ondicula es una derivada de orden n de un pro-
medio proporcional a s. La transformada ondicula resultante es la derivada
de f promediada en la vecindad de u con un kernel gaussiano dilatado en s.

Si 0 es de decaimiento rapido se puede verificar que:

lim —60, = Ko, (2.51)
s—0 S
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eso significa que para cualquier ¢ que sea continua en wu,

£1’_r)r(1)¢>*%03(u) = Ko¢(u). (2.52)

Si f es n veces continuamente diferenciable en la vecindad de u entonces la

ecuacién (2.42) implica que:

li L8 %és(u) = K™ (u). (2.53)

s—0 STH'é s—0

Si f posee un limite de diferenciabilidad de orden n (f es de clase C™) se

tiene que:
Ty f)(u, s)| ~ "2 (2.54)

fit)
A m mﬁ"\ﬁ‘u |
T XJ\_I \M '
gl | | | | A t
0 0.2 0.4 06 0.8 1
0 0.2 0.4 0.6 0. i

Figura 2.14: Transformada ondicula calculada con ¢ = —6#" donde 6 es una Gaus-

siana, la senal evaluada se muestra en la parte superior (Modificado de (Mallat,
1999))
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Siendo la ecuacién (2.54) la primera relacién entre el decaimiento de |Ty[f](u, s)|

cuando s decrece y la regularidad de f.

2.11. Transformada ondicula moédulo maximo

El teorema 1 prueba que la regularidad de Lipschitz en la vecindad de un punto
t; es proporcional al decaimiento de los coeficientes de la transformada ondicula a
escalas finas. Medir este decaimiento directamente en el plano tiempo-escala (u, s)
no es necesario ya que este comportamiento es caracterizado por sus maximos
locales. Las lineas que conectan los puntos maximos en el plano tiempo-escala son

llamadas lineas maximas.

fith

P

LA |

2F ] I‘“l f‘\ iy 7

i [ : \ /\_J w I‘L'\ " no

D_l ) — ¢ : Tﬁ"‘{\llrf\m
02 04 0.6

0

logais)

(a)

AT T
s Wity
{] }\‘J x4)

3 N

1] 0.2 0.4 0.6 04 1

(b)

=2}

Figura 2.15: a) Transformada ondicula 7T[f](u,s), b) Transformada ondicula
moédulo méximo (lineas maximas)
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2.11.1. Deteccién de singularidades

Las singularidades son halladas en las abscisas en las cuales las lineas maximas
convergen. Para un mejor entendimiento de esto la transformada ondicula es de-
finida como un operador diferencial multiescala como se demuestra en el teorema
1.

Retomando la ecuacién (2.42), se establece que si la ondicula posee solo un (1)
momento cero, el médulo maximo de la transformada ondicula serd el maximo de
la primera derivada de f suavizada por 6,,como se muestra en la Figura 2.16.
En la Figura 2.16 el andlisis multiescala médulo maximo es usado para localizar
singularidades y bordes en imagenes.

El teorema 2 establece que si |T[f](u, s)| no posee maximos en las escalas més

finas entonces f es localmente regular.

1)

W, flu.s)

Figura 2.16: La convolucién f % f,(u) promedia a f en un dominio proporcional a
f.Si ¢ = —0 entonces Wy f(u,s) = s (f*@ )(u) tiene un médulo méximo en los
puntos de variaciones agudas en f*64(u). Si ¢ = §™entonces el médulo méximo de

Waf(u,s) = SQ(Z—Zu( fx0)(u) corresponde a los puntos locales de maxima curvatura.

p
a4
du
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Teorema 2 (Hwang, Mallat) (Mallat, 1999) Supongamos que ¢ es C", de so-
porte compacto y ¢ = (—=1)"0" con [, 0(t) # 0 teniendo f € L'[a,b]. Si existe
un Sy > 0 tal que |Ty[f](u, s)| no posee valores mdzimos para u € [a,b] y s < So
entonces f es uniformemente Lipschitz n en [a + €,b — €] para cualquier ¢ < 0.
Esto implica que f puede ser singular (Lipschitz #1 ) en el punto t; solo si existe
una secuencia de puntos obtenidos de los mdximos de los coeficientes ondiculas

(up, Sp)pen que convergen a t; en finas escalas:

lim Uy, = t; lim s, = 0.
p—+ooltlp = Ui Y pos P
Los puntos del mddulo mdzrimo pueden o mo estar en la misma linea mdzrima.
Este resultado garantiza que todas las singularidades son detectadas siguiendo los

valores maximos del modulo de la transformada ondicula a las escalas finas.

Prueba: Para poder probar el teorema2 es necesario introducir la siguiente pro-

posicion (Mallat, 1999):

Proposicién (F,): Se tiene ¢(z) la cual puede ser escrita como ¢ (z) = 37,
donde ¢(z) es una funcién continua de soporte compacto.
f(z) es una funcién y supone que para cualquier € > 0 existe una cons-

tante K., tal que para todas las escalas s se tiene que:

b+e

/ |fx¢(z)|dz < K. (2.55)

Si Ty [f](x, s) no tiene maximos para = €|a, b y s < sg, entonces para

cualquier € > 0 existe una constante A.,, tal que para cualquier z €
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Ja+e€,b—€[y s <sp
Ty f](x,s)] < Aepns™. (2.56)

Si se modifica f(x) multiplicdndola por el indicador de la funcién de
[a, b] , no se modificaria su regularidad en cualquier intervalo [a+¢€, b—¢].
Por lo que se supone que f(z) = 0 para = ¢ [a,b]. En primer lugar se

demuestra la ecuacién (2.55) es satisfecha puesto que f(x) € L'[a,b] y

f(z) =0 para = ¢ [a, b].

[ 1ot < [ 1@z [ o (2.57)

realizando el cambio de variable:

[1odae = [ 1otz (2.58)

b
Con el cambio de variable en la integral se obtiene que [ |f * ¢s(x)dx

a
es acotada por una constante independiente de la escala s. En orden

de probar la proposicién (P,) se introducen dos (2) lemas:

lema 1: Se tiene un intervalo [¢,d] € R, permitiéndose una constante K

positiva para la cual se tiene una funcién g(x) que satisface:

d
/ g(2)]dz < K, (2.59)
C

de tal manera que |d9d—(;)| no posee maximos locales en [c, d], permitien-
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doasique 8 >0y [ < LIC). Entonces existiran dos (2) constantes Bg

y Cjs tal que:

Ve ele+B,d—pF] , |g(z)| < Bgs (2.60)
vmek+5¢—5],fgfﬁ<cb (2.61)

Las constantes Bg y C solo dependen de 5,d —cy K.

lema 2: Se tiene un intervalo [a,b] € R, permitiéndose una constante K

positiva para la cual se tiene una funcién g(z) que satisface la ecuacién

(2.59). De tal manera que |d2i(f )| no posee méximos locales en [, d],

(d—0)

permitiendo asf que 8 > 0y 8 <

. Entonces existirdn una (1)

constante Dg que solo depende de 3,c —d y K tal que:

2

9@) _p, (2.62)

d
Vo € e+ B.d— B, | =2

A partir de los lemas anteriores probados en (Mallat y Liang, 1992) se
demuestra la proposicion P, que permite establecer la siguiente ecua-
cion:

dn f

dzn

*0,(2)] < Ao (2.63)

La proposicion P, implica que para cualquier ¢ > 0 existe una cons-
tante A.,, tal que para cualquier x €]a +€,b — €[ y s < s¢ se satisface

la ecuacién anterior puesto que la integral de 6(x) no se anula, la ecua-
" f(z)

dx™

ci6én (2.63) implica que es una funcién acotada por A., sobre el
intervalo Ja+¢€,b— €[, por lo tanto f(x) es Lipschitz n sobre el intervalo

Ja+e€b—el
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2.12. Espectro de singularidad

Encontrar la distribucién de singularidades en una senal f multifractal es particu-
larmente importante para analizar sus propiedades. El espectro de singularidades
mide la distribucién global de las singularidades que poseen diferente regularidad
Lipschitz .

Por definiciéon se tiene que si S, es un conjunto de todos los puntos ¢ € R donde
la regularidad local de Lipschitz de f es igual a a. El espectro de singularidad
D(«) de f es la dimensién fractal de S,. El soporte de D(«) es el conjunto de «
tal que S, no sea vacio (Mallat, 1999),(Harte, 2001).

La dimension fractal muestra que si se hace un cubrimiento disjunto del soporte de

f con intervalos de tamano s entonces el nimero de intervalos que intercepta S, es:

Ny(s) ~ s~ P@), (2.64)

El espectro de singularidad provee una proporcion de las singularidades o que
aparecen a cada escala s. Se dice que una senal multifractal f es homogénea si
todas sus singularidades tienen el mismo exponente de Lipschitz o lo que signi-
fica que el soporte de D, esta restringido a ag. El movimiento Browniano es un
ejemplo de un multifractal homogéneo.

Por otra parte se puede definir el espectro de singularidad como la medicion
global de una senal que no solo captura la jerarquia de las singularidades pre-
sentes sino también permite obtener la dimension fractal de la senal (Khan et al,

2007),(Goémez y Poveda, 2008).

2.12.1. Funcion de particién

No se puede calcular la regularidad puntual de Lipschitz de una senal multifractal

ya que las singularidades no estan aisladas y por motivos de resoluciéon numeérica
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dichas singularidades no pueden ser discriminadas. Sin embargo es posible medir
el espectro de singularidades de una senal multifractal a partir de la transformada
ondicula médulo maximo, usando una funciéon de particion global introducida en
(Murzy, Bacry y Arneodo, 1994).

Se tiene una ondicula 1 con n momentos ceros, como se demostré anteriormen-
te f es puntualmente Lipschitz oy < m en t; entonces la transformada ondicula
Ty[f](u, s) posee una secuencia de valores méximos que convergen alrededor de ¢;
en escalas finas. El conjunto de maximos a escala s puede ser interpretados como
un recubrimiento del soporte singular de f con ondiculas de escala s.

Si {u,(s)}pez son las posiciénes de los maximos locales de |T3[f](u, s)| a escalas
fijas s. La funcién de particiéon Z(q,s) mide la suma a potencias g de todos los

maximos y es obtenida mediante la ecuacién (2.65).

Figura 2.17: a) Movimiento Browniano, b) Transformada ondicula médulo méxi-
mo, ¢) Funcién de particién, d) Exponente de escalamiento y e) Espectro multi-
fractal
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Z(a,8) = Y ITolf)up, 5)I". (2.65)

A cada escala s, cualquier dos (2) méximos consecutivos u, y u,+1 de los cuales se
supone estan separados por una distancia |u,1 —u,| < €s para € > 0 de forma tal
que la funcion de particion es protegida del producto de méaximos muy cercanos
por oscilaciones rapidas.

Para cada ¢ € R el exponente de escalamiento 7(¢) mide el decaimiento asint6tico

de Z(q, s) a escalas finas s a partir de la ecuacién (2.66).

e o l0g[Z(g 5)]
Tipicamente esto significa lo demostrado en la relacién (2.67).
Z(q,s) ~ s™9, (2.67)

2.12.2. Transformada de Legendre

A continuacién se enuncia un teorema con el cual se relaciona el exponente de
escalamiento 7(q) con la transformada de Legendre de D(«) para funciones auto-

afines.

Teorema 3 (Arneodo, Barcy, Jaffard, Muzy) Si A = [ain, Gmaz] €S €l so-
porte de D(«) y se tiene que v es una ondicula de n > Qupqe momentos ceros. Si

una senal f es auto-similar se tiene la ecuacion (2.68) (Mallat, 1999).

7(q) = Mminaes (q(a +-)— D(a)). (2.68)
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La prueba detallada de la ecuacion (2.68) es bastante extensa, por lo que se realiza

una explicacion un poco mas intuitiva:

Prueba: La suma mostrada en la ecuacién (2.65) sobre la posicion de todos los

2.13.

maximos es remplazada por la integral sobre el parametro Lipschitz, en la
escala s. La ecuacién (2.64) indica la densidad de valores méximos que recu-
bren una singularidad con exponente de Lipschitz o proporcional a s~ 2@
en la locacion donde f tiene una regularidad Lipschitz «, el decaimiento de

los valores de la transformada ondicula es aproximado por al relacion 2.69.

Ty [f](u, 5)| ~ 5272 (2.69)

Por consiguiente se tiene la relacién 2.70:

Z(q,s) N/sq(o‘+§)s_D(a)da. (2.70)
A

Cuando s tiende a cero (0) se deriva que Z(q,s) ~ s7@ para 7(q) =
mingea(q(a + 3) — D(a)) con este teorema se demuestra como a partir
de la transformada d e Legendre del exponente de escalamiento 7(¢q) se ob-
tiene D(«a), mas es necesario invertir dicha transformada para recobrar el

espectro de singularidad D(«).

Dimensiones Generalizadas de Rényi

Entropias generalizadas

En presencia de un proceso aleatorio no es posible predecir con certeza el resul-

tado del mismo. No obstante, esto no significa que se esté en una situacion de
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completa ignorancia y no se pueda afirmar nada acerca del proceso. Es posible
asociar a éste una distribucién de probabilidad en la que quede codificado todo
el conocimiento con respecto a dicho proceso y que se pueda utilizar para inferir

propiedades del sistema (de Vicente Majua, 2008).

Definicién: La entropia de informacién de Shannon (de Vicente Majia, 2008) (o,
simplemente, entropia) asociada a una distribucién de probabilidad discreta

P = {p1,p2, -+ ,pn} se define como:

H(P) = —Zpilog(pi).

De acuerdo con el teorema de Shannon la entropia de informacion constituye la
unica medida cuantitativa rigurosa de la incertidumbre asociada a un proceso
aleatorio regido por una determinada distribucién de probabilidad. La base del

logaritmo es arbitraria, siendo las elecciones més habituales:

= base= 2, unidad de informacion corresponde a bits
= base= e, unidad de informacién corresponde a nats
= base= 10, unidad de informacién corresponde a Hartleys

El término entropia se debe a la conexion de esta magnitud con la entropia de
la dindmica y la mecénica estadistica (de Vicente Majia, 2008). Como el propio
Shannon senalaba H es, por ejemplo, la H del célebre teorema H de Boltzmann
cuando P representa la probabilidad de que un sistema de particulas se encuentre
en cualquiera de sus microestados accesibles. El término informacién responde a
una de las posibles interpretaciones de la entropia.

Existen autores que han relajado la axiomatica de Shannon para una medida de
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la incertidumbre, lo que ha dado lugar a un abanico mas amplio de medidas que
se conocen como entropias generalizadas. Basicamente, estas medidas explotan
la libertad a la que da lugar la Schur-concavidad (véase la defininicién en el
Apéndice) como tunica restriccién para una medida de incertidumbre. Si bien las
entropias generalizadas, no poseen todas las buenas propiedades matematicas que
caracterizan a la entropia de Shannon y que le otorgan un lugar central en Teoria
de la Informacion, su interés y utilidad resultan incuestionables.

Existen autores que han relajado la axiomatica de Shannon para una medida de
la incertidumbre, lo que ha dado lugar a un abanico mas amplio de medidas que
se conocen como entropias generalizadas. Basicamente, estas medidas explotan la
libertad a la que da lugar la Schur-concavidad como tnica restriccion para una
medida de incertidumbre. Si bien las entropias generalizadas, no poseen todas
las buenas propiedades mateméticas que caracterizan a la entropia de Shannon y
que le otorgan un lugar central en Teoria de la Informacion, su interés y utilidad

resultan incuestionables (de Vicente Majua, 2008).

Definicién Las entropias de Rényi de una distribucién de probabilidad discreta

P =p1,p2, -, pn se definen como:

n

1,(P) = ——log( 3_(p)?). (4> 0)

1-q i=1

H,(P) es concava si 0 < ¢ <1 (si n = 2 la concavidad también se cumple para
0 < ¢ < 2), mientras que para ¢ > 2 H,(P) no es ni céncava ni convexa. Como
rasgo positivo de estas entropias, cabe senalar que para ¢ > 1 estan libres de
problemas de continuidad que sufre la entropia de Shannon cuando se permite un

conjunto infinito de posibles sucesos.
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Capitulo 111

MARCO METODOLOGICO

3.1. Sintesis

En el parrafo siguiente se plantea una visién global de lo que corresponde a la
descripcion metodoldgica de la presente investigacion, visién que en el desarrollo
de este capitulo se hara mas especifica para cada segmento de procedimientos y
métodos realizados.

El presente trabajo de investigacion constd en primera instancia de una fase de
recopilacién de informacién, en la cual se tenia como objetivo desarrollar habili-
dades y conocimientos con respecto a las distintas herramientas involucradas en
el analisis multifractal, posterior a esto en una segunda fase se definieron los dis-
tintos conjuntos de datos con los cuales la evaluacion del andlisis multifractal y
su posible relacién con el contenido de fluidos de yacimiento se llevaria a cabo,
seguidamente en la tercera fase se planteo el algoritmo para el calculo del espec-
tro multifractal a partir de la transformada ondicula mdédulo maximo, descrito en
(Mallat, 1999), por tltimo en una cuarta fase, a partir de los datos de salida se
generan distintos gréaficos cruzados de forma tal que se permita evidenciar en for-
ma clara la posible relacién entre el contenido de fluidos y el anélisis multifractal.

En la Figura 3.1 se representa de forma esquemética la metodologia establecida.
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3.2. Variables de entrada

Se desarrollaron tres (3) tipos de sismogramas sintéticos, de forma tal que ca-
da tipo de sismograma ejemplificara condiciones de interés para la investigacion,

dichos datos son:

= Modelos tedricos del subsuelo a partir de velocidades y densidades, carac-

teristicas de fluidos de yacimiento.

= Modelo a partir de registros de pozo con validaciéon de contenido de fluido

(gas).

= Modelos tedricos a partir de la sustitucién de fluidos por medio de la ecuacion

de Gassman.

En el calculo de los sismogramas sintéticos, se genera una senal de salida o res-
puesta (sismograma sintético) a partir de la convolucién de una senal de entrada
o exitacién (ondicula) y un sistema lineal continuo e invariante en tiempo (serie
de reflectividad), dicho procedimiento es definido como modelado directo, véase
la Figura 3.2.

Los diferentes modelos sintéticos generados, comparten la idea expuesta ante-

Variables de entrada Calculo nimerico ‘ | ‘ Variables de salida ‘
Modelos tedricos a partir Transformada \\ I Ancho del 0
de V.yp ondicula médulo espectro
P méaximo

Holder pico N
Dimension
de Xo

Modelo a partir
de registros de pozo con
validacion de contenido
de fluido (gas)

Funcion de
particion

Exponente de correlacion
Modelo tedricos a escalamiento . Dimension
partir de la sustitucion o de X1
de fluidos mediante la phbbbb) Espectro informacion
ecuacion de multifractal -‘:
Gassmann - - Dimensién
Dimensiones de X
Datos reales generalizadas de capacidad 2

Rényi W

Figura 3.1: Esquema de la metodologia utilizada
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riormente de modelado directo y han de diferenciarse solo en la naturaleza de
los valores de densidad y velocidad de onda P. Dicha naturaleza se expone a

continuacion:

» Los modelos del subsuelo a partir de V,, y p, son obtenidos de valores expe-

rimentales descritos en (Robert y Wrolstad, 1993)

= Para el modelo a partir de registros de pozo con validacién de contenido de
fluido (gas), se cuenta con dos(2) pozos, Pozo 1 el cual resulto productor y
Pozo 2, siendo este tltimo seco. Conforme a evidenciar, a partir de datos

geofisicos el hecho de que el pozo Pozo 1 resultase productor de gas, se

Litologia Vp P 7 R Ondicula Slsn'nn grama
sintético

[
1
1
A

) S | E e < |
AAA B

Figura 3.2: Modelado directo Modificado de (Tearpock et al, 1991)

Tabla 3.1: Valores de V;, y p tomados de (Robert y Wrolstad, 1993)

Roca Vo(%) p(ffn—%)
Lutita 2249 2139
Arena saturada de agua 2771 2182
Arena saturada de gas 2458 1886
Arena saturada de petrdleo liviano | 2537 2089
Arena saturada de petréleo pesado | 2779 2146
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muestra la Figura 3.3, como existe una inflexién entre las curvas de densidad
(RHOB) y porosidad neutrén (NPHI), efecto caracteristico en zonas con

presencia de gas (Peters, 2006).

= En los modelos tedricos a partir de la sustitucion de fluidos por medio de
la ecuacion de Gassman, se parte de condiciones iniciales de una roca seca
a la cual se varia su contenido de fluidos y esto a su vez altera los médulos
elasticos de la roca, dicha sustitucion se tratara mas adelante, a continua-
cién en la Tabla 3.2 se definen las condiciones iniciales tomadas de (Mavko,

Mukerji y Dvorkin, 1998):

Pozo 1

Las unidades dependen de la curva
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
AHT90: 0.503 — 72.6 Qm : : } : ; :
e CALL: 838203 in
m— GR: 18.8— 134 API
9484 NPHL: 0.705 - 0.064
RHOB: 1.52-2.65 g/em®

9480

9482

9486

9488

9490

9492 -

9494

0496 e Booooosd
Corte (Vsh=4

9498 {-- -

9500 ===

Figura 3.3: Efecto de presencia de gas, en registros geofisicos de pozo

Tabla 3.2: Valores de condiciones iniciales para la sustitucién de fluidos tomado
de (Mavko, Mukerji y Dvorkin, 1998)

Porosidad de la roca 20 %
Moédulo de volumen de la roca seca 12GPa
Moédulo de volumen del cuarzo 36GPa
Moédulo de corte del cuarzo 44GPa
Médulo de volumen del gas 0,133GPa
Médulo de volumen del agua 3,013GPa
Densidad del agua con salinidad de 500000 ppm 1055%
Densidad del gas a T =80°C'y P =300bar 336%
Densidad del cuarzo 2650%
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De los valores anteriores se generan los sismogramas sintéticos, con ciertas consi-

deraciones que se veran méas detalladamente en las secciones respectivas.

3.2.1. Modelos tedricos del subsuelo a partir de velocida-
des y densidades, caracteristicas de fluidos de yaci-

miento

A partir de la Tabla 3.1 se proponen los siguientes modelos monofésicos:

Modelo 1: Lutita, Arena saturada de agua, Lutita.
Modelo 2: Lutita, Arena saturada de gas, Lutita.
Modelo 3: Lutita, Arena saturada de petrdleo liviano, Lutita.

Modelo 4: Lutita, Arena saturada de petréleo pesado, Lutita.

A partir de los modelos monofasicos anteriores se pueden combinar ciertas fases,
teniendo las consideraciones respectivas relacionadas al contacto entre fases fisi-
camente posible. Es decir si p, > p, entonces la fase, debe estar bajo la fase, y

de esta forma se proponen los siguientes modelos bifasicos:

Modelo 5: Lutita, Arena saturada de agua, Arena saturada de gas, Lutita.

Modelo 6: Lutita, Arena saturada de agua, Arena saturada de petroleo liviano,

Lutita.
Tabla 3.3: Modelos monofasicos del subsuelo
Capa 1 Capa 2 Capa 3
Modelo 1 2771 2182

Modelo 2 | Vi, = 2249 | 2458 | 1886 | V,, = 22492
Modelo 3 | p=21395& | 2537 | 2089 | p=2139%%
Modelo 4 2779 | 2146

Vo (9) | p(G8)
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Modelo 7: Lutita, Arena saturada de agua, Arena saturada de petréleo pesado,

Lutita.

Modelo 8: Lutita, Arena saturada de petréleo liviano, Arena saturada de gas,

Lutita.

Modelo 9: Lutita, Arena saturada de petréleo pesado, Arena saturada de gas,

Lutita.

Los modelos bifasicos quedan tabulados como se muestra en la Tabla 3.4.

Tabla 3.4: Modelos bifésicos del subsuelo

Capa 1 Capa 2 Capa 3 Capa 4
Modelo 5 2771 | 2182 | 2458 | 1886
Modelo 6 | V,, = 2249 | 2771 | 2182 | 2537 | 2089 | V, = 22492
Modelo 7 2771 | 2182 | 2779 | 2146
Modelo 8 | p=213958 | 2537 | 2080 | 2458 | 1886 | p=2139%¢
Modelo 9 2779 | 2146 | 2458 | 1886
Vo(2) [ p(B9) | V(=) | p(29)

3.2.2. Modelo a partir de registros de pozo con validacion

de contenido de fluido (gas)

Para este modelo se cuenta que dos(2) pozos, Pozo 1y Pozo 2, de los cuales Pozo
1 resulto productor de gas y Pozo 2 no evidencio ningin tipo de hidrocarburo,
como se menciond anteriormente. De forma que para realizar el modelado directo
son necesarios los registro de pozo correspondientes a mediciones de densidad y
velocidad de onda compresional, en las Figura 3.4 se muestran dichas mediciones

méas otras adicionales para ambos pozos.
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En funcién de los registros mencionados anteriormente se estima la serie de reflec-
tividad que hard las veces de sistema lineal e invariante en tiempo y junto a una
ondicula Ricker de 30 Hz fase cero la cual sera la funciéon de entrada ,se generan
los sismogramas sintéticos correspondientes a los pozos. Los cuales han de servir
como elementos para evaluar el andlisis multifractal. En la Figura 3.5 se muestran

los sismogramas en una misma ventana de tiempo.

Sismogramas sintéticos
Pozo 1 P0z0 2

50

100

RITL
""'

150

Muestras en tiempo

250

300

350

Figura 3.5: Sismogramas sintéticos de los pozos Pozo 1 y Pozo 2

3.2.3. Modelos tedricos a partir de la sustitucién de flui-

dos por medio de la ecuacién de Gassman

Uno de los problemas mas importantes en la fisica de rocas y andlisis de datos
sismicos es la prediccion de las velocidades sismicas en rocas saturadas parcial o

totalmente con un fluido . Este problema es conocido como sustitucion de fluidos
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y satisface la siguiente relacion (Mavko, Mukerji y Dvorkin, 1998):

donde

,LLSQCO

,usat

Ksat - Kseco Kfl
KO - Ksat KO - Kseco ¢(KO - Kfl)’

+

Hsat = Mseco (32)

modulo de bulk e fectivo de la roca seca.

modulo de bulk efectivo de la roca con fluido.
modulo de bulk del mineral de la matriz rocosa.
modulo de volumen e fectivo del fluido.
porostdad

modulo de corte e fectivo de la roca seca.

modulo de corte e fectivo de la roca con fluido.

Limitantes en la sustitucion de fluidos

Las siguientes consideraciones son aplicables al uso de la relaciéon de Gassmann.

1. Son asumidas bajas frecuencias en la sismica (< 100 Hz) de tal forma que

la presion de poro es equilibrada a lo largo del espacio del poro.

2. La roca es isétropa.

3. Todos los minerales que conforman la roca poseen el mismo moédulo vo-

lumétrico y de cizalla.

4. La roca esta totalmente saturada.

63



En la presente investigacion, se tomaron como variables iniciales para el problema
de sustitucién de fluidos, las descritas en la Tabla 3.2, en este caso particular se
pretende estimar el mdédulo volumétrico de una roca saturada a relaciones de sa-
turacion agua-gas, partiendo de una saturacién de agua de uno (1) (Sy, =100 %)
hasta cero (0)(Sw =0%) con un decremento de 10 % para cada parametrizacién
de la relacién 3.1.

En primer lugar es necesario estimar el modulo volumétrico d las distintas com-
binaciones de fases de fluidos (agua-gas), esto es calculado a partir de la formula
de Wodd la cual reza de la siguiente forma:

En fluidos en suspension o mezcla de fluidos, donde las heterogeneidades son de
menor tamano en comparacién con la longitud de onda, la velocidad del sonido

es dada exactamente por la relacién de Wood (1955).
V = —, (3.3)
donde Kg es el promedio de Reuss en iso-esfuerzo de la composicion,
é:i% 5.4

y p es el promedio ponderado de la densidad definido por:

N
p = Zfi/)z‘, (3.5)
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donde f;, K;, y p; son la fraccién volumétrica, médulo de volumétrico y la densi-
dad de la fase, respectivamente.

A partir de las ecuaciones 3.4 y 3.5 se estima el modulo volumétrico y densidad de
la combinacion de fases, en este caso particular dichas variables toman los valores
indicados en la Tabla 3.5, estos valores sustituiran el termino correspondiente a

Ky en la relacion 3.1

Tabla 3.5: Mdédulo volumétrico y densidad de la mezcla de fluidos
Sh | Sw | K;(Gpa) P(g)

11’13
0 | 1 3,013 | 1,0550
0,109 00519 |0,9831
0208 05652 |0,9112
0,3]0,7| 0,0,4019 | 0,8393
04[06]| 03119 |0,7674
05|05 | 02548 |0,6955
0,6 04| 02153 |0,6236
0,7]0,3| 0,1865 |05517
0802 01644 |0,4798
0,901 ] 01471 |0,4079
1 | 0 0,330 |0,3360

Ahora bien es necesario estimar el médulo volumétrico de la mezcla de minerales
que conforman la matriz de la roca, para ello se cuenta con los limites de Voigt
vy Reuss a partir de la siguiente idea:

Si se desea predecir un modulo elastico efectivo de una mezcla de granos y poros

tedrica, es necesario especificar:

1. La fraccién volumétrica de las distintas fases.
2. Los mdédulos elasticos.

3. Detalles geométricos como la relacion de como estan distribuidas las fases

relativamente una con respecto a otra.
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El limite superior de Voigt en iso-deformacién de un médulo eléstico efectivo

cualquiera M, de N fases es :
N
M, = > fiM. (3.6)

El limite inferior de Reuss en iso-esfuerzo de un modulo eléstico efectivo cual-

quiera Mp es (Reuss 1929).

Ji
My = Z—Mi, (3.7)
donde

fi = La fraccion volumétrica del medio 1 — esimo.

M, = FElmdédulo elastico del medio i — esimo.

Posterior a la estimacién de los limites anteriores estima el promedio de Hill, con el
cual se concluye el calculo del modulo de cizalla y volumétrico de la mezcla mineral.
El prometido de Voigt-Reuss-Hill es simplemente el promedio geométrico de los

limites superior e inferior de Voigt y Reuss, respectivamente.

M, + Mg
5 .

My i (3.8)
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La roca tedrica usada en la presente investigacion consta de una matriz rocosa
con solo una fase mineral la cual corresponde al cuarzo por lo que la fraccién
volumétrica corresponde a uno (1), por lo tanto sus valores de médulo de cizalla
y volumétrico de la matriz rocosa son los correspondientes al cuarzo inicamente,

como se muestra en la siguiente demsotracion:

N 1 1- KQ Para estimar el médulo volumétrico
)
M, = E JiM; — f/;fMl

1-puq Para estimar el médulo de cizalla.

1

N . . (o
1 i Kq Para estimar el médulo volumétrico,
= i—>£—>MT:Mi <

M, pq Para estimar el médulo de cizalla.

A partir de la desmostracién anterior y la ecuacién (3.8) se tiene que el promedio

de Hill para estimar los modulos de cizalla y volumétrico es:

(23 Q)
M, + M, M+ M
Mvrh = 9 — 9

Kq Moddulo volumétrico de la matriz rocosa,

ttq Modulo de cizalla de la matriz rocosa.

El valor estimado del promedio de Voigt-Reuss-Hill correspondiente al médulo vo-
lumétrico de la matriz mineral de la roca, sustituira al término Kgq de la relacion
3.1. La relacion anterior se puede reordenar de la siguiente forma con la finalidad
de estimar los distintos médulos volumétricos a las distintas saturaciones de flui-

dos.
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Kseco Kfl
KO [KO—Kseco + ¢(K0_Kfl) }

Ksat =

Kseco Kl
1 + KOsteco + d)(KO*Kfl)

Calculado el modulo volumétrico de la roca a distintas saturaciones, es necesario
estimar las distintas densidades de la roca saturada, dicho calculo es realizado en
uso de la ecuacion (3.9). Para dicho calculo es necesario estimar las densidades de

la matriz mineral, para ello usamos el limite superior de Voigt.
N 1
Pmatriz = Z fzpz — f/;pQ
i

Como era de esperarse la densidad de la matriz mineral al estar conformada solo

por cuarzo tendrd la densidad del mismo.
Proca = Pfléb + pmatriz(]- - ¢) (39)

Por ultimo es posible estimar a partir de los modulos dinamicos la velocidad de

onda compresional mediante la ecuacién (3.10)
| Koat + 3
V, = Dsat T 3HQ (3.10)
p?"OC(l

En la Figura 3.6 se evidencia el comportamiento de la velocidad de onda com-
presional, en funcién de los distintos valores de saturacién de las combiniacion de

fases agua-gas.
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En funcién de los valores de onda compresional y densidad estimados, se propo-

nen los modelos mostrados en la Tabla 3.6.

A partir de la argumentacion expuesta anteriormente con respecto a la sustitucién
de fluidos, se propone el algoritmo 1.

Aplicando el algoritmo 1 con las condiciones iniciales propuestas en la Tabla 3.2

5740

5720

5700 -

5680 -

5660 |-

Vp(m/s)

5640 -

5620 -

5600 |-

5580 i i i
1 0.8 0.6 s 0.4 0.2 0

w

Figura 3.6: Comportamiento de la velocidad de onda p en funcién de los distintos
valores de saturacion.

Tabla 3.6: Modelos tedricos a partir de la sustitucion de fluidos por medio de la
ecuacion de Gassman

Modelos Sw | Sn Capa 1 Capa 2 Capa 3
Modelol | 1 [ 0 5726,1 | 2331,0
Modelo 2 | 0,9 | 0,1 5602,5 | 2316,6
Modelo 3 | 0,8 | 0,2 5588,9 | 2302,2
Modelo 4 | 0,7 | 0,3 | Vp = 2249™ | 5592,7 | 2287,9 | Vp = 2249
Modelo 5 | 0,6 | 0,4 5602,7 | 2273,5
Modelo 6 | 0,5 | 0,5 5615,5 | 2259,1
Modelo 7 | 0,4 | 0,6 5630,0 | 2244,7
Modelo 8 | 0,3 | 0,7 | p=21395¢ | 5645,6 | 2230,3 | p = 213954
Modelo 9 | 0,2 | 0,8 5661,9 | 2216,0
Modelo 10 | 0,1 | 0,9 5678,8 | 2201,6
Modelo 11 | 0 | 1 5696,2 | 2187,2
Vo(3) | p(GE)
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Algoritmo 1 Sustitucién de fluidos a partir de la ecuacion de Gassmann
Entrada: Ko, K" qmotriz f, ¢ Jofvidos gftvide,
Salida: V5,

1: Caélculo del médulo volumétrico de la mezcla de fluidos,

fluido
L= % e
Kri Kifl,':u,dos .

2: Célculo del moédulo de volumétrico y cizalla de la mezcla mineral de la matriz
Cij — [K_matriz'umatriz]
) 1 3

Myi; = > fiCij,
1 i
Mpij 2 Cij’
M /L a + MR i7/
Mvhr N %a

= [thri,j Mohr 2,]]

3: Calculo del médulo de volumétrico en funciéon de K, ; para cada saturacién.

. Kseco KRi
KUT’”[Km«hi*Kseco + ¢(Knrvi—Kr 1)]
Ksati =

Kseco KR i :
1+ Kyrhi—Kseco + ¢(Khroi—KRri)

4: Célculo de la densidad de la mezcla de fluidos y de la mezcla mineral de la matriz.

_ fluido fluido
Pfluido i —ZSZ- P .

_ maineral
Pmatriz i = Z fzpl .

5: Calculo de la densidad de la roca en funcién de las distintas saturaciones.

Procai — ¢pfluidoi + (1 - ¢)pmatriz Qe

6: Por ultimo se calcula V,, en funcién de Kt s, fhohri Y Procai

Ksati + %Mvhri
Vy, = )i alvint
Proca i
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se generan los modelos sintéticos del subsuelo mostrados en la Tabla 3.6 cuya
respuesta sismica sintética se muestra en la Figura 3.7, para la cual es dificil
observar las diferencias de amplitudes, por ello se anade la impedancia actustica de
cada modelo (linea roja) que hace més evidente dichas diferencias en la magnitud
de las amplitudes.

Retomando el modelado directo, para generar estos modelos sintéticos se toma
como funcién de exitaciéon una ondicula Ricker cuya frecuencia pico es estimada

. ., , . . V.
mediante la resolucion sismica vertical (fpico = 7%)-

Sismogramas sintéticos
S

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

10 /
15 1 /

20
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40
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50

Muestras
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\
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II ||

\

],
\

Figura 3.7: Sismogramas sintéticos a partir de la sustituciéon de fluidos y en rojo la
tendencia que cumplen los valores de impedancia acustica(Sy, =100 % — maxima
impedancia actstica)

71



3.2.4. Datos reales

Los datos fueron seleccionados de un area de estudio al norte de Venezuela, consi-
derdndose el cubo sismico migrado y sin pos-procesos de aproximadamente 59K m?

grabado con las siguientes caracteristicas:

1. Ventana de tiempo: 0-8000ms.
2. Muestreo: 4 ms.

Del volumen sismico de dicho proyecto se seleccionaron nueve (9) trazas, las cuales
poseen una caracteristica de interés para la investigacion. Esta caracteristica de
interés es representada como anomalias de amplitud resaltadas por una serie de
atributos vinculados a la posible presencia de gas.En la Figura 3.8 se indican las

trazas sismicas evaluadas mediante el andlisis multifractal.

Trazal Traza2 Traza3 Trazad Traza5 Traza6 Traza7 Traza8 Traza9
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250 ¥ ;
4 ‘ b 3 _q:
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1 f 1 ) -+ i
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Figura 3.8: Trazas sismicas, extraidas del cubo sismico considerado.
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3.3. Calculo numeérico

3.3.1. Resumen

Para realizar el computo del espectro multifractal a partir de la transformada

ondicula médulo maximo se procede de la forma siguiente (Mallat, 1999):

1. Calculo de los maximos relativos del modulo de la transformada ondicula a

cada escala, formando asi una cadena de maximos.

2. Cémputo de la funcién de particion.
Z(q,8) = > | Tulf)(up, 5)|".
p

3. Definicién del exponente de escalamiento a partir de una regresion lineal de

logaZ(q, s) como funcién de logss:

logeZ(q, s) =~ 7(q)logas + C(q). (3.11)

4. Cémputo del espectro.

D(a) = qa — 7(q). (3.12)

5. Calculo de las dimensiones generalizadas de Rényi.

D, =2 (3.13)

3.3.2. Transformada ondicula

Retomando la ecuacion (2.24) y considerando que ¢ € R se define la transformada

ondicula continua de una senal f(t) por la ecuacién (3.14) (Arneodo et al, 1988).

S

Tolf)(u, s) = %/f(t)zb(t_u)dt. (3.14)
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En Matlab se encuentra definido el comando ’cwt’ (por sus siglas en inglés ’con-
tinuous wavelet transform’). Dicha comando permite calcular la transformada
ondicula de una senal, definiendo previamente ciertos parametros que se muestra
a continuacion:

cwt(f(t),s, Wn), (3.15)

donde f(t) es la senal a analizar, s son las escalas de interés y Wn es la ondicula

madre.

Definicién de las escalas de interés

Una de las preguntas mas frecuentes en el entorno de la transformada ondicula
es: ;Cémo construir un mapa de ondicula, a partir de: una ondicula madre y el
intervalo de muestreo, en el dominio de la frecuencia?’ Para dar respuesta a esto
es mejor abordar el término pseudo-frecuencia correspondiente a una escala.

De forma tal que para hacer esto es necesario calcular la frecuencia central de la

ondicula madre seleccionada y usar la siguiente relacion:

— fC
sA’

fa (3.16)

donde:

s es la escala.

A es el periodo de muestreo.

fe corresponde a la frecuencia central de la ondicula madre.
fa es la pseudo-frecuencia correspondiente a la escala s, en Hz.

Para estimar la frecuencia central la idea es asociar a una ondicula dada una fun-
cién periddica de frecuencia f., en Matlab se cuenta con el comando centfrq el

cual usa como variable de entrada la ondicual de interés.
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En la presente investigacién se uso como ondicula madre la ondicula Morlet ob-
teniendo una f. de 0,8125 Hz, en la Figura 3.9 se observa la aproximacién de

la funcién periddica a la ondicula Morlet. Una vez definida la frecuencia cen-

el

-1 i i i i i i i

Figura 3.9: Aproximacién de una funcién periodica (trazado interrumpido) a la
ondicula Morlet (trazado continuo)

tral de la ondicula madre es posible mediante la relacién 3.16 estimar las escalas
correspondientes a las frecuencias de interés. Las frecuencias de interés son aque-
llas contenidas en el ancho de banda de la senal a analizar, en la Figura 3.10 se

evidencia el ancho de banda de la senal y sus escalas correspondientes.

Amplitud
o o
o o

N
=
Frecuencia (Hz)

i, i i

200 300 400 500 600 20 40 60 80 100 120 140 160
Frecuencia (Hz) Escala

Figura 3.10: Relacion entre el contenido de frecuencias y las escalas, espectro de
amplitud (derecha) y relacién escala frecuencia (izquierda)
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Computo de la transformada ondicula

Es posible computar la transformada ondicula continua de la senial f(t), en un
ancho de banda pertinente, obteniéndose un mapa de ondicula caracteristico del
analisis tiempo-frecuencia o tiempo-escala. En la Figura 3.11 se observa el com-

portamiento de los coeficientes ondicula obtenidos de la transformada de la senal

f ().

162.5
81.25
54.16667
40.625
32.5
27.08333
23.21429
20.3125
18.05556
16.25
14.77273
13.54167
12.5
11.60714
10.83333
10.15625
9.558824
9.027778
8.552632
8.125

t(s)

min

max

Figura 3.11: Transformada ondicula médulo méximo, en falso color tomando como
referencia el maximo valor por escala
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Estimacion del error asociado a la transformada ondicula

La estimacion del error en la funcién 3.14, es estimada tomando en cuenta que es
una medicion indirecta, para la cual la incertidumbre asociada esta definida por

la ecuacion (3.17) (Milan, 1994):

0Ty [f1(u, ) = [0uTy[f](u, 5)[0u + 10Ty [ f1(u, 5)|ds. (3.17)

Aplicando la ecuacion (3.17) a la ecuacién (3.14) se tiene (el calculo siguiente se

puede observar mas a detalle en la seccion de apéndices:

Js. (3.18)

Para definir una solucién nimerica, ambos elementos de la ecuacion (3.17) pueden
ser expresados como transformadas ondicula y de esta forma se aprovecharia el
c6digo 3.15 de Matlab, con esta intencién la ecuacién (3.18) puede ser expresada

de la siguiente forma:

STy, s) = %%/f( o (= atjou + -
L (52

—ii/f(t)@b(t_“)dﬂas. (3.19)
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Donde:

(3.20)

e(t_“) - dw(Tu)(t_“). (3.21)

Ahora bien, se pueden definir las siguientes tres (3) matrices C;;, D;; vy E;;
haciendo uso del codigo 'cwt’

Cij = cwt(f(1), s, Vus), (3.22)

D; ;= cwt(f(t), s, ovu,s), (3.23)

Eij=cwt(f(t),s,0us). (3.24)

Entonces la incertidumbre en la transformada ondicula puede ser escrita como:

STyl f) (1, 8) = |~ Diglou + | —

1

i

Ondicula 8 Ondicula a

Figura 3.12: Ondicula « (derecha) y 6 (izquierda) disenadas para la solucién nime-
rica del error en la transformada ondicula, en trazos la ondicula Morlet y continuo
las ondiculas respectivas

78



De la ecuacion (3.25) se definen los deltas de las mediciones u y s bajo la siguiente
logica:

du es el error asociado en tiempo por lo que esta representado por la minima
medicién, la cual corresponde al intervalo de muestreo (At) y ds ha de ser la
minima frecuencia medible, tomando en cuenta que la relacién entre la escala y
la frecuencia es inversa (véase la ecuacionn 3.16) se tendria que la menor escala
medible es la correspondiente a la maxima frecuencia recuperable, que segun el
teorema de muestreo de Nyquist-Shannon, seria fy, = QLN.

En la Figura 3.13 se observa la distribucién de los errores asociados a la transfor-

mada ondicula de la senal en cuenstion.

160
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40

“ _— &3{5’;-’

0 001 002 0.03 004 005 006 0.07 0.08 0.09

t(s)
s I

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

Figura 3.13: Distribucién de los errores en la transformada ondicula de la senal
f(t), en falso color tomando como referencia el maximo absoluto.
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Coémputo de la transformada ondicula médulo maximo

A partir del médulo de los coeficientes ondicula obtenidos de la transformada de la
senial f(t) se ubican los méximos relativos por escala, de forma tal que se definan
las lineas méaximas, las cuales conformaran el mapa esqueleto, en el cual es posible
evidenciar como los maximos convergen en las escalas mas finas a los puntos de
singularidad.

A continuacién se enuncian par de teoremas que permiten establecer una relacién

entre los maximos relativos y los valores singulares en f(t).

Teorema 4 Si f € L2(R) es uniformemente Lipschitz a < n sobre [a, b], entonces

existe un A > 0 tal que(Mallat, 1999):
Y(u,s) € a,b] x RY,[Ty[f](u, s)| < As®+z (3.26)

Teorema 5 (JAFFARD) (Mallat, 1999) Si f € L3(R) es Lipschitz « < n en v,

entonces existe un A tal que:

Y(u,s) € R x R, [Ty[f](u, s)| < As*+3(1 + | —

— ). (3.27)

. . . !
Contrariamente, si &« < n no es un entero y exviste un A y o < « de tal manera

que:
U —v

Y(u, s) € R x RT, |T,[f](u, s)] < AsH3(1 + | ). (3.28)

s
De los teoremas 4 y 5 se prueba que la regularidad local Lipschitz de f(t) en v
depende del decaimiento a escalas finas de |T;[f](u, s)| en la vecindad de v. Medir
este decaimiento en todo el plano tiempo frecuencia (u,s) no es necesario ya
que dicho decaimiento es controlado por sus maximos locales. El termino médulo

méximo es aplicado para describir cualquier punto(ug, so) tal que |W f(u, so)| sea
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un maximo local en u = ug. Esto implica que:

ITy[f1(uo, 50)

pr— . .2
o 0 (3.29)

En la Figura 3.14 se muestra el mapa esqueleto el cual esta conformado por los
maximos relativos Numéricamente se estableci6 el algoritmo 2 para la obtencion
de los maximos relativos por escala:

A partir del algoritmo 2, es posible seccionar la matriz de coeficientes C; ; tomando
escalas s fijas o su correspondiente pseudo-frecuencia f,, el vector resultado del
hecho de dejar una escala fija se le conoce como detalle, en la Figura 3.17 se

observa de forma mas préctica el funcionamiento del algoritmo.

160F T T @ T T T T @ =
140
{ ] [ ]
120+ o o
100} o i
° °

0 001 002 003 004 005 006 007 008 0.09

t(s)
Figura 3.14: Mapa esqueleto
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Algoritmo 2 Maximos relativos por escala

Entrada: Matriz de coeficientes ondicula C; ; véase cédigo (5.2)
Salida: K, ;
1: para ¢ = 1 hasta nimero de filas de C;; hacer
20 @y = Ciyj
3:  para j = 1 hasta nimero de columnas de C; ; hacer
4 si j = 1 entonces
5 Ujj = Tj1 > Tjt1,1
6: si no
7 si j > 1y j <ntimero de columnas de C;; entonces
8 Ui j=Tj1 > Tj+11 Y Tj1 > Tj—1.1
9

si no
10: Ui j = Tj1 > Tj—1,1
11: fin si
12: fin si
13: si u;; # 0 entonces
14: Ki,j = C@j
15: si no
16: Ki,j =0
17: fin si

18:  fin para
19:  Borrar @y,
20: fin para
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Figura 3.15: Méximos relativos de la transformada ondicula y el error asociado a
la misma (fondo)
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Figura 3.16: incertidumbre asociada a los maximos relativos de la transformada
ondicula de la senal f(t)
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Figura 3.17: Detalle tomado a la pseudo-frecuencia 50H z (linea continua) y valores
que cumplen la conidcién de la linea 13 del algoritmo 2(cuadrado)

3.3.3. Calculo de la funcién de particién Z(q, s)

No se puede calcular la regularidad de Lipschitz de un multifractal debido a que
las singularidades no estan aisladas y las soluciones numéricas por mas finas que
sean no son suficientemente exactas para discriminar dichas singularidades. Sin
embargo es posible medir el espectro de singularidades de un multifractal a partir
de la transformada ondicula médulo maximo usando una funciéon de particion

global descrita por la ecuacién (3.11)

Cémputo de la funcién de particion

La funcién de particién esta definida por la ecuacién (3.11), la cual mostramos

nuevamente a continuacion:

Z(g,5) = > 1Tyl f](up, 5)I7,
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donde {u,(s)}pez es la posicién de los maximos locales de |Ty[f](u, s)| a escalas
fijas s. La funcién de particiéon Z mide la suma a una potencia ¢ € R de todos los

maximos relativos. numéricamente se planteo el algoritmo 3

Algoritmo 3 Funcién de particion Z(q, s)

Entrada: Se requiere definir las potencias ¢, € R y la matriz K;; obtenida del
algoritmo 2
Salida: Z,,,
1: para m = 1 hasta numero total de ponencias q hacer
2:  para j = 1 hasta numero total de columnas de K hacer

3 para ¢ = 1 hasta nidmero total de filas de K hacer
4 si K;; # 0 entonces

5 Jigm = K7

6: si no

7 fi,j,m =0

8 fin si

9 fin para

10: fin para

11: fin para

12: para n = 1 hasta nimero total de ponencias q hacer

numero total de columnas de K
13: Z]an - Zp:l fj7p7n

14: fin para

Funcion de particion

80 : b

60 . d

~g=-3

Iogzz(q,s)

~g=-1

_——-———
- Rkﬁ

Iogzs

Figura 3.18: Funcion de particién obtenida mediante el algoritmo 3
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Calculo de la incertidumbre en la funcién de particién Z(q, s)

Retomando la ecuacién (2.32), se evidencia el hecho de establecer para esta in-
vestigacion una norma igual a uno (1), permitiendo definir una estructura como
la mostrada en la ecuacién (3.30) para la propagacion del error en la funcién de
particion, el desarrollo de esta ecuacion se observa con mas detalle en la seccion

de apéndices.

6Z(q,s) = 10,2(q,s)|0q + 10:Z(q,s)|ds ,

0Z(a:5) = | Z(a, )| > ITulf](uy. )]0 + -

Z(q,s) = ailss
* st 2 WA o @30

En la Figura 3.19 se muestra el comportamiento del error asociado a la funcién
de particién para un ¢ = 1 es decir Z(1, s)

Error en la funcién de particion para  q=1

T T T

1.2 .igl@@mmru!!

£l
II I

0.4

0.2}

10 15 20 25 30

Figura 3.19: Incertidumbre asociada a la funcion de particion en un valor carécte-
ristico de ¢ = 1, estimado a partir de la ecuacién (3.30)
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Calculo numérico de la incertidumbre en la funcién de particion

Algoritmo 4 Incertidumbre asociada a la funcién de particién Z(q, s)
Entrada: Se define la variable Z; = 0,|Ty[f](up, s)]
Salida: 47 ;

1: para j = 1 hasta nimero total de potencias q hacer

2:  parat = 1 hasta numero total de escalas s hacer

Zi_j
3: 0255 = | Zijlog2_, Ty f1(up, $)100 + a5y iy 2119
4:  fin para
5. fin para

3.3.4. Coémputo del exponente de escalamiento 7(¢)

Para cada ¢ € R el exponente de escalamiento mide el decaimiento asintotico de

la funcién de particién a escalas finas definido por la ecuacién (3.31)

7(q) = lim inf—lOg[Z(q’ )

liginf =455 (3.31)

donde 7(q) es el exponente de escalamiento, Z(q, s) es la funcién de particién y s

es la escala. Lo que tipicamente implica al relacién mostrada en la ecuacién (3.32)
Z(q,s) ~ 7D, (3.32)

La ecuacion (3.32) indica que la funcién de particién Z(q, s) es proporcional a
s, por lo que el exponente de escalamiento es estimado a partir de una regresion
lineal de la funcién de particion a cada valor de q.

Partiendo de la funciéon de particién mostrada en la Figura 3.18 se tiene que la
ecuacién (3.11) establece la relacion lineal entre dichas variables. A partir de la

funcion de particion se muestra sus aproximaciones lineales en la Figura 3.20.
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Aproximacion lineal a la funcién de particion

50 9

40F A

30 1

20F 1

IogZZ(q,s)

~q=-5
~g=-3
~g=-1

10§

Y

-10

-20 =7

32 34 36 38 4 42 44 46 48 5
X:Iogzs

Figura 3.20: Aproximacion lineal a la funciéon de particion

Calculo numérico del exponente de escalamiento

El algoritmo para la estimacion del exponente de escalamiento aprovecha librerias
de ajuste polinomial tales como polyfit y polyval, que permiten estimar el po-
linomio de grado n de mejor ajuste y evaluar dicho polinomio en un dominio x
respectivamente.

Para la definicion numérica de dicho proceso se establecio el algoritmo 5.

Algoritmo 5 Exponente de escalamiento 7(q)

Entrada: Como variable de entrada requiere a la matriz Z, ;y el vector de escalas
s
Salida: Variable de salida 7(q)

1. para j = 1 hasta ndmero de columnas de Z(q, s) hacer

2. n;; = polyfit(Zy, j,s,n)si{n =1:y =mx + b} — n; = [m; bj]
3: Tj = 77j71
4: fin para

Del algoritmo 5 se calcula el exponente de escalamiento 7(g), el cual se muestra
en la Figura 3.21.

El exponente de escalamiento debe ser convexo e incrementa en funcion de gq.
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Exponente de escalamiento

_lo - 4

Figura 3.21: Exponente de escalamiento

Notese que en la Figura 3.21 se evidencia que dicho exponente es una funcién
cdéncava mas no incrementa en funcion de ¢, hecho que es evidenciado de igual

manera en (Herrmann, s.f).

Calculo de incertidumbre en el exponente de escalamiento

Nuevamente estamos ante una medida indirecta, mas el calculo de la incertidumbre
varia en esta funcién y es estimado de la siguiente manera: Recordemos que cada
curva ¢ de la funcién de particiéon tiene asociado un valor de error caracteristico
véase la Figura 3.19 la cual muestra los errores para ¢ = 1. Una vez hecha esta

acotacion se procede a:

1. Se transforman los valores de la curva ¢ de la funcién de particion Z(q, s)

— loga[Z(q, s)]

2. Al igual que el paso anterior se transforman los valores de cota superior e
inferior correspondientes al entorno definido por el error 6Z(q, s). Entiéndase

como cota superior a Z(q, s) + 6Z(q, s) e inferior como Z(q,s) —dZ(q, s)
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3. Transformada la mediciéon como su entorno, se determina la recata de mejor
ajuste a la medida y consiguientemente a su cota superior e inferior, un

ejemplo de este paso se observa en al Figura 3.22.

4. Por ultimo la estimacion del error en el exponente de escalamiento es el valor
absoluto de la diferencia entre la pendiente de la recta de aproximacion a la

medicién y las pendientes de las cotas respectivamente 3.33.

67—1‘]’ = |Ti - mj|. (333)

En la Figura 3.23 se muestra el exponente de escalamiento y su incertidum-

bre asociada a partir de la equacién 3.33.

Para el célculo de la ecuacién (3.33) se disena el algoritmo 6.

y=mx+b

I

w

&
T
i

32 34 36 38 4 42 44 46 438 5
Iogzs

Figura 3.22: Aproximaciones lineales a los errores y a la medicién respectivamen-
te. En los ejes mayores se muestra la curva ¢ = 1 de logaZ(q,s) con sus cotas
superior e inferior asociadas a su entorno de certidumbre y en los ejes menores,
las aproximaciones lineales correspondientes a dichas cotas y a la medicién
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Exponente de escalamiento
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Figura 3.23: Exponente de escalamiento e incertidumbre asociada

Algoritmo 6 Error en el exponente de escalamiento 7(q)
Entrada: g}{”” =T, —0Ti1, G =T —0Tin Y 8
Salida: 57’@‘

1: 52']' = lng(Cij)

2: [mUbU] = pOlyﬁt(ZOgb(S), 5@']’7 1)

3: (57'@']' = |Tz' — mi,j|

3.3.5. Cailculo de el espectro multifractal D(«)

Para analizar las propiedades de una senal multifractal es particularmente impor-
tante determinar la distribucién global de sus singularidades, el espectro multifrac-
tal provee una estimacion global de las singularidades con diferente regularidad
Lipschitz.

El espectro multifractal se obtiene mediante la ecuacién (3.12)

Para célcular el espectro multifractal es necesario estimar el exponente de Holder

91



Exponente de Holder

El exponente de Holder esta asociado directamente a la regularidad de una funcién

de la siguiente forma:
1. Si f es discontinua en x entonces H(zq) = 0.
2. Si f es C* en xy entonces H(zg) = +00.

3. Si H(zp) < 1 entonces f no es diferenciable en zg

Calculo numérico del exponente de Holder

Mediante la ecuacién (3.34) es estimado el exponente de Hdolder.

aq) = . (3.34)

Para calcular el operador de derivada se uso el codigo 7 que se muestra a conti-

nuacion:

Algoritmo 7 Derivada nimerica de una funcién
Entrada: f(z)yz
Salida: f(x)

1: | = longitud de x

A =29 — 11
_ 1
A72Az

fi=[-fs+4f2 = 3f]A
para ¢ = 2 hasta [ — 1 hacer

fz' - [fz‘+1 - fz‘—l]A

fin para
fi =1fica—4x i+ 3% fi]A

Aplicado el algoritmo 7 a 7(q) se obtiene a como se muestra en la Figura 3.24.
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Figura 3.24: Exponente de Holder

Calculo de la incertidumbre en el exponente de Holder

Al igual que los calculos anteriores, el exponente de Holder es una medida indi-

recta por lo que la incertidumbre es obtenida a partir de la ecuacién (3.35)

da = |8q%g)|5q. (3.35)

Calculo numérico de la incertidumbre en el exponente de Hoalder

A partir de la ecuacién (3.35) y usando el algoritmo 7 se estima la incertidumbre
en « tal y como se muestra en el algoritmo 8.

En la Figura 3.25 se muestra la incertidumbre asociada a a(q) .

Algoritmo 8 Incertidumbre de «(q)

Entrada: «;(q) v ¢

Salida: do;(q)
1: Se aplica el algoritmo 7 con variables de entrada a;(q) y ¢ obteniéndose &;
2: day(q) = |kildg
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a(q)

Figura 3.25: Incertidumbre asociada a exponente de Holder a

Calculo numérico del espectro multifractal

Ya definido el exponente de Holder se cuenta con todas las variables para el
calculo del espectro multifractal o Dimension de Hausdorff-Besicovich, para dicho

calculo se planteo el algoritmo 9.

Algoritmo 9 Espectro multifractal
Entrada: «;(q), ¢;, 7:(q)
Salida: Dh;(q)
1: para ¢ = 1 hasta longitud de ¢ hacer
22 Dhi(q) = gio; — 7i(q)
3: fin para

Del algoritmo 9 se genera el espectro multifractal, el cual se observa en la Figura

3.26 junto con la incertidumbre en a(q).
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2° y valor céalculado en punto con la incertidumbre asociada a a.

3.3.6.

La naturaleza multifractal de la medida de una variable es caracterizada primera-
mente por su espectro. Una representacion cuantitativa del patrén completo de un
fenémeno requiere un nimero infinito de pardmetros. Sin embargo, desde el punto
de vista de la aplicacién préactica, un modelo multifractal con un niimero pequeno

de parametros como las dimensiones de Rényi o dimensiones generalizadas puede

ser usado (Jiménez, Girdldez y Laguna, 2007).

= [y es la denominada dimension de capacidad del soporte geométrico de la

medida de una variable.

= D es la dimensién fractal de informacién, la cual proporciona informacion

sobre el grado de heterogeneidad de la medida.

= Dy es la dimension fractal de correlacién y determina la distribucién pro-

Dimensiones generalizadas de Rényi




mediada de la medida.

Las dimensiones de Rényi son calculadas a partir de la ecuacién (3.13).

La ecuacién (3.13) presenta una indeterminacion en ¢ = 1, por lo que es necesario
aplicar la regla de L'hopital, para determinar el valor de D, para ¢ = 1, por lo

que su calculo define mediante la ecuacién (3.36):

= al). (3.36)

Numéricamente se presenta el algoritmo 10. Cabe destacar que para las dimen-

siones generalizadas de Rényi se debe cumplir la condicon:

» Si g, > g entonces D(q,) < D(qp)

Algoritmo 10 Dimensiones generalizadas D,

Entrada: 7;,(q) , a; v ¢;.

Salida: D,
1: para ¢ = 1 hasta longitud de ¢ hacer
2:  sig; =1 entonces

3: Dz = Oy
4: sino

. — T4
5: D; po)
6: fin si
7: fin para
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Estimacién de la incertidumbre en las dimensiones generalizadas D,

Nuevamente la medicién 3.13 es indirecta, por lo tanto la ecuacién (3.37) es usada

para la estimacién de la incertidumbre.

5D, = |0,D,|5q. (3.37)

Numericamente se tiene el algoritmo 11 como solucién a la ecuacién (3.37)

Algoritmo 11 Incertidumbre en las dimensiones generalizadas D,

Entrada: D,y q.
Salida: 6D,
1: Se aplica el algoritmo 7 con variables de entrada D, y ¢ obteniéndose ;
2: para ¢ = 1 hasta longitud de ¢ hacer
33 0D; = |viloq.
4: fin para

Por dltimo se presenta la Figura 3.27, en la cual se observan las dimensiones
generalizadas [, con su respectiva incertidumbre.

Del algoritmo 10 no se asegura tener valores positivos de dimensiones generalizadas
D, por lo que es necesario acotarlo en un entorno R* sumando el absoluto del

minimo, si este no es positivo.
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D(a)

Figura 3.27: Dimensiones generalizadas D, y su incertidumbre asociada 0D,
3.4. Variables de salida

Las variables de salida son catalogadas como atributos, siendo estas, variables que
permiten caracterizar un fenémeno. A partir del analisis multifractal es posible
extraer de una senal una serie de elementos, que pueden definir el comportamien-
to de una onda al propagarse por medios de diferentes impedancias actusticas. En
esta investigacion se tomaron cinco (5) valores caracteristicos definidos mediante
el espectro de singularidades y las dimensiones generalizadas.

Al comparar dichos valores se pretende observar la posibilidad de dicriminar
sefiales que representen la expresién sismica de un yacimiento. Estas cinco (5)

variables son:

Ancho del espectro (Q): Siw, = min{D{[a(q.)]}} > 0y w, = min{D{[a(q)]}} >

0 tal que g, # g, entonces 2 = |w, — wy|.
Hélder pico (A): Si D{[a(g,)]} = max{D{[a(q:)]}} entonces A = a(qgy).

Dimensién de correlacién (yg): Corresponde al valor de la dimension genera-

lizada para ¢ = 0, entonces yo = Dy.
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Dimensién de informacién (y;): Corresponde al valor de la dimensién gene-

ralizada para ¢ = 1, entonces x; = D;.

Dimensién de capacidad (x»2): Corresponde al valor de la dimensién generali-

zada para ¢ = 2, entonces xs = Ds.

D(a)

D(a)

—
11 -5A A A+SA P
06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
a a
T T
oL ]
15 Xo™ Xy,
' Xg’ +3X.
Xo~%o *
R ]
a x| %2 X,
05 4
2 X
X f 72
ol ]
i X276X2 i
-5 0 5 10

Figura 3.28: Elementos catalogados como atributos en el espectro multifractal y
dimensiones generalizadas
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Capitulo IV

RESULTADOS Y ANALISIS

El presente capitulo tiene la finalidad de presentar los resultados obtenidos de la
investigacion, que mostraron mayor relevancia para la misma. Dichos resultados
son analizados con el fin de establecer, los fundamentos para desarrollar opciones
de solucién al problema que se plantea.

El analisis de resultados esta estructurado por cinco secciones:

» Fundamentacion tedrica de la herramienta matematica multifractal con los

principios fisicos de la sismica de prospeccion.

» Evaluacién del andlisis multifractal en modelos tedricos que emulan carac-

teristicas de yacimientos (Vp y p).

» Evaluacién del andlisis multifractal en datos sismicos sintéticos cuyo conte-

nido de fluidos es validado.

= Evaluacién del andlisis multifractal en datos sismicos reales cuyo contenido

de fluidos ya sea validado.

s Evaluacion del andlisis multifractal en una roca con saturaciones variantes

de gas y agua (sustitucién de fluidos).
Seguidamente se desarrollan las secciones nombradas anteriormente:
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4.1. Fundamentacion teérica de la herramienta matemati-
ca multifractal con los principios fisicos de la sismica

de prospecciéon

Con el fin de establecer la relacion entre el andlisis multifractal y la sismica de
reflexion, se ha realizado el andlisis sisteméatico de los trabajos y contribucio-
nes de Felix J. Herrmann (Herrmann, s.f),(Herrmann, 2000),(Herrmann y Kane,
2002),(Dupuis, 2005) y (Unser y Blu, 2000), de forma tal que se pueda establecer
un cimiento matematico del silogismo que conlleva a la relacién entre el modelado

sismico, las singularidades y por tltimo el andlisis multifractal.

4.1.1. Introduccién

El subsuelo de la tierra consiste en disposiciones de diferentes materiales sepa-
rados por interfaces, estas zonas son denominadas también transiciones, dichas
transiciones son caracteristicas de las regiones en las cuales ocurren variaciones
rapidas de las propiedades acusticas en comparacién con la escala de la ondicula
sismica.

Dichas variaciones bruscas en las propiedades acusticas del subsuelo forman tran-
siciones y estas a su vez bordes en el medio los cuales ocasionan reflexiones de las
ondas mecanicas junto con los diferentes fenémenos de propagacion , dichos datos
son captados en superficie y conforman las trazas sismica las cuales posterior al
procesamiento solo contara de reflexiones. Estas trazas simicas contienen infor-
macién sobre las relaciones geométricas entre los limites del subsuelo y en algunos
casos, caracteristicas litolégicas que normalmente son usadas para construir mo-
delos geoldgicos con el fin de explicar el origen de las caracteristicas estratigraficas.
Numéricamente estas transiciones en el subsuelo tradicionalmente han sido mode-

ladas como una discontinuidad de orden cero (0), mas actualmente Herrmann en
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sus contribuciones en el analisis multiescala de datos de pozo y datos sismicos de
reflexién a partir de ondiculas (Herrmann, s.f) ha establecido que el subsuelo tiene
un comportamiento multifractal, lo que significa que es un medio constituido por
singularidades de orden variable, dejando atras el modelo de discontinuidades de

orden cero (funcién Heaviside).

4.1.2. Modelado de las transiciones sismicas

Los cambios repentinos en las propiedades elasticas del subsuelo dentro de la
longitud de onda de la ondicula sismica crean singularidades y hacen que las
ondas mecénicas se reflejen entre otros fenémenos, estas singularidades ocurren
en la transiciéon entre materiales y tipicamente son modeladas por discontinui-
dades de orden cero (discontinuidades tipo paso), sin embargo estudios recientes
han demostrado que el subsuelo a nivel de singularidades estd constituido por
acumulaciones de singularidades de diferentes érdenes de magnitud, generandose

discontinuidades de cualquier orden fraccional.

Modelo matematico de las reflexiones sismicas

Las transiciones en el subsuelo son modeladas como discontinuidades de orden cero
mas dicho concepto es extendido a discontinuidades de cualquier orden fracciona-
rio, modelado por splines fraccionarios causales y anti-causales (también llamados

“fractional onset function”) y son definidas de la siguiente forma:

0 siz <0,

X5 = . . (4.1)
F(ZJrl) sixz > 0.
0 siz>0,

X2 = " , (4.2)
Flogn) SIT <0.
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donde I' es la funcién Gamma definida como:
['(z) = /txetdt,Va: € R. (4.3)
0

El exponente « caracteriza al spline fraccional de la siguiente forma:

«a > 1 la funcién f es diferenciable.

0 > a < 1 la funcién f es no-diferenciable pero se mantiene continua.

—1 < a <0 es discontinua y por ende no diferenciable.

s o < —1 la funcién f deja de ser localmente integrables y se convierten en

una distribucién temperada.

Los splines fraccionarios causales y anti-causales estdn asociados mediante la re-

lacién 4.4

Vo e R, x%(z) = x%(—x). (4.4)

Matemaéticamente el exponente fraccionario « especifica la regularidad del spline
fraccional, que a su vez coincide con su exponente de Lipschitz. Cada uno de los
spline fraccionarios es Lipschitz a de acuerdo a la definicién (2.34).

La seleccion de splines fraccionarios es motivado a su regularidad e invariancia
en escala, por lo que se puede caracterizar la aspereza de una transicién indepen-

dientemente de la escala
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Ve e RyVa > 0,0 > 0,x%(0x) = % (2).

Cada una de estas funciones posee un orden de singularidad « en particular,
como se ha destacado anteriormente. Para o« > 1 en t; la funcién x%(t) es «
veces diferenciable y posee una singularidad en ¢; con exponente de Lipschitz a.
Sin embargo cunado a < 1 en ¢; la funcién x$(¢) es no diferenciable en t; y «

caracteriza este tipo de singularidad.

09 420-5

08 4=0.1—3
0.7

0.6

0.4
03

0.2

0.1

05 1

Figura 4.1: En las Figuras superiores se muestran los splines fraccionarios causales
y anti-causales respectivamente en un intervalo 0 < a < 2 y en el recuadro inferior
se muestra el comportamiento del spline fraccional con o = —1
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4.1.3. Transiciones y reflectividad

Los modelos 1D del subsuelo f(z) representan las transiciones del mismo y son
definidos a partir de superposiciones de splines fraccionarios como se muestra en

la ecuacién (4.5).

fz) = Zaixz“;(z — %), (4.5)

donde z corresponde a la profundidad y z; la profundidad de la i — estma transi-
ci6én en el subsuelo, derivando f(z) se obtiene la reflectividad sismica r dando la

relacién (4.6).

r(z) = Z Kixy 'z —2)— Z Kix* 'z — z), (4.6)

€A €A,

donde

aiaif((xi)

K; VSR
['(a+1)

A,y A, son el conjunto de indices para las transiciones con discontinuidades cau-
sales y anti-causales respectivamente.

En la Figura 4.2 se muestra una ejemplificacién de modelos 1D, aplicada en la
presente investigacion, tomando como modelo matematico un spline fraccional de

orden cero (0), lo que implica una singularidad tipo paso.
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Modelado de la traza sismica

La senial sismica se puede obtener mediante la relacion (4.7).

s(z) o< (rx,)(z), (4.7)

donde r es la conversion tiempo a profundidad de la serie de reflectividad y 1,
es la conversion a profundidad de la ondiculasismica. Debido a que el interés esta
basado en las propiedades de singularidad de la senal sismica se puede simplificar
la notacion y omitir la constante de proporcionalidad, por lo que se tendria que

la senal s(z) es obtenida mediante la ecuacién (4.8),

Vp (m/s) P(Kg/ma) Impedancia acUstica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T oF— T T T 0 T 0 T T

o
@
T

15 1 15 4 15¢ 4 1sp q

N
S
T

20 1 20 : ¢ 4 20f 4 20 g

Profundidad (m)

251 4 - 251 R R R 251 o4 25 . q

301 1 30r 301 301 1 30 q

351 4 %5F 351 : : : 351 1 35fF
L 1 1 1 i 1 i I i i i I h
2250 2300 2350 2400 2450 1900 2000 2100 465 47 475 48 -001 0 001 001 002 003
s
x 10

Figura 4.2: Modelo 1D de tres capas del subsuelo (lutita, arena con gas y lutita)
utilizado en la presente investigacion, como se observa las propiedades de velocidad
de onda p, densidad e impedancia actistica son modelados por splines fraccionales
de orden cero (0).
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s(z) = (rx¢)(z)
= Y KxXT Nz z)x(2) = Y Kx® Nz - z) < (2). (48)

€A €A,

Desarrollo del analisis multiescala hasta el analisis de singularidades

globales

Retomando algunas ideas expresadas en los marcos metodolégicos y tedricos se
tiene que considerando una ondicula madre v, donde ) es una funcién norma-
lizada en L%(R) con promedio cero para la cual se puede crear una familia de
ondiculas mediante traslaciones y dilataciones tal como se muestra en la ecuacion
(2.25).

A partir de esta base de ondiculas se computan los coeficientes ondicula mediante
el producto interno de f y cada elemento de dicha base como se muestra en la

ecuacion (4.9).

TQ/J [f] (u7 S) - <f7 ¢u,s>- (49)

Al aplicar la transformada ondicula se debe recordar que la misma es un operador
diferencial multiescala cuyos valores al converger, se relacionan con la regularidad
de la senal f, esta aseveracion se puede comprobar a partir de los teoremas 3, 4
y b, cuyas pruebas y relaciones més detalladas pueden encontrarse en este docu-
mento.

En consecuencia estos teoremas demuestran que la regularidad local Lipschitz de
f en un punto t; depende de la tasa de decaimiento a escalas finas de |Ty[f](u, s)|
en la vecindad de t; y dicho decaimiento es controlado por los maximos locales,

como se ha indicado anteriormente.
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Seguidamente se tiene que el espectro multifractal o espectro de singularidades
permite estimar una proporcién de la regularidad Lipschitz « para cada escala s.
El hecho de tener un valor de singularidad para cada s es catalogado como un

analisis local, cuya estructura respeta la siguiente relacién 4.10.

log(|W f(u, s)|) < log(A) + alog(s), (4.10)

donde A es una constante positiva, en la Figura4.3 se observa como la transforma-
da ondicula médulo maximo converge en cualquier punto, esta propiedad muestra
que el subsuelo posee un comportamiento multifractal.

Este método de andlisis local es apropiado para funciones con singularidades
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Figura 4.3: Tomada de (Herrmann, 2000), se muestra un ejemplo del andlisis local
de un registro sénico de pozo, en la Figura (a) se muestra el registro sénico, (b)
es la transformada ondicula médulo maximo del registro anterior, por ultimo en
las Figuras (c¢)-(f), se estima el exponente de Hélder local.

aisladas por su caracter local, sin embargo para funciones con singularidades acu-
mulativas (como es el caso de datos sismicos), es dificil detectar y caracterizar las
singularidades usando el analisis local, por lo que se propone un analisis global.

El andlisis global ofrece una estimacién para el espectro de singularidades que
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provee una “tasa de ocurrencia’de una singularidad en particular «, por lo que

D(«) y 7(q) contiene informacién global de la diferenciabilidad de una senal f.

4.2. Evaluacion del andlisis multifractal en modelos tedri-

cos que emulan caracteristicas de yacimientos (V, y
p)-

Los modelos tedricos propuestos en el capitulo III, estan constituidos por fluidos
caracteristicos de un yacimiento, de forma tal que se pretende evaluar el par de
variables que permitan mediante un grafico cruzado, discriminar estos fluidos y
asi senalar ciertas caracteristicas propias de las senales que representan la res-
puesta sismica de estos yacimientos, resaltadas por los atributos estimados.

De estos gréficos cruzados (diez (10) en su totalidad) serdn analizados los que
cumplan el principal objetivo de discriminar los fluidos.

En la Figura 4.4 se observa el grafico cruzado producto del par de variables 2 y
A junto con los espectros de singularidad y dimensiones generalizadas de Rényi.
Dicho par de variables son propias del espectro de singularidad ya que retomando
las variables de salida del capitulo III se tiene que omega es el ancho del espectro
y lambda es el valor del exponente de Hdlder pico. A partir de este atributo pode-
mos separarla poblacién de los nueve (9) modelos propuestos en tres (3) conjuntos.
El primer conjunto conformado por los modelos (2,3,6 y 7), (1 y 4) conforman el
segundo conjunto y el tercer y 1ultimo conjunto esta constituido por los modelos
(9,8,5) (véase la Figura 4.5).

El primer conjunto esta caracterizado por los menores valores de €2 y A, el segun-
do conjunto valores intermedios (/(1,6;0,4)) y el tercer conjunto se caracterizado
por los valores de mayor magnitud de dicho par de variables en el plano (€2, A).
El primer indicador (£2) mide el grado de multifractalidad de la senal, un alto
valor de € indica que la senal posee irregularidades con valores de exponente de

Hélder o muy distintos (espectro ancho), un valor bajo de este indice indica que
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Modelo1 (agua)

Modelo2 (gas)
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(
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Modelo4 (petroleo pesado)
Modelo5 (agua-gas)
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Figura 4.5: Atributo QA y los conjuntos asociados

las irregularidades de la senal poseen exponentes de Hdlder « similares (espectro
estrecho), el segundo indicador (A) mide el valor de regularidad predominante, un

valor cercano a cero indica una senal muy irregular, con fluctuaciones muy abrup-
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tas, un alto valor de este corresponde a senales con irregularidades mas suaves
(Leonarduzzi,Schlottauer y Torres, 2005).

El hecho de que el conjunto 1 este caracterizado por los valores mas cercanos a
cero de la variable A indica que las senales que representan estos modelos poseen
mayor irregularidad que los otros conjuntos.

El conjunto 1 presenta variaciones més abruptas , nétese que en este conjunto se
encuentra el modelo 2 el cual imita las caracteristicas de un yacimiento gasifero,
ya que la traza de este modelo es una senal de alta energia, esta consta de tran-
septos de mayor energia que los que conFiguran a los conjuntos 2 y 3.

En el conjunto 2 es imposible distinguir los fluidos agua y petréleo pesado lo cual
es una particularidad muy comuin en la prospeccién sismica ya que la impedancia
de ambos modelos es practicamente de igual valor numérico por lo tanto sus sin-
gularidades y comportamiento multirracial es indiferenciable. En comparacién a el
conjunto 1 este presenta menos energia asociada a los transeptos mas el ancho de
sus espectro es mayor indicando que esta constituido un soporte de singularidades
més amplio.

En el conjunto 3 se constituye por singularidades de diferentes érdenes por lo que
su soporte de singularidades es mayor al resto de los conjuntos. Nétese que en
estos modelos el factor comtn es la presencia de gas cuyo transepto genera una
respuesta de alta energia brindandole a este conjunto una mayor “variabilidad”de
exponentes a en comparacion a los otros conjuntos.

El atributo QA logra diferenciar los modelos en su mayoria conservando cierta
incertidumbre en lo que respecta a fluidos como agua y petréleo pesado. Sin em-
bargo de acuerdo al interés energético que en las empresas de E&P representa
cada modelo de respuesta sismica de fluidos, el atributo QA puede separar tres
(3) zonas que coinciden con los conjuntos respectivamente.

La zona 1 equivalente al conjunto 1 y la zona 3 equivalente al conjunto 3, son
zonas de bajo riesgo, ya que los fluidos cuya respuesta sismica imitan son hidro-

carburos, la zona 2 presenta gran riesgo ya que no se es capas de diferenciar agua
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de petréleo pesado.
En la Figura 4.6 se observa el atributo (2x» el cual es capaz de aislar los modelos
al igual que el atributo QA.

El atributo Q. comparte la variable €2 con el atributo QA por lo que mantiene
invariante el comportamiento con respecto a esta variable. Ahora bien la variable
X2 representa la dimension fractal de correlacion donde esta esta relacionada con
la distribucién promedio de la medida.

En el plano Qy» se observa como existe una mayor dispersiéon vertical de los mo-
delos de forma tal que se puedan separar en los mismos tres (3) conjuntos en los
que se separo el atributo anterior mas dicha dispersién propia de la variable -
genera menos incertidumbre para discriminar los modelos junto con las mismas

“privaciones ”que presenta el atributo QA ya que nuevamente no se puede dife-
renciar entre agua y petréleo pesado.

En cuanto al riesgo asociado a este atributo es de menor grado que el presente

en el atributo Q2A ya que en este se aprovecha la dispersién vertical junto con los

Modelo1 (agua) 13 "‘— T —

Modelo2 (gas) —ll; E :
Modelo3 (petréleo liviano) :
Modelod (petréleo pesado) 425 T
Modelo5 (agua-gas)
Modelo6 (agua-petréleo liviano) 1% E R B H
Modelo7(agua-petroleo pesado), ~

= = Modelo8 (petrdleo liviano-gas) =

— — Modelo9 (petréleo pesado-gas) 1= I

6

Figura 4.6: Atributo Qy»
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intervalos de incertidumbre que permiten discriminar los modelos de forma més
real, evitando interpretaciones sofistas.

Por ultimo se muestra en la Figura 4.7 el ultimo atributo capas de diferenciar con
cierto grado de incertidumbre los modelos de fluidos de yacimiento.

El atributo x;x2 comparte la variable x» con el atributo anterior (€y2) por lo que
no existe variacion en la dispersién vertical. En este nuevo atributo se combina la
variable y; denominada dimension fractal de informaciéon a y ha de proporcionar
informacion con respecto al grado de heterogeneidad de la medida.

En el atributo xix2 se observa como la incertidumbre para cada modelo mues-
tra un soporte mas amplio generando asi poligonos de posibles valores para los
modelos, por lo que si dichos poligonos se interceptan como es el caso de este
atributo se genera un area de incertidumbre con respecto a la discriminacién del
par de modelos cuyas areas se intercepten, debido a esta condicién se genera un
coeficiente relatico de discriminacion el cual es estimado como el cociente entre

el area de interseccién que comparte un par de modelos y el area resultante de la

Modelo1 (agua)
Modelo2 (gas)
Modelo3 (petréleo liviano)
Modelo4 (petréleo pesado)
Modelo5 (agua-gas)

Modelo6 (agua-petroleo liviano)
Modelo7(agua-petrleo pesado)
= — Modelo8 (petrdleo liviano-gas)
= = Modelo9 (petréleo pesado-gas)

Figura 4.7: Atributo x1x2
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union de los poligonos que representen a dichos modelos.
En la Figura 4.8 se muestra el valor de dicho coeficiente de discriminacién, nétese
que si se tiene un modelo A y un modelo B interceptados, el coeficiente AB no
serd igual al coeficiente BA debido a que si A C B, entonces el area de A es menor
a la de B por lo que el drea de intercepcién tendra un valor equivalente a el area
total de A y por ende A no se podria diferenciar de B mas como A representa
solo una fraccion del area de B este ultimo si podra diferenciarse de A en cierta
magnitud.
Este apreciacién se ve referenciada en la Figura 4.8 con el hecho de que no es
simétrica la matriz de coeficientes.

Retomando el atributo x1x2 para su descripcién se se para en tres (3) conjuntos.
El conjunto 1 conformado por los modelos (9,5 y 6), el conjunto 2 por (2,3 y una
fraccién de 4 y 1) y el conjunto 3 constituido por los modelos (8, 7 y fraccién de
4y 1) (véase la Figura 4.9).

El conjunto 1 se caracteriza por poseer una medida mas homogénea en com-

paracion a los otros conjuntos, dicha homogeneidad permite que la medida esta

a¥"

@
=

Y %

Figura 4.8: Matriz de coeficientes relativos de discriminacion del atributo xxe
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distribuida de forma mas regular ya que en estos modelos comparten practica-
mente la misma distribucién de energia asociada a los transeptos.

El conjunto 2 presenta intermedios tanto en homogeneidad como en la distribucion
de la medida. Nuevamente se produce el fenémeno caracteristico de la capacidad
nula para discriminar agua de petroleo pesado.

Por ultimo el conjunto 3 esta caracterizado por poseer una medida més hete-
rogénea por lo tanto irregular, esta irregularidad genera una distribucién de me-
dida més “rica”.

En cuanto al riesgo asociado a estos conjuntos de acuerdo a la linea de analisis
de lo que catalogamos como “riesgo”. El conjunto 1 es el tinico conformado por
modelos que emulan la respuesta sismica de hidrocarburos, mientras que los con-
juntos 2 y 3 son de alto riesgo ya que comparte una fracciéon de la incertidumbre
entre agua y petréleo pesado.

En la Tabla 4.1 se observa de mejor forma la idea anterior:
A lo largo de este andlisis se ha senalado a la energia asociada a los transeptos

Modelo1 (agua)
Modelo2 (gas) Conju
Modelo3 (petréleo liviano) 121
Modelo4 (petréleo pesado)
Modelo5 (agua-gas)

Modelo6 (agua-petroleo liviano) «
Modelo7(agua-petroleo pesado) =
— =— Modelo8 (petrdleo liviano-gas) 11
= = Modelo9 (petrdleo pesado-gas)

Conjun
1.1

Figura 4.9: Atributo xix2 y sus conjuntos asociados
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Tabla 4.1: Riesgos asociados a la discriminacion de fluidos

Modelos Fluidos Riesgo
Zona 1 | 2-3-6-7 gas, petroleo liviano, agua-petroleo liviano, Bajo
agua-petroleo pesado
Zona 2 1-4 agua, petroleo pesado Alto
Zona 3 9-8-5 petroleo pesado-gas, petroleo liviano-gas, agua-gas | bajo

refiriéndose a la amplitud de la respuesta sismica generada por la diferencia de
propiedades actsticas en el medio, de forma tal que para evidenciar dicho sustento

del andlisis se muestra la Figura 4.10 caracterizando la energia en falso color.
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Figura 4.10: Energia asociada a los transeptos de cada modelo tedrico

4.3. Evaluaciéon del analisis multifractal en datos sismicos

sintéticos cuyo contenido de fluidos es validado

En esta seccién se pretende estudiar el espectro de singularidad de los sismogra-
mas sintéticos obtenidos de los pozos 1y 2, de los cuales el pozo 1 resulto producto
de gas mientras que el pozo 2 no evidencio hidrocarburo alguno.

La traza de gas por su naturaleza de ser una senal de alta energia debe tener un
comportamiento singular de mayor orden que la traza del pozo 2, cabe la salvedad

que este grado de singularidad se evidencia en su valor de Hdolder pico, mas la tasa
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de ocurrencia de singularidades se sefiala en el ancho del espectro cuantificando
el grado de multifractalidad.

Este grado de multifractalidad estaria asociado a los distintos érdenes de singu-
laridad que conforman la senal y no a la magnitud de la misma.

De acuerdo a los presunciones teodricas descritas anteriormente se muestra el es-
pectro de singularidades del pozo 1 y 2 Figura 4.11.

Como era de esperarse el sismograma sintético del pozo 1 presenta un Holder
pico mas cercano a cero por lo que la senal es méas singular. Hecho que es explicado
por la variacion abrupta de las propiedades acusticas del medio en presencia de
fluidos como el gas.

La tasa de ocurrencia de singularidades en el pozo 2 es mayor al pozo 1 por lo que
este ocupa una dimension fractal de Hausdorff-Besicovitch mayor por lo que la
senal del pozo 2 presenta una cantidad mayor de singularidades mas no de érdenes
superiores que las singularidades encontradas en el pozo 1.

A partir de esto se puede establecer que el ancho y dimensién fractal estarian aso-
ciadas a la tasa de ocurrencia de transiciones en el medio por ende es directamente

vinculable a la homogeneidad del ambiente depositacional mas esta aseveracién

Pozo 1 (gas) Pozo 2

1 11 12 13

Figura 4.11: Espectros de singularidad de los sismogramas sintéticos del pozo 1 y
el pozo 2
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no es concluyente.

Los anchos de los espectros de ambos sismogramas sintéticos son aproximada-
mente iguales por lo que segin la hipdtesis anterior representan una cantidad
de singularidades similares ya que el soporte es similar mas sus Holder pico los
diferencia, permitiendo separar un simograma que representa una respuesta de
sismica de rocas saturadas de gas de un simigrama sin presencia alguna de flui-
dos.

En la Figura 4.12 se muestran los cambios en impedancias actusticas de los cuales
se asocian las singularidades, nétese que la energia reflejada por los transeptos
en el sismograma del pozo 1 son de mayor magnitud que los presentes en el pozo
2. Brindando asi un sustento de la justificacion del andlisis de las caracteristicas

multifractales de los sismogramas sintéticos.
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Figura 4.12: Enegia asociada a los transeptos de los sismogramas sintéticos del
pozo 1 y el pozo 2
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4.4. Evaluacion del analisis multifractal en datos sismicos

reales cuyo contenido de fluidos ya sea validado

Al analizar los datos reales se tiene especial interés en seguir las caracteristicas de
regularidad de las senales de forma tal que se pueda observar alguna distribucion
caracteristica.

Con el movil de caracterizar el comportamiento multifractal de las senales anali-
zadas se estudia el atributo QA que ha lo largo de la investigacion a brindado los
mejores resultados.

De forma tal que definido el atributo con el cual analizar las senales, es necesario
limitar el volumen de datos analizar por motivos numéricos se restringe el estudio
a nueve (9) trazas distribuidas aleatoriamente.

En la Figura 4.13 se muestra la posicién geométrica de las trazas seleccionadas
para el analisis.

Durante el analisis de los datos reales, se evidencio cierta peculiaridad numérica

Figura 4.13: Posicion geométrica de las trazas a analizar

en relacion a las escalas a utilizar para la transformada ondicula modulo méximo

esta peculiaridad se le hace referencia en la literatura (Herrmann, s.f) y se basa en
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el hecho de que la sismica es de banda limitada por lo que en un volumen sismico
el soporte de las frecuencias es compacto de cero (0) a cien (100) (Mavko, Mukerji
y Dvorkin, 1998) aproximadamente, mas el contenido espectral de cada traza es
diferente.

Senalada esta caracteristica se observo de forma empirica como las escalas selec-
cionadas deben presentar un alto contenido de energia referenciado en la trans-
formada ondicula, de forma tal que el exponente de escalamiento sea una funciéon
concava y por ende su transformada de Legendre se invertible.

Retomando el interés en el andlisis de datos reales en la Figura 4.14 se observa
el atributo QA y los tres (3) conjuntos en los cuales se subdividen al compartir
caracteristicas de regularidad.

Al momento de aislar las nueve (9) trazas en los tres (3) conjuntos se hace especial
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Figura 4.14: Atributo QA y los tres (3) conjuntos en los que se subdividieron las
trazas analizadas

seguimiento a las trazas uno (1) y dos (2) ya que estas representan la respuesta

sismica del subsuelo en los puntos donde se ubican los pozos 1 y 2 respectivamen-

120



te y como se ha hecho saber el contenido de fluidos de estos es conocido, notese
que en la Figura 4.15 se senalan las trazas 1 y 2 para las cuales es evidente las
anomalias de amplitud en la traza 1 mas dichas anomalias desaparecen hacia la
traza 2.

De forma tal que el las trazas asociadas al conjunto 1 presentan caracteristicas
multiractales en comun las cuales relacionaremos al el fluido propio en la traza
uno (1). En el conjunto 3 se encuentra la traza dos (2) por lo tanto asociaremos
a este conjunto el comportamiento de dicha traza y la presencia poca o nula de
hidrocarburos, por ultimo el conjunto 2 es el conjunto de mayor incertidumbre ya
que no se tiene control alguno de la presencia o no de fluidos, en el medio cuya
respuesta sismica representan las trazas que conforman el mismo.

Tomando en consideracion las ideas anteriores es necesario un elemento que de
sustento a la interpretacion que se le da a estos conjuntos, para ello se calcula
una serie de atributos tales como Fuerza de reflexién, Amplitud Rms y Amplitud

original, para los cuales se puede observar una anomalias de amplitud las cuales

Figura 4.15: Anomalias de amplitud resaltadas por el atributo de fuerza de refle-
xion en las trazas 1 y 2 junto con una seccién entre pozos para el seguimiento de
las anomalias entre los pozos
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asociamos a presencia de gas, efecto evidente en la anomalia presente en las in-
mediaciones de la traza 1 4.16.

Haciendo seguimiento a las anomalias de amplitud se puede observar como el
conjunto 1 presenta las anomalias de mayor magnitud, el conjunto 2 esta con-
formado por las trazas que no evidencian anomalia alguna y la zona de mayor
incertidumbre la cual esta conformada por el conjunto 3 muestra una ligera ano-
malia de amplitud de la cual no se puede inferir mayor informacién con respecto
a los fluidos que esta pueda o no representar.

Por consiguiente es posible proponer tres (3) dreas de estudio a partir de la
posible presencia de gas, dicha propuesta encuentra sustento tanto en el analisis
multifractal de las senales como en la respuesta de amplitud resaltada por la serie

de atributos antes mencionados.

Figura 4.16: Atributos sismicos de: Amplitud RMS (izquierda), Fuerza de reflexién
(derecha) y Amplitud original (abajo)
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Figura 4.18: Zonas de interés propuestas, asociado a la presencia de gas

4.5. FEvaluacion del analisis multifractal en una roca con

saturaciones variantes de gas y agua (sustitucién de

fluidos).

Un simple analisis AVO no es capaz de identificar litologia o fluidos, para ello esta
técnica es respaldada por transformaciones de reflectividad a litologia (Lithology

Reflectivity Transform) y transformaciones de fluidos a reflectividad (Pore-fluid
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Reflectivity Transform) con el fin de predecir amplitudes de reflexién de reservo-
rios saturados de gas.

Se ha demostrado que el analisis AVO no es capaz de distinguir zonas con poca
saturacion de gas de zonas con una saturaciéon econdémicamente rentable al pre-
sentarse cambios en la porosidad, cementacion y litologia o si las arcillas sufren
cambios de rigidez.

Para respaldar esta aseveracion se muestra un ejemplo presentado por Hilterman
en (Hilterman,Zhou y Haitao, 2008), con el cual se demuestra como un simple
analisis AVO no es capas de diferenciar entre rocas saturadas parcial o totalmente
de gas. En la Figura 4.19 se muestra el ejemplo antes mencionado.

Una vez senalada una de las principales carencias del andlisis AVO como he-
rramienta aislada de analisis es evidente el interés de la presente investigacion
es describir el comportamiento del analisis multifractal en rocas con saturaciones
variantes de gas.

Para ello se hace uso del conjunto de datos obtenidos mediante la sustitucién de
fluidos senalada en el capitulo III. Analizado este conjunto de datos (11 sismogra-
mas sintéticos) se generan los diez atributos correspondientes a la combinacién de

las variables de salida, en la Figura 4.20 se muestra uno de los atributos como lo

es el Atributo QA.

6500ft - Reservoir 1 (31%) - Fill with Gas 0
V. Density
Shale 8531 fi/s 2.25 gm/cc :
Sand 8546 ft/s 2.17 gm/ce 1 . Reservoir 1 (31%) - Gas
4500ft - Reservoir 2 (34%) - Fill with Fizz | |5 T~
A Density i ; <
Shale 7697 ft/s 2.19 gm/cc : .
Sand 7618 ft/s 2.12 gm/cc Refﬁr‘m'f 2 (34%) - Fizz
e " Incidéft Angle (Deg) *° *

Figura 4.19: Ejemplo modificado de (Hilterman,Zhou y Haitao, 2008), con el cual
se muestra la poca capacidad del analisis AVO para discriminar saturaciones de
gas.
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Como se observa en la Figura 4.20 el atributo QA no es capaz de diferenciar las
los sismogramas sintéticos, hecho que comparten los otros nueve (9) atributos, por
lo que a priori el andlisis multifractal de las senales al igual que el andlisis AVO
no son capaces de diferencias rocas con variaciones de saturacion de fluidos, en la
Figura 4.21 se observa el coeficiente de discriminaciéon relativo el cual como era
de esperarse es practicamente cero.

Mas el ejercicio que se lleva acabo tiene como primer elemento el sismograma
sintético de una roca saturada con agua y el ultimo de estos es una roca saturada
con gas, por lo que surge la pregunta, ;no se esta diferenciando entre agua y gas,
mas en el ejercicio de modelos tedricos si se logro diferenciar estos fluidos, que
justifica este comportamiento?

Para dar respuesta a esta interrogante primero se debe hacer énfasis en que todos
estos modelos presentan la misma energia en sus transeptos como se evidencia en
la Figura 4.22 esto es porque la impedancia actstica de la arena cuya saturacion
se varia es practicamente la misma y aunado a esto la relacién entre la impedancia

acustica entre una arena saturada de agua y una de gas en los modelos tedricos
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Figura 4.20: Atributo QA de los sismogramas sintéticos obtenidos mediante la
sustitucién de fluidos.
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es de 0,1320; mientras que mediante la sustitucion de fluidos es de 0,034; como se
muestra en la tabla 4.2, por lo que se evidencia que en los modelos tedricos hay
una diferencia mucho mayor entre las respuestas sismicas del agua y gas que en

los modelos propuestos por la sustitucion de fluidos.

Figura 4.21: Coeficiente de discriminacién relativo para el atributo QA
Sismogramas sintéticos
S,)

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

104
151 F -0.2
201 r
25 -

301

Muestras

351 r -05
401 3

-06
45 1 r
501 L -0.7

Figura 4.22: Energia asociada a los transeptos de los modelos de la sustitucion de
fluidos, como se observa es practicamente la misma para cada modelo
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De las evidencias anteriores se propone que bajo las condiciones iniciales del ejer-
cicio planteado el andlisis multifractal no es capaz de diferenciar los modelos
propuestos con variaciones de saturacion de agua y gas, por lo que posiblemente
comparta la limitante que presenta el andlisis AVO para diferenciar rocas con sa-
turaciones distintas de fluido.

Haciendo énfasis en la idea propuesta anteriormente respecto a que bajo las con-
diciones iniciales para el problema de sustitucion de fluidos el anélisis multifractal
comparte la limitante de no poder discriminar las distintas saturaciones de gas.
Notese que la variable que domina la sustitucién de fluidos en el ejercicio par-
ticular es la porosidad ya que, mientras menor espacio poral, menor efecto del
fluido en la respuesta sismica se vera evidenciado. Identificada la variable porosi-
dad como elemento dominante en la sustitucién de fluidos se pretende estudiar,

las porosidades tedricas de los arreglos cuya porosidad sea mayor a 20
Para una porosidad de 47,6 % el atributo QA muestra como es capaz de diferenciar

los gas de los modelos en los cuales su saturacién varia hasta el agua, dicho
comportamiento se puede observar en la Figura 4.23. El comportamiento de estos
conjuntos en el mapa QA conserva la légica de andlisis que se ha seguido, en la
cual se presenta la traza de gas con un comportamiento méas irregular (Hdalder

pico mds cercano a cero).

Tabla 4.2: Relacion entre las impedancias acusticas de los modelos tedricos y
sustitucion de fluidos

Modelos Teéricos \ Sustitucion de fluidos
Impedancia acustica (Rayl)
Agua 6046322 1,3348 x 107
Gas 4635788 1,2459 x 107
Relacién (feeetees ) 0,1320 0,0344

Tabla 4.3: Porosidad segun el tipo de empaquetamiento
Tipo de empaquetamiento | ®( %)
Cubico 47,6
Ortorrémbico 39,54
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En los modelos con porosidad 39,5 % nuevamente se usa como herramienta de
andlisis, el Atributo QA, para el cual la intenciéon de diferenciar los modelos de
diferentes saturaciones se lleva acabo con mayor capacidad. En la Figura 4.24 se
muestra el Atributo QA con el cual se pueden diferenciar dos conjuntos los que
presentan saturaciones de agua mayores a 80 % y los que presentan saturaciones

de agua de 0 a 70%. De las tres porosidades estudiadas (20-47,6 y 39,5%) se

Figura 4.23: Atributo QA en modelos con porosidad de 47,6 %
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Figura 4.24: Atributo QA en modelos con porosidad de 39,5 %
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observa como a partir de las condiciones iniciales para el problema de sustitucion
de fluidos el andlisis multifractal presenta mayor iteres en la discriminacion de
los modelos con porosidades de 39,5% ya que bajo estas condiciones el analisis
mulltifractal es capaz de diferenciar en cierto rango las diferentes saturaciones de

fluidos.
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Capitulo V

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Para comodidad del lector las conclusiones y recomendaciones de la siguiente

investigacion estan enmarcadas de acuerdo a los objetivos especificos de la misma.

5.1. Fundamentacién teodrica de la herramienta matemati-
ca multifractal con los principios fisicos de la sismica

de prospeccién

Conclusiones

= El subsuelo tiene un comportamiento multifractal lo que significa que es un

medio constituido por singularidades de orden variable.

= Matematicamente el exponente « caracteriza la regularidad del spline frac-

cionario que a su vez coincide con el exponente de Lipschitz.

= La regularidad local Lipschitz de f es un punto ¢; depende de la tasa de
decaimiento a escalas finas de Ty[f](u, s) en la vecindad de ¢; y dicho decai-

miento es controlado por los maximos locales.

» D(a) y 7(«) contienen informacién global de la diferenciabilidad de la senal

£l
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Recomendaciones

= Un modelo mas realista del subsuelo se construye a partir de splines frac-

cionarios causales y anticausales.

5.2. Evaluacion del analisis multifractal en modelos tedri-

cos que emulan caracteristicas de yacimientos (V, y

p)-

Conclusiones

» El atributo QA (Ancho del espectro Vs Hdélder pico) es la herramienta mas
eficiente del analisis multifractal de modelos tedricos que imitan la respuesta

sismica de fluidos de yacimiento.

= El andlisis multifractal no es capaz de diferenciar agua y petréleo pesado

mediante ningun atributo estimado.

= El atributo QA logra diferenciar los modelos tedricos en su mayoria con-
siderando cierta incertidumbre en lo que respecta a fluidos como agua y
petréleo pesado. Sin embargo de acuerdo al interés energético que presentan
estos fluidos para las empresas de E&P se asocian estos modelos en tres (3)

zonas en funcién del riesgo que estas representan en la toma de decisiones.

» El atributo Qys (Ancho del espectro Vs Dimensién de capacidad) presenta
un rango de discriminacién de mayor magnitud que el atributo Q2A debido a
la dispersién vertical, permitiendo agrupar nuevamente en tres (3) conjuntos

conservando las limitantes del atributo anterior.
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5.3. Evaluacion del analisis multifractal en datos sismicos
sintéticos cuyo contenido de fluidos es validado
Conclusiones

5.4.

El sismograma sintético que presenta contenido de gas (Pozo 1) por su na-
turaleza es una senal del alta energia que presenta una regularidad menor

que la evidenciada en el sismograma del pozo 2.

Los anchos de los espectros de ambos sismogramas son muy similares repre-
sentando un soporte de singularidades equivalentes, mas el Holder pico es

capaz de diferenciar ambos sismogramas.

Evaluacion del analisis multifractal en datos sismicos

reales cuyo contenido de fluidos ya es validado

Conclusiones

A partir del atributo QA las senales tomadas del cubo sismico se agrupan en
tres (3) conjuntos que comparten las mismas caracteristicas multifractales.
De forma tal que el conjunto 1 esta asociado a la presencia de gas, el conjunto
2 no presenta indicios de presencia de gas y el conjunto 3 es el de mayor
incertidumbre ya que no existe un elemento que permita afirmar presencia o
no de fluidos. De esa forma se proponen tres (3) zonas de estudio las cuales
se ven sustentadas por las anomalias de amplitud resaltadas por el atributo

fuerza de reflexion.

Se observo de forma empirica como las escalas seleccionadas para el analisis
deben presentar un alto valor de energia referenciado en la transformada
ondicula permitiendo asi que el exponente de escalamiento sea una funcion

céncava y por ende su transformada de Legendre sea invertible.
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Recomendaciones

= Numéricamente se presentan problemas en el andlisis multifractal al seleccio-

5.5.

nar las escalas para el analisis ondicula, por lo que se recomienda evaluar las
escalas en las que la senal tiene un alto valor referenciado en la transformada

ondicula.

Evaluacion del analisis multifractal en una roca con

saturaciones variantes de gas y agua (sustitucién de

fluidos).

Conclusiones

= A priori el analisis multifractal presenta las mismas limitantes que el analisis

AVO. En el ejercicio de sustitucion de fluidos con las condiciones iniciales
de la Tabla 3.2 aunado a esto no se logra diferenciar agua de gas debi-
do al contraste de impedancias acusticas mas el analisis multifractal puede

optimizarse con el objetivo de solventar este problema.

Variando la porosidad a 47,6 % (porosidad méxima tedrica de un empaque-

tamiento cubico) se logra diferenciar gas de agua.

Con una porosidad de 39,5 % (porosidad maxima tedrica de un empaqueta-
miento ortorrémbico) se logra separar dos (2) grupos de 0-70 % de saturacion

de agua y de 80-100

Recomendaciones

» La discriminacién de saturaciones a partir del analisis multifraftal no pre-

senta un comportamiento lineal en relacion a la porosidad, por lo que se
propone la continuacion del estudio en este tipo de problemas de forma tal

de establecer resultados més concluyentes.
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APENDICES

Estimacion del error en la transformada ondicula

ST, [f(u,s) =[0I, [f](w, ) u+ 0.7, f)(u, 5)] .

Con:

0Ty[f(u,s) = %Af(t)dj<j>au<t;u>dt5u+---
- e 0
dup (1=
_ _ﬁ R0 d<(t >>dt5u+281\/§ A (0
1 v (52)
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Tomando los siguientes cambios de variables:

=

N

® |

- ()
(1) = =
()

() - G2

Y sustituyéndolos en la ecuaciéon 5.1 se tiene :

w
Q
~—

w
§

N

:flb
~—

ST, [f](u,5) = / £(0)

“%f/f )it - f/f

Haciendo uso del cédigo cwt de Matlab se pueden definir las siguientes tres (3)

matrices:

Ci,j = CWt(f(t>7 S, wu,s>
D;; = cwt(f(1),s, au,S)
Ei,j = CWt(f(t), S, gu,s)

Por lo que el error en la transformada ondicula definido en la ecuacién 3.17 se

puede estimar con la ecuacion siguiente:

1

STyl f)(uys) = (5u—i—‘ Cogt By os.

1]
31

Tal como se muestra en la ecuacién 3.25.
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Estimacion del error en la funcién de particion

62(q.s) = |04Z(q,5)|0q +

0s7(q, s) ‘53.

Con:

q

Y

Z(g.s) = Y |Tulf)w.s)

p

Tomando en cuenta estas dos ultimas se tiene que:

6Z(q,s) = ds (5.2)

0u( D ITulf) )1 |00 +

0. (D ITul )y )17

Desarrollando la ecuacion 5.2 se llega a:

0Z(q5) = diq<q>2mm<up,s>|qm<2|Tw[f1<up,s>|)\5q+---
Zy Ll

T, Iy, 5)

— | Z(@.5)n (D ITulf(upe 1) o+ -

Z(q,s) 9 .
* o it s (21T 2)

ds

Teniendo asi la incertidumbre asociada a la funcién de particion como se muestra

en la ecuacion 3.30.
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Definicion de Schur-concavidad

Una primera base sobre la que construir medidas de incertidumbre viene dada
por el principio de transferencia, que fue desarrollado a principios del siglo XX
en economia para el estudio de la distribucion de la riqueza. Traducido a nuestro
contexto este principio se puede entender de la siguiente manera: Dada una distri-
bucion de probabilidad, si transferimos parte de la probabilidad de un suceso mas
probable a otro menos probable, de forma que la cantidad transferida es menor
a la mitad de la diferencia de probabilidad entre estos dos sucesos, entonces la
distribucién de probabilidad obtenida estd menos concentrada que la original y
tiene asociada, por tanto, un mayor grado de incertidumbre. Consecuentemente,
si una distribucién de probabilidad puede ser obtenida a partir de otra por medio
de una serie de transferencias como la anteriormente senalada, entonces conclui-

remos que la primera tiene asociada mayor incertidumbre que la segunda.

Definicién Sean p y ¢ los vectores n-dimensionales cuyas entradas contienen las
distribuciones de probabilidad P = (p1,pa,--- ,0n) ¥ Q = (q1, 12, , Gn)-

Si existen matrices de permutacion II; de dimensién n tales que:

Donde A > 0 Vi y ZZ A; = 1 entonces Q se puede obtener a partir de P mediante
una serie de procesos de transferencia y decimos que P mayoria a Q lo que se
denota como Q < P.

La mayorizacién captura, por tanto, el concepto del principio de transferencia y
nos equipa con una herramienta cualitativa para comparar el grado de incerti-
dumbre correspondiente a dos distribuciones de probabilidad.

A pesar de las limitaciones de la mayorizacion que acabamos de senalar, esta he-
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rramienta proporciona una de las primeras nociones a tener en cuenta a la hora

de considerar una medida cuantitativa de la incertidumbre: la Schur-concavidad.

Definicién Una funcién real f(P) = f(p1.ps, - ,pn) se dice Schur-concava si:

Q<P = f(Q) > f(P)

Efectivamente, puesto que @ < P implica que hay una mayor ignorancia en el
resultado de Q que en el de P, una medida de incertidumbre rigurosa debe asociar

un valor mayor a la primera.

Promedio cero de una ondicula

Las propiedades mas importantes de las ondiculas son las condiciones de admisi-
bilidad y regularidad. Las funciones de cuadrado integrable () que satisfacen la
condicién de admisibilidad, pueden ser utilizadas para primero analizar y luego
reconstruir una senal sin que se produzca pérdida de informacién. La condicién de
admisibilidad puede expresarse de la siguiente manera (Belmonte, 2006),(Mallat,

1999):

)} 2
/ K oo,
|l
donde ¥(w) es la transformada de Fourier de v (t). La condicién de admisibilidad

implica que la transformada de Fourier de ¢ (t) desaparece para frecuencia cero.

Esta ultima expresion indica que las ondiculas deben tener un espectro con forma

paso banda. Esta condicién, de valor nulo a frecuencia cero, también implica que
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el valor medio de la ondicula en el dominio del tiempo debe ser nulo, y por tanto
debe ser oscilatoria, es decir, ¥(t) debe ser una onda. Esta tltima caracteristica

puede expresarse como:

A¢@ﬁ:0

De forma tal que se puede concluir que una ondicula tienen un valor promedio

nulo.

144



ANEXOS

Modelos monofasicos y bifasicos:

Profundidad (m)

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

220

Figura 5.1: Modelo 1
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Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acustica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)

T T T T T T T T T ——
4 20 e 20 » 20+ e 20
4 40 g 40 A a0 g a0t
q 60 b 60 B 60 g 60
q 80 b 80 q 80 g 80+
4 100 4 100 4 100 4 1001

120 = 120 120 4 120

4 140 4 140 4 140 4 140
4 160 4 160 4 160 4 160
4 180 4 180 4 180 4 180
4 200 4 200 4 2004 4 2001
4 220 4 220 4 220F 4 220F ¢

i i i i i i I I T R

2300 2500 2700 2140 2160 2180 5 55 6 -01 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08
x10°




Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia actstica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)

T T T T T T T T T T T
20 1 20+ 20 H 20 b 20 b
a0 1 a0r a0 H a0r b a0 b
60 4 60 60 H 60 g 60 g
sof{ 4 80 80 H 80 g 80 g

E 100 4 100F 100 H 1001 4 1001 g

o

<

h=]

3 120 I» 120 l 4 120 4 4 120p 4 120 g

2

<)

2 140 4 1400 140 H 1401 4 140f-: g
160 1 4 160¢ 160 H 160 4 160 b
180 1 4 180F 180 H 180 4 180 b
200 1 4 2001 200( H 2001 4 2001 b
2201 4 2201 2201 H 2201 4 220F

I I R ; ; ; I ; I ; I I R T

2250 2300 2350 2400 2450 1900 2000 2100 465 47 475 48 -001 0 001 0 0.020.040.06 0.08
x10°
Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acustica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T i T

20 B 20 20 b 208 b 20 b
40 g a0r 40 g a0r g a0 g
60 b 60 60 b 60 b 60 b
80 b 80 80 b 80 b 80 b

E 100 b 100( 100 b 100{ b 100(- b

k

=

g 120 120 b 120 120 b 120 b

2

<)

Q 140 4 140+ 140 4 140+ 4 140} 4
160 b 160 160 b 160 b 160 b
180 g 180 180 g 180 g 180 g
200 g 200 200 g 200+ g 200( g
220 b 220 220 b 220 b 2201

i i ; i i I i ; I I P !
2300 2400 2500 2100 2120 2140 48 5 5.2 -0.040.02 0 0.020.04 0 0.020.040.06 0.08
6
x 10

Figura 5.3: Modelo 3
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Profundidad (m)

Profundidad (m

Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acustica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T T T T T T T T T
20 q 20 Bl 20 q 20 q 20
40 q 40 E 40 q 40F q a0
60 q 60 Bl 60 q 60 q 60
80 q 80 4 80 q 80 q 80
100 q 100 4 100 q 100 q 100(
120 120 120 120 q 1201
140 q 140 4 140 q 140 q 140
160 q 160 E 160 q 160 q 160
180 q 180 4 180 q 180 q 180
200 q 200 Bl 200 Bl 200 B 200
220 q 220 B 220 Bl 2201 4 220
i 1 1 ; ; ; | L I I I I
2300 2500 2700 2140 2142 2144 2146 48 5 52545658 -0.1 0.1 0 0.020.04 0.06 0.08
x10°
Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acustica (Rayl) Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T T T T T T T T T T T
50 1 50 b 50 q 50 b 50
100 4 100F 4 100 4 100- 4 1001
1501 4 150 4 150 4 150 4 1s50F
200 200 200 200 4 2001
250 4 250F 4 250 4 250 4 250
300 4 300F 4 300 4 300F 4 300
i ; i i ; i ; i I I i I
2300 2500 2700 1900 2000 2100 55 6 -01 0.1 0 005 0.1

Figura 5.5: Modelo 5
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Profundidad (m)

Profundidad (m

Vp (m/s) p(Kg/mS) Impedancia acustica (Rayl) Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T T T T T T T T T T T
50 8 50 1 50 2 50 8 50
100 8 100 1 100 8 100{- 8 100
150 8 150 1 150 8 150 8 150
200 200 200(- 200 4 200
250 4 250 4 250 4 250 8 250(
300 4 300p 4 300 4 300p 8 300
i 1 1 i i I ; 1 I I I I i
2300 2500 2700 2100 2140 2180 5 55 6 -01 -005 0 005 0 005 01
x10°
Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acstica (Rayl) ~Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T T T T T T T T T T T
50 4 50 B 50 R 50 g 50+
100 4 100F 4 100 4 100F 4 100F
150 1 150 4 1501 4 1s0p 4 150¢
200 200 200(- 200 4 2001
250 4 250 4 250 4 2501 4 2501
300 4 300¢ 4 300 4 so0r 4 300F
; i ; i ; i i i I i i i I
2300 2500 2700 2100 2140 2180 5 55 6 -01 -005 0 005 0 005 0.1
5
x10°

Figura 5.7:

Modelo 7
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Profundidad (m)

Profundidad (m

Vp (m/s) p(Kg/ma) Impedancia acUstica (Rayl) Coeficiente de reflectividad TTD(s)
T T T T T T 1 T T T T T T
50 1 501 50 q 50 . 50
100 4 100F 100+ 4 100F 4 1001
150( 4 150 4 150 -1 1s50f 4 150F
200 200 4 200F 4 2004 4 200F
250 4 250F 250 1 2501 4 2s0F
300 4 300 300 9 300F: 4 300F
i i i i i i ; I L I i
2300 2400 2500 1900 2000 2100 48 5 52 -0.040.02 0 0.020.040.06 0 005 0.1
x10°
Vp (m/s) p(Kg/m®) Impedancia acustica (Rayl) Coeficiente de reflectividad TTD(s)

T T T T T T r T T T T T
50 50 H 50 1 50 b 50
100 100 H 100 4 100F 4 1001
150 150 4 150 4 1s0p 4 150F
200( 200 200 200 4 200+
250 250! H 2501 4 250 T4 2s0F
300 300 {300 4 300F 4 300

; i i i ; ; L L ; I i I

2300 2500 2700 1900 2000 2100 4648 5 52545658 -0.1 0 0.1 0 005 0.1

x10°

Figura 5.9: Modelo 9
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NOTACION

(f,g): producto interno entre f y g.
[|f|]: Norma de f.

sup: minima cota superior.

inf: maxima cota inferior.

Hj: medida s-dimensional de Hausdorft.
dimg: dimensién de HausdorfI-Besicovitch.
w: medida sobre R”.

L': medida de Lebesgue en R.

L": medida de Lebesgue en R".

1,50 ondicula madre.

f*: conjugado complejo de f.

A; j+ matriz de i filas y j columnas.

0 f: incertidumbre en la funcién f.

P: distribucion de probabilidad.
Conjuntos

N: enteros positivos incluyendo el cero (0).
Z:: enteros.

R: ntimeros reales.

R*: reales positivos.

Senales

f(t) senal en tiempo continua.

Espacios
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CP: funcién p veces diferenciable y continua.
C°: funcién infinitamente diferenciable.
L*:funciones de energfa finita [ |f(¢)]*dt < +o0.
L?: funciénes que cumplen [ |f(¢)[Pdt < 4.
Operadores

f *g(t): convolucién entre [y g.

B & £t
f™(t): derivada de orden n de f, prt

Oy, f(x1 - - x,): derivada parcial de f con respecto a la variable x; coni = 1,2---n.
Transformadas

f(w) = F(s): transformada de Fourier de la funcién f.

Ty[f](u, s): transformada ondicula de f.

Cadigos

cwt:retorna la transformada ondicula continua.

scal2frq: retorna la pseudo-frecuencia asociada a una escala dada.

centfrq : retorna la frecuencia central de una ondicula dada.
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