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Resumen

De diversos estudios de pérdidas por riesgo operacional provenientes de distintos
bancos se ha observado que las pérdidas estan asociadas a eventos extremos. Estos
eventos son estudiados mediante un método de la teoria de valores extremos (EVT)
conocido como picos sobre el umbral. Si bien es cierto que la EVT ofrece un conjunto
de técnicas estadisticas para el estudio de valores extremos, los resultados tendran
una precision aceptable sélo cuando los datos satisfagan condiciones especificas. Dos
de estas condiciones son que los datos deben ser independientes e idénticamente distri-
buidos y que se debe contar con suficientes datos para calibrar los modelos. Los datos
de pérdidas por riesgo operacional no satisfacen estas condiciones pues generalmente
no son independientes y la disponibilidad de los datos es bastante escasa. Esto hace
que una aplicacion directa de la EVT para el andlisis de datos de riesgo operacional
sea altamente cuestionable. Debido a esto, en este trabajo se muestra una manera de
adaptar la teoria de valores extremos teniendo en consideracién la no estacionariedad
(dependencia del tiempo) y otras variables (distintos tipos de pérdidas operacionales)

para poder hacer un andlisis adecuado de los datos.

Palabras claves: Teoria de Valores Extremos; Dominio Maximo de Atraccién;
Picos sobre el umbral; Distribucién generalizada de Pareto; Distribuciones de Valor
Extremo; Medidas de Riesgo; Medidas Coherentes de Riesgo; Riesgo Operacional;
Valor en Riesgo; Déficit Esperado.
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Introducciéon

En términos de incertidumbre, se puede definir el riesgo como la posibilidad de
que ocurran ciertos eventos de interés y las consecuencias derivadas de dichos eventos.
En el ambito financiero, la probabilidad de que ocurran pérdidas financieras originadas
por fallas o insuficiencias de procesos, personas, sistemas internos, tecnologia y, como
consecuencia de eventos externos imprevistos, es lo que se conoce como Riesgo Ope-
racional. Ejemplos de esto son: evasion de impuestos, fraudes, errores de contabilidad,

robo de informacién, desastres naturales, entre otros.

Eventos historicos han demostrado que las pérdidas financieras atribuidas al riesgo
operacional pueden ser fatales. Como ejemplo, en 1995 el banco Daiwan sufrié una
pérdida de $1,1 billones debido a especulaciones del corredor Toshihide Iguchi. Por
razones como ésta, las instituciones financieras deben gestionar su exposicion al riesgo

operacional para asegurar su continuidad.

En 1975 se establecié una organizacion mundial llamada Comité de Supervisién
Bancaria de Basilea, con la funcion de fortalecer la solidez de los sistemas financieros.
El comité propuso en 2004 su segundo acuerdo conocido como Basilea II, en el cual se
le da importancia al riesgo operacional y se exige un trato explicito para este riesgo,
ademds, se recomienda el empleo de la medida Valor en Riesgo como una herramienta
cuantitativa para medir el riesgo operacional, asi como también para otras clases de
riesgo. En diciembre de 2010 se publica el acuerdo Basilea III, el cual se centra en
el riesgo de un fenémeno social conocido como panico bancario, que ocurre cuando
una gran cantidad de clientes de un banco realizan un retiro masivo de sus depdsitos
bancarios, en un corto periodo de tiempo, por temor a no poder retirar todo su dinero

en el futuro. Este acuerdo complementa los acuerdos Basilea I y Basilea II exigiendo
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diferentes niveles de capital requerido para las distintas modalidades de depdsitos

bancarios y otros préstamos.

De varios estudios de pérdidas por riesgo operacional provenientes de distintos
bancos, se obtuvo que en muchos casos las pérdidas alcanzan valores muy altos, muy

por encima de los promedios. Estas situaciones se denominan eventos extremos.

Los eventos extremos son, en general, eventos de baja probabilidad que, sin em-
bargo, pueden tener grandes consecuencias. La pérdida que sufrié el banco Daiwan es
un ejemplo de evento extremo. La rama de la probabilidad que estudia estos eventos
es conocida como Teoria de Valores Extremos (EVT) y uno de los métodos que ofrece
esta teoria para cuantificar estos eventos y sus consecuencias es conocido como picos

sobre un umbral.

Si bien es cierto que la EVT ofrece un conjunto de técnicas estadisticas para
el estudio de valores extremos, los resultados tendran una precision aceptable sélo
cuando los datos satisfagan condiciones especificas. Dos de estas condiciones son que
los datos deben ser independientes e idénticamente distribuidos y que se debe contar

con suficientes datos para calibrar los modelos.

Los datos de pérdidas operacionales no satisfacen estas condiciones pues general-
mente no son independientes y la disponibilidad de los datos es escasa. Esto hace que
una aplicacion directa de la EVT para el anélisis de datos de riesgo operacional sea

altamente cuestionable.

Debido a esto, en este trabajo se muestra una manera de adaptar la teoria de
valores extremos teniendo en consideracién la no estacionariedad (dependencia del
tiempo) y otras variables (distintos tipos de pérdidas operacionales) para poder hacer

un analisis adecuado de los datos.
Este trabajo estd organizado como sigue:

En el capitulo |1 se introducen aspectos basicos de la teoria de probabilidades que

seran necesarios para la comprension del trabajo.
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En el capitulo [2 se definen las medidas valor en riesgo y déficit esperado y se dan

algunas de sus propiedades, ejemplos, ventajas y desventajas.

En el capitulo |3 se presenta la teoria de valores extremos y el método picos sobre
un umbral, se relacionan las medidas de riesgo con este método y se presenta un

ejemplo para comprender la metodologia.

En el capitulo |4 se define el riesgo operacional, se presentan algunos ejemplos y se
enumeran los tipos de riesgo operacional. Ademés, se desarrolla el articulo [7], en donde
se analiza un grupo de datos formado por tres tipos de pérdidas que parecen depender
del tiempo, se adapta el método picos sobre un umbral a estos datos considerando la no
estacionariedad y los diferentes tipos de pérdidas y, luego, se presentan y se analizan
algunos resultados numéricos referentes a esta adaptacion y a las medidas de riesgo de

estos datos para cada tipo de pérdida.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se presentaran algunos conceptos bésicos de la Teoria de
las Probabilidades que serviran de herramienta para la comprension de los siguientes

capitulos.

1.1. Espacio de Probabilidad

Definicién 1.1. Un experimento aleatorio es una accion que bajo las mismas condi-
ciones iniciales puede presentar resultados diferentes en cada repeticiéon, es decir, ain
cuando se conocen todos los posibles resultados en una realizaciéon del experimento,

no se puede predecir con exactitud el resultado de la siguiente repeticién.

Definicién 1.2. El espacio muestral asociado a un experimento aleatorio consiste en
el conjunto de todos los posibles resultados del experimento. El espacio muestral es

denotado por €.

Existen dos tipos de espacio muestral: discreto, si el espacio es finito o infinito

numerable; y continuo, si el espacio es infinito no numerable.

Definicién 1.3. Un evento A asociado a un experimento aleatorio es todo subconjunto

del espacio muestral €2 que sea de interés.

Denotaremos a la familia de subconjuntos de €2 formada por los eventos, como F.
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Esta familia de eventos siempre satisface las siguientes propiedades:

(i) Q e F.
(ii) Si A € F, entonces A° € F.
(iii) Si A,, € F, paran > 1, entonces |J A, € F.

n=1
Definicién 1.4. Sea €2 un conjunto no vacio. Una o-dlgebra de €2 es una clase o familia

F no vacia de subconjuntos de €2 si verifica las condiciones (i), (ii) y (iii).

Definiciéon 1.5. Sea () un espacio muestral y F una o-dlgebra de €2. Decimos que una
medida de probabilidad sobre el espacio muestral € es una funciéon P : F — [0, 1] tal
que satisface los siguientes axiomas:
(i) P(0) =0y P(Q2) =1.
(ii) P es no negativa, es decir, P(4) > 0, VA € F.
(iii) P es o-aditiva, es decir, si Aj, As, ... € F es una coleccién numerable de eventos

disjuntos dos a dos, esto es, A; N A; = ) para i # j, entonces
P (U An> = P(A).
n=1 n=1

La terna (2, F,P) se denomina espacio de probabilidad y el valor P(A) se denomina

probabilidad de A.

Proposicién 1.1 (Propiedades de la Probabilidad). Sea (2, F,P) un espacio de pro-
babilidad. Si A, B € F, entonces

(i) P(A°) =1—P(A).
(ii) Si A C B, entonces P(A) < P(B).

(iii) Dados A y B, no necesariamente disjuntos, se cumple que
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

(iv) Si{An},>; ©F es una sucesion creciente de eventos, es decir, Ay C Ay C -+

entonces

P (U An> = lim P(4,).
n—oo
n=1
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(v) Si{An}, 51 C F esuna sucesion decreciente de eventos, es decir, Ay D Ay D -+,

entonces

P (ﬂ An> = lim P(4,).
n=1
1.2. Probabilidad Condicional.

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad.

Definicién 1.6. Sea B € F tal que P(B) > 0. Se define la probabilidad condicional
dado B como la funcién de conjuntos P(:|B) : F — [0, 1], tal que

P(AN B)

PAIB) = ~ 5

VA e F.

Proposicién 1.2. Sea B € F tal que P(B) > 0. Entonces la funcion P(-|B) es una
medida de Probabilidad.

Demostracion.
) B P(QN B) B P(B)
(ii) P(A|B) > 0, para cada A € F.

iii) Sea {A, C F una sucesion de eventos disjuntos dos a dos. Entonces
n>1

) B (nf_jl A, ﬂB) R (g(A” n B))

P(B) B P(B)

=1.

P <G A, |B
n=1

o0

iIP’A N B) Z]P’A\B

n=1

Proposiciéon 1.3 (Propiedades de la Probabilidad Condicional). Sea (2, F,P) un
espacio de probabilidad y sean A, B € F tal que P(B) > 0.

(i) Si A y B son disjuntos, entonces P(A|B) = 0.

(ii) Si B C A, entonces P(A|B) = 1.
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Puede darse la situacion en que la ocurrencia de un evento B no afecte de manera

alguna la ocurrencia de otro evento A. En este caso, se tiene que la probabilidad

condicional de A dado B es igual a la probabilidad de A.

Definicién 1.7. Dos eventos A y B son independientes si P(A|B) = P(A). Esto es,
P(AN B) =P(A)P(B).

Proposicion 1.4. Si A y B son independientes, entonces A y B¢ son independientes

y también lo son A° y B°.

Definicién 1.8. Una familia arbitraria de eventos C = {A; : i € I} se dice que es
independiente si para cualquier coleccién finita de eventos A; , A;,,..., A;, de C se

cumple que

P (Q AZ-]) _ jﬁlp (4,).

1.3. Variables Aleatorias

Definicién 1.9. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria (real)

es una funciéon X : Q2 — R tal que, para todo intervalo I C R, se tiene que
X' ={weQ: X(w)el}erF.
Es decir, la preimagen por X de cualquier intervalo es un evento.

Ejemplo 1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y A € F. Entonces, X definida
por
1, siwe A

X(w) =
0, siwe A

es una variable aleatoria.
Esta funcién es conocida como funcion indicatriz de A y, usualmente, es denotada por

Iy.

Proposicién 1.5. Si X eY son variables aleatorias, entonces X Y, kX (k€ R)
X/Y (Y #0) y XY son también variables aleatorias.
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Definicién 1.10. Dos variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si para

conjuntos de Borel cualesquiera A C R y B C R se cumple que
P(X € A,Y € B)=P(X € A)P(Y € B).
Definicién 1.11. Decimos que el rango Rx de una variable aleatoria X es el conjunto
Ry={zeR|JweQ: X(w) =1z}

Definicién 1.12. Decimos que el cardinal de un conjunto A, card{A}, es la cantidad

de elementos del conjunto A.

Definicién 1.13. Una variable aleatoria X se dice que es discreta cuando su rango
Rx es un conjunto discreto. En este caso, Ry es finito (card{Rx} < o0) o a lo sumo
numerable. En este caso, existe un conjunto {x,},>1 de valores de X tal que

Y P(X =um,)=1 (1.1)

n>1

Ejemplo 1.2. Consideremos la variable aleatoria definida en el ejemplo [1.1}, entonces

Rx ={0,1}, por lo que X (w) es una variable discreta.

Definicién 1.14. Sea X una variable aleatoria discreta tal que el conjunto de valores
que toma es el conjunto {z, },>1. Se define la funcion de probabilidad de X 6 funcion

de masa de probabilidad de X como la funcién p : {z,},>1 — [0, 1] tal que

p(zn) = pn = P(X = 1,,).

Ejemplo 1.3. Consideremos el experimento aleatorio que consiste en el lanzamiento
de una moneda n veces donde se desea saber la probabilidad de obtener r caras,

r=0,1,...,n. En este caso, el espacio muestral estd dado por:
Q={(a1,as,...,a,) :a;=c oa;=s, i=1,...,n.},

donde ¢y s representan cara y sello, respectivamente. Asi, el evento se obtiene una cara

en tres lanzamientos esté representado por el conjunto B = {(¢, s, ), (s, ¢, s), (s, s,¢)}.

Tomando F = P(Q) y un evento A C €, la funcién P(A) = EZ:‘;ES% define una
medida de probabilidad en el espacio (92, F,P).
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Si asociamos a los resultados los valores ¢ =1 y s = 0, podemos definir la variable

aleatoria X : Q — {0,...,n} como
X = # de caras en n lanzamientos.
Asi, el evento B = r caras en n lanzamientos, puede expresarse como
B={weQ: X(w)=r}, re{0,1,...,n}.
En particular, cuando n=3, se tiene que el conjunto de posibles resultados es

Q = {(cce), (ces), (esc), (sce), (css), (scs), (ssc), (sss)}.

Y algunos valores de X son
X((ece)) =3, X((esc)) =2, X((sss)) =0.

Luego, si asumimos que la moneda es perfectamente simétrica, tenemos que

1 3 3 1

p(0) = 3’ p(l) = 3’ p(2) = % p(3) = 5

1.4. Funcidon de Distribucion

La funcién de distribucion de una variable aleatoria permite calcular las probabi-

lidades de los eventos de interés determinados por la variable aleatoria.

Definicién 1.15. Sea X una variable aleatoria. Se define la funcion de distribucion

de X como la funcién Fx : R — [0, 1] tal que para cada z € R

Fx(z) =PHweQ: X(w) <z}) =P(X < z).

Si X es una variable aleatoria discreta tal que el conjunto de valores que toma es

el conjunto {x,},>1. Entonces se define

FX(x) = an7

Tn<z

donde p,=P(X = z,).
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Ejemplo 1.4. Consideremos la variable aleatoria definida en el ejemplo [1.3, como

X =4 de caras en 3 lanzamientos. Entonces, se tiene que:
1 1 1

F(0) =p(0) =- Fl=)=p0)=-

(0) =p(0) = ¢, <2> p(0) =g,

EF(1) =p(0) +p(1)= F(3) =p(0) +p(1) +p(2) +p(3) = 1.

l\.’)lr—\

Luego, la funcién de distribucion de X estd dada de la siguiente forma:

B

\

0, x<0, 11 —_—
78 - —_—
%, 0<x <1, f
Fx(z) = %, 1<x<2, el —
%, 2< <3, |
178 —
(1, >3 b T 5 3

Figura 1.1: Funcién de Distribucién de la v.a X =# de caras en 3 lanzamientos.

Proposicién 1.6 (Propiedades de la Funcién de Distribucién). Sea F' la funcion de

distribucion de una variable aleatoria X, entonces:

(i) 0SF(@)<1, VteR.

)

(ii) P(a<z<b) = F(b) — F(a), paraa <b.
(iii) F(a) < F(b), sia <b.
)

)

)

lim F(t) = F(a).

(1V t—at

(v

(vi

lim F(t) = F(a) — P(X =aqa).

t—a—

Hm F(t) =1y lim F(5)=0.
Observacion: La propiedad (v) indica que para todo a € R, P(X = a) equivale
al salto de la funcién de distribuciéon F' en el punto a. Por lo tanto, los puntos de

continuidad de la distribucién F' estan caracterizados por P(X =a) = 0.
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Definicién 1.16. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribuciéon F. Se

define el punto final derecho (o extremo superior) de F', como

xp =sup{zeR: F(z)<1}.

Definicién 1.17. Una funcién f : R — R es una funcion de densidad sobre R si y

solo si f satisface las siguientes condiciones:
(i) f(z) >0, Vz € R.
(i) [ f(u)du=1.

Definicién 1.18. Una variable aleatoria X es continua si existe una funcién de den-

sidad f tal que para todo x € R,
Flz)=P(X <x)= / f(u) du.
En este caso, f se denomina funcion de densidad de probabilidad de X .

Ejemplo 1.5. Sea X una variable aleatoria. Entonces, los siguientes son ejemplos de

distribuciones:

1. Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién normal o de Gauss,

con pardmetros p y o2, si su funcién de densidad de probabilidad est4 dada por:

1 _@=w?
f(x) = —F——=¢€ 22, VreR.
o/ (2m)

La funcién de distribucion de una variable aleatoria normal es

(z—p)?

222 dx, VteR.

Fe) = 0'\/1(271') / ¢

Para decir que X estd normalmente distribuida con pardmetros ;1 y o2, se emplea

la notacién X ~ N (u, o?).
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2. Sedice que X tiene distribucién exponencial con parametro A > 0, si su funcién

de densidad esta dada por:

e ™ sixz >0

0, siz <0

3. Se dice que X tiene distribuciéon uniforme sobre el intervalo [a, b] si su funcién

de densidad esta dada por:

1 .
—— sia<zx<b
fla)y=q "
0, sir<a o x>b
4. Sea X una variable aleatoria que toma el conjunto de valores {0,1,2,...}. Se

dice que X es una variable aleatoria de Potsson con parametro A\, A > 0, si la

funcion de probabilidad de X esta dada por:

)

p=PX=di)=e?=, i=01,2...

Para decir que X tiene distribucion de Poisson con parametro A, se emplea la

notacion X ~ P(N).

5. Sea {X;}, una sucesién de variables aleatorias iid con funcién de distribucién
comun F. Sea M, =mazx(Xy,...,X,), n > 1. Entonces, para x € R,n € N, la

funcién de distribucion del Mdximo M, esta dada por:

P(M, <z)=P(X; <uz...,X, <z

6. Se dice que X tiene distribucién de Pareto, con parametros a y k, si su funciéon
de distribucion estéa dada por:

0, six <k

F(x) = e}
(@) 1—<E) , six >k,
x

donde k>0 es el valor minimo posible de X y a>0.
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1.5. Esperanza y Varianza de Variables Aleatorias

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea X : 2 — R una variable aleatoria.

e Caso discreto:

Definicién 1.19. Sea X una varable aleatoria discreta tal que su conjunto de valores
es {x, }n>1 y su funcién de probabilidad es {p, }n>1. Se define la esperanza matemdtica
o valor esperado de X como el nimero denotado por E[X] y definido como:
= Z TnPns
n>1
siempre y cuando la serie converja, en ese caso, la esperanza existe y se dice que la

variable aleatoria X tiene esperanza matematica.

Observe que F[X] es un promedio ponderado de los valores de la variable aleatoria
X. La esperanza matematica E[X| también se conoce como media o media ponderada

de X.

e Caso continuo:

Definicién 1.20. Sea X una varable aleatoria continua con funciéon de densidad f.
Se define la esperanza matemdtica o valor esperado de X como el niimero denotado

por E[X] y definido como

o0

E[X] = /$f($) dx

— 00

siempre y cuando la integral anterior sea finita, en ese caso, la esperanza existe y se

dice que la variable aleatoria X tiene esperanza matematica.

Ejemplo 1.6. Sea X una variable aleatoria de Poisson con parametro A > 0. Entonces,

la esperanza matematica de X es:
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[e.e]

=\ Z e‘*)\
ZAan
n=0

=\

Es de interés medir la dispersion o distribucion de los valores de X alrededor de

la media. Esto se conoce como varianza.

Definicién 1.21. Sea X una variable aleatoria con media E[X]. Se define la varianza

de X, denotada por Var[X], como el nimero:

VarlX] = E[(X — B[X])?] = E[X?] - (E[X])"

Proposicién 1.7 (Propiedades de E[X] y Var/X]). Sean X e Y wariables aleatorias
y sean a,b € R constantes. Entonces se cumple que:

(i) FIX +Y]=E[X]|+ E[Y]
(ii) ElaX +b] =aE[X]+b
(iti) Var[aX] = a*Var[X]

)

(iv) Var[X +b] = Var[X]

Proposicion 1.8. Sean X e Y wvariables aleatorias independientes. Entonces:
(i) E[XY]= E[X]E[Y]
(i) Var[X +Y] = Var[X]|+ Var[Y]

Ejemplo 1.7. Sea X una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A > 0. Entonces,

por propiedades de la esperanza, tenemos que la varianza de X es:

Var[X] = B[X?] - (EB[X])?
= E[X* — X]+ E[X] - (E[X])*

:i n)pn + A — N2
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oo )\TL
= E n(n—l)e"\—'—l—/\ A
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n=0
o0 )\TL
= - A=\
D¢ )
n=2

=\

Esperanza Condicional

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad. Sea B € F, tal que P(B) > 0 y sea
Q) =P(:|B) tal que Q(A) =P(A|B), con A € F. Luego, como @ es medida de pro-
babilidad sobre €2, dada una variable aleatoria X, tiene sentido definir la esperanza

condicional de X dado B como la esperanza de X con respecto a ).

Antes de definir la esperanza condicional, definamos la funcién de probabilidad y

funcién de distribucién de una variable aleatoria X dado el evento B.

Definicién 1.22. Sea X una variable aleatoria discreta y sea B un evento tal que

P(B) > 0.
Se define la funcion de probabilidad condicional de X dado el evento B como:
PH{X =x}NnB
PrialalB) = POX = a1B) = T 200

Definicién 1.23. Sea X una variable aleatoria y sea B un evento tal que P(B) > 0.
Se define la funcion de distribucion de probabilidad condicional de X dado el evento

B como:
PH{X <z}nNB)

P(B)

Fxip(z|B) = P(X < z|B) =
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Definicién 1.24. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'y sea B
un evento tal que P(B) > 0.

Se define la esperanza condicional de X dado el evento B como:

E[X|B] = Eo[X] = / - d(Q),

donde Q({X <z}) = Fx|5(z|B).

Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad {p;}i>1. Sea

A; = {X = 1;}, entonces p; = P(4;) y Q = |J 4, donde A; N A;=0 para i # j.

i>1

QU{X =xi}) = pxp(zi|B), se tiene que

E[X|B] = =3 0 Z)f4£ﬂa (1.2)

1>1 i>1

siempre y cuando las series converjan.

Por otra parte, si se considera Y = X Ip, se tiene que Y toma valores {z;} y

{w|Yw)=2}={w| X(w)=z}NB=A,NB.

Luego,
E[XIg] = => x; P(A4;NB),
1>1
asi
_ ElXTs]
E[X|B] = PB) (1.3)

De manera analoga se puede ver que, si X es una variable aleatoria continua, su

esperanza condicional dada el evento B también satisface la férmula (1.3).

Proposicién 1.9 (Propiedades de la Esperanza Condicional). Sean X e Y wariables

aleatorias, sean a,b,c € R constantes y B € F. Entonces se cumple que:
(nmm:Epwwﬂ

(ii) SiY ={0,Q}, entonces E[X|Y]| = E[X], en casi todas partes.

i)
(i) Si X > 0 casi siempre, entonces E[X|B] > 0, en casi todas partes.
)

(iv) ElaX +bY + ¢|B] = aE[X|B] + bE[]Y|B] + c.
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1.6. Cuantiles o Percentiles

Definicién 1.25. Sea X una variable aleatoria y « € [0, 1]. Decimos que g € R es un

a-cuantil 6 a-percentil de X si se cumple que
P(X <¢) <a<P(X <g),

o, de manera equivalente,

lim F(z) = F(q")

T—q

IA
IA
T

(9), (1.4)

«

donde F' es la funcién de distribucién de X.

Observacion: De las desigualdades (1.4)), tenemos que g es un a-cuantil si y sélo si

a € [F(q ), F(q)].

Algunos casos:

1. Si F' es una funcién continua y estrictamente creciente, tenemos que para todo

a € (0,1), existe g(a) € R tal que

Fg(e)) = a,
ademds, ¢(«) es unico, pues F' es inyectiva. Luego,

P(X < q(a)) = P(X < q(a)) = Flq(a)) =

Por lo tanto, ¢(«) es el inico a-cuantil. (Ver figura |1.2)

(A8,

glo)

Figura 1.2: a-cuantil de X cuando F'x es continua y estrictamente creciente.
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2. Cuando F es una funcion continua pero no estrictamente creciente, tenemos que

si ay = F(q) para todo g € [q1, ¢2], entonces
F(¢7)=F(q) = a1, paratodo q € [q1,q]
Por lo tanto, oy satisface

P(X <q) <a; <P(X <gq), paratodo q € [q,q]

y, en consecuencia, todo ¢ € [q1, g2] es aj-cuantil. (Ver figura|1.3)

i1 ff_i

Figura 1.3: aj-cuantil de X cuando F'x es continua y no estrictamente creciente.

3. Si F' es una funcion discontinua en ¢q, tal que ¢; es a;-cuantil, entonces

P(X <q) <oy <P(X < q1),
esto es

lim F(x) <oy < F(q1) = lim F(z),

T—q1~ z—q1t

es decir, el valor a; se encuentra en el intervalo del salto de discontinuidad de F

en ¢;. (Ver figura|1.4)

TR

Figura 1.4: a-cuantil de X cuando F'x es discontinua en ¢ .
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Definicién 1.26. Sea X una variable aleatoria y o € [0, 1].

Se define el menor a-cuantil de X como
Go(2) = ¢ () = Iinf{z: F(x) > a}.
Se define el mayor a-cuantil de X como

¢“(z) = ¢" (o) = Inf{x : F(z) > a}.

Al intervalo [g,(z), ¢*(z)] se le conoce como intervalo intercuantilico.
Proposicién 1.10. Dado s € R
(i) ¢ (o) > s siy sdlo si F(s7) < a
(il) ¢ () < s siy solo si F(s) >

Demostracion.
i) =)
¢ () > se inf{z: F(z) >a} >s
& F(s) fa

= F(s7) <«a, pues F(s") < F(s).

F(sT)<a=s<mf{zx: F(z7) > a}
= s <if{z: F(z) > a}
= s < gt (a).
(i1) ¢ (o) <sef{x: Flz)>a} <s

< F(s) > a

Por la proposicién anterior, se tiene que

Flg) < a < Fg) © qa(®) < g < q%(2).

Es decir, el rango de los posibles valores del a-cuantil q es el intervalo intercuantili-

co, [qa(T), ¢*(z)].
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Definicién 1.27. Sea o € [0, 1] Se define la funcion cuantil asociada a una distribu-

cién F como ¢ : [0,1] — R tal que

qg(a) = inf{x: F(z) > a} = q.(2).

En general, ¢(a) se denomina inversa generalizada de F'y se denota también por F 1.

Observacion: Si F' es biyectiva, entonces F'~! es la funcién inversa de F.

Proposicion 1.11. Sea g() la funcidn cuantil asociada a F (q(a) = F~!). Entonces

q(a) es no decreciente y continua a la izquierda.

Demostracion. Veamos que ¢(«) es no decreciente.

Sean aq,asy € [0,1] tales que a; < ay. Como F' es creciente, se tiene que

{z:F(z) > a} C{z: F(x) > a1},
de donde

q(a1) < gq(az).

La demostracién de que g(«) es continua por la izquierda se puede ver en [10, pag. 4].

O

Observacion: Cuando la funcion de distribucién F' es estrictamente creciente y
continua, se tiene que F(g(a)) = «, como se vié en el caso (1). Esto implica que se
pueden calcular los cuantiles a partir de la funcién de densidad, pues para a € (0, 1)

se tiene que
q(a

)
Fla(e)) = [ f(wdu =a.

Ejemplo 1.8. Sea F' una funcién de distribucién exponencial con parametro A\ > 0.

Entonces, como F' es estrictamente creciente y continua, se tiene que

q(a)

o= e Mdu

[e=]
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— _e—AQ(a) + 1’
de donde

1—a=e )

Y

por lo tanto, la funcion cuantil asociada a I’ viene dada por

In(1 — «)

gla) = ———
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Capitulo 2

Medidas de Riesgo

La nocién de riesgo surge ante la necesidad de definir aquellas situaciones que
puedan perjudicar a personas, companias o entidades. Se puede asociar el riesgo a la
incertidumbre de obtener una consecuencia negativa de cierta accién.

En 1987, el mercado Dow Jones de Estados Unidos perdié el 22,68 % de su valor equi-
valente a 500 billones de ddlares, se puede decir que se trataba de un riesgo con poca
probabilidad de ocurrencia pero de gran impacto negativo para el mercado, ademas

de ser un evento imprevisto.

Las crisis generadas por eventos como este, no afectan tnicamente a los grandes
grupos econdémicos; algunos de los efectos inmediatos son el incremento desmedido del
desempleo y de los costos de bienes y servicios, entre otros. Asi como este evento,
hay otros eventos extremos que pueden afectar de manera negativa a individuos o
companias. Todo esto ha sido motivo para que gobiernos e instituciones en todo el

mundo reconozcan la importancia de identificar, cuantificar y manejar el riesgo.

En 1975, los presidentes de 11 bancos centrales establecieron una organizacién
mundial llamada Comité de Supervision Bancaria de Basilea, cuya funciéon es fortale-
cer la solidez de los sistemas financieros. El comité formula las normas generales de
supervision y directrices con la esperanza de que las autoridades de paises miembros
y no miembros las implementen.

El acuerdo de Basilea I, publicado en 1988, trata de un conjunto de recomendaciones

para establecer un capital minimo adicional que debia tener una entidad bancaria para
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cubrir posibles pérdidas en funcion de los riesgos que afrontaba, financieros u opera-
tivos. Este capital es conocido como capital minimo requerido. Para el cumplimiento
de las normas establecidas en este acuerdo, es necesario poder cuantificar el riesgo.
Para esto, se han venido utilizando principalmente dos medidas de riesgo: el Valor en

Riesgo y el Déficit Esperado.

El riesgo financiero se puede definir como todo evento o accién que pueda repre-
sentar una pérdida para un individuo o corporacién. El riesgo que toma un inversionista
al vender un activo, o una compania de seguros al vender una pdliza, son ejemplos de
riesgos financieros.

Las 4 clasificaciones de riesgo financiero mas usadas son: riesgo de mercado, riesgo
de crédito, riesgo de liquidez y riesgo operacional. Este ltimo es el tipo de riesgo de

interés para este trabajo.

El Comité de Basilea define el riesgo operacional como el riesgo de un cambio de
valor causado por el hecho de que las pérdidas reales difieren de las pérdidas esperadas,
debido a inadecuados procesos internos, errores de individuos, fallas en los sistemas, o

por eventos externos. [5]
Antes de cuantificar y manejar el riesgo, se definirdan algunos conceptos:

Un portafolio es una coleccién de instrumentos financieros: acciones, bonos, cuen-
tas bancarias, inmuebles, entre otros; en los cuales una persona o compania decide

invertir su dinero.
El valor de un portafolio en el instante t > 0, se denota por V(¢).

La posicion es el tipo de compromiso adquirido en el mercado. Se dice que la
posicién es larga si el inversionista adquiere el compromiso de comprar. Se dice que la

posicion es corta si el inversionista adquiere el compromiso de vender.

El retorno es una medida del cambio de valor de un portafolio durante un periodo

de tiempo [0, ], y estd dado por

V({t) = V(0)

B0 =@

R(t) = V(t) — V(0).
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La pérdida del portafolio en el periodo [s, s + h], estda dada por

Ligon == —(V(s + ) = V(s)).

Se conoce como Distribucion de Pérdida a la distribucién asociada a la pérdida

del portafolio Lis 541

Se conoce como Distribucion de Ganancia-Pérdida a la distribucion de

—Lissin) = V(s +h) = V(s).

Dado que los eventos riesgosos estan asociados a la incertidumbre, se estudia el
problema de medir y cuantificar el riesgo financiero en el contexto de la teoria de
las probabilidades, mediante un espacio de probabilidades, (£, F,P). Las cantidades
asociadas a los precios de los activos seran variables aleatorias sobre este espacio.

En este contexto, se puede definir el riesgo como sigue:

Definicién 2.1. Se define como riesgo a la variable aleatoria X : 2 — R que repre-
senta el valor neto de un portafolio, su rendimiento o la posible pérdida en un periodo

de tiempo dado.

Se denotard al conjunto de todos los riesgos por
R={X:Q— R}
Definicién 2.2. Una medida de riesgo es cualquier funcion

p:R—R.

En adelante, se interpretara X como las pérdidas de un portafolio en un periodo de
tiempo; y, p(X) como la cantidad de capital que debe ser agregado a una posicién con
la pérdida dada por X. Nétese que esta interpretacién de X difiere de la interpretacién
de Artzner (1999,[3]), donde la variable aleatoria X es interpretada como el retorno
de una posicion o portafolio. Esto lleva a algunos cambios de signo en la discusién de
algunos axiomas en comparacién con otras presentaciones en la literatura, los cuales

se comentaran en la siguiente seccion.
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Una de las medidas de riesgo mas usada es el Valor en Riesgo denotada como VaR,
por sus siglas en inglés. Se puede describir el VaR como la maxima pérdida en que se
puede incurrir durante un periodo determinado de tiempo, tal que la probabilidad de

tener una pérdida mayor sea muy pequena.

Definicién 2.3. Sea X un riesgo y o € (0, 1), se define el Valor en Riesgo de X a un

nivel de confianza «, como
VaR,(X) =mf{z: P(X >z) <1-a}
=mf{z: P(X <z)>a}
= a(X).

Es decir, VaR,(X) es el a-cuantil de la distribucién de X.

Observacion. Por lo general, o toma valores cercanos a 1.

=,
=]

01

0.0

Figura 2.1: Representacion gréafica del VaR con un nivel de confianza
del 95 %.

Supongamos que la variable que representa las pérdidas de un portafolio sigue
una distribucién normal estandar, entonces los valores por encima de VaRj g5 = 1,65
representan las pérdidas posibles en el 5% de los casos, drea sombreada de la figura

(2.1). Esto es, existe un 5% de probabilidad de incurrir en una pérdida mayor a 1.65.

Por ejemplo, si el valor en riesgo diario de un portafolio a un nivel de confianza

del 95% es de 1 millén de ddlares (VaRpges = 1,000,000), entonces existe un 5% de
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probabilidad de incurrir en una pérdida mayor a 1 millén, es decir, se estima que en
5 de cada 100 dias (o 1 de cada 20 dias) la pérdida podria ser mayor a 1 millén de

dolares.
Proposicién 2.1 (Propiedades del VaR). Sean X,Y dos riesgos dados que represen-
tan pérdidas y sea a€(0,1). Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Si X <Y, entonces VaR,(X) < VaR,(Y). (Monotonia)
(ii) Parat >0, entonces VaR,(tX) = tVaR,(X). (Homogeneidad positiva)
(iii) Parat € R, VaR,(X +t) = VaR,(X) +t. (Invarianza por traslaciones)
)
)

(iv) VaR,(0) = 0.
(v) X >0, entonces VaR,(X) < 0. (Relevancia)

Demostracion.
(i) Si X <Y, entonces P(X <t) > P(Y <) para todo t € R, lo que implica que
{teR:P(Y <t)>a} C{teR:P(X <t)>a},
de donde
mf{t e R:P(X <t)>a}<if{teR:P(Y <t)>a},
y asi

VaR,(X) < VaR,(Y).
(ii) Seat > 0, entonces
VaR,(tX) = inf{z : P(tX < z) > a},
=inf{z:P (X < %) > a}, sity =z, entonces
=inf{ty : P(X <y) > a},
=tinf{y : P(X <y) > a},
= tVaR,(X).

(iii) Sea t € R, entonces

VaRy(X +t) =inf{z:P(X +t <z) > a},

=if{x :P(X <z —1t)>a}, siy-+t=uz, entonces
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=inf{y+t:P(X <y) > a},
=mnf{y:P(X <y) > a}+t,
= VaRa(X) +t.

(iv) Parat € (0,1), se tiene que
tVaR,(0) = VaR,(t0) = VaR,((1 — t)0) = (1 — t)VaR,(0),

por lo tanto, VaR,(0) = 0.

(v) Si X >0, entonces VaR,(X) > VaR,(0) =0 O

Ejemplo 2.1. Sea X un riesgo. Si X ~ AN (p,0?), entonces la distribuciéon de X es

creciente y estrictamente continua, asi

a=PX <q),
de donde
a=P(X <VaR,(X))
_P(X—,u < VaRa(X)—u)’

o o

si @71 es la funcién de distribucién normal (0, 1), entonces

_ VaR(X) — p

g

¢~ (a)

es decir

VaR,(X) = a® () + .

Algunas ventajas que caracterizan al VaR son:

e Es una medida de riesgo universal, ya que puede ser aplicado a cualquier tipo

de activo.
e Es simple, es decir, posee una facil interpretacion.

e Es completo, pues resume en un sélo niimero todas las posibles fuentes de riesgo

financiero existentes en un portafolio.
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2.1. Medidas Coherentes de Riesgo

Ante la inquietud acerca de qué propiedades deberia tener un estadistico o medida
que, aplicado al riesgo de un portafolio, pueda ser considerado como una medida de

riesgo sensible a la realidad, se definen las medidas coherentes de riesgo.

Definicién 2.4. Una medida de riesgo p se dice coherente si, para X,Y € R, satisface
las siguientes propiedades:
(i) Si X <Y, entonces p(X) < p(Y). (Monotonia)
(ii) Para todo ¢t > 0, p(tX) = tp(X). (Homogeneidad positiva)
(ili) Para todo t € R, p(X +t) = p(X) + t. (Invarianza por traslaciones)
(iv) p(X +Y) < p(X) + p(Y). (Subaditividad)

Los axiomas anteriores se pueden interpretar de una manera maés intuitiva como

sigue:

e Monotonia: posiciones que conducen a mayores pérdidas, requieren mas capital
de riesgo.

e Homogeneidad positiva: el riesgo de un portafolio es proporcional a su tamano.

e Invarianza por traslaciones: anadir (o restar) una cantidad ¢ a una posicién que
conduce a la pérdida, aumenta (o disminuye) el capital requerido en ¢.

e Subaditividad: la diversificacion del portafolio disminuye el riesgo.

El VaR no es una medida coherente, pues no cumple la propiedad de subaditivi-

dad. Consideremos el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 2.2. Supongamos que se tienen dos bonos idénticos, X; y X5, que caen en
mora con probabilidad 4 %, es decir el 4% de las veces el deudor se retrasa en su pago,
obteniéndose una pérdida de 100 cuando ésto ocurre, y de 0 cuando no. Esto es, para

i=1,2,

P(X; = 100) = 0,04,
P(X; = 0) = 0,96.
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Entonces, el 95% VaR de los bonos es
VaRygs5(X;) = inf{z : P(X; <z) >0,95} = 0.
Por otra parte, suponiendo que los bonos son independientes, se tiene que
P(X; + X, =200) = P(X; = 100)P(X, = 100)
= 0,04% = 0,016,
P(X; + Xy = 100) = P(X; = 0)P(X, = 100) + P(X; = 100)P(X, = 0)
= 2% 0,96 % 0,04 = 0,0768,
P(X; + Xy =0) =P(X; =0)P(X; =0)
= 0,96 = 0,9216.
Luego,

P(X; + X, < 0) = 0,9216,
P(X; + X, < 100) = 0,9216 + 0,0768 = 0,9984,
P(X; + X, < 200) = 1.

Por lo tanto, se tiene que el 95% VaR de la suma de los bonos es
VCLRO’95(X1 + X2) = fnf{x : P(Xl + X2 < .CU) > 0795} = 100.

Asi,
VG/R0195<X1 + XQ) =100 > 0= VCLR0795(X1) + VCLR0795(X2).

La propiedad de subaditividad es importante, ésta indica que un portafolio for-
mado por sub-portafolios tendra un riesgo no mayor a la suma de los riesgos de los
sub-portafolios que lo componen. Es decir, agregar riesgos individuales no debe au-

mentar el riesgo global.

Debido a esto, y a otras desventajas del VaR, como la falta de informacion sobre lo
que podria ocurrir si la pérdida supera el VaR y que no describe la peor pérdida posible,
proporcionando informacién sobre el tamano y la frecuencia de ésta, se propusieron
algunas medidas de riesgo alternativas. Una de estas medidas alternativas es el Déficit
Esperado (ES, por sus siglas en inglés), el cual mide las posibles pérdidas que excedan

el VaR.
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Definicién 2.5. Sea X un riesgo y o € (0, 1), se define el Déficit Esperado a nivel «

de X como
ES,(X) = EF[X|X > VaR,(X)].

Ejemplo 2.3. Sea X un riesgo. Si X ~ N (0, 1), entonces por el ejemplo (2.1)), sabemos
que:
VaR,(X) = o !(a).

Asi, usando la férmula de la esperanza condicional dada por (1.3)), se tiene que

ES.(X) = E[X|X > & (a)]

= / y¢X|X>q>—1(a) (y)dy

—0o0

B Ji O(Y) x| x>0-1(a)}
- /y PX > o-1(a)) ¥

= 7y1¢(_y2ydy= ! [—cb(y)]oo

11—«
¢~1(a)

=L @),

Cl-«

donde ¢ es la densidad normal (0, 1) y ® la distribucién normal (0, 1).

Proposicién 2.2. Sea X un riesgo y sea o € (0,1). Entonces ES,(X) es una medida

coherente de riesgo.

Demostracion. Sean X, Y dos riesgos dados y o € (0, 1). Por medio de las propiedades
de la esperanza y la férmula de la esperanza condicional (1.3) se puede demostrar lo
siguiente:

(i) Monotonia: Si X <Y/,
ES,(Y) = E[Y|Y > VaRa(Y)]
— VaRy(Y) + E[Y =VaR,(Y)|Y > VaRa(Y)]

E[(Y-VaRa(Y)) Ly—var,(v)>0]

=VaR,(Y) + P(Y —VaRa(Y) > 0)
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E [(Y - VaRa(Y))]{Y7VaRa(Y)>O}]{X7VaRa(X)>0}}

= VaR,(Y) + P(Y —VaR,(Y) > 0)

N E[(Y=VaR.(Y)) iy —var.(v)>01{x—VaRa(x)<0}]
P(Y —VaR,(Y) > 0)
E[(Y =VaRo(Y)) [ty —vara(v)y>0 [ {(x-VaRa(x)>0}]

> VaR.(Y) +

P(Y —VaRa(Y) > 0)

E[(Y=VaRo(Y)) I{x var.(x)>0}]
P(X—VaRo(X) > 0)

=VaR,(Y)+ E[(Y—=VaR,(Y))|X—VaR.(X) > 0]
= E[Y|X-VaR.(X) > 0]

> VaR.(Y) +

> E[X|X —VaR,(X) > 0]
= ES,(X).
(ii) Homogeneidad positiva: Sea ¢ > 0, entonces

ES,(tX) = E[tX|tX > VaRa(tX)]

[(tX[tX > tVaR,(X)]

SR

[tX|X > VaRa(X)]
= tE[X|X > VaR,(X)]
=tES,(X).

(iii) Invarianza por traslacién: Sea t € R, entonces

ES.(X +1) = E[X +t|X +t > VaR,(X +1)]
= E[X +t[X +t > VaRa(X) + 1]
= E[X +t|X > VaR.(X)]
= E[X|X > VaRa(X)] +1t
=ES,(X)+t.

(iv) Subaditividad:
ESo(X) = E[X|X > VaRa(X)]
=VaR.(X) + E[X —VaR.(X)|X > VaR.(X)]

E[(X—VaRa(X))I{x-vaRa(x)>0}]

=VaR,(X) + P(X+VaR.(X) > 0)

31
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E[(X =VaRa(X)){x-var.(x)>0} [ {(X+Y-VaRa(X+¥)>0}]

= Valta(X) + P(X —VaR,(X) > 0)

N E[(X =VaRa(X))I(x-vVaRa(x)>0} (X +Y-VaRa(X+y)<0}]
P(X —VaR,(X) > 0) ’

E [(X —VaR,, (X))[{X+Y—VaRa(X+Y)>0}]
P(X +Y—-VaR, (X +Y)>0)

=VaR(X) + E[(X—VaR.(X))|X +Y=VaR.(X +Y) > 0]
=E[X|X4Y > VaR, (X +Y)].

> VaRa(X) +

De igual manera, se tiene que
ES,(Y) > E[Y!X +Y > VaR, (X + Y)}
Luego,

ES,(X+Y)=E[X+Y|X+Y >VaRy(X +Y)]
=EX|X+Y >VaR, (X +Y)|+ EY|X +Y > VaR,(X +Y)]
< ES,(X) + ES,(Y).
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Capitulo 3

Teoria de Valores Extremos y el Método
POT

La Teorfa de Valores Extremos (EVT, Extreme Value Theory) es una rama de la
teoria de la probabilidad que desarrolla técnicas y modelos para describir y estudiar
los eventos inesperados, anormales o extremos. Los eventos extremos son aquellos de
grandes consecuencias, pero de probabilidad bastante baja como, por ejemplo, una

catastrofe natural.

Esta teorfa tiene muchas aplicaciones en la préactica, algunas son: el estudio de
inundaciones extremas, sequias, terremotos, desastres naturales en general y la ges-
tién de trafico en telecomunicaciones, entre otros. La teoria de valores extremos se
ha convertido recientemente en una herramienta fundamental en aplicaciones para fi-
nanzas y seguros, particularmente, en la gestién o manejo de riesgos. Como ejemplo
de evento extremo, se puede mencionar la caida del mercado de valores de octubre
de 1987, el lunes 19 de octubre el mercado Dow Jones de Estados Unidos perdié el
22,68 % de su valor equivalente a $500 billones, cuando la peor caida desde 1962 fue
del 5,25 %, en esa misma semana los mercados de valores de Hong Kong cayeron un
45.8 %, los de Australia un 41,8 %, los de Espana un 31 %, entre otros, ocasionando

una desestabilizacién econémica global.

La EVT ofrece métodos para cuantificar eventos extremos y sus consecuencias.
Para Gumbel (1958,[17]), el objetivo de la EVT es analizar valores extremos observados
y, con ello, poder predecir valores extremos en el futuro. Los métodos mas conocidos

para describir los valores extremos son: el método de maximos por bloque (block
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maxima, en inglés) y el método de picos sobre un umbral (POT, por sus siglas en

inglés).

El método POT es la técnica més usada para analizar el extremo derecho (o
izquierdo) de una funcién de distribucién, area conocida como la cola de la funcién.

Se puede definir la cola derecha de una funcién de distribucion F' como:
F(z) =Pp(X >2)=1- F(x),
para un valor de z tal que F(x) sea “pequefio”.

Una interpretacion grafica de la cola de una distribucién se puede ver en la figura
3.1, en donde la cola esta representada por el area anaranjada, esto es, con « cercano

a0, Fqo)=P(X >q,).

fl)

ey

Figura 3.1: La cola de la funcién f(x) representada por el &rea
anaranjada.

Se pueden clasificar las distribuciones por la forma de su cola, si es pesada o ligera:
Las distribuciones de cola pesada (o gruesa) son aquellas cuyas colas son “més grandes”
que la cola de una distribucién exponencial. Esto es, F'(z) es una distribucién de cola

pesada si

F(x) >ae™, Y a>00b>0. (3.1)

Las distribuciones de cola ligera son aquellas cuyas colas son “mas pequenas” que la
cola de una distribucién exponencial. Esto es, F'(x) es una distribucién de cola ligera
si

al bx

F(zx) <ae™, Ya>0,b>0. (3.2)
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Un ejemplo de esto son las distribuciones Pareto y uniforme. La distribucién
Pareto es de cola pesada y la distribucién uniforme es de cola ligera, como se puede

observar en la figura [3.2.

e

5 v — Pareto

e T ~ = Exponencial
i ===+ niforme

o

L]

= _|

L]

o~

L]

(=

L]

Figura 3.2: Funciones de densidad de las distribuciones: Pareto, Expo-
nencial y Uniforme.

3.1. Dominio Maximo de Atraccion

Definicién 3.1. Sea X una variable aleatoria. Se dice que X es degenerada o que

tiene distribucion degenerada en xq si la funcién de probabilidad de X viene dada por

Es decir, la variable aleatoria es constante con probabilidad 1. En consecuencia, la

funcién de distribucion de X viene dada por

0, siz <xg
Fx(z) =9
1, six > x.

Supongamos que X1, Xs, ..., X, son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con funcién de distribucién F'. Por el ejemplo 1.5.5, sabemos que
la funcién de distribucién del méximo M,, = max{X;, Xs,..., X, } es

n

F(z) = [[P(X; < 2).

i=1
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Sea xp = sup{z€R : F(z) <1} el punto final derecho de F.

Si x <z, entonces F(x) < 1y en consecuencia

lim F"(x) = 0.

n—oo

Si x>xp, entonces F(xz) =1y en consecuencia

lim F"(z) = 1.

n—oo
Es decir, M,, tiende en distribucién a una variable aleatoria degenerada, cuando n— oo.
Sin embargo, en algunos casos se puede considerar una normalizacién de la sucesién de
variables M,,, cuyo limite en distribucion sea no degenerado. Esto es, existen sucesiones

a, >0y b, (n > 1) tales que
M* — Mn - bn
n an
tiene una distribucion no degenerada cuando n— oo, es decir,

lim F"(a,x +b,) = G(z),

n—o0

para cada punto de continuidad de GG, y G una funcién de distribucién no degenerada.

Definicién 3.2. Sea X una variable aleatoria no degenerada. Se dice que X (o su
correspondiente funcién de distribucién) es mdzimo-estable si para X, X, ..., X, va-

riables aleatorias iid, constantes a,, >0y b, €ER y para n > 2 se satisface que:
max(X1, ..., Xn) = ap X + by, (3.3)
donde < significa igualdad en distribucion.

Suponiendo que (X,,) es una sucesiéon de variables aleatorias maximo-estables,

entonces (3.3)) puede reescribirse como sigue

Qn

X.

Por lo que cada distribucién méximo-estable es una distribucién limite para el
maximo de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Mas aun,
las distribuciones méximo-estables son las unicas distribuciones limites para el maxi-
mo normalizado. Propiedad que destacan Embrechts ([12], pag. 121) con el siguiente

resultado:
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Teorema 3.1 (Propiedad limite de distribuciones maximo-estables). La clase de dis-
tribuciones mdximo-estables coincide con la clase de todas las posibles distribuciones
limite (no degeneradas) del mdximo (normalizado adecuadamente) de variables alea-

torias independientes e idénticamente distribuidas.

Definicién 3.3. Se dice que F' pertenece al dominio mdximo de atraccion de una
distribucién méximo-estable H, se denota F' € MDA(H), si existen constantes a,, >0
v b, €R tales que

My =l a4

an
Es decir,

lim F"(a,x +b,) = H(x).

n—o0

3.2. Distribuciones de Valor Extremo

El siguiente teorema es un resultado clasico de la Teoria de Valores Extremos, el
cual establece que sé6lo hay tres posibles distribuciones limites para el maximo norma-

lizado.

Teorema 3.2 (Fisher-Tippett). Sean X, ..., Xy variables aleatorias independientes
e 1dénticamente distribuidas con funcion de distribucion F'. Si existe una funcion de
distribucion no degenerada H tal que F € MDA(H), entonces H pertenece a alguna

de las tres siguientes familias de distribuciones:

0, st <0
Fréchet: O, (x) = . (3.4)
e’ six>0.
. e s <0
Weibull: U, (x) = (3.5)
1, six >0

Gumbel: Ax) = e_eiz, z e R. (3.6)
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Observacion. El teorema 3.2 no garantiza la existencia de un limite no degenerado
para M, ni indica cudl es el limite cuando existe. Lo que si indica es que, cuando el
limite existe, tiene que ser una de las tres distribuciones: Fréchet, Weibull o Gumbel,

cualquiera sea la distribucion inicial F'.

Las tres familias de distribuciones del teorema 3.2/ son conocidas como Distribu-
ciones de Valor Extremo (EVD, por sus siglas en inglés). Y el pardmetro « es conocido

como indice de colas.

En la figura 3.3| se presentan las funciones de densidad y distribucién para cada
una de las familias de distribucién de valor extremo. La distribucién Weibull po-
see un extremo superior (o punto final derecho) finito, mientras que la distribucién
Fréchet presenta un extremo inferior (o punto final izquierdo) finito. La distribucion
que presenta la tasa de crecimiento mas rapida es la distribucion Weibull, siendo la

distribucion Fréchet la que presenta la tasa de crecimiento mas lenta.

< <
3 _ e [ —
- Fréchet i === Fréchet
==== Weibull 'E ---- Weibull
© — Gumbel ] © — Gumbel
= Teia o 7
w | ©
(=] o T
= H s
(=] = D —
g o
H S
o
= =
I T T T T =1

Figura 3.3: Funciones de densidad (izquierda) y distribucién (derecha) de las distribuciones de valor
extremo. Para Fréchet y Weibull (o = 1).

Las distribuciones Fréchet y Weibull son ejemplos de distribuciones de colas pe-

sadas o gruesas, pues satisfacen la ecuacién 3.1}
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Ejemplo 3.1. Sea F' una distribuciéon exponencial de parametro A = 1, es decir,

F(z) =1—e " para x > 0, entonces F"(z) = (1 —e *)" y

F'(z +1In(n)) = (1 — = 0)"

Por lo tanto, con una normalizacién a, =1 y b, =1In(n), M, tiene como limite una
distribucién Gumbel. Es decir, F' pertenece al dominio méaximo de atraccion de la

distribucién Gumbel.

De igual manera, si a, =n'/® y b, =0 entonces M,, tiene como limite la distribucién

1

Fréchet, si el limite existe. Y, si a, =n""/2 y b, =0 entonces M,, tiene como limite la

distribucién Weibull.

Existe una representacion alternativa de las distribuciones de valor extremo cono-
cida como la representacion Jenkinson-Von Mises. En esta reformulacién se represen-
tan las tres distribuciones de valor extremo mediante una distribucion de parametro
&, conocida como la distribucion generalizada de valor extremo (GEVD, por sus siglas
en inglés), donde £ es el pardmetro de forma, que indica el espesor de la cola de la
distribucién: mientras mas grande sea &, més pesada (o gruesa) serd la cola de la dis-
tribucion, como se observa en la figura 3.4, donde la cola de la distribucion con & = 0,5
es mas pesada que la cola de la distribucién con & = 0 que, a su vez, es mas pesada

que la cola de la distribucién con £ = —0,5.

Definicién 3.4 (Representacién Jenkinson-Von Mises de las EVD). Se define la fun-

cién de distribucion generalizada de valor extremo (GEVD) H¢ como

e_(l + &7)_1/{, si & #£0,

He(r)=1{ | -
e , si& =0,

donde 1+&xr >0y €& eR.
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Figura 3.4: Funcién de densidad de la distribucién generalizada de valor extremo
para § = —0,5, £ = 0y £ = 0,5 (distribuciones Weibull, Gumbel y Fréchet,
respectivamente).

Si & > 0 se tiene la distribucién Fréchet con parametro de forma o = 1/¢, si
¢ < 0 se tiene la distribucién Weibull con pardmetro de forma o = —1/§ y si £ =0 se

obtiene la distribucién Gumbel.

Esta expresién conjunta de las tres distribuciones limite permite hacer inferencia

estadistica sin seleccionar previamente una de las tres distribuciones posibles: Fréchet,

Weibull y Gumbel.

En general, el dominio maximo de atraccion de las distribuciones de valor extremo,
MDA(H;), depende de las caracteristicas de la distribucién que se esté analizando,

como lo indican Embrechts ([12], pag. 158) mediante el siguiente teorema:

Teorema 3.3 (Caracterizacion del MDA(H)). Para & € R, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
(1) F e MDA(Hy).

(ii) Eziste una funcion medible positiva a(-) tal que para 1+ &x > 0,

o Flutza() _ | (L+&) ™, sig £0,
utrp F(u) e*:p’ Si 5 _ O
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(iii) Para z,y >0, y # 1,

¢ —1
' 0
lfm Ulsz) —U(s) _ ye -1 el
s—oo U(sy) — Ul(s) In(z) c0
) "7

Donde U(a) = F7'(1 —a™), con a >0, y F~! es la funcion cuantil de F'.

Observacion. La notacion uTxp significa que u se aproxima a xr de manera creciente.

Particularmente, las distribuciones que presentan colas pesadas, usuales en apli-
caciones financieras, se encuentran en el dominio maximo de atraccién de las distribu-
ciones Gumbel y Fréchet, aunque principalmente se concentran en el de la distribucion

Fréchet.

3.3. Método POT y la Distribucién Generalizada de Pareto

Un tipo de metodologia desarrollada en la teoria del valor extremo es la asociada
a la distribucion de los excesos sobre un umbral, conocido como Picos sobre el Umbral

(POT, por sus siglas en inglés).

Supongamos que X, X1, ..., X, son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con funcién de distribucién F' tal que F' € MDA(H¢), para algin
EelR

Dado un umbral alto u, se tiene que
N,=card{i:X; >u, i=1,...,n}

es el numero de excedentes sobre u por Xi,...,X,. Y los excesos correspondientes son

V=X, —uparak=1,... N, iu=1,...,ny X;, >u.

Ejemplo 3.2. Supongamos que se tienen los siguientes datos: 6,2,10,2,8,1,4,7. Si
el umbral es u = 6, entonces se tiene que los excedentes son 10,8, 7, es decir, 3 de los
valores son mayores a 6, (N, = 3). Luego, los excesos correspondientes son 10 — 6,8 —

6,7 — 6, es decir, 4,2, 1. (Ver figura 3.5)
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1

= Q) 1o

— b2

Figura 3.5: Grafica de los datos del ejemplo y sus correspondientes
excedentes.

Luego, la funcion de distribucion condicional de los excesos de X viene dada por

Fu(y) =P(X —u < y[X > u)
Plu <X <y+u)
P(X > u)
Flu+y) — F(u)

- = (3.7)

para 0 < y < xp — u.

Es decir, F,(y) es la probabilidad de que un valor de la muestra exceda el umbral

u por un valor no mayor a “y”, dado que el umbral es excedido.
Recordando que F(z) = 1 — F(z), se puede escribir la relacién (3.7) como
Flu+y) = F(u)Fu(y), (3.8)

pues

de donde
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La Distribucion Generalizada de Pareto (GPD, por sus siglas en inglés) tiene una
gran importancia en los modelos de umbrales en particular y en la teoria de valores
extremos en general. Embrechts (1997,[12]) destaca un resultado de Balkema - de Haan
(1974,[4]) y Pickands (1975,[28]) donde se establece que la distribucién apropiada para
modelar los excesos sobre el umbral u es la distribucion generalizada de Pareto, la cual

es usualmente expresada como una funcién de distribucién de dos pardmetros G¢ g.

Teorema 3.4. Para cada § € R, F € MDA(H¢) si y solo si

lim  sup ‘Fu<x) - @575@)(96)! =0,

UTF 0<z<zp—u

para alguna funcion B(u) positiva, estimada a partir de los datos.

En otras palabras, para un umbral u suficientemente grande, el teorema anterior
sugiere que

Fu(z) =P(X —u>2|X >u) = Gegu(z), x>0, (3.9)

es decir, la funcién de distribucion condicional de los excesos de X es aproximadamente

igual a la distribucién generalizada de Pareto.

Definicién 3.5. Se define la funcién de distribucion generalizada de Pareto con pa-

rametros £ € Ry > 0, como

Gep(a) =

donde

x>0, sié&>0,

OSIS—E, si€<0.
§
La Distribucién Generalizada de Pareto G¢ g presenta los siguientes casos parti-

culares:

1.

e cuando £ — 0, G¢ g es la distribucién exponencial de pardmetro 53
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Figura 3.6: Funciones de densidad (izquierda) y de distribucién (derecha) de la GPD con 8 =1y
distintos valores de &.

e cuando £ = —1, G¢ g es la distribucién uniforme en [0, J];

e cuando £ > 0, G¢ 3 es una version parametrizada de la distribucién Pareto.

De otra manera, también se puede decir que G¢g es una distribucién de cola

pesada si £ >0 o de cola ligera si & <0.

Ahora bien, la ecuacién (3.8)) sugiere un método para estimar la cola de F', esti-
mando F,(y) y F(u) por separado. Un estimador natural para F(u) viene dado por

la funcién de distribucion empirica

— 1

= n N,
F(u) = Fu(u) = — > Iixsw = ) (3.10)
i=1

Por otra parte, la aproximacién (3.9) motiva un estimador para F,(y), con u
grande, de la forma:

—

Fu(y) =Ges(y), €=Ev,. B=Pn.. (3.11)

En consecuencia, por (3.8), (3.10) y (3.11), un estimador para la cola F(u + y)
(y >0)es

Fluty) = % (1 + E%) A . (3.12)
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Ademads, recordando la definicién de la inversa generalizada de F', (1.27)), se puede

calcular un estimador para el a-cuantil ¢, invirtiendo la ecuacién (3.12), esto es

. o~ oN1fE
l—a:F(qa):& L
n g

@:u+§:<(]\%(1_a))_g_1>, (3.13)

Definicién 3.6. Se define la funcion media de excesos de X como

de donde

e(u) = E[X —u|X > ul.
El siguiente teorema, tomado de Embrechts (1997,[12]), provee una técnica gréfica
para escoger un umbral u alto tal que la aproximacion 3.9 se cumpla.

Teorema 3.5. Supongamos que X tiene una GPD con parametros € < 1 y 8 > 0.

Entonces para u < rp,

e(u) = B[X —u|X >u| = ﬁltiu, B+ E&u > 0. (3.14)
Y, si v > u, se tiene que
e(v) = %ﬁjg“) (3.15)

Se sigue de Embrechts (1997,[12]) que un método de seleccion de u, tal que éste
sea 6ptimo, estd basado en la linealidad de la funcién media de excesos e(u), mediante

la igualdad |3.14L

Dada una muestra X1, ..., X,, independiente e idénticamente distribuida se define
la funcion media de excesos empirica como una version muestral de la funcién media

de excesos e(u), como sigue:
1
en(u) = N E (X; —u), u>0, (3.16)

e Ay (u)

donde A, (u) ={i: X; >wu, i=1,...,n} y N, = cardA,(u).
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Luego, por (3.14), se puede escoger u > 0 tal que el gréfico de (u,e,(u)) siga

aproximadamente una linea recta para x > u.

Cuando la distribucién es de cola pesada (¢ > 0), la funcién media de excesos
empirica es una funcién creciente de u. Cuando la distribucion es de tipo exponencial,
el grafico de la media de excesos es aproximadamente constante, pues este es el caso
cuando £ = 0.Y, cuando la distribucién es de cola ligera (£ < 0), el grafico de la media

de excesos decrece a 0.

Al final de este capitulo, se aplicara este método de seleccion de u en un ejemplo de
datos reales (ejemplo 3.3). Ademas, se vera que la funcién media de excesos empirica

es una funcion creciente, dado que la distribucién de los datos tiene cola pesada.

3.4. Estimacion por Maxima Verosimilitud

Uno de los métodos mas usados para hallar estimadores de los pardmetros desco-
nocidos de una distribucién tedrica se conoce como estimacion por maxima verosimi-

litud.

Definicién 3.7. Se conoce como funcion de verosimilitud, £, de una muestra observa-
da a la densidad conjunta (o funcién de probabilidad conjunta) de la muestra aleatoria
X;i...,X, considerada como funcién del parametro o parametros desconocidos. Esto
es,

‘C(ﬂh e J/Bk;XIJ cee 7Xn) - le,.‘.,Xn(xla s 7In;ﬁl7 s 7/8]6)7

donde f1, ..., B, son los parametros desconocidos de la distribucién.

Para una muestra independiente e idénticamente distribuida X, ..., X,, con fun-
cion de densidad f, se tiene que

n

LBry. o B Xuy oo X0) = Fxun @1y By B) = [ F@ii B, o).

i=1

El método de méaxima verosimilitd consiste en elegir los pardmetros [, ..., Ok

tales que maximicen la funcion de verosimilitud, £. Es decir, si £ es una funcion
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derivable dos veces respecto a los parametros, entonces los valores [y, ..., ;. vienen

dados a partir de la siguiente ecuacion
oL
— vy By X, ., X)) = 0.
8/81 (517 ) ﬁlﬁ 1, ) )

Ademas, los parametros (31, ...,3r deben verificar el criterio de Sylvester para
mMAaximos:

Si definimos las submatrices de la matriz Mj de las segundas derivadas de £ como

sigue:
9L 9L 9L
9pZ  9P10B2 " OP10By
2L o2c o2C 2L o2c
_ (9% _ B3 0p10P2 _ | 9610B2 03 T 0B20Bk
e (gg) e (5 o8E) | o
9p10B2 983
2L 2L %L
0B10Br  0B20Bk "7 aB;
entonces, los parametros i, ..., B deben verificar que los determinantes de las sub-

matrices de indice impar sean negativos y los de indice par sean positivos, esto es
det(M;) <0, det(M;) >0,
para i,7 =1,...,k tales que ¢ es impar y j es par.

Ahora bien, observe que

oL d(In £)

8ﬁi:08inéIOS1 as, =0.

Asi, se calculan los valores de 1, ..., 0; tales que maximicen la funcién In £; pues,
es mas conveniente trabajar con el logaritmo de la funcion de maxima verosimilitud
cuando ésta depende de funciones exponenciales, como las distribuciones generalizadas
de valor extremo y la distribucién Pareto.

Usualmente, In £ es llamada log-verosimilitud y denotada por I:

(Br- s Br) = LBy, ., B Xu, o X)) = > I f (i B Br). (3.17)
=1
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Estimacion de los parametros de la GPD

Sean Y7,...,Y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién Gg g, distribucion generalizada de Pareto con parametros

£ y B, entonces la funcién de densidad g¢ g correspondiente es

1@+f%yﬂ&% §iE A0,

gesly) =4 7\ (3.18)
%6_3, si & =0,
donde
y=0, sig=>0,
Ogyg—? si € <O.

Habiendo determinado el umbral u, los parametros de la distribucion Generalizada

de Pareto se pueden estimar por maxima verosimilitud.

Supongamos que los valores ¥y, . .., yn, son los N, excesos del umbral u. Entonces,
para £ # 0, la funcién de log-verosimilitud, {(, ), viene dada por (3.17)) y (3.18)), como

sigue:

al 1 Yi et
1, 8) = ; In (3 (1 +¢ 5) ) (3.19)
Ny 1 )
=3 mpe (E 1) (1Y) (3.20)
=1 5 B
=—N,Inf - (1 + 1) iln (1 + §y@-) (3.21)
5 =1 5

siempre que 1—1—%% >0 parai=1,...,N,.

Si &€ = 0, la funcién de log-verosimilitud viene dada por

Ve 1 _w
1(8) = Zln(geﬁ)
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Ny

:Z—lnﬁ—%

i=1

1 o
=—N,Inp — Bzyz
i=1

Analiticamente no es posible maximizar la funcién log-verosimilitud, es decir,
no es posible dar una féormula explicita para £ y 8. Sin embargo, se puede derivar y
resolver numéricamente, obteniendo los estimadores de méxima verosimilitud By, , {n,

para £ > —1/2. [12]

Para muestras relativamente grandes, se pueden usar como apoyo herramientas

de software matematico como R-Project, Matlab, entre otros.

3.5. Medidas de Riesgo y el método POT

El Valor en Riesgo se puede describir como la maxima pérdida en circunstancias
normales o como la minima pérdida en circunstancias extraordinarias, por lo que se
puede considerar natural estimar el VaR a partir del maximo M, de una muestra
Xq,..., X, de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que

representan pérdidas.

Supongamos que X, X1, ..., X,, son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con funcién de distribucién F, tal que F' € MDA(H), para algin
¢ € R. Dado un umbral alto u, por (3.13), sabemos que el estimador de g, (g, >u) es

q’&zu—i—%((%(l—a))g—l) ,

donde &, 5 son los pardmetros de la distribucion generalizada de Pareto Gg¢ g.

Luego, para a > F(u), tenemos que un estimador para el VaR viene dado por:

VaR.(X) :u—i—%\((]\%(l—a))_g— 1). (3.22)
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Asi, por la ecuacion (3.15)) y por la linealidad de la esperanza condicional, se tiene

que para @(X) > u:

__ B+E (VaRa(x) - )
=VaR,(X) + =
1-¢
— VaR.(X) <1+ 5A> p-Lu
1-¢)  1-¢
= VaR.(X) ( L bt ) . (3.23)
1=¢& (1-§VaR.(X)

Para facilitar la comprension de este capitulo, se ilustrara el método POT ajus-

tando la GPD a datos reales mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3. Consideremos como muestra los datos de grandes reclamos de seguros
contra incendios en Dinamarca, comprendidos entre el 3 de enero de 1980 y el 31 de
diciembre de 1990. Estos datos se pueden encontrar en el paquete “evir” del programa

R-Project, programa que sera de apoyo para los calculos y graficos necesarios.

Los datos Daneses consisten en 2167 pérdidas mayores a 1 millon de coronas
danesas (DKK). Estas cifras de pérdidas son totales e incluyen danos a edificios, danios

a muebles e inmuebles, asi como la pérdida de ganancias de negocios.

El gréfico de los datos daneses (figura |3.7)) permite identificar las pérdidas mas
extremas y el tiempo de ocurrencia aproximado de las mismas. También se puede
observar si hay evidencia de agrupamiento de grandes pérdidas, lo que podria gene-
rar dudas sobre la suposicién de que los datos son independientes e idénticamente

distribuidos. Este no parece ser el caso con los datos daneses.

El histograma en escala logaritmica (figura 3.7) muestra el amplio rango de los
datos. La mayor pérdida en el conjunto de datos es de 263 millones de coronas. También

se puede observar, al comparar su histograma con la densidad exponencial, que la
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distribucion de los datos tiene cola pesada y es asimétrica a la derecha, sugiriendo que
las pérdidas pequenas (entre 0 y 1 millén DKK) ocurren con bastante frecuencia; sin

embargo, también pueden ocurrir pérdidas muy grandes ocasionalmente.

g 2
=
w I
Lab]
{ )
S =
E o
= =
o =
(=)
§ g4
i
£ o | Ak
| | I | I |
1980 1982 19584 1986 19858 1990
g =7 A —
B SY Bensggagdelosdat_osl
= f —— Densidad exponencia
g © . i
[an}
i e
= Lam]
Jak}
5]
ER S
Lt Lam]
= |
= | I I I I |
0 1 2 3 4 5

Reclamaos (millones DKK)

Figura 3.7: Grafica de los reclamos de seguros contra incendios de Dinamarca con respecto
al tiempo e histograma en escala logaritmica.

Para poder estimar a partir de los datos el parametro de forma &, se debe escoger
primero el valor del umbral u (de manera equivalente, el niimero de los excesos N,,).

Para esto, se grafica la funcién media de excesos empirica e,(u), dada por la ecuacién
(3.16]).

El comportamiento de pendiente positiva que se observa en la grafica de e, (u)

(figura [3.8) evidencia que la distribucién es de cola pesada.

Se escoge el umbral u en una regién sobre la cual el gréfico de e,(u) sea aproxi-

madamente lineal, por lo que se sugiere u = 10 millones DKK (N, = 109 excedentes).
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Figura 3.8: Gréfica de la funcién media de excesos empirica de los datos
daneses.

En realidad, toda la gréafica es suficientemente recta como para sugerir que la GPD

pueda representar un ajuste razonable para todo el conjunto de datos.

Una vez seleccionado el umbral u, se estiman los valores de los pardametros £ y 3
de la GPD por el método de maxima verosimilitud. Mediante el programa R-Project,

se tiene que §: 0,497 y E = 6,974 para u = 10 (N, = 109 excedentes).

A partir de estos estimadores, y por la relaciéon (3.11), una estimacién para la
distribucién condicional de los excesos F,(y) dado que el umbral es excedido, viene

dada por

s

R =1- (1+€%)
B
=1— (1400712 y)>""2.
En la figura |3.9 se muestra la grafica de la distribucién empirica de los excesos y

la GPD ajustada a los datos, donde se puede observar que, en efecto, la distribucion

generalizada de Pareto es una muy buena aproximacién de los datos.
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Figura 3.9: Grafica de la distribucién empirica de los excesos de los
datos daneses y gréafica de la GPD ajustada a los datos daneses.

Ahora bien, por las ecuaciones (3.22) y (3.23), se tiene para o = 0,95 que

— 6,974 ( (2167 —0,497
X)=1 ’ 1— 1
VCLR()795( ) O + 0’497 (( 109 ( 0,95))

= 10,042.

Y, asi

nRe 1 4 —(0,497)(1
ESO,95<X>=10,042< 6,974 — (0,497)( 0))

1—0,497 ' (1 —0,497)(10,042)
= 23,047,

Es decir, existe un 5 % de probabilidad de incurrir en una pérdida mayor a 10,042.

En este caso, se tiene entonces que la pérdida esperada es 23,947.

Finalizando, es importante resaltar de este capitulo que la aplicacién de este
método requiere que las pérdidas sean independientes, que los excesos siguen una
distribucion generalizada de Pareto y que el niimero de excesos sigue una distribucién

de Poisson, de acuerdo con Leadbetter (1991, [20]).
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Capitulo 4

Método POT adaptado al modelo no
estacionario y covariables

En este capitulo se analizaran las pérdidas por riesgo operacional y se verd, entre
otras cosas, que por lo general la cantidad de excesos de estas pérdidas depende del
tiempo, por lo que sera necesario adaptar el método POT para poder estudiar los

extremos de pérdidas generadas por este tipo de riesgo.

4.1. Riesgo Operacional

Recordemos que el riesgo operacional se define como el riesgo de pérdidas finan-
cieras originadas por insuficiencias o fallas de procesos, personas y sistemas internos,
o por eventos externos. Las siguientes situaciones ejemplifican consecuencias de riesgo

operacional sufridas en varios &mbitos en anos recientes:

e En 1995, el banco Barings en Reino Unido colapsé después de perder $1.3 billones
como resultado de transacciones especulativas, fraudulentas y no autorizadas,

llevadas a cabo por un empleado llamado Nick Leeson.
e En 2001, el atentado terrorista el 11 de septiembre en USA.

e En 2001, la empresa energética Enron con sede en Texas, USA colaps6 luego
de revelarse que su condicién financiera reportada fue sostenida por un fraude

contable, institucionalizado y sistematico.
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e En 2010, las erupciones de un volcan en Islandia arrojaron ceniza volcanica a

la atmosfera, lo que llevé al cierre del espacio aéreo sobre la mayor parte del
norte de Europa, afectando a 10 millones de pasajeros. Este evento es la mayor

interrupcion de viajes aéreos desde la segunda guerra mundial.

Dirigido a las entidades bancarias, en junio de 2004, el Comité de Supervisién

Bancaria de Basilea public6 su segundo acuerdo, conocido como Basilea II. En este

acuerdo se introducen las regulaciones para la gestion del riesgo operacional y se definen

los 7 tipos de pérdidas por riesgo operacional:

1.

2.

Fraude interno: evasién de impuestos, soborno.
Fraude externo: robo de informacién, pirateria.

Relaciones laborales y seguridad en el trabajo: discriminacién, la salud y seguri-

dad de los empleados.

Clientes, productos y préactica empresarial: manipulacién del mercado, comercio

inadecuado, defectos del producto.
Danos a activos fisicos: desastres naturales, vandalismo, terrorismo.

Interrupcion en los negocios y fallas en los sistemas: fallas de software, fallas de

hardware, interrupcion de servicios publicos.

Ejecucién, entrega y gestion de procesos: errores de entrada de datos, errores de

contabilidad, pérdida negligente de los activos de los clientes.

El acuerdo Basilea II se estructura en tres pilares. En cuanto a la medicion del

riesgo, en el Pilar I se establece el calculo de requerimientos minimos de capital para

afrontar los distintos riesgos.

Sobre el riesgo operacional, se distinguen tres metodologias para calcular el capital

requerido:

e Método del indicador bésico: estda basado en los ingresos anuales de la entidad

financiera.

e Método estandar: esta basado en los ingresos anuales de cada uno de los grandes

sectores de actividad de la entidad financiera, conocidos como lineas de negocios.
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e Métodos de medicion avanzada: se basa en el marco de mediciéon de riesgos del
banco desarrollados internamente (métodos de medicion interna, de distribucién

de pérdidas, entre otros).

En estudios de varias pérdidas provenientes de distintos bancos se han observado

las siguientes caracteristicas sobre las pérdidas por riesgo operacional:

e La gran magnitud de las pérdidas sugiere que éstas estdn relacionadas con ex-

tremos.

e Las pérdidas estan espaciadas irregularmente en el tiempo.

En general, se puede decir que la frecuencia y la severidad de las pérdidas por
riesgo operacional son no estacionarias, es decir, la ocurrencia de las pérdidas y la
magnitud de éstas son factores que dependen del tiempo, al igual que sus propiedades

estadisticas, como la esperanza.

Otro aspecto de importancia es que los datos de pérdidas por factores de riesgo
operacional son bastante escasos. Una de las razones es el relativamente corto periodo
durante el cual los datos historicos se han recogido de forma coherente. Otra razon es

la confidencialidad.

A medida que los bancos recolectan los datos, ademas de reportar las pérdidas
actuales, se hace un esfuerzo para construir las bases de datos que, en la actualidad,
se remontan a unos 20 anos. Esto ltimo, sin duda, limita el alcance y la precisién de

los resultados que se pueden obtener utilizando métodos estadisticos.

Una posibilidad de obtener una base de datos sustancial puede ser agrupar datos
de pérdidas entre bancos (o pérdidas de distintos tipos) con el fin de encontrar las
principales caracteristicas de las distribuciones de pérdidas subyacentes, que pueden ser

calibradas en contraste con la propia experiencia de pérdida de un banco en particular.

Para ilustrar lo anterior, consideremos la figura 4.1 tomada de Chavez-Demoulin
y Embrechts (2004, [7]). Los datos representados en esta figura abarcan un periodo de
10 anos (1992-2001) para tres diferentes tipos de pérdida por riesgo operacional, en
adelante, senalados como: Tipo 1, Tipo 2 y Tipo 3. Estas pérdidas provienen de datos

reales de un banco que fueron transformados para conservar el anonimato del mismo.
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Figura 4.1: Pérdidas por riesgo operacional. De izquierda a derecha: Tipo 1 (n = 162), Tipo 2
(n = 80), Tipo 3 (n = 175).

De la figura [4.1], se pueden observar los siguientes hechos:

el periodo histérico es relativamente pequeno, sélo 10 anos de datos;
e las magnitudes de las pérdidas muestran extremos;

e las veces que ocurren pérdidas estan espaciadas irregularmente en el tiempo, y

la frecuencia incrementa con respecto al tiempo con un cambio radical alrededor

de 1998.

El dltimo punto destaca que los datos son no estacionarios. La discontinuidad en
1998 puede deberse a que la cuantificacion del riesgo operacional tomoé importancia a
finales de la década de los noventa. Estos cambios también pudieron deberse a cambios
internos o a cambios en el entorno econémico, politico o regulatorio en el que el banco

opera.
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De las observaciones anteriores, se sigue que, al considerar el andlisis y cuantifi-
cacion del riesgo operacional, se deberian tener en consideracién el tipo de riesgo y la
no estacionariedad en la ocurrencia de las pérdidas. Debido a esto, para la utilizacién
de métodos de valores extremos en el estudio del riesgo operacional, se debe adaptar

el método POT, permitiendo que los parametros del modelo dependan del tiempo.

Con el objetivo de obtener una muestra mas grande, se agrupan en una muestra

los tres tipos de pérdidas, como se muestra en la siguiente figura

40
I

20

10
1

il sedttllale  Ellsssilomsdlaarsdiial

_uLLJ. .JLL&JM . |‘

T T T T T
1992 1994 1996 1998 2000 2002

Figura 4.2: Los tres tipos de pérdidas por riesgo operacional agrupados
(n =417).

Ahora bien, recordemos del capitulo 13| el método POT.
Denotemos las pérdidas por Xi, ..., X, v un umbral (que permite destacar los valores
inusualmente altos de la variable) y los excesos correspondientes por Y7, ..., Yy,, donde

V=X, —uparak=1,... ., Ny, iu=1,...,ny X;, >u.

Para pérdidas i.i.d. y u dado (lo suficientemente grande), se tiene que:

e los excesos Y7, ..., Yy, siguen la distribucién generalizada de Pareto G¢ g:
1 (1 ¢ ) R £40
— + &= , Sl ,
Geply) = B (4.1)

1—e 5, si =0,
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e el ntimero de excesos sobre el umbral u, N, sigue aproximadamente un proceso
de Poisson homogéneo con intensidad A >0, es decir, N, ~P(A) con A= E[N,],
de acuerdo con Leadbetter (1991, [20]);

e las magnitudes de los excesos sobre el umbral u son iid e independientes de las

veces que ocurren los excedentes.

Luego, se pueden estimar los parametros A\, £ y 3, a partir de la siguiente funcién

de log-verosimilitud:

)\Nu -2 Nu
l()\,f,ﬁ)zln( Nj! Hgg,ﬁ(yi))

=1

1 N 3
= N,In(A) = A— N, In8 — <—+1) S In (1+_y2.>
§ Py s
=1(\) +1(, B).

La tultima igualdad sugiere que se pueden estimar los parametros de la GPD y la

intensidad de Poisson por separado.

En la siguiente seccion se vera que el parametro A modela el incremento en la
intensidad de las pérdidas que se puede observar en la figura 4.2, permitiendo que el

parametro dependa del tiempo.

4.2. Método POT avanzado

El método POT clasico se puede extender a un modelo méas dindmico permitiendo
que los parametros A\, £, 8 dependan del tiempo y de otras variables con el fin de tomar
en consideracion el cardcter no estacionario.

Considerando los datos representados por la figura 4.2, se fija un umbral v = 0,4, de
acuerdo con Chavez-Demoulin y Embrecths (2004,[8]). Luego, siguiendo una metodo-

logia no paramétrica, se ajustan diferentes modelos para A, ¢ y 3, permitiendo:

e dependencia funcional del tiempo ¢(t), donde ¢ se refiere al ano sobre el dominio

de estudio;
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e dependencia de T', donde T define el tipo de pérdida de datos, modelado mediante
el indicador Ir:

1, si Tiwpo =T,

Ir =
0, en otro caso,

donde T'=1,2,3, y

e discontinuidad modelada mediante el indicador ;s.,), donde t. = 1998 es el ano

de punto de cambio o cambio de régimen e

1, sit>t,,

liot) = 0, sit<t

Siguiendo un modelo generalizado aditivo, se ajusta a cada parametro \,§ y 5 un

modelo general semiparamétrico como sigue

A(t) = oL+ ga(t)

Y

(1) = ' o + ge(t), (4.2)

donde ' es un vector fila de variables independientes, ay, o, aeg son vectores columna

de coeficientes y gy, ge, gs son funciones suaves.

En (4.2)), v(t) esta dada por la reparametrizacién v (€, ) = f(1+€), para asi evitar

dificultades computacionales. [0]

Ahora bien, una directa maximizacion de la funcion de log-verosimilitud ya no es
apropiada como un método de estimacion, pues conduce a un fenémeno conocido como
sobreajuste del modelo, en el cual el modelo se ajusta muy bien a los datos existentes
pero tiene un pobre rendimiento para predecir nuevos resultados. Ante esto, se puede
maximizar en su lugar la log-verosimilitud menos un término que regula el grado de
suavidad de las funciones gy, g¢, g,. Esta nueva funcién a maximizar es conocida como
log-verosimilitud penalizada.

La log-verosimilitud penalizada de A es

1) = 5 0 [ dierar
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y la log-verosimilitud penalizada de &, v es

1 1
160~ 5 % [ a0t =5 v [ gliora

donde vy, v¢, v, son parametros que controlan el grado de suavidad de las funciones

gx, ge¢, G-

Atn cuando la implementacién de este método de estimacién involucra algoritmos
y técnicas estadisticas cuyo estudio esta fuera del alcance de esta tesis, se presenta un
resumen de los resultados obtenidos en Chavez-Demoulin (2004, [7]), empleando los

datos senalados en Chavez-Demoulin y Embrechts (2004, []).

Aplicacion del método POT avanzado

Chavez-Demoulin y Embrechts (2004, [§]) aplican diferentes modelos a cada pa-
rametro A, & y [ con la forma de las relaciones dadas en (4.2) y los comparan usando
pruebas basadas en el estadistico de la razén de verosimilitud y un criterio conocido
como criterio de informacién de Akaike (para mas informacién sobre este criterio ver

McQuarrie y Tsai [23]).

Finalmente, los modelos que Chavez-Demoulin y Embrechts (2004, [8]) seleccionan
para £ y [ dependen solamente del tipo de pérdida T'. Mientras que el modelo que
seleccionan para A depende del tiempo t y del tipo Ty esta dado por:

log A(t, T) = Yrlz + 6T yss,y + (). (4.3)

Es importante resaltar que, si bien se consideran los datos agrupados, los modelos
seleccionados permiten separar los tipos de pérdidas.
La inclusion del primer componente vl en (4.3)) indica que el tipo de pérdida T es
importante para modelar la intensidad de Poisson, esto es, el nimero de excedentes
sobre el umbral difiere significativamente para cada tipo de pérdida 1,2 o 3, como se
vera mas adelante.
El modelo seleccionado para A también contiene el indicador de discontinuidad I~¢,),

se obtuvo que 6 =0,47 para t > t. y que la intensidad en promedio es bastante diferente
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antes y después de 1998.
Por otra parte, la presencia de la funcién g,(¢) indica que el parametro de intensidad

A depende del tiempo.

La figura |4.3, tomada de Chavez-Demoulin (2004, [7]), representa la intensidad
estimada resultante, 5\, para cada tipo de pérdida y su intervalo de confianza del 95 %.
Se puede observar que la curva resultante refleja bastante bien el comportamiento del

nimero de excedentes (los puntos de las gréficas) para cada tipo.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
2 2 pe
| LIEEEET R a5 e
] . © - © A / Chet
i g e G ¥ Sevaonrnr | W PO i W g
1992 1994 1996 1998 2000 & 19'92 1994 19'96 1998 2000 ; ‘ 19.'92 . 1994 . 1996 1998 2000
Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 4.3: Intesidad de Poisson estimada A y su intervalo de confianza del 95 % para pérdidas de
tipo 1,2 y 3. Los puntos son los niimeros de excedentes anuales sobre u = 0,4.

En la figura 4.4, se representan los estimadores £(T'), B(T) y sus intervalos de
confianza del 95 %. Para los tipos 1 y 2, el estimador del pardmetro de forma é es
aproximadamente 0,7 y es significativamente més pequenio para el tipo 3 (aproxima-
damente 0,3), esto sugiere una distribucién de pérdida para el tipo 3 de cola menos
pesada que para los tipos 1 y 2; pues mientras méas grande sea el parametro de forma,
mas pesada serd la cola.

El efecto debido al punto de cambio en 1998 no se conserva en los modelos de £ y (3,

es decir, la distribucién del tamano de la pérdida no cambia alrededor de 1998.

Un posible método general para evaluar lo bien que se ajusta el modelo para los
parametros £ y 8 de la GPD esta basado en el resultado de que, dado que el modelo

es correcto, los siguientes residuos
. .
R, = =log 1+£YZ~ ot =1,..., N,
3 B

se distribuyen aproximadamente como variables aleatorias exponenciales independien-

tes.
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Figura 4.4: Parametros de la GPD estimados é ,B y sus intervalos de confianza del 95 % para pérdidas

de tipo 1,2 y 3.

En efecto, si los excesos Y; siguen una GPD de parametros é,B para ¢ = 1,..., Ny,

entonces

=P(14+2Y;<e ™
=P Y}gg(egm—l)
3
~ T4 ~1/¢
=1- 1+§ é(eﬁﬂ—m
CARRS
c \-1/€
:1—(657”')
=1—e",

, pues Y; ~ GPD(E, B)

por lo tanto, R; se distribuye exponencialmente con parametro A = 1.



Capitulo 4: Método PO'T" adaptado al modelo no estacionario y covariables 64

En la figura 4.5 se comparan los residuos contra los cuantiles de una distribucién
exponencial, usando los estimadores & (T) y é (T') para los tres tipos de pérdida agru-
pados. Este gréfico sugiere que el modelo es razonable pues, efectivamente, los residuos

parecen aproximarse a una distribucién exponencial.
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Figura 4.5: Grafico de los residuos contra los cuantiles de una distribuciéon exponencial.

Ahora bien, usando los modelos seleccionados para A(t,T), &(t,T) vy B(t,T), se
pueden predecir los valores A(t + 1,T), £&(t+ 1,T) y B(t + 1,T) para cada tipo T vy,
asi, poder estimar la esperanza condicional de la pérdida total para el ano 2002, dado

que la pérdida es mayor al 99 % VaR, es decir, el déficit esperado al 99 %.

Asi, si los estimadores de VaR, y ES, para los parametros \, £ y [ vienen dados

por:

V/aE(X):qug:((l_a)_g—l), (4.4)

J§§a<x>:< L B-tu )m<x>. (45)

entonces, sustituyendo \,& v 3 por S\(t + 1,T),5(T) y B(T) con t = 2001, es posible
estimar el ValRyg9 y ESp g9 para el ano 2002.
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Dado que el modelo seleccionado para A depende del tiempo ¢, las medidas de
riesgo se consideran “dinamicas” y, dado que los modelos seleccionados también de-
penden del tipo de pérdida T', entonces las medidas de riesgo para el tiempo t y tipo

T se denotan por
dVaR{e(t) y dES]g(t).

En la tabla 4.1 se pueden observar los valores estimados del 99% VaR y del
99 % ES para cada tipo de pérdida 1, 2 y 3 en el ano 2002.

——T —T
dV aRy49(2002) | dES 9(2002)

T=1 40.4 166.4
T=2 48.4 148.5
T=3 11.9 18.8

Tabla 4.1: VaRy g9 dindmico y ESp g9 dindmico estimados para cada
tipo de pérdida en el ano 2002.

—T=1

El valor dVaR, g9 (2002) = 40,4 indica que la estimacién de la pérdida total de
tipo 1 en el ano 2002 es de 40,4 a un nivel de confianza del 99 %. Asi mismo, se puede
observar que la estimaciéon de la pérdida total de tipo 3 es aproximadamente 12, lo

cual es significativamente méas pequeno que las pérdidas estimadas para los tipos 1 y

2.

La gran diferencia que se puede observar entre cmoT;gl(QOOQ) y (@5;91 (2002)
hace dificil la decisién de cual medida sera considerada para medir el capital minimo
requerido que debe tener la entidad bancaria para cubrir posibles pérdidas por riesgo
operacional. Se pudiera pensar que considerar el VaR es més conveniente por requerirse
menor capital adicional, sin embargo, aunque el capital requerido sea mucho menor en

este caso, hay que tener en cuenta que no se cubriria la pérdida si ésta supera el VaR.

— T=1

También se puede observar que el 99 % ES para el tipo 3 (dES o9 (2002) = 18,8)

es significativamente més pequeno que el 99 %ES para los tipos 1 y 2, lo cual indica
que el capital requerido para las pérdidas de tipo 3 es mucho menor que para las

pérdidas de tipo 1 y 2.
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Si no se hace distincién entre los tipos de pérdida se tendria un tnico valor es-
timado del VaR (o ES) para toda la muestra, el cual podria ser menor que el valor
estimado para pérdidas de tipo 1y, por lo tanto, el banco sélo estaria cubriéndose ante
posibles pérdidas del tipo 1 o 2.

Esta es una razén por la cual usar modelos que incluyen covariables es importante.

En cierto sentido, este modelo adaptado hace un mejor uso de los datos disponi-

bles, lo cual es importante, en especial en el contexto del riesgo operacional.
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Conclusion

El riesgo operacional ha venido tomando especial importancia desde hace algunos
anos. Con el acuerdo Basilea II, se incrementa el interés por un manejo explicito de
este riesgo. Ante esto, viene siendo necesario el estudio de modelos flexibles de eventos

extremos adaptados al riesgo operacional

Se presentan evidencias de que el ajuste de la distribucién generalizada de Pareto
a las pérdidas que superen los umbrales altos es un método 1til para la estimacién
de las colas de las distribuciones de las pérdidas. Sin embargo, se ha visto que las
caracteristicas de datos histéricos de pérdidas por riesgo operacional generalmente no
concuerdan con la hipdtesis de independencia, pues estan espaciadas irregularmente

en el tiempo.

También se ha visto que los datos de pérdidas por riesgo operacional son escasos
y que una solucion puede ser agrupar los datos de distintos tipos de riesgo operacional
para tener una muestra mas grande, permitiendo el uso de covariables, es decir, varia-
bles que inciden en los resultados, para representar estos tipos de riesgo. La agrupacién
de los datos tiene, ademas, la ventaja de permitir pruebas de interacciones entre los

tipos de pérdida.

Como se ha explicado, es posible adaptar el método POT para tener en consi-
deracién la no estacionariedad y las covariables, permitiendo que los parametros del

modelo dependan del tiempo y del tipo de riesgo.

El considerar los tipos de riesgo en la aplicacion de este método adaptado su-
giere que se usaron eficientemente los datos disponibles. También se confirmé que la

intensidad de las pérdidas presenta una discontinuidad en 1998 y que el nimero de los
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excesos de las pérdidas dependen del tiempo, mientras que la magnitud de las pérdidas

depende tnicamente del tipo de pérdida.

El uso de un método adaptado de valores extremos considerando la no estaciona-
riedad (dependencia del tiempo) y otras variables (tipos de riesgo) provee una técnica
de exploracién que es conveniente y flexible que podra ser mejorada con el incremento

de bases de datos.

Se estimaron, para cada tipo de riesgo, el déficit esperado y el valor en riesgo para
predecir el valor esperado de la pérdida para cierto ano. Los resultados observados
resaltan la importancia de distinguir los tipos de riesgo. Utilizando los valores histéricos
estimados del VaR, es posible comprobar si se sostiene la hipotesis de que el método
calcula correctamente las medidas de riesgo. Sin embargo, esta prueba necesitaria

muchos mas datos histéricos.
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