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RESUMEN

En este trabajo se realiza un estudio comparativo entre pruebas de
permutacion y asintéticas, aplicadas a tablas de contingencia de dimensiéon RxC
simple y doblemente ordenadas, utilizando como medida de comparacién la

diferencia entre el p-valor exacto y asintético.

Se analizaron ejemplos, que usan el enfoque asintético, publicados en la
literatura cientifica internacional, con el objeto de conocer las condiciones bajo las
cuales los p-valores asint6ticos asociados a las pruebas consideradas: prueba de
Kruskal-Wallis, marcas normales, marcas de Savage y ANAVAR con marcas
arbitrarias; convergen a sus contrapartes exactos obtenidos por pruebas de
permutaciéon. Adicionalmente, se simularon tablas de contingencia, bajo el
esquema de muestreo multinomial, para determinar el tamafio de muestra a partir
del cual los resultados obtenidos por ambos métodos son equivalentes; es decir,

cuando puede reportarse el p-valor asintético en vez del p-valor exacto.

Los resultados mostraron que las diferencias entre los p-valores asociados a
las pruebas de hipétesis aplicadas variaron segtin la dimensién de la tabla de
contingencia, tamafio de muestra, eleccién de las marcas en filas y columnas y
balanceo de los datos; y que el tamafio de muestra a partir del cual ambas
metodologias son equivalentes dependi6 de la prueba utilizada y de la dimensién
de la tabla de contingencia considerada, variando desde tamafios de muestra tan

pequenos como N =40 hasta tan grandes como N >1000.

Palabras claves: pruebas de permutacién, pruebas asintéticas, tablas de
contingencia simplemente ordenadas, tablas de contingencia doblemente
ordenadas, p-valor, marcas de filas y columnas, esquema de muestreo

multinomial.



ABSTRACT

In this work is carried out a comparative study between permutation and
asymptotic tests applied to RxC dimension singly and doubly ordered contingency
tables, by using the difference between the exact p-value and asymptotic one as a

comparison measure.

Examples published in the international scientific literature that use the
asymptotic approach were analyzed in order to knowing the conditions under
those which the asymptotic p-values associated to the considered tests: Kruskal-
Wallis test, normal scores, Savage scores and ANOVA with arbitrary scores;
converge to their counterpart exacts obtained by permutation tests. Additionally,
contingency tables were simulated, under the scheme of multinomial sampling, to
determine the sample size starting from which the results obtained by both
methods are equivalent; that is, when the asymptotic p-value can be reported

instead of the exact p-value.

The results showed that the differences among the p-values associated to the
hypothesis tests applied ranked according to the contingency table dimension,
sample size, election of the row and column scores and data balance; and the
sample size starting from which both methodologies are equivalent depended on
the used test and of the dimension of the contingency table considered, ranking
from sample sizes so small as N =40 until as large as N >1000.

Key words: permutation tests, asymptotic tests, simply ordered contingency

tables, doubly ordered contingency tables, p-value, row and column scores,

multinomial sampling,.



1. INTRODUCCION
1.1. Planteamiento del problema

En muchos trabajos de investigaciéon en los cuales tanto la variable causa
como la respuesta son de naturaleza discreta y hasta cualitativa, resulta
conveniente presentar los datos agrupados en tablas de contingencia,
especificamente cuando la respuesta medida esté constituida por frecuencias
absolutas y se desee relacionar a las variables causa y respuesta; por ejemplo, si se
desea medir la opinién de diferentes sectores del pais nacional con respecto a
alguna politica emanada por el ejecutivo, se mide la frecuencia de las opiniones de

los diferentes sectores y se agrupan en una o mas tablas de contingencia.

Por otra parte, muchas veces ocurre que a pesar de ser la variable respuesta
cuantitativa e incluso continua, la naturaleza de la investigaciéon impide que los
datos originales se tomen directamente; en vez de ello, se considera la frecuencia
absoluta de éstos en unas clases preestablecidas; por ejemplo, en un estudio
socioecondmico; por lo general, no se le pregunta el sueldo exacto al encuestado,
sino que se le propone elegir entre diferentes opciones salariales presentadas en
clases, y luego a partir de tal distribucién de frecuencias se elaboran las tablas de

contingencia respectivas.

Si bien existen métodos para analizar tales resultados, por lo general éstos se

basan en algin estadistico cuya distribucién asintética es conocida y se encuentra



tabulada; por ejemplo, la muy conocida prueba de independencia basada en el
estadistico de Pearson y su correspondiente distribucién y*; tales métodos se

comportan adecuadamente en presencia de muestras grandes y balanceadas; sin
embargo, esto no necesariamente ocurre si el tamafio de muestra es pequefio o si es
grande pero con un conjunto de datos desbalanceado y/o disperso, (Agresti; 2002,
Cytel Software, 2001 y 2003; Good, 2000). Por otra parte, muchos de los paquetes
informéticos estadisticos que se utilizan frecuentemente, tales como SPSS®,
Statistix®, Minitab®, SAS®, Statistica® Systat®, etc.; no ejecutan el analisis
correspondiente si no estan presentes un minimo de frecuencias por celda o

advierten que tal aproximacion es invélida.

En el caso de muestras pequefias, Agresti y Wackerly, (1977); y Baglivo,
Olivier y Pagano, (1988); indican que cuando no se cumplen los supuestos para
aplicar el enfoque asintético, muchas veces el investigador ignora, elimina o
agrupa de forma conveniente a las clases de las tablas de contingencia para obtener
una nueva tabla que pueda ser analizada con métodos asintéticos; el problema que
se presenta con esta manipulacién del conjunto original de datos, es que la tabla
resultante no necesariamente se comporta de forma acorde con la tabla original, e
incluso, muchas veces este comportamiento resulta diferente, lo cual
frecuentemente conduce al investigador a formular conclusiones erréneas. Una

alternativa para dar solucién a estos problemas lo constituyen las pruebas de



permutacién aplicadas a datos categorizados, las cuales generalmente utilizan el
mismo estadistico que las correspondientes aproximaciones asint6ticas pero que a
diferencia de éstas, utilizan la distribuciéon de las permutaciones de los datos en
vez de la distribucién tedrica correspondiente; lo cual permite que la prueba
realizada a partir del enfoque basado en pruebas de permutacién presente niveles
de significacion exactos, dado que éstos se calculan utilizando una distribucién
discreta y libre de pardametros desconocidos generada a partir de los datos

originales.

Las pruebas de permutaciéon exigen alta capacidad de procesamiento
computacional, lo cual constituye una limitacién préctica de las mismas en
contraposicién con el enfoque clasico en el cual la comparacion se establece con
una distribucién tedérica donde su exigencia computacional es minima, (Good,
2000); sin embargo, las condiciones econémicas o la naturaleza de la poblacion
impiden muchas veces que se pueda tomar una muestra grande; en estos casos, la
opcion mds adecuada para realizar inferencias confiables lo constituyen las
pruebas de permutacién, a pesar de los exigentes procesos computacionales que
estas pruebas precisan.

En el presente trabajo se compara el comportamiento de los diferentes
enfoques, clasico y exacto, en pruebas aplicadas a tablas de contingencia simple y

doblemente ordenadas bajo diferentes escenarios, a saber: muestras pequenas,



muestras grandes pero desbalanceadas y dispersas y muestras grandes y
balanceadas; con la intencién de mostrar en cuales escenarios es preferible un

enfoque u otro.
1.2. Justificacion de la investigacion

Puesto que en muchos estudios los datos se agrupan en tablas de
contingencia, es evidente que un andlisis adecuado de éstas proporcionara
informacién util para el analisis de tales variables; sin embargo, la literatura
muestra que los métodos clasicos de amplia utilizacion en estos estudios
constituyen solamente aproximaciones basadas en la ley de los grandes nameros a
distribuciones tedricas tabuladas. Good, (2000); sefiala que si la muestra es
pequena o irregularmente distribuida tales aproximaciones son por lo general
inexactas y en consecuencia, poco ttiles para realizar inferencias confiables a partir
de tal muestra; en cambio, utilizando pruebas de permutacion se logra trabajar con
un nivel de significacion exacto, independientemente de la forma de la distribucién

y/o del tamafio de la muestra.

Por otra parte, Bishop, Fienberg y Holland, (1975); citados por Good, (2000);
sefialan que a medida que se incrementa el tamafio de la muestra las pruebas de
permutaciéon convergen a la distribucion tabulada y asi, en muestras grandes
ambos enfoques son equivalentes y por lo tanto el uso de uno u otro enfoque

depende del investigador.



Asi pues, un estudio comparativo de ambos enfoques bajo los escenarios
mencionados anteriormente constituye una forma de mostrar el comportamiento
disimil reportado por la literatura para tales métodos, ademas de permitir dar

recomendaciones acerca de cuando es preferible el uso de uno u otro.
1.3. Alcance

El estudio abarca las metodologias para realizar inferencias estadisticas
exactas en datos categorizados agrupados en tablas de contingencia de dimensién
RxC simple y doblemente ordenadas, con la intencién de dar a conocer una
alternativa que es aplicable en aquellas situaciones en las cuales los métodos
tradicionales fallan y por ende, no producen resultados confiables.

En la actualidad, existen una serie de paquetes informaticos estadisticos que
llevan a cabo pruebas de hipétesis con métodos exactos tanto para datos
categorizados, como para pruebas de rangos y andlisis de varianza, entre ellos se
pueden citar:

e StatXact®.

e LogXact®.

e SPSS Exact®.
e S-Plus®.

e StatXact para SAS®.



e LogXact para SAS®.
e Permutelt®.
1.4. Limitaciones

Una limitacién para la aplicaciéon de los métodos exactos, lo constituye el
hecho de que dependen del poder de procesamiento que posea el computador
utilizado, de manera tal que el rango de aplicacién de estas metodologias variara
de un usuario a otro; aquellos usuarios que dispongan de computadoras mas
potentes podrdn analizar un mayor ndmero de situaciones que aquellos
poseedores de computadoras menos potentes; de hecho, Good, (2000); comenta
que el desarrollo de estas metodologias va paralelo a la evolucién tanto del poder
de procesamiento del hardware como del software y los algoritmos creados para tal

fin.



2. OBJETIVOS
2.1. Objetivo general

e Comparar las pruebas de permutacioén y clasicas (asintéticas) aplicadas en

tablas de contingencia de dimensién RxC simple y doblemente ordenadas.
2.2. Objetivos especificos

e Comparar desde el punto de vista tedrico a la metodologia clésica y la
correspondiente a pruebas de permutacion aplicadas a tablas de
contingencia.

e Determinar el p-valor obtenido por la metodologia de pruebas de
permutaciéon para tablas de contingencia de dimension RxC simple y
doblemente ordenadas.

e Determinar el p-valor obtenido por la metodologia asintética para tablas de
contingencia de dimensién RxC simple y doblemente ordenadas.

e Comparar los p-valores obtenidos por la metodologia asintética y la
correspondiente a pruebas de permutacion para tablas de contingencia de
dimensiéon RxC simple y doblemente ordenadas.

e Determinar la pertinencia de los métodos en funcién del tamafio de muestra

y balanceo de los datos.



3. HIPOTESIS DE TRABAJO

Los p-valores obtenidos a partir de pruebas de hipoétesis aplicadas a tablas
de contingencia de dimensién RxC simple y doblemente ordenadas, utilizando
pruebas de permutacién y métodos asintéticos presentardn, en general, valores
diferentes para los conjuntos de datos pequefios; grandes y desbalanceados;
grandes y dispersos; y un comportamiento similar para los conjuntos de datos

grandes y balanceados.



4. MATERIALES Y METODOS
4.1. Materiales

Los materiales utilizados en este estudio fueron:

e Computadora con procesador Intel Pentium® 4 de 1.7 Gigahertz, tarjeta
madre MSI®, 256 Megabytes en memoria RAM y 60 Gigabytes de capacidad
en disco duro, como herramienta de procesamiento para calcular los p-

valores exactos, asintéticos y aproximados por simulacién de Monte Carlo.

e StatXact 6.0 with Cytel Studio® como herramienta de calculo de los p-
valores, ya que este software cuenta con algoritmos capaces de calcular los p-
valores exactos y asintéticos ademds del estimado de p-valores exactos

mediante simulacién por ensayos de Monte Carlo.

e Ejemplos publicados en la literatura internacional acerca del uso y

aplicacién de tablas de contingencia en diferentes disciplinas.

e Dataplot® versiéon 11/2002, software utilizado como herramienta de

simulacion de muestras aleatorias multinomiales independientes.

e Microsoft Visual FoxPro® versiéon 7.0 para Windows, software utilizado para
crear y manejar la base de datos constituida por las muestras aleatorias

multinomiales independientes generadas con el software Dataplot®.



e Conjunto de tablas de contingencia simuladas utilizando tanto el software

Dataplot® como el software Microsoft Visual FoxPro®.
4.2. Métodos

Se revisaron los aspectos tedricos correspondientes a ambos enfoques,
exacto y asintotico, relativos a las pruebas de hipétesis condicionadas aplicadas a

tablas de contingencia de dimensién RxC simple y doblemente ordenadas.

Las pruebas que se van a aplicar en el caso de las tablas de contingencia de

dimensiéon RxC simplemente ordenadas son:
e La prueba de Kruskal-Wallis.
e La prueba de marcas (scores) normales.
e Laprueba de marcas de Savage.
e Andlisis de varianza de una via (ANAVAR) con marcas arbitrarias.

Y para el caso de las tablas de contingencia de dimensién RxC doblemente

ordenadas:
e La prueba de Jonckheere-Terpstra.
e La prueba de asociacion lineal-lineal.

Los ejemplos considerados se seleccionaron de tal forma que permitieran
mostrar las condiciones bajo las cuales el comportamiento es disimil para ambos

enfoques, para tal fin, las muestras presentaron las siguientes caracteristicas:



e Muestras pequeias balanceadas, desbalanceadas y dispersas.
e Muestras grandes balanceadas, desbalanceadas y dispersas.

Posteriormente se llevaron a cabo las pruebas de hipétesis pertinentes a

cada caso y se calcularon los p-valores exactos y asintoticos.

Para aquellos casos en los que por limitaciones del computador no se puede
calcular el p-valor exacto, se calcularon el p-valor asintético y la estimacion del p-

valor exacto por el método de ensayos de Monte Carlo clésico.

El método de ensayos de Monte Carlo clédsico utilizado estuvo basado en
una muestra aleatoria de 20000 tablas de contingencia, siguiendo la recomendacién
de Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); quienes afirman que con un maximo de
16589,44 tablas se garantiza la construccion de un intervalo para el p-valor exacto

con una amplitud maxima de 0,01 unidades al 99% de confianza.

Para mostrar como la tasa de convergencia del enfoque asintético al exacto
se ve afectada por caracteristicas intrinsecas a la tabla; es decir, dimensién, tamafio
de muestra, vectores de parametros multinomiales, configuracién poblacional y
balanceo; las tablas de contingencia simuladas fueron disefiadas considerando las

siguientes estructuras:

e Las dimensiones consideradas en este estudio para las tablas de

contingencia simplemente ordenadas variaron desde 2xc hasta 5xc; con



c=3, 4, 5; y para las tablas de contingencia doblemente ordenadas desde
3xc hasta 5xc;con c=3, 4, 5.

e Los tamafios de muestra considerados para cada una de las realizaciones en
las dimensiones de las tablas de contingencia disefiadas fueron:
N =5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 75, 100, 250, 500, 1000 .

e Se consideraron tres estructuras para los vectores de parametros
multinomiales, a saber: vectores de probabilidades uniformes, simétricos y
decrecientes. Tales estructuras variaron segtin las c categorias de respuestas

en las columnas como se muestra en la tabla 1.

Tabla 1. Estructuras de los vectores de pardmetros multinomiales.

VECTORES DE PARAMETROS MULTINOMIALES

Categoriasde (5365 me u Simétrico (S) Decreciente (D)
Respuesta
=3 4 4, 4] [ 4 4] B % %
=4 Bt 5l B Es B
=5 bbb BhbLd B od

e A partir de estos vectores de probabilidad multinomial se crearon las
configuraciones poblacionales para las tablas de contingencia segun la
hipétesis nula de igualdad entre los vectores de probabilidad multinomiales

sea cierta o falsa, tales configuraciones se presentan en la tabla 2.



Tabla 2. Configuraciones poblacionales de las tablas de contingencia.

CONFIGURACIONES POBLACIONALES DE LAS TABLAS

DE CONTINGENCIA

Categ.o rias de Hy Cierta Hy falsa
filas
r=2 uuU ss DD US, UD, SD
r=3 uuU 555 DDD USD
r=4  UUUU 8585 DDDD  USSD
r=5  UUUUU 55555 DDDDD  USSDD

e Para cada una de todas las posibles combinaciones en cuanto a dimensién,
tamafio de muestra, pardmetros multinomiales y configuracion poblacional,
se simularon dos tablas de contingencia, una con totales marginales de filas
balanceados y otra con totales marginales de filas desbalanceados segun el

esquema presentado en la tabla 3, mostrada al final de esta seccion.

Todas estas posibles combinaciones de tablas de contingencia generadas
hacen un total de 1404 tablas de contingencia simplemente ordenadas y 936 tablas

de contingencia doblemente ordenadas.

Posteriormente, se generaron diez muestras aleatorias multinomiales
independientes para cada uno de los totales marginales de filas y vectores de
probabilidad multinomial considerados utilizando el Software Dataplot® version
11/2002, (National Institute of Standards and Technology, 2002); todos estos

resultados se almacenaron en un programa manejador de base de datos escrito en



lenguaje Microsoft Visual FoxPro® Versiéon 7.0 y mediante el cual se crearon las
tablas de contingencia disefiadas, extrayendo sin reemplazamiento las filas
correspondientes a cada de las configuraciones poblacionales consideradas; de tal
forma que las tablas de contingencia simuladas presenten un esquema de muestreo
de producto de poblaciones multinomiales independientes, tal como lo establece
Agresti, (2002).

Las instrucciones para generar las muestras de poblaciones multinomiales

independientes utilizando el soffware Dataplot® se muestran en el anexo 1.

A cada una de estas tablas generadas por simulacién se les aplicaron las
pruebas asintéticas y exactas respectivas utilizando el software StatXact 6.0 with
Cytel Studio®. Para el célculo del p-valor exacto se configuré al software para un
tiempo de procesamiento maximo de 15 minutos, si al cabo de este lapso no se
hubiera obtenido el p-valor exacto, se procedi6 a su estimacién utilizando ensayos

de Monte Carlo.

Para la comparacién de los p-valores, exacto y asintético, se utilizé6 como

medida de similitud a:
A= |P2 - F~72|
donde

p,: es el p-valor exacto para una hipétesis nula bilateral.



p,: es el p-valor asintético para una hipétesis nula bilateral.

Es evidente que en la medida que el p-valor asintético converge al p-valor
exacto, A tendera a cero; y se espera que esto ocurra para tamafios de muestra

grandes, es decir:

ImA=0

N—ow©
Berger, (2000); propone una estrategia basada en esta medida de similitud A

para decidir entre el uso de las pruebas exactas o asintéticas:

Si A<A" Reportar el p-valor asintético
Si A>A" Reportar el p-valor exacto

donde A" es un umbral de decision entre ambas metodologias.
Si bien Berger, (2000); recomienda el uso de esta regla de decisién y muestra
que el nivel de significacion real de la prueba utilizada puede alcanzar un maximo

de a+A , no sugiere un valor especifico para A .

En este trabajo se utiliz6 como umbral de decisién a A =0,01, aunque el
valor 6ptimo puede ser objeto de estudios posteriores y variar de una disciplina a
otra; se considera que A" =0,01 puede ser adecuado para este estudio preliminar,
ya que un valor muy grande para éste inflara de manera desmesurada a la

probabilidad de cometer el error tipo I y en cambio, un valor muy pequefio



conllevard a utilizar pruebas asintéticas solo para tamafios de muestra muy

grandes.

A partir de este criterio de decisiéon se determiné un tamafio de muestra
critico para cada uno de los escenarios considerados en este estudio, entendiéndose

por tamafio de muestra critico a aquel tamafio de muestra N, a partir del cual el A

observado en la simulacién serd menor o igual al A" establecido; y es partir de este
tamano de muestra que pudieran utilizarse métodos asintéticos en vez de métodos

exactos, es decir:

NC:min[ N :ASA*}

d, b, t, h

donde

N,: es el tamafio de muestra critico para la tabla de contingencia de

dimensioén d, tipo de balanceo b y prueba t y configuracion de los vectores de

pardmetros multinomiales /.

d: esla dimensioén de la tabla de contingencia considerada,

2x3, 2x4, 2x5, 3x3, 3x4, 3x5
" 14x3, 4x4, 4x5, 5x3, 5x4, 5x5

para el caso de las tablas de contingencia de dimensiéon RxC simplemente

ordenadas, y



3x3, 3x4, 3x5,4x3, 4x4, 4x5
"~ 15%3, 5x4, 5x5

para el caso de las tablas de contingencia de dimensién RxC doblemente

ordenadas.

b: esla clase de balanceo de los totales marginales de las filas de la tabla de

contingencia considerada,

b = {balanceado, desbalanceado}

t: es la prueba correspondiente aplicada a la tabla de contingencia

considerada,

t {Kruskal-Wallis, Marcas Normales }

Marcas de Savage, Anova con marcas arbitrarias

para el caso de las tablas de contingencia de dimensién RxC simplemente

ordenadas, y

{]onckheere—Terpstra, }

Asociacion lineal-lineal
para el caso de las tablas de contingencia de dimensién RxC doblemente
ordenadas.

h: es la configuracion poblacional de los vectores de pardmetros

multinomiales considerada, mostradas en la tabla 2.



En base a las tablas de contingencia analizadas se recomend6 la pertinencia
de una u otra metodologia segin los tamafios de muestra considerados. Esta
recomendacion se hizo a partir de los tamafios de muestras criticos determinados
por dimensién, configuraciéon poblacional, tipo de prueba aplicada y balanceo en

los totales marginales de las filas.

Finalmente, el autor propone una recomendacién minimax para el uso de
una u otra metodologia de acuerdo a los tamafios de muestra criticos para las
situaciones consideradas en este estudio. Asi, para cada prueba, dimensién y
balanceo de datos, el tamafio de muestra minimo elegido para utilizar pruebas

asintéticas estad dado por:

Esta eleccion de N garantiza que a partir de este tamafio de muestra se
minimax

d, b, t
cumple que A<A” para cualquiera de las configuraciones de los vectores de

pardmetros multinomiales considerados.

Tales hallazgos se presentan en la seccién correspondiente a resultados y

discusion.
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Tabla 3. Totales marginales de las filas de las tablas de contingencia simuladas.

TOTALES MARGINALES DE LAS FILAS DE LAS TABLAS DE CONTINGENCIA

N 2xc 3xc dxc 5xc
Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado

5 3-2 4-1 2-2-1 3-1-1 2-1-1-1 2-1-1-1 1-1-1-1-1 1-1-1-1-1

10 6-4 8-2 3-34 7-2-1 2-3-3-2 5-3-1-1 2-2-2-2-2 4-2-2-1-1

15 8-7 12-3 5-5-5 10-3-2 4-4-4-3 7-5-2-1 3-3-3-3-3 7-4-2-1-1

20 10-10 16-4 7-7-6 14-4-2 5-5-5-5 10-6-3-1 4-4-4-4-4 9-6-3-1-1

25 13-12 20-5 8-8-9 17-5-3 6-6-6-7 12-7-4-2 5-5-5-5-5 11-8-4-1-1

30 15-15 24-6 10-10-10 21-6-3 7-8-8-7 15-9-4-2 6-6-6-6-6 13-9-4-2-2

40 20-20 32-8 13-13-14 28-8-4 10-10-10-10 20-12-6-2 8-8-8-8-8 18-12-6-2-2
50 25-25 40-10 16-17-17 35-10-5 12-13-13-12 25-15-7-3 10-10-10-10-10 23-15-8-2-2
75 38-37 60-15 25-25-25 52-15-8 18-19-19-19 37-23-11-4 15-15-15-15-15 34-22-11-4-4
100 50-50 80-20 33-33-34 70-20-10 25-25-25-25 50-30-15-5 20-20-20-20-20 45-30-15-5-5
250 125-125 200-50 83-83-84 175-50-25 62-63-63-62 125-75-37-13 50-50-50-50-50 113-75-38-12-12
500 250-250 400-100 166-167-167 350-100-50 125-125-125-125 250-150-75-25 100-100-100-100-100 225-150-75-25-25
1000 500-500 800-200 333-333-334 700-200-100 250-250-250-250 500-300-150-50 200-200-200-200-200 450-300-150-50-50

19



5. MARCO TEORICO

El presente capitulo trata de los aspectos teéricos relacionados con las
pruebas de permutaciéon aplicadas a tablas de contingencia de dimensién RxC
simple y doblemente ordenadas. En la secciéon 5.1 se hace una revisién bibliogréfica
de los trabajos previos en pruebas de permutacién especialmente en su aplicaciéon
para datos categorizados; en la seccion 5.2 se discuten aspectos generales sobre
pruebas de permutacion; en la seccion 5.3 se describen las generalidades de las
tablas de contingencia de dimensiéon RxC ; en la seccién 5.4 se estudian las
pruebas de permutaciéon aplicadas a tablas de contingencia de dimensién RxC
simple y doblemente ordenadas; finalmente, en la seccion 5.5 se expone una resefia
histérica sobre los aspectos computacionales relacionados con las pruebas de

permutacién en datos categorizados.
5.1. Antecedentes
5.1.1. Historia y trabajos previos con pruebas de permutacién

Ludbrook y Dudley, (1998); comentan que R. A. Fisher, introdujo en 1935, en

su libro “Experimental Designs” :
e La prueba exacta de Fisher para tablas de contingencia 2x2.

e Prueba de permutacion para diferencia de medias.



Fisher analiz6 los resultados obtenidos por Charles Darwin referentes a la
comparacion de la altura entre plantas de maiz autopolinizadas y con polinizacién
cruzada; para ello se vio en la necesidad de desarrollar a mano las 32768 posibles

permutaciones de los datos y encontré un p-valor exacto dado por:
p-valor exacto: 1726/32768 = 0,05267

donde el numerador corresponde a las 1726 permutaciones cuyo estadistico

de prueba fue tan o més extremo que el observado en los datos originales.

Por otra parte, calculé también el p-valor asintético dado por la distribucién

t de Student, el cual fue:
p-valor t de Student = 0,0497

Fisher concluy6 que el método de permutacion “Constituia una posibilidad
de revision de los métodos (cldsicos) mas expeditos”, por cuanto que la diferencia
entre ambos p-valores no fue muy grande.

Posteriormente perdi6 interés en el tema, quiza tal vez por lo tedioso de los
calculos manuales de los métodos de permutacién, (Ludbrook y Dudley, 1998).

Ludbrook y Dudley, (1998); comentan ademas que Eden y Yates, (1933);

analizaron un experimento agricola conducido bajo un disefio de bloques

aleatorizados con réplicas con el propésito de defender al ANAVAR de las



acusaciones de que este método es muy sensible a desviaciones de los datos de la

normalidad.

Tomaron una muestra aleatoria de 1000 experimentos de (24)8 posibles
arreglos de los datos y concluyeron que la prueba F puede ser aplicada en
distribuciones asimétricas, por cuanto que los p-valores obtenidos por ambos

métodos fueron similares.

Ludbrook y Dudley, (1998); citan que Pitman, (1937); Box y Anderson,
(1955); también empezaron a aplicar pruebas de permutaciéon en diferentes
disciplinas.

Por otra parte, Good, (2000); expone que:

e Enlos afios 50 y principios de los 60, los principales esfuerzos estuvieron
orientados a probar la equivalencia asintética entre las pruebas clasicas y
las pruebas de permutacion. Entre los principales investigadores, Good,
(2000); menciona a: Freeman y Halton, (1951); Kempthorne, (1952);

Cornfield y Tukey, (1956).

e Enlos afios 60 se introdujeron las pruebas no paramétricas de rangos, las
cuales son pruebas de permutacién aplicadas a rangos, Good, (2000); cita
como investigadores mas destacados a: Siegel, (1956); Lehmann, (1963 y

1975); Cox y Kempthorne, (1963); Hayek, (1967).



e Enlos afios 80, 90 y en la actualidad, los esfuerzos estdn orientados hacia
el desarrollo de algoritmos y software que trabajan con pruebas de

permutacion con miras a su aplicacién en diferentes disciplinas.

Romano y Boik, (1990); citados por Ludbrook y Dudley, (1998); afirman que
existen discrepancias entre los resultados de las pruebas clasicas y las pruebas de

permutacién en presencia de varianzas desiguales y muestras pequenias.
5.1.2. Trabajos previos en datos categorizados

Debido a que gran parte de la investigacion llevada a cabo en esta drea del
conocimiento proviene de los trabajos de Alan Agresti, Cyrus Mehta y Nitin Patel,
se considera conveniente dividir esta seccion de acuerdo a los aportes de éstos y

otros investigadores.
5.1.2.1. Alan Agresti y colaboradores

e Su libro de texto “Categorical Data Analysis” constituye una de las bases
teéricas mas solidas para el estudio de datos categorizados porque
contempla numerosos modelos para al analisis de este tipo de datos tanto

por métodos exactos como asintéticos, (Agresti, 2002).

o Agresti y Wackerly, (1977); evaluaron diversas pruebas aplicadas a tablas de
contingencia y crearon un programa computacional escrito en lenguaje

FORTRAN para realizar pruebas exactas condicionadas.



Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); propusieron el método de remuestreo

Monte Carlo para tablas de contingencia.

Agresti, Mehta y Patel, (1990); utilizaron el algoritmo de red de Mehta y

Patel y lo aplicaron a tablas de contingencia con categorias ordenadas.

Agresti, Lang y Mehta, (1993); compararon el comportamiento de varias
pruebas condicionadas en tablas ordenadas y concluyeron que la prueba de
asociacion lineal-lineal es conservadora, pero que este conservacionismo

disminuye con la dimension de la tabla y con el tamafio de la muestra.

5.1.2.2. Cyrus Mehta, Nitin Patel y colaboradores

Mehta y Patel, (1980); desarrollaron el algoritmo de red para calcular p-

valores exactos en pruebas de permutacién aplicadas a datos categorizados.

Mehta y Patel, (1983); aplicaron el algoritmo de red para calcular p-valores
exactos en la prueba de Freeman-Halton para tablas de contingencia de

dimension R xC no ordenadas.

Mehta, Patel, Senchaudhuri y Tsiasis, (1994); Mehta, Patel y Wei, (1988);
aplicaron tal algoritmo de red para calcular p-valores exactos en pruebas de

permutacion aplicadas a ensayos clinicos.

Mehta y Hilton, (1993); compararon la potencia de dos pruebas, una

condicionada y otra no condicionada, para tablas 2x3 y encontraron que la



potencia de ambas es similar e incluso superada por la prueba condicionada
y indicaron que este comportamiento se acenttia con la dimensién de la

tabla.

Mehta y Patel, (1997); revisaron aspectos tedricos de las pruebas de

permutacioén aplicadas a datos categorizados para el enfoque condicionado.
Cyrus Mehta es actualmente presidente de Cytel Software Corporation.

Gajjar, Mehta, Patel y Senchaudhuri son los creadores del software StatXact®,

(Cytel Software, 2001 y 2003).

5.1.2.3. Otros aportes importantes

Gail y Mantel, (1977); desarrollaron una metodologia para calcular el
nimero de tablas de contingencia RxC condicionadas y propusieron

ademads una aproximacién basada en la distribucién normal.

Graubard y Korn, (1987); propusieron criterios para la eleccién de las
marcas adecuadas en tablas de contingencia ordenadas cuando se llevan a

cabo pruebas de independencia.

Baglivo, Oliver y Pagano, (1988); propusieron una metodologia mixta, en
parte exacta y en parte asintética, para calcular p-valores aproximados en

tablas de contingencia.



e Hollander y Wolfe, (1999); son autores del libro de texto “Nonparametric
Statistical Methods”, el cual incluye pruebas de permutacion y constituye una
de las contribuciones mas soélidas para el estudio de la estadistica no
paramétrica, por presentar éste una amplia descripcion de las pruebas no

paramétricas desarrolladas hasta nuestros dias.

e Berger, V. y colaboradores, trabajan principalmente en datos categorizados
ordenados y recomiendan el uso de marcas adecuadas en tales analisis.

(Permutt y Berger, 2000; Ivanova y Berger, 2001).
5.2. Generalidades sobre pruebas de permutacion

Denominadas también pruebas de aleatorizacién exactas, es un método que
consiste en obtener la distribuciéon de todos los rearreglos posibles de las
observaciones para un estadistico dado, sin reemplazamiento, y a partir de esta
distribucién realizar inferencias estadisticas con probabilidades exactas, (Kelly,

1999; Good, 2000).
El método se basa en suponer que bajo la hipétesis nula, la distribucién

subyacente de los datos es la misma para todas las poblaciones consideradas, es

decir, una observacién y, puede provenir de cualquiera de estas poblaciones,

(Good, 2000).



Por lo general, para la mayoria de las pruebas paramétricas cldsicas, se han
desarrollado pruebas alternativas, ya sean no paramétricas o de permutacion,

(Good, 2000).

El procedimiento para llevar a cabo una prueba de permutacién consta de

los siguientes pasos:
e Elegir un estadistico de prueba adecuado.
e Calcular el valor del estadistico de prueba para los datos observados.

e Encontrar todas las permutaciones posibles del experimento, sin
reemplazamiento, y calcular el estadistico de prueba para cada uno de estos

rearreglos.
e Construir la distribuciéon de las permutaciones del estadistico de prueba.

e Comparar el valor observado con la distribucion de las permutaciones y
rechazar la hipétesis nula si el valor observado se ubica hacia los extremos

de la distribucion.
Bajo ciertas condiciones, las pruebas de permutacion son exactas, insesgadas
y tan o mas potentes que su equivalente paramétrica, (Good, 2000).

Una prueba es denominada exacta con respecto a una hipétesis alternativa,
si la probabilidad de ésta de cometer el error tipo I es o ; ademés, se dice que una

prueba es conservadora si el error Tipo I nunca excede «, (Good, 2000).



Se dice que una prueba es insesgada y de nivel «, siempre que su funcién

de potencia S, para el parametro 6 satisface las siguientes condiciones:
(i) B, es conservadora; es decir, S, <« para todo € que satisfaga la hipotesis
nula.
(ii) B, 2a paratodo @ que sea una alternativa de la hipotesis nula, (Lehmann,
1986; Good, 2000).

Lehmann, (1986); propone que una condicién suficiente para que una
prueba de permutacion sea exacta e insesgada es la intercambiabilidad de las

observaciones de la muestra. Las observaciones {X,Y,Z} son intercambiables, si la

probabilidad de algtn resultado conjunto en particular, digamos X+Y +Z=6, es

el mismo sin importar el orden en el cual las observaciones sean consideradas.

Good, (2000); indica que observaciones idéntica e independientemente

distribuidas y muestras sin reemplazo de una poblacién finita son intercambiables.

Berger, (2000); comenta que las pruebas de permutacion preservan la tasa de
error Tipo I a un nivel igual o menor que «, lo cual no necesariamente ocurre con
las aproximaciones asintéticas; sin embargo, no necesariamente constituyen las

pruebas mas potentes disponibles para una situacion dada.

Good, (2000); indica que las pruebas no paramétricas de rangos son

simplemente pruebas de permutacién aplicadas a los rangos de las observaciones



en vez de a los valores originales. Si las observaciones son intercambiables,
entonces las pruebas de rangos resultantes son exactas e insesgadas, aunque,

generalmente, menos potentes que las pruebas de permutacién equivalentes.

Para el caso de las pruebas paramétricas, Good (2000); sefiala que si la
distribucion del estadistico de prueba es correcta, entonces la prueba paramétrica
por lo general es més potente que su correspondiente prueba de permutacién; en
caso contrario, la prueba paramétrica puede ser menos potente y es preferible la

prueba de permutacion.

Para muestras grandes, las pruebas de permutacién usualmente son tan
potentes como la mas potente prueba paramétrica, (Bickel y Van Zwet, 1978);

citados por Good, (2000).

Por lo general, para la mayoria de las pruebas paramétricas clésicas, se han
desarrollado pruebas alternativas, ya sean no paramétricas o de permutacion,
(Good, 2000); sin embargo, para casos particulares, se han desarrollado pruebas
que carecen de equivalente paramétrico, como por ejemplo la prueba Convex Hull.
(Berger, 2000).

La tabla 4 esquematiza los pasos necesarios para la aplicaciéon de pruebas de

hipétesis segtn tres enfoques diferentes: permutacion, rangos y paramétricas; lo



que permiten visualizar que las estructuras de tales pruebas, aunque similares,

varian segun el enfoque, (Good, 2000).

Tabla 4. Cuadro comparativo de los diferentes enfoques inferenciales para probar igualdad

de medias de dos poblaciones.

Rangos (Por ejemplo, = Paramétrico (Por ejemplo,

Permutacion .
Wilcoxon) prueba de t)
Escoger un estadistico de prueba Escoger un estadistico de prueba Escoger un estadistico de prueba
cuya distribuciéon pueda ser
derivada analiticamente
(Por ejemplo, suma de las (Por ejemplo, suma de rangos enla (Por ejemplo, ¢ de Student)
observaciones en la primera primera muestra)
muestra)
Calcular el estadistico Convertir a rangos Calcular el estadistico
Calcular el estadistico
;Son las observaciones ;Son las observaciones ;Son las observaciones
intercambiables? intercambiables? independientes? ;Siguen la
distribucién especificada?
Derivar la distribucién de las Utilizar tabla de la distribucién de  Utilizar la distribucién tabulada
permutaciones de la muestra las permutaciones de los rangos
combinada
Comparar el estadistico con los Comparar el estadistico con los Comparar el estadistico con los
percentiles de la distribucién percentiles de la distribucion percentiles de la distribucién

Fuente: Good, 2000.
5.3. Aspectos generales de las tablas de contingencia

Sean X e Y dos variables categoricas, X con r categorias representadas en
filas e Y con c categorias representadas en columnas. La clasificaciéon de las
observaciones sobre ambas categorias tienen RxC combinaciones posibles. Una

tabla rectangular que tenga r filas y ¢ columnas para las categorias de X e Y,

respectivamente, muestra la distribucion de la respuesta (X,Y) de un elemento



elegido al azar. Cuando las respuestas corresponden a una muestra, a tal tabla se le
denomina tabla de contingencia. Una tabla de contingencia con r filas y ¢
columnas, se denomina tabla de contingencia de dimensiéon RxC o simplemente

tabla de contingencia RxC vy se ilustra en la tabla 5, (Agresti, 2002).

Tabla 5. Tabla de contingencia de dimension RxC para las variables categdricas X e Y .

Respuesta Columnas (Y) Total
Yu Y2 e Yie my,
oS Yo Y e Yo, n,,
E H H
E
yrl yrZ s yrc mr+
TOtal n+1 Tl+2 te n+c

Fuente: Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti, 2002.
Las frecuencias conjuntas Yis i=1,2,..,r;j=1,2,..,¢c,; de la tabla,

representan las RxC posibles respuestas que corresponden a las variables X e Y

medidas sobre una muestra aleatoria de tamafio N .

Las totales marginales resultan de la suma de las frecuencias conjuntas, asi
C r

D NITENED WS
j=1 i=1

Donde las {mH} ;i=1,2, ..., r; constituyen los totales marginales de las

filas; las {m j}; j=1, 2, ..., c; los totales marginales de las columnas de la tabla de



contingencia de dimensién RxC y el subindice “+” indica que la suma ha sido

hecha sobre todos los niveles de la otra variable, (Agresti, 2002).

Sea 7, la probabilidad de que la respuesta (X,Y) ocurra en la fila i y la

columna j. La distribucion de probabilidad de los {ﬂﬁ} constituye la distribucién

conjunta de X e Y, como se muestra en la tabla 6.

Tabla 6. Parametros de la distribucion de probabilidad conjunta bivariada de dimension

RxC de las variables categoricas X e Y .

Respuesta Columnas (Y) Total

711 40! 71c zn

=3

Y Ty Ty Ty, Ty,

7))

S

o]

oy

=
ﬂrl ﬂ-rZ ﬂ.rc ﬂH

Total T4 T, e 1

Fuente: Agresti, 2002.

Las probabilidades marginales resultan de la suma de las probabilidades

conjuntas, de aqui se tiene

=



Donde las {7[,.+} ;1=1, 2, ..., r; constituyen las probabilidades marginales
de las filas; las {m j} ; 7=1,2, ..., c; las probabilidades marginales de las
columnas de la tabla de distribucién bivariada de dimensién RxC , (Agresti, 2002).

5.3.1. Independencia de variables categéricas

Dos variables categoricas X e Y se dicen independientes si sus
probabilidades conjuntas son igual al producto de sus probabilidades marginales,

asi,
Tty =77, ; para i=1,2,..,r;j=1,2, .., ¢

La distribucién de la probabilidad condicional de la j-ésima columna dada

la i-ésima fila esta dada por:
g =7zij/7zi+; ji=1,2, ..., ¢
Asi, cuando X e Y son independientes, se cumple:
Ty =1 |7, = A 7w [ Ay =7, s parai=1, 2, .., r

Asumiendo que X es la variable explicativa o causa e Y la variable
respuesta, se observa que bajo independencia {7[/.‘1 =T, = =1, =7Z'+j} ; para
j=1,2, ..., ¢; es decir, la probabilidad de respuesta de cualquier columna dada

es la misma en cada fila. Bajo este punto de vista, la independencia no es més que

homogeneidad de las distribuciones condicionales, (Agresti, 2002).



5.3.2. Esquemas de muestreo para tablas de contingencia

Agresti, (2000); plantea que existen tres esquemas de muestreo que pueden
representarse adecuadamente mediante el uso de tablas de contingencia: el
muestreo Poisson, el muestreo multinomial y el muestreo de producto de

multinomiales.
5.3.2.1. Muestreo Poisson

Considera a las respuestas Y; como variables aleatorias de Poisson
independientes con pardametros ;. La funcion de probabilidad conjunta para las

respuestas y, viene dada por el producto de RxC funciones de probabilidad de

Poisson, asi se obtiene

5.3.2.2. Muestreo multinomial

Ocurre cuando el total de la muestra N es fijo, pero no lo son los totales

marginales de filas y columnas; asi los posibles totales de filas y columnas y,

poseen distribucién multinomial, en este caso

pr(v=u)-—X {111



5.3.2.3. Muestreo de producto de multinomiales

Cuando la respuesta ocurre separadamente para cada categoria i en las filas
de la variable explicativa X los totales marginales de las filas son fijos, pero no asi

los totales de las columnas. Suponiendo que las m;,, observaciones en Y al nivel i

de X son independientes, cada una con distribucién de probabilidad condicionada

C
{ﬁj‘l, Tinr = ﬁj‘r}. Las frecuencias {yij, =12, ..., c} que satisfacen Zyij =m,,
j=1

tienen distribucién multinomial de la forma

Pr(Y:yi].): Zﬂ”! li[ﬁf‘;f;jzl, 2, ..., ¢

1=
[y, 1)

para cada nivel i de la variable X

Cuando las muestras para diferentes niveles de X son independientes, la
funcién masal de probabilidad conjunta para el conjunto total de datos es el
producto de distribuciones multinomiales dadas por la expresiéon (1) para cada
nivel i de X, este esquema de muestreo es llamado muestreo multinomial
independiente o muestreo producto de multinomiales, cuya distribuciéon de

probabilidad viene dada por la expresion



5.4. Pruebas de permutaciéon aplicadas a tablas de contingencia de dimensién
RxC
Para la aplicacién de las pruebas de permutacién a tablas de contingencia de

dimensién RxC es importante conocer cudl es la naturaleza de las tablas que se
van analizar, puesto que de ésta depende cudl es la prueba mas conveniente a
utilizar. En este sentido, las tablas de contingencia RxC pueden clasificarse en tres
tipos:

i.  Tablas de contingencia no ordenadas.

ii. ~ Tablas de contingencia simplemente ordenadas.

iii. =~ Tablas de contingencia doblemente ordenadas.

Las tablas de contingencia no ordenadas son aquellas en las cuales tanto la
variable causa X representadas por las r filas y la variable respuesta Y
representada por las ¢ columnas, estin medidas en escala nominal; un ejemplo de
tales tablas lo constituye la tabla de contingencia obtenida de relacionar la zona
geogréfica de residencia (central, centro occidental, oriental, sur) con la presencia

de dengue (ninguna, clasico, hemorragico) en Venezuela.



Las tablas simplemente ordenadas son aquellas en las cuales la variable
causa X estd medida en escala nominal y la variable respuesta Y estd medida en
escala al menos ordinal; un ejemplo lo constituye la tabla de contingencia generada

por el estudio de diferentes tratamientos de quimioterapia, llamense T;, T,, T, T,

como variable X y el tiempo de remisién de cierto tipo de tumor (0-2 meses, 2-4

meses, 4-6 meses, sin remision del tumor) como variable respuesta Y .

Las tablas doblemente ordenadas son aquellas en las cuales tanto la variable
causa X como la variable respuesta Y estin medidas en escalas al menos
ordinales; un ejemplo lo constituye la tabla de contingencia generada por el
estudio de diferentes dosis de droga, (100 mg., 200 mg., 300 mg., 400 mg.) como
variable X y el grado de toxicidad en ratas de laboratorio (leve, moderado, severo,

muerte) como variable respuesta Y, (Cytel Software, 2001 y 2003; Good 2000).

Para llevar a cabo pruebas de permutacién en tablas de dimension RxC
simple y doblemente ordenadas, se utilizan pruebas condicionadas, siguiendo el
razonamiento de Mehta y Hilton, (1993); los cuales encuentran que las potencias de
las pruebas condicionadas en tablas de contingencia de dimensién 2x3 es similar e
incluso supera a la potencia de las pruebas no condicionadas, ellos conjeturan que
en la medida en que la dimensién de la tabla aumente, serd méas marcada esta

diferencia favoreciendo a las pruebas condicionadas.



El conjunto de referencia I' es aquel formado por todas las tablas de

contingencia Y, . sujetas a la condicion de que los totales de filas y columnas sean

iguales a los de la tabla de contingencia observada, es decir,

j=1

F:{yrxc : qu :mH’. Zylj :nJr]} para tOdO i,j
i=1
donde m,, y n,; son los totales marginales de fila y columna, respectivamente, de
la tabla de contingencia observada.
Bajo la hipétesis nula de no interaccion entre filas y columnas Ia
probabilidad de observar alguna tabla y eI" esta dada por

Pr(vly en) =T 11175
- Nly,!
la cual es una distribucién hipergeométrica maltiple libre de pardmetros
desconocidos y que permite calcular probabilidades exactas, (Cytel Software, 2001
y 2003; Agresti, 2002).
Agresti, (2002); indica que esta distribucién se mantiene para cualquiera de
los tres esquemas de muestreo utilizados (multinomial, Poisson y producto de

multinomiales) para generar la tabla de contingencia Yy .

En el apéndice 9.1. se muestra la deduccién de esta funciéon de probabilidad

para el caso de muestreo producto de multinomiales.



5.4.1. Medida de discrepancia

Sea D: ' >R una funcién de variable real, tal que D(y) le asigna un
namero real a cada tabla y que pertenezca al conjunto de referencia I', de tal
forma que la tabla y, es al menos tan extrema que la tabla y,; siempre que
D(y,)=D(y,), (Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti y Wackerly; 1977); es decir, la
medida de discrepancia permite ordenar las tablas de contingencia y del conjunto
de referencia I' y en consecuencia identificar a aquellas mas extremas, de tal
manera que puedan probarse hipoétesis estadisticas basadas en tales medidas de
discrepancia.
5.4.2. Pruebas de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de dimension
RxC simplemente ordenadas

Las pruebas que se mostrardn en esta secciéon son aplicables a tablas de
contingencia de dimensiéon RxC en las cuales las categorias en las filas estan
medidas en escala nominal y las categorias de las columnas en escala al menos
ordinal. En su aplicacion mds comun, buscan comparar r tratamientos o
poblaciones donde cada uno de ellos genera una respuesta categdrica al menos
ordinal.

Los datos estan clasificados en c categorias, en las cuales se agrupan las

frecuencias para cada una de las r poblaciones y se disponen en una tabla de



contingencia de dimensién RxC como se mostré en la tabla 5. Las ¢ categorias de

las columnas estan ordenadas pero las r poblaciones de las filas no lo estan.
Supéngase que hay m,, individuos, sujetos o elementos en la poblacién i

donde cada uno de estos genera una respuesta multinomial de tal manera que cae

en alguna de las c categorias ordenadas. Sean las m;,, respuestas de la poblacién i
y sea II,=(7,, 7,, ..., m,) el vector constituido por los parametros

multinomiales de la poblacién i; i=1, 2, ..., r; entonces la hipétesis nula queda

especificada como:

La hipotesis alternativa es que al menos un par de los vectores de
parametros multinomiales presenten componentes o proporciones poblacionales

diferentes. Es necesario hacer notar que aunque H, sea rechazada, las pruebas que

se estudiaran en esta seccion no especifican cuales poblaciones son

estadisticamente diferentes.

Lo que se desea es probar si los r tratamientos o poblaciones presentan
igual respuesta para las c categorias ordenadas o si hay al menos un par de
poblaciones o tratamientos con respuestas diferentes, (Cytel Software, 2001 y 2003).
Estas pruebas son denominadas frecuentemente en la literatura pertinente a la

estadistica no paramétrica como pruebas para r poblaciones independientes



(Siegel y Castellan, 1988); o como pruebas de rangos para varias muestras

independientes, (Conover, 1971).

En esta seccion se estudiaran las pruebas de Kruskal-Wallis, marcas
normales (normal scores), marcas de Savage (Savage scores) y el andlisis de varianza
de una via con marcas arbitrarias (one-way ANOVA with arbitrary scores). Para estas
pruebas las medidas de discrepancia o estadisticos de prueba presentan la

siguiente estructura funcional:

DY)=(5.)* X[ ~E(T)] fm, )

donde
'I; :ijylj
j=1
i:L n+A(w —w)2
N—1 = ] ]
N
W=—) wn,;
N =
y ademas

e w,; son las marcas (scores) de las columnas,

e T es la suma observada de las marcas para todos los elementos o sujetos

pertenecientes a la poblacion i,



e E(T.) eslaesperanza delos T, bajo la hipotesis nula,

e S’ esla varianza muestral de las marcas.

5.4.2.1. Prueba de Kruskal-Wallis

Es la prueba no paramétrica mas popular para comparar r poblaciones no
ordenadas; es una generalizacion de la prueba de suma de rangos de Wilcoxon-
Mann-Whitney para dos muestras independientes. Para la tabla de contingencia

observada, x, el estadistico de prueba de Kruskal-Wallis, denotado por KW (x)
esta dado por

12

N(N+1 [ ,1/( )] g[t,-—mn (N+1)/2]2/m1.+

KW(x)—

donde

lo cual constituye la suma de los rangos medios en la poblacién i, y las

marcas w; para esta prueba estdn dadas por
1 ) .
W, =Ny +Ny+ 41, +E(n+]. +1), para j=1, 2,

y A representa al factor de correccion por la presencia de empates, el cual se

define por



Esta prueba es muy conocida y utilizada, sobre todo cuando no se puede
asumir distribucién alguna para las variables bajo estudio, excepto que provengan
de poblaciones con distribuciones continuas. (Cytel Software, 2001 y 2003;
Hollander y Wolfe, 1999).

Si bien para datos continuos esta prueba llega mostrar hasta una eficiencia
del 98% en relacion al analisis de varianza de una via de clasificacion con datos
homocedasticos, en datos categorizados tal eficiencia no aplica, lo que trae como

consecuencia que existan otras pruebas més adecuadas para tales situaciones,

(Cytel Software, 2003; Permutt y Berger, 2000).
5.4.2.2. Prueba de marcas normales

Es una alternativa a la prueba de Kruskal-Wallis para comparar r
poblaciones no ordenadas y estd basada en los estadisticos de orden de la

distribuciéon normal.
El estadistico observado para esta prueba denotado por NO(x), se calcula

utilizando la expresion (2), pagina 41; donde las marcas vienen dadas por los

estadisticos de orden esperados de la distribucién normal estandar.

Asi, para esta prueba, las marcas de las columnas w; se definen como



1 ! a l j )
w, =— ¢ | ——||;para j=1, 2, ..., C
-y Lzl (N+1 } pared

donde v, =n, +n,+--+n,; j=1,2, ..., c;y @ (a) es el percentil 100a%

Y
de la distribucién normal estandar, (Cytel Software, 2001 y 2003).
5.4.2.3. Prueba de marcas de Savage

Es también una prueba alternativa a la prueba de Kruskal-Wallis para
comparar r poblaciones no ordenadas y esta basada en los estadisticos de orden
de la distribucién exponencial; por ello es la prueba mas adecuada cuando se
tienen razones para suponer que los datos provienen de poblaciones exponenciales.
El estadistico de prueba para la tabla de contingencia observada x denotado por

SA(x) se calcula utilizando la expresion (2), pagina 41; pero considerando las

marcas para las columnas definidas por

1 A 1
w, =— ——||-1;para j=1, 2, ..., c
"on, [;;H;(N—kﬂﬂ para

donde V=N, +N,+ 40 j=1,2, ..., ¢; (Cytel Software, 2001 y 2003).

+j;

5.4.2.4. Anadlisis de varianza de una via con marcas arbitrarias

Las tres pruebas vistas hasta ahora en esta seccién solo se diferencian en la

elecciéon de las marcas de las columnas w ;5 asi, cada una de estas pruebas es una

particularizacion de una familia de pruebas cuyas marcas provienen de un



conjunto W de marcas posibles, esto es una consecuencia de lo general que es la
definicion del estadistico de prueba (2), tal generalidad deja abierta la posibilidad
al investigador de proponer sus propias marcas, las cuales no necesariamente
coincidan con las correspondientes a las pruebas vistas anteriormente. Las pruebas
desarrolladas a partir de este razonamiento se denominan genéricamente andlisis
de varianza de una via con marcas arbitrarias, puesto que las marcas son eleccion

del investigador mismo, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Graubard y Korn, (1987); estudiaron el comportamiento de pruebas para
tablas de contingencia 2xC utilizando diferentes tipos de marcas; especificamente
rangos medios, puntos medios de las categorias y valores arbitrarios igualmente
espaciados; ellos encontraron que el comportamiento de las tres pruebas generadas
por estas marcas fue diferente, reflejandose éste en los p-valores exactos
correspondientes a cada una de ellas. Concluyeron que cuando la tabla de
contingencia es muy desbalanceada; es decir, la distribucién de los totales de
columnas no es muy uniforme, no necesariamente la eleccion de las marcas de
rangos medios genera una prueba adecuada, ellos se inclinaron més bien hacia la
eleccion del punto medio de la categoria como marca mds adecuada; sin embargo,
advierten que es bueno elegir las marcas antes de obtener el p-valor; es decir, no
elegir las marcas que den resultados convenientes al investigador después de

obtenido el p-valor, sino escoger aquellas marcas que reflejen razonablemente el



comportamiento de los datos. Adicionalmente, presentan una tabla donde

muestran las marcas més utilizadas en las pruebas més comunes.

Mas tarde, Permutt y Berger, (2000); revisaron el trabajo de Graubard y
Korn y concluyeron que para el ejemplo desarrollado por éstos, estaban de acuerdo
con la falta de precisién en el analisis llevado a cabo utilizando a los rangos medios
de Wilcoxon-Mann-Whitney como marcas de columnas, pero que sin embargo,
pudieron haber incluido en el estudio a la prueba de marcas de Savage, debido a la
asimetria de la respuesta presente a lo largo de las columnas; comentan ademés,
que dada esta misma asimetria no recomiendan el uso de la prueba de marcas
normales en este estudio. Este punto de vista ratifica lo sugerido por Graubard y
Korn, (1987); en lo concerniente a que las marcas de las columnas deben elegirse
antes de obtener el p-valor correspondiente a la prueba utilizada, y que esta

eleccion debe estar de acuerdo con la naturaleza de los datos.

Para las cuatro pruebas propuestas, el p-valor exacto estd dado por

pzzPr[D(y)ZD(x)]: Z Pr(y|yel“)

D(y)=D(x)
Asintéticamente todas las pruebas vistas en esta seccion convergen a la

distribucién y? con (r—1) grados de libertad y el p-valor asintético esta dado por

Pr=Pr| 104 2D (%)



sin embargo, la tasa de convergencia de alguna prueba depende de la elecciéon de
las marcas de las columnas, en general, la tasa de convergencia serd menor si las

marcas estan desigualmente espaciadas, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Por otra parte, las tablas de contingencia de dimensién 2xC constituyen un

caso particular muy importante, y se pueden dividir en:
e El estudio de dos poblaciones multinomiales ordenadas.
e Elestudio de C poblaciones binomiales.

Si se estudian dos poblaciones multinomiales ordenadas, las pruebas
contempladas en esta seccion les son aplicables sin modificacién alguna, por
cuanto que las categorias de columnas en ambos casos estan ordenadas y no asi las
dos categorias de filas correspondientes a las poblaciones bajo estudio; la
separacion entre ambos métodos presente en la literatura obedece simplemente al
hecho de que la prueba de suma de rangos de Wilcoxon-Mann-Whitney para
tablas de contingencia 2xC es un caso particular de la prueba de Kruskal-Wallis
para tablas de contingencia de dimensiéon RxC y que el analisis de varianza con
marcas arbitrarias para las tablas de contingencia de dimensién RxC en este caso
se denomina simplemente prueba de permutaciéon con marcas arbitrarias; las otras
dos pruebas contempladas, las de marcas normales y marcas de Savage, reciben el

mismo nombre para este tipo de tablas, (Cytel Software, 2001 y 2003).



Para evitar confusiones, en el presente trabajo se llamara prueba de Kruskal-
Wallis indistintamente a la prueba de Kruskal-Wallis propiamente dicha y a la
prueba de Wilcoxon-Mann-Whitney y ANAVAR con marcas arbitrarias a
cualquier prueba de permutacién con marcas asignadas arbitrariamente por el

investigador, sin importar la dimension de la tabla de contingencia considerada.

En el caso de C poblaciones binomiales, las pruebas desarrolladas para este
caso difieren de las estudiadas en esta seccién tanto en el fundamento tedrico como
en los estadisticos de prueba utilizados, razén por la cual no se incluyen en este

estudio, para mayor informacién acerca de estas pruebas, ver Good, (2000); y Cytel

Software, (2001 y 2003).

5.4.3. Pruebas de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de dimension
RxC doblemente ordenadas

Las pruebas que se estudiardn en esta secciéon son aplicables a tablas de
contingencia de dimensiéon RxC en las cuales tanto las categorias de las filas como
las categorias de las columnas estdn ordenadas, es decir, tanto las filas como las

columnas de la tabla de contingencia estin medidas en escala al menos ordinal.

En las secciones anteriores se revisaron aspectos teéricos relacionados con
pruebas que estan disefiadas para tablas de contingencia en las que sélo la variable
respuesta estd ordenada; tal estructura impide el disefio de pruebas de hipétesis

mas especificas, puesto que las pruebas sélo verifican si existe igual respuesta en



poblaciones, pero no se puede estudiar si existe algtn tipo de tendencia ademés de
la homogeneidad de los vectores de probabilidad multinomial de las r filas. El
doble ordenamiento de ambas variables para las tablas de contingencia de esta
seccion permite formular hipétesis en las cuales se estudia si existe algtn tipo de
tendencia entre la variable explicativa X y la variable respuesta Y. Para ilustrar
esto, supongase que cada respuesta cae dentro de una de ¢ categorias ordinales de

acuerdo a una distribucién multinomial. Sea m,, las respuestas de la poblacién i

que caen en las ¢ categorias ordenadas y sea I, =(7;;, 7,, ..., 7, ) el vector de

1

probabilidades multinomiales; i =1, 2, ..., r. Entonces, la hipétesis nula es

Como las filas estan ordenadas, es posible definir una hipétesis alternativa

unilateral de la forma
Hityij2y,227,0 H,: V1SV S S yy
parai=1, 2, ..., r; con al menos una desigualdad estricta en algtin nivel ;.

Las pruebas que se revisaran en esta seccion son la prueba de Jonckheere-

Terpstra y de asociacion lineal-lineal; ambas permiten probar hipétesis unilaterales



del tipo H, o H,, donde para valores positivos grandes se falla a favor de H, y
para valores negativos grandes se falla a favor de H, .

Asi mismo, se puede proponer una hipétesis alternativa bilateral la cual seréd
valida si H, o H, se mantienen.

La hipotesis alternativa H, implica que en la medida que la variable X se
incrementa de i a (i+1) la probabilidad de que la respuesta caiga en la categoria

(j+1) envez de j aumenta; la hipétesis alternativa H, establece lo contrario.

5.4.3.1. Prueba de Jonckheere-Terpstra

La prueba de Jonckheere-Terpstra ordena las tablas en I' de acuerdo al

estadistico de Jonckheere-Terpstra el cual es en realidad la suma de r(r—1)/2

estadisticos de Wilcoxon-Mann-Whitney. Especificamente para la tabla de
contingencia observada x de dimensién RxC , el estadistico de prueba no

normalizado, denotado por ]T(x) , estd dado por

donde los valores w;, son las marcas de Wilcoxon correspondientes a una

tabla de dimension 2xC formada por las filas i y j de la tabla RxC. Asi, para

k=1,2, ..., c



Wy = [(x,.1 + le)+--- +(x,./k71 +X ) + (x,.k +X + 1)/2}
Bajo la hipétesis nula de que las r poblaciones poseen los mismos vectores

1, de probabilidades multinomiales, el estadistico de Jonckheere-Terpstra tiene

como media

eI (X)) 3N -3 |

i=1
y varianza

Var[JT(X)]= {N(N 1)(2N +5) - Zm m,, —1)(2m,, +5)— C n+j(n+j—1)(2n+j+5)}

i=1 j=1

i=1 j=1

+ 36N(N—11)(N—2) [Zr‘,'m (m;, —1)(m;, —2)}[2% (n;=1)(n,, _2)}

r

e U] ]

luego, la forma estandarizada del estadistico de Jonckheere-Terpstra es

_JT(X)-E[JT(X)]
\/Var[ JT(X)]

JT(X) ~

el cual para muestras grandes converge a la distribucién normal estandar,

(Hollander y Wolfe, 1999; Cytel Software, 2001 y 2003)



5.4.3.2. Prueba de asociacion lineal-lineal

La prueba de asociacion lineal-lineal ordena las tablas en I' de acuerdo a los
estadisticos de rangos lineales. Asi, si la tabla observada es x, el estadistico no

estandarizado, denotado por LL(x) viene dado por

LL(X) = Zzuivjyij

i=1 j=1
donde u;; i=1, 2, ..., r; son las marcas arbitrarias para las filas y v,;
j=1, 2, ..., ¢; son las marcas arbitrarias para las columnas. Bajo la hipétesis nula

de no interaccién entre filas y columnas, el estadistico de asociacion lineal-lineal

tiene como media

E[LL(X)]=N" (Z uimi+j[ivj”+fj

i=1

y varianza

i=1

Var[LL<x>]=<N-1>1[§”f2 ’"%EZ’"} HZ%[ZJ ]

luego, la forma estandarizada del estadistico de asociacién lineal-lineal es

_ LL(X)—-E[LL(X)]

Zuat = JVar[LL(X)]




el cual para muestras grandes converge a la distribucién normal estandar,

(Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti, 2002)

Para ambas pruebas, sea Z,, la forma estandarizada del estadistico de
prueba o medida de discrepancia para una tabla de contingencia y eI y sea Z,,,

el valor de la forma estandariza del estadistico de prueba para la tabla de
contingencia observada x . Entonces el p-valor exacto unilateral para ambas

pruebas esta dado por

Pr| Zyy 2 Zpyy | 81 Zpgyy >0

P =

Pr( Zoyy < Zpy | 81 Zpgyy <0

y el p-valor exacto bilateral para ambas pruebas estd dado por

]

Por otra parte, el p-valor asintético unilateral para estas dos pruebas estd

p,=Pr DZD(y)‘ e ‘ZD(X)

dado por
pr=min{®[Z,, |, 1-0[Z,, |}

y el p-valor asintético bilateral para ambas pruebas estd dado por

P, =2p,



Donde (D[ZD(X)] es el valor acumulado de la distribuciéon normal estandar

para el valor estandarizado observado Z, .

Si bien ambos estadisticos convergen a la distribucion normal estandar para
el caso de muestras grandes; en el caso de muestras pequenas no se han llevado a
cabo estudios acerca del comportamiento de la funcién de potencia para estas dos
pruebas, (Cytel Software, 2001 y 2003); asi pues, ambas pueden ser utilizadas
indistintamente para este tipo de tablas, puesto que no hay evidencias para
recomendar una en lugar de otra. Sin embargo, la prueba de asociacién lineal-
lineal pudiera tener cierta ventaja sobre la prueba de Jonckheere-Terpstra, puesto
que aquella permite el uso de marcas arbitrarias elegidas por el investigador y que
no necesariamente coincidan con los rangos de Wilcoxon-Mann-Whitney, asi pues,
las consideraciones hechas en la seccién anterior acerca de la elecciéon de los rangos
para el andlisis de varianza de una via con marcas arbitrarias son validas también
para la prueba de asociacién lineal-lineal, (Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti,

2002).

Agresti, Mehta y Patel, (1990); comentan que atin no se han desarrollado
gufas para la aplicacién de las aproximaciones asintéticas, es decir, no esté claro a
partir de que punto se pueden considerar a la pruebas de permutacién y a su

aproximaciones asintéticas como equivalentes.



Por otra parte, si las marcas de filas y columnas son los datos mismos, la
prueba de asociaciéon lineal-lineal coincide con la prueba de significacion del
coeficiente de correlaciéon lineal de Pearson y si en cambio, las marcas son
reemplazas por los rangos medios de Wilcoxon, la prueba coincide con la prueba
de significacion del coeficiente de correlacion de Spearman, (Mehta y Patel, 1997).
5.5. Aspectos computacionales sobre pruebas de permutacion en tablas de
contingencia

La presente seccion trata los aspectos computacionales para llevar a cabo
pruebas exactas en tablas de contingencia. En la actualidad los algoritmos
desarrollados para tal fin realizan los cédlculos correspondientes a partir de dos

enfoques diferentes:

e Enumeracion completa del conjunto de referencia I' para el calculo del p-
valor exacto.
e Estimacion del p-valor exacto mediante métodos de simulacion.
5.5.1. Enumeracion completa
El método de enumeracion completa halla todas las tablas que presenten los
mismos totales marginales de filas y columnas que la tabla observada; es decir,

aquellas que constituyen el conjunto de referencia I'. A partir de este conjunto se

calcula el p-valor exacto como la suma de todas las probabilidades



hipergeométricas de las tablas presentes en I' cuya medida de discrepancia sea tan

o maés extrema que la de la tabla observada.

En la década de los 70 aparecieron los primeros algoritmos para realizar
pruebas exactas en tablas de contingencia, los cuales fueron escritos en lenguaje
FORTRAN vy bésicamente realizaban la enumeraciéon completa del conjunto de
referencia I para construir la distribuciéon del estadistico de prueba con el fin de

calcular el p-valor exacto.

Los algoritmos desarrollados durante este periodo presentaban como
desventaja el intenso requerimiento computacional necesario para enumerar todo
el conjunto de referencia I' y en consecuencia su uso estaba limitado a tablas de
contingencia de dimensién y tamafios de muestra pequefios, (Thomas, 1971;
Baptista y Pike, 1977). Los investigadores recomendaban frecuentemente calcular
previamente el ntimero total de tablas de contingencia presentes en el conjunto de
referencia I' para verificar si era posible calcular el p-valor por métodos exactos en
vez de utilizar aproximaciones asintéticas, Gail y Mantel, (1977); y Good, (1976);
citados por Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); proponen metodologias para el
célculo exacto y aproximado del ntimero total de tablas del conjunto de referencia

r.

Dado que el tamafio del conjunto de referencia I' crece geométricamente

con la dimensién de la tabla y el tamafio de muestra, (Agresti, 2002; Cytel Software,



2001 y 2003; Michaelides, 1997); el uso de tales algoritmos estuvo sumamente

limitado.

Mehta y Patel, (1980); propusieron esquematizar al conjunto de referencia I’
como una estructura de red, donde todos los posibles caminos dentro de este
reticulo representan a todas las tablas de contingencia cuyos totales marginales de
tilas y columnas son iguales a los de la tabla de contingencia observada. Si bien
inicialmente el algoritmo basado en tal estructura no se aplicé a ningtin estadistico
de prueba; posteriormente, Mehta y Patel, (1983); utilizaron tal estructura y el
algoritmo correspondiente para obtener los p-valores exactos de la prueba de
Freeman-Halton sin tener que calcular el valor de la medida de discrepancia para
todas las tablas posibles, sino solamente para aquellas tan o més extremas que la
correspondiente a la tabla observada, las cuales se utilizan para calcular el p-valor
exacto; por cuanto que en la estructura de red tales tablas se pueden identificar
facilmente; evidentemente, tal innovaciéon redujo considerablemente las
necesidades de memoria y procesamiento por parte del computador y al mismo
tiempo ampli6 el rango de aplicacién de pruebas exactas a tablas de contingencia

tanto de mayores dimensiones como de mayores tamafios de muestra.

Posteriormente tal algoritmo ha sido utilizado para calcular p-valores
exactos en diferentes pruebas y esquemas de tablas de contingencia; entre los que

se pueden citar:



Mehta, Patel y Gray, (1985); utilizaron el algoritmo de red para construir
intervalos de confianza exactos para las odds ratio en tablas de contingencia

de dimensidon 2x2.

e Mehta, Patel y Wei, (1988); calcularon p-valores exactos en ensayos clinicos

basados en el algoritmo de red.

e Agresti, Mehta y Patel, (1990); aplicaron el algoritmo de red para calcular p-

valores exactos en tablas de contingencia con categorias ordenadas.

e Mehta, Patel, Senchaudhuri y Tsiatis, (1994); aplicaron el algoritmo de red

para llevar a cabo pruebas exactas en ensayos clinicos secuenciales.

e Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1998); aplicaron el algoritmo de red para
calcular p-valores exactos en tablas de contingencia 2x2 estratificadas.

e Booth, Capanu y Heigenhauser, (2003); aplicaron el algoritmo de red para

calcular p-valores exactos en tablas de contingencia cuadradas cuasi-

simétricas con el fin de medir el acuerdo entre pares de individuos.

o El software StatXact® utiliza tal algoritmo de red para calcular p-valores

exactos en tablas de contingencia, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Un enfoque alternativo al algoritmo de red fue propuesto por McDonald, De

Roure y Michaelides, (1999); y Michaelides, (1997); cuyo algoritmo enumera las



tablas del conjunto de referencia I' mediante métodos iterativos de la manera

siguiente:
(i) Enumerar todas las tablas de dimension (R-1)xC con marginales fijas,

(i) Enumerar las tablas de dimensién 2xC con marginales fijas y por altimo,
(iii) Enumerar las tablas 2x2 con marginales fijas.

Baglivo, Olivier y Pagano, (1988); desarrollaron un algoritmo basado en un
principio diferente a los citados anteriormente; el cual consiste en descomponer a
la tabla de contingencia observada en dos subtablas. El p-valor de la primera
subtabla se obtiene por métodos exactos y el de la segunda por métodos asintéticos,
a partir de éstos se estima el p-valor de la tabla observada como el producto de los
p-valores de ambas subtablas, de manera que este algoritmo hibrido requiere
menos intensidad de procesamiento computacional, lo cual lo hace més rapido que
los otras metodologias, aunque el p-valor obtenido es una aproximacién. Ellos
muestran que tal enfoque hibrido presenta una potencia similar a la obtenida por

métodos exactos.



5.5.2. Simulacion

Aunque el algoritmo de red de Mehta y Patel ha extendido el rango de
aplicaciéon del calculo del p-valor exacto mediante el método de enumeracién
completa a tablas de mayores dimensiones y muestras mds grandes; atin no es
posible calcularlo cuando el tamafio de la muestra y/o la dimensién de la tabla de
contingencia genera un conjunto de referencia muy grande hasta para las
computadoras més potentes disponibles en la actualidad. Si se sospecha que los
métodos asintéticos no son adecuados para la situacion estudiada y que ademas no
es posible calcular el p-valor por métodos exactos, una alternativa la constituye el
estimar tal p-valor mediante métodos de simulacién y a partir de esta estimacion

construir intervalos para el p-valor exacto con una amplitud y confianza deseada.

Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); propusieron un ensayo de simulacion de
Monte Carlo para tablas de contingencia conocido como Monte Carlo clasico. Este
ensayo selecciona tablas aleatoriamente del conjunto de referencia I' con
probabilidad hipergeométrica mdltiple. Bajo este esquema de simulacién es
suficiente una muestra aleatoria de 17000 tablas de contingencia con el objeto de
construir un intervalo para el p-valor exacto con 99% de confianza y 0,01 unidades
de amplitud. En este ensayo de Monte Carlo la estimaciéon del p-valor exacto se
determina por el cociente entre el niimero de tablas simuladas tan o mas extremas

que la tabla observada y el tamafio de la muestra aleatoria.



Jones, O’'Gorman, Lemke y Woolson, (1989); utilizaron ensayos de Monte
Carlo para estudiar la homogeneidad de K tablas de contingencia de dimensién
2x2; sin embargo, ellos seleccionaron las tablas utilizando distribuciones de
probabilidad diferentes a la hipergeométrica multiple, tales como log-normal,
uniforme, exponencial y distribuciones discretas dicotémicas. Tales ensayos
permitieron comparar diferentes estadisticos de prueba para probar

homogeneidad de razones de probabilidad binomial en tablas estratificadas.

Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1988); propusieron un esquema de muestreo
de Monte Carlo basado en el algoritmo de red, denominado muestreo por
importancia. Este ensayo de simulacién identifica previamente en la red a aquellos
caminos que corresponden a las tablas de contingencia tan o mas extremas que la
tabla observada, constituyendo asi el conjunto de referencia restringido I ;
posteriormente selecciona tablas de este conjunto I segin su importancia para
reducir la varianza del estimador del p-valor exacto. Es decir, este esquema de
muestreo s6lo selecciona tablas en I y garantiza que la varianza del estimador del
p-valor sea mucho menor que la varianza del estimador del ensayo de Monte Carlo
clasico. En los resultados comparativos de la aplicacion del muestreo por
importancia y del ensayo de Monte Carlo clasico sobre distintas pruebas

encuentran que al construir intervalos para el p-valor exacto con una confianza y



amplitud dada, el tamafio de muestra requerido para el muestreo por importancia

es entre 50 y 12000 veces menor que con el ensayo de Monte Carlo clésico.

Mehta, Patel y Senchaudhuri, (2000); basados en un esquema similar al del
muestreo por importancia propusieron un ensayo de Monte Carlo especifico para
la regresion logistica condicionada, el cual basdndose en el algoritmo de red, sélo
selecciona aleatoriamente a aquellas tablas del conjunto de referencia I' que
pertenezcan al conjunto de referencia reducido I', constituido por las tablas de
contingencia que ademds de tener marginales de filas y columnas fijas presenten

las mismas frecuencias conjuntas y,; i=1, 2, ..., r; r =c; en la diagonal principal

de la tabla de contingencia observada; este conjunto de referencia reducido I es
mucho mas pequefio que I', tal como lo muestran McDonald, De Roure y
Michaelides, (1999). Es importante sefialar que este algoritmo, luego de identificar
al conjunto de referencia reducido [, selecciona las tablas de este conjunto con

probabilidad hipergeométrica mualtiple de forma similar al Monte Carlo clésico.

Senchaudhuri, Mehta y Patel, (1995); proposieron otra metodologia de
simulaciéon de Monte Carlo para tablas de contingencia basada en la técnica de
reduccién de varianza de control de variables, obteniendo asi el intervalo de
confianza para el p-valor exacto con més precision que el ensayo de Monte Carlo

clasico para un nimero dado de tablas. El método consiste basicamente, en generar



simultineamente dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas y
correlacionadas para utilizar la informacién de la covarianza de la variable control

o auxiliar y reducir la varianza de la variable simulada, (Szechtman, 2003).

Las tultimas tendencias de simulacién para ensayos de Monte Carlo
consisten en utilizar algoritmos que combinan métodos bayesianos y cadenas de
Markov; basicamente, este ensayo es un proceso iterativo que parte de una
distribucion a priori asumida inicialmente y la cual se actualiza en cada iteracion
hasta que la distribucién muestral converge a la poblacional, (Kelly, 1999; De
Martini y Rapallo, 2002). Smith, Forster y McDonald, (1996); aplicaron estas
metodologias para estimar el p-valor exacto en tablas de dimensién 8x8 orientadas

a medir acuerdo entre las opiniones de parejas casadas.



6. RESULTADOS Y DISCUSION
6.1. Estudio comparativo del comportamiento de las metodologias exactas y
asintéticas sobre tablas de contingencia tomadas de algunos trabajos publicados
en la literatura cientifica internacional

En esta seccion se ilustra la aplicacion de las pruebas de permutacion en
tablas de contingencia de dimensién RxC simple y doblemente ordenadas con su
correspondiente equivalente asintotico, con el objeto de mostrar las diferencias y
similitudes entre ambos enfoques, utilizando para ello algunos ejemplos

publicados en la literatura cientifica internacional.
6.1.1. Tablas de contingencia de dimension RxC simplemente ordenadas

Ejemplo 1: La tabla de contingencia 7 fue construida a partir de los resultados de un
ensayo clinico llevado a cabo por Khatri y colaboradores, (1985); citado por
Bajorski y Petkau, (1999); en el cual, un grupo de pacientes tratados por esclerosis
multiple croénica y progresiva recibieron un tratamiento consistente en una
plasmaféresis y un placebo consistente en una falsa plasmaféresis y fueron tratados
durante 20 semanas. La respuesta se resumi6é en una tabla de contingencia de
dimensién 2x3 simplemente ordenada, donde las filas representan al tratamiento y
al placebo y las columnas presenta el estado de la respuesta de los pacientes segtin

hallan mostrado mejoria o no al final del lapso de estudio.



Tabla 7. Estado de pacientes con esclerosis multiple cronica y progresiva al cabo de 20

semanas de tratamiento.

ESTADO DEL PACIENTE AL FINAL DEL

TRATAMIENTO
Peor Igual Mejor Total
Tratamiento 1 11 14 26
Control 3 | 18 8 29
Total 4 29 22 55

Fuente: Bajorski y Petkau, 1999.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 8.

Tabla 8. Resultados de los p-valores exactos y asintéticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 1.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR

p-valor exacto 0,04461862 0,05757899 0,04740451 0,07402506
p-valor asintético 0,04329079 0,04591694 0,04403713 0,04685513
A 0,00132783 0,01166205 0,00336738 0,02716993

Para la tabla de contingencia 7, con tamafio de muestra moderadamente
pequefio N =55; y totales marginales de filas balanceados, se observa en la tabla 8
que de las cuatro pruebas de significaciéon aplicadas, solamente la prueba de

marcas normales y el ANAVAR con marcas arbitrarias presentaron valores A



superiores al umbral establecido A" =0,01; en cuyo caso se utilizaria para sus
andlisis a las metodologias exactas siguiendo la recomendacién de Berger, (2000);
mencionada anteriormente, la cual establece que si el valor de las diferencias entre
los p-valores exacto y asintético A es inferior al umbral A" se pueden utilizar
métodos asintéticos y en caso contrario métodos exactos. Por otra parte, en las
pruebas de Kruskal-Wallis y marcas de Savage los valores A resultaron menores al
umbral A", lo cual llevaria a basar la decisién en los métodos asintéticos.

Se observa ademads, que en aquellas pruebas en las cuales A es superior al
umbral A"; es decir, en la prueba de marcas normales y el ANAVAR con marcas
arbitrarias, las decisiones tomadas al nivel de significacion o de 5% hubieran sido
diferentes al utilizar métodos exactos en vez de métodos asintéticos; es decir, no se
hubiera podido rechazar la hipdtesis nula de igualdad de los vectores de

parametros multinomiales de las filas I1, , i=1, 2 ; en cambio, se hubiera

rechazado esta hipotesis nula si la decision hubiera estado basada en los métodos
asintoticos. Por otra parte, en aquellas dos pruebas en las que A fue inferior al
umbral A" ; es decir, las pruebas de Kruskal-Wallis y marcas de Savage, las
decisiones tomadas al nivel de significaciéon a de 5% hubieran sido iguales tanto si
se tomara el p-valor exacto como el p-valor asintético; en este caso ambos hubieran

indicado que hay diferencias entre los vectores de pardmetros multinomiales del



tratamiento y el control; es decir, las dos poblaciones trinomiales no son

homogeneas.

Ejemplo 2: La siguiente tabla de contingencia muestra el nimero de pacientes
dados de alta vivos o muertos, de acuerdo a las unidades de volumen de émbolos
presentados en aneurismas adrtico, (Bayly, Matthews, Dobson, Price y Thomas,
2001). Tal estudio provee una tabla de contingencia de dimensién 2x3, como se

presenta en la tabla 9.

Tabla 9. Pacientes dados de alta vivos o muertos, de acuerdo a las unidades de volumen de

émbolos presentados en aneurismas adrtico.

UNIDADES DE VOLUMEN DE EMBOLOS

Bajo Medio Alto Total
De alta muertos 19 24 13 56
De alta vivos 261 319 175 755
Total 280 343 188 811

Fuente: Bayly, Matthews, Dobson, Price y Thomas, 2001.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 10.



Tabla 10. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 2.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR
p-valor exacto 0,96252099 0,97063812 0,97679864 0,96356506
p-valor asintético 0,94494171 0,94724180 0,96766607 0,95945539
A 0,01754928 0,02339632 0,00913257 0,00410967

Para la tabla de contingencia 9, cuyos totales marginales de filas son
fuertemente desbalanceados y con tamafio de muestra grande N =811; se observa
en la tabla 10 que para las pruebas de Kruskal-Wallis y de marcas normales las
diferencias entre los p-valores exactos y asintéticos fueron superiores al umbral A’;
en cuyo caso, siguiendo la recomendaciéon de Berger, (2000); deberian utilizarse
métodos exactos para su andlisis; mientras que en las pruebas de marcas de Savage

y el ANAVAR con marcas arbitrarias, las diferencias entre los p-valores A fueron

inferiores al umbral A’; en este caso se podrian utilizar métodos asintéticos.

También se observa que en las cuatro pruebas aplicadas e
independientemente del método utilizado, los p-valores fueron muy cercanos a 1,
lo que conduce a sospechar que la hipétesis nula de igualdad de los vectores de
parametros multinomiales en las poblaciones de las filas es en realidad cierta al

nivel de significacion a de 5%.



Resulta interesante observar que a pesar de que el tamafio de muestra es tan
grande, N =811; en dos de las pruebas, Kruskal-Wallis y marcas normales, no se
present6 la convergencia deseada de los p-valores asintéticos hacia los p-valores
exactos, ya que las diferencias A observadas fueron superiores al umbral A",
pareciera ser entonces que el fuerte desbalanceo en los totales marginales de las
tilas pudiera estar afectando notablemente la tasa de convergencia de los p-valores

para estas pruebas.

Ejemplo 3: McCullagh, (1980); citado por Nair, (1987); presenta los resultados de un
estudio de la calidad de la visién en el ojo derecho en hombres y mujeres; tales
resultados generaron una tabla de contingencia simplemente ordenada de
dimension 2x4, donde las categorias de las filas representan el sexo de los
individuos considerados en el estudio y las columnas representan la calidad de la

visién, ordenada de forma creciente, tal y como se presenta en la tabla 11.

Tabla 11. Calidad de la vision del ojo derecho en hombres y mujeres.

CALIDAD DE LA VISION EN EL OJO DERECHO

La mas alta » 3 La mas baja Total
1) )
Hombres 32 56 48 64 200
Mujeres 22 66 60 52 200
Total 54 122 108 116 400

Fuente: Nair, 1987.



Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 12.

Tabla 12. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 3.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR
p-valor exacto 0,83472789 0,92936572 0,41392255 0,96123026
p-valor asintético 0,83473516 0,92937596 0,41552019 0,92249355
A 0,00000727 0,00001024 0,00159764 0,03873671

Para tabla de contingencia 11, la cual presenta un tamafio de muestra
grande N =400; y los totales marginales de filas son balanceados, se observa en la
tabla 12 que en las pruebas de Kruskal-Wallis, marcas normales y marcas de
Savage la convergencia de los p-valores asintéticos a los p-valores exactos es casi
exacta; es decir, los valores A encontrados fueron sumamente pequefios y mucho
menores que el umbral A". En cambio, para la prueba del ANAVAR con marcas
arbitrarias se encontré que el valor A fue superior al umbral A*; de hecho, este
valor A es casi cuatro veces mayor que el umbral A”; pudiera pensarse ante esta
situaciéon que ocurre lo que comentan Ivanova y Berger, (2001); en cuanto al uso de
marcas enteras; es decir, cuando las marcas utilizadas son niumeros enteros, ellos

mostraron que las pruebas devenian mas conservadoras y por ende menos



potentes que aquellas pruebas en las cuales las marcas utilizadas no fueran enteras.

Esta situacion pudiera estar afectando la convergencia del p-valor asintético al p-

valor exacto para esta prueba.

Ejemplo 4: La siguiente tabla de contingencia reportada por Edwardes, (1997);

muestra los resultados de un estudio donde se desea verificar si el estilo de vida,

rural o urbano, esta relacionado o no con el crecimiento de tumores pulmonares

durante un periodo de dos meses, tales resultados se muestran en la tabla 13.

Tabla 13. Extension del crecimiento del tumor pulmonar segun el estilo de vida del

paciente.
EXTENSION DEL TUMOR
Indetectable | Pequefio Mediano Grande Extremo Total
Rural 12 5 2 3 2 24
Urbana 16 27 8 13 8 72
Total 28 32 10 16 10 96

Fuente: Edwardes, 1997.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 14.



Tabla 14. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 4.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR
p-valor exacto 0,05707982 0,05751223 0,21367362 0,13648232
p-valor asintético 0,05596531 0,05813933 0,20626713 0,11472647
A 0,00111451 0,00062710 0,00740649 0,02175585

Para la tabla de contingencia 13, cuyo tamafio de muestra puede
considerarse moderado N =96 ; y con totales marginales de las filas
desbalanceados, se observa en la tabla 14 que en tres de las cuatro pruebas de
significaciéon aplicadas, Kruskal-Wallis, marcas normales y marcas de Savage; las
diferencias entre los p-valores exactos y asintéticos A fueron inferiores al umbral
A", lo cual indica que hubo convergencia de los p-valores asint6ticos a los p-valores
exactos y por ende, pudieran utilizarse metodologias asintéticas. En cambio, en el
ANAVAR con marcas arbitrarias, la diferencia A fue mas del doble del umbral A”;
pudiera argumentarse que un fenémeno similar al mostrado en el ANAVAR del
ejemplo anterior también ocurre este caso, debido a que las marcas utilizadas en
esta prueba son enteras y al desbalanceo existente en los totales marginales de las
tilas de la tabla de contingencia, lo cual parece disminuir la tasa de convergencia

en esta prueba.



Por otra parte, si bien en las cuatro pruebas aplicadas la decisién a tomar al
nivel de significacion a de 5% es la misma; es decir, no rechazar la hipétesis nula
de igualdad de los vectores de pardmetros multinomiales entre los estilos de vida
rural y urbano, los p-valores, tanto asintéticos como exactos, variaron mucho de
una prueba a otra; asi, en las pruebas de Kruskal-Wallis y de marcas normales
éstos estuvieron alrededor de 6% mientras que en la prueba de marcas de Savage
estuvieron alrededor de 20% y en el ANAVAR con marcas arbitrarias oscilaron
entre 11 y 13%. Este comportamiento tan dispar mostrado entre las diferentes
pruebas ratifica las observaciones encontradas en la literatura acerca de lo
cuidadoso que debe ser el investigador al escoger la prueba a aplicar en un caso
particular, ya que ésta debe corresponder con los supuestos subyacentes a las
poblaciones bajo estudio, (Cytel Software, 2001 y 2003); ya que dependiendo de la
forma distribucional de la poblaciéon bajo estudio, las pruebas mostraran un

comportamiento diferente.

A pesar de que el tamafio de muestra no es muy grande, N =96 ; se observé
una clara convergencia entre los p-valores exacto y asintético para las pruebas de
Kruskal-Wallis, marcas normales y marcas de Savage. Este comportamiento puede
deberse a la dimensién de la tabla de contingencia, ya que esta consta de cinco

categorias para las columnas, lo cual aumenta considerablemente el tamafio del



conjunto de referencia I' de tablas de contingencia condicionadas y pudiera

acelerar la convergencia de los p-valores asintéticos hacia los p-valores exactos.

Ejemplo 5: Mills y Graubard, (1987); citados por Graubard y Korn, (1987); presentan
los resultados de un estudio sobre el consumo de alcohol por parte de madres
durante los primeros tres meses de embarazo y la presencia de malformaciones
congénitas en los érganos genitales de los recién nacidos; este estudio generé una
tabla de contingencia simplemente ordenada de dimensién 2x5 la cual se presenta

en la tabla 15.

Tabla 15. Malformaciones congénitas en los organos genitales de los recién nacidos segiin

el consumo de alcohol de las madres durante los tres primeros meses de embarazo.

CONSUMO DE ALCOHOL (Promedio de tragos-dia-)

0 <1 1-2 3-5 >6 Total
Malformaciones 17066 14464 788 126 37 32481
ausentes
Matormeons |48 38 5 ! ! -
Total 17114 14502 793 127 38 32574

Fuente: Graubard y Korn, 1987.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 16.



Tabla 16. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 5.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR
p-valor exacto 0,57492965 0,29148829 0,05137758 0,17896779
p-valor asintético 0,55330615 0,28109586 0,05152168 0,17639240
A 0,02162350 0,01039243 0,00014410 0,00257539

Para la tabla de contingencia 15, la cual presenta un tamafio de muestra muy
grande N =32574; y un fuerte desbalanceo en los totales marginales de las filas,
siendo m,, =32481 y m,, =93, para la ausencia y presencia de malformaciones
congénitas en los 6rganos genitales de los recién nacidos, respectivamente; se
observa en la tabla 16, que al contrario de lo que se esperaria para un tamafio de
muestra tan grande, las diferencias A en las pruebas de Kruskal-Wallis y de
marcas normales fueron superiores al umbral A", este comportamiento corrobora
lo encontrado en la literatura acerca de que el desbalanceo afecta la tasa de
convergencia de las pruebas asintéticas hacia las pruebas exactas, (Cytel Software,
2001 y 2003). En cambio, en la prueba de marcas de Savage la diferencia de los p-
valores exacto y asintético A fue inferior al umbral A”; esta clara convergencia
puede deberse al hecho de que la distribucién de los totales marginales de las

columnas es decreciente y pudiera sospecharse que la distribucién subyacente a la



poblacién bajo estudio es similar a la distribucién exponencial negativa; de hecho,
Permutt y Berger, (2000); sefialan que para esta tabla de contingencia; Graubard y
Korn (1987); pudieron haber aplicado la prueba de marcas de Savage en su trabajo
acerca de la eleccion de marcas en tablas de contingencia ordenadas, tal como se
hizo en el presente informe, ya que la distribuciéon marcadamente asimétrica y
decreciente pudiera ajustarse a una distribuciéon exponencial negativa. Tal
similitud con esta distribucién pudiera ser la causa de que la prueba que mostré
mejor convergencia fue precisamente la prueba de marcas de savage, la cual tal
como se afirma en Cytel Software, (2001 y 2003); es la mas adecuada si las

poblaciones bajo estudio presentan distribucién exponencial negativa.

El ANAVAR con marcas arbitrarias, por otra parte, mostr6 una
convergencia ligeramente menor que la prueba de marcas de Savage; de hecho,
Graubard y Korn, (1987); para este ejemplo en particular recomendaron el uso de
marcas enteras igualmente espaciadas en vez de la prueba de Kruskal-Wallis,
debido a que las marcas de Wilcoxon-Mann-Whitney asignan valores muy bajos a
las dos primeras categorias de la tabla de contingencia, que es precisamente donde
se encuentran la mayoria de las observaciones; lo cual no refleja en esencia el
comportamiento de la poblacién subyacente; al contrario del ANAVAR con marcas
arbitrarias que asigna igual peso a todas las categorias de las columnas. Graubard

y Korn, (1987); concluyeron que las marcas de Wilcoxon-Mann-Whitney utilizadas



por la prueba de Kruskal-Wallis no son adecuadas para tablas de contingencia que
presenten un fuerte desbalanceo en los totales marginales de las columnas y se
inclinan hacia el uso de marcas igualmente espaciadas y de rangos medios de las

columnas, en caso de que éstas sean cuantitativas.

Adicionalmente, se observa que los p-valores variaron mucho de una prueba
a otra, siendo muy grandes en la prueba de Kruskal-Wallis y mostrando los
menores valores en la prueba de marcas de Savage; asi, el fuerte desbalanceo
parece afectar el comportamiento de las diferentes pruebas y se ratifica la
observacion de que la prueba a utilizarse deber ser escogida cuidadosamente por
el investigador basdndose en la naturaleza de las poblaciones subyacentes,

(Graubard y Korn, 1987; Cytel Software, 2001 y 2003).

Por dltimo, cabe destacar que este ejemplo es muy citado en la literatura
para ilustrar como la escogencia de las marcas y el desbalanceo de la tabla de
contingencia afectan al comportamiento de pruebas exactas y asintoticas en el
andlisis de datos categorizados; este ejemplo ha sido citado por Graubard y Korn,
(1987); Good, (2000); Permutt y Berger, (2000); Cytel Software, (2001 y 2003); y

Agresti, (2002).

Ejemplo 6: La siguiente tabla de contingencia de dimensién 2x6 presentada por
Vecchia y colaboradores (1986); citada por Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1988);

muestra los resultados de un estudio caso control donde se relaciona el tiempo de



duracion del habito de fumar y la presencia de cancer cervical, las categorias de las
columnas representan el tiempo, en afos, del habito de fumar de las pacientes, los

resultados se presentan en la tabla 17.

Tabla 17. Tiempo de duracion del habito de fumar y presencia de cincer cervical.

DURACION DEL HABITO DE FUMAR (Afios)

Nunca <10 10-19 20-29 30-39 >40 Total
i‘;‘/‘fj:l 155 10 19 25 11 10 230
Control 169 10 21 20 7 3 230
Total 324 20 40 45 18 13 460

Fuente: Mehta, Patel y Senchaudhuri, 1988.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 18.

Tabla 18. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 6.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Kruskal-Wallis Normal Savage ANAVAR

p-valor exacto 0,08446627 0,04932786 0,02482725 0,04170523
p-valor asintético 0,08441490 0,04943424 0,02520458 0,03867031
A 0,00005137 0,00010638 0,00037733 0,00303492

Para la tabla de contingencia 17, la cual presenta un tamafio de muestra

grande N =460; y totales marginales de filas balanceados y seis categorias



ordenadas en las columnas; se observa en la tabla 18 que para todas las pruebas
aplicadas, las diferencias entre los p-valores exactos y asintoticos A fueron bastante
menores que el umbral A”; este comportamiento apoya el comentario encontrado
en Cytel Software, (2001 y 2003); donde se afirma que el tamafio del conjunto de
referencia I’ de las tablas de contingencia condicionadas aumenta
geométricamente con el tamafio de muestra y la dimension de la tabla de
contingencia observada, y que tal conjunto de referencia I' es mas grande en la
medida que la muestra sea mas balanceada; esta caracteristica redunda en una mas
rapida convergencia entre los p-valores asint6ticos y exactos, tal y como se aprecia

en este ejemplo.

Resulta interesante sefialar que si bien los p-valores asintéticos convergen
adecuadamente hacia sus contrapartes exactos, los valores observados de una
prueba a otra fueron muy diferentes; de hecho, en la prueba de Kruskal-Wallis no
puede rechazarse la hipétesis nula de igualdad entre los vectores de pardmetros
multinomiales del tratamiento y el control al nivel de significacion « de 5%; hecho
que si ocurre si la decision se realiza con base a cualquiera de las otras tres pruebas.
Asi, una vez mas, se corrobora la opinién de que debe escogerse cuidadosamente y

segun la naturaleza de los datos qué prueba de significacion aplicar.



6.1.2. Tablas de contingencia de dimensién RxC doblemente ordenadas

Ejemplo 7: La tabla de contingencia 19, de dimensiéon 3x3 fue utilizada como
ejemplo por Agresti y Wackerly, (1977); para ilustrar el comportamiento de las
pruebas de significacion en tablas de contingencia doblemente ordenadas.

Tabla 19. Tabla de contingencia doblemente ordenada utilizada por Agresti y Wackerly

como ejemplo ilustrativo.

Alto Medio Bajo Total
Alto 6 4 2 12
Medio 4 4 4 12
Bajo 2 4 6 12
Total 12 12 12 36

Fuente: Agresti y Wackerly, 1977.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 20.

Tabla 20. Resultados de los p-valores exactos y asintéticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 7.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Jonckheere-Terpstra Asociacién Lineal-Lineal

p-valor exacto 0,05282733 0,06329241
p-valor asintético 0,04871004 0,04860657
A 0,00411729 0,01468584




Para la tabla de contingencia 19, la cual presenta totales de fila balanceados
y tamafio de muestra pequefio, N =36; se observa en la tabla 20 que para ambas
pruebas, la prueba de Jonckheere-Terpstra y la prueba de asociacién lineal-lineal,
las decisiones tomadas al nivel de significacién o de 5% hubieran sido diferentes
seglin se utilizaran métodos exactos o asintéticos; asi, de utilizar métodos exactos,
la decisiéon hubiera sido la de no rechazar la hipétesis nula de cierto grado de
asociaciéon entre las categorias de filas y columnas; y de utilizar métodos
asintéticos se hubiera concluido que existe cierto grado de asociacion entre las

categorias de filas y columnas.

Es interesante notar que si se tomara una decision al nivel de significaciéon
a de 5% considerado los p-valores exactos y asintéticos, las decisiones dentro de
cada prueba serian contrarias segin se utilice una u otra metodologia, siendo el
caso mas notable el de la prueba de Jonckheere-Terpstra; en la cual, donde a pesar
de que pueden utilizarse metodologias asintoticas, la decisién no coincide con la
metodologia exacta, hecho que no deberia ocurrir por cuanto que A es inferior al
umbral A"; ante esta situaciéon Berger, (2000); advierte que al utilizar a A como

regla de decision, el nivel de significacion real de la prueba puede inflarse hasta un

maximo de 100(a + A*)%; es decir, que el nivel de significacion para las decisiones

tomadas al 5% se encontrardn en realidad a un nivel de significacién comprendido



entre 0,05<a<0,06 por cuanto que el umbral utilizado en este estudio es de
A"=0,01.

Por otra parte, es importante sefialar que para la prueba de asociacion lineal-
lineal la diferencia entre el p-valor exacto y el p-valor asintético A fue superior al
umbral A, lo que indica, siguiendo la recomendacién de Berger, (2000); que para
este ejemplo en particular, las decisiones se tomarian con base al p-valor exacto; en
cambio para la prueba de Jonckheere-Terpstra ocurre exactamente lo contrario, ya
que A fue inferior al umbral A" y las decisiones se tomarian con base al p-valor

asintético; sin embargo, tales decisiones serian contrarias en ambas pruebas.

La convergencia més rdpida mostrada por parte de la prueba de Jonckheere-
Terpstra puede deberse a la naturaleza del estadistico de prueba utilizado, el cual

es la suma de los r(r—1)/2 posibles estadisticos de Wilcoxon-Mann-Whitney

generados tomando de dos en dos las r filas de la tabla de contingencia; tal
estadistico de prueba puede generar una distribucién con un mayor namero de
puntos y por ende, menos discreta que la generada por la prueba de asociacion
lineal-lineal, el cual s6lo contempla la suma de los productos de las marcas de filas

y columnas, las cuales en este estudio son ademas, enteras.

Ejemplo 8: La siguiente tabla de contingencia reportada por Agresti, (1990); y citada

por Lang, (1996); muestra el resultado de un estudio donde se clasifico el tipo de



operacién y el grado de trastorno de vaciamiento gastrointestinal (dumping) en
cierto hospital. El tipo de operacién present6é cuatro categorias ordenadas: A:
dumping y vagotomia; B: 25% de corte y vagotomia; C: 50% de corte y vagotomia; D:
75% de corte. La severidad del dumping fue clasificada en tres grados: N: ninguno;

S: ligero, M: moderado. Los resultados se presentan en la tabla 21.

Tabla 21. Severidad de dumping y tipo de operacion realizada.

SEVERIDAD DEL DUMPING
OPERACION N S M Total
A 8 6 3 17
B 12 4 4 20
C 11 6 2 19
D 7 7 4 18
Total 38 23 13 74

Fuente: Lang, 1996.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 22.

Tabla 22. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 8.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Jonckheere-Terpstra Asociacién Lineal-Lineal
p-valor exacto 0,65210143 0,72966162
p-valor asintético 0,64794457 0,69274691
A 0,00415686 0,03691471




Para la tabla de contingencia 21, la cual presenta un tamafio de muestra
moderado, N =74 ; y totales marginales de filas balanceados; se observa en la tabla
22 que para la prueba de Jonckheere-Terpstra la diferencia A entre los p-valores
exacto y asintético fue inferior al umbral A" y que para la prueba de asociacién
lineal-lineal esta diferencia A fue superior al umbral A"; aunque las decisiones
tomadas al nivel de significacion a de 5% hubieran sido iguales segiin estos
resultados, en la prueba de Jonckheere-Terpstra pudiera usarse el p-valor
asint6tico y en la prueba de asociacion lineal-lineal el p-valor exacto. Se observa
ademads que para este tamafio de muestra, la prueba de Jonckheere-Terpstra parece

converger mucho més rapido que la prueba de asociacién lineal-lineal.

Ejemplo 9: El siguiente ejemplo, provisto por Yates, (1948); y citado por Patefield,
(1982); muestra los resultados de un estudio realizado sobre 1019 nifios en el cual
se relacionan las condiciones bajo las cuales se realiza determinada tarea, ordenada
en forma creciente, y la calificaciéon adjudicada por el docente, ordenada en forma

decreciente, los resultados se presentan en la tabla 23.



Tabla 23. Calificacion del docente y condiciones en la que se realizo determinada tarea.

CALIFICACION DEL DOCENTE

CONDICIONES A B C Total
A 141 131 36 308
B 67 66 14 | 147
C 114 143 38 | 295
D 79 72 28 | 179
E 39 _ 35 | 16 | 70
Total 440 447 132 1019

Fuente: Patefield, 1982.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 24.

Tabla 24. Resultados de los p-valores exactos y asintéticos con el A correspondiente para

los datos del ejemplo 9.
PRUEBAS DE SIGNIFICACION
Jonckheere-Terpstra Asociacién Lineal-Lineal
p-valor exacto 0,16945000 0,13010000
p-valor asintético 0,16445076 0,12696289
A 0,00499924 0,00313711

Para la tabla de contingencia 23, la cual presenta un tamafio de muestra
grande, N =1019; y totales de filas moderadamente desbalanceados; se observa en

la tabla 24 que tanto en la prueba de Jonckheere-Terpstra como en la prueba de



asociacion lineal-lineal; los p-valores asintéticos convergen a sus contrapartes
exactos ya que sus diferencias A fueron menores que el umbral A’; este fenémeno
puede deberse simultdneamente tanto al tamafo de la muestra como a la
dimension de la tabla de contingencia, la cual es 5x3; lo que genera un conjunto de
referencia I' de tablas de contingencia condicionadas muy grande y cuyas
distribuciones de probabilidad para ambos estadisticos de prueba presentaran
muchos puntos; es decir, seran poco discretas; esta situacion se evidencié debido a
el hecho de que se tuvieron que estimar los p-valores exactos en ambas pruebas
utilizando el método de ensayos de Monte Carlo, ya que el computador utilizado
no fue capaz de calcular el valor del p-valor exacto; por lo que es natural la

convergencia de los p-valores asintéticos a los p-valores exactos.

En la presente seccion se pudo observar que las conclusiones a las cuales se
llegan en el andlisis de las tablas de contingencia ejemplificadas pueden ser
similares o diferentes para ambas metodologias dependiendo de la situacién
considerada, esto induce a pensar que las conclusiones a las que se han llegado en
muchos trabajos publicados pueden diferir notablemente a las obtenidas utilizando

métodos exactos.



6.2. Estudio del comportamiento de las metodologias exactas y asintdticas a
partir de la simulacién de tablas de contingencia

A partir de los ejemplos discutidos en la seccion previa, se pudo ilustrar que
el comportamiento de las metodologias exactas y asintéticas en tablas de
contingencia dimensiéon RxC simple y doblemente ordenadas depende de los

siguientes factores:
e Tamafio de la muestra.
e Balanceo de la tabla de contingencia.
e Tipo de prueba aplicada.
e Dimension de la tabla de contingencia.
e Eleccién de las marcas de filas y columnas.

Por estas razones se realiz6 la simulacion de tablas de contingencia simple y
doblemente ordenadas con la finalidad de estudiar con mé&s detalle este
comportamiento y asi recomendar el uso de una u otra metodologia en funcién de

los factores anteriores.

Siguiendo la metodologia establecida con la simulacién de las 1404 tablas de
contingencia de dimensiéon RxC simplemente ordenadas y las 936 tablas de
contingencia de dimensiéon RxC doblemente ordenadas, se calcularon los p-

valores exactos, asintéticos y en aquellos casos en los cuales el tiempo de



procesamiento computacional fue superior a 15 minutos, los estimados de los p-
valores exactos mediante ensayos de Monte Carlo. Debido a que estos p-valores
presentaron resultados muy variables entre si; resulté conveniente estudiar el
modulo de la diferencia entre estos p-valores exactos y asintéticos, denotado por A,
para llevar a cabo su comparacion, tal como se plante6 en la secciéon de materiales
y métodos. Estas diferencias A originaron un total de 108 tablas de resultados con
sus respectivos graficos para las tablas de contingencia de dimensién RxC

simplemente ordenadas y 72 tablas de resultados con sus respectivos graficos para
las tablas de contingencia de dimensién RxC doblemente ordenadas, presentes en
forma digital en el CD correspondiente al anexo 2; tales graficos muestran las
tendencias entre las diferencias de los p-valores y constituyen una forma de
apreciar la convergencia de los p-valores asintéticos a los exactos para cada una de
las pruebas aplicadas y en cada situacién considerada. Con fines ilustrativos, la
figura 1 muestra uno de tales gréficos correspondiente a las pruebas de hipétesis
aplicadas sobre tablas de contingencia de dimensién RxC simplemente ordenadas,

ya que resultaria impractico presentar todos los graficos en esta seccién.
En la figura 1 puede observarse que para este caso en particular todos los p-
valores asintéticos convergieron a sus contrapartes exactos; es decir, sus

diferencias A fueron inferiores al umbral A" pero tal convergencia fue alcanzada

para tamafios de muestra diferentes; para las pruebas de Kruskal-Wallis y marcas



normales esto se logré para N=100; en la prueba de marcas de Savage el
comportamiento entre ambos p-valores fue equivalente a partir de N =250 y el
ANAVAR con marcas arbitrarias alcanz6 la convergencia a partir de N =500, lo
cual muestra que la eleccion de las marcas de las filas en la tabla de contingencia

afecta a la tasa de convergencia entre los p-valores exactos y asintéticos.

B Kruskal-Wallis
B Normal

B Savage
OANAVAR

Tamaio de muestra

Figura 1. Valores de la medida de similitud A segiin el tamario de muestra para las
pruebas consideradas en tablas de contingencia de dimension 3%3 simplemente ordenadas

desbalanceadas y vectores de probabilidades multinomiales simétricos.

A partir de cada una de estas tablas y sus respectivos gréficos, se

determinaron los tamafios de muestras criticos; es decir, aquellos tamafios de

muestra minimos {N.} para los cuales el médulo de la diferencia de los p-valores

exactos y asintoticos hayan sido menores que el umbral establecido A" =0,01.



Tales tamafios de muestra criticos permiten observar la tendencia de la
convergencia de los p-valores exactos a los asintoticos segun los diferentes
esquemas poblacionales mostrados. Estos se presentan en las tablas 25, 26, 27 y 28
para las pruebas aplicadas en tablas de contingencia de dimensiéon RxC
simplemente ordenadas al final de la secciéon 6.2.1 y en las tablas 29 y 30 para las
pruebas aplicadas en tablas de contingencia de dimensiéon RxC doblemente
ordenadas al final de la seccién 6.2.2.
6.2.1. Simulacion en tablas de contingencia de dimension RxC simplemente
ordenadas

En el caso de las pruebas aplicadas en tablas de contingencia de dimension
RxC simplemente ordenadas, en las tablas 25, 26, 27 y 28 la tendencia observada
es que el tamafio de muestra critico observado disminuye a medida que la
dimension de la tabla de contingencia aumenta, independientemente de la prueba
aplicada o el vector de parametros multinomiales considerado; adicionalmente, se
observd que cuando la hipétesis nula es falsa o la poblaciéon es uniforme, los

tamafios de muestra criticos {N.} tienden a ser menores que los observados en las

poblaciones simétrica o decreciente; este comportamiento pudiera explicarse con

base a dos posibles razones:



En el caso de poblaciones con esquema de vectores de pardmetros
multinomiales uniformes, la distribucién de probabilidad de los estadisticos
de las pruebas aplicadas presentan més puntos que las correspondientes a
las estructuras poblacionales simétrica y decreciente; debido a que el
conjunto de referencia I' de tablas de contingencia condicionadas es por
definicién mucho mas grande en las poblaciones uniformes, lo cual permite
la convergencia mas rapida de los p-valores asint6ticos a los exactos en tales

poblaciones.

Cuando la hipétesis nula es falsa, las tablas de contingencia consideradas
para el célculo del p-valor exacto pertenecientes al conjunto de referencia
reducido I'" tenderan a presentar medidas de discrepancia D(y) cada vez
mas cercanas al valor critico d, (y)=min{d(y):Pr[D(y)2d(y)]<a} y por
ende, los p-valores correspondientes a las tablas de contingencia observadas
tenderdn a presentar valores cercanos al nivel de significaciéon «; y en la
medida que el estadistico de prueba observado D(x) presente valores cada
vez mayores, los p-valores exactos y asintéticos tenderdn a ser pequefios y a

su vez menores que el valor del nivel de significaciéon « ; bajo tal escenario,

puede esperarse que las diferencias A entre ambos p-valores sera bastante



pequeha y que se superard el umbral A para tamafios de muestra

relativamente menores que en las otras configuraciones poblacionales.

Las prueba de Kruskal-Wallis, marcas normales y marcas de Savage
mostraron un comportamiento similar, mientras que el ANAVAR con marcas
arbitrarias mostr6 un comportamiento diferente a las anteriores, ya que en esta
ultima prueba se presentaron dificultades para encontrar convergencia entre
ambos p-valores, ratificando asi los argumentos expuestos por Graubard y Korn,
(1987); Permutt y Berger, (2000); e Ivanova y Berger, (2001); en que se debe ser muy
prudente en la eleccién de marcas y que por lo general, las marcas enteras tienden
a originar estadisticos con distribuciones de probabilidad mas discretas que las de
aquellos estadisticos cuyas marcas estén basadas en ntimeros reales y racionales.

Esto pudiera explicarse observando la naturaleza del estadistico de prueba
D(y)=(.)" [T, ~E(T)] /m.
el cual depende de las cantidades
T, = ]Z:,wjy ij

donde se observa que si las marcas w; no son enteras, el estadistico presentara una

distribucién menos discreta que en el caso de que si lo fueran, lo que permite la

convergencia mucho mas rapida en el caso de las pruebas de Kruskal-Wallis,



marcas normales y marcas de Savage y mds lenta en el caso del ANAVAR con
marcas arbitrarias. Por otra parte, como en este estudio el ANAVAR presenta
marcas lineales y enteras, la distribuciéon del estadistico tendera a presentar
muchos menos puntos que en las otras tres pruebas aplicadas, lo que pudiera
originar que en esta prueba, los p-valores converjan mas lentamente que en los

otros casos.

En general, para todas las pruebas y dimensiones consideradas en las tablas
simplemente ordenadas, los tamafios de muestra criticos tienden a ser menores en
las tablas de contingencia balanceadas mas que en las desbalanceadas, ver tablas 25,
26, 27 y 28; lo que pudiera deberse a que las tablas balanceadas presentan un
conjunto de referencia I' mas grande que en caso de las tablas desbalanceadas, y
esta caracteristica origina distribuciones menos discretas para los estadisticos de
prueba en el caso de las tablas balanceadas, lo que hace que la convergencia de los
p-valores exactos y asint6ticos sea més rapida en el caso de las tablas balanceadas

que en las desbalanceadas.
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Tabla 25. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A" =0,01 en la prueba de Kruskal-Wallis para tablas de

contingencia simplemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta Ha Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 > 1000 250 500 1000 1000 > 1000 500 250
2x4 40 40 50 250 100 250 75 75
2x5 50 50 75 40 50 100 75 100
3x3 75 75 100 75 250 100 100 50
3x4 25 40 40 30 75 75 100 40
3%5 30 40 50 40 75 75 100 75
4x3 25 250 30 50 75 50 40 250
4x4 50 30 50 30 75 75 100 75
4x5 30 75 40 40 50 100 100 75
5%3 40 75 75 40 100 75 250 100
5x4 20 40 30 40 50 75 250 50
5%5 40 75 40 30 100 100 100 50
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Tabla 26. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A" =0,01 en la prueba de marcas normales para tablas

de contingencia simplemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta Ha Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 > 1000 250 500 1000 1000 > 1000 500 > 1000
2x4 75 250 100 75 75 100 250 100
2x5 50 75 40 100 75 50 250 40
3x3 250 75 100 75 250 100 250 50
3x4 40 75 40 40 75 75 100 40
3%5 25 40 25 50 75 30 40 50
4x3 75 250 25 50 75 50 40 250
4x4 50 25 40 30 75 75 75 75
4x5 50 75 40 30 50 75 100 75
5%3 30 75 75 40 100 75 250 75
5x4 30 40 40 40 50 75 250 50
5%5 75 75 40 30 250 100 100 250
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Tabla 27. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A" =0,01 en la prueba de marcas de Savage para tablas

de contingencia simplemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta Ha Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 250 100 500 250 100 250 500 100
2x4 40 75 50 40 100 75 500 75
2x5 40 40 50 40 40 100 100 40
3x3 75 75 50 40 250 250 100 100
3x4 30 50 50 40 75 75 75 40
3%5 10 40 75 75 75 75 250 100
4x3 40 250 40 40 50 50 250 250
4x4 50 50 100 30 250 75 250 75
4x5 50 50 75 50 75 250 75 250
5%3 40 75 75 30 100 250 100 100
5x4 40 75 100 50 50 40 25 75
5%5 75 40 250 75 100 30 250 250
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Tabla 28. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A =0,01 en el andlisis de varianza de una via con

marcas arbitrarias para tablas de contingencia simplemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta Ha Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente

2x3 > 1000 250 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000
2x4 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 1000 > 1000 1000
2x5 > 1000 1000 1000 > 1000 1000 500 > 1000 > 1000
3x3 250 500 100 75 500 500 250 250
3x4 100 100 100 30 500 250 250 40
3%5 100 40 250 50 100 50 50 75
4x3 250 250 40 50 250 50 100 250
4x4 50 40 100 30 75 75 250 75
4x5 30 250 75 50 50 30 100 250
5%3 250 100 100 40 100 250 250 75
5x4 50 75 100 40 50 75 30 50
5%5 250 250 250 40 100 50 250 250
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6.2.2. Simulaciéon en tablas de contingencia de dimension RxC doblemente
ordenadas

En relacion a las tablas de contingencia doblemente ordenadas, para el caso
de la prueba de Jonckheere-Terpstra, el comportamiento fue similar tanto en las
tablas de contingencia balanceadas como en las desbalanceadas e incluso si la
hipétesis nula es cierta o falsa, ver tablas 29 y 30; este comportamiento homogéneo
pudiera deberse a la naturaleza misma de la prueba, puesto que la medida de

discrepancia en esta prueba corresponde a la suma de los r(r—1)/2 posibles

estadisticos de Wilcoxon-Mann-Whitney, tomados a partir de las r categorias de
tilas de la tabla de contingencia. Por supuesto, tal estadistico presentara una
distribucién de probabilidad con muchos puntos, lo que conduce a que la
convergencia del p-valor asintético al exacto se alcanza de manera muy réapida.
Cabe destacar que esta prueba fue la que tomé mas tiempo de procesamiento

computacional en relacion a todas las demas.

En el caso de la prueba de asociacién lineal ocurrié algo similar, pero mucho
mas marcado que en el ANAVAR con marcas arbitrarias; la convergencia resulté
erratica para todas las estructuras poblacionales, excepto cuando la hipétesis nula
es falsa, ver tablas 29 y 30; este comportamiento erratico pudiera deberse a que se

simul6 una sola tabla para cada escenario considerado.



Los tamafios de muestra criticos, en general resultaron mayores en
comparacion con la prueba de Jonckheere-Terpstra, lo que evidencia la falta de
convergencia de los p-valores asint6ticos a los exactos en la prueba de asociaciéon

lineal-lineal.

Pareciera que la conjetura y la recomendacién de Permutt y Berger, (2000); e
Ivanova y Berger, (2001); referente a la elecciéon de marcas no enteras también es
valida en tablas de contingencia doblemente ordenadas, por cuanto que la
distribucion del estadistico de la prueba de asociacion lineal-lineal, el cual presenta
marcas enteras en las categorias de filas y columnas, presenta mucho menos
puntos que la correspondiente a la prueba de Jonckheere-Terpstra, lo cual hace que

la convergencia sea mas lenta en el primer caso.
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Tabla 29. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A" =0,01 en la prueba de Jonckheere-Terpstra para

tablas de contingencia doblemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta H, Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
3x3 100 40 50 75 250 75 40 50
3x4 75 30 40 15 30 75 40 30
3x5 40 30 25 30 40 40 40 50
4x3 40 250 40 25 30 40 40 30
4x4 30 30 40 25 40 30 40 40
4x5 30 30 40 40 30 20 30 30
5x3 25 250 30 30 40 40 30 40
5x4 40 40 40 25 30 40 20 30
5%5 25 25 40 30 40 30 40 40
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Tabla 30. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A" =0,01 en la prueba de asociacion lineal-lineal para

tablas de contingencia doblemente ordenadas.

Balanceadas Desbalanceadas
H, Cierta Ha Falsa H, Cierta Ha Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
3x3 > 1000 500 100 250 1000 1000 1000 250
3x4 500 100 > 1000 75 500 1000 1000 50
3x5 > 1000 500 1000 50 250 1000 1000 500
4x3 500 1000 500 75 500 > 1000 500 1000
4x4 250 > 1000 1000 50 250 1000 1000 1000
4x5 1000 500 1000 250 250 1000 > 1000 250
5x3 > 1000 500 > 1000 30 100 500 1000 250
5x4 500 1000 > 1000 75 250 500 > 1000 75
5%5 1000 1000 500 75 100 250 250 250
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6.2.3. Tamaiios de muestra minimax

A partir de todos los resultados anteriores, se tomé una decision minimax
para recomendar el uso de una metodologia u otra en funcién del tamafio de la
muestra y segtin la dimensién de la tabla de contingencia con su correspondiente
balanceo y para cada una de las pruebas. Tales resultados se presentan en la tabla
31 para las pruebas aplicadas en tablas de contingencia de dimensiéon RxC
simplemente ordenadas y en la tabla 32 para las pruebas aplicadas en tablas de

contingencia de dimensién RxC doblemente ordenadas.

A partir de los resultados mostrados en las tablas 31 y 32; se evidencia de
forma mucho mas clara que la tasa de convergencia es mas lenta en las tablas
desbalanceadas en relaciéon a las tablas balanceadas tanto para las tablas de
contingencia simplemente ordenadas como para las tablas de contingencia
doblemente ordenadas; y como se dijo anteriormente, el tamafio de muestra critico
tiende a disminuir con la dimensién de la tabla de contingencia; estos resultados
ofrecen una sugerencia con referencia a partir de cudl tamafio de muestra se
pueden utilizar pruebas asintéticas en vez de pruebas exactas para el umbral A’

considerado en este trabajo.

Particularmente, en el caso de la prueba de Jonckheere-Terpstra para las
tablas de contingencia doblemente ordenadas, la convergencia observada de los p-
valores asintéticos a los exactos fue muy rapida, lo que permite utilizar
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metodologias asintoticas para tamafios de muestra menores en comparacién con

otras pruebas consideradas en este estudio.

En el caso de la prueba de asociacion lineal-lineal, considerando las marcas
utilizadas en este estudio, pudiera ser prudente utilizar solamente pruebas exactas

ya que los tamafios de muestra minimax resultaron ser muy grandes.

Si bien este estudio es preliminar y exploratorio y estd basado en una
simulacién limitada, debido principalmente a lo exigente del tiempo de
procesamiento computacional por parte de las pruebas exactas, los resultados
obtenidos permiten establecer un punto de partida para realizar estudios mas
detallados en cuanto a la convergencia de los métodos asintéticos a los métodos

exactos en tablas de contingencia ordenadas.
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Tabla 31. Tamarios de muestra minimax observados con el umbral A" =0,01 para las pruebas consideradas en tablas de

contingencia de dimension RxC simplemente ordenadas.

Kruskal-Wallis Marcas normales Marcas de Savage ANAVAR
Dimensi6n N tablas N tablas N tablas N tablas N tablas N tablas N tablas N tablas
balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas
2x3 > 1000 > 1000 > 1000 > 1000 500 500 > 1000 > 1000
2x4 250 250 250 250 75 500 > 1000 > 1000
2x5 75 100 100 250 50 100 > 1000 > 1000
3x3 100 250 250 250 75 250 500 500
3x4 40 100 75 100 50 75 100 500
3x5 50 100 50 75 75 250 250 100
4x3 250 250 250 250 250 250 250 250
4x4 50 100 50 75 100 250 100 250
4x5 75 100 75 100 75 250 250 250
5x3 75 250 75 250 75 250 250 250
5x4 40 250 40 250 100 75 100 75
5x5 75 100 75 250 250 250 250 250
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contingencia de dimension RxC doblemente ordenadas.

Tabla 32. Tamarios de muestra minimax observados con el umbral A" =0,01 para las pruebas consideradas en tablas de

Prueba de Jonckheere-Terpstra

Prueba de asociacidn lineal-lineal

Dimension N tablas N tablas N tablas N tablas
balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas
3%x3 100 250 > 1000 1000
3x4 75 75 > 1000 1000
3x5 40 50 > 1000 1000
4x3 250 40 1000 > 1000
4x4 40 40 > 1000 1000
4x5 40 30 1000 > 1000
5x3 250 40 > 1000 1000
5x4 40 40 > 1000 > 1000
5x5 40 40 1000 250
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

e El comportamiento de las metodologias exacta y asintética y por ende, su
eleccién, depende del tamafo de muestra, dimension y balanceo de la tabla
de contingencia, prueba aplicada y de las marcas utilizadas, tal como se

evidenci6 en los ejemplos encontrados en la literatura internacional.

¢ El tamafio de muestra critico tendi6 a disminuir con la dimensién de la tabla
de contingencia independientemente de la prueba y de la estructura
poblacional utilizada, excepto en la prueba de asociacién lineal-lineal para

tablas de contingencia doblemente ordenadas.

e El tamafio de muestra critico en las tablas de contingencia simplemente
ordenadas tendi6 a ser mayor en el ANAVAR con marcas arbitrarias debido

posiblemente al uso de marcas enteras.

e En el caso de la prueba de asociacion lineal-lineal para tablas de
contingencia doblemente ordenadas, el tamafio de muestra critico tendi6 a

ser mayor en comparacion a la prueba de Jonckheere-Terpstra.

e En general, para todos los casos estudiados se encontré que los p-valores
exactos y asintéticos presentaron diferencias notables para tamafios de

muestras pequefios; sin embargo, empezaron a converger a partir de cierto
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tamafio de muestra critico, variando este tltimo segtn la dimensién, prueba

o balanceo de la tabla.

La convergencia observada fue mas rapida en tablas de contingencia
balanceadas que en tablas de contingencia desbalanceadas, excepto en las
pruebas para tablas de contingencia doblemente ordenadas, donde la
convergencia observada fue similar en ambos casos e incluso, ligeramente

mas rapida en tablas de contingencia desbalanceadas.

Si bien este es un estudio preliminar, puede recomendarse el uso de
métodos asintéticos a partir de los tamafios de muestra minimax obtenidos

anteriormente y usar métodos exactos para tamafios de muestra menores.

Realizar estudios de simulacién con un namero mayor de tablas de

contingencia simuladas al considerado en este estudio.

Considerar el estudio del comportamiento de los p-valores exacto y
asintotico para diferentes valores del umbral A",
Considerar esquemas de desbalanceo mucho mas marcados para las tablas

de contingencia, ya que esto pudiera afectar considerablemente la tasa de

convergencia de los p-valores asintéticos a los exactos.

Considerar otros esquemas de marcas arbitrarias diferentes de las lineales

para el ANAVAR con marcas arbitrarias en tablas de contingencia
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simplemente ordenadas, y en la prueba de asociacion lineal-lineal en tablas

de contingencia doblemente ordenadas.

Llevar a cabo estudios de potencia para las pruebas aplicadas en tablas de
contingencia considerando marcas arbitrarias diferentes a las de Wilcoxon-

Mann-Whitney, Normales y de Savage.

Mientras la capacidad de procesamiento del computador lo permita, pueden
usarse pruebas exactas, o en su defecto, puede obtenerse un estimado del p-

valor exacto mediante el método de simulacion de Monte Carlo.

En tablas de contingencia doblemente ordenadas, es preferible aplicar la
prueba de Jonckheere-Terpstra, dado que la convergencia de los p-valores
asintéticos a los exactos fue mds rapida en esta prueba que la prueba de

asociacion lineal-lineal.

Debido al frecuente uso de analisis de datos categorizados en la
investigacion en ciencias médicas, bioldgicas y sociales, y como el Postgrado
de Estadistica de la Facultad de Agronomia de la Universidad Central de
Venezuela incluye la especializacion en Estadistica Médica, resultaria
conveniente la implementacién de un curso que contemple la aplicacion y el
analisis de datos categorizados como un aporte importante en la formacion

de cuarto nivel para un especialista en el area de la estadistica médica.
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8. APENDICE

8.1. Deducciéon de la distribucion de probabilidad exacta para pruebas de
permutacién condicionadas en tablas de contingencia de dimension RxC segin
el esquema de muestreo de producto de poblaciones multinomiales

independientes
Dada la siguiente tabla de contingencia RxC de la tabla 33:

Tabla 33. Tabla de contingencia de dimension RxC .

Columnas
1 2 e c Total
1 Y Y12 Yac my,
E 2 Yn Y . Yor m,,
(S
r Yn Yo Yre re
Total n, n, e n,,

La distribucién de probabilidad de algin arreglo en una tabla de

contingencia RxC de los {yij} puede considerarse multinomial con pardmetros N

y {7[1.].} ,i=1, ..., r, j=1, ..., ¢, dado que los totales de las filas se consideran fijos,

pero no el total de las columnas, es decir, tal distribucién queda:

N!
Y lyp ey, !

Y1 Y12 Yre
72.11 77'-12 . ﬂ-rc H H ﬂ-
HH vy

i

109



Esta distribuciéon se ilustra en el caso de una tabla de contingencia de

dimension 2x2 en la tabla 34.

Tabla 34. Tabla de contingencia observada de dimension 2x2.

Columnas
1 2 Total
@ 1 7 12 19
iz 2 5 1 6
Total 12 13 25

La probabilidad de tal arreglo es:

25!
mﬂfﬂgﬂfﬂi

En muchas situaciones, en cambio, para la obtenciéon de la distribucién de
algtn arreglo en una tabla de contingencia RxC de las frecuencias conjuntas { yi].} ,

se considera que la variable respuesta, representada por las columnas, depende de
r variables multinomiales independientes representadas por las filas, es decir, la

distribucién de la variable respuesta j estda condicionada al hecho de que la
variable causa toma el valor i. Considerando los totales de fila m,, fijos, la

distribucién de la variable respuesta para cada valor i de la variable causa es

multinomial con parametros N y {ﬁj‘i}, i=1, ..., r,j=1, ..., c, es decir,
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Yij

o
ﬁnﬂji » con Z%j =m,
it j
j

Para la derivacion de la distribucién exacta condicional de un arreglo de las

{ yij} en alguna tabla de contingencia, se debe considerar:

e Los totales de filas {m,, } se consideran fijos.

e Se suponen que las filas estan constituidas por r variables multinomiales

independientes con parametros m,, y {7[],‘ } .

e Bajo la hipétesis nula de independencia, se cumple:

T

jl2
Ya que, bajo independencia se cumple:

Tip = ﬂ-lj/ﬂ-h =7Z'1+”+j/”1+ =7
Zia :7[2]‘/”2+ :772+77+j/772+ =7

ﬂj‘r :ﬂ-rj/ﬂ’.ﬂ :ﬂr+ﬂ-+j/ﬂ-r+ = 7T+j

Como se supone que las r filas son multinomiales independientes con

parametros m,, y {7[

j‘i} , cada una de ellas tiene distribucion

m.. ! )
i+ yl] . 7 —
—y 'l Iﬂj‘i ;i=1, ..., r

/)
]
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I1

i

las r filas depende de {m j} y {n+ j}. Para eliminar los pardmetros desconocidos

+j

entonces, los totales de columnas {n+j} tendran distribucién multinomial con

Y la probabilidad conjunta para las r filas viene dada por:

j i j

m, ! i my, ! ... m,,! il
H%,‘!H i H]/zj!H jl2 Hyrj!H jlr
j j j

Lo cual queda

i

LTSS ! i
H Hyi]’ |H jli
]

El cual, bajo hipétesis nula de independencia se puede escribir como:

mt o Al

Se observa pues, que la distribucién multinomial conjunta del producto de

} se condicionan los totales de las columnas que presenten tamafio fijo,

parametros {m j} y {nﬂ,} ; es decir:

N! 0
[T+
n,.! !

i
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La distribucion de probabilidad conjunta de {yij} y de {n+ j} es idéntica la

distribucién de los {yij} , dado que los {yij} determinan a los {n }; asi la

+j
distribucion condicional dado los totales de filas y columnas fijos, es el cociente de

ambas distribuciones, es decir:

[Tm.! n
i T +j

HHyi].!H I I_Irn,.+ !Hnﬂ.!
i i

— ]
I n, NI y,!
Hnﬁ!];[ﬂ.ﬂ HH ]
j

La dltima distribuciéon no depende de los parametros desconocidos {m j} y

permite calcular probabilidades exactas, (Agresti, 2002).
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Anexo 1. Comandos para generar muestras multinomiales independientes utilizando el
software Dataplot® version 11/2002.

let p = data 0.4 0.3 0.15 0.1 0.05

let n 25

let nevents = 10

seed = 12842189

let m = multinomial random numbers p n nevents

set write decimals 0

write D:\Docume~1\America\prog\12842189\result\D_25.res m
quit



Anexo 2. Valores de la medida de similitud A segiin el tamario de muestra para las pruebas
consideradas en tablas de contingencia de dimension RxC simple y doblemente ordenadas.
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