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Introduccion

En la vida cotidiana, usamos muchos c6digos aunque a veces no nos demos cuenta. Por ejem-
plo los mas comunes son el c6digo de barras, ISBN usado en los libros y el c6digo ASCII usado en
informadtica. Los primeros ejemplos de cédigos usados en la practica son el cédigo Morse, usado en
telegrafia en el siglo XIX, y el sistema Braille para no-videntes. Ademads, cualquier artefacto tec-
noldgico que transmita o almacene mensajes digitales, sonidos e imagenes, involucra al menos un
codigo. Ejemplos tipicos de ello son los computadores, los teléfonos celulares, las transmisiones
por satélites, los CD’s y DVD'’s, la television, etc.

La situacion general es la siguiente. Supongamos que queremos enviar un mensaje, el cual
es enviado por un canal de comunicacién (fibra 6ptica, ondas), cuyas caracteristicas dependen
de la naturaleza del mensaje a ser enviado (sonido, imagen, datos). Luego hay que hacer una
traduccion entre el mensaje original (palabra fuente) y el mensaje que el canal estd capacitado
para enviar (palabra cddigo). Este proceso se llama codificacion. Una vez codificado el mensaje
lo enviamos a través del canal, y nuestro receptor recibe un mensaje codificado (palabra recibida)
que puede tener errores, ya que en todo proceso de comunicacién se presentan interferencias o
ruido (atmdsfera, lluvia, nubes densas). Finalmente el mensaje recibido es traducido nuevamente a
términos originales, es decir, decodificado. Del estudio de este proceso se ocupa lo que se conoce
como Teoria de Cddigos, la cual es una de las aplicaciones mas recientes del Algebra Lineal. La
Teoria de Cddigos forma parte de la Teoria de la Informacion, encargada de todo el proceso, es
decir, el disefio de canales a usar, estudio de como el ruido afectan los mensajes, entre otros. Se

resume todo el procedimiento concerniente a la Teoria de Codigos en el siguiente esquema:

Emisor | — | Codificacion | — | Canal | — | Decodificacién | — | Receptor

[

Ruido

A continuacion enunciaremos algunos conceptos basicos para mayor compresion de la relacion

entre el Algebra Lineal y los c6digos. Un alfabeto es un conjunto finito A = {a;, as, ...,a,} y los
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elementos de A los llamaremos simbolos. Una palabra de longitud n 6 n-cadena sobre A es una
sucesion

aa...a;, donde a, €A, i€{l,2,....,q}, 1<k<n
de n simbolos de A. Denotaremos por A" al conjunto de todas las n-cadenas y por A" al conjunto
de todas las palabras sobre A, es decir,

ﬂ”:{ailaiz...ain:aikEﬂ, 1 <k<n} ﬂ*:Uﬂn

neN

Dado un alfabeto A, de g simbolos, se define un codigo g-ario sobre A, como un subconjunto
Cc ff’l;. Si g € {2,3,4} decimos que C es un cédigo binario, ternario y cuaternario respectiva-
mente. Los elementos de C se llaman palabras codigo y el tamafio de C se define como M = |C|.
Si todas las palabras codigo tienen la misma longitud fija n, es decir, si C € A" decimos que C es
un codigo bloque con pardmetros (n, M); si C no es un codigo bloque, se dice entonces que es un
codigo de longitud variable, un ejemplo de este ultimo es el cddigo Morse. El presente trabajo sélo
considera codigos bloque ya que su decodificacion es tnica. Los cddigos de bloque que vamos
a trabajar son los cédigos lineales (cddigos de Hamming y Reed-Muller) y los cédigos ciclicos
(codigos BCH, Reed-Solomon y algunos c6digos de Hamming).

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente, es comun dotar al alfabeto A
de cierta estructura algebraica adicional, por ejemplo se pide que A sea un cuerpo finito (como en
la teoria cldsica) o incluso un anillo finito (como en tiempos mds recientes). De ahora en adelante
fijamos A = F,, el cuerpo finito de g elementos, asi el conjunto de n-cadenas A" es un espacio

vectorial sobre F, de dimension n, que identificamos naturalmente con
F, = {(x1,....x) 15 €Fy, 1<i<n}

mediante la asignacion xx; . .. x, < (X, x2,. .., Xx,). Un codigo lineal g-ario de longitud n y rango

k es un subespacio L C F; de dimensién k. Un cédigo C es ciclico si, y s6lo si
cicy...c,eC = c¢cu,c1...ch-1 €C.

El trabajo que se plantea es el estudio de las equivalencias existentes entre cddigos lineales y
cddigos ciclicos, ya que las equivalencias establecen un isomorfismo de un c6digo con otro. Asi

como un analisis comparativo de algunos c6digos clasicos que se obtienen como cddigos ciclicos.
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Generalidades sobre cédigos

1. Definiciones basicas
DErinicioN 1.1. Un alfabeto es un conjunto finito
A=A{ay,ay,...,a,}.

Los elementos de A son llamados simbolos o letras y el nimero ¢ es la raiz u orden de A. Una
n-cadena o palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos en A. Se denota como

A" el conjunto de todas las n-cadenas y A* el conjunto de todas las palabras sobre (A, es decir

W:UW.

DEerINICION 1.2, Si1 A = {ay, as, ..., a,} es un alfabeto, un codigo g-ario sobre A es un subcon-
junto C de A*. Los elementos de C son llamados palabras cdigo (codewords). El nimero M = |C]|
es conocido como el tamafio del cédigo. Si todas las palabras cédigo tienen longitud fija n se dice
que C es un cddigo de bloque y se denota por (n, M),-c6digo y sus n-cadenas o palabras codigo se
escriben

n
X=X1X2...%, = (X1, X2, ..., X,) EFq.

DEerNicION 1.3. La tasa de informacion de un (n, M),-cédigo C se define como

1 M
Tasa(C) = Ogil( ).

El ndmero anterior da una medida de la cantidad de informacion que se estd transmitiendo. Se

buscan cdédigos con tasa de informacion alta, por ejemplo, Tasa(C) > 0,6 6 Tasa(C) > %.
2. Distancia de Hamming y peso

DErNICION 1.4. Sean x, y palabras de igual longitud sobre el mismo alfabeto A. La distancia
de Hamming entre x, y se define como el nimero de coordenadas en que la palabra x difiere de la

palabra y, es decir, sead : A" X A" — [0,n] C N, con
d(x,y) = |{1 <i<n:x iyi}|

3
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en donde d(x, y) es la distancia de Hamming entre las palabras x, y.
Esempro 1.1. Si se tienen las 6-cadenas x = 210100, y = 110211 entonces d(x,y) = 4.

ProposiciON 1.1. La funcion d es una distancia en ‘A", es decir, satisface las propiedades:
(1) No negativa: d(x,y) >0, Vx,y € P’; ANd(x,y)=0si, ysolosix=y, Vx,y € IF;.
(2) Simétrica: d(x,y) = d(y, x), Yx,y € P;
(3) Desigualdad tridangular: d(x,z) < d(x,y) +d(y,2), Vx,y,z7 € IFZ.

DErINICION 1.5. Sean x,y € IFZ]. Se define la distancia del c6digo C como la menor distancia no
nula entre sus palabras cédigo y se denotada por
d=d(C) = migl d(x,y).
o

Un (n, M, d),-codigo es un codigo sobre F, de longitud n con tamafio M y distancia d.

DEFiNICION 1.6. Sea x € FZ. Se define el peso de x como el niimero de coordenadas no nulas de
x, es decir, el peso de x es la distancia de x al 0, esto se traduce como w(x) = d(x, 0) en donde w(x)
es el peso de x. Se define el peso de C como
w(C) = min w(x).
20

De las definiciones 1.5 y 1.6 se tiene que la relacion entre la distancia y el peso es

d(x,y):|{1Siﬁn:x,-iy,-}|:|{1siSn:xi—yi¢0}|:w(x—y).

DEeriNICION 1.7. Sean x,y € IFZ, es decir, si x = xX;X2...X,, ¥y =Y1)2 ...y, son palabras binarias,

la interseccion de x con y se define como la palabra

xmy = (xl)’l’xz)’b- .. axnyn)

endonde (xNy), =1si,ysélosix;=1,y, =1,Vie{l,2,...,n}.

DEeriNicION 1.8. Un (n, M, d ),-cédigo C es un codigo de peso constante si cada palabra tiene
el mismo peso w. Por ejemplo, las palabras cddigo con peso fijo de un cédigo lineal forman un
codigo de peso constante. Si x, y son palabras distintas de peso w entonces d(x,y) < 2w. Por tanto

se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 1.1. (La Cota Superior de Johnson). Si C es un (n,M,d),-cédigo con M > 1 de

peso constante, es decir, el peso de las palabras es igual a w entonces d < 2w.

EsemprLo 1.2. El cédigo Simplex con parametros [%, r], es un codigo de peso constante, en

donde todas sus palabras tienen peso constante, w = q .

OBSERVACION 1. La unica métrica que se usard es la distancia de Hamming.

Cuando se trabaja con codigos sobre F, tenemos un resultado elemental sobre el peso de las

palabras codigo en la siguiente proposicion:

ProrosicioN 1.2. El peso w satisface las siguientes propiedades:

(1) Six,ye IF; entonces w(x +y) = w(x) + w(y) — 2w(x N y).
(2) Six,ye IF"; entonces w(xNy) = x -y (mod 2).

3) Sixe Fz entonces w(x) = x - x (mod 2).

DEMOSTRACION.

(1) Six,y€F, entonces

w(x +y) = w(x —y)
=l <i<n:x#0)|+[(1<i<n:y#0)-2[{1 <i<n:xy #0)

= w(x) + w(y) = 2w(x Ny).

(2) Si x,y € P; entonces si w(x N y) es par entonces el producto interno x - y es cero, asi
w(xNy) = 2k para algin k € Z. Pero st w(xNy) es impar, el producto interno x -y es igual
a uno, luego existe k € Z tal que w(x Ny) = 2k + 1. Luego, w(x Ny) = x -y (mod 2).

3) Six,ye IF'2 entonces tomando x = y en el caso (2) se tiene el resultado.

3. Cédigos lineales

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente serd util dotar el alfabeto A con
cierta estructura algebraica. Se considerard que A tiene estructura de cuerpo finito aunque también
se lo puede considerar como un anillo. A partir de ahora, se denota A = F, como el cuerpo finito

de g elementos, en donde ¢ es potencia de un ndmero primo, es decir, g = p” para algin primo p 'y
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r € N. Si g es un numero primo, se tiene que el alfabeto A = Z, es el cuerpo de los enteros moédulo
q.
El conjunto de todas las n-cadenas A" es un espacio vectorial sobre F, con dimension n, se

identificara con

IF’Z={(x1,x2,...,xn):x,-€Fq, 1<i<n}

mediante la asignacion:

X1Xy ... X, — (X1,X2,...,%).

DEernicioN 1.9. Un cddigo lineal g-ario de longitud n y rango k es un subespacio C C FZ de
dimension k 6 k-dimensional. En este caso se dice que C es un [n, k],-codigo. Si C tiene distancia
minima d entonces se dice que C es un [n, k,d ],-c6digo. El tamafio de un [n, k, d],-cédigo C es

M = g*. En este caso la tasa de informacion es

log (¢) &
Tasa(C) = # =

En c6digos lineales, la tasa de informacién es una medida de la cantidad de informacién de coorde-
nadas relativas al numero total de coordenadas. Cuanto mayor sea la tasa, mayor es la proporcion
de coordenadas en una palabra codigo, realmente contienen informacién en lugar de redundancia.

Las r = n — k coordenadas restantes se denominan redundancia.

DerniciON 1.10. Si C no es lineal, un subcddigo de C es cualquier subconjunto de C. Si C es
lineal, un subcddigo es un subconjunto de C que también es lineal, en este caso un subcodigo de C

es un subespacio de C.
A continuacion se presentan varios ejemplos de codigos lineales.

Esempro 1.3. Los cddigos {0}y V = F; con parametros [n,0, -]y [n,n, 1], respectivamente,

son los dos codigos lineales triviales.

Esempro 1.4. El codigo de repeticion g-ario

Rep,(n)=1{0...0,1...1, (g—1)...(g—- 1)}

n—veces n—veces

n—veces

es un [n, 1, n],-codigo lineal.
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EsempLo 1.5. Un vector x = (x1,x3,...,X,) € Pq se dice even-like si )\, x; = 0, si ocurre lo
contrario se dice odd-like. Un vector x binario es even-like si, y s6lo si w(x) es par, asi el concepto
de vectores even-like es de hecho una generalizacion de los vectores binarios con peso par. Los
vectores even-like de un c6digo C forman un subcédigo C, € C sobre F, como las palabras de peso
par en un cédigo binario (si C = F;, entonces C, = P, (n), en donde P,(n) aparece definido en el
ejemplo 2.3 ). Los vectores even-like no necesitan tener peso par, excepto para el caso binario. Un
cddigo se dice even-like si, y solo si tiene palabras cédigo even-like sino se dird que es un codigo
odd-like. Si C es un codigo [n, k], entonces el subcodigo C, C C con palabras even-like del codigo

C es lineal y tiene parametros [n, k — 1],.

Esempro 1.6. SiC = IF'; con g = 2 en el ejemplo anterior, se tiene el subcodigo C, = E(n) C IF2

de todas las palabras con peso par en P2 definido por
E(n) = {x €F,: wx) = 0(mod2)} CF,
es un codigo lineal binario con pardmetros [n,n — 1, 2],.

Esempro 1.7. El c6digo de Hamming binario de orden r, denotado por H,(r) con pardmetros

[2"=1,2" —r—1,3], es lineal.
Proposicion 1.3. Si C es un codigo lineal entonces se cumple que d(C) = w(C).

DemosTtrACION. Como el cddigo C es lineal y teniendo en cuenta que la palabranula 0 € C, VC

lineal se tiene que

d(C) = mi? d(x,y) = mi? wx—y) = micn w(x) = x(C).

X£y X£y x#0
(Demostracion alternativa). Supongamos que existen x,y € C tales que d(C) = d(x,y). Usando

la relacién entre peso y distancia se tiene
(1.1) d(C) =w(x—y)=>w(C)

ya que x — y es una palabra en el c6digo lineal C.

Para la otra desigualdad, se cumple que para algtin x en el codigo
(1.2) w(C) = w(x) =d(x,0) > d(C)

ya que la palabra nula 0 pertenece al cédigo lineal C.
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De las desigualdades (1.1) y (1.2) se tiene que d(C) = w(C).

O

Esempro 1.8. El cddigo ternario C; = {000, 111,222} = Rep;(3) es lineal y por lo tanto se
cumple que d(Cy) = w(C;) = 3. Si el c6digo no es lineal, la proposicién anterior no es valida. Por
ejemplo, se tiene que el cédigo 5-ario C, = {11,21,12,22,32,23,33} tiene distancia d(C,) = 1 <
2 = w(C,). El cédigo binario C; = {100,010, 001} tiene d(C3) =2 > 1 = w(C3).

OBSERVACION 2. Sea C un (n, M, d ),-c6digo. Los numeros n, M, d, g son pardmetros basicos del
codigo. El pardmetro Tasa(C) es secundario y tiene que ver con la eficiencia del cédigo durante
la transmision de mensajes. En general, fijada la longitud 7, interesan c6digos con un tamafio M
grande (para transmitir muchos mensajes distintos) y una distancia d grande (para que detecte y
corrija el mayor nimero de errores). Estas metas son intrinsecamente contradictorias entre si, y se

busca entonces un equilibrio entre estos parametros.

4. Canales y decodificacion

Sean A = {ay,a,,...,a,} y B = {b1,by,...,b,} alfabetos con A C B. Un canal discreto
aleatorio es un canal de comunicacién que envia simbolos de A y recibe simbolos en B. Se
asumira que transmitimos en un canal discreto aleatorio simétrico, es decir, en donde se cumple
que A = B.

Sea C C A" un cddigo g-ario y supongamos que al transmitir la palabra codigo ¢ € C recibimos
la palabra x ¢ C. El método que usaremos para decodificar consiste en asignarle a x la palabra

c6digo ¢ més cercana. Es decir, si

d(x,c) = min d(x,y)

yeC
donde d es una distancia en C, entonces se decodificara la palabra x por la palabra cddigo c. Este

método es llamado decodificacion por distancia minima.

5. Equivalencias y automorfismos de codigos

Existen varias nociones de equivalencias entre cddigos. Una de ellas es la siguiente. Dos
codigos con la misma longitud n y sobre el mismo alfabeto se dicen equivalentes si uno puede ser
obtenido del otro por permutaciones de coordenadas y simbolos, es decir, por una combinacién de

operaciones del siguiente tipo:
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e Permutaciones de las coordenadas en el cddigo (C).

e Permutaciones de los simbolos en una posicion fija o en varias (S).

Esempro 1.9. C; = {00100,00011,11111,11000},C, = {00000,01101, 10110,11011} son
codigos equivalentes en IF; Ya que haciendo una operacién del tipo (C) intercambiando las coor-
denadas 2 con 4 y luego una operacion del tipo (S) intercambiando los simbolos O y 1 en la tercera

coordenada se obtiene el c6digo C,, a partir de Cy. Aqui lo vemos:

00100 00100 00000
00011 | ¢ | 01001 | s | O1101
C = - - _ - =C, = C, =(C,.
11111 11111 11011
11000 10010 10110

La definicién formal se presenta a continuacion.

DEerinicion 1.11. Dos cédigos Ci,C, C IF"q se dicen equivalentes si existe una permutacion
€ € S, de las n coordenadas y permutaciones 7y, 7, . .., m, € Biy(A) de los simbolos del alfabeto,

tales que
CiCy...Cy € C, — 7T1(C8(1))7T2(C5(2))...ﬂn(Cg(n)) € C,.

y se denotard C; ~ C,. En donde, S, es el conjunto de todas las permutaciones de las n coorde-

nadas.

OBSERVACION 3. Si tenemos que C; =~ C, entonces (ny, My,d), = (n, M»,d,), y por lo tanto

corregirdn el mismo numero de errores.
Una definicion alternativa de equivalencia entre cddigos es la siguiente.

DEeriNniciON 1.12. Dos cédigos Cy, C, C Fq se dicen multiplo escalar equivalente si C, se

obtiene de Cy, aplicando operaciones del tipo:

e Permutaciones de las coordenadas en el cédigo (C).
e Multiplicacion de los simbolos en una coordenada fija, o en varias, por un escalar no nulo

A€ F, (M.

Notar que para el caso binario no hay operaciones del tipo (M).
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OBSERVACION 4. Si dos codigos son multiplo escalar equivalente entonces son equivalentes, ya
quesiAde F;, la aplicacion x — Ax es una biyeccion de F, con F, un cuerpo. La reciproca no es

cierta como se mostrard en el ejemplo a continuacion.

Esempro 1.10. El cédigo ternario C = {012,120,201} es equivalente al cddigo ternario de
repeticion Rep;(3) = {000, 111,222}. En efecto, aplicando las permutaciones del alfabeto 7, =

(012) y m3 = (012) en la segunda y tercera coordenada, respectivamente, se obtiene

012 002 000
C={120 + 5 110 } B{ 111 } = Reps(3).
201 201 222

Sin embargo C y Rep;(3) no son multiplo escalar equivalente porque ninguna palabra del
codigo de repeticion puede ser obtenida del cddigo C mediante la multiplicacion de los simbolos
en una coordenada fija, o en varias, por un escalar no nulo, es decir, cualquiera de las palabras 000,
111, 222 del codigo Reps(3) es imposible que provenga de alguna de las palabras de C mediante

operaciones del tipo (M).
Un resultado muy util a la hora de realizar los célculos es el siguiente.

Lema 1.1. Todo (n, M, d ),-cédigo C, sobre un alfabeto F, que contiene al 0, es equivalente a

un cédigo C' que contiene la palabra nula 0 =0 .. . 0.
~—

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 ¢ C, tomando x € C arbitrario. Si iy,ip,...,i son las
coordenadas distintas de cero de x, se toma la permutaciéon 7 = (0x;,)...(0x;)(0x;,) en donde
Biy(A,) ~ S,, por lo tanto, C’ = n(C) contiene al vector 0. Luego, C =~ C’.

(Demostracion alternativa). Sea el grupo simétrico S,, sea x = x;x, ... x, endonde x; # 0, Vi €

{1,2,...,n}, aplicando la matriz de permutacion

0 Xi ]
Vi#0, x; #0,Vie{l,2,...,n}
Xi 0 ]

al simbolo en la posicion i, se tiene que C =~ C’.

Recordemos que el grupo simétrico de grado n, denotado por S,, emplea el simbolo o =

12 -

i oo I') €Sy, para representar o(1) = iy, 0(2) = i, ..., o(n) = i,
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EsemprLo 1.11. Se muestra un ejemplo de lema anterior. Sean C, C’ c6digos ternarios.

10102 10102 00000
C — S
C =14 01001 ; —1{ 00011 {—3 01101 }=C" = C=C.
22210 21220 21220

Cada cddigo tiene asociado un grupo de automorfismos o autoequivalencias.

DernICION 1.13. Sea F un cuerpo finitoy C C IF":] un codigo. El grupo de automorfismos de C
es

Aut(C) = {x € Isom,(F) : Cx ~ C}.
Presentamos el grupo de los automorfismos que s6lo hacen permutar a las coordenadas.

DEerFINICION 1.14. Dos cédigos lineales C, C' C IF"Z, se dicen que son permutacion equivalente
si existe una permutaciéon p € S, tal que Cp = C’, en donde, Cpo ={ye€ C y = xp, Yx € C}.
Son un caso particular de cédigos equivalentes, operacion del tipo (C) y es la forma mds simple de

equivalencia.

Esempro 1.12. Los cédigos C = {000, 011, 201, 112}, C' = {000, 110, 102, 211} en ]F; son
permutacién equivalente. En S; hay 3! = 6 permutaciones, y las matrices de permutacién son
(133),(333);(133); (133): (133)y (12%3). Usando la segunda permutacion en C se obtiene

C', es decir, Cp =~ C.

En cddigos binarios, la nocion de cddigos que son permutacion equivalente es la forma més
general de equivalencias. Sin embargo, para cdigo sobre otros cuerpos, otras formas de equiva-

lencias son posibles.

DernicION 1.15. Sea F un cuerpo finitoy C C IFZ un codigo. EL grupo de automorfismos de

permutacién (Permutation Automorphism) es
PAut(C) ={x €S, : Cx = C}.

El conjunto de las permutaciones de las coordenadas que se asignan a un cédigo C forman
un grupo, es decir, un conjunto con una operacion binaria que tiene una identidad y todos los
elementos tienen sus inversos, y se llama grupo de automorfismos de permutacion de C. Se denota
por PAut(C). Si C es un codigo de longitud n, entonces PAut(C) es un subgrupo del grupo simétrico

Sp.
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EsempLo 1.13. Dado el cédigo binario de repeticion Rep,(n) con parametros [n, 1], entonces

PAut(Rep,(n)) = S,.

Si conocemos el grupo de automorfirmos de un cédigo C, éste nos puede dar informacion
tedrica y practica acerca de C. Mientras que éstos grupos se han determinado para algunos c6digos,
hay otros que son dificiles de encontrar. El siguiente teorema relaciona el grupo de automorfismos

de permutacién de un cédigo y su dual.
TeorEMA 1.2. Sea C un cédigo sobre F,, entonces se tiene que PAut(C) = PAut(C*).

DervicioN 1.16. Dos cédigos C, C' C F,, se dicen que son equivalencia monomial si existe
una matriz u € M tal que Cu ~ C'. En donde, M es una matriz cuadrada con exactamente una
entrada no nula en cada fila y en cada columna, y se conoce como matriz monomial. Generalmente,
se escribe de la forma M = DP con D la parte diagonal y P la parte de permutacion. En c6digos
binarios, la equivalencia monomial y la permutacién equivalente son las mismas. Un ejemplo de

. . 0a0
una matriz monomial 3 X 3 es M = (0 8 8) cona,b,c €F,.
C

EsemprLo 1.14. Los codigos C = {000, 120, 200, 101}, C' = {000, 011, 020, 110} en IF; son

OO

. . . . . 01 .
equivalencia monomial, tomando la matriz monomial 3 X 3, M = ((]) 0 ) y aplicandola a cada

palabra de C, se obtiene C". Luego, Cu = C'.

OBSERVACION 5. Tenemos tres nociones de cuando dos codigos son los “mismos” (isomorfos
como espacios vectoriales), permutacion equivalente, equivalencia monomial y equivalencia. Las
tres son las mismas si el cddigo es binario; la equivalencia y la equivalencia monomial son iguales

si el cuerpo considerado tiene un nimero primo de elementos, es decir, Z, con p un nimero primo.

6. Esferas, la Cota de Hamming y cédigos perfectos

DEerNicION 1.17. Sea x € A", con |A| = g, r > 0, se define la esfera de radio r con centro en la

palabra x como

S, r)={ye A" :d(x,y) = r}
DEeriNiciON 1.18. La bola de radio r centrada en x se define como

By(x,r) = [y € A" d(x,y) < r} = | ]S ,(x ).
i=0
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DEerINICION 1.19. Se define el volumen V,(n, r) como el cardinal de cualquier bola de radio r en

xeA" . .
Vo(n,r) = 1By(e )l = ) Sy r) = D (g =1,
i=0 i=0

Lema 1.2. Si C es un codigo con distancia minima d = 2t + 1 6 d = 2t + 2, entonces
B,(c,t) N By(c’, 1) = 0.
El lema anterior dice que las bolas de radio ¢ = Ld%lj centradas en palabras c6digo son disjuntas.

Proposicion 1.4. (La Cota de Hamming). Si C es un (n,M,d ),-cédigo cond = 2t + 16
d = 2t + 2 entonces
d-1

M.Zt:(’})(q -1)<q" cont= {TJ
i=0

Para codigos lineales g-arios con pardmetros [n, k, d], 1a cota de Hamming es

| 4] |
(N(g-1D"<q"™,
i=0

Para c6digos lineales binarios se tiene

5]
Z (1) <2m*,

OBSERVACION 6. La cota de Hamming da una cota superior para el tamafio M que un cédigo de

longitud n con distancia d pudiese tener.

EsempLo 1.15. Supongamos que existe un cédigo C con parametros (9, M, 6); entonces ¢ = 2.
Usando la cota de Hamming se tiene que

2 9
M. 92 < 3° — M:3"§3—<547.
i 55
i=0

Luego k < 5. Por tanto, no existen cédigos con pardmetros (9, M, 6); en donde M = 3%, k €

{6,7,8,9}.

Esempro 1.16. Sea C un [6, k, 3], entonces t = 1. Usando la cota de Hamming para c6digos

lineales binarios se tiene que

1

26 4
E(?)SZﬁ‘k = M:2ks—:6—6<10.
i=0 7 1+4(9)

Luego k < 3, es decir, no existen c6digos lineales con parametros [6, k, 3], con k € {4, 5, 6}.
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DernicioN 1.20. Un codigo C € A" se dice perfecto si existe un r > 1 tal que las bolas de radio
r con centro en las palabras cddigo son todas disjuntas entre si y cubren todo el espacio, es decir
A" =\ |Bylc,n).
ceC

Esempro 1.17. Consideremos el cédigo de Hamming () g-ario de orden r > 2, con pardmetros

[n,n — r,3],, en donde la longitud es n = ij.Cmnod::3::21+1,bbdmukrmm)r:1,

centradas en las palabras c6digo, son todas disjuntas. Ahora

M =H,(nl=q"",

1 q-1 |

Byle DI = Y (5 Jig -1y =1+ LAl oy

= (L= - 1)

n =l n
A =g =4q".

Como ¢" = ¢"¢"™", deducimos que las bolas B,(c, 1), con ¢ € 7-{q(r), cubren todo A". Luego, el

c6digo de Hamming H, (r) es un c6digo perfecto.

El tamafio M de un cédigo perfecto estd determinado por su longitud n y por su distancia

minima d.

Teorema 1.3. (Condicion de empaquetamiento de esferas) Sea C un (n, M, d ),-cédigo. En-

tonces C es perfecto si, y solo sid =2t + 1y
t
M. ()g-1)=q"
k=0

El teorema anterior nos dice que un codigo es perfecto si, y solo si la distancia es impar y se

alcanza la igualdad en la cota de Hamming.

OBseRvACION 7. Es importante notar que la existencia de los numeros n, M, g,t que satisfagan

el teorema anterior no implica la existencia de un codigo perfecto con parametros (n, M, 2t + 1),.

OBservACION 8. Existen algunas relaciones entre la teoria de codigos y la teoria de disefios en
combinatoria. Una de ellas dice que si C es un (n, M, d),-codigo binario perfecto entonces los

nameros

)

s T Torl-s )
t+1-s

son enteros para todo s € {1,...,t}.
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En el siguiente ejemplo se ilustran las dos observaciones anteriores.

EsempLo 1.18. Sean n = 90, M = 278 ¢ = 2 los niimeros que satisfacen la condicién de empa-
quetamiento de esferas para g = 2. En efecto,

2
D) = 1490+ (%) = 1490 +45.89 = 4096 = 2.

k=0

Entonces se satisface la igualdad, es decir
t
M.y (H)=2722=2"=¢"
=0

Usando la observacion anterior se tiene que

89) 3916 88) 88
p =) 2., W) 88,
T 6 T3 3

Luego, no existe ningin cédigo perfecto con pardmetros (90,278, 5),.

Los codigos perfectos resultan muy interesantes por la gran simetria con que se encuentran

distribuidas sus palabras codigo.

TeOREMA 1.4. Sea C un codigo perfecto no trivial g-ario, donde q es potencia de un primo, es
decir, ¢ = p" para algiin niimero primo p y algiin entero positivo n. Entonces, el codigo C tiene

los mismos pardmetros de un codigo de Hamming o de Golay, es decir

"—1
(I=pa3). @27, AL,
q

Mas aiin

(1) Si C tiene los pardmetros de Golay, es equivalente al correspondiente cédigo de Golay.
(2) Si C es lineal y tiene los pardmetros de Hamming, entonces es equivalente al codigo de

Hamming correspondiente.

7. Deteccion y correccion de errores

Al enviar una palabra c6digo se cometerén ¢ errores debido a las interferencias y el ruido en el
canal de transmision, dicho de otra manera, la palabra enviada difiere en exactamente ¢ coordenadas

de la palabra recibida y se dird que se cometié un error de peso igual a t. Supongamos que C C A"
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es un codigo g-ario sobre A (A grupo abeliano). Si se transmite la palabra ¢ € C y se recibe

x € A" con d(x, c) = t, entonces existe e € A" tal que
XxX=c+e, w(e) =t
en donde e = x — ¢ es conocido como patrén de error.

Dernicion 1.21. Se dice que un cédigo detecta s errores si cuando en una palabra cédigo se
comete un error de peso r, con 1 < r < s, la palabra resultante no es una palabra c6digo. Un cddigo
es s-detector si detecta s errores pero no detecta s + 1 errores, es decir, hay al menos un error de
peso s + 1 que el codigo no detecta o dicho de otra manera si se cometen s + 1, la palabra recibida
estard en el cddigo cualquiera sea la palabra c6digo enviada.

Se dice que un codigo corrige ¢ errores si al decodificar por distancia minima, se pueden corre-
gir todos los errores de peso t 6 menos. Un c6digo es t-corrector si corrige ¢ errores pero no corrige

t + 1 errores.

Las capacidades detectoras y correctoras de un cédigo estdn determinadas por su distancia

minima.

TeOREMA 1.5. Sea C C A" un cédigo con distancia minima d entonces se tiene que

(1) El codigo C es s-detector si, y solo sid > s + 1.

(2) El codigo C es t-corrector si, y solo sid > 2t + 1.

DEMOSTRACION.

(1) (=) Supongamos que d > s + 1 y supongamos que se transmite ¢ € C y se produce
un error en s 6 menos coordenadas. Entonces el vector recibido no puede ser una palabra
diferente y por lo tanto detecta el error. Luego, d > s + 1.

(<) Supongamos que d < s entonces el cddigo no detecta s errores. Sean c, ¢’ dos
palabras cédigo cuya distancia de Hamming es d. Entonces, d(c,c¢’) < sy la palabra
codigo ¢’ se puede obtener modificando a lo sumo s simbolos de la palabra cédigo c y el
codigo ¢ no detecta s errores. Luego C es s-detector.

(2) (=) Supongamos que d > 2t + 1 y supongamos que se envia ¢ € C y se recibe x € A"
con t errores 0 menos producidos al momento de la transmision, es decir, d(c,x) < t.

Si ¢’ € C con ¢’ # c entonces d(c’,x) > t + 1. Por otro lado, d(c’, x) < t implica que
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d(c,c’) < d(c,x) +d(c’,x) < 2t, contradiciendo el hecho que d > 2t + 1. Asi, ces la
palabra cédigo mas cercana a x, y decodificando por distancia minima se corrigen los
errores. Luego, d > 2t + 1.

(<) Supongamos que d < 2t, entonces existen dos palabras codigo c, ¢’ tal que la dis-
tancia de Hamming es d(c, ¢’) = d < 2t. Podemos suponer que los d simbolos distintos,
son los d primeros, asi que ¢ = (€1, €2, ..., Cqs Casts -+ > Cn)s € = (€1, Chyn ey €y Carts oo -5 Cp).

Sea r la palabra de longitud n,

’ ’ ’
r= (C17627""Ctacl‘+]7ct+2,'- ',cdacd+1’- "’C}’l)

es decir, los primeros ¢ simbolos iguales a los simbolos de la palabra ¢’ y los restantes
como los simbolos de la palabra c, que a partir del (d + 1)-ésimo simbolo coinciden con
los de la palabra ¢’. De este modo, d(c,r) = ty d(r,c’) = d —t < t (incluso menor
estricto). En esta situacion, al transmitir la palabra cédigo ¢ se pueden producir ¢ errores
y recibir la palabra r, el proceso de decodificacion por distancia minima no podria asignar
la palabra c6digo ¢ a la palabra recibida r, incluso podria asignarle incorrectamente la

palabra cédigo ¢’, 1o que contradice la hipétesis sobre la capacidad correctora de C.

TEOREMA 1.6. Sea C C A" un cédigo con distancia minima d entonces se tiene

(1) El codigo C es s-detector si, y solo sid = s + 1.

(2) El codigo C es t-corrector si, y solo sid =2t+10d =2t + 2.

DEMOSTRACION.

(1) (=) Supongamos que C es s-detector con s > d. Sean c, ¢’ € C tales que d(c,c’) < s,
es decir, el error formado por la coordenadas en donde las palabras c, ¢” difieren tienen
peso menor o igual que s no es detectado por C, y esto contradice la hipdtesis. Luego,
d>s+1.Sid=s+tcont > 1implica que C es (s + t — 1)-corrector y por lo tanto el
valor tiene que ser t = 1, es decir, d = s + 1.

(<) Supongamos que ¢ € C,x € A". Sid(x,y) = s < d entonces x ¢ C y por lo
tanto, C detecta errores de peso menor o igual que s = d — 1. Ahora, si ¢,¢’ € C tales
que d(c, ¢’) = d, el error formado por las coordenadas en que ¢, ¢’ son distintas tiene peso

d = s + 1 y no es detectado por el coédigo. Luego, C es s-detector.
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2) (=) Supongamos que C es t-corrector entonces d > 2t + 1 por teorema 1.5. Por otra
parte, sid > 2t+3 = 2(t+ 1)+ 1 entonces, por la afirmacién anterior, C es (t+ 1)-corrector,
y esto es una contradiccion. Luego, d =21+ 16 d = 2t + 2.

(&) Supongamos que d = 2t+ 1 6 d = 2t + 2. Por el lema 1.2 se sabe que las bolas de
radio ¢ con centro en palabras cédigos son disjuntas. Luego, al decodificar por distancia
minima, C corrige errores de peso menor o igual que . Sid = 2t + 1, existen ¢,c¢’ € C
con d(c,c’) = 2t + 1, es decir, ¢, ¢’ difieren en 27 + 1 coordenadas. Supongamos que se
envia c y se recibe x con exactamente ¢ + 1 errores en la transmision, y que x coincide
con ¢’ en esas t + 1 coordenadas. Como d(x,c) =t+1yd(x,c')=2t+1-(@+1) =1t
al decodificar por distancia minima, se decodifica de manera incorrecta a x como ¢’. De
donde, C no es (t + 1)-corrector. Luego C es t-detector. Si d = 2t + 2 ocurra lo mismo, ya

qued = 2t +2 = 2(t + 1) entonces C es t-corrector.

O

ProposiciON 1.5. Si un codigo C tiene distancia minima d, entonces C es un codigo (d — 1)-

detector y | 5 |-corrector.

DEemosTRACION. Supongamos que C tiene distacia minima d entonces por el teorema 1.5 se tiene
qued > s+ 1, de donde, s < d — 1. Luego, el codigo C es (d — 1)-detector. Y d > 2¢ + 1 se tiene
quet < %. Tomando la funcién piso en L%J (en donde | x] denota el mayor entero igual o menor
que x) se tiene que C es (d — 1)-detector y L%J-corrector.

O

TeOREMA 1.7. Un cédigo C es simultdneamente (t + s)-detector y t-corrector si, y solo si d =

2t+ s+ 1.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos que C es (¢ + s)-detector y 7-corrector. Supongamos que d < 2t + s, sean ¢, ¢’
dos palabras codigo tal que distancia de Hamming es d = d(c, ¢’) < 2t+s. Consideremos la palabra
r obtenida cambiando ¢+ s simbolos de la palabra ¢ por ¢+ s simbolos de la palabra ¢’ de entre los d
simbolos que son diferentes entre ellas. De esta forma, d(c,r) = t+sy d(r,c’) < t+(t+s5)—(t+s) = 1,
lo que es contradictoria con la hipétesis. Luego d = 2t + s + 1

(<) Supongamos que C tiene distancia minima d = 2t + s + 1, sea ¢ una palabra cédigo

arbitraria, r una palabra tal que distancia de Hamming a la palabra ¢ es menor o igual que ¢ + s,
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entonces d(c, r) < t + s. Para cualquier otra palabra cédigo ¢’ distanta de c, se tiene que d(c,c’) >
d > 2t + 5. Por la desigualdad triangular se sabe que d(c,c’) < d(c,r) + d(r,c’). Despejando se
concluye que d(r,c") > d(c,c’) —d(c,r) > 2t + s — d(c,r) > t. Por tanto, d(r,c") > t. Luego, C es

simultineamente 7-corrector y (¢ + s)-detector.

El teorema anterior puede ser usado cuando la distancia minima de C es par, es decir, si d =

2t + 2. En este caso, el codigo C detecta ¢ + 1 y corrige ¢ al mismo tiempo.

8. Cadigo extendido, codigo pinchado y cédigo M DS

El cédigo extendido y el cédigo pinchado son métodos usados para crear nuevos codigos a

partir de otros ya dados.

Dermnicion 1.22. (Codigo extendido). Es el proceso de agregar una 6 mas coordenadas a las
palabras de un c6digo. La forma de extender un cédigo es agregar un digito de control de paridad.
Si C es un (n, M, d),-c6digo, el codigo extendido C se define

n+1

A n+1
C={cicr...chcps1 EIFq 1cC16y...cy € Ccon ch =0}
k=1

con parametros (n + 1, M,a? ), en donde d=d6d+ 1. En el caso binario, d=d+1sides impar
y d en caso contrario. El cédigo extendido no mejora las cualidades correctoras de un cédigo pero
si tiene una mejor capacidad para detectar errores.

Si C es lineal entonces C también lo es, si C es binario entonces C C E(n + 1), resultando que
C tiene todas sus palabras con peso w par.

Sean G, H la matriz generadora y de paridad, respectivamente, de C. Asi, la matriz extendida

generadora G de C puede ser obtenida de G agregandole una columna extra, de manera que la

suma de las coordenadas de cada fila de G sea 0. La matriz extendida de paridad para C es

>
Il

0

n—k+1xn+1

Esta construccién también es conocida como adding an overall parity check.
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DermNicion 1.23. (Coédigo pinchado). Es el proceso opuesto al anterior, es decir, en donde una
0 mds coordenadas son quitadas de las palabras codigo. Si C es un (n, M, d),-c6digo, con d > 2,
entonces el c6digo que se obtiene al pinchar una de las coordenadas de C, serd conocido como C’
y tiene los parametros (n — 1, M,d"), endonde d* =d 6 d - 1.

Si C es lineal entonces C~ también lo es.
Las construcciones anteriores sirven para probar lo siguiente.

ProposiciON 1.6. Existe un codigo binario Cy con pardmetros (n, M, 2t + 1), si, y solo si existe

un codigo binario C, con pardametros (n + 1, M, 2t + 2),.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos que C; tiene parametros (n, M, 2t + 1),. Como cada palabra en el cédigo
extendido C tiene peso par, por la relacién entre la distancia y el peso, implica que la distancia
entre dos palabras cédigo de C es par, luego d(C) = 2¢ + 2. Luego, existe C, = C con pardmetros
(n+1,M,2t+ 2),.

(<) Supongamos que C, tiene parametros (n + 1, M, 2t + 2), y sean ¢, ¢’ € C; tal que d(c,¢’) =
2t + 2. Si se pincha el cédigo C; en una coordenada en que c, ¢’ son distintas, el cdigo pinchado
C’ resultante tiene distancia minima d(C') = 2t + 1. Luego, existe C; = C con pardmetros
(n,M,2t + 1),

O

Para un (n, M, d),-c6digo, si se pincha d—1 veces consecutivas, se obtiene el siguiente resultado

visto anteriormente.

Proposicion 1.7. (La Cota de Singleton) Si C es un cédigo con pardmetros (n, M, d ), entonces
M< g™ con d<n.
En particular, si C es un cédigo lineal con pardmetros [n, k,d ], se tiene que

k<n-d+1.

DEMOSTRACION. Supongamos que C es un c6digo con parametros (n, M, d ),. Tomando la apli-

. En donde

cacién f : F, — F, "' que borra las tltimas d — 1 coordenadas, es decir, f(C) = C"*"

f(C) es un codigo en P;_M. Como fic es 1-1. En efecto, si c,c” € C con f(c) = f(c’) entonces
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C=0Cl.--Cpge1X1---Xg_1 Y C = C1...Ch_gs1)1---Ya—1 Yy por lo tanto d(c,c’) < d — 1, lo cual es
absurdo. Luego, M = |C| = |f(C)| < ¢"~**'. En particular, si tenemos un [n, k,d],-cédigo con

n—d+1

M = ¢F se cumple que ¢* < g si,ysolosik<n—d+ 1.

O

Esta cota dice que los parametros basicos de un cddigo (lineal o no) son muy rigidos. No es

posible tener tamafo y distancia minima simultdneamente grandes.

Prorosicion 1.8. Si C es un (n, M, d ),-codigo. Si PAut(C) es transitivo, entonces los n codigos
obtenidos al pinchar C en cada coordenada son permutacion equivalente. En donde. un subgrupo

H C S, es transitivo si para cualquier 1 < i, j < n, existe p € H tal que p(i) = j.

DEMOSTRACION. Se quiere ver que C; es equivalente a C;. conje€{2,3,...,n}. Sea P; € PAut(C)
tal que lleva la coordenada j a la posicion 1, y sea Q; la matriz obtenida al eliminar la primera fila
y la columna j-ésima de P;l. Entonces C;. = (CP j)i Q;. Como P; € PAut(C), entonces CP; = C.
Se sigue que C; = C,Q, como se queria ver.

O

OBSERVACION 9. Cuando PAut(C) es transitivo, tenemos informacion acerca de la estructura
de los cédigos pinchados. Cuando PAut(C) es transitivo, tenemos informacién acerca del peso

minimo de C.

Si dos cédigos son permutacion equivalente entonces sus extensiones también lo son. Esto no

necesariamente se cumple para los codigos pinchados.

Esempro 1.19. Sean C; = {000, 011, 101, 111}, C, = {000, 110, 101, 111} cédigos sobre
P; tal que C;p =~ C, con la permutacién p = (133). Entonces, el c6digo extendido de C; es
¢, = {0000, 0110, 1010, 1111} y el cédigo extendido de C, es C, = {0000, 1100, 1010, 1111}

sobre F, son permutacién equivalente, con la permutacién p = (1234
2 p q , P P=\3214)

EsempLo 1.20. Sea C = {00000, 11000, 00111, 11111} un [5, 2,2],-c6digo con PAut(C) no
transitivo. El [4,2, 1],-c6digo pinchado C; = {0000, 1000, 0111, 1111} obtenido pinchando la
primera coordenada de C, y el [4,2,2],-c6digo pinchando la quinta coordenada de C, C; =
{0000, 1100, 0011, 1111}, no son permutacién equivalente, (aunque C es permutacion equivalente

a si mismo), ya que sus distancias son distintas.
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DEerNIcION 1.24. (Cédigo M DS'). Es un cédigo lineal que alzanza la igual en la Cota de Single-
ton de la proposicion 1.7, se conocen como maximun distance separable M DS cédigo. Llamado
asi, porque tiene la mayor distancia minima posible entre todos los cédigos de longitud » y di-
mension £ fijas. Ningin cédigo con longitud n y distancia minima d tiene més n-cadenas que un
MDS cédigo con los mismos parametros, equivalentemente, no hay cédigos con longitud n y M
palabras que tenga distancia minima mayor que un c6digo M DS con pardametros (n, M),. Ademads,
como k = n—d + 1, entonces entre todos los codigos de longitud n que son #-correctores, el codigo

MDS codifica la mayor cantidad de palabras.

EsempLo 1.21. Los unicos c6digos binarios son los triviales, es decir, Rep,(n), E(n) y IF*‘Z con
parametros [n, 1,n),, [n,n—1,2], y [n, n, 1],, respectivamente. Los cédigos M DS son interesantes

para los casos no binarios, como los c6digos Reed-Solomon Generalizado.
Para codigos M DS lineales se cumple lo siguiente.

Teorema 1.8. Sea C un [n, kl,-codigo con k > 1. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes

(1) El codigo C es MDS.
(2) El codigo C+ es MDS.

DeriNicION 1.25. Diremos que C es un codigo M DS trivial sobre IF, si, y s6lo si C = Fq 6Ces
equivalencia monomial al c6digo generado por 1 6 su dual. Examinando la matriz generadora en

forma estdndar se verifica el siguiente resultado para cdigos lineales.

TeorREMA 1.9. Sea C un [n, k,d ),-codigo. Entonces

(1) Si C es MDS, entonces C es trivial.
(2) Si3<dyk =5, entoncesk <n—-d-1.

Tenemos como ejemplos de cédigos M DS no triviales los c6digos Reed-Solomon sobre F, con

longitud n = g — 1 y sus extensiones con longitudesn =g An=gq+ 1.



CAP{TULO 2

Codigos lineales

Un cddigo lineal es un subespacio C C F';, ya que el alfabeto F, le da a los codigos lineales
estructura de espacio vectorial. Los cddigos lineales son los cédigos de bloque mds sencillos y

comunes. Los cédigos de Hamming y Reed-Muller son ejemplos de c6digos lineales.

1. Matriz generadora

kxn

DerFINICION 2.1. Sea C un [n, k],-codigo. Una matriz generadora de C es una matriz G € F,

cuyas filas forman una base de C.

OBservacION 10. La matriz G siempre existe y su rango es k. Ademds que G genera al codigo

C, es decir

C:{uG:ueF;}.

. .. L. . ., k
La matriz generadora G suministra una forma fécil para la codificacion de palabras en F,. Es

. Kk , . N
decir, cada palabra de u € Pq sera codificada como uG € Pq.

Esempro 2.1. Sea G = ({1 9) € M,_,(Z,) una matriz generadora con filas linealmente indepen-

2x3

dientes entre si y rango k = 2 que genera un cddigo binario C con parametros [3,2],. Entonces

10

| ) = (X1, X1 + X2, X2), 5

2x3

1
uG = (X1, x2)1><2[
0

Codificando se obtiene
00 — 000, 01 — 011, 10— 110, 11 — 101.

Por tanto, el codigo serd
C =1{000, 011, 110, 101} = E(3)
con una distancia d = 2.

23
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OgservaciON 11. Considerando la transformacion lineal Rg : IF’; — IF'; definida como sigue
u — uG. Como Rg es inyectiva 1-1 se tiene que Im(Rg) = IF';G = Ccon C =~ IF’;. Hay k
coordenadas que guardan informacién y n — k que son redundantes (Esta redundancia es utilizada
para la deteccion y correccion de errores y en los algoritmos de decodificacion). En el ejemplo
anterior, se observé que cualquier par de coordenadas guardan la informaciéon de los mensajes

originales, y que la coordenada restante es redundante.

OBSERVACION 12. La matriz generadora es util para almacenar el codigo, es decir, C es un [n, k],-
c6digo con M = g* palabras cédigo. Luego, se necesitan ng* digitos g-arios para almacenar C. Sin
embargo, todas estas palabras codigo se pueden obtener a partir de la matriz generadora G € F;X"
de C, es decir, con kn digitos g-arios. Por ejemplo, el cédigo H,(4) con parametros [15, 11, 3],.
Entonces, hacen falta 15 x 2!! = 30.720 bits para almacenar el c6digo, contra 11 x 15 = 165 bits

de la matriz generadora.

OBSERVACION 13. Si C es un cddigo binario con una matriz generadora cuyas filas tienen todas

peso par. Entonces cada palabra codigo de C tiene peso par.

DerNiciON 2.2. Un [n, k],-codigo es sistematico si existen k coordenadas iy, ..., i tal que al
restringir las palabras c6digo a estas coordenadas se obtienen todas las ¢* palabras de longitud k.
El cédigo visto en el ejemplo anterior E(3) es sistemético en las coordenadas 1 y 2, mas atin, E(3)

es sistematico en cualquier par de coordenadas.

OBSERVACION 14. Si G es una matriz generadora para el cddigo C entonces toda matriz reducida
por filas de G genera el mismo cddigo, ya que s6lo cambia la base de C. Pero serd mas sencillo

usar la matriz escalonada reducida G’ por filas de G.

EsempLo 2.2. Sea C el codigo con matriz generadora G = ((:) (}) 2 i ) € M, ,(Z,). Entonces genera
un [4, 3],-codigo dado por la transformacion lineal
1 101
uG = (x1, x2, x3),,5| 0 1 1 1 = (X1 + X3, X1 + X2, X2, X1 + X2+ X3),,,

1 001
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SO~

00
10
01

—_—

Pero si se usa la matriz escalonada reducida por filas de G, G’ = ( ) €M, ,(Z,).

1 001
uG = (x1, X2, x3)1 01 00 = (X1, X2, X3, X1 +X3),,,
0011

3x4
el codigo estard dado por una transformacion lineal més sencilla que la primera. Resultando el
codigo

C ={0000, 0011, 0100, 0111, 1001, 1010, 1100, 1111}

que es sistematico en las primeras tres coordenadas.

Todo [n,k],-codigo C es sistematico en k coordenadas ya que si C estd generado por G,
tomando la escalonada reducida G por filas de G. De donde C = F:G' es sistemdtico en las k

coordenadas donde estdn los 1’s lideres de G'.

DeriniciON 2.3. Una matriz generadora se dice en forma estandar si es de la forma G = (I | A)

en donde /; es la matriz identidad k X ky A es k X n — k.

Todo [n, k],-codigo C con matriz G dada en forma estdndar entonces C es sistematico en las
primeras k coordenadas ya que uG = u(l; | A) = (u | uA). En dicho caso, codificar y decodificar es
sencillo usando el esquema

cod

u — uG = (u|uA) ﬂ u.

Es importante saber que no todo cédigo lineal tiene matriz generadora en forma estandar. Un ejem-

plo répido es suponer que el c6digo con pardmetros [3, 2], estd generado por lamatrizG = (4 J9) €

M, ,(Z,). Sin embargo, se tiene el siguiente resultado.

ProposIcION 2.1. Todo cédigo lineal C es equivalente a un cédigo C' con matriz generadora

dada forma estdandar.

CoroLARIO 2.1. Dado un [n, kl>-cédigo C y 1 < i; < --- < i, < n, existe un cédigo lineal C' tal

que C ~ C y sistemdtico en las iy, . . ., iy coordenadas.
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2. Cédigo dual y matriz de control de paridad

Recordemos que el espacio vectorial Fq posee un producto interno natural definido como
Xy =X1Y1 +Xy2 + 00+ XpYn.
DeFINICION 2.4. Si C es un [n, k],-codigo, se define el codigo dual de C como el conjunto
Cl:{xeF’;:x-c:O, Yc € C}.

TeoreMA 2.1. Sea C un [n, k],-cddigo.

e SiGe PZX" es una matriz generadora de C entonces
C*={xeF,:Gx" =0} ={xeF,:xG" =0}.

e El codigo dual C* tiene pardmetros [n,n — kl,.

e Ademds tenemos que se cumple que (C l)L =C.

EsempLo 2.3. Los cédigos {0}, IF;, Rep,(n) y P,(n) tienen parametros [n,0], [n,nl,, [n,1], y

[n,n — 1], respectivamente. Forman los cédigos duales
F, = {0}, Rep,(n)=P,(n)

en donde P,(n) = {x € IF; : 2, x; = 0} es el codigo even-like con parametros [n,n —1,2],. Sig =2
i=1

se cumple que P,(n) = E(n), ya que si x € F, entonces Y, x; = 0 si, y s6lo si w(x) es par.
i=1

DEerNIcION 2.5. Un cédigo lineal C es auto-ortogonal cuando C c C*.

DEerNICION 2.6. Un cédigo lineal C es auto-dual cuando C = C*. Un c6digo auto-dual siempre
tiene pardmetros [2n,n], 6 [n, ],. Si C es un c6digo auto-dual, entonces toda matriz generadora
de C es matriz de paridad y reciprocamente. Luego, si G = (I, | A) es una matriz generadora de C,

entonces H = (—AT | 1) también lo es.

EsempLo 2.4. Sea C = {0000, 1100, 0011, 1111 } un [4,2,2],-c6digo. El cédigo dual se

(‘1 Cz C3 C4
define como

Cl:{xEIF;:x-c:O, Ve € C, x = X1X2X3X4 }.
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Para obtener el c6digo C* es necesario resolver las siguientes 4 ecuaciones

x-c1=0 =2 x0+x0+x0+x0=0 = x=1111.
x-c=0 = x1+x1+x0+x0=0 = x=0011.
x-c3=0 = x0+x0+x31+x1=0 = x=1100.
x-cs=0 = xil+xl+xl+x1=0 = x=0000.
De donde
C*+ = {1111, 0011, 1100, 0000}.
Luego, C = C*.

OBSseRvACION 15. En el ejemplo 5.17 se muestra el caso de un cédigo con parametros [4,2, 3]s

que no es auto-dual.

DEeriNicION 2.7. Sea C un [n, k],-c6digo. Una matriz H se dice matriz de control de paridad o

matriz de paridad de un cddigo C si es una matriz generadora de C*, es decir,
1 _ . n—k
C ={xH:x€eF, }

OBSERVACION 16. La matriz H siempre existe y es una matriz n — k X n, es decir, la matriz

n—kxn

HeF, .
ProposICION 2.2. Sea H € IF":kX" una matriz de paridad de un [n, k],-codigo C entonces
C={xeF,:Hx" =0} ={x€F,: xH" =0).

DEemMosTRACION. Si ¢ € C entonces ¢ = uG € C conu € IF"’; yG e ]Ff;n es una matriz generadora
del c6digo C. Luego, cH™ = uGH" = 0,asiC C Sy = {x € P; : Hx" = 0}, en donde Sy es el
espacio solucion de un sistema lineal homogéneo de n — k ecuaciones con n variables y con rango
n—k. Como dim(Sy) =n—(n—k) =k =dim(C) se tieneque C = {x € F, : Hx" =0} = {x € F,_:
(Hx) = ()7} ={xeF, : xH™ =0).

O

OBservACION 17. Una manera de hallar la matriz de paridad H de un codigo C es a partir de la
matriz generadora G. Si G = (I | A) estd en forma estandar, entonces H = (A" | I,,_;) es la matriz
de paridad en forma estandar (aunque no esta en forma estandar como matriz generadora de C+)

de C en donde I; es la matriz identidad k X k y A es n — k X k. Ademas, si G y H son las matrices



3. DISTANCIA DE UN CODIGO LINEAL Y COTA DE SINGLETON 28

generadora y de paridad, respectivamente, de C, entonces H y G son las matrices generadora y de
paridad, respectivamente, para C* y las filas de toda matriz generadora forman una base del c6digo

que ésta genera.
3. Distancia de un cédigo lineal y Cota de Singleton
TeoREMA 2.2. Sea C un [n, k,d ],-codigoy H € F:kxn una matriz de paridad de C. Entonces
d = min{r : hay r columnas linealmente dependientes en H}.

O sea, H tiene d columnas linealmente dependientes, pero cualquier conjunto con d — 1 columnas

son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Sean H, Hs, ..., H,y H', H?, ..., H" las filas y las columnas, respectivamente,

de la matriz de paridad H € F, ™" de un cédigo C. Si ¢ € C entonces
cH =0 & ci(H)i+cx(H )+ +cy(H ), =0 ciH +c;H + -+ +¢,H" = 0.

Ahora, w(c) = r, ¢ € C s1, y s6lo si H tiene r columnas linealmente dependientes. Como r > d, la
matriz H no puede tener d — 1 columnas dependientes o menos.

O

El teorema anterior es usado para construir codigos lineales con distancia d prefijada y tiene

como consecuencia la siguiente proposicion vista anteriormente.
Proposicion 2.3. (La Cota de Singleton). Si C es un [n, k,d ],-cédigo entonces se cumple que
d<n-k+1.

EsemprLo 2.5. Un [31, 26, d ],-c6digo tendrd como distanciad <n—k+1=31-26+1=3,es
decir, d € {1, 2, 3}.

Esempro 2.6. Un [4, k, 4]3-cédigo tendrd como dimension k <n—-d+1=4-4+1=1,es

decir, k = 1.

EsempLo 2.7. Un [n, 36, 3],-c6digo tendrd como longitudn > d +k—-1=3+36 -1 = 38, es
decir, n € {38,39,40, .. .}.

EiempLo 2.8. No existen codigos con pardmetros [2n, 2n—1, 3],. Usando la proposicion anterior

setiened < 2n—(2n— 1)+ 1 = 2 y esto contradice el hecho que d = 3.



4. DECODIFICACION POR SINDROME 29

4. Decodificacion por sindrome

Veamos ahora un método general para decodificar codigos lineales C C IF':;, que saca provecho

de la estructura de espacio vectorial del espacio cociente IF’:;/ C. Recordemos que FZI /C={x+C:

X € F:;} es el espacio vectorial formado por la coclases x + C = {x+ ¢ : ¢ € C}, con las operaciones
ax+C)=ax+C, (x+CO)+@y+OC)=x+y)+C
cona € Fy, x,y € F,. El nimero de coclases es [F,/C| = ¢"*.

DeriniciON 2.8. (Sindrome). Sea C un [n, k], cédigo con matriz de paridad H. Si x € JF';, el

sindrome de x se define por
s(x) = sy(x) = xH".

Notar que si x € C si, y sélo si s(x) = 0. Las n-cadenas x, y tienen el mismo sindrome si, y s6lo si

yacen en la misma coclase.

TeOREMA 2.3. Sea C un codigo lineal con matriz de paridad H. Decodificar por distancia
minima es equivalente a decodificar la palabra recibida x como la palabra codigo ¢ = x —a donde
a es una palabra de peso minimo en la coclase x + C, o equivalentemente, donde a es una palabra

de peso minimo con igual sindrome de x.

Este proceso de decodificacion se realiza con el llamado arreglo estandar para C

0 c1 CH C,

a cp+a c¢o+ap - ¢t
a ci+a c+a -+ Ccrtap
a, ci+a; cr+ag -+ ¢ ta

donde r = g¢c—1ys = q"_k — 1. La primera fila consta del cédigo, es decir, la coclase 0 + C.
Para formar la segunda fila, se toma una palabra de peso minimo a; que no esté en la primera fila.
Esto da como resultado la coclase a; + C. En general, para formar la i-€sima fila, se tomard a;
de peso minimo que no se encuentre en las primeras i — 1 filas. Este proceso terminara cuando se
escriban las ¢"* filas. Las palabras a; con i € {1,..., s} serdn conocidas como lideres de coclases

del arreglo. Asi dos palabras tienen igual sindrome si, y sélo si estdn en la misma fila del arreglo.
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Supongamos que se recibe la palabra x que estd en la columna j del arreglo, entonces x = ¢;+a;
para cierto a;, en donde a; es una palabra de peso minimo en la coclase x+C. Luego, se decodificara

X como c;, es decir, como la palabra cédigo de la columna j.

EsempLo 2.9. Sea C = {0000, 0100, 1101, 1001} un [4, 2],-c6digo binario dado por la matriz

1101
G =
(0100]

2x4

generadora

Las coclases son

0000 + C = {0000, 0100, 1101, 1001}.
1000 + C = {1000, 1100, 0101, 0001}.
0010 + C = {0010, 0110, 1111, 1011}.
1010 + C = {1010, 1110, 0111, O011}.

Como elegimos los lideres de las coclases de peso minimo, el arreglo queda

0000 0100 1101 1001
1000 1100 0101 0001
0010 0110 1111 1011
1010 11107 0111 0011

Si se recibe la palabra x = 1110, se detecta un error ya que x no estd en la primera fila del arreglo.
Luego, €sta es corregida como la palabra codigo ¢ = 0100, que se encuentra arriba en la misma

columna que x.

Pero no serd necesario almacenar todo el arreglo. Sé6lo se necesitard guardar una tabla con los
lideres de las coclases con sus correspondientes sindromes, ya que cada fila estard determinada por
éstos, es decir, si se recibe la palabra x, se calcula su sindrome s(x) y se busca en la tabla el lider
de coclase a; con igual sindrome que x. Luego, decodificamos x como ¢ = x — a;. Este proceso es

conocido como decodificacion por sindrome.

EsempLo 2.10. Sea C = {0000,0100, 1101, 1001} el cédigo del ejemplo anterior. Para hallar la
matriz de paridad H del codigo anterior, se hacen operaciones elementales por filas hasta que G

esté en su forma estdndar, es decir, G = (¢ ), , entonces la matriz de paridad es
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La tabla de lideres-sindromes queda

Lideres | Sindromes
0000 00
1000 01
0010 10
1010 11

Si se recibe la palabra x = 1110, se calcula su sindrome
s(x)=1110.H" = 11.

Luego, se decodificard x como

c=1110+ 1010 = 0100.

OBservAcION 18. Si C tiene distancia minima d, entonces todas las palabras x € F; de peso alo

sumo 7 = | <1 | son lideres de coclases.

La observacién anterior nos permite realizar la siguiente estrategia conocida con el nombre de

decodificacion incompleta, usada especialmente cuando la distancia es par. Si1 d(C) = 2t +1 6

d(C) = 2t+ 2, este método garantiza la correccion de todos los errores de peso a lo sumo 7 en todas
las palabras cdigo y ademads, en algunos casos, permite detectar errores de peso mayores que .
El arreglo estandar a continuacidn estard dividido en dos partes. En la parte superior esta el
codigo y todas las coclases con lideres de peso menor o igual que ¢. En la parte inferior estaran
el resto de las coclases, es decir, aquellas con lideres con peso mayor estricto que 7. Si la palabra
recibida x esta en la parte superior del arreglo, se decodificard de manera usual. Si x se encuentra
en la parte inferior del arreglo, se detectard que se cometieron al menos ¢ + 1 errores y se pedirad la

retransmision del mensaje.

Esempro 2.11. Sea C un [5, 2, 3],-c6digo con ¢ = 1 generado por la matriz dada en su forma

estandar

1 0110
01 011

G=(L1A)=
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El arreglo es
00000 10110 01011 11101

10000 00110 11011 01101
01000 11110 00011 10101
00100 10010 01111 11001
00010 10100 01001 11111
00001 10111 01010 7 11100
11000 01110 10011 00101
10001 00111 11010 01100

Supongamos que se recibe x = 01010, entonces se decodificard como ¢ = 01011, pero si se recibe

10011 entonces se pedira la retransmision del mensaje.

Al igual que antes, no es necesario almacenar todo el arreglo y se usard la tabla formada por

las coclases y sus sindromes. Basta tomar la parte superior del arreglo.

0
1
1

(=l =]

Esempro 2.12. La matriz de paridad del cédigo anterior es H = (i é ?) y la tabla de
3x5

lideres-sindromes queda

Lideres | Sindromes
00000 000
10000 110
01000 011
00100 100
00010 010
00001 001

Si se recibe 11001, se calcula su sindrome 11001.H™ = 100 y por lo tanto, se decodificara
como 11001 + 00100 = 11101. Pero si se recibe 01110 y se calcula su sindrome 01110.H " = 101

y como no estd en la tabla, se pedird la retransmision del mensaje.
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Codigos ciclicos

Los cddigos ciclicos son codigos lineales, el alfabeto F,, le da a los codigos ciclicos, estructura
de ideal de un anillo cociente, como se verd mds adelante. Los cddigos BCH, Reed-Solomon y

algunos cédigos de Hamming son ejemplos de cédigos ciclicos.

1. Definiciones

Se supone que, en el espacio vectorial Pq los nimeros n, g son primos relativos, es decir,
mcd(n, g) = 1, esto con el objetivo de garantizar que, al momento de factorizar la expresion x" — 1,

no tenga factores repetidos. Si ¢ = 2 entonces n serd impar.

DErinicioN 3.1. Un cédigo lineal C C IFZ es ciclico si

CoCl - CpnCpn1 €C =  cp_1€0C1...Chn €C.
SiC c Fq es un codigo lineal g-ario, a cada palabra se le asignara un polinomio como sigue
1

¢ : C — F,lx], CoCl...Chel V> Co+Cix+ -+ Cp X

en donde F,[x] es el anillo con coeficientes en F, cuya variable es x.

El mapa ¢ es un isomorfismo de espacio vectorial de C sobre ¢(C). Ya que
Ker(¢(C)) = {cocy...cho1 € C 2 ¢(C) = 0}
={coC1...Cre) EC i Co+C1X+ -+ Cpy X =0}
={coc1...c4-1€C:¢;=0,1<i<n}
Entonces Ker(¢) = {00--- 0}, es decir, ¢(C) es inyectiva. Ademds, ¢(C) es lineal porque
d(Acocy ... cpoq + c;)c/] .. .c;_]) = ¢(Acy + cz)/lcl + c'1 o AC,- + c;_l)
= dco + ¢y + (Aey +c))x+ -+ (Ae,oy + ¢, )X

Tenemos que ¢(C) es lineal e inyectiva, luego se tiene un isomorfismo de C sobre ¢(C). En esta

seccion, las palabras c6digo se escribirdn como polinomios. El dlgebra de los polinomios con

33
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coeficientes en F,, grado menor estricto que 7, con la suma usual de polinomios y el producto de

polinomios seguido de reduccién médulo x" — 1 serd denotado como el cociente

Fylx]

R, = ——
(x"=1)

. .y e PO . F, .
OBsERVACION 19. Un cddigo C es ciclico si, y solo si ¢(C) es un ideal en (xZ[x]>. En efecto, si

-1

coCy - .. ¢y € C entonces

-1 2
x (co+cix+-+c, X )=cox+cx”+ -+, X (mod x" — 1)

) Rn

= Cpi + CoX + C1X° -+ + Cpo X!

€4(C)

ya que,

Cot+Crx+ -4 X = (X = 1)+ Cpy + Cox A+ -+ Cp X

por el Algoritmo de la Division.

DEernicion 3.2. Si C C IF'; es un cédigo, entonces el complemento de C, llamado C°, es un
codigo tal que C + C° = P’; con C N C® = {0}. En general, el complemento no es tnico. Sin
embargo, si C es un cddigo ciclico, hay un unico complemento de C que también es ciclico. Este

codigo se denomina, complemento ciclico de C.

2. Polinomios ciclotomicos y las clases g-ciclotomicas modulo

A continuacion se explican dos maneras para factorizar la expresion x" — 1 en Fy[x], con el fin

de saber todos los cddigos ciclicos g-arios con longitud n.

2.1. Primera manera. Usaremos los polinomios ciclotomicos para factorizar x" — 1 en F,[x]

sobre el cuerpo F,, en donde n, g no son necesariamente primos relativos.

DEerNICION 3.3. Los polinomios ciclotomicos ¢, (x) en F,[x] sobre el cuerpo F, se definen in-

ductivamente (para el caso ¢ = 2) mediante:

e Paran =1 se tiene que ¢, (x) = x — 1.

) 2_ 2_
e Paran = 2 se tiene que ¢,(x) = gl(x]) = ’;_11 =x+ 1.
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e Para n = 3 se tiene que ¢;3(x) =
e Para n = 4 se tiene que ¢4(x) =
e Paran = 5 se tiene que ¢s(x) =
e Para n = 6 se tiene que ¢¢(x) =
e Paran =7 se tiene que ¢7(x) =
e Paran = 8 se tiene que ¢g(x) =
e Paran =9 se tiene que ¢y(x) =
e Para n = 10 se tiene que ¢o(x)
e Paran = 11 se tiene que ¢;;(x)

e Paran = 12 se tiene que ¢(x)

e Paran = 13 se tiene que @3(x) =

e De donde, sin > 1, entonces ¢ (x) =

©-1 _ -1 _ .2
oy = 1 =X +x+1.
-1 — -1
$1(xX)2(x) (x—D(x+1)"
©-1 _ ©-1 _ .4 3 2
oy = 1 =X +x’+x +x+ 1.
x—1 — X—1
F1IWh (063 - Dt DD
7 7
S I R R A T Sl SR L B
$1(x) x—1
xB—1
$1(X0)P2(X)Pa(x)
-1 _ -1 _ .6 3
Fmm = oo =% T+ L
— x10-1
T p1(0)d2(0)Ps(x)
11 11
= ’;l(;; L e R T
x12—1

$1(X)P2(X)P4(X)Pe(x) *
xB3-1 _ xB3-1

p1(x) T x-1

x'—1

Mé,®

=xZ+ x4+ x4 P+ 1

35

donde el producto que aparece en el denomi-

nador, el nimero d recorre todos los divisores de n excepto el mismo n. Estos polinomios

se denominan polinomios ciclotémicos y ¢,(x) es el n-ésimo polinomio ciclotémico. Se

usard la siguiente identidad

¥ = 1= ]oun)

dln

donde ¢,(x) es el d-ésimo polinomio ciclotomico de orden n. Por definicion, las raices de

¢4(x) son las raices n-€simas de la unidad de grado d. Es decir,

sa)= ] x=9H

mcd(k,n)=1

donde vy es una raiz primitiva n-ésima de la unidad de orden d.

e Se puede afirmar que si n s un nimero primo, entonces

b ()=x +-+x+1.
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EsempLo 3.1. Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que para c6digos ciclicos binarios, con
longitudes impares n = 3, 5, 7, 9, 11, 13, las factorizaciones de x" — 1 sobre [F,, son las siguientes:
3 _ 2

xX=1=x-D&E"+x+1).

©-l=(x-DE+x +x7+x+ 1)

A=l =x-DE+ X+ + 0+ +x+ D) = (- D +x+ DO + x5+ D).

X =1=(x-DE+x+ DEC+x +1).

M= 1=G-DO"+ X+ + 7+ 2+ X+ + 2+ P+ x+ D).

el == D+ T+ 2+ T+ R+ P+ D).
De las expresiones anteriores, se puede afirmar que hay 2> = 4 cédigos ciclicos sobre F, con
longitudes n = 3, 5, 11, 13, y que también hay 2° = 8 cédigos ciclicos con longitudes n = 7 y
n = 9 sobre [F,. Notemos que en la definicién 3.3, si n es par, se tienen factores repetidos en el

denominador, de alli el hecho de suponer que mcd(n, g) = 1.

OBserRvVACION 20. Es importante poder factorizar x" — 1 sobre cuerpos finitos, ya que si la ex-
presion x" — 1 se puede factorizar completamente sobre F,, entonces se puede saber cudles son
todos los codigos ciclicos g-arios con longitud n. Sin embargo, puede suceder que algunos sean

equivalentes entre si, como se verd en el ejemplo 3.9.

2.2. Segunda manera. Usaremos las clases g-ciclotémicas médulo 7 y los polinomios mini-

males para factorizar x" — 1 en F,[x], sobre el cuerpo F,, para n, g coprimos. A continuacion se

enuncian tres teoremas usados para realizar las cuentas.

TeoremA 3.1. (Elemento primitivo). Sea IF:] el grupo de todos los elementos no nulos de F,

entonces se tiene

(1) El grupo IF; es ciclico con q — 1 elementos bajo la multiplicacion en F,,.

(2) Siy es un elemento generador de este grupo ciclico entonces
F,=1{0, 1 = v ¥ v con ¥ =1 si, y solo si g—1] 1.

Cada generador y € Fq es llamado elemento primitivo de IF,. Cuando los elementos no nulos
de un cuerpo finito son expresados en potencias de vy, la multiplicacion en el cuerpo se lleva a cabo

mediante lareglay'y/ = y*/ =y con0<s<qg-2yi+j=s(modqg—1)
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Sea y un elemento primitivo de F, entonces yqfl = 1. Por tanto ()/")(r1 =lcon0<i<g-2
mostrando que los elementos de IF; son raices de x” —1 € F,[x] y por tanto serdn raices de x? — x.
Como 0 es raiz de x? — x se tiene que los elementos de F, son las raices de x? — x, dando este

importante teorema
TeorEMA 3.2. Las raices de x? — x son exactamente los elementos de F,.

Analizando la estructura de cuerpo, sera util saber el nimero de elementos primitivos en F, y
como encontrar a todos ellos una vez que un elemento primitivo ha sido encontrado. Ya que Fq
es un grupo ciclico, recordamos varios hechos acerca de los grupos ciclicos finitos. En un grupo
ciclico G de orden n con generador g, los generadores de G son precisamente los elementos g’ con
mcd(i, n) = 1. Sea @(n) el nimero de enteros i donde 1 < i < n tal que mcd(i, n) = 1, es la llamada
@-funcion de Euler. Por lo que hay @(n) generadores de G. El orden de un elemento @ € G es el

entero positivo mds pequefio i tal que o' = 1. Un elemento de G tiene orden d si, y s6lo si d | n.

n
mcd(i,n)

Ademads, g' tiene orden d = y por lo que hay @(d) elementos de orden d. Cuando se habla
de los elementos a € F;, el orden de « es su orden en el grupo multiplicativo F;. En particular, los
elementos primitivos de F, son aquellos de orden g — 1. El siguiente teorema sigue de la discusion

anterior.

TeoreMA 3.3. Sea y € F, un elemento primitivo.

e Hay ®(q— 1) elementos primitivos en F,, estos son los elementos y' con med(i,g—1) = 1.

e Para cualquier d donde d | (q — 1), hay ®(d) elementos en F, de orden d, estos son los
i(g=1)
elementosy * conmcd(i,d) = 1.

Un elemento ¢ € F, es una raiz n-ésima de la unidad si £&” = 1, y es una raiz primitiva n-ésima
de la unidad si &' # 1 para 0 < s < n. Un elemento primitivo y € F, es por lo tanto una raiz
primitiva (¢ — 1)-€sima de la unidad. Del teorema 3.1 se sigue que el cuerpo F, contiene una raiz

q-1

primitiva n-ésima de la unidad si, y s6lo si n | (g — 1), en cuyo caso y = es una raiz primitiva

n-ésima de la unidad.

EsempLo 3.2. El elemento generador @ = 2 € Fy3 es un elemento primitivo de Fy3, ya que 2 es un
elemento generador del grupo ciclico Fb con 12 elementos no nulos bajo la multiplicacion en Fy3,
entonces por teorema 3.1 se tiene que Fi3 = {0; 1 = a2 =a;4=0a*8=0a’;3=16=0a"* 6=

2=0a;12=64=0%11=128=0a";9 =256 =0a®5=512=0"10 = 1024 = a'%; 7 =
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2048 =a''} =10, 1,2, 4,8,3,6,12, 11,9, 5, 10, 7}cona’ = 1 si, y solosi 12 | i. Por el teorema

3.3 hay @(12) = 4 elementos primitivos en Fi3, los cuales son a = 2, @ =6,a =11,a'' =7.

OBSERVACION 21. Resumiendo la informacion anterior, para factorizar x" — 1 sobre [, es util
encontrar una extension F, de F, que contenga todas sus raices. En otras palabras, F, debe con-
tener una raiz primitiva n-ésima de la unidad, que ocurre cuando n | (¢’ — 1) por el teorema 3.3.
El orden ord,(q) de ¢ mddulo n es el entero positivo mas pequeiio a que satisface ¢* = 1 (mod n).
Note que si ¢t = ord,(q), entonces I, contiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad «, pero
no hay cuerpo de extensién mds pequefio de F, que contenga una raiz primitiva. Como o' son
distintos para 0 < i < ny (/)" = 1, F, contiene todas las raices de x" — 1. Consecuente-
mente, Fy es llamado cuerpo de descomposicion de x" — 1 sobre F,. por lo que los factores
irreducibles de x" — 1 sobre F, debe ser el producto de los distintos polinomios minimales de las
n-ésimas raices de la unidad en F,. Supongamos que 7y es un elemento primitivo de F,. Entonces,
« = y? es una raiz primitiva n-ésima de la unidad cuando d = %. Las raices de M (x) son
(s, ydsa ydsa® | ydsdTy = (o8 @ @7, ..., @'}, donde r es el menor entero positivo tal que

dsq" = ds (mod ¢' —1). Pero, dsq" = ds (mod ¢' — 1) si, y sélo si sq” = s (mod n).

DerinicioN 3.4. (Clases g-ciclotomicas médulo 7). Sea s € Z tal que 0 < s < n. El conjunto

que se define por

Cs=1s,5q,...,5¢" "} (mod n)

en donde r es el entero positivo mas pequeio tomado de tal manera que se cumpla

sq =s(modn) — n|sq —s

son conocidas como las clases g-ciclotomicas modulo n. Los conjuntos C;, son particiones del

conjunto {0, 1,2, ...,n — 1} de los enteros en conjuntos disjuntos.
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EsempLo 3.3. A continuacion, se calcula el conjunto de todos los representantes de las clases
2-ciclotomicas médulo 7 son
= {0}.

1,2,4}, conr = 3.
C,=1{2,4,8} ={2,4,1} =C,conr = 3.
C;=1{3,6,12} = {3,6,5} conr = 3.

{
{
{
{
Cy=1{4,8,16} ={4,1,2} =C, =Cyconr = 3.
{
{
{

Cs =1{5,10,20} ={5,3,6} = Czconr = 3.
Ce =16,12,24} =1{6,5,3} conr = 3.
C;={7}={0}conr=1.

Descartando los conjuntos que tienen representantes de clases repetidas, se tienen tres clases 2-

ciclotémicas mddulo 7, las cuales son

Co =10}, cons =0.
Ci ={1,2,4}, conr=3, s=1.
C3=1{3,5,6}, conr=3, s =3.

Notemos que Cy N C; N C3 = 0, con t = ord;(2) = 3 el tamafio de C;.
Todo lo discutido anteriormente nos da el siguiente teorema.

TeOREMA 3.4. Sea n un entero positivo tal que mcd(g,n) = 1. Sea t = ord,(q) el tamario de la
clase g-ciclotémica médulo n de C,. Sea a una raiz primitiva n-ésima de la unidad en el cuerpo

F,.

(1) Para cada entero s con 0 < s < n, el polinomio minimal de o* sobre F, es
M,s(x) = l—[(x —a)
i€Cy
donde C es la clase g-ciclotomica modulo n.

(2) Los conjugados de o son los elementos o' con i € C,.

(3) Ademas,
X' —1= ]_[ M, (x)

es la factorizacion de x" — 1 en factores irreducibles sobre F,, en donde s recorre los

subindices de todos los conjuntos de las clases q-ciclotomicas médulo n.
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EsempLo 3.4. Vamos a factorizar la expresion x’ — 1 sobre F,. Las clases 2-ciclotémicas médulo
7son Cy = {0}, C; = {1,2,4} y C3 = {3,5,6} con ord;(2) = 3 y las raices primitivas 7-ésima de
la unidad estdn en FFp; pero no estan en una extension menor de F,. Los factores irreducibles de
x’ — 1 sobre F, tienen grados 1, 3 y 3 que son las cantidades de elementos que estdn en Cy, C; y C3
respectivamente. Dado el polinomio irreducible, f(x) = x* + x + 1 sobre F,. Como ord;(2) = 3,
entonces el factor x’ — 1 tiene raiz en F,3 = Fg. Sea o un elemento primitivo en F,:, entonces
f(@) = a®+a+1 =0, por que a es una raiz. Primero se calculan las potencias de a, para ello se
usa el hecho que f(@) = @’ + @ + 1 = 0, luego se usan en el célculo para encontrar los polinomios
minimales.

a=a+l.

==+ Da=ac?+a.

d=dta=(@+a=+’ = +a+ 1.

S
I

d=da=@+a+ D=+’ +a=a>+1.

@+ Da=a’+a=1.

S
Il
Q
IS
Il

a = a=a.

@ = dda = o>

'’ =d’a=a*=a+1.

a''=a% =(@+ Da=a?+a.
d?=ad'a=@@+)a=a?+a+1.
a=ad%e=@+a+ D=+’ +a=a*+1.
a4 =aPa=@+a=F+a=1.

Usando la primera parte del teorema 3.4 con las potencias de a, tenemos que los polinomios

minimales son

Para s = 0 se tiene que el polinomio irreducible asociado a Cy = {0} es,

M(,o(x):n(x—ai):x—aozx—l:x+1.

i€Co
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Para s = 1 se tiene que el polinomio irreducible asociado a C; = {1, 2,4} es,

My = | =) =~ a')x—a)x—ah)

ieCy
2

(X —*x—ax+a’)(x—at)

3 4.2 2

=X —ao X —« x2+a/6x—ax2+a/5x+a3x—a/7

7

C-@+l+a)+ @+’ +)x—a

C-@+a+l+a)+ @+ 1+ +a+1+a+Dx+1

24 x+ 1.

Para s = 3 se tiene que el polinomio irreducible asociado a C; = {3, 5, 6} es,

Mp(x) = | (=) = (x - @) (x - @")(x - @)

i€Cs

5

(P -x—-a’x+a®)(x—-a®

3 6.2 5 14

X —a X —«a x2+a/“x—a3x2+a/9x+a/8x—a

P-@+l+ )+ @+’ +dd)x+1

=X -@+1++a+1l+a+ D2 +@+a+*+a)x+1

2+ + 1.

Usando la tercera parte del teorema anterior 3.4, se tiene que,

X' —1= ]_[ M (x) = Myo(X)M,1(x)M3(x) = (x + DO + x + D + 52 + 1.
s€{0,1,3}

OBservACION 22. La cuenta del ejercicio anterior 3.4 se puede evitar sabiendo que los Unicos

polinomios irreducibles sobre F, con grado 3 son x* + x + 1 A x> + x* + 1.

EsempLo 3.5. Vamos a factorizar la expresion x” — 1 sobre F,. Las clases 2-ciclotémicas médulo
9son Cy = {0}, C; =1{1,2,4,5,7,8} y C3 = {3,6} con ordy(2) = 6y las raices primitivas 9 -
€simas de la unidad estdn en Fs = F,, pero no estdn en una extension menor de IF,. Los factores
irreducibles de la expresién x° — 1 sobre F, tienen grados 1, 6 y 2. Estos polinomios son M (x) =

Mi(x) = x+ 1, M,(x) = My(x) y M,3(x), en donde « es una raiz primitiva 9-ésima de la unidad
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en Fey. El tnico polinomio irreducible de grado 2 sobre F, es x> + x + 1, que por lo tanto debe ser

M (x)y My(x) = x5+ x> + 1. Por tanto, la factorizacién de x° — 1 = (x + D)(x* + x+ 1)(x® + x> + 1).

OBsERVACION 23. Las factorizaciones en el ejemplo 3.4 y 3.5 coinciden con las factorizaciones

del ejemplo3.1conn=7yn =09.

EsempLo 3.6. Vamos a factorizar la expresion x'3—1 sobre 3. Las clases 3-ciclotémicas médulo
13 son Cy = {0}, C; = {1,3,9}, C, = {2,5,6}, Cs = {4,10,12} y C; = {7,8,11} con ord,3(3) = 3
y las raices primitivas 13 -ésimas de la unidad estan en F;3 = F,, pero no estdn en una extension
menor de F;. Los factores irreducibles de la expresion x'3 — 1 sobre F; tienen grados 1, 3, 3, 3
y 3. Estos polinomios son, M (x) = x — 1, My(x) = x> + 2x + 2, Mp(x) = x> + x> + x + 2,
My(x) = x>+ x> +2, My(x) = x> + 2x*> + 2x + 2. Por tanto, la factorizacién de x> — 1 =

=D +2x+ 2 + 2+ x+2)(F° + x>+ 2)(x° +2x% + 2x + 2).

3. Polinomio generador

El siguiente resultado reune algunos hechos bésicos de los c6digos ciclicos.

TeOREMA 3.5. Sea C un ideal distinto de cero en R,, es decir, un codigo ciclico no nulo con

longitud n. Entonces se cumplen

(1) Existe un tinico polinomio monico g(x) de grado minimo en C. Ademds, este polinomio
es el polinomio generador de un cédigo C, es decir, C = {g(x)).
(2) Para g(x) € C se cumple que g(x) | x" — 1.

(3) Si gr(g(x)) = r, entonces C tiene dimension n — r. Mas aiin,

C =(g() = {r(x)g(x) : gr(r(x)) <n-r}.

(4) Sig(x)=go+g1x+ -+ gx, entonces gy # 0y C tiene matriz generadora

g 8 & - - & 0 0 - 0
0 g0 & & -+ - & 0 - 0
G=10 0 g & & - - & :
o 0
0 0 --- 0 g & & - - &

n—rxn

donde cada fila de G es un desplazamiento ciclico de la fila previa.
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(5) Si a es una raiz primitiva n-ésima de la unidad para alguna extension del cuerpo F,,

entonces
2.0 =] | Mu®

en donde M,s(x) es el producto de los polinomios minimales sobre F, del teorema 3.4,
con 0 < s < n el subindice de cada conjunto de las clases q-ciclotomicas modulo n 'y en

donde z indica las combinaciones posibles de estos subindices.

DEMOSTRACION.

(1) Sea g(x) un unico polinomio ménico de grado minimo en C. Ya que C no es cero, tal
polinomio existe. Si c(x) € C entonces por el Algoritmo de la Division, c(x) = g(x)h(x) +
r(x) con c(x), g(x), h(x), r(x) € Fy[x] en donde r(x) = 0 6 gr(r(x)) < gr(g(x)). Como C es
un ideal R, r(x) € C y g(x) es de grado minimo se tiene que r(x) = 0. De donde, g(x) es
monico de grado minimo en C'y C = (g(x)).

(2) g(x) € C. Por el Algoritmo de la Division, se tiene que x" — 1 = g(x)h(x) + r(x) en donde,
nuevamente r(x) = 0 6 gr(r(x)) < gr(g(x)) con g(x), h(x),r(x) € F,[x]. Como x" — 1
corresponde al vector 0 € C y C es un ideal en R, r(x) € C, una contradiccién a menos
que r(x) = 0. De donde, g(x) | x" — 1.

(3) El ideal generado por g(x) es (g(x)) = {f(x)g(x) : f(x) € R,}. Basta ver que al restringir
f(x) a polinomios de grado menor estricto a n — r. Se sabe que x" — 1 = h(x)g(x) para
algin polinomio A(x) con grado n — r. Al dividir se tiene, f(x) = g(x)h(x) + r(x) con

gr(r(x)) < n —r. Entonces

J(0g(x) = g(0)h(x)g(x) + r(x)g(x) = g(x)(x" — 1) + r(x)g(x)
y asi f(x)g(x) = r(x)g(x) en R,, que es lo que se queria ver. Esto también nos muestra
que el conjunto
{g(x), xg(x), ..., X" " g(x)}

genera al cédigo C y como es linealmente independiente, forma una base para C. Luego
dim(C) =n-—r.

(4) Si go = 0 entonces g(x) = xg;(x) con gr(gi(x)) < r. Pero entonces se tiene que

g1(x) = Lgi(x) = X"gi(x) = x"'g(x) € C
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lo cual es absurdo ya que g; # O tiene grado menor que g(x). Por lo tanto gy = 0. Por

tltimo, G es la matriz generadora de un cédigo C, pues {g(x), xg(x), ..., x""lg(x)} es
una base de C.
(5) Se cumple usando la dltima parte del teorema 3.4 con mcd(g, n) = 1.
O

En el siguiente ejemplo se verd que un codigo ciclico C puede ser generado por otros poli-

nomios generadores ademas de su polinomio generador.

Fy[x]

EsempLo 3.7. Como 1+ x divide a x* — 1 entonces el c6digo C = (1+x) es ciclicoen R; = T

Por el tercer apartado del teorema anterior, se tiene que dim(C) = 3 — 1 = 2 y C estd formado por

los multiplos de 1 + x, es decir,

0 (I+x), 1 (1+x), x (I+x), (d+x(+x).
00 10 01 11

De donde, el codigo es
C=1{0,1+x, 1 +x% x+x* =1{000, 110, 101, 011} = E(3).
Notemos que
A+ =0, 1+2% x(1+x), A+0)A+x)}={0, 1 +x* 1+x, x+x*}=C

es decir, el c6digo C también estd generado por 1 + x? pero, 1 + x* no divide a x* — 1.

En el ejemplo anterior vimos que el cédigo C estd generado por dos polinomios generadores
distintos, es decir, C = (1 + x) = (1 + x?). Para diferenciarlos, se utiliza la notacién C = {{p(x)))

para indicar que C es el ideal generado por p(x) y que p(x) es el polinomio generador C.

Cororario 3.1. Si C un codigo ciclico en R,. Se tiene que las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

e g(x) es un polinomio monico con grado minimo en C.

e C = (g(x)) con g(x) monico, y g(x) | x* — 1.

Las siguientes proposiciones se desprenden del teorema 3.5 y sirven para relacionar los codigos

ciclicos dados sus polinomios generadores.

ProposICION 3.1. Sean C| = ({(g(x))) y C, = {{f(x))) cddigos ciclicos en R,. Entonces
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e C; C Cysi, ysolosi f(x)]g(x).
e El polinomio generador de la interseccion es C; N Cy = ({mem{g(x), f(x)})).

e El polinomio generador de la suma es C; + C, = ({(mcd{g(x), f(x)})).

En donde, la suma se define como C;1 + C, = {ci+c; € C; +C, :¢c; € Cp, ¢ € Gy} yesel

menor codigo ciclico que contiene a Cy y a C,.

OBSERVACION 24. La interseccion y la suma de dos codigos ciclicos también resultan ser codigos

ciclicos.

PropoSICION 3.2. Sea E(n) = {x € F2 : w(x) = 0 (mod 2)} el cédigo que consta de todas las

palabras de peso par en FZ y sea C un codigo ciclico binario de longitud n. Entonces

e E(n)=(x—1)).
o C = ({g(x))) C E(n)si,ysolosix—1]|g(x).

4. Polinomio de control

Dado que el polinomio generador g(x) con gr(g(x)) = r de un [n,n — r],-cédigo ciclico C en

R, divide a x" — 1, entonces se tiene que
x" =1 = g(x)h(x)

en donde A(x) es un polinomio de grado n — r y serd conocido como el polinomio de control o

chequeo de C.

TeOREMA 3.6. Sea h(x) el polinomio de control de un codigo ciclico C de R,. Entonces:

(1) El codigo ciclico C puede escribirse también como
C ={p(x) € R, : p(x)h(x) = 0 (mod x" — 1)}.

(2) Si h(x) = hg+ hix +---+ h,_,.X""", entonces la matriz de control de paridad de estd dada

por:
h,, -+ - h hy O 0 --- 0
0 h,, -+ - h h 0 - 0
H=| 0o 0 h,, -+ - h ho
0
0 0 -+ 0 h,, - - h hy

rxn
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(3) El cédigo dual C+ es un cddigo ciclico de dimension r con polinomio generador
R(x) = hy X" h(x™") = hy (hoX™ + X" 4+ -+ by ).

Esempro 3.8. El cédigo C = (x* + x + 1) = H,(3) del ejemplo 4.1 tiene polinomio de control o

chequeo
hx)=x-DE+F+D=x"+x+x+1
y como
) =) =+ 72+ x v x+ D=1+ + 0 + 4
el codigo C tiene matriz de paridad

1 011100
H={0 101110
0010111

3x7
OBsERVACION 25. El cédigo dual C* de un cédigo ciclico C es ciclico. Ejemplos: los codigos
ciclicos Pq y {0} son duales el uno del otro; el codigo de repeticion Rep,(n) es un codigo ciclico
cuyo dual es el cdodigo ciclico de los vectores even-like en Fq Ademads, el subcddigo de un cédigo

ciclico también es dual.

5. Polinomio reciproco
Si f(x) = fo+ fix+-+++ fox* ' + f,x* es un polinomio de grado a sobre F,. El polinomio
reciproco de f(x) es
FQ=xfO) = fart farx o+ fix™ + foxt.
en donde sus coeficientes son los de f(x) pero en orden inverso.

PropOSICION 3.3. Si C; = ({f(x))) y C; = {{f (X))) con f(x)y f (x) polinomios reciprocos el

uno del otro entonces C; ~ C,.

F,[x]

x! -

6. Caodigos ciclicos en R; =

EsempLo 3.9. Se estudiardn los cddigos ciclicos binarios con longitud 7. Usando los polinomios

7_
-1 on donde

ciclotémicos para factorizar x” — 1 se obtiene ¢(x) = 5
1

G =+ X+ + X+ +x+ 1= +x+ D+ 2+ 1)
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Por tanto, la factorizacion es
¥ =1=¢ () (x) =(x-DEE+x+ D+ 2+ 1)

en donde go(x) = x — 1, g1(x) = x> + x + 1, g3(x) = x* + x> + 1 son irreducibles sobre F,, con
las clases 2-ciclotémicas Cy, C;, Cs, respectivamente, del ejemplo 3.3. Como R; se parte como el

producto de 3 polinomios sobre FF, entonces hay 2* = 8 cédigos ciclicos. Estos son los siguientes:
(1) Ci(7T) = (x" = 1) = {x" + 1) = (0) = {0000000} = {0} con pardmetros [7,0, —].
(2) Ca(7) = (g,,(x0) = (g1(x)g3(x))

(P +x+ D+ 2+ D)=+ + P+ P+ x+ 1),

Usando el teorema 3.5, se obtiene la matriz generadora G»(7) =(1 1 1 1 1 1 1), , con

polinomio generador g(x) = x% + x> + x* + x* + x> + x + 1. De esta manera se genera el

codigo
C(N)={uGy(7):uek}=w,,0111111)

:(uuuuuuu)1X7

1x1 1x7

como u € F, = Z, se tiene
C»(7) ={0000000, 1111111} = Rep,(7).

con parametros [7, 1, 7],.
(3) C3(7) = (g,,(0) = (go(®)g1(x)) = ((x = D + x + 1)) = (x* + ¥’ + x* + 1). Usando
la proposicion 3.2 se tiene C3(7) C E(7), ya que x — 1 | g, (x). Este codigo tiene los

parametros [7, 3, 2], y su matriz generadora es

1011100
G(MH=[{0101110
0010111

3x7

@) Cy(7) = (8,,(0) = (oW (M) = {(x = D + 2 + D) = (x* + x> + x + 1), este codigo
tiene polinomio generador g,,(x) = x*+x*+x+1y el reciproco es g, (x) = x*+x° +x* +1
coincidiendo con el polinomio generador de C3(7). De esta manera se cumple que Cy(7) ~
C5(7) y tiene los mismos parametros [7, 3, 2], del codigo C3(7).

(5) Cs(7) = (g, (x)) = (x* + x + 1) con parametros [7,4,3],, para construir este c6digo se
construyo la siguiente tabla, donde en la primera columna se colocan los factores p(x) y

en la segunda columna los multiplos p(x)(x® + x + 1) del polinomio generador. Como
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multiplicar por x es hacer un desplazamiento ciclico en las palabras de F;, las palabras

c6digo se obtienen haciendo los desplazamientos del polinomio generador por 1, x, x%, x°,

y luego haciendo todas las sumas posibles de estas 4 palabras cdigo

p(x) | p(x).(x* + x + 1) | Palabras c6digo
0 0 0000000
1 X4+ x+1 1101000
X ¥+ 2+ x 0110100
x? X+ X3+ %2 0011010
x° O+ xt+ 22 0001101

Resultando el c6digo que tiene M = 2* = 16 palabras, las cuales son

0000000, 1101000, 0110100, 0011010
0001101, 1011100, 1001011, 1110010
1100101, 0101110, 0111001, 0010111
1000110, 1010001, 1111111, 0100011

Cs(7) =

Este codigo es equivalente al c6digo de Hamming binario H,(r) del ejemplo 4.1 con
r = 3, ya que es lineal y tiene los pardmetros [7, 4, 3]5.

(6) Co(7) = (g,(x)) = (x* + x* + 1), este es un c6digo cuyo polinomio generador g, (x) =
x>+ x* + 1 y sureciproco es g,(x) = x* + x + 1 coincidiendo con el polinomio generador
de Cs(7). De esta manera, se tiene que Cg(7) ~ Cs(7) por proposicion 3.3, entonces tiene
los mismos pardmetros [7, 4, 3], del cédigo Cs(7).

(7) C1(7) = {g,(x)) = (x—1) = (x+ 1) = E(7) por la proposicion 3.2, y este codigo tiene
parametros [7, 6, 2],.

8) Cg(7) = (1) = }F; Como el polinomio generador es (1), entonces por el cuarto apartado
del teorema 3.5, la matriz generadora es Gg(7) = I, en donde [ es la identidad 7 X 7, por
lo tanto

Cs(7) = (uGs(7) : u e By} = F, = Z,
con parametros [7,7, 1],.
Resumiendo la informacién de los cddigos ciclicos en R, estudiados en esta parte en el re-
cuadro a continuacién. En donde z nos indica la clase g-ciclotémica (mod n) usada, es decir, si

z =0, 1,3 involucra las clases ciclotomicas Cy U C; U C3. El niimero & es la dimensién del c6digo
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ciclico en R;. El polinomio generador g (x) del cédigo ciclico asociado a la clase ciclotomica. El

simbolo ~ indica que dos codigos son equivalentes.

Z k 8.(x) Cadigos
0,1,3]0 gL, =x—1 Ci(7) = {0}
L3 [ 1]g =2+ +x*+x>+x> +x+1|Cy(7) = Repa(7)
0,1 |3 g () =xt+x+x*+1 Cs(7) c E(7)
0,3 |3 g, =x'+x*+x+1 C4(7) = C5(7)
1 4 g () =x+x+1 Cs(7) =~ H(3)
3 4 8,(x) = P+’ +1 Ce(7) =~ C5(7)
0 6 g(x)=x-1 C,(7) =E(T)
7 1 Cs(7) = Z}
7. Cédigos ciclicos en Ry = f} [x]l

Esempro 3.10. Se estudiardn los cédigos ciclicos binarios de longitud 9. Del ejemplo 3.5 se
tiene que las clases 2-ciclotémicas mddulo 9 son Cy = {0}, C; = {1,2,4,5,7,8} y C;3 = {3,6},
con los polinomios minimales, M (x) = x + 1, My(x) = x5+ xX* + 1y Mpi(x) = x> + x + 1
respectivamente. Usando el teorema 3.5, tltimo apartado, se tienen los polinomios generadores
g () =x+1,gx =x°+x*+1yg(x)=x*+x+1. Tenemos 2° = 8 cédigos ciclicos.

Resumiendo los datos en el siguiente cuadro:

Z k 8.(x) Cadigos
0,1,3]0 gos(0) =x" =1 C:09) = {0}
L3 |1]g =2+ +x"+xX +x*+ X+ x> +x+ 1| C2(9) = Repr(9)
0,1 |2 &, (x) = X+ + x4+ +x+1 C3(9) C E9)
1 3 g, (x) = O+ +1 C4(9) D C5(9)
0,3 |6 8, () = x> +1 Cs(9) c EQ9)
3 7 g(x)=x*+x+1 Ce(9) D C5(9)
0 |8 g =x+1 C7(09) = E9)
9 1 Cs(9) = Z,




Esempro 3.11. Se estudiardn los codigos ciclicos ternarios con longitud 13. Teniendo en cuenta
las 3-clases ciclotémicas médulo 13 y los polinomios minimales del ejemplo 3.6, y usando la
ultima parte del teorema 3.5 para obtener los polinomios generadores. Los cuales son go(x) = x—1,
g1 =X +2x+2,g(x) =X+ XX +x+2,g4x) = x>+ x> +2y gs(x) = x> + 2x* + 2x + 2 con
Co =1{0},Cy ={1,3,9},C, = {2,5,6}, C4 = {4,10,12} y C; = {7, 8, 11}, respectivamente. Como
la expresién x'3 — 1 se parte en el producto de 5 polinomios irreducible sobre F3, entonces hay

25 = 32 cédigos ciclicos sobre FF3 con longitud n = 13. Resumiendo la informacién en el siguiente

F, [x]

8. CODIGOS CICLICOS EN R); = =
x -

F[x]

8. Cddigos ciclicos en Rj3 = — "
x f—

recuadro:
Z k 8.(x) Codigos
0,1,2,4,7 |0 Goraan (X)) =3 =1 C1(13) = {0}
1,2,4,7 |1 8124 (X) = X2 x4 x0pr P r2+x+ 1 C>(13) = Reps(13)
0,1,2,4 |3 go'lm(x)=x10+x9+2x8+x7+x6+x5+2x3+2x+ 1 C53(13) c P3(13)
0,1,2,7 | 3| gy = X042+ B+ 20+ 2 +x+ P+ 2+ x+ 1 C4(13) Cc P3(13)
0,1,4,7 |3 8oran(X) = X042 427 + X0+ +2x+ 1 Cs(13) c P3(13)
0,2,4,7 |3 ] 8pur() =x"0 4267 + 20" + 2%+ +2x* + X0 + 262 +2x+2 | Co(13) C P3(13)
1,2,4 4 812.(X) = 423 +x7+2x° +x* + 3 +2 C7(13) c Hz(3)
1,2,7 4 8., (%) =0+ xT+x0F2x 2+ 2x 42 Cs(13) c Hz(3)
2,4,7 4 8,4, (X) = P+ 427+ +283 +2x2+2 Co(13) c Hz(3)
1,4,7 4 814,(0) = O+2°+2° + 3+ 2% +x+2 Cio(13) c H3(3)
0,1,2 6 g[)_l_z(x)=x7+2x5+x3+2x2+x+2 C11(13) C P3(13)
0,1,4 6 G =X+ +x*+2x° +2x7 +2 C1(13) c P3(13)
0,1,7 6 8017 (%) =X+ X042+ + 280 +2x + 2 Ci3(13) c P3(13)
0,2,4 |6 8o =X+ +x + 1 C14(13) C P3(13)
0,2,7 6 Gy () = X7 +2x5 + 20 + X2+ x+2 C15(13) c P5(13)
0,4,7 |6 Qo) = X7 + x84+ X0 +2x* + 22 + 2x +2 Ci6(13) C P5(13)
1,2 7 8.,(%) =0+ +x2+2x+1 C17(13) c H3(3)
1,4 7 8..(%) =0+ + 2 2%+ 2x+ 1 Ci13(13) c H3(3)
1,7 7 8,(0) =x0+ 20 +x* + 227 + 2x7 + 2x + 1 Cio(13) € H5(3)
2,4 7 8,,(%) = O+2 + 2 + 23 + 2+ 2x+ 1 Cr(13) c H3(3)
2,7 7 g,,(x) =x%+2x* + 223 + 22 + 1 C>1(13) € H3(3)
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4,717 | g, = W20 + 2 + 3+ 2 +2x+ 1 | Cp(13) € H(3)
0,119 g (1) =t + 223 + 222 + 1 C»3(13) C P3(13)
0,29 g, =xt+x+1 C4(13) c P3(13)
0,49 €. () = x* +2x2 +2x + 1 Cy5(13) € Hz(3)
0,7 9 2,0 =xt+ x>+ x Ca6(13) c P3(13)
1|10 g () =x +2x+2 Cy7(13) = Hz(3)
2 110 () =3+ +x+2 C(13) =~ H;3(3)
4 |10 g () =x+x+2 Cy9(13) =~ H;3(3)
7 |10 g,(x) =X +2x2 +2x +2 C30(13) = H3(3)
0 |12 g, () =x-1 C31(13) = P3(13)
13 1 Cn(13) =F,

51

9. Codificacion y decodificacion de codigos ciclicos

Existen dos manera directas de codificar mensajes usando cédigos ciclicos, una llamada Codi-
ficaciéon No Sistematica y otra conocida como Codificacién Sistemaética.
Sea C = ({g(x))) un [n,n — k],-c6digo ciclico, con gr(g(x)) = r. Entonces, C puede codificar

mensajes g-arios de longitud n — r y requiere r simbolos de redundancia.

n—r

Dermnicion 3.5. (Codificacion No Sistematica). Dado un mensaje ag, ay, . .., a,_,_1 en F, ,se
forma el polinomio mensaje

a(x) = ag+ajx+ -+ ap_, X!
Este polinomio se codificard como el producto c(x) = a(x)g(x) € C, es decir

a(x) ~ a(x)g(x).

EsemprLo 3.12. Consideremos el [7,4, 3],-cédigo de Hamming H,(3) del ejemplo 4.1 como
cédigo ciclico generado por g(x) = x* + x + 1. Consideremos el mensaje 1010. Usando la codifi-

cacién no sistemética se formar4 el polinomio a(x) = 1 + x? y se codificard como
cx)=a(x)gx) =+ D +x+ =X+ x> +x+ 1€ H_3)

es decir,

1010 ~» 1110010.
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DeriNIcION 3.6. (Codificacion Sistematica). Para obtener una codificacion sistematica, se for-

mara el polinomio mensaje

2

ax) =apxX '+ a X"+ -+ a, X

Notar que a(x) no tiene términos de grado menores que r. Ahora, dividimos a(x) por g(x) obte-
niendo que
a(x) = q(x)g(x) + r(x), grir(x)) <r
y mandamos el cédigo
c(x) = a(x) —r(x) = g(x)g(x) € C
es decir, se codificara
a(x) ~» g(x)g(x).
Esempro 3.13. Consideremos el [7,4, 3],-c6digo de Hamming H,(3) como un cédigo ciclico

generado por g(x) = x* + x + 1. Consideremos el mensaje 1010. Usando la codificacién sis-

tematica, se formara el polinomio
a(x) = x% + x*
y dividimos
a(x) = =D +x+ D+ (x+ 1).

Luego, se codificard como
c(x) =a(x) —r(x) = x>+ x* + x+ 1 € H,(3),

es decir

1010 ~» 1100101.
—

Leyendo esta palabra c6digo 1100101 de atras para adelante, las primeras 4 coordenadas dan la

palabra 1010.

DermNicioN 3.7. (Decodificacion). Como todo cédigo ciclico es lineal, se podra decodificar
usando decodificacion por sindrome pero en su forma polindmica, Si c¢(x) € C es el cédigo enviado
y u(x) es el polinomio recibido entonces e(x) = u(x) — c(x) se conoce como el polinomio error. El

peso de un polinomio es el nimero de coeficientes no nulos.
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DErinicioN 3.8. Sea C = ({g(x))) un [n, n — k],-cddigo ciclico. El sindrome de un polinomio

u(x) es el resto de la division u(x) por g(x), es decir

u(x) = q(x)g(x) + syn(u(x)),  gr(syn(u(x))) <r

en donde syn(u(x)) es el sindrome del polinomio u(x).
Un polinomio recibido u(x) es una palabra codigo si, y s6lo si su sindrome es el polinomio
nulo. Ademas, dos polinomios tienen el mismo sindrome si, y s6lo si estdn en la misma coclase de

C. Luego, la forma polinémica de decodificacion por sindrome es andloga a la forma vectorial.

Esempro 3.14. Como el [7,4, 3],-c6digo de Hamming H,(3) es 1-corrector, entonces es capaz
de corregir todos los polinomios error de peso a lo sumo de 1. Luego, los lideres de coclase

(potencias de x) y sus sindromes son

Lideres | Sindromes
0 0
1 1
x X
x> x?
x° x+1
x* x>+ x
x X+x+1
x0 x+1

Si se recibe el polinomio u(x) = x% + x + 1, calculamos su sindrome
6 _ (3 3 2
X+x+1l=x"+x+Dx+x+1)+(x"+x).

Como syn(u(x)) = x> + x, por la tabla lideres-sindromes anterior vemos que el lider de coclase es

a(x) = x*, por lo tanto, se decodifica u(x) como
c(x) = u(x) —a(x) = x* + x* + x + 1 = 1100101 € H,(3).

Hasta ahora hemos usado que C es lineal pero no que es ciclico. Vamos a sacar provecho para
mejorar el proceso de decodificacion. Supongamos que para decodificar, el coeficiente principal
de u(x) es x"~!, sin importar si es nulo. Luego, se puede decodificar el coeficiente principal de u(x),

realizando un desplazamiento ciclico médulo x" — 1 y después decodificando el nuevo coeficiente
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principal de u(x), que sera x"~2. Repitiendo este proceso se decodifican todas las palabras cédigo.
Este método ahorra tiempo, ya que s6lo se necesitan las filas de la tabla con los lideres y los

sindromes que contienen los lideres de grado igual que n — 1.

EsempLo 3.15. Teniendo en cuenta en ejemplo anterior, como el unico lider de peso 1 y grado

n— 1 = 6 es la palabra x%, s6lo necesitamos la siguiente tabla

Lider ‘ Sindrome

x0 ‘ 2 +1
Si se recibe, al igual que antes, el polinomio u(x) = x° + x + 1 y como syn(u(x)) = x> + x no estd

en la tabla, se asume que el coeficiente de u(x) es correcto. Se realiza un desplazamiento a u(x)
xS +x+ D) (modx’ —1)=x"+x+1

y se calcula su sindrome, que es x> + x + 1. Como no estd en la tabla se asume que el coeficiente

x> es correcto. Se realiza, una vez mds, un desplazamiento y se calcula su sindrome

(P +x+ D)=+ +x+1=100+x+ D+ &2+ D).

Obteniendo que el sindrome x> + 1 est4 en la tabla, por tanto se deduce que el coeficiente de x* en

u(x) es incorrecto. Continuando este procedimiento, se decodifica u(x) como
cx)=x*+x*+x+1eH®3).

DEerINICION 3.9. (Ceros). Se conoce como ceros del cédigo a las raices de polinomio generador

de un cdédigo ciclico. Sea T = |JC,, en donde C; son las clases g-ciclotomicas médulo n. Las
)

raices de la unidad {@' : i € T} son denominadas ceros de un cédigo ciclico C. El conjunto T es

llamado conjunto definido de C. Tengamos en cuenta que si se cambia la raiz n-ésima de la unidad,

cambia T, por lo que T se calcula en relacion con una raiz primitiva fija. La descripcion de cédigos

ciclicos a través de sus ceros permite definir muchas familias de cddigos ciclicos importantes, como

los codigos BCH y los codigos Reed-Solomon que mas adelante se veran.

EsempLo 3.16. De los ejemplos 3.3 y 3.4 se tiene que las clases 2-ciclotomicas médulo 7 son
Co =1{0}, C; ={1,2,4} y C3 = {3, 5, 6} entonces los ceros del cédigo ciclico binario de longitud
n=7son{a :ie€T =Cy={0}} = {1} para el polinomio minimal My(x) = x+ 1; {a’ : i €
T =C, = {1,2,4}} = {a,a?, a*} para el polinomio minimal M, (x) = X* + x+ 1;{&' : i € T =

C; = {3,5,6}} = {a’,a°,a’)} para el polinomio minimal M:(x) = x¥* + x>+ 1;{a’ : i € T =
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ClUC;s =1{1,2,4}U {3,5,6}} = {a,a?,a’,a* o, a®} para el polinomio minimal M, (x)M(x) =

X+ X+ + 5 +2+1.



CAP{TULO 4

Cédigos de Hamming y Reed-Muller

1. Cédigos de Hamming

DEFINICION 4.1. (C()DIGOS DE HAMMING). Los cédigos de Hamming Wq(r) fueron des-
cubiertos independientemente por Marcel Golay en el afio 1949 y por el profesor Richard Wesley
Hamming en 1950. Sus pardmetros satisfacen la cota de Hamming, por lo tanto los cédigos de
Hamming H, (r) son perfectos y ademds corrigen 1 error al momento de la transmision del men-
saje. Actualmente, los cddigos de Hamming son fundamentales en la teoria de codigos y tienen
una gran cantidad de aplicaciones practicas. En concreto, los c6digos correctores de errores tienen
un papel esencial en la vida cotidiana y son usados por modems, memorias e incluso en comuni-

caciones via satélite.
Presentamos a continuacion el caso binario con un ejemplo.

EjempLo 4.1. Consideremos el codigo lineal C con pardmetros [7,4,d ], y la matriz de paridad

00O0T1T1T1'1
H=10 110 0 1 1 |€Ms(Z)
1 010101

cuyas columnas son las 2° — 1 = 7 palabras no nulas de IF;, escritas en forma ascendente. Podemos
calcular su distancia minima usando el teorema 2.2. Como H tiene 3 columnas linealmente depen-
dientes, entonces su distancia minima es d = 3. Para saber cuales son las M = 16 palabras de C,
es necesario resolver las ecuaciones de control de paridad determinadas por H. Estas ecuaciones

son las siguientes:

X4+ X5+ X6+ x7 =0.
X2+ X3+ X6 +x7 =0.

X1+ x3+x5+x7=0.

56
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Los lideres son x;, x», x4 y las variables libres son x3 = a, xs = b, x¢ = ¢, x; =dcona, b, c, d
€ Z, = [F,. Entonces

X4 =X5+Xxs+X7=b+c+d.
Xo=X3+Xs+X7=a+c+d.

Xi=Xx3+xs+x3=a+b+d.

De donde,
X1 a+b+d
X5 a+c+d
X3 a
X4 = b+c+d
X5 b
X¢ c
X7 d

Tx1 Tx1

Asignandoles valores a las variables libres de la siguiente manera

a=1,b=c=d=0.
b=1,a=c=d=0.
c=1l,a=b=d=0.
d=1,a=b=c=0.
Se obtienen las palabras cédigo

¢ = 1110000.

¢, = 1001100.

c; = 0101010.

¢4 = 1101001.

Para finalizar, se hardn todas las sumas posibles entre las palabras c;, ¢, ¢3, ¢4. Resultando

0111100, 1011010, 0011001, 1100110
H,(3) = 0100101, 1001011, 0000000, 1110000
1001100, 0101010, 1101001, 1111111
0010110, 1010101, 0110011, 0001111

Este es el cédigo de Hamming binario de longitud n = 7, r = 3 y se denota H,(3).
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DEerinicION 4.2. La construccion anterior se puede hacer para cualquier r > 2, es decir, si se
forma la matriz H cuyas columnas son las 2" — 1 palabras no nulas de F,, se tendrd una matriz r X n
conn = 2" — 1, en donde cualquier par de columnas son linealmente independientes, pero hay 3
columnas linealmente dependientes. Asi, H serd la matriz de paridad de un cédigo lineal denotado

por H,(r) con parametros
n=2"-1, k=n-r=2"-r-1, d=3.
es el llamado cédigo de Hamming binario de orden r. De esta manera, se tiene
H,(r)={xeF, : xH =0)}.

Esempro 4.2. El c6digo de Hamming H,(5) tiene pardmetros [31, 26, 3],, luego codificard M =

226 = 67.108.864 mensajes y corregira 1 error.

TrorEMA 4.1. Cualquier codigo binario con los pardmetros [2"—1,2" —r—1, 3], es equivalente
al codigo de Hamming H,(r).

q-1

DeriNicION 4.3. La matriz H,, € M, (F,) conn = ST esla matriz de Hamming de orden r y

es la matriz de paridad de un codigo lineal g-ario con pardmetros

, k=n-r, d=3
y se conoce como c6digo de Hamming g-ario de orden r, se denota por H, (r). Por lo tanto

H,(r)={x€F,: xH =0}.

q.r

OBSERVACION 26. Los cédigos de Hamming H,(r) son cédigos perfectos, y ademds son 1-

correctores.

Una forma fécil para la construccion de una matriz H_, es tomando todos los vectores en IF;
cuya primera coordenada no nula es 1 (notar que en el caso binario es equivalente a tomar todas
las palabras en orden ascendente). En efecto, hay ¢" — 1 vectores no nulos y el primer elemento no
nulo puede ser 1,2, ...,g—1. Luego, hay ‘2%11 vectores cuya primera coordenada no nula comienza

con 1.
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Esempro 4.3. El cédigo H,(2) con pardmetros [4, 2, 3], es auto-dual y tiene matriz de paridad

0111
H3,2:
1012

Este c6digo también se conoce como tetracodigo y es 1-corrector. Tiene M = 3% = 9 palabras

2x4

cddigo, las cuales son

H,(2) = {2210, 1120, 0111, 2102, 1012, 0222, 2021, 1201, 0000}.

Esempro 4.4. El cédigo H,(3) tiene parametros [13, 10, 3]; con matriz de paridad

000011111 T1T1T171
H,=10111000T1T1T1?22?2
1012012012012

3x13

EsempLo 4.5. El cédigo H,(3) con pardmetros [31, 28, 3]s con matriz de paridad

0 ooo011111111111111111111
H”: 0 11100000111112222233333
1 23401234012340123401234

(=l

0 11
1 44 )
1 34 3x31
OBSERVACION 27. La eleccidn de las columnas en la construccién previa no es tnica y por lo
tanto habrdan muchos c6digos de Hamming con los mismos pardmetros, Sin embargo, todos los

codigos de Hamming de igual tamaifio son multiplo escalar equivalente. Mas atn, todo cédigo que

es lineal con pardmetros de Hamming serd multiplo escalar equivalente a un c6digo de Hamming.

"—1 g -1
4 4 —r,3| esequivalente mono-

TeOREMA 4.2. Cualquier codigo C con pardametros T 1
q- q- q

mial al codigo de Hamming H,(r).

OBSERVACION 28. Hay cddigos no lineales con los pardmetros de Hamming. Luego, hay c6digos

perfectos que no son lineales.

La decodificacion por sindrome con algunas matrices de Hamming es mejor que con otras. Las
matrices descriptas anteriormente, en donde la primera coordenada no nula es igual a 1, son un

ejemplo de esto.
VAMOS A DECODIFICAR CODIGOS DE HAMMING ‘H,(r) CON PARAMETROS

-1 ¢q'-1
[ﬁ, ﬁ - r, 3]q
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Para el caso binario H,(r). Si se comete un error en la transmision en la i-€sima coordenada,

el vector que resulta es e;. Luego, el sindrome de la palabra recibida es

s(e;)) = e;H'.

Mais aun, el nimero binario que representa este vector coincide con la posicion del error, es decir,

i.

EsempLo 4.6. Sea H,(3) el cédigo de Hamming con parametros [7, 4, 3], definido por la matriz
H del ejemplo 4.1. Supongamos que se comete un error en la tercera coordenada, es decir, el

patréon de error es e; = 0010000. Luego se halla

s(e3) = esH' = (0010000)H™ = (H3)" = 011.

Es decir, el sindrome determinara la coordenada errénea.

Esempro 4.7. Sea H,(3) el cédigo de Hamming definido por la matriz H del ejemplo 4.1. Si se
recibe la palabra x = 1101011, se calcula su sindrome, entonces si, s(x) = 0 se asume que x fue la
palabra enviada, pero ya que s(x) = 110 # 0, lo que indica que hay un error en la sexta posicion,

por lo que la decodificacion es ¢ = 1101001 € H,(3).

Para el caso general H (r) es muy similar al caso binario. Si se comete un error en la coorde-

nada i, el vector error es de la forma ae; con a € F;. Luego, el sindrome es
s(e;) = oze,-HqTr.

EsempLo 4.8. Sea H,(2) el cédigo de Hamming con parametros [4, 2, 3]5 definido por la matriz

de paridad H = H,, del ejemplo 4.3. Si recibimos la palabra x = 0221, su sindrome es
s(x) = xH" =21 =2.(12) =2 x (columna 4 de H).

Por lo tanto, se detecta un error de magnitud 2 en la coordenada 4 de la palabra recibida x. Luego,

la palabra x se decodifica como la palabra en el tetracodigo

¢ =x—2e, = 0221 — 0002 = 0222 € H,(2).
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EsempLo 4.9. Sea H,(3) el cédigo de Hamming con pardmetros [13, 10, 3]; definido por la
matriz de paridad H = H,, del ejemplo 4.4. Si se recibe la palabra x = 1101112211201, su

sindrome sera

s(x) = xH" =201 =2.(102) = 2 x (columna 7 de H).

Por lo tanto, se detecta un error de magnitud 2 en la coordenada 7 de la palabra recibida x. Luego,

la palabra x se decodifica como

¢ =x—2e; =1101112211201 — 0000002000000 = 1101110211201 € H,(3).

Teorema 4.3. Los cddigos de Hamming H,(r) son equivalentes a codigos ciclicos. En el caso

r
T . . -1 .
eneral, el codigo de Hammin 7’{ r) con parametros |n,n —r, 3], conn = = es equivalente a
q q gq-1

un codigo ciclico si, y solo si med(n,qg — 1) = 1.

DEMOSTRACION. Para el caso general, sea H, (r) equivalente a un cddigo ciclico, si y € F, es

! y™ 1), una matriz, expresando esos

una raiz primitiva n-ésima de la unidad y L = (1° vy
elementos como se hizo en la definicion 3.9 de los ceros como coordenadas de F,- visto como
espacio vectorial sobre F,, H = (ﬁ )7 e )F)X Note que Fq tiene exactamente n subespacios
con dimension 1, y como ése es precisamente el nimero de columnas de H, basta ver que tomando
dos columnas cualesquiera, éstas son linealmente independiente. Luego, H es matriz de paridad
del cédigo de Hamming H, (r). Supongamos que mcd(n,g — 1) = 1 Aay' =y/,con 0 < i, j < n.
Entonces, ay’™/ = 1, asi que (ay"/)" = 1. Pero a € F,, luego a?' = 1, por lo que y~@1 = 1,
de donde n | (i — j)(g — 1), pero med(n,g — 1) = 1, luego i = .

O

Esempro 4.10. Sean H,(2m + 1), H,(2m) cédigos ternarios de Hamming con m > 1, entonces

se tiene que

e Los codigos de Hamming H,(2m+1) son equivalentes a cédigos ciclicos ya que med(n, g—

1) = med(35=L, 2) = 1.

32m_1

e Para H,(2m) se tiene que med(n, ¢ — 1) = med( , 2) = 2,y por lo tanto, no se puede

asegurar que sea equivalente a un cédigo ciclico.

EsempLo 4.11. El c6digo de Hammng H, (2) con pardmetros [4, 2, 3]; no es equivalente a ningin

codigo ciclico. Supongamos que C C IF";, es decir, que C es un ideal de %. Sobre F; se tiene la
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factorizacion en factores irreducibles
P =1=0x=-Dx+DE*+1).

Por tanto, se tienen 2* = 8 c6digos ciclicos ternarios con longitud n = 4 pero sélo hay dos c6digos

con k = 2, estos son
Ci=(x*+1), C={x-Dx+1)=&"-1)=(*+2).

Como w(x* + 1) = w(1010) = 2 y w(x*> + 2) = w(2010) = 2, se tiene que w(C) < 2, de esta
manera se obtiene w(C) # w(H,(2)). Luego, H,(2) no serd equivalente a un cédigo ciclico, ya que

el cddigo de Hamming siempre tiene distancia d = 3.

2. Cédigos Reed-Muller

DErINICION 4.4. Suma directa. Si C; con i € {1,2} son c6digos con pardmetros (n;, M;, d;), con

i € {1,2}, respectivamente. Se define el cédigo
C\C, = {616‘2 :c1€Ci,c0 € Cz}
con parametros (n; + ny, M1 M,, min{d,, dz})q.

DEriNiciON 4.5. Si C; con i € {1,2} son c6digos y tienen matrices generadoras G; con i € {1,2}

y matrices de control de paridad H; con i € {1, 2}, respectivamente. Entonces

H 0
, H\H, =
0 H

son las matrices generadoras y de control de paridad de un C,C,, respectivamente.

G,
0 G

GG, =

EsempLo 4.12. Dados los codigos Cy = {00, 10,01} y C, = {000,011, 101, 110} con parametros

(2,3,1), y [3,2,2],, respectivamente, entonces la suma directa es

00000, 00011, 00101, 00110, 10000, 10011,}

C1C22{10101, 10110, 01000, 01011, 01101, 01110.

con parametros (5,12,d), en donde d = min{d,,d,} = 1. Por tanto, la suma directa se puede

interpretar como la yuxtaposicion de las palabras cédigo.

DErINICION 4.6. La construccion de Plotkin (u,u + v). Esta es una construcciéon muy util y

solo puede realizarse en c6digos con la misma longitud y sobre el mismo alfabeto FF,. Si C; con
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i € {1,2} son cddigos con parametros (n, M;,d;), con i € {l,2}, respectivamente. Se define el
codigo
Cie(C, = {C(C+d) :c ey, dECQ}

con parametros (2n, M1 M,, min{2d,, dz})q.

Para c6digos lineales, se tienen que dados C; con i € {1,2} cédigos con parametros [n, k;, di],
coni € {1,2}, respectivamente, entonces la contruccion de Plotkin C;®C, tiene parametros [2n, k| +

ko, min{2d,, dz}]q-

DEriniciON 4.7. Si C; con i € {1,2} tienen matrices generadoras G; con i € {1,2} y matrices
de control de paridad H; con i € {1, 2}, respectivamente. Entonces las matrices generadoras y de

control de paridad de un C; @ C, son, respectivamente

H 0
, H ®H, =
-H, H,

Ejempro 4.13. Dados dos cddigos con la misma longitud y sobre el mismo alfabeto C; =

{011,001, 111} con parametros (3,3,1), y C, = {000, 101} con parametros (3,2,2),. El cédigo

G G,
0 G

Gl@ng

(u,u+v)es
CieC,= {C(C+d)ZC€C1, dECz}
entonces
o1 (o011 4+ 000 ) = 011011
Q1L {011 =+ 000 ) = 01ioit
€Cq eCy €Cy eCr1eCy
o1 (o011 + 101 ) = 011110
QL (oL =+ 101 ) = olilio
eCy eCy eCy eC1eCy
001 ( 001 + 101 ) = 001001
001 { 001 = 101 ) = Q01001
€Cy €Cy €Cy eCr1eCy
001 ( 001 + 101 ) = 001100
001 { 001 =+ 101 ) = Q01100
eCy eCy €Cy eC1@Cy
11 (111 4+ 000 ) = 111111
AL+ 000 ) = 1L
€Cy €Cy €Cy eCi@Cy
11 (111 + 101 ) = 111010
AL (AL 101 ) = 111010
€Cy €Cy €Cy eC1@Cy

Asi, la construccion de Plotkin es
C,e(C, ={011011, 011110, 001001, 001100, 111111, 111010}

con parametros (6, 6,2),.
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DEerINICION 4.8. (C()DIGOS REED-MULLER). Es la familia de los c6digos binarios R(r, m)
lineales mas usados en la practica, a pesar de ser uno de los més viejos, conocidos como Reed-
Muller, se deben a I. S. Reed y D. E. Muller, el primero en construirlos y explorarlos fue Muller
en el afio 1954 y en ese mismo aio, Reed construy6 un algoritmo l6gico para su decodificacion,
(los cédigos Reed-Muller no binarios fueron descubiertos independientemente por varias personas
como P. Delsarte, J. L Massey, D. J Costello y J. Justensen, entre otros). Aunque su distancia
minima es relativamente pequefa, son de gran importancia practica debido a la facilidad con las
que pueden ser implementados y decodificados. Una de las maneras para construirlo es basada en
la construccién de Plotkin.

Para el caso binario, sea m un nimero entero positivo y r un entero no negativo con 0 < r < m.
Este es un c6digo binario de longitud 2”. Para cada longitud m se definen m + 1 cédigos lineales

que serdn denotados por

RO, m), R(1,m),..., R(m,m).

Estos son los llamados c6digos Reed-Muller R(r, m) de orden r y longitud 2",
El c6digo R(0,m) es el codigo binario de repeticién Rep,(2") = {0,1} y el c6digo R(m, m) es

. . 2m .
el espacio vectorial F, . Para 1 < r < m definimos

R(r,m) = {(w,u+v) €Fy 1ueRr,m—1), veRr—1,m- 1))

=R(rrm—-1)®R(r—-1,m—-1).

Sean G(0,m) = {11...1}, G(m,m) = I,. A partir de la descripcion anterior, estas son las
matrices generadoras para R(0,m) = Rep,(2") = {0,1} y R(m,m) = F;m, respectivamente. Para
1 < r < m usando la definicién 4.7, la matriz generadora G(r,m) para el cédigo Reed-Muller

R(r,m) es

( Gr,m—-1)  Gr,m—1) ]
Grm) = Gr,m—1)@Gr—1,m— 1) =

0 Gr-1,m-1)

kx2n

EjempLo 4.14. Las matrices generadoras para R(r,m) con 1 < r < m < 3 son

1010
G(1,1) G(,1)

G(1,2) =G(1,1) ®G(0, 1) = =lo1 |01
0  G(,1)

0 0 \ 11
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1 010 1 010
G(1,2) G(1,2) 0101 0101
G(1,3) =G(1,2)® G(0,2) = =
G(0,2) 0011 0011
00O0O 1 111
4x8
1 000 1 00O
0100 0100
0010 0010
G2,2) G(2,2)
G(2,3) =G(12,2)®G(1,2) = =10 0 0 1 0001
G(1,2)
0 00O 1 010
00O0O 0101
0 00O 0011

7x8

A partir de estas matrices se tiene que R(1,2) y R(2, 3) son el conjuntos de todas las palabras cédigo
de peso par en IF; y IF;, respectivamente. Ademds, el codigo R(1,3) con pardmetros [8,4,4], es
auto-dual, y coincide con H,(3). Cabe destacar que las matrices generadoras dadas en el ejemplo

4.14 no son unicas.

EjempLo 4.15. Veamos los cédigos Reed-Muller, R(r, m) para m < 3. Los primeros son casos
triviales. En efecto, R(0,0) = {0,1}, R(0,1) = {00,11} y R(1,1) = {00,01, 10, 11}. Ademas, se
tienen R(0,2) = {0000,1111} y R(2,2) = F; Para el primer caso no trivial se tiene el codigo

Reed-Muller R(r, m) con r = 1, m = 2. Por la definicion 4.6 se tiene
R(1,2) ={(u,u+v) e P; cue R, 1), ve RO, 1} =R, 1) RO, 1).
Obteniendo las palabras codigo
(00,00 + 00), (01,01 +00), (10,10+00), (11,11 +00)
(00,00 + 11), (01,01 +11), (10,10+11), (11,11 +11)
y por tanto se tiene

R(1,2) = {0000, 0011, 0101, 0110, 1010, 1001, 1111, 1100} = E(4).
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Para el caso con m = 3, ademas de los triviales R(0, 3) = Rep,(8), R(3,3) = IF; se tienen
R(1,3) = R(1,2) & R0, 2).
R(2,3) =RQ2,2)®R(1,2).

OBsERvAcION 29. El cédigo R(1, 3) se construye usando la construccién de Plotkin y aparece
reseflado en la observacion 30, la parte (4a). Cabe resaltar que si se hubiesen usado sus matrices

generadoras para construirlos, estos codigos hubiesen sido equivalentes.

Una de las mayores ventajas de estos codigos es que sus pardmetros (longitud, dimensidn,

peso) y sus codigos duales se calculan mediante férmulas.

TeOREMA 4.4. Sea r un entero tal que O < r < m. Entonces

(1) Si0 <i< j<mentonces R(i,m) C R(j,m), es decir,
RO,m) cR(1l,m)C---CcR(r—1,m) C R(r,m).

(2) El cédigo R(r, m) es binario con longitud n = 2".
(3) La dimension de R(r,m) es

2=+ () + o+ ().

m—r

(4) El peso minimo w(R(r,m)) es 2" .

(5) R(m — 1,m) = EQ2™). Luego, si r < m se tiene que R(r,m) contiene solo las palabras
codigo de peso par.

(6) Todas las palabras cédigo en R(1, m) tienen peso 2™ salvo 0y 1.

(7) R(m,m) = {0} y si 0 < r < m entonces R*(r,m) = R(m —r — 1, m).

DEMOSTRACION.
(1) Se cumple para m = 1 ya que R(0,1) = {00,11} c {00,01,10,11} = R(1,1)ysi j=m
entonces R(m, m) = IF; Se asume inductivamente que los cédigos R(k,m —1) C R(l,m —

I)con0 <k <l<m. Sea0 < i< j< m. Entonces
RG,m) = {w,u+v)€F) 1ueRim—1),veRi—1,m- 1)
Cluu+v)eF, tueRGm—1), veR(G—1,m- 1)

= R(j, m).



2)
3)
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Asi, (1) sigue por induccién cuando i > 0. Si i = 1, s6lo necesitamos ver que todo vector
1 de longitud 2™ estd en R(j, m) con j < m. Por induccién, se asume que toda palabra 1
de longitud 2! estd en R(j, m — 1). Entonces, por la definicién de cédigos Reed-Muller,
vemos que toda 1 € F estd en R(j, m) donde una opcién para u es 1 y una opcion para v
es 0.

m
La suma de los m nimeros combinatorios es 2", es decir, >, (7)) = 2™.

i=0

Se cumple para r = m, ya que R(m,m) = P;m y
D =) () + e+ () =2
i=0
También se cumple param = 1,r # 0 yaque R(1,1) = FZ =1{00,01,10,11}y
1
D=+ =2
i=0
Ahora se asume que R(i,m — 1) tiene dimensién
Z(mj_'l):(m61)+(m1_1)+"'+(mi_1)’ VIE{O’l”m}
j=0

Por la construccion de Plotkin para cdigos lineales se tiene que la dimension de R(r, m) =
R(r,m—1)®R(r—1,m—1) es la suma de las dimensiones de R(r,m—1)y R(r—1,m—1),
es decir, Ti_o("7") + Zi5("7")

:(mal)_i_(ml—l)_,_...+(m;l)+(m61)+(m1—1)+__.+(r;l__11 )

Usando las propiedades de la combinatoria (";1) = (7), (") + (";!) = (']) se tiene

2<mﬂ)+rZ(’":l) =)+ () + (1) = 2(7),

Se cumple param = 1, r # 0, yaque R(1,1) = {00,01, 10,11} y
w(R(1,1))=2"1=1

también para r = 0 se tiene que w(R(0,m)) = w(Rep,(2™)) = 2" y de igual modo para
r = m se tiene w(R(m, m)) = W(P;m) = 1. Se asume que R(i,m — 1) tiene peso minimo
21y e {1,2,...,m}. Si0 < r < my por la construccién de Plotkin para cédigos
lineales se tiene que el peso de R(r,m) = R(r,m — 1) ® R(r — 1,m — 1) es igual al

min {2.2m—1—r, 2m—1—(r—1)} = pm=r



2. CODIGOS REED-MULLER 68

(5) Ya que cada monomio de grado menor a m tiene peso par y ya que ellos abarcan R(m —
1, m), sigue que todas las palabras en R(m — 1,m) tienen peso par. La dimensién es
ng(’?) =2" —1=n- 1. Se concluye que R(m — 1,m) = E(2™).

(6) "ll“:(g)mando r = 1 en el apartado (4) se tiene que w(R(1,m)) = 2™, Las palabras 0 y 1
tienen peso 0 y 2™ respectivamente.

(7) Se tiene que R*(m, m) es {0}, ya que R(m, m) = P;m Si definimos R(—1, m) = {0} entonces
RE(=1,m) = R(m — (=1) = 1,m),¥Ym > 0. Por cdlculo directo, R*(r,m) = R(m — r —
1,m),¥r con =1 < r < m = 1. Se asume por induccion que si =1 < i < m — 1,
entonces R-(i,m — 1) = R((m—1)—i—1,m—1). Sea0 < r < m. Para probar que
RE(r,m) = R(m — r — 1,m) es suficiente ver que R(m — r — 1,m) € R*(r,m) ya que
dim (R(r, m)) + dim (R(m — r — 1,m)) = 2™ por la parte (3). Note que con la definicion
de R(—1,m), se extiende al caso r = 0. Sea x = (a,a + b) € R(m — r — 1,m) donde
aeRm—-r—-1m-1)ybeRm-r—-2,m—-1)yseay = (u,u+v) € R(r,m) donde
ueRr,m-1)yveRr—1,m-1). Entonces x-y = 2a-u+a-v+b-u+b-v=a-v+b-u+b-v.
Cada término es 0, yaque a € Rm—-r—-1,m—-1) = Rr—-1,m—-1),a-v =0y
beRm-r—-2,m—-1)=R*(rm—1),b-u=0yb-v=0usando la parte (1) se tiene
R(r—1,m—1) C R(r,m — 1). Concluyendo que R(m — r — 1,m) C R*(r, m) se completa
(7).

O

VAMOS A DECODIFICAR EL CODIGO REED-MULLER R(1,3) CON PARAMETROS
[8,4,4].
El cédigo R(1,3) es 1-corrector con parametros [8,4,4], es auto-dual, por lo que la matriz

generadora dada en el ejemplo 4.14 es su matriz de paridad, entonces

1 0101010

01010101
G(1,3)=H(1,3) =

00110011

000O0OT1TT1T11

4x8

Supongamos que se recibe la palabra x = 00110001, se calcula su sindrome s(x) = 1011. Por lo
tanto, se detecta que hay un error en la séptima coordenada de la palabra recibida x. Luego, la

palabra x es decodificada como ¢ = 00110011.
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3. Estudio comparativo

OBSERVACION 30.

ANALIZANDO VARIOS CODIGOS REED-MULLER Y HAMMING.

En los codigos Reed-Muller R(r, m) binarios se cumple que

(1) Parar=0,m=0,1,2,3,... se tienen
(a) R(0,0) ={0, 1} = Rep,(1) = Z, con parametros [1,1,1],, M = 2.
(b) R(0, 1) ={00, 11} = Rep,(2) con pardmetros [2, 1,2],, M = 2.
(c) R(0,2) ={0000, 1111} = Rep,(4) con parametros [4,1,4],, M = 2.
(d) R(0,3) ={00000000, 11111111} = Rep,(8) con pardmetros [8, 1, 8],, M = 2.

(e) R(0,m)={00...0,11...1} = Rep,(2™) con parametros [2",1,2"],, M = 2.
(2) Parar=m =1,2,3,... se tienen

(a) R(1,1) =1{00,01,10,11} = Z; con parametros [2,2,1],, M = 4.

(b) R(2,2) = Z; con parametros [4,4,1],, M = 16.

(c) R@3,3) = Zg2 con parametros [8, 8, 1],, M = 256.

(d) R(m,m) =Z, con pardmetros [2",2", 1], M = 2" .
(3) Parar =1, m = 2 se tiene

(a) R(1,2) = E(2%?) = E(4) con parametros (4, 3,2],, M = 8.
(4) Parar =1, m = 3 se tiene

(a) R(1,3) = R(1,2) ® R(0,2) = E(4) ® Rep,(4) con parametros [8,4,4],, M = 16. Por

la construccién de Plotkin se tiene

00000000, 00001111, 11001100, 11000011
00110011, 00111100, 01100110, 01101001
10101010, 10100101, 01010101, 01011010
10011001, 10010110, 11111111, 11110000

R(1,3) =

en donde, este codigo s6lo contiene palabras de peso par.
(5) Parar =2, m = 3 se tiene

(a) R2,3)=R2,2)dR(1,2) = Z; ® E(4) con pardmetros [8,7,2],, M = 128.

De lo anterior se puede concluir que
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e R(0,1) = Repy(2) = {00, 11} € {00,01,10, 11} = Z, = R(1, 1).
o R(0,2) = Repy(4) C R(1,2) = E(4) C Zy = R(2,2).
e R(0,3) = Rep(8) C R(1,3) C R(2,3) = EB) C Z, = R(3,3).

En los cédigos ciclicos de Hamming binarios H,(r) se tienen

(1) Parar = 2 se tiene H>(2) con parametros [3, 1,3], con M = 2y tiene polinomio generador
gx)=x*+x+1.

(2) Parar = 3 se tiene H,(3) con parametros [7,4, 3], con M = 16, tiene polinomio generador
gx)=x>+x+1.

(3) Para r = 4 se tiene H>(4) con parametros [15,11,3], con M = 2.048 y tiene polinomio
generador g(x) = x* + x + 1.

(4) Para r = 5 se tiene H,(5) con parametros [31,26,3], con M = 67.108.864 y tiene poli-
nomio generador g(x) = x° + x> + 1.

(5) Para r = 6 se tiene H,(6) con pardmetros [63,57,3], con M = 2% y tiene polinomio

generador g(x) = x° + x + 1.
En los codigos de Hamming 7, (r) se tienen

(1) Para g = 3, r = 2 se tiene H;(2) con parametros [4,2,3]; con M = 9, no es ciclico.

(2) Parag = 3, r = 3 se tiene H3(3) con parametros [13, 10, 3]; con M = 59.049, si es ciclico
y tiene polinomio generador g(x) = x> + x* + 2.

(3) Para g = 3, r = 4 se tiene H3(4) con pardmetros [40, 36, 3]; con M = 3¢, no es ciclico.

(4) Para g = 4, r = 2 se tiene H,(2) con parametros [5, 3, 3]4 con M = 64, si es ciclico.

(5) Para g = 4, r = 3 se tiene H,(3) con pardmetros [21, 18, 3], con M = 48, no es ciclico.

(6) Para g = 5, r = 2 se tiene Hs(2) con parametros [6,4, 3]s con M = 625, no es ciclico.

(7) Para g = 5, r = 3 se tiene Hs(3) con pardmetros [31,28,3]s con M = 5%, si es ciclico.

(8) Para g = 6, r = 2 se tiene Hs(2) con parametros [7, 5, 3]s con M = 7.776, si es ciclico.

(9) Para g = 6, r = 3 se tiene Hy(3) con parametros [43,40, 3]s con M = 6% si es ciclico.
Si tenemos el polinomio generador g(x), se tiene la matriz generadora G. Si G es

equivalente por filas a la matriz estindar G entonces se puede encontrar la matriz de pari-

dad H, sino, se encuentra el polinomio de chequeo /(x), usando el polinomio generador

g(x). Si tenemos el polinomio de chequeo /(x), se puede hallar la matriz de paridad. Con
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el polinomio generador g(x) y su reciproco g*(x) se pueden estudiar las equivalencias

entre c6digos.
De todo lo visto se tiene

e Ya que R(0,m) es el cédigo binario de repeticién con longitud 2", entonces el cédigo
R(m—1,m) = R*-(0,m) es el cddigo de todos los vectores de peso par en P; Los codigos
R(1,2) y R(2,3) son ejemplos de esto.

e Sim = 2r+1, usando los apartados (4) y (7) del teorema anterior se obtiene que R(r, m) =
R(’"T‘l, m) es auto-dual con peso minimo 2" Fl codigo R(1, 3) con pardmetros [8, 4, 4],,
que aparece resefiado en la parte (4a) es auto-dual.

e Pinchando el cédigo R(1,m) con longitud 2" y luego tomando el subcddigo de todas las
palabras de peso par, se produce el llamado cédigo Simplex S, con longitud 2" — 1. En
general, el cédigo simplex, es el dual de H,(r), r > 2 y tiene pardmetros [%, o .
El c6digo Simplex 7{; (3) con parametros [7, 3,4], tiene s6lo palabras de peso constante
w = 4. Ya que el tetracédigo H;(2) con parametros [4,2, 3]; es auto-dual, también es un
codigo Simplex y sus palabras no nulas tienen todas peso constante w = 3.

e Dado el cédigo R(r,m) con 0 < r < m, el cédigo pinchado R (r, m) es el cédigo obtenido
de R(r, m) suprimiendo la posicién coordenada que corresponde al 0. Dado el c6digo auto-
dual R(1,3) con pardmetros [8,4,4],, el cédigo pinchado R (1, 3) tiene los pardmetros
[7,4,3], y es lineal, ademds de tener los mismos pardmetros del cédigo de Hamming
H,(3). Luego, R (1, 3) =~ H,(3) por el teorema 4.1.

e Dado el c6digo de Hamming H,(3), el cddigo de Hamming extendido F,(3) es equiva-

lente a R(1, 3) y tiene matriz extendida de paridad dada en la definicién 1.22, es decir

11111111
. 0001 T11T1P0
H =

01 100T1T12PO0

1 01 01 01O

4x8

e Dado el c6digo de Hamming H,(m), el c6digo de Hamming extendido Fo(m), (usando la
definicién 1.11) es equivalente a R(m — 2, m) con matriz extendida de paridad dada en la

definicion 1.22 de cédigo extendido.
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4. Algunas aplicaciones importantes

OBSERVACION 31.

e Los codigos de Hamming son utilizados para corregir errores en los bits almacenados en
las memorias RAM (Random-Access Memory) dindmicas insertadas dentro de circuitos
integrados y en comunicaciones en las redes de Wifi.

e Entre los afios 1969 y 1972, las sondas Mariner 6, 7 y 9 enviaron fotografias del planeta
Marte. En enero de 1972, 1a sonda Mariner 9 tomo fotografias en blanco y negro de Marte,
esta vez de 600 x 600 = 360.000 pixeles. Se utiliz6 el cédigo binario Reed-Muller R(1,5)
con pardmetros [32,6,16], con M = 25 = 64 palabras cédigo. Este es un cédigo tiene
distanciad = 2t + s+ 1 = 2.7 + 1 + 1 entonces por el teorema 1.7 se tiene que R(1,5) es
simultaneamente 8-detector y 7-corrector, con una tasa de informacién Tasa(R(1,5)) =
%. A cada pixel se le asign6 una 6-cadena representando el brillo. Ahora, cada pixel
fue codificado como una palabra con longitud n = 32 con n — k = 32 — 6 = 26 bits de
redundancia. La tasa de transmision fue aumentada de 8% a 16.200 bits por segundo. Sin
embargo, las cdmaras tomaban imédgenes a razén de mas de 100.000 bits por segundo, por
lo que los datos debieron ser almacenados en cintas magnéticas antes de la transmision.
Recordemos que un bit es una sefial electronica que puede estar encendida (1) o apagada
(0), es la unidad mas pequefia de informacion que utiliza un ordenador. Son necesarios
8 bits para crear un byte. La mayoria de las veces los bits se utilizan para describir
velocidades de transmision, mientras que los bytes se usan para describir capacidad de

almacenamiento o memoria. El término bit proviene de la frase en inglés binary digit.



CAP{TULO 5

Coédigos BCH y Reed-Solomon

Anteriormente se vié que los cddigos de Hamming son 1-correctores. Existen cdigos que en
cierta manera son generalizaciones de éstos y que corrigen ¢ errores durante el transcurso de la
transmision, para un entero ¢ dado. Estos son conocidos como c6digos BCH, en el caso binario los
descubrié A. Hocquenghem en 1959 y luego fueron descubiertos independientemente del primero
por R. C. Bose y D. K. Ray-Chaudhuri en 1960. La generalizacion para un cédigo g-ario fue
realizada por D. C. Gorenstein y N. Zierler. Los cddigos Reed-Solomon son un caso particular de
los BCH y fueron descubiertos por L. S. Reed y G. Solomon y son usados para mejorar la seguridad

en los discos compactos, cintas de audio digitales y otros sistemas para el almacenamiento de datos.

1. Cédigos BCH

DernicION 5.1. Los cédigos BCH son cddigos ciclicos disefiados para aprovechar la Cota de
BCH. Construiremos un c6digo ciclico con un peso minimo w y dimension k simultdneamente
grandes. Un gran peso minimo, que puede lograrse (por la Cota de BCH) mediante la seleccion
del conjunto definido 7" de C con un gran nimero de elementos consecutivos. La dimensién de
C es n —|T|, se quiere que |T| sea lo mas pequefio posible. Por lo que si queremos que C tenga
distancia minima mayor o igual que 9, se selecciona el conjunto definido 7" 1o mas pequefio posible
que es una union de las clases g-ciclotomicas con 6 — 1 elementos consecutivos.

Sea ¢ un niimero entero tal que 2 < ¢ < n. Un codigo BCH, C C Fq con longitud n y distancia

disefiada ¢ es un cédigo ciclico con el conjunto definido
T =CoUCpt1 U+ UCpis2

en donde cada C; es la clase g-ciclotémica médulo n que contiene i. Por la cota de BCH este

codigo tiene distancia minima de por lo menos 9, es decir, d > 9.

TeoremA 5.1. (La Cotade BCH) Si C es un codigo ciclico de longitud n'y con distancia minima
d sobre F, con el conjunto definido T. Suponemos que T contiene 6 — 1 elementos consecutivos

para algiin entero 6. Entonces d > 0.

73
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TEOREMA 5.2. Los codigos BCH con distancia disefiada 6 tienen peso minimo de por lo menos

0, es decir, w(C) > 6.

Cuando el valor de b varia, se producen cdédigos con posibilidades distintas de distancias
minimas y dimensiones. Para el caso b = 1 se tiene el cédigo BCH narrow-sense. Sin = ¢' — 1
se tiene el codigo BCH primitivo. Sit = 1 en el caso de BCH primitivo se tiene el cédigo Reed-

Solomon.

TeoreEMA 5.3. Para i € {1,2}, sean C; cédigos BCH sobre F, con el conjunto definido T; =

C,UC,,U---UC,, ,cond <6, Entonces C; C Cy.
A continuacion, se construyen varios cédigos BCH sobre F; de longitud n = 13.

EiempLo 5.1. Las clases 3-ciclotémicas (mod 13) son
Co =10}, C1 ={1,3,9}, C2=1{2,5,6}, Cy=1{4,10,12}, C; ={7,8,11}.

Como ord,,(3) = 3 entonces el factor x'3 —1 tiene raices en ;5. Sea a € F;; un elemento primitivo
que satisface @® + 2a + 2 = 0. Entonces, por observacién 21, se tiene que 8 = oz%l = o’ es una
raiz primitiva 13-€sima de la unidad en F,s. Usando g, se tiene el codigo BCH narrow-sense C; de
distancia disefiada 6 = 2 que tiene conjunto definido 7 = C; = {1,3,9} coné — 1 = 1 elemento y
polinomio generador g, (x) = x*+x*>+x+2. Por el teorema 5.2, la distancia minima es igual o mayor
que 6 = 2. Sin embargo, Cyu,, que es equivalente a C, es un codigo BCH (non-narrow-sense) con
conjunto definido 27'C, = C;7 = Cs. Este codigo tiene distancia disefiada 3 y polinomio generador
g, (x) = x® +2x+2. Asi, C; es un c6digo BCH con parametros [13, 10, 3];. El subcédigo even-like
C,, € Cy es BCH, tiene el conjunto definido Cy U C con 6 — 1 = 2 elementos consecutivos con
distancia disefiada 6 = 3 y distancia minima d = 3 ya que (x—1)g,(x) = x* + x + 1 es even-like con
peso 3. El subcddigo C,, tiene polinomio generador g, ,(x) = x* +2x° + 2x* + 1, entonces C,, es un

[13,9, 3]3-codigo. Note que el subcodigo even-like de Cyu, es equivalente a C,, pero no es BCH.

(La funcién u, con a € Z tal que mcd(a,n) = 1 definida en {0, 1,...,n — 1} por iu, = ia(mod n)
es una permutacion de las posiciones {0, 1,...,n — 1} en las coordenadas de un cédigo ciclico con
longitud n).

EsempLo 5.2. El codigo BCH narrow-sense C;, con distancia disefada 6 = 3 tiene conjunto

definido C; U C; con 6—1 = 2 elementos consecutivos, (como el conjunto definido también es igual
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aCy UC,UCscond—1 = 3 elementos consecutivos, entonces, el codigo C, también tiene distancia
disefiada § = 4), el c6digo C, tiene polinomio generador g,,(x) = x°+2x° +2x* +2x° + x* +2x+1y
(x+Dg,,(x) = x"+ x° +x* + 1 tiene peso 4. Asi, el cédigo BC H narrow-sense C, tiene pardmetros
[13,7,4]5.

EsempLo 5.3. Finalmente, el codigo BCH narrow-sense C; con distancia disefiada 6 = 5 tiene
conjunto definido C; U C, U C3 U C4 con 6 — 1 = 4 elementos consecutivos, (este codigo también
es un coédigo BCH narrow-sense con distancia disefiada 6 = 7 que tiene el conjunto definido C,
UC,UC3UC4UCsUCgcond— 1 =6 elementos consecutivos), el cédigo Cs tiene polinomio

generador g,,,(x) = X’ + x* + 2x" + x° + 2x° + 2x* + 2 y peso 7, por lo tanto C; es un c6digo BCH

con parametros [13,4,7]5.

OBservACION 32. En los codigos BCH vistos en los tres ejemplos anteriores se cumple que los

codigos C3 € C, C Cy, por el teorema 5.3.

A continuacién, se construyen varios codigos BCH sobre F, con longitud n = 31 mediante sus

Ceros.

EiempLo 5.4. Como n = 2° — 1 = 31, entonces todos los cédigos descriptos en este ejemplo son
BCH primitivos. Se escriben las clases 2-ciclotomicas mddulo 31 con sus polinomios minimales

asociados en el siguiente cuadro:

S CS M(Is(x)
0 {0} x+1
1 {1,2,4,8,16} X+ +1

3 {3,6,12,17,24} P+ ++x+1
5 {5,9,10, 18,20} O+t +xr+x+1
7 | {7,14,19,25,28} P+ +x+x+1
11{{11,13,21,22,26} | ¥ + x* + > + > + x + 1
15| {15,23,27,29,30} X+ x+1

El polinomio generador M,(x)M,:(x), con ceros en {a' : i € C; U C3}, genera el codigo BCH con
parametros [31,21,5], y distancia disefiada 6 = 5. Si se toma el polinomio M, (x)M 3 (x)M ,s(x),
con ceros en {& : i € C; U Cs U Cs} se genera un cédigo BCH con pardmetros [31,16,7], y

distancia disefiada 6 = 7. Si el polinomio generador es M, (x)M,3(x)M,s(x)M,(x) con ceros en
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{@ : i € C; UC3UCQCsUCy}, entonces genera un cédigo BCH con parametros [31,11,11], y
distancia disenada 6 = 9 6 11. Si el polinomio generador es M, (x)M,3(x)M s (x)M 7 (x)M 11 (x)
con ceros en {a’ : i € C; UC3 UCs UC; U Cy}, entonces se genera un cédigo BCH con
parametros [31,5,15], y distancia diseflada 6 = 13 6 15. Tomando el polinomio generador
Mo (X)M 3 (X)M 5 (X)M 7 (x)M 11 (x)M 115 (x) con ceros en {a' : i € C; UC3UCs UC7 UCy; UCis),
se genera el cddigo BCH con parametros [31, 1,31], con distancia disefiada igual a cualquiera de
estos valores 6 € {17,19,21,23,25,27,29,31}, que es equivalente al cddigo Rep,(31). Notemos

que la distancia disefiada fue tomada impar, como se enuncia en el teorema 5.5 mds adelante.

El siguiente teorema mostrard que muchos codigos de Hamming son cédigos BCH narrow-

Sense.

TEOREMA 5.4. Sean = qqr%ll tal que mcd(r,q — 1) = 1. Sea C el codigo BCH narrow-sense con

conjunto definido T = C,. Entonces C es equivalente a un cédigo de Hamming H,(r).

EsempLo 5.5. Usando las clases 2-ciclotdémica modulo 31, con el conjunto definido T = Cy =
{1,2,4,8, 16} que tiene el polinomio minimal M,(x) = x> + x*> + 1 obtenidos en el ejemplo 5.4,
genera un codigo C que es BCH vy tiene pardmetros [31, 26, 3], con distancia disefiada 6 = 2,

entonces por el teorema anterior, C es equivalente al cédigo de Hamming H,(5).

Cororario 5.1. Todo codigo binario de Hamming es un cédigo BCH narrow-sense primitivo
pero no todo cédigo de Hamming es equivalente a un cédigo BCH. De hecho, algunos codigos de

Hamming no son equivalentes a ningtin cédigo ciclico, como se vio en el ejemplo 4.11.

Los cédigos de Hamming del teorema anterior tienen distancia disefiada 6 = 2, sin embargo,
la distancia minima es d = 3. En el caso binario se puede explicar de la siguiente manera. Estos
codigos de Hamming son codigos BCH narrow-sense con distancia disefiada 6 = 2 y conjunto
definido T = C; con 6 — 1 = 1 elemento. Pero en el caso binario, C; = C yasi, T = C; U,
también es un conjunto definido con 6 — 1 = 2 elementos consecutivos para el codigo BCH narrow-
sense con distancia diseflada 6 = 3. Este mismo argumento puede ser usado con cada cédigo
binario BCH narrow-sense, en tal caso la distancia disefiada siempre se puede asumir impar. En
el proximo teorema se da una cota inferior a la dimensién de un cédigo BCH en términos de 6 y

ord,(q). Por supuesto, la dimension exacta esta determinada por el tamafo del conjunto definido.

TeorEMA 5.5. Sea C un [n, k],-codigo con distancia disefiada 6. Entonces
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e Se cumple que k > n — ord (q)(6 — 1), en donde ord (q) es el tamaiio de la clase gq-
ciclotomicas modulo n de C;.
e Sig=2yC es un codigo BCH narrow-sense entonces 6 puede suponerse como un

numero impar, ademds si 6 = 2w + 1, entonces se cumple que k > n — ord (q)w.

OBsEeRvVACION 33. Es posible que mds de un valor para la distancia disefiada ¢ sea usado para

construir el mismo codigo BCH como se vi0 en el ejemplo 5.4.

2. Coédigos Reed-Solomon

DEFINICION 5.2. (CODIGOS REED-SOLOMON). Son un caso particular de c6digos BCH, es
decir, que son una subfamilia de los cédigos BCH. Un cédigo Reed-Solomon es un cédigo BCH
sobre I, con longitud n = g — 1. Asi, ord, (q) = 1 implicando que todos los factores irreducibles
de x" — 1 tienen grado 1 y todas las clases g-ciclotomicas médulo n tienen tamafio igual a 1. De
hecho, las raices de x" — 1 son exactamente los elementos distintos de cero en F, y una n-ésima raiz
primitiva de la unidad es un elemento primitivo de FF,,. Por lo que que si C tiene distancia disefiada
d, el conjunto definido 7 de C tiene § — 1 elementos consecutivosyes T = {b,b+1,...,b+6 -2}
para alguin entero b. Por el teorema 5.2 y usando la Cota de Singleton, se tiene que la dimensién k
y la distancia minima d del cddigo C satisfacenk =n—-6+1>n—-d+1 > k. Luego, k =n—-d+1

y d = 6. En particular, C es un codigo M DS . Se resume la informacion en el siguiente teorema.

TeorEMA 5.6. Si C es un cédigo Reed-Solomon con longitud n = q — 1 sobre el espacio F, con
distancia disefiada 6. Entonces
e El cidigo C tiene como conjunto definido T = {b,b+ 1,...,b+ & — 2} para algiin entero
b.
o El codigo C tiene distancia minima d = 6 y dimensionk =n—d + 1.
e El codigo C es MDS.

e El cddigo C tiene pardmetros [q — 1,q — d,d ], en donde d = 6 es la distancia disefiada.

En general, el dual y el complemento ciclico de un c6digo BCH no es un cédigo BCH, este no

es el caso en los codigos Reed-Solomon.

EjempLo 5.6. Sea 2 un elemento primitivo de Fj3. Sea C el c6digo Reed-Solomon narrow-

sense con distancia disefiada 6 = 5 sobre FFy3. Este cddigo tiene longitud n = 12, conjunto definido
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T ={1,2,3,4} con § — 1 = 4 elementos consecutivos y polinomio generador
g(x) = (x = 2)(x = 29)(x = 2%)(x = 2%) = x* + 9x’ + 7x* + 2x + 10.

Por el teorema 5.6, este codigo tiene distancia minimad = 5y C es un cédigo M DS con pardmetros

[12,8,5];3. La matriz generadora de C, usando el teorema 3.5 es

o2 7 9 1 0 0 0 000O00O0
0 10 2 7 9 1 0 0 0O0O00O0
o o 10 2 7 9 1 0 0000
G- O 0 o0 100 2 7 9 1 0000
0O 0 0 0 10 2 7 91000
0O 0 0 0 0 10 2 7 9100
0O 0 0 0 0 0 10 2 7910
0 0 0 0 0 0 0 102 7 91

8x12
Esempro 5.7. Sea C el cddigo anterior. El complemento ciclico C¢ de C, es un [12,4,9]3-
c6digo Reed-Solomon (non-narrow-sense), tiene conjunto definido 7 = {0, 5,6,7,8,9, 10, 11} con

0 — 1 = 8 elementos consecutivos y polinomio generador

go(x) = (x = 2%)(x = 20)(x = 2°)(x = 2")(x = 2%)(x = 27)(x = 2')(x = 2'")

= X3 +4x" +9x% + 6x° + 8x* + 10x° + 12x% + 6x + 9.

Esempro 5.8. Si C es el codigo del ejemplo 5.6. El cédigo dual C+ con parametros [12,4,9];3
es un codigo Reed-Solomon (non-narrow-sense), tiene conjunto definido T = {0,1,2,3,4,5,6,7}

con ¢ — 1 = 8 elementos consecutivos y polinomio generador

g'(0) = (x = 2%)(x = 2)(x = 2%)(x = 2%)(x = 2H)(x = 2°)(x = 2°)(x = 27)

=X +5x +10x° +4xX° + 11x* +5° + x> + 12x + 3.

La matriz generadora del cédigo dual C*+ usando el teorema 3.5 es

312 1 5 11 4 10 5 1 0 0O
G - 0 3 12 1 5 11 4 10 5 1 0 O
0 0 3 122 1 5 11 4 10 5 1 O
0O 0 0 3 12 1 5 11 4 10 5 1

4x12
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La matriz estandar de G’ es

1 000 3 12 1 5 11 4 10 5
, 010011 8 7 2 2 4 6 11
G" =414 =
00106 9 10411 10 11 3
0001 4 9 6 810 12 6 9
4x12
La matriz de paridad H de C* usando la matriz estandar G” es
102 7 910000000
1 5 4401000000
12 6 3700100000
g8 11 9 50 0 01 00O0O0
H=(-A"|I)=
2 11 2 30000T1O0O0O0
9 9 3.1 0000O0T1TO00O0
37 2 700000010
8 2 10 400 0O0O0O0O0°1

8x12

EsempLo 5.9. Si queremos decodificar el [12,4,9];3-c6digo dual C+ del ejemplo 5.8, que es 4-
corrector, usamos la matriz de paridad H. Supongamos que se quiere enviar la palabra codigo ¢, =
(3,12,1,5,11,4,10,5,1,0,0,0), pero se recibe x, = (4,12,1,5,9,4,10,5,1,0,0,0), se detectan 2

errores. Su sindrome es

s(x,) =(8,1,12,8,2,9,3,8) = 1 X (columna 1 de H) + 11 X (columna 5 de H).

Decodificando, se tiene

c, =x, —le —1les
=(4,12,1,5,9,4,10,5,1,0,0,0) - (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
-(0,0,0,0,11,0,0,0,0,0,0,0)

=(3,12,1,5,11,4,10,5,1,0,0,0) € C*.
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Supongamos ahora, que se envia la palabra cddigo ¢, = (1,0,0,0,3,12,1,5,11,4,10,5), pero

recibimos x, = (1,0,7,0,3,2,9,5,11,4, 10, 12), se detectan 4 errores. Hallamos el sindrome,

s(x,) =(10,5,3,11,1,8,1,12)
=7 X (columna 3 de H) + 3 X (columna 6 de H)

+ 8 X (columna 7 de H) + 7 X (columna 12 de H).
Por lo tanto, decodificando tenemos

¢, =x,—Te3—3es —8e; —Te;» =(1,0,0,0,3,12,1,5,11,4,10,5) € Cc.

A continuacion se dard una definicion alternativa para los cddigos Reed-Solomon narrow-sense

con un teorema importante que nos permite generalizar estos importantes c6digos.

TeOREMA 5.7. Sea Py el conjunto de todos los polinomios en F,[x] de grado menor estricto que
k, incluyendo el polinomio nulo Py en F,[x], sea a un elemento primitivo en F, y k un entero tal

que 0 < k <n=gq— 1. Entonces

C ={(f(), f(@), f(@), ..., f(@"): f € Py}

es un codigo Reed-Solomon narrow-sense con pardmetros [n,k,n — k + 1],.
DErINICION 5.3. Sea MP : P, — F, dado por

MP(f) = (f(), f(@), f(@),..., f(@"))

en donde a es elemento primitivo de IF, con n = g — 1. El mapa M P es una transformacion lineal

no singular, es decir, una transformacion lineal invertible.

Notar que el codigo Reed-Solomon narrow-sense con k = 0 es el cddigo cero.
Esta formulacion alternativa de codigos Reed-Solomon narrow-sense nos da un esquema de

codificacion alternativo. Supongamos que fo, fi, ..., fr—1 con k simbolos de informacién y f(x) =

fo+ fix+ -+ fi; x*! entonces

cod

(an fla v ’ﬁC—l) — (f(l)a f(a')a ) ,f(a,q—Z)).
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Esta manera de codificar no es sistemdtica. Hay un esquema para decodificar coédigos Reed-
Solomon que no es usual en el sentido que se encuentran directamente en los simbolos de infor-
macion, usando la codificacién anterior. No es decodificacion por sindrome pero es un ejemplo de
un esquema de decodificacion basado mayoritariamente en la l6gica y desarrollado originalmente

por Reed y Solomon.

3. Cédigos Reed-Solomon Generalizado

DErINICION 5.4. La construccion del cddigo Reed-Solomon narrow-sense en el teorema anterior
se puede generalizar para codigo posiblemente no ciclicos. Sea n un entero tal que 1 < n < gq.
Tomando y = {y,,v,,...,7,,} una n-tupla de elementos diferentes en F, y v = (vo, V1,..., V1)
una n-tupla no nula, pero no necesariamente elementos distintos de F,. Sea k un entero tal que

1 < k < n. Entonces el cédigo

RSG, (v, V) = {(vof Y )s vif (YD, ooVt f(,)) + f € P, gr(f) < k}

es el codigo Reed-Solomon Generalizado. Porque ningun v; es 0. El cédigo RS Gi(y, V) es k-
dimensional. Porque el polinomio no nulo f € %, tiene como méaximo k — 1 ceros, RSG,(y, V)
tiene distancia minima de por lo menos n — (k — 1) = n — k + 1. Por la Cota de Singleton, tiene
distancia minima de a lo sumo n—k+1, por lo tanto, RS G, (y, v) tiene distancia minima d = n—k+1.
Asi, RS G también es M DS, al igual que los codigos Reed-Solomon. Si w es otra n-tupla no nula
de elementos en F, entonces RS G, (y, V) es equivalencia monomial a RS G, (y, w). El codigo Reed-
Solomon narrow-sense es un c6digo RSG con pardmetros n = g — 1, ¥, = @' con « una raiz
primitiva n-ésima de la unidad y v; = 1 coni € {0,...,n — 1}. Se resume la informacién en el

siguiente teorema.

TeOREMA 5.8. Para los cédigos Reed-Solomon Generalizado se tiene

e Elcodigo RSG,(y,v) es un cédigo MDS con pardmetros [n,k,n —k + 1],.
e El codigo RS G (y, V) es equivalente monomial al codigo RS G (y, w).
e El cédigo Reed-Solomon narrow-sense es RSG con pardmetrosn=q—1,y, =a' yv; = 1

parai€{0,1,...,n—1}.

Los codigos Reed-Solomon narrow-sense con parametros [g — 1,k, g — k], puede ser exten-

didos a cdédigos MDS de la siguiente manera. Definimos dicho cddigo, sea el coédigo C =
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((FQ), f(@), f(@D), ..., f(@7) : f € Pi). Asi,
C = {(f(1), f(@), f@), ..., f(@T™), f(0)) : f € P

es la extension del codigo C. Notar que C también es un codigo RS G con parametros n = g,
y, =& coni € {0,1,....n=2},y_, =0,v, = 1lconi € {0,1,...,n —2}. Por lo tanto C
es un [g,k,q — k + 1],-cédigo MDS. En otras palabras, cuando se extiende un cédigo Reed-
Solomon narrow-sense mediante adding an overall parity check (definicién 1.22), el peso minimo
aumenta. En general, se cumple para c6digos sobre cuerpos arbitrarios si las palabras codigo con

peso minimo son todas odd-like. Esto resulta en el siguiente teorema.

TeoreMA 5.9. El cédigo con pardmetros [q, k, g—k+ 1], narrow-sense Reed-Solomon extendido
es RSGy MDS.
OBSERVACION 34. Si f € P, con k < g entonces , f(B) =0.
BeF,

Ahora se verd que el dual de un cédigo RS G es tambiém RS G.

Teorema 5.10. Sea y = {y,,¥,,...,¥,.,} una n-tupla de elementos distintos en F, y sea v =
(Vo, . - . » Vu—1) una n-tupla de elementos no nulos en F,. Entonces existe una n-tuplaw = (wo, ..., Wy_1)
de elementos no nulos en F, tal que RS GZ (y,v) = RSG,_«(y,w) para todo k con k € {0, ...,n—1}.
Ademads, el vector w es cualquier palabra codigo no nula en el codigo 1-dimensional RS G;_1 (y,v) =
RS G,(y,w) y satisface

n—

(.1 wivih(y,) =0

1
i=0

para cualquier polinomio h € P,_.

DerinicION 5.5. (Matriz generadora y de paridad). La matriz generadora para el cédigo

RS Gi(y, v) con parametros [n,k,n —k + 1], es

Vo Vi T Vn-1
VO)’o v171 e Vn—lyn_l

—_ 2 2 2
G=| vy, Wy, - Veayo,

k-1 k-1 k—1
VoY, V17, T Ve-1Y
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Por el teorema 5.10, la matriz de paridad de RSG,(y,v), es la matriz generadora del codigo
RS G,_i(y,w) en donde w = (wy,...,w,_) estd dado en el teorema 5.10. Por lo tanto la matriz de

paridad del cédigo RS G, (y, v) con parametros [n, k,n — k + 1], es

wo w1 T Wn-1
WoYo w1y, e Wn-1Y,-
— 2 2 2
H = woY, w1y; T WallYo
n—k—1 n—k—1 n—k—1
WOVO lel T Wn_lyrz—l

n—kxn

DEeriNICION 5.6. (Extension C’). Sabemos por el teorema 5.8 que C = RSG (y,v) es MDS.

Queremos describir una extensién de C, denotada por C, que también es MDS. Sea v € F, un

elemento distinto de cero. La matriz generadora extendida de C'es G = (Gu") € F,"", en donde

u=(0,0,...,0,v) € F;Xk. Este codigo extendido generalmente no sera even-like. Tomando w € I,
tal que

n—1
(5.2) Z viw,-)/i”_1 +vw = 0.

i=0
Dicho w existe ya que v # 0. Usando la ecuacion (5.1) y la definicion de w € F,, se tiene que el

cédigo C tiene matriz de paridad extendida

wo Wi ce Wy 0
WO’YO Wl’yl et Wn—lyn_]
7 _ 2 2 2
H= woY, wiy, o Weay,, O
—k —k —k
woY,  wry] S WY)W

n—k+1x n+1

n—1
Notemos que si w = 0; E) wvih(y,) = 0, Yh € P, implicando que v € Fq es un vector distinto de

cero que es ortogonal a todos los vectores en FZI que es una contradiccion. De donde, w # 0.
Tenemos el siguiente teorema.

TeOREMA 5.11. Para 1 < k < n < g, el codigo RS G, (y,V) es un MDS, y puede ser extendido a
un coédigo MDS con longitud n + 1.
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Sabemos que el codigos con parametros [g — 1, k, g — k], narrow-sense Reed-Solomon puede
ser extendido mediante el proceso de adding an overall parity check, resultando que el cédigo
lg,.k,g—k+1],es RSGy MDS por el teorema 5.9. Este codigo en si, puede extenderse a un MDS
por el teorema anterior. Asi, el c6digo Reed-Solomon narrow-sense con longitud n = g — 1 puede
ser extendido dos veces a un cédigo M DS con longitudn = g + 1.

En general, los cédigos Reed-Solomon Generalizado C'y sus extensiones C son c6digos MDS .
Hay cddigos M DS que no son equivalentes a dichos codigos. Sin embargo, no hay cédigos M DS

con parametros distintos a los derivados de los cddigos RS G o sus extensiones conocidas.

4. El Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami

En el afio 1997 Madhu Sudan desarroll6 un procedimiento para decodificar cédigos con los
parametros [n,k,d ], capaz de corregir algunos errores e cuando e > Ld%lj Este método fue
extendido por Sudan y Guruswami para eliminar ciertas restricciones en el Algoritmo de Sudan
original. Para ser capaz de corregir e errores cuando e > L%J el algoritmo produce una lista de
todas las posibles n-cadenas con distancia de Hamming e y cualquier vector recibido, tal algoritmo
es llamado Algoritmo List-Decoding. El Algoritmo Sudan-Guruswami se aplica para los cddigos

RS G y algunos codigos BCH.

DErINICION 5.7. Sean x, y indeterminados independientemente y

pey) = ) > p oy
i
un polinomio en F,[x, y], en donde F,[x, y] es el anillo de todos los polinomios en dos variables.

DEriniciON 5.8. Sean x, y indeterminados independientemente. EL grado del polinomio en dos
variables p(x,y) es el valor més grande de la suma de los exponentes de variables en cada término,

es decir, si p(x,y) = x” + x*y° + 1 entonces gr(p(x,y)) =3+5=38.

DEFINICION 5.9. Sean w,, w, niimeros reales no negativos. El grado-(w,,w,) de p(x,y) es

definido como

max{w,i + wyj: p,. # 0}

El grado-(1,1) de p(x,y) es el grado de p(x, y).
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DeriniciON 5.10. Para un entero positivo s y 6, se denota N(6) como el nimero de monomios
x'y/ cuyo grado-(1, s) es menor o igual que 6. Si (a,B) € IF: es raiz del polinomio p(x,y) entonces
se cumple que p(a,B) = 0. Si f(x) € F,[x] y @ unaraiz de f(x) entonces su multiplicidad como raiz
es el nimero m tal que f(x) = (x—a)™g(x) para algtin polinomio g(x) € F,[x] con g(a) # 0. Cuando
se trabaja en dos variables no se puede generalizar esta nociéon de manera directa. Sin embargo,
se tiene f(x + @) = x"h(x) con h(x) = g(x + @) y h(0) # 0. En particular, f(x + a) contiene los
monomios de grado m pero ninguno de menor grado. Este concepto se puede generalizar. La raiz
(a,B) del polinomio p(x,y) tiene multiplicidad m cuando el polinomio p(x + @,y + ) contiene los

monomios de grado m pero no a los monomios de menor grado.

Recordemos que [n, k],-c6digo Reed-Solomon Generalizado se define como

RSG, (v, V) = {(vof Y )s vif (YD, s vt f(,2)) « f € P, gr(f) < k}

donde y = {y,,7,,...,7%,,) es una n-tupla de elementos distintos en F,, v.= (vo,Vi,...,Vs1)
una n-tupla de elementos no nulos en F, y # el conjunto de polinomios en F,[x] sobre FF, con
grado menor o igual que £ — 1 incluyendo en polinomio cero. Supongamos que se transmite la
palabra ¢ = (co,c1,...,¢n-1) € RSG,(y,v) y se recibe y’ = (y/,y’,...,)’ ) = ¢+ e. Entonces
hay un tnico polinomio f € P4 tal que ¢; = v;f(y,),Vi € {0,1,...,n — 1}. Podemos encontrar

/

c si se determina el polinomio f. Sea A = {(¥,,Y0), (¥,sY1)s- -5 (¥,.,»Yn-1)} CON Yy; = &,Vi €
Vi
{0,1,...,n — 1}. Supongamos por un momento que no se han producido errores al momento de

transmitir la palabra ¢. Entonces y; = L f(r,),Vi € {0,1,...,n = 1}. En particular, todos los

puntos de A estan en el polinomio p(x,y) = y — f(x). Supongamos ahora que si ocurren errores.

Se define el polinomio localizador del error A(x,y) como cualquier polinomio en F,[x, y] tal que
A(y,,y)) =0,¥ie{0,1,...,n—1}cony; = ﬁ Yaquey,—f(y,) =0siy; = C—’:, todos los puntos de A
estan en el polinomio p(x,y) = A(x, y)(y —V}‘(x)). La idea basica del Algo‘;litmo de Decodificacién
Sudan-Guruswami es encontrar un polinomio p(x,y) € F,[x, y] donde cada elemento de A es una
raiz con cierta multiplicidad y luego buscar los factores de ese polinomio de la forma y — f(x).
Se imponen mds restricciones p(x,y) para garantizar la capacidad de correccion de errores en el

algoritmo.

DEerinicion 5.11. El Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami para el cddigo Reed-

Solomon Generalizado RS G (y, v) con parametros [n, k,n — k + 1], es el siguiente:
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e Paso 1. Se fija un entero positivo m. Se escoge 6 como el entero positivo que satisfaga la

desigualdad
nm(m + 1)
2
e Paso 2. Se construye un polinomio no nulo p(x,y) € F/[x, y] tal que cada elemento de A

< Ni-1(0).

es raiz de p(x,y) con multiplicidad mayor o igual que m, y p(x,y) tiene grado-(1,k — 1)
menor o igual que 6.

e Paso 3. Se hallan todos los factores de p(x,y) de la forma y — f(x) con f(x) € Py
f(y,) = yi, para al menos ¢ y,’s con t = L%J + 1. Para cada f tal que produce la palabra

codigo correspondiente RS G, (y, v).

Debemos verificar que este algoritmo funciona y dar una cota para el nimero de errores que se

corregiran. Para eso se necesitan los tres siguientes lemas.

Lema 5.1. Sea (a,p) € FZ una raiz en p(x,y) € F,[x,y] con multiplicidad m 6 mds. Si f(x)
es un polinomio sobre F, tal que f(a) = B, entonces g(x) = p(x, f(x)) € F,[x] es divisible por

(x _ a,)m'

Lema 5.2. Se fijan los enteros positivos m,t,0 tal que mt > & en donde t = L%J + 1. Sea
p(x,y) € Fylx,y] un polinomio tal que (y,,y;) es raiz de p(x,y) con multiplicidad de al menos m
parai € {0,1,...,n— 1}. Ademds, asumiendo que p(x,y) tiene grado-(1,k — 1) a lo sumo o. Sea
f(x) € Prcony; = f(y,) para al menos t valores de i en donde 0 < i < n— 1. Entoncesy — f(x)

divide a p(x,y).
Lema 5.3. Sea p(x,y) = ;X p,, X'y € Fy[x,y]. Suponemos que
Py =) > P, =pa+ay+p), ¥ (@p) €F,
a b

Entonces

Pap =D D (D) B p,

j=a I=b
Ahora estamos en condiciones de verificar el Algoritmo Sudan-Guruswami y de dar la cota del

error para que el algoritmo sea vélido.

TeoREMA 5.12. El Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami aplicado a RS G,(y, V) con
pardmetros n,k,n — k + 11, producird todas las n-cadenas tal que la distancia de Hamming entre

los vectores recibidos es menor o igual que e, en donde, e = n — L%J - L
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Como el paso uno requiere calcular Ny_1(d), el siguiente lema resulta util.

Lema 5.4. Sean s, 6 enteros positivos. Entonces

w1522 1)- 52

EsempLo 5.10. Sea C; un cédigo Reed-Solomon con pardmetros [15, 6, 10];¢. Tomando m = 2

nm(m+1)

en el Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami, se tiene que —

= 45 y el valor més
pequefio de ¢ para que 45 < N5(d8) es 6 = 18, en cuyo caso N5(18) = 46, segin el lema anterior.

Entonces ¢ = L%J +1 =10y por el teorema 5.12, este algoritmo puede corregir 15— 10 = 5 errores.

EsemprLo 5.11. Si C; es el codigo anterior. Tomando m = 6 en el Algoritmo de Decodificacion
Sudan-Guruswami, se tiene que w = 315 < N5(6) con 6 = 53, en cuyo caso N5(53) = 319,
usando el lema anterior. Entonces ¢ = L%J + 1 = 9y por el teorema 5.12, este algoritmo puede

corregir 15 — 9 = 6 errores con estos pardmetros.

EsempLo 5.12. Sea C; un codigo Reed-Solomon con parametros [31, 8, 24]5,. Si se selecciona

nm(m+1)

m = 1 en el Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami, se tiene que —5

=31y el menor
valor de ¢ para que 31 < N7(d) es 6 = 17, en cuyo caso N7(17) = 33, por lema 5.4. Entonces
t= L%J + 1 = 18 y por el teorema 5.12, el Algoritmo de Decodificacién Sudan-Guruswami puede

corregir 31 — 18 = 13 errores.

EsempLo 5.13. Sea C, el codigo anterior. Si se toma m = 2 en el Algoritmo de Decodificacién

nm(m+1) __

Sudan-Guruswami, se tiene que =—5— = 93 y el menor valor de ¢ para que 93 < N7(6) es 6 = 32,

en cuyo caso N7(32) = 95, por lema 5.4. Entonces t = L%J + 1 = 17 y por el teorema 5.12 este

algoritmo puede corregir 31 — 17 = 14 errores con estos parametros.

Esempro 5.14. Si C, es el codigo del ejemplo 5.12. Tomando m = 3 en el Algoritmo de

nm(m+1)
2

186 < N7(0) es 6 = 47, en cuyo caso N7(47) = 189, por lema 5.4. Entonces ¢ = L%J +1=16y

Decodificacion Sudan-Guruswami, se tiene que = 186 y el menor valor de ¢ para que

por el teorema 5.12 este algoritmo puede corregir 31 — 16 = 15 errores con estos parametros.

Como vimos en los ejemplos 5.10; 5.11; 5.12; 5.13 y 5.14 la capacidad de corregir errores del
Algoritmo de Decodificaciéon Sudan-Guruswami crece si m aumenta. Para una mayor capacidad de

corregir errores se aumenta el grado-(1, k — 1) de p(x,y), que por supuesto incrementa la dificultad
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de este algoritmo. El siguiente corolario nos da una idea de como la capacidad para corregir errores

varia dependiendo del m seleccionado.

Cororario 5.2. El Algoritmo de Decodificacion Sudan-Guruswami aplicado al RSG (y, V)
[n,k,n — k + 1],-cédigo producird todas las n-cadenas tal que la distancia de Hamming entre
los vectores recibidos es menor o igual que e con e <n—1—n~«R(m + 1)/m, en donde el niimero

R = 5 es la tasa de informacion del codigo.

En el corolario anterior, si m es grande, vimos que la fraccién ﬁ de los errores que la Decodifi-
cacién Sudan-Guruswami puede corregir, es de aproximadamente 1 — VR.
Para llevar a cabo este algoritmo se debe tener un método para calcular el polinomio p(x, y) del

paso 2 y luego encontrar los factores de p(x,y) de la forma y — f(x) en el paso 3. Para encontrar

nm(m+1)

5 ecuaciones

el polinomio no trivial p(x,y) en F,[x,y] de grado-(1,k — 1), se resuelven las

lineales homogéneas en los coeficientes desconocidos p,, de

D DY Y p, = 0; Ya,b > 0con (a,b) € Z2, a+b<m, 0<i<n-—1

j=a I>b

pero el nimero de ecuaciones e incégnitas aumentan con gran rapidez, como se resefid en los

ejemplos 5.12; 5.13 y 5.14.

5. Estudio comparativo

VAMOS A ESTUDIAR VARIOS CODIGOS REED-SOLOMON 5-ario DE LONGITUD
n = 4, EL CONJUNTO DEFINIDO 7, ELEMENTO PRIMITIVO ¢.

EjempLo 5.15. Hay 2 elementos primitivos en Fs, las cuales son @ € {2,3}. Sea @ = 3 un ele-
mento primitivo de Fs. Sea C; el c6digo Reed-Solomon narrow-sense con los pardmetros [4, 1, 4]s,
distancia disefiada 6 = 4 y conjunto definido 7 = {1,2,3} con 6 — 1 = 3 elementos consecutivos.

Su polinomio generador es

g =(x-3)x-3Hx-3F) =+ +x+ 1L
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con matriz generadora G € F? de C; (usando el teorema 3.5) y matriz de control de paridad

3x4

HGFS deCl,

4100

G=(11|A):(1 11 1) , H=A|L)=|4 010
1x4

40 01

3x4

Este codigo tiene M = 5 palabras, usando la matriz generadora G de C, se obtienen estas palabras,
las cuales son

C, =1{0000, 1111, 2222, 3333, 4444} = Reps(4).

EjempLo 5.16. Sea @ = 3 un elemento primitivo de Fs. Sea C, el c6digo Reed-Solomon (non-
narrow-sense) con los pardmetros [4, 1,4]s, distancia disefiada 6 = 4 y conjunto definido 7 =

{0,1,2} con 6 — 1 = 3 elementos consecutivos. Su polinomio generador es

g0) = (x=30x-3)(x-3%) =x> +2x* +4x + 3.
La matriz generadora G € IF";X4 de C, (usando el teorema 3.5) y la matriz generadora en forma
estandar G’ € IF;M de C, son,

G=(3 4 2 1) , G’=(11|A)=(1 3 4 2)

1x4 1x4

La matriz de paridad H € Pzﬂl de C, es

2100
H=A|L)=[1010
3001

3x4

Este codigo, al igual que C|, tiene tamafio M = 5, usando la matriz generadora G de C; se obtienen

las palabras c6digo, las cuales son

C, =1{0000, 3421, 1342, 4213, 2134}.

Ademas, el cédigo C; = Reps(4) es equivalente a C,. Aplicando al c6digo C, las permutaciones
m = (01234) € Biy(Fs) del alfabeto en todas las coordenadas se tiene el resultado. Aqui lo vemos:

0000 0000
3421 1111

Cr=1 1342 v 5{ 222 {=Ci = GC=Ci.
213 3333

2134 4444
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EsempLo 5.17. Sea @ = 3 un elemento primitivo de Fs. Sea C; el codigo Reed-Solomon narrow-
sense con los parametros [4, 2, 3]s, distancia disefiada 6 = 3 y conjunto definido T = {1,2} con

0 — 1 = 2 elementos consecutivos. Este c6digo no es auto-dual. Tiene el polinomio generador
g =(x-3)(x-3)=x*+3x+2

con matrices generadora (usando el teorema 3.5) y generadora en forma estindar (la matriz G

reducida por filas), G, G e }F?, respectivamente

2310 , 1 0 2 3
o G =0]A)=
02 31 0143

2x4 2x4

. A . 2
Entonces, usando la matriz G la transformacion lineal con u € F; es

2 310
uG = (x1, x2),,,
0 2 3 1

1x4

] = (2X1, 3X1 + 2)62, X + 3)(2, Xz)
2x4

Codificando, se tienen las M = 52 = 25 palabras c6digo, las cuales son

00 — 0000, 01 — 0231, 02— 0412, 03 — 0143, 04 — 0324
10 — 2310, 11 — 2041, 12— 2222, 13 — 2403, 14 — 2134
20 — 4120, 21 — 4301, 22 — 4032, 23 — 4213, 24 — 4444
30 — 1430, 31 — 1111, 32— 1342, 33 — 1023, 34 — 1204
40 — 3240, 41 — 3421, 42 — 3102, 43 — 3333, 44 — 3014
Por tanto, el [4,2,3]5-codigo Reed-Solomon narrow-sense C; con distancia disefiada 6 = 3y

conjunto definido 7" = {1, 2} es

0000, 0231, 0412, 0143, 0324
2310, 2041, 2222, 2403, 2134
Cs =1 4120, 4301, 4032, 4213, 4444
1430, 1111, 1342, 1023, 1204
3240, 3421, 3102, 3333, 3014

La matriz de control de paridad H € F? de C; usando la observacion 17 es

. 3110
H=(-A"|DL)=
220 1

2x4
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Tomando las palabras even-like de Ci, resulta el [4,1,4]s-codigo C, even-like, que es Reed-
Solomom (non-narrow-sense) con el conjunto definido 7' = {0, 1, 2}.
Como el cddigo Cj; es ciclico entonces es lineal y podemos decodificar por sindrome, en su

forma vectorial. Ademds, C5 es 1-corrector. Supongamos que se recibe la palabra x = 4124,

calculamos su sindrome s(x) = xH" = 04 = 4.(01) = 4 X (columna 4 de H). Por lo tanto, se
detecta un error de magnitud 4 en la cuarta coordenada de la palabra recibida x. Luego, la palabra

se decodifica como la palabra en el cdigo Reed-Solomon narrow-sense
c=x—4e, =4124 - 0004 = 4120 € Cs.

Pero si queremos decodificar por sindrome, en su forma polindmica, usando el hecho de que

C; es un codigo ciclico, s6lo necesitamos la tabla con el tnico lider de peso 1y grado 3 que es x°,

entonces la tabla lider-sindrome es

Lider ‘ Sindrome

X3 ‘ 2x + 1

Supongamos que, como antes se recibe la palabra u(x) = 4 + x + 2x*> + 4x> = 4124. Como
syn(u(x)) = 3x +4 = 4(2x + 1) estd en la tabla, se deduce que el coeficiente de x* en u(x) es

incorrecto y tiene un error de magnitud 4. Por lo tanto, se decodifica como
c(x) =u(x) —a(x) =4 + 2> + x+4 - 4x° =2x> + x + 4 = 4120 € C;.

Considerando el [4, 2, 3]5-c6digo Reed-Solomon narrow-sense C3; como un cédigo RSG con
parametros [4,2,3]s, @ = 3,y ={1,3,4,2} y v = (1, 1, 1, 1); se puede hallar la matriz generadora
G de Cs, (que es equivalente a la anterior), usando de la definicién 5.5, entonces

1 1 11
G =
1 3 42
2x4
Usando la ecuacion (5.1) del teorema 5.10, para luego hallar la matriz de paridad H de C3, se tiene
w cualquier palabra c6digo no nula en el c6digo 1-dimensional RS G; (y,v) con h € P3. Tomando
w = 3421 € RS G; (y,v) con h(x) = x, entonces la matriz de paridad H de C; es
34 21
H =
3232

2x4
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Para el cédigo extendido C3, tenemos la matriz generadora extendida G € F?S de C; con

u=(0,4) eF,

111 10]

G=(Gu") =
1 342 4

2x5

La matriz de paridad extendida H € F;~ de C; es

. 34210
H =
[323 22]
2x5

El cédigo extendido C5 con pardmetros [5,2,4]s es RSG y MDS . Notemos que el peso aument6

con respecto a Cs, pero sigue siendo un cédigo 1-corrector.

EjempLo 5.18. Sea @ = 2 un elemento primitivo de Fs. Sea C4 el cédigo Reed-Solomon narrow-
sense con parametros [4, 3, 2]s, distancia disefiada 6 = 2 y conjunto definido 7 = {4} cond -1 =1
elemento. Su polinomio generador es g(x) = x — 2* = x + 4, las matrices generadora G € IF;X4 y de

paridad H € IF;X4 de C,4 son

4 100
G=10410 ; H=(1111)
0 041

3x4

1 x4

Este codigo tiene tamafo M = 125 y todas sus palabras son even-like. Ademas, C, es el codigo

even-like P5(4), es decir, C4 = P5(4) C F;

EjempLo 5.19. Sea @ = 3 un elemento primitivo de Fs. Sea Cs el cédigo Reed-Solomon narrow-
sense con parametros [4, 3, 2]s, distancia diseilada 6 = 2 y conjunto definido 7 = {I} cond -1 =1
elemento. Tiene el polinomio generador g(x) = x —3 = x + 2 y usando el teorema 3.5 se tiene la

matriz generadora G de Cs, y la matriz de paridad H de Cs,

2100
G=({0210 ) H:(3421)
1 x4

00 21

3x4

Este cédigo detecta 1 error pero no corrige ninguno. Ademds, tiene M = 5° = 125 palabras c6digo
que no son even-like pero es equivalente a Ps(4), es decir, Cs ~ Ps(4). El [4, 1, 4]5s-c6digo dual
C; es 1-dimensional de peso minimo 4, conjunto definido 7" = {0, 1,2} con 6 — 1 = 3 elementos

consecutivos, tiene M = 5 palabras y coincide con el cédigo C; del ejemplo 5.16.
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Para finalizar este estudio, usando el teorema 5.3 se tiene que C; C C3 C Cs.

6. Aplicaciones interesantes

OBSERVACION 335.

(1) En la grabacion de discos se utilizan los codigos acortados Reed-Solomon con longitud
n =255 sobre F,,.

(2) Un CD de musica utiliza el c6digo Reed-Solomon para corregir rayadura y polvo.

(3) Para limpiar las imagénes de los errores de transmision introducidos por la atmdsfera de
la Tierra, (la turbulencia de la atmdsfera de la Tierra produce errores en la transmision,
incluso cuando el cielo se encuentra despejado), los cientificos aplicaron Goddard Reed-
Solomon, usado comunmente en CD y DVD. Los errores tipicos incluyen pixeles perdidos
y sefiales falsas.

(4) En el afio 1977, la agencia del gobierno estadounidense responsable de programas espa-
ciales NASA (National Aeronautics and Space Administration) utilizé los c6digos Reed-
Solomon en las misiones Galileo, Magallanes y Ulises.

(5) En las misiones espacio profundo de la NASA, se utilizan los c6digos Reed-Solomon
acortados, como el cédigo externo perteneciente a los cddigos concatenados. Este codigo
fue usado por primera vez en la misién de la sonda Mariner Mars lanzado en el afo 1971.
Se utiliz6 un cédigo biortogonal con pardmetros [32, 6, 16], para transmitir imagenes digi-
tales de la superficie marciana, (el codigo biortogonal B(r) es el dual de un c6digo binario
extendido de Hamming y tiene parametros [2",7 + 1, 2-11,, consiste en los vectores 0, 1
y 2"+! — 2 palabras c6digo con peso w = 2"7!, el cédigo binario extendido de Hamming
tiene parametros [2”,2" — r — 1,4], ), pero para la transmision de datos del espectrometro
infrarojo (IRIS) se us6 un cédigo concatenado que comprende un cédigo biortogonal y
un [6,4],-c6digo Reed-Solomon acortado sobre Fs. Esto es porque los datos del IRIS
se comprimen antes de la transmision y requiere una tasa de error menor que 5 X 107
mientras que los datos de las imagenes eran capaz de tolerar una tasa de error de 5 x 1073,

(6) En el Voyager lanzado en el verano del ano 1977, un cédigo de convolucién con longitud
de n = 7 y una tasa de informacion de % fue usado en el enlace principal comunicacional

para la transmision de imagenes de Jupiter y Saturno, pero para la transmision de las
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imdgenes de Plutén y Neptuno, este codigo se concatena con un [255,223,32],. -codigo
Reed-Solomon.

(7) Una vez que la compresion de imagen se comenz0 a utilizar, una tasa de error binario de
1 x 107° se hizo necesaria, inferior a la tasa anterior de error binario de 5 x 1073 y cdigos
concatenados fueron usados para cumplir con este requisito. El cédigo Reed-Solomon

usado por el Voyager era un [255, 223, 32],.-c6digo sobre F,s con el polinomio primitivo

256
M@ =2+ +x+x+1
y polinomio generador
gx)=x-a)(x—- Ax-ad)... (x - @) (x - 0/31)(x - a32)

donde a es una raiz de M(x). Por consiguiente, puesto que n = 28 — 1 = 255 y el grado de

g(x)esr =32,k =n—r =223, lo que resulta un cédigo con parametros [255,223,32] .
La tasa de error binario BER (Bit Error Rate), usada en telecomunicaciones con el fin
de modelar un canal de comunicacion, define la velocidad a la que se producen errores
en el canal de transmision (fibra dptica), esto puede interpretarse como el nimero de
bits recibidos de forma incorrecta respecto al total de bits enviados durante un intervalo
especifico de tiempo. La tasa de error binario es igual a la cantidad de errores de bits
dividido por el numero total de bits enviados. Por ejemplo, supongamos que se transmite
la siguiente cadena de bits 0110001011 por un canal y se recibe la palabra 0010101001.
Para determinar el BER se divide 3 (nimero de bits con errores) entre 10 (ntimero total
de bits transmitidos), entonces la tasa de error binario en este caso es 3 x 107!,

(8) Entre los afios 1986 y 1989, la sonda Voyager 2 tomo fotos en color de alta calidad de los
planetas Urano y Neptuno usando cddigos Reed-Solomon. Esta sonda transmitia 115.200
bits por segundo.

(9) Los que han visto las imdgenes enviadas por la sonda espacial Voyager 2, han sido sor-
prendidos por la gran calidad de las imédgenes recibidas. En 1980, cuando la Voyager fue
cerca de aproximadamente 3 mil millones de kilémetros de la Tierra, era capaz de trans-
mitir imagenes de alta resolucion de Triton, la luna mas grande de Neptuno. Esta enorme
hazafia fue en gran medida debido al hecho de que el sofisticado sistema de comunicacién
en el Voyager tenia un esquema de correccion de errores muy elaborado construido en él.

Se utiliz6 un cédigo de Reed-Solomon para mejorar la fiabilidad de la transmisién. Cada
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palabra codigo contiene 223 bytes de datos (1 byte consiste en 8 bits) y 32 bytes de re-
dundancia. Sin el esquema de correccion de errores, el Voyager no habria sido capaz de
enviar el volumen de datos que hizo, utilizando una potencia de transmision de sélo 20 va-
tios. Las naves espaciales Galileo (1991), Mars Global Surveyor (1997), Mars Pathfinder
(1997) y Mars Exploration Rover (2004) usaron c6digos Reed-Solomon en sus esquemas
de transmision de datos. No estaria fuera de lugar afirmar que los cddigos Reed-Solomon

han ido a los confines del sistema solar y mas all4.



Conclusiones

Se puede afirmar que la teoria de codigos es un area de la matemdtica que contribuye al mundo
en donde vivimos, ya que se utilizan en las memorias RAM y los modems; mejoran las conexiones
a las redes de Wifi, evitan las interferencias en comunicaciones satelitales, corrigen rayaduras a la
hora de escuchar algin CD o ver algin DVD en el reproductor. Cada dia se transmite un mayor
volumen de informacion digital, por lo que, se requieren codigos mds eficientes para codificar-
los, implementarlos y decodificarlos, para que de esta manera la informacion enviada y recibida
coincidan, por ejemplo, en youtube se suben 20 horas de videos por minutos.

Los cddigos son usados en aplicaciones tecnoldgicas por empresas como IBM, Philips, Sony,
la NASA y la AEE. Una de las aplicaciones mas importantes son en las misiones espaciales de la
NASA vy la Agencia Espacial Europea (AEE) tomar fotografias de otros planetas, primero en el
1965 las fotografias eran en blanco y negro, once afios después en el afio 1976 se empezaron a
enviar fotografias a color en alta resolucion desde Marte. Los c6digos Reed-Solomon son los que
mas se utilizan para estos propdsitos.

Entre los cdédigos usados en este trabajo se encuentran los cddigos lineales y los cédigos
ciclicos, se demostraron varios teorema usados en la deteccién y correccién de errores, se vio
que que entre mayor es la distancia d de un c6digo, es mayor su capacidad detectora y correctora,
unos de los mds usados fue el teorema 1.6, que dice, si C es un cddigo entonces s-detector si, y
s6losid = s+ 1y est-corrector si, y sOlosid =2t +16d =2t + 2.

Se estudid la compresion de datos, usando la matriz generadora, donde se buscan representa-
ciones que usen pocos bits para la informacién que se quiere enviar, conservando los datos de
interés, para que de esa forma se pueda transmitir rapidamente o almacenarla en poco espacio en
el disco duro, por ejemplo, el formato MP3 logra comprimir mas de 10 veces lo que seria una
cancion sin compresion y asi se puede almacenar mas musica en el MP3 por lo que el tamafio total
del archivo serd menor.

Analizamos también la decodificacién de cédigos para la correccidn de errores, aqui se buscan

representaciones tales que si se pierden o se alteran algunos de sus simbolos por accién del ruido

96
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en el canal, de todas formas se pueda recuperar el contenido original que se tenia almacenado, esto
se hizo mediante la redundancia, calculada a partir de los datos naturales y esto permite reconstruir
la informacion sin repetir muchas veces la informacion original. Los cédigos ciclicos son los més
faciles para decodificarlos que los c6digos lineales por su estructura.

Adicionalmente, presentamos algunos tipos de equivalencias, usadas para establecer cuando
dos codigos son iguales, vimos que dos cddigos son equivalentes entonces tienen los mismo
parametros.

Para finalizar, esta es un drea que se esta desarrollando rapidamente, de interes para aquellos
que quieren hacer trabajo cientifico o tecnoldgico tanto en la ingenieria eléctrica, computacion
y matematica, vimos que detrds de toda la tecnologia siempre hay un trabajo matemético que
le antecede. Una tarea a futuro, es estudiar los tipos de ruidos que aparecen en el canal y de qué

manera afecta a la informacion enviada. Hay un gran futuro en el estudio de todos estos fendmenos.
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