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Resumen

En este trabajo de grado se describe el método de Rayleigh-Ritz para problemas de
contornos lineales, bajo condiciones de Robin y sobre mallas escalonadas. Se pre-
sentan las discretizaciones del método usando las féormulas de cuadratura de punto
medio y trapecio. Por simplicidad, se realiza el estudio de convergencia de las dis-
cretizaciones obtenidas con la cuadratura de punto medio, usando los desarrollos de
Taylor para la consistencia y el teorema de circulos de Gershgorin en la estabilidad.
Finalmente, se realiza un estudio comparativo con los métodos de diferencias finitas
y mimético, en el cual el método de Rayleigh-Ritz basado en cuadratura de Simpson
registra los mejores resultados en términos de exactitud y tasa de convergencia. El
analisis de convergencia y el estudio comparativo mencionados son aportes originales

de esta tesis.



Capitulo 1

Método de Rayleigh-Ritz

1.1 Introduccion

Entre los métodos mas conocidos para resolver problemas de contorno se encuentran
los de diferencias finitas y elementos finitos [1, 10]. Desde la década de los noven-
ta se ha introducido una nueva técnica de discretizacién de problemas de contorno
denominada métodos miméticos [2], la cual ha sido ampliamente investigada en di-

versas tesis de grado en la Universidad Central de Venezuela (UCV)[3, 4, 5, 6, 7, §].

En todos estos trabajos se ha evidenciado que los esquemas miméticos producen me-
jores aproximaciones que los métodos de diferencias finitas basados en puntos ima-
ginarios y aproximaciones de primer orden en el borde. Sin embargo, recientemente
investigadores de la Universidad de los Andes (ULA), Venezuela, han encontrado
que el método de elementos finitos tipo Galerkin produce mejores aproximaciones
en problemas de contorno de tipo conveccion difusion estacionario que los métodos

miméticos y de diferencias finitas con puntos imaginarios [9]. En ese mismo tra-



bajo se concluye que los métodos miméticos son, en general, mejores que los de
diferencias finitas con puntos imaginarios, lo cual confirma las investigaciones rea-

lizadas en la UCV, pero el método con mejor aproximacion es elementos finitos.

En el presente trabajo de grado se propone realizar un estudio comparativo en el
caso de problemas de contorno no convectivos, escritos en forma conservativa, sobre
mallas escalonadas uniformes usando el método de Rayleigh-Ritz. Esta propues-

ta difiere en detalles y en el tipo de problemas de contorno considerados en [9].

En este capitulo se describird el método de Rayleigh-Ritz el cual es una técnica

numérica alternativa para resolver el siguiente problema de contorno,

(i (p0 ) = s
dy(0)

a1y(0) + by =g (1.1)

d (1) _
\ azy(l) + bzw = g2-

En el andlisis que sigue supondremos que p,r € C*[0, 1] positivas, f € C[0,1], g1, go
son constantes, ay, as, by, by son constantes no nulas y y es la incognita de la ecuacion.
Esta ecuacién es un problema bien planteado de acuerdo a [11]. El contenido de este
capitulo esta dividido en dos secciones: la primera de ellas discute la forma variacio-
nal asociada al problema de contorno (1.1) y la segunda utiliza la forma variacional

para describir el método de Rayleigh-Ritz.



1.2 Forma variacional

Se propone heuristicamente el siguiente funcional,

o= [ () (dd—y) (@) (a() P

+p(216)2a2 (2(1))? — p(20b)1a1 (2(0))2 — p(zgzz(l) 12)
—|—p<23912(0) —/(; f(x)z(x)dx

donde z € C?[0,1]. Sabiendo que p y r son funciones tales que p(z) > ¢; > 0y
r(x) > c3 > 0 donde ¢; y ¢y son constantes. Luego, procedemos a demostrar que el

funcional (1.2) esta acotado por debajo. Considerando, ¢ = min{cy, ¢y}, se tiene,

025 ([ (52) e [Tromons)

+19(216):2 (2(1))? — p(20b)1a1 (2(0))? — p(ll)zQQZ(l) N p(O)glz(O).

Luego, completando cuadrados se tiene,

J(z) > g (/1 (dz(;)y + (Z(fc) - f(cx))zdx N /01 <f(cx))2dx> (1.4)

20 e - 2O e 2O ) 2O )

1 0
Factorizando respecto a p(2b)a2 y — (p( )Ch)’
2

25 ([ (52) s (s 2 e [ (1))

+p(1)a2 <(Z(1))2 B 2922(1)) _ p(0)ay ((z(O))2 B 291_2(0)) .

2[92 (05} 2[)1




Asumiendo que

pNas _— (p(0)ay
oy Y <2b1

o5 ([ (59« (-2 o | (42 o]
2 2 ) ) 1.6
o ((-2) (@) e (G0 ()

Acotando nuevamente,
L) )
_p(0)as (_ (2)2> |
2b a

Por lo tanto, J(z) estd acotado por debajo ya que la cota inferior del funcional J es

) > 0 se tiene,

(1.7)

independiente de z(z). Con este hecho, se tiene que J(z) posee un minimo, en caso de

existir.

Ahora demostraremos que en el caso de existir un minimo de la forma variacio-
nal este debe satisfacer el problema de contorno (1.1). Sea Y = aw +y donde y es el

minimo del funcional J, o una variable escalar y v € C2[0, 1] entonces,
I dv  dy\? 9
J(a) = 5/0 p(z) (a% + %> +7(x)(av + y)*dx
0 1
(1) + v (1)) = 2% 40) + av(0) ~ ED2 (1) 4 avr)) (19

2by ) by
P2 40+ avfo) - [ )ty + vl

Derivando la expresion (1.8) tenemos,

dJ(e) — /Olp(q;) <a@ + @> dv + r(z)(av + y)vdz

p 1)a2

o,

+

do dr  dzx ) dx
2 0) 4 au())o(1) - 2% 4(0) + au(©))000) (19)
p(1)gs p(0)g:

—Tv(l) + b—lv(()) — /0 f(z)vdz.



Buscando el minimo del funcional,

0= db;g)) = /0 p(x);l—ij—; + r(z)yvdr + p—(iz%y(l)v(l)
_p(gzaly(o)v(()) _ p<z1)392“(1> N p(gzglv(o) B /0 Fayola)da.

Integrando por partes,

0= [ 2 (s 2 ) e+ o0 22 — o0y A

fi_x dx dx dz
+/0 r(z)vyd + p<2a29(1)v(1) —lp(gzaly(o)v(o)
_p(izgzv(l)Jr??((b)_fglv(o)_ [ pap(r

Agrupando,

0= [ (- (s 52) + ey = 1@ ) et
TURITTRUT

1_
dz by y(1) by

dy(0) , p(0)ay

(1) (pm
—o(0) (pm) 0 1 20 y<o>+p<§jjgl).

Es decir, y es solucién del problema de contorno (1.1).

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Luego, hemos demostrado que de existir un minimo de J entonces debe ser solu-

cién del problema de contorno (1.1). Como dicho problema tiene una tnica solucién

entonces se tiene que el minimo de J existe.



1.3 Método

En esta seccién se formulara el método de Rayleigh-Ritz usando para ello la forma
variacional desarrollada en (1.2) para aproximar la solucién del problema de contorno
(1.1). A continuacién se describird la malla escalonada, representada en la figura 1.1,

sobre la cual se formulara el método de Rayleigh-Ritz.

. . P S & . 7 ._._.

%o X Xsn X X Xis1n Xulv:wz x:. Kot

- S —— L . 7 S
h/2 h/2 h h/2 h/2

Figura 1.1: Representacion grafica de la malla escalonada.

El valor h representa la distancia entre dos nodos consecutivos exceptuando los dos
primeros y los dos ltimos ya que en ellos hay la mitad de la distancia. La ma-
lla se llama escalonada porque utiliza una combinacién de nodos con indice en-
tero e indice fraccionario. En el método de Rayleigh-Ritz solamente se utilizan
los nodos de indice entero en su formulacién, sin embargo, los nodos de indice

fraccionario son utilizados en los métodos que se describiran en el capitulo 3.

A continuacién se describiran las funciones de base g, 1, ..., Yn, Pnr1 que se uti-

lizaran para describir el método de Rayleigh-Ritz.



La funcién ¢q estd dada por:

S?

To <x <1 (1.13)

1 < T < Tyl

Esta funcién base estd bien definida en el intervalo [0, 1], es una funcién continua y

h
diferenciable a trozos en [0, 1]. Posee pendiente negativa en {O, 5} La figura 1.2(a)

representa a la funcién .

La funcién ¢, estd dada por:

2 .

T S

o) =4 _LL 2
h 2

0 s?

To ST ST
1 <z < Xo (1.14)

To < T < Tpyq.

La funcién base ¢; estd bien definida en el intervalo [0,1], también es una fun-

h
cién continua y diferenciable a trozos en [0, 1]. Posee pendiente positiva en [0, 5] y

3h

pendiente negativa en [5,

La funcién ¢; con i = 2, ....n estd dada por:

(

(CL’ — Z)’Ji_l)
vi(z)

5 } La figura 1.2(b) representa a la funcién ¢;.

si wg < < T
st T <x<ux
(1.15)
st x; < < Ty
ST Tip1 <o < Tpg.

La funcién base @; estd bien definida en el intervalo [0, 1], también es una funcién

8



continua y diferenciable a trozos en [0,1]. Posee pendiente positiva en [x;_1,z;] v
pendiente negativa en [x;, z;41]. El valor h; representa la distancia de dos nodos con-
secutivos, es decir, h; = x;11 — x; que en este trabajo es un valor constante denotado
por h, debido a que solo se consideran mallas uniformes. La figura 1.2(c) representa

a la funcion ;.

La funcién ¢, estd dada por:

0 st o <x<Tpo1
1 3h )
on(z) = 5 r—1+4+ > St Ty < x < Ty (1.16)
2
E(a:—l) sty < v < Tpy.

La funcién base ¢, esta bien definida en el intervalo [0, 1], también es una funcién

continua y diferenciable a trozos en [0, 1]. Posee pendiente positiva en el intervalo

2 2

funcién @,,.

3h h h
{1 ——,1- —] y pendiente negativa en [1 — 5 1] . La figura 1.2(d) representa a la

La tultima funcién base ¢, esta dada por:

0 st xg<z<ux,

90n+1(x) = 2 h .
x—1+§ St Ty < T < Tpyg.

(1.17)

h

La funcién base ¢, 1 estd bien definida en el intervalo [0, 1], también es una funcién
h
continua y diferenciable a trozos en [0, 1]. Posee pendiente positiva en [1 - =, 1} . La

figura 1.2(e) representa a la funcién ¢, .



PRIMERA FUNCION DE LA BASE SEGUNDA FUNCION DE LA BASE

(@) 1. (b)

wanur we v o vase
T T

Valor de la funcitn base
T
1

. . . . . L X,
X, X, 1 Paosicion en la malla escalonada
Posicion en la malla escalonada

1-ESIMA FUNCION DE LA BASE N-ESIMA FUNCION DE LA BASE
T T T T

1 T T T T T T
(T8 Rl o8
L B [H
3 §
3 2
5 oo 1 st
= 2
é o5 4 2 o5k
= L)
8, 204
5° H
k] 3
> oaf 4 et
02 ) 02k
oif
01}
. . . I ; . i . . " . n . . ol 4
X X X 1 - - 3
Posicion en la malla escalonada i Posicién en la malla escalonada

M+1-ESIMA FUNCION DE LA BASE
T

] (e)

Valor de la funcien base
5 8 ® & &8 S 3
L e e M

Posicion en la malla escalonada

Figura 1.2: Representacion grafica de las funciones base las cuales describiran el

método de Rayleigh-Ritz.
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Consideremos la aproximacién y,, a la solucién y de la ecuacién (1.1), dada por:
n+1

Un =D Citp;
=0

donde ¢q, 1, ..., Pnt1 son funciones base y ¢, ¢y, ..., ¢, 11 son constantes a determinar.

Sustituyendo y, en lugar de z en la ecuacién (1.2) resulta,

1 [ nt1 do; 2 n+1 2
‘]<CO7 Cly ooy C?’H-l) = 5 / p(l’) (Z Ci d:;> + T(,_'L’) (Z CZSOZ) dx
0

i=0 =0
p(l)a p(0)a p(1l)g
+ <2b)2 2( n+1)2 - (21))1 1(00)2 - (b) 2Cn+1 (1.18)
0 1 n+1
+p(b)g1 co— [ [(z) Z cipide
! 0 i=0

Buscando el minimo respecto a ¢y de (1.18),
0J ! digo \* 2, p(0)as
= - = — d B e —
0 e, /0 p(x) ( o > + 7r(x)(po) dx b, o

([ () (%) (%2) + rtabaund ) -+ 22— [ oy

Usando (1.13) y (1.14) en (1.19),

0= g_i) _ (/Oh/zp(x) <—%>2 +r(z) (1 - %x)de _ p(g—?“l> o
+ (/Oh/Qp(x) (—%) +7r(x) (1 - %x (%x) dx) 1 (1.20)

(1.19)

de donde definimos,

oo = /Oh/Qp(x) (_%>2 +r(z) (1 _ % )de _ P((;zm




)
T T

)

to1 /0 " @) (—%) tr(a) (1 _

c1 de (1.18),

cto a

pe

Buscando el minimo res

(1.21)

(1.22)

MmN N

de donde definimos,



o [T (D) ) G-

h/2 9 3h/2 1 3
by = i (x) (Ex) dx + /]1/2 f(x) (—Ex + 5) dx.

Buscando el minimo respecto a ¢ de (1.18) con 2 < k < n,

0= 27~ nii (/Olp(l")d%% + 7"(33)90¢90de5> Ci — /01 f(@)prdz. (1.23)

_8_016_2,:0 dr dx

Usando (1.15) en (1.23),

_oT_ ([ der\ ((dpr-
0= dcr (/0 p(x) %> ( I > +T(I)(pkgpk_1dx> Ch1

[ r@etes ([ o (42) +r<a:><sok>2dx> : (124)

" (/o Pl) (%) (%) + 7"(95)<Pk<Pk+1dx) Cht1

de donde definimos,

e — ( h,jl))Q / " @)+ (—hik)Q / ::Hlp(x)da:

k—1

+ ( hk11)2 / r(@) (- w1 da + (hik>2 / + r(@) (21 — 2)2da

1 2 Tp+1 1 2 Tr+1
1 = — | — / p(x)dxr + | — / r(z)(z — xx) (g1 — x)do
hi) Ja, hi) Ja,




(1.25)

(1.26)



ndo el minimo respecto a ¢, 1 de (1.18),
0J : dipny p(1)
0=——= " d .
1 do, do,
+ /0 p(x) ( ;1> ( - ) +7“(:U)90n+1<pnd:c) Cn (1.27)
- n+1aT.




i [ G G o)

I p(iigz + /1—h/2 f(z) <% <x -1+ g)) dx.

Luego de haber obtenido los coeficientes a;; con i, j = 0, ...,n+1 se forma un sistema

de ecuaciones donde los ¢; son las constantes a determinar. La descripcion del sistema
de ecuaciones esta dado por,

Ac=B

donde A es una matriz tridiagonal de orden n + 2 x n + 2, B un vector de orden

n+2x1ycdeordenn+2 x 1 el vector a buscar. Esto es,

Qoo Aaop1 0 ce 0 Co b()
10 Qi1 a12 0 e 0 C1 bl
0 0
;-1 Qi @ i41 : & = b; (1-29)
0 : 0
0 s 0 An,n—1 Qnp, A n+1 Cn bn
i 0 “o NP 0 Ap+in an+1,n+1_ _Cn+1_ _bn+1_

Es facil verificar que la matriz A es estrictamente diagonal dominante por filas pues

se satisface,
n+2

|| > Z la;;|, Vi € {1,...,n+2}.

=1,

16



En la figura 1.3 se observa la estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos
donde cada coeficiente se encuentra simbolizado de color azul. La primera y tltima
fila son los coeficientes que discretizan la ecuacion de los bordes correspondiente a
los nodos zy v g y la k-ésima fila corresponde a la discretizacion del nodo x; con

k=1,...,5. Esta matriz es estructuralmente simétrica.

METODO DE RAYLEIGH-RITZ: ESTRUCTURA EN UNA MALLA DE 7 NODOS REALES
0

T T T T T T T
1+ »* * .
2 - * » ad
s - » . i
4+ * . - 4
S5k . - * =
6 - * * =
s » . B
3 1 I 1 1 I 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 g

Figura 1.3: Estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos reales aplicando el

método de Rayleigh-Ritz.

17



Capitulo 2

Analisis de convergencia

2.1 Introduccion

En este capitulo analizaremos de forma explicita los coeficientes que produce el méto-
do de Rayleigh-Ritz obtenidos en el capitulo anterior. Tomando en cuenta tales
ecuaciones las mismas seran analizadas con la finalidad de buscar su consistencia y,

posteriormente, su estabilidad.

2.2 Coeficientes calculados con regla del punto me-
dio

En esta seccion se desarrollaran las ecuaciones lineales del sistema (1.29) asociadas al

método de Rayleigh-Ritz cuando la féormula de cuadratura utilizada es punto medio,

/abf(a:)dx%(b—a)f(a;b).

18



Esta férmula de cuadratura sera utilizada en la ecuaciones que describen el método
de Rayleigh-Ritz para obtener su féormula explicita. En cada caso L; representa el
lado izquierdo de las ecuaciones obtenidas. En lo que sigue U representa la solucion

analitica y U, es la aproximacién aplicando el método de Rayleigh-Ritz.

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy utilizando los coe-
ficientes agg, ag1 y bp. La misma estd trasladada al origen obteniéndose la siguiente
discretizacion,

agoUo + ap1Uy 2 = bo.

Sustituyendo los valores agg, ag1 y by se obtiene,
2 (h h (h p(0)ay 2 [(h h (h
G () 5 () -2 oo (5 (5) + 50 (5) )
_h s LY p(0)g '
4 4 by

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.1) y buscando el error de truncamiento

resulta,
h h 9
L,(U-U,) = 1 f0)—f 1 + O(h?). (2.2)
A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x; utilizando los
coeficientes ajg, ai1,a12 y b;. La misma esta trasladada al origen obteniéndose la

siguiente discretizacion,
aioU_1/2 + a11Uy + a12Uy = by.
Sustituyendo los valores aig, ai1, a;2 y b se obtiene,
([ (3) (i) v
+ (%p (%) + gr (%) b a4 h (h)) (2.3)
# (o + e ) o =41 (@) (b,
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Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.3) y buscando el error de truncamiento

resulta,

h

Ly(U —-U,) = Z (3f(0) —f (Z) - 2f(h)) + O(Rh?). (2.4)

A continuacion se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy con k = 2,...,n—1,
utilizando los coeficientes ay ;—1, agk, arr+1 y br. La misma esta trasladada al origen

obteniéndose la siguiente discretizacion,
ape—1U-1 + appUo + ap p11Ur = by

Sustituyendo los valores ag 1, agi, arr+1 ¥ bi se obtiene,

() (D)
R G O
+ (—%p g) +%7" <g )U1 :g(f (—g) +f g))

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.5) y buscando el error de truncamiento

resulta,
1 h 1.(h
LyU—~U)=h{f0)=5f{—5)—5f5]))+O"). (2.6)
2 2 27\ 2
A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo x, utilizando los

coeficientes @y n—1, Qnn,annt1 Y by. La misma estd trasladada al origen obteniéndose

la siguiente discretizacién,

an,nflUfl + annUO + an,nJrlUl/Q = bn
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Sustituyendo los valores ay, n—1, Gnn, Gnnt1 Y by se obtiene,
h
——p(l — h) + ZT(l - h) U_1

h h
+(Ep(l—h)—l-zT(l—h)—i—Ep(l—Z)+§T<1—Z>)Uo
2 h h h
+<—Ep<1—1>+§r 1—1 >U1/2
h h ﬁ

4

= Sr-h+f (1=

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.7) y buscando el error de truncamiento

resulta,

Ly(U—-U,) = Z (Bf(l) —f (1 — %) —2f(1 - h)) + O(Rh?). (2.8)

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x,.; utilizando los
coeficientes @11, Gn+1n+1 ¥ bnt1. La misma estd trasladada al origen obteniéndose

la siguiente discretizacion,
an—i—l,nUfl/Z + an—i—l,n-‘,—lUO = bn+1~

Sustituyendo los valores a,1, Gnt1n+1 ¥ bnt1 se obtiene,

Y ST WY PR VO
N ép %1 ( Z>4+>§r 8(1 ( 2)432(2‘12/) Uy (2.9)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.9) y buscando el error de truncamiento

resulta,

L,(U-U,) = Z (f(l) —f (1 - %)) + O(Rh?). (2.10)
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Las féormulas de consistencia del punto medio evidencian que ellas son débilmente
consistentes pues aparecen términos de primer orden. Estos términos se anulan bajo
refinamiento de malla prevaleciendo las aproximaciones de orden cibico y cuadratico

indicadas.

2.3 Coeficientes calculados con regla del trapecio

En esta seccién se mostraran los coeficientes obtenidos en el capitulo anterior para
posteriormente calcularlos aplicando la regla del trapecio y asi discretizar la ecuacion
correspondiente a cada nodo. La regla del trapecio es la siguiente,

/f e - {010,

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo xg utilizando los
coeficientes agg, ag1 y byg. La misma esta trasladada al origen obteniéndose la siguiente
discretizacion,

agoUy + ap1Uy /2 = bo.

Sustituyendo los valores agg, ag1 y by se obtiene,

(i eaoem ()-SR ())oe

_h p(0)g1
= f(0) - o

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.11) y buscando el error de truncamiento
resulta,

Ly(U —U,) = O(h?). (2.12)

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x; utilizando los

coeficientes aqg, a11,a12 y b1. La misma esta trasladada al origen obteniéndose la
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siguiente discretizacion,
aioU_1/2 +anUy + appUy = by.

Sustituyendo los valores aig, ai1, ai2 y b se obtiene,

p0) 1 [h
h hp 5 U71/2

+ (@ + %p (g) + %r (g) + %p (g + gr (g) + %p <%>) Up (2.13)
Canlt) o)1)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.13) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,
3h h 9
A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x; con k = 2,...,n—1,

utilizando los coeficientes ay r—1, agi, Ak k1 y br. La misma esta trasladada al origen

obteniéndose la siguiente discretizacion,
agk—1U_1 + apUp + ag p1Ur = by.

Sustituyendo los valores ay x—1, Gk, akr+1 Y br se obtiene,

(55010 = gpt=h)) U

+ <%p(0) + %p(—h) + %p(o) + %Wﬁ) Uo (2.15)
(=500 = 5p) ) G = F(©)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.15) y buscando el error de truncamiento
resulta,

La(U = U,) = O(h?). (2.16)
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A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo z, utilizando los
coeficientes @y, n—1, Ann,Annt+1 ¥ by. La misma estd trasladada al origen obteniéndose

la siguiente discretizacion,
an,n—lU—l + annUO + an,n—i—lUl/Q = bn

Sustituyendo los valores a, n—1, Gpn, annt1 Y by se obtiene,
1 3h 1 h
———pll—— ) —=—p|1l—-—= _
(o (1-%) - (1-5) ) o
h

(1))(/0 (2.17)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.17) y buscando el error de truncamiento

resulta,

L,(U-U,) = % (f(l) —f (1 — g)) + O(Rh?). (2.18)

A continuacion se muestra la ecuaciéon correspondiente al nodo x,; utilizando los
coeficientes @11, an+1n+1 ¥ bnt1. La misma estd trasladada al origen obteniéndose

la siguiente discretizacién,

ni1,0U—1/2 + Gpg1,n41Uo = bpgr.

Sustituyendo los valores a,41,, Gnt1nt+1 ¥ bnt1 se obtiene,

i)

+ (%p (1 — g) + ]% + %r(l) + p%—}“z) Uo (2.19)
= %f(l) +pZ—292.
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Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (2.19) y buscando el error de truncamiento

resulta,

L,(U - U,) = O(h?). (2.20)

Los errores de truncamiento de las ecuaciones obtenidas por la férmula del trapecio
son perfectamente consistentes en todos los nodos exceptuando los nodos x1 y x,,
correspondientes al segundo y peniltimo nodo interior de la malla. Para estos tltimos
nodos la consistencia es débil en el sentido indicado para la regla del punto medio.
Los 6rdenes de truncamiento de las ecuaciones generadas por la regla del trapecio

son cubico y cuadratico.

2.4 Estabilidad

Veamos que la matriz A del sistema (1.29) es estable. Para ello aplicaremos el teorema
de Gershgorin [10] a las ecuaciones obtenidas mediante la cuadratura del punto

medio. El teorema plantea que los circulos de Gershgorin son:

Ry = {z € R||z — ap| < |ao1|}

R; = {Z S RHZ - aii| < |ai,i—1| + |ai,i+1|} cont=1,...,n.

Roi1 = {2 € R||z — any1nt1] < |anginl}

Veamos que Ry, R; y R,y1 no poseen el autovalor 0 y estan acotados inferiormente

por la constante m = min,ejo,1)7(x), donde se asume que m > 0.
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Para Ry:

—lag1] < z = ag < |ao]
—lao1| + ago < z < |agi| + ago-

Luego, tomando el lado izquierdo de la desigualdad anterior,
z > ago — |aosl-

Sustituyendo los valores ago y ag; de la ecuacién (2.

1),
h 17‘ h p(0)ay
h2p 8 bih

R

—zf@ (b)h >7 >0

—laio] — |ar2] < 2z —an < awo| + a2

z > apo — |CL01’

Para R;:

ann — |aio] — |aiz] < z < ayy + |aro| + |azl.

Luego, tomando el lado izquierdo de la desigualdad anterior,
z > an — |ag| — |asl.

Sustituyendo los valores ag, a1 y @12 de la ecuacién (2.3),

2 (MY 1 (h 1

2P\ 1 8 1) T

(2 (h _1 h ( L
2P\ 1 4 1
1 + —r(h) > >0
_47' 1 2T L

Para R; coni=2,....n— 1:

p(h) + 7r(h)

)) (2.22)

z > ayg — |ay| — |aie] =
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—|aii—1| = |aiiv1] < 2z — ay < |ai—1] + |aii]
—l|aii—1| = |aiiva] + ai < 2 <|aji—a| + |aiiv1| + @i
Luego, tomando el lado izquierdo de la desigualdad anterior,
z2 > ay — |a—1] — |aii1]-

Sustituyendo los valores a;;, a;;—1 v a;;11de la ecuacion (2.5),

z2 > i — |@ii—1| — @it
1 h 1 h 1 h
A
1 (h\ 1 (h (2.23)
(e (3) -3 (3))

Para R,,:

_|an,n—1| - |an,n+1| S Z — Anp S |an,n—1| + |an,n+1|
App — |a'n,n—1’ - ‘an,n-i-l’ S z S a11 + ‘an,n—ll + ‘an,n-l—l"

Luego, tomando el lado izquierdo de la desigualdad anterior,
z Z App — |an,n—1| - |a'n,n+1|-
Sustituyendo los valores @, n—1, Gnn ¥ @n 1 de la ecuacion (2.7),

z Z Ann — |an,n—1‘ - |an,n+1| -

(%pﬂ—hu%ﬂ—h”%p (1‘%) T8 (I_Z))

- (%pﬂ — ) = (1 - h>) - (%p (1 - g) L (1 - g)) (2:24)

h 3m
P 1— _— [ — PR— .
r(1—h)+ r(l 4)> : > 0



Para R, 1:

_|an+1,n| S Z — Qp+1n+1 S |an+1,n|
_’anJrl,n’ + an+1,n+1 S z S |an+1,n‘ + an+1,n+1'

Luego, tomando el lado izquierdo de la desigualdad anterior,

z 2 Aptin+l — |an+1,n|-

Sustituyendo los valores @, 15,11 Y @ni1., de la ecuacion (2.9),

2 h 1 h Da
ot ({0 ) )

(B2 2)
1 h ()ag _ m
:ZT(I_Z)+%>Z>O'

Los autovalores de A estan contenidos dentro de

n+1

R=|]JR.
=0

Asi, los autovalores contenidos en los circulos de Gershgorin no contienen el cero,
.. , . . m .
son positivos y estan acotados inferiormente por T > 0. Por lo tanto, la matriz W

es estable debido a que h es un ntmero positivo acotado superiormente.
El estudio de estabilidad para las ecuaciones producidas por la regla del punto medio

se pueden extender similarmente al caso de la regla del trapecio, lo cual omitimos

para evitar repeticiones.
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2.5 Convergencia

Dado un problema de contorno con condiciones de Robin correctamente planteado
y una aproximacion consistente, la estabilidad de la misma es condicién necesaria y
suficiente para su convergencia [1, 10]. De esta manera, la convergencia del método
de Rayleigh-Ritz puede ser determinada por medio de un estudio de consistencia y
estabilidad. En efecto, considerando a U,, como la solucién numérica y a U como la

solucién exacta, por el estudio de consistencia se tiene,
AU = B + O(h?). (2.26)
Ademas,
AU, = B. (2.27)
Restando (2.26) y (2.27) se tiene,
AU - U,) = O(h?). (2.28)
Despejando h convenientemente para hacer uso de analisis de estabilidad resulta,

%A(U ~U,) = O(h). (2.29)

Sabiendo que A posee inversa tenemos,
U—U, =hAO(h). (2.30)
Luego, aplicando la norma L,

IU = Ul = [RAZH[lO(R)]] (2.31)

1
n+1

Desarrollando ||O(h)|| y sabiendo que h =

Y

loMm)|| = Z (O(h)? = /In + 200 = /22 /o). (2.32)

n—+1
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1 4
Por el estudio de estabilidad como, HEA” > % entonces ||hA7Y| < —. Luego,
m
usando (2.32) en (2.31),
4 n+2
U-U,| < — O(h). 2.33
0 - Ol < /22 /o) (2.33)

1
Sustituyendo n = n T 1 en (2.33) se obtiene,

4
U —U,| < (E\/h + 1\/O(h)) — 0 cuando h — 0 (2.34)

lo cual implica que el método de Rayleigh-Ritz usando las férmulas de cuadratura

del punto medio es convergente.

El estudio de convergencia presentado asume condiciones que son suficientes pa-
ra garantizar la convergencia pero no necesarias. En consecuencia, en algunos de
los experimentos numéricos del capitulo 4 se aplicard el método de Rayleigh-Ritz
a ecuaciones que no satisfacen exactamente los condiciones tedricas usadas en este

analisis de convergencia y ain asi el método converge a la solucion.
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Capitulo 3

Métodos alternativos

3.1 Introduccion

En este capitulo se describiran tres métodos alternativos los cuales son: el método
de diferencias finitas versién I, el método de diferencias finitas version Il y el método
mimético. Ellos serdn aplicados tomando como referencia el problema de contorno
(1.1). La descripcion de estos métodos serd muy esquematizada pues ellos no son el
objetivo principal de esta tesis. Para mayor informacién sobre ellos se recomiendan

las siguientes referencias [1, 3, 4, 5, 6, 7, 10].

3.2 Meétodo de diferencias finitas

El método de diferencias finitas es utilizado para calcular de manera aproximada las
soluciones de problemas de contorno mediante la sustitucion de derivadas continuas
por sus aproximaciones obtenidas a partir de la formula de Taylor [1, 10]. En esta

seccién se explicaran dos métodos de diferencias finitas los cuales discrepan por la
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discretizacion de la ecuacién correspondiente al nodo x;. Especificamente la versién
I utiliza los nodos zy y x5 mientras que la version II emplea los nodos x5 v el nodo
imaginario x_;. Andlogamente, por simetria, se pueden hacer las mismas observacio-

nes para la discretizacién del nodo x,, del lado derecho del intervalo [0, 1].

En ambos métodos se utilizard una malla con puntos fantasma o imaginarios, la
cual se observa en la figura 3.1 siendo una extension de la figura 1.1 pues xqg = 0
y ne1 = 1. En este caso se agrega a cada extremo de la malla escalonada con una
: . h o :
distancia 5 un punto fantasma o imaginario representado en color blanco mientras

que los puntos con el color negro simbolizan nodos reales.

O——0— —o— —e—0—0

X4 Xo X1 Xan Xz % Xin Xnan Xn Xy Xio

\ . \ . A . ) - \ ' 3
B2 h/2 h/2 h h/2 h/2 h/2

Figura 3.1: Representacion grafica de la malla escalonada con puntos imaginarios.

La introduccién o presentacion de dos versiones del método de diferencias finitas
viene motivada por el hecho de que la version I tiene aproximaciones de primer
orden en los nodos z; y x, las cuales son sustituidas por aproximaciones de segundo

orden en el caso de la version II.

3.2.1 Meétodo de diferencias finitas version I

En esta subseccion se describiran las ecuaciones aplicando el método de diferencias

finitas version I correspondiente a cada nodo dentro de la malla escalonada.
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A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo imaginario z_1,

b b
—ElU—1+a1Uo+E1U1 =01 (3.1)
de donde se definen,
b
a_q1_1=——
1,-1 h
G_10 = a1
by
a_11 = —
L=
bo1=aq

A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo g,

() (G (L) o () o)

+ (—%p (% Ui = f(0)

de donde se definen,
4 h
@o,—1 hQP 1

o () () o

_ Ak
o1 = h2p 4

by = f(0).

A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo 1,
8 h 4 h h
_ 2 o= — (o (= h -
(Capn(2))ees (i (o3 0) (3]
(3.3)
+ _4p_(h) U, = f ﬁ
3pz ) 722
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de donde se definen,

aii

e (2 (1) +o00) - 3)

_4p(h)
3h2

()

A continuacion se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy con k = 2,...,n—1,

k= DR % B (21 :
(-H5 )U+(+z%fgp)(k;::p(;k(<zlfz?l>+h)<< )

de donde se definen,

k= ha

(3.4)

p((k —1)h)

Akk—1 = — P

= o)+ (= o)+ () )

(kh)
Ak k+1 = — 72
- ((Qk - 1)h>

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo x,,,

()

;ﬂ <p(1_h)+2p (1_%» H(l_g)) . (3.5)

(e ()
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de donde se definen,
Ap(1 — h)
3h?

U = %(p(l —h) +2p <1 - %)) yy (1 _ g)

8 h
ot = gl \ 17 g

An,pt2 = 0
h
b, = 1—=.
/(-3)
A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo 1,
4 h 4 h h
—5p(1=2 ) Ut (5 |p(L—F ) +p(1+]) ) +7(Q1)) Ui
h? 4 h? 4 4
A L (3.6)
+ (_ﬁp <1 + Z)) Uny2 = f(1)
n+1ln — h2p 4

4 h h
Opt1n+l = ﬁ (p <]. - Z) +p (1 + Z)) —+ 7’(1)
4 h
Ap+1n+2 = —ﬁp 1+ 1

by = f(1).

Qpn—1 = —

de donde se definen,

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo imaginario x,, 2,

b b
__QUn + agUpq1 + _QUn+2 =g (3.7)
h h
de donde se definen,
A
n+2n — h
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Ap42n+1 = A2
Ap4+2n+2 = h

bn+2 = g2.

Luego de haber obtenido los coeficientes a;; y b; con 4,7 = —1,...,n + 2 se forma un
sistema de ecuaciones donde los ¢; son las constantes a determinar. La descripcion

del sistema de ecuaciones esta dado por:
Ac=B

donde A es una matriz de orden n +4 x n + 4, B un vector de orden n+4 x 1y ¢

de orden n + 4 x 1 el vector a buscar. Esto es,

_1,-1 G-10 G-11 0 0 C_1 b_y
ap—1 Qoo ao1 0 0 Co bo
0 10 11 Q12 0 8] by
0 Qi1 Q4 Q4541 C; = b; (3-8)
0 Qpn—1 Apon Ap n+1 0 Cn bn
0 0 an+1,n an+1,n+1 an+1,n+1 Cn+1 bn+1
0 0 Ap+2n An42n+1  Ap42n+2 Cn+2 bn+2
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METODO DE DIFERENCIAS FINITAS VERSION I: ESTRUCTURA EN UNA MALLA DE 7 NODOS REALES
0 T T

1

2

.

Figura 3.2: Estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos reales aplicando el

método de diferencias finitas version 1.

En la figura 3.2 se observa la estructura de la matriz A en malla de 7 nodos reales

donde cada coeficiente se encuentra simbolizado de color azul. En esta estructura de

7 nodos se presentan 9 ecuaciones debido a que la primera y ultima discretizacién de

la ecuacién diferencial corresponde a los nodos fantasmas o imaginarios x_; (centra-

da en x), x7 (centrada en xg) y la k-ésima fila corresponde a la discretizacion de la

ecuacion diferencial centrada en el nodo x; con k = 0, ..., 6. Se considera tal cantidad

nodos para comparar contra el método mimético que necesita al menos 7 nodos en

su formulacion.
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3.2.2 Meétodo de diferencias finitas version I1

En esta subseccion se describiran las ecuaciones aplicando el método de diferencias
finitas version II correspondiente a cada nodo dentro de la malla escalonada.

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo imaginario x_1,

b b
—EIU_1+(I1U0+E1U1 =0 (3.9)
de donde se definen,

by
a_1_1=——
1,-1 h

aG_10 = 1

by

a_11 = —

L=

b_i1 = gi.

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo g,

(_%p (_%)) U+ (é (p (_%) o (%)) ”(O)) . (3.10)

()

de donde se definen,
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A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo 1,

(-20) s+ (o +pon 1 (1)) 04

()i 2

(3.11)

de donde se definen,

0
ayro = 0
1 h
1= g5 (0(0) + 9000+ (5
h
Gy = _p}(ﬁ)

A continuacion se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy con k = 2,...,n—1,

(-W) Up s + (% (p(kh) + p((k = DR)) + 7 ((%2_ 1) h)) U,
)

p((k = 1)h)
hQ

(3.12)
de donde se definen,

Ak k—1 = —

ans = g )+ (0= D)+ () )

Ok k+1 = —]%
b f ((Qk; ; 1)h>

39



A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x,,,

e )

() va=1 (1-3)

p(1—h)

Qpn—1 = — 2

(3.13)

de donde se definen,

Qnp = %(p(l) +p(1—h))+r (1 - @)

2
Apnt+1 = 0
p(1)
Annt2 = Tz

h

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo 41,

—%p o h Un + iz p p_n +p 1+E +7(1) ) Una
o 4>)+(§Z<(“( Z>)42n+2(f(1)4)) ) o
= A1)

4 h h
= (o (12 (1)) e

4 h
Ap41n+2 = _ﬁp I+ Z

by = f(1).

de donde se definen,
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A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo imaginario o,

by by

—EUR + CLQUq-H_l + h Un+2 = g2 (315)
de donde se definen,
ba
Up42n = _E
An+2n+1 = A2
by
Gpionio = —
n+2,n+2 h
bnt2 = ga-
Luego de haber obtenido los coeficientes a;; y b; con i, = —1,...,n + 2 se forma un

sistema de ecuaciones donde los ¢; son las constantes a determinar. La descripcion

del sistema de ecuaciones esta dado por,
Ac=B

donde A es una matriz de orden n +4 x n + 4, B un vector de orden n+4 x 1y ¢

de orden n + 4 x 1 el vector a buscar. Esto es,

G_1-1 G-10 Aa-11 0 0 C_1 b_y
ao,—1 oo ao1 0 0 Co bo
a1,—1 0 a1 12 0 &1 by
0 0
Aii—1 7 A it1 : & =1 b (3.16)
0 0
0 Qpn—1 Qnon 0 An,n42 Cn, bn
O O an+1,n an+1,n+1 an-{—l,n—‘rl Cn+1 bn+1
L 0 0 an+2,n an+2,n+1 an+2,n+2_ _Cn+2_ _bn+2_
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METODO DE DIFERENCIAS FINITAS VERSION II: ESTRUCTURA EN UNA MALLA DE 7 NODOS REALES
0 T

T T T T T T T T
T . * - st

2t . . . E

Figura 3.3: Estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos aplicando el método

de diferencias finitas version II.

En la figura 3.3 se observa la estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos reales
donde cada coeficiente se encuentra simbolizado de color azul. En esta estructura de
7 nodos se presentan 9 ecuaciones debido a que la primera y ultima discretizacién de
la ecuacién diferencial corresponde a los nodos fantasmas o imaginarios x_; (centra-
da en x), x7 (centrada en xg) y la k-ésima fila corresponde a la discretizacion de la
ecuacion diferencial centrada en el nodo xp con k = 0,...,6. En la tercera ecuacion
correspondiente a x; aparece un blanco o cero ya que la discretizacion de la ecua-
cién emplea los nodos x5 y el nodo imaginario z_;. Andlogamente por simetria, la
antepentltima ecuacién correspondiente a x5 posee un cero debido a que utiliza los

nodos x4 y el nodo imaginario x7 para su discretizacion.
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3.3 Meétodo mimético

En esta seccion se describiran las ecuaciones aplicando el método mimético corres-
pondiente a cada nodo dentro de la malla escalonada. Para mas informacién ver
referencias [2, 3, 4, 5, 6, 7].

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo g,

8b 3b b
(a1 + 3—};) Uo + (—Tl) U1 + (ﬁ) U2 =01 (317)

de donde se definen,

8y
Qp,0 = a1 + 3_h
3b;
do1 =77
by
Qo2 = S_h
by = g1-

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo 1,

p(0) _8p(0))
3h  3hn2 ) °

(2= 2+ (5 - =)o+ (2)) 0 3.18
(-3 (-t ()i o
(o (& L) (2)
de donde se definen,
a1 =75~ gp p(0) + =R p(h) +r B
(=) 70+ G =)+ (3)
a1 = L—% p(0) + i—% p(h)
(24h 30 sh h
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h
bhh=f=].
2
A continuacion se muestra la ecuacion correspondiente al nodo o,

PO gy (PO (L L :
N ((p(g;l +) (U1+(18§L p;)(fl;(%l; Ef ?”)1)[]) U, (3.19)

202—@

ST
“21—3];—;?)+<8ih—%>p<>
aQQ:_%*(%—Sih)p(hwrpff)w(%)
- p(;h)

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy con k = 3, ...,n—2,

(_M) Ui + (p((k —Dh) |, p(kh) ((% _ 1)h>) Us 520

h? h? h? 2
p(kh 2k — 1)h
+ (—%) U1 = f (%)
de donde se definen,
p((k —1)h)
akk—1 = — 72
p((k—1)h)  p(kh) (2k —1)h
Ak = % + 12 T 5



A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x,,_1,

(_p(l —2h) Uyt (p(l —2h)  p(1)

h2 R 24h
3h

1 1
+(ﬁ—8—h p(l—h)—i—?“(l—? )Un—l

3p(1) 11
e e )P ) U

() r(-2)

de donde se definen,

A _%
an_ln_lzp“};?m _;;(41}3 (%_8%) (1_h)+r(1__
(p—1n+1 —%

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x,,,

(G- (2 )
N ((% 24:%)2?1)+ (%:i;l)pzllh)—l—r 1—%)) U,
+ ((% - %) p(l)) Unt1=f (1 - g)
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de donde se definen,

1 1
a/TL n— = 17 a70
nl 24h  3h2

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo x4,

b 3b 8b
(Yo () (o )t o

de donde se definen,

ba
Aptip—1 = 3h
3by
An+1,n _T
8by
Uptintl = G2 + 30
brt1 = G2

Luego de haber obtenido los coeficientes a;; y b; con 7,5 = 0,...,n + 1 se forma un
sistema de ecuaciones donde los ¢; son las constantes a determinar. La descripcion

del sistema de ecuaciones esta dado por:

Ac=B
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donde A es una matriz de orden n 4+ 2 x n+ 2, B un vector de orden n+2 x 1y ¢

de orden n + 2 x 1 el vector a buscar. Esto es,

Qoo Qo1 ap2 0 ces 0 Co b(]
190 Qi1 a19 0 N 0 C1 b1
aoog Q921 929 923 0 c. 0 Co b2
0 e Q51 (0773 A i+1 ce 0 C; = bz (324)
0 s 0 p—1n—2 Apn—1n—-1 Opn—-1n Apn—1n+1 Cn—1 bnfl
0 cee 0 Apn—1 Qpn Apn+1 Cn bn
0 s 0 Untin—1 Oniin  Qnilntl Cn+1 bn+1

METODO MIMETICO: ESTRUCTURA EN UNA MALLA DE 7 NODOS REALES
0 T

Figura 3.4: Estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos reales aplicando el

método mimético.
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En la figura 3.4 se observa la estructura de la matriz A en una malla de 7 nodos reales
aplicando el método mimético donde cada coeficiente se encuentra simbolizado de
color azul. La primera y ultima fila corresponde a los coeficientes que discretizan la
ecuacion diferencial de los bordes correspondiente a los nodos xg y g mientras que
la k-ésima fila corresponde a la discretizacion de la ecuacién diferencial en el nodo

x, con k=1,...,5. Esta matriz es estructuralmente simétrica.
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Capitulo 4

Estudio comparativo

4.1 Introducciéon

En este capitulo se presentan y analizan comparativamente los resultados numéricos
obtenidos por los métodos propuestos (método de diferencias finitas versién I (DF
VI), método de diferencias finitas versién II (DF VII), método mimético (MIM),
método de Rayleigh-Ritz usando la cuadratura del punto medio (RR(PM)) y la
cuadratura de Simpson (RR(S))) aplicados al problema de contorno del tipo (1.1), en
algunos de ellos no se observan todas las condiciones impuestas sobre los coeficientes
de la ecuacién diferencial. Para el andlisis se usan las normas del maximo, ||-|| v la

norma Lo definidas por,

n+1
lell oo = mazocicnaalYi = wil , llell,, = | D> AwlY; — yi? (4.1)
=0

donde Y; representa la solucion numérica en el nodo x; y y; la solucion analitica.
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4.2 Test No. 1

Se resuelve numéricamente el siguiente problema de contorno obtenido de [14],

( _i @ __)\6)\:1:
de \dx) e —1

} o0 - (eA/\—l) dgjigc()) L

—eMy(1) + (GA; 1) d‘ZS) ~0.

donde A = —1.
La solucién analitica de (4.2) estd dada por,
e A=1)z

ylz) = Aer — 12 e —2er + 2
AN =3 +3) +eM=AN+3N—4)+1-— )

Aer(Aer —2er +2)(er — 1)

(4.2)

En la tabla 4.1 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.2)

aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma del maximo ||-||_ . Se

observa que todas las aproximaciones son buenas pues poseen cinco o mas érdenes de

exactitud cuando la malla posee un refinamiento de 102 nodos reales con excepcion

del método de Rayleigh-Ritz con la cuadratura de Simpson el cual posee 11 6rde-

nes de exactitud siendo la mejor aproximacion. Para los demas métodos mientras

mas refinada se encuentre la malla escalonada menor serd el error numérico. Hacien-

do referencia a las tasas de convergencia todas se aproximan al orden cuadrético,

a excepcion del método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson cuya tasa es

cuartica.
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Cuadro 4.1: Test No. I: Errores numeéricos usando la norma ||-|| .

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 1,7773-107% 6,2797-10~* 6,4528-10~* 8,8849-10~* 1,1640- 1077
0.040 2,9985-10"% 1,0044-10"* 1,0191-10"* 1,4992-10~* 3,1845-107
0.020 7,6267-107° 2,5109-107° 2,5308-10"° 3,8133-10"> 2,0333-10"'°
0.013 3,4090-10=° 1,1160-10~° 1,1220-107° 1,7045-10"° 4,0494 .10~
0.010 1,9230-10~° 6,2773-107% 6,3030-107% 9,6152-107¢ 1,2861-10"!
Tasa 1.9531 2.0004 2.0301 1.9529 3.9373

En la tabla 4.2 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.2)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma L,. En la tabla se ob-
serva que todas las aproximaciones son buenas pues poseen cinco o mas érdenes de
exactitud cuando la malla posee un refinamiento de 102 nodos reales con excepcion
del método de Rayleigh-Ritz con la cuadratura de Simpson el cual posee 12 érde-
nes de exactitud siendo la mejor aproximacién. Haciendo referencia a las tasas de
convergencia todas se aproximan al orden cuadratico, a excepciéon del método de
Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson cuya tasa es cuartica. Comparando es-
tos resultados con los obtenidos usando la norma del médximo se observa una mejor

aproximacién en cada uno de los errores numéricos.
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Cuadro 4.2: Test No. I: Errores numéricos usando la norma Ls.

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 9,7638-104 3,2911-107% 2,6841-10~% 4,8810-10~* 6,4100 108
0.040 1,6344-10~% 52571105 4,6874-1075 §,1718-10~° 1,7147 107"
0.020 4,1489-1075 1,3139-1075 1,2356-1075 2,0744-10~° 1,0877- 10710
0.013 1,8534-107° 583941076 5,6005-107% 9,2670-1075 2,1613- 10!
0.010 1,0452-1075 328461076 3,1824-107% 5,2261-107 6,8557 - 1012
Tasa 1.9610 2.0017 1.9940 1.9608 3.9595

En la figura 4.1 se muestra los errores alcanzados del problema de contorno (4.2), a

la izquierda medidos a partir de la norma del maximo y, a la derecha, usando norma

L. En la grafica, las pendientes de las rectas definen el orden de convergencia de los

métodos y mientras mas abajo se encuentre, mejor sera el esquema que represente.

El método de Rayleigh-Ritz usando la cuadratura de Simpson representa el mejor

esquema, seguidamente se observa que el método mimético y el de diferencias finitas

version II poseen una velocidad de convergencia muy similar siendo los que poseen

una tasa mas alta. Luego sigue el método de Rayleigh-Ritz con la cuadratura del

punto medio y, por ultimo, el método de diferencias finitas versién I es el peor

esquema en comparacion con el resto, esto se evidencia en los errores con norma

maximo y norma L.
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ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA MAXIMO

—e—M. Mimético

—+—M. Dif. Finitas Versién I
—#—M. Rayleigh-Ritz (punto medio)
——M. Dif. Finitas Versién I

[ [=®—M. Rayleigh-Ritz (Simpson)

Tog|U-Un|

ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2

—&—M. Mimético
—+—M. Dif. Finitas Versién I
—=—M. Rayleigh-Ritz (punto medio)

2 ——M. Dif. Finitas Versién II
*/*;5//4;//?7 “ | —=—M. Rayleigh-Ritz (Simpson)

log|U-Un|

3‘ -2‘5
Tog(h)

3 25
Tog(h)

Figura 4.1: Test No I: Errores numéricos en norma del maximo ||-||  (izquierda) y

norma Ly (derecha).

4.3 Test No. 11

Se resuelve numéricamente el siguiente problema de contorno obtenido de [12],

¢

\

donde K(z) =z*+ 1y f(z) = —42327 cos(2nz) + (x* 4+ 1)4n? sin(27z).

i (K@) = s

0) - M0 _ pr
m+ 2,

La solucién analitica de (4.4) estd dada por,

y(x) = sin(27z).
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En la tabla 4.3 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.4)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma del maximo ||-|| . En
la tabla se observa como mejor método el Rayleigh-Ritz con la cuadratura de Simpson
cuando la malla posee un refinamiento de 102 nodos reales. Mientras mas refinada
se encuentre la malla escalonada menor serd el error numérico indistintamente del
método. Haciendo referencia a las tasas de convergencia todas se aproximan al orden

cuadratico, siendo la de mayor orden la obtenida utilizando el método mimético.

Cuadro 4.3: Test No. II: Errores numéricos usando la norma ||| ..

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 7,7041-1072 576511072 5,7396-10"2 2,3919-10~2 870881073
0.040 3,6420-102 9,3002-10~3 9,6968-10~3 54436-10~3 1,4169- 1073
0.020 3,4976-1073 2,3275-1073 2,5021-10~3 1,5204-10~3 3547710
0.013 1,5662-1073 1,0346-1073 1,1230-1073 6,9958-10~* 1,5786-10~*
0.010 88421104 58199-107% 6,3471-10~% 4,0026-10~* 8,8796- 1077
Tasa  1.7400 2.0043 2.0082 1.7531 1.9708

En la tabla 4.4 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.4)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma L,. Se observa que el
mejor error numérico es de orden cinco alcanzado por el método de Rayleigh-Ritz
con la cuadratura de Simpson cuando la malla posee un refinamiento de 102 nodos
reales. Otra caracteristica que se presenta es que mientras mas refinada se encuentre

la malla escalonada menor serd el error numérico indistintamente del método usado.
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Haciendo referencia a las tasas de convergencia, se aproximan al orden cuadratico,

siendo la de mayor orden la obtenida por el método mimético.

Cuadro 4.4: Test No. II: Errores numéricos usando la norma L.

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 3,9018-1072 4,1622-1072 4,0684-10~2 1,9009-10~2 6,2197- 1073
0.040 6,3321-103 6,5393-1073 6,7221-10~3 4,1562-10~3 1,0147- 1073
0.020 1,5720-1073 1,6272-1073 1,7103-10~3 1,1348-10~3 2,5438-10~*
0.013 6,9622-10~4 72217104 7,6493-10~% 5,1866-10~* 1,1312-10~*
0.010 3,9085-10~% 4,0595-10~% 4,3166-10~* 2,9578-10~* 6,3640- 1077
Tasa  1.7522 2.0094 2.0131 1.7444 1.9715

En la figura 4.2 se muestra los errores alcanzados del problema de contorno (4.4), a
la izquierda medidos a partir de la norma del maximo y, a la derecha, usando norma
Ly . En la gréfica, las pendientes de las rectas definen el orden de convergencia de los
métodos y mientras mas abajo se encuentre, mejor sera el esquema que represente.
El método de Rayleigh-Ritz usando la cuadratura de Simpson representa el mejor
esquema, seguido del método de Rayleigh-Ritz con cuadratura del punto medio. Por
ultimo, se observa que el método mimético, diferencias finitas version [ y versién 11
poseen una velocidad de convergencia muy similar siendo los que poseen las tasas de

convergencia mas altas.
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ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA MAXIMO
2 T T : T T T :

ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2

——M.
——M.
—a—M.
w=the My

——M:

Mimético

Dif. Finitas Versién I
Rayleigh-Ritz (Simpson)
Rayleigh-Ritz (punto medio)
Dif. Finitas Versién IT

Tog|U-Un|

Ak ==M

——M

—e—M.

Mimético

. Dif. Finitas Versién I
—8—M.
—*—M.

. Dif. Finitas Versién IT

Rayleigh-Ritz (Simpson)
Rayleigh-Ritz (punto medio)

log|U-Un|

3
Tog(h)

Figura 4.2: Test No II: Errores numéricos en norma del maximo |||, (izquierda) y

norma Ly (derecha).

4.4 Test No. III

Se resuelve numéricamente el siguiente problema de contorno obtenido de [13],

donde A\ = 25.

p

dz \ dx

4 (d—y) “ A = 1)((1 = )3 — z0-2)

y(0)+(>\+1)dgl—io)—1—A—A2
y(l)—(A+1)d*Z—$)——1+A+A2.

La solucién analitica de (4.6) estd dada por,

y(x) = (1 —2)* —a™
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En la tabla 4.5 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.6)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma del maximo ||-|| . En
la tabla se observa que todos los resultados numeéricos poseen 2 ordenes de exac-
titud con una malla de 102 nodos reales a excepcion del método de Rayleigh-Ritz
con la cuadratura de Simpson el cual presenta 12 6rdenes de exactitud, siendo el
mejor método. También es de notar que el método mimético, el método de diferen-
cias finitas version II y el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura del punto medio
presenta errores numéricos muy aproximados. Otra caracteristica que se presenta
es que mientras mas refinada se encuentre la malla escalonada menor serd el error
numeérico indistintamente del método usado. Haciendo referencia a las tasas de con-
vergencia, el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson es que presenta

mayor velocidad de convergencia acercandose al orden cuartico.

Cuadro 4.5: Test No. I1I: Errores numéricos usando la norma ||-|| .

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)
0.100 2,7982-10°  2,1877-10° 24717-10° 1,3287-10° 9,2544-107%
0.040 7,1665-10"1 3,9094-107! 4,1669-10~* 3,5470-10"' 1,0690-10~%
0.020 2,1328-10~! 994361072 1,0182-10"! 1,0636-10~' 2,2356-10~1°
0.013 1,0056 - 1071 4,4303-1072 4,4653-10"% 5,0222-1072 2,4752-10"!"
0.010 5,8272-1072 24936-1072 2,4950-10"% 29116-1072 3,9293 10!
Tasa 1.6546 1.8639 1.9522 1.6252 3.8156

En la tabla 4.6 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.6)
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aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma L,. Se observa un
analisis analogo al realizado por la tabla 4.5 con la diferencia de que los errores
numéricos disminuyen un poco, més no en exactitud. Haciendo referencia a las tasas
de convergencia, el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson presenta la

mayor velocidad de convergencia aproximandose al orden cuértico.

Cuadro 4.6: Test No. III: Errores numéricos usando la norma L.

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 1,6238-10° 1,4169-10° 1.4553-10° 7,7245-10"' 6,9867 - 10~
0.040 4,0192-10"! 2,5390-10~' 2,5537-10~' 1,9909-10~' 5,0197 - 10~
0.020 1,1772-10"! 6,4533-10~2 6,4662-10~2 5,8720-10~2 1,0200- 102
0.013 5,5196-1072 287701072 2,8802-10"2 2,7569-10"2 1,0191-10~!!
0.010 3,1893-1072 1,6200-10~2 1,6213-10"2 1,5937-10"2 1,7488- 1071
Tasa 1.6796 1.8716 1.9156 1.6510 4.0192

En la figura 4.3 se muestra los errores alcanzados, a la izquierda medidos a partir de
la norma del maximo y, a la derecha, usando norma L,. En la gréfica, las pendientes
de las rectas definen el orden de convergencia de los métodos y mientras mas abajo se
encuentre, mejor serd el esquema que represente. Se observa al método de Rayleigh-
Ritz con cuadratura de Simpson como mejor esquema, seguidamente se muestran
el método mimético, diferencias finitas versiéon II y método de Rayleigh-Ritz con la
cuadratura del punto medio los cuales poseen una velocidad de convergencia muy
similar y, por tultimo, el método de diferencias finitas version I siendo el peor esquema
en comparacion con el resto. Otra caracteristica presente en la figura 4.3 son algunas

oscilaciones encontradas en el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson,
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sin embargo, cuando se aumenta la cantidad de nodos, estas oscilaciones desaparecen.

ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA MAXIMO ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2
T T T T T T T T T o T T T T T T T T T
WM W*WM M DUPROPSTS e e R
s 4 sh 1
10l < s ]

—e—M. Mimético

—+—M. Dif. Finitas Versién I
—=—M. Rayleigh-Ritz (punto medio)
——M. Dif. Finitas Versién IT
—&—M,. Rayleigh-Ritz (Simpson)

—e—M. Mimético

—+—M. Dif. Finitas Version I

—=—M. Rayleigh-Ritz (punto medio)
“—M. Dif. Finitas Versi6n II

A5F —8—M. Rayleigh-Ritz (Simpson) &

Tog|U-Un|
T
|
Tog|U-Un|

L
43 42 Al E) 39 49 48 47 4B 45 44
Tog(h)

Figura 4.3: Test No III: Errores numéricos en norma del maximo ||-|| (izquierda) y

norma Ly (derecha).

4.5 Test No. IV

Se resuelve numéricamente el siguiente problema de contorno,

( d Qdy -2,

0 (2x+1)% +e "y = f(x)

y(0) — dZ—ECO) = 26 (4.8)
\ y(1) + dz(/i—f;) = —26
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donde,

f(x) = —4(22 + 1)(=25(1 — )* — 25224 — (—20002 4 500)e~1000(—0,25)*
+(—2000z + 1500)e~1000==0.75)*) _ (22: 4 1)2(600(1 — 2)** — 60022
+2000e~1000(z-0,25)% _ (—2000z + 500)2671000(9070,25)2 (4.9)
—2000e~1000(==0.75)* 4 (20002 + 1500)26—1000(93—0,75)2)

+€—m2((1 _ 1:)25 — 2 6—1000(a:—0,25)2) + 6—1000(a:—0,75)2)_

La solucién analitica de (4.8) esta dada por,

y(x) _ (1 i x)25 _ % 6—1000(35—0,25)2 + 6—1000(95—0,75)2' (4.10)

En la tabla 4.7 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.8)
aplicando los métodos propuestos usando la norma del maximo ||-|| . Se observa una
lenta convergencia a pesar de que la malla presente un refinamiento de 160 nodos
reales, siendo el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson el que alcanza
el mayor orden de exactitud con 4. Los métodos restantes como son: diferencias
finitas version 1 y II, método mimético y método de Rayleigh-Ritz con cuadratura
del punto medio poseen una orden 2 de exactitud. Haciendo referencia a la tasa de
convergencia todas se aproximan al orden cuadratico siendo la mejor alcanzada con

el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson.
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Cuadro 4.7: Test No. IV: Errores numéricos usando la norma ||-|| .

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.020 3,7972-10"' 2,5043-10~' 2,4615-10~' 2,0259-10~' 3,7390- 1073
0.013 1,7385-10"' 1,1002-10~' 1,0872-10~' 9,1826-10"2 147421073
0.010 9,9227-1072 6,1841-1072 6,1283-10"2 5,2268-10~2 82957 - 10~*
0.008 6,4805-1072 3,9769-10~2 3,0480-10"2 3,3888-10~2 5,3904-10~*
0.006 4,0028-1072 24251-1072 24112-10"2 2,0982-10~2 3,3295-10~*
Tasa  1.9216 1.9996 1.9905 1.9349 2.0341

En la tabla 4.8 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.8)

aplicando los métodos propuestos usando la norma Ls. En la tabla se observa nueva-

mente una lenta convergencia presentdndose un andlisis similar al caso de la norma

del maximo, donde se observa que el orden de mayor exactitud es cuatro alcanza-

do con el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson. Haciendo referencia

a la tasa de convergencia todas se aproximan al orden cuadratico siendo la mejor

alcanzada con el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson.
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Cuadro 4.8: Test No. IV: Errores numéricos usando la norma L.

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.020 2,6838-10"' 1,9270-10~' 1,8907-10~' 1,4390-10~' 1,4932-1073
0.013 1,2680-10"! 858501072 84740-10~2 6,7750-10~2 5,8548-10~*
0.010 7,3548-1072 4,8332-1072 4,7858-10"2 3,9226-10~2 3,2129-10~*
0.008 4,7946-1072 3,0945-1072 3,0700-1072 2,5543-10"2 2,0425-10~*
0.006 2,9740-1072 1,8893-10~2 1,8775-10"2 1,5828-10"2 1,2446-10~*
Tasa  1.9026 1.9974 1.9874 1.9083 2.0752

En la figura 4.4 se muestra los errores alcanzados, a la izquierda medidos a partir de
la norma del maximo y, a la derecha, usando norma Ls. En la grafica se observa que el
método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson nuevamente se encuentra abajo
del resto siendo el mejor esquema numérico, seguidamente por encima se observa a
una similar velocidad de convergencia los métodos mimético, Rayleigh-Ritz con cua-
dratura del punto medio y los esquemas de diferencias finitas en sus dos versiones. Se
presentan oscilaciones en los errores numéricos cuando la malla escalonada presenta
pocas cantidades de nodos, sin embargo, cuando se van sumando nodos a la malla
escalonada se observa un mejor comportamiento en los errores numéricos. Por esta
razon, en la figura 4.4 se observan los errores numéricos a partir de mallas con un
minimo de 60 nodos para evitar las oscilaciones y observar una mejor velocidad de

convergencia.
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ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA MAXIMO ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2

tt

A —e—M. Mimético al _
5 —+—M. Dif. Finitas Versién I 5 —&—M. Mimético
5 —8—M. Rayleigh-Ritz (Simpson) 35 —+—M. Dif. Finitas Versién I 4
=3 —=—M. Rayleigh-Ritz (punto medio) =3 —&—M. Rayleigh-Ritz (Simpson)
2 ——M. Dif. Finitas Versién II 2 #~M. Rayleigh-Ritz (punto medio)
or 7 ——M. Dif. Finitas Versién II
s o
e
gk
33

Figura 4.4: Test No IV: Errores numéricos en norma del maximo ||-|| (izquierda) y

norma Ly (derecha).

4.6 Test No. V

Se resuelve numéricamente el siguiente problema de contorno,

( d dy
~= (p@) ) + @)y =
dy(0)
_ -1 (4.11)
y(0) dd(xl)
Yy
1
| )+ —>—==0
donde,
1 st 0<2<05
plz) = (4.12)
2 st 05< <1
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3 st 0<x<0,25
r(z) = (4.13)
10 si 025 <z <1.

La solucién analitica de (4.11) esta dada por,

—0,0251eY3 — 00,2507 V3 + g si 0<z<025

y(z) = { —0,0003¢V10% — (,3138¢ V10" | 1% si 025 <z<05 (4.14)
—0,0071eY5* — 0,1350e~V5" 4 1% si 05<z<l.

En la tabla 4.9 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.11)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma del maximo ||| . Se
observa que los errores en funcion del tamano de los bloques no disminuyen monotoni-
camente bajo refinamiento de malla. Las tasas de convergencia son todas aproxima-

damente lineales excepto la asociada al método mimético.

Cuadro 4.9: Test No. V: Errores numéricos usando la norma ||| .

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 1,1759-1072 1,1494-10"2 1,1481-10"2 5,1710-10~3 5,7321-1073
0.040 1,7421-1073 1,6984-10~3 1,6977-10~% 1,6642-10~3 8,4359-10~*
0.020 2,2086-1073 2,2874-10~3 2,2873-10=% 9,3097-10~% 1,0434-1073
0.013 5,8827-10~% 5,9338-10~% 50341-10~% 5,8805-10~% 4,3329-10~*
0.010 4,5101-104 4,4914-10~* 4,4913-10~* 1,1457-10~3 8,0414-10~*
Tasa  0.9801 0.9792 0.7526 1.0176 1.0433

En la tabla 4.10 se muestran los errores numéricos del problema de contorno (4.11)
aplicando los diferentes métodos propuestos usando la norma L. Se observa, al

igual que en la norma del maximo, que los errores no decrecen monoténicamente
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en funcion del tamano de malla. Haciendo referencia a la tasa de convergencia, los
métodos se aproximan al orden lineal, siendo el método mimético el que registra la

menor velocidad de convergencia.

Cuadro 4.10: Test No. V: Errores numéricos usando la norma L.

h DF VI DF VII MIM RR (PM) RR (S)

0.100 7,0444-103 6,8391-10~% 6,8399-10~% 2,8281-10~% 3,7352-1073
0.040 1,0072-1073 9,6784-10~% 9,6756-10~* 9,6869-10~* 4,9201-10~*
0.020 1,3647-107% 1,3560-10~® 1,3560-10~% 5,1072-10~* 6,7334.10*
0.013 34218-10"% 3,4664-10~% 34665-10~* 3468410~ 2,7373-10*
0.010 2,5167-10~% 2,5087-10~% 2,5087-10~* 6,8294-10~* 4,8607-10*
Tasa  0.9995 0.9996 0.78249 1.0401 1.0644

En la figura 4.5 se muestran los errores alcanzados, a la izquierda medidos a partir
de la norma del maximo y, a la derecha, usando norma Ls. En todos los métodos se
observan oscilaciones en los errores calculados, esto es debido a las discontinuidad
de la funcién p que se define en el problema de contorno. Experimentos numéricos
adicionales, no reportados en esta tesis por razones de espacio, evidencian que la
discontinuidad de la funcién r tienen poco efecto o ninguno sobre la aparicion de
oscilaciones. Los errores numéricos mantienen sus oscilaciones bajo refinamiento de

malla debido la discontinuidad de la funcién p.

65



ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA MAXIMO ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2
3 T T : T T T : 3 T : : T T . T

Tog|U-Un|
log|U-Un|

ff
—e—M. Mimético et e . Mimético

T —+—M. Dif. Finitas Versién I gl sk e —+—M. Dif. Finitas Versién I
—=*—M. Rayleigh-Ritz (punto medio) —=—M. Rayleigh-Ritz (punto medio)
——M. Dif. Finitas Versi6n II b ——M. Dif. Finitas Versi6n IT
—&—M. Rayleigh-Ritz (Simpson) —=—M, Rayleigh-Ritz (Simpson)

L L L E L | L I L
25 2 E E E 45 4 25 2 15 El

3 3
Tog(h) Tog(h)

Figura 4.5: Test No V: Errores numéricos en norma del maximo |||, (izquierda) y

norma Ly (derecha).

El método mimético registra las mayores oscilaciones que hacen que sus errores sean
los mas pronunciados de las graficas en ambas normas. En nuestra formulacion del
método mimético, asi como también el método de diferencias finitas, las discretizacio-
nes de las ecuaciones correspondientes a cada nodo presentaban como aproximacion

de la funcién p la media aritmética, es decir,

p ( ( . %)) L et = 1)+ i)

En la figura 4.6 se observan los errores que describen la velocidad de convergencia

de los diferentes métodos propuestos pero unicamente sobre mallas escalonadas en
las cuales la discontinuidad que presenta la funcion p en el punto 0,5 sea nodo de las

mismas. FEn este caso, grandes oscilaciones en los errores de la figura 4.5 desaparecen.
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En ella se evidencia que el método de Rayleigh-Ritz con cuadratura de Simpson tiene
los menores errores atin cuando se mantienen las oscilaciones. Este resultado pareciera
contradecir el criterio que recomienda la alineacién del borde de los bloques de malla
con la discontinuidad. Sin embargo, dicha contradiccion es sélo aparente pues las
graficas en la figura 4.6 fueron obtenidas usando la media aritmética, en cuyo caso

el resultado expuesto es correcto y consistente.

ERRORES NUMERTICOS USANDO NORMA MAXIMO ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2

—e—M. Mimético —e—M. Mimético

—+—HM. Dif. Finitas Versién I —+—M. Dif. Finitas Versién I

4 —&—M. Raileigh-Ritz (Simpson) aF —&—M. Raileigh-Ritz (Simpson)
—*—M. Raileigh-Ritz (punto medio) —=—M. Raileigh-Ritz (punto medio)
——M. Dif. Finitas Versién IT ——M. Dif. Finitas Versién IT

Tog|U-Un|
=

P

log|U-Un|

3
Tog(h)

Figura 4.6: Test No V: Errores numéricos usando promedio aritmético en norma del

maximo |||, (izquierda) y norma Ly (derecha).

Una forma alternativa para evaluar la funcién p en el caso de discontinuidades viene

dado por el promedio armonico [3],

P ( ( - %)) ~ pzé((f(:))l 2ng<(<);>

En la figura 4.7 se presentan los errores en norma Ly cuando la funcién p es evaluada
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con la media armonica en el método mimético. En el grafico de la izquierda de dicha
figura se exponen los errores sobre mallas impares en las que uno de los bordes de un
bloque de la malla coincide con la discontinuidad. Ella presenta grandes oscilaciones
que favorecen en magnitud al método mimético. En la grafica derecha se muestran los
errores obtenidos sobre mallas en las que uno de los centros de los bloques coincide con
la discontinuidad. Ella muestra que los errores producidos por la media armdnica son
peores a los obtenidos en las mismas mallas con la funcién p evaluada con la media
aritmética. Estas observaciones son aparentemente contradictorias y requieren un
mayor analisis que esta fuera de los alcances de esta tesis basadas en promedios

aritméticos para la funciones p del problema de contorno (1.1).

ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2 ERRORES NUMERICOS USANDO NORMA L2

—&—M. Mimético
+—M. Dif. Finitas Version I

—e—M. Mimético
7 —+—M. Dif. Finitas Versién I

n Finita > i |
o e S p: ok e 2
NS 4 M. Rayleigh-Ritz (punto medic) //?’

A

——M. Dif. Finitas Versi6n IT

——M. Dif. Finitas Versién II

Tog|U-Un|
:
L
Tog|U-Un|

L L L 0 L L L

5
Tog(h)

Figura 4.7: Test No V: Errores numéricos en norma Ly usando promedio armonico

de funcion p.
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4.7 Conclusiones

En este trabajo de grado se ha presentado la formulacién, implementacion y evalua-
cion del método de Rayleigh-Ritz para resolver problemas de contorno lineales bajo

condiciones de borde tipo Robin.

La formulacién es una extensién y ampliacién de la presentada en [1] donde se expone
el método de Rayleigh-Ritz para el caso de condiciones de Dirichlet sin considerar la
forma variacional. En tal sentido, la formulacion presentada se obtiene a partir de un
problema variacional especialmente disenado para el caso de condiciones de Robin,
cuyo minimo es la solucién del problema de contorno bajo estudio en la presente tesis.
Teniendo dicha propiedad, se establece de forma general el método de Rayleigh-Ritz
para problemas de contorno lineales sobre mallas escalonadas usando funciones de
base triangular lineales. Aunque el método de Rayleigh-Ritz es ampliamente expues-
to en la literatura, no es facil de conseguir su formulacién bajo condiciones de Robin

y, en consecuencia, es uno de los aportes de la tesis.

El método de Rayleigh-Ritz utiliza expresiones integrales que deben ser evaluadas en
sus implementaciones numéricas mediante férmulas de cuadratura. En este trabajo
se adopto el método de cuadratura de punto medio para evaluar las integrales que
aparecen en el método de Rayleigh-Ritz produciendo las expresiones mas simples
para ser estudiadas. En base a dichas expresiones se establecié la convergencia del
método de Rayleigh-Ritz analizando la consistencia de las ecuaciones y la estabilidad
del sistema lineal asociado al método. La consistencia se realizé6 mediante el uso de
desarrollos de Taylor y la estabilidad se demostré usando el teorema de circulos de

Gershgorin. Aunque las técnicas anteriores son ampliamente utilizadas en el estu-
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dio de otros métodos numéricos, su adaptacion para establecer la convergencia del
método de Rayleigh-Ritz, que generalmente utiliza conceptos del analisis funcional
no considerados en esta tesis [10, 15, 16], es un aporte original de este trabajo de

grado.

Se implementaron dos formulaciones del método de Rayleigh-Ritz usando el len-
guaje computacional de MATLAB. La primera utiliz6 la formula de cuadratura del
punto medio y la segunda uso la cuadratura de Simpson. Igualmente, se realizaron
los programas de los métodos de diferencias finitas tradicionales y el mimético. Se
observé que de todas esas implementaciones las mas complejas y menos generales
corresponden a las del método de Rayleigh-Ritz, siendo esta su principal desventa-
ja. Las implementaciones de todos los métodos mencionados fueron utilizadas en un
estudio numérico comparativo donde fueron evaluados en funcién de sus errores de

aproximacién y velocidad o tasas de convergencia.

Los resultados del estudio comparativo evidencian, mas no prueban, que las aproxi-
maciones obtenidas mediante el método de Rayleigh-Ritz usando la regla del punto
medio son comparables o similares a las producidas por los métodos de diferencias
finitas y mimético. Por otro lado, la implementacién del método de Rayleigh-Ritz
usando cuadratura de Simpson produce las mejores aproximaciones y, en el peor
de los casos, similares a los demés métodos. La presentacion y analisis del estudio
comparativo es una aporte original diferenciandose del estudio reportado en [9] en
el tipo de problema de contorno estudiado, la malla utilizada, las féormulas de cua-
dratura empleadas y los métodos de diferencias finitas considerados. Esta tesis y [9]

son esfuerzos complementarios donde se evaliian distintos aspectos de los métodos
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miméticos, diferencias finitas y elementos finitos en su versiéon de Rayleigh-Ritz.

Finalmente, se propone como estudio a futuro extender el andlisis comparativo
numeérico al caso de ecuaciones parabdlicas donde no existen estudios similares al
realizado en esta tesis y ampliar el andlisis de promedios expuesto en el iltimo ejem-

plo numérico.
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Apéndice A

Método de Rayleigh-Ritz con regla

de Simpson

En esta seccion se desarrollaran las ecuaciones lineales del sistema (1.29) asociadas al

método de Rayleigh-Ritz cuando la formula de cuadratura utilizada es la de Simpson.

[ 1w =C5 s ar (50 + 5]

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy. La misma esta

trasladada al origen obteniéndose la siguiente discretizacién,

aooUo + a1 Uy 2 = bo.
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Sustituyendo los valores agg, ag1 y by se obtiene,

(L <4p<0) + h2r(0) + 16p <ﬁ> + h%r <@) +4p (ﬁ> - 17(0_3a1>) Uy
o N (_ﬁ (4]9(0) +16p é) N é) +dp Eg») l;]m -
_ % (f(())+2f (%)) _p((b)l)gl.

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (A.1) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,

h

Li(U = Uy) = 5 F(0) - %f (%) +O(h?). (A.2)

A continuacién se muestra la ecuacién correspondiente al nodo x7, utilizando los
coeficientes aqg, a1, ajo v b;. La misma estd trasladada al origen obteniéndose la

siguiente discretizacion,

a10U_1/2 + annUp + aroUy = by.
Sustituyendo los valores ayg, a1, aj2 y by se obtiene,
+(_ﬁ(4p(0) +16p %) — h2r (%) +4p (g)))Um
+(6ih(p (g) + h?r (g +4p(h) + h*r(h) +p (%)))UO
—|—(ﬁ(4p(0) + 16p (%) +h?r (%) +4p (g) +hr (g)))Uo (A-3)
(_6ih (p <%> L Ap(h) — B2 (h) + p (g))) U,
() ()£ (0 2) o)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (A.3) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,

LU~ 0) = 2 p0) - Ly - (g) Sy (%) Lomr).  (Ad)
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A continuacion se muestra la ecuacién correspondiente al nodo xy con k = 2,...,n—1,
utilizando los coeficientes ay ;—1, Gk, Gk k1 y br. La misma estd trasladada al origen

obteniéndose la siguiente discretizacion,

agk—1U_1 + apeUy + a p11Ur = by.

Sustituyendo los valores ay 1, agk, arr+1 ¥ bi se obtiene,

(6ih <p(—h) +4p (—g) + p(0) 6% (p(O) +4p g) +P(h))
r(0) +r (g>>)Uo (A.5)

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (A.5) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,

LU~ U) = 2 (0) — o (—g) 27 (g) ) (A6)

A continuacion se muestra la ecuaciéon correspondiente al nodo x,, utilizando los
coeficientes @, ,—1, Gnn, Annt1 Y by La misma estd trasladada al origen obteniéndose

la siguiente discretizacion,

an,nflUfl + annUO + an,nJrlUl/Q = bn
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Sustituyendo los valores ay, n—1, Gnn, Gnnt1 Y by se obtiene,

<_6Lh <p (1_% +4p(L—h) = Wr(1 = h) + (1"») -

1 3h h
1— 22 ) +4p(1 — 2 1—=
+(6h(p 5 )t p(1—h)+h*r(1—h)+p 2)

+hr (1_ ﬁ>))Uo+( __(4p (1 - ﬁ) + h2r (1 = —) + 16p <1— _)
+htr (12 Z) + 4p(12)f;)Uo + (—122%(419 (1 — g)i 16p (1 _ %) (A7)

—h*r{1—— 4p(1 =—|(2f(1—-~h 1——
2 ( h)+p<mmﬂ h(f( >+f( ’j)
OO

Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (A.7) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,

h

LU - 0) = 1w - gra-n =37 (1-3) =57 (1- ) + 00 (a9

A continuacién se muestra la ecuacion correspondiente al nodo x,, 1. La misma esta

trasladada al origen obteniéndose la siguiente discretizacién,

ni1,0U—1/2 + Gpg1,n41Uo = bpyr.

Sustituyendo los valores a,11.5, Gnt1nt+1 ¥ bnt1 se obtiene,

N
_h?r (1 - %) +Ap(1))U-j2 + (1;;,(4]’ (1 g) 1o (1 - %)
(

(A.9)
+h2r (1 _ ﬁ +4p(1) + h*r(1)) +

= 1—2 (;(1)+2f <1 _ %)) +p(2:92,
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Luego, aplicando el desarrollo de Taylor en (A.9) y buscando el error de truncamiento

se obtiene,

Ly(U—-U,) = gf(l) — %f (1 - Z) + O(h?). (A.10)
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