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Resumen

Este trabajo presenta una interpretación alternativa de lo publicado por John Butcher
en [3]. En dicha publicación Butcher reseña el rol que cumplen los árboles en la teoŕıa
de los métodos de Runge-Kutta al resolver la ecuación impĺıcita g = y0 + hL(f ◦ g). En
este trabajo resolvemos dicha ecuación usando la teoŕıa de series formales presentada por
Miguel Méndez en [8] la cual nos permite expresar su solución en términos de árboles
con cierta configuración. Esta interpretación da paso a la obtención de la serie de Taylor
de la solución de un problema de valor inicial autónomo y la serie de Taylor de un paso
para un método de Runge-Kutta. Posteriormente, al comparar ambas series se obtienen
las condiciones de orden para el método de Runge-Kutta en términos de árboles.
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Introducción

Las ecuaciones diferenciales son un área de particular interés en el estudio del cálculo
debido a su amplia utilidad en la resolución de problemas en las áreas de ingenieria y
f́ısica. Sin embargo, muchas de las ecuaciones diferenciales de importancia práctica no
pueden ser resueltas usando métodos anaĺıticos del cálculo, haciendo vital el desarrollo de
métodos alternativos que permitan obtener soluciones para estos problemas.

Estos métodos se basan sobre la consideración de que un problema de valor inicial
{
y′ = f(y)

y(x0) = y0

tiene por solución a la función y, la cual puede ser aproximada alrededor de x0 usando su
desarrollo en serie de Taylor

y(x) =
∞∑

k=0

y(k)(x0)

k!
(x− x0)

k

El primero de estos métodos fue desarrollado por Euler y a pesar de ser un
método sencillo de aplicar sufre de ser muy poco preciso al obtener varias aproximaciones
sucesivas. El método de Euler fue mejorado por Heun, y posteriormente Runge (1895) y
Kutta (1901) idearon un método mucho más preciso para aproximar la solución de una
ecuación diferencial ordinaria con valor inicial. Desde entonces los métodos expĺıcitos de
Runge-Kutta han sido ampliamente utilizados para la resolución de estos problemas.

En el estudio de estos métodos aparece un conjunto de condiciones algebraicas que
debe satisfacer para ser de un orden determinado. Estas condiciones algebraicas
pueden ser escritas como un conjunto de ecuaciones en donde el lado izquierdo son ciertos
polinomios en los coeficientes del método y el lado derecho son ciertos números racionales.

Es posible interpretar las ecuaciones diferenciales desde un contexto combinatorio,
los grafos permiten representar conexiones entre diversos objetos de manera arbitraria.
Entre ellos aparecen los árboles como un tipo especial de grafo que permite jerarquizar
las conexiones entre objetos de manera recursiva. Arthur Cayley en [10] utiliza la estruc-
tura de árboles crecientes para hallar las derivadas de composición de funciones. Otros
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investigadores han trabajado usando el mismo principio de Cayley, entre ellos A. Joyal,
F. Bergeron y G. Labelle en los años 80 introducen en varios trabajos una técnica combi-
natoria de la derivada para la comprensión de las operaciones conjunt́ısticas o combina-
torias que están detrás de las operaciones usuales entre series formales. Posteriormente,
Leroux y Viennot dieron una interpretación combinatoria general a la solución de una
ecuación diferencial autónoma en términos de árboles crecientes. M. Méndez en [8] hace
un refinamiento de varios de estos trabajos que conciernen al cálculo diferencial y a la
resolución de ecuaciones diferenciales. Usando estas herramientas obtenemos los coeficien-
tes de la serie de Taylor de la solución de problemas autónomos y no autónomos.

J. Butcher es un matemático neozelandés que se especializa en métodos numéricos
para la resolución de ecuaciones diferenciales, en [3] reseña el rol que cumplen los árboles
en la teoŕıa de los métodos de Runge-Kutta. En este trabajo, se presentan las ideas de
Butcher en dicha publicación, es decir, cómo utilizar la teoŕıa de árboles para obtener
las condiciones de orden para los métodos de Runge-Kutta y posteriormente se presentan
ejemplos de cuarto y quinto orden.

En el primer caṕıtulo se cubren los aspectos preliminares hablando de manera re-
sumida sobre el teorema de Taylor en una y dos variables, aśı como también la teoŕıa
de ecuaciones diferenciales y los métodos numéricos más comunes que permiten hallar
aproximaciones a sus soluciones. En el segundo caṕıtulo se introduce la teoŕıa de grafos,
haciendo énfasis en los árboles como un tipo particular de grafo de especial importancia,
aśı como varios resultados vitales para obtener los resultados importantes de este traba-
jo. En el tercer caṕıtulo se presenta la teoŕıa de series formales usando la interpretación
dada por Méndez en [8], esta interpretación no funtorial permite entender las operaciones
entre series formales desde un punto de vista combinatorio, es decir, como conjuntos con
ciertas configuraciones. En el cuarto caṕıtulo usamos la ecuación impĺıcita presentada por
J. Butcher en [3]:

g = y0 + hL(f ◦ g)
en donde g es una función de variable real continua en [0, 1], f es una función a variable real
que satisface la condición de Lipschitz, L es un operador lineal definido sobre el espacio
de las funciones continuas cuyo dominio es [0, 1] y h ∈ (0, 1). Nuestra técnica consiste
en reescribir y resolver esta ecuación considerando la serie de Taylor de f y expandiendo
a g como una serie formal con parámetro h. Utilizando los resultados de los caṕıtulos 2
y 3 demostramos que los coeficientes de g pueden escribirse en términos de árboles con
cierta configuración. Como caso particular, se pueden obtener simultáneamente la serie
de Taylor de la solución de un problema autónomo y la serie de Taylor de un paso para
un método de Runge-Kutta. Comparando ambas series se determinan las condiciones de
orden sobre los coeficientes de un método de Runge-Kutta, las cuales están totalmente
caracterizadas por la estructura de los árboles.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Teorema de Taylor

Sabemos que la recta tangente, como la mejor aproximación lineal a la gráfica de
f en las cercańıas del punto de tangencia (x0, f(x0)), es aquella recta que pasa por el
mencionado punto y tiene la misma pendiente que la curva en ese punto, lo que hace que
la recta tangente y la curva sean prácticamente indistinguibles en las cercańıas del punto
de tangencia. Gráficamente podemos observar que la curva se acerca “suavemente” a la
recta en este entorno, de tal manera que “de todas las rectas que pasan por el punto, es
esta recta la que más se parece a la curva cerca del punto”.

f(x)

R(x)

x0

f(x0)

Como observamos en la figura anterior, si x se encuentra “lejos” de x0, la recta tangen-
te ya no funciona como aproximador. Parece pues natural preguntarnos por otra función
(no lineal) que sirva a nuestros propósitos. La recta tangente es un polinomio de grado 1,
el más sencillo tipo de función que podemos encontrar, por lo que podemos tratar de ver
si es posible encontrar un polinomio de grado dos que nos sirva para aproximar nuestra
función en un rango más grande que la recta tangente.
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Veamos que sucede si en lugar de aproximarnos con una recta tratamos de hacerlo
con una parábola, es decir tratemos de encontrar de todas las parábolas que pasan por
(x0, f(x0)), la que mejor aproxima a la curva, es decir tratemos de encontrar “la parábola
tangente”.

P (x)

f(x)

Naturalmente a esta parábola P (x) = a + b(x − x0) + c(x − x0)
2 debemos pedirle

que pase por el punto, que tenga la misma inclinación (primera derivada) y la misma
concavidad que la parábola (segunda derivada), es decir debemos pedirle:

P (x0) = f(x0)

P ′(x0) = f ′(x0)

P ′′(x0) = f ′′(x0)

Como P (x0) = a, P ′(x0) = b, P ′′(x0) = 2c, concluimos que:

a = f(x0) , b = f ′(x0) , c =
1

2
f ′′(x0)

quedando la ecuación de la parábola que mejor aproxima a la curva en las cercańıas
de (x0, f(x0)), como:

P (x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

En la figura que sigue, observamos gráficamente los tres sumandos de la expresión
de la parábola tangente. Los dos primeros nos dan la altura sobre la recta tangente y
añadiéndole el tercero nos da la altura sobre la parábola tangente.
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f(x0)

f ′(x0)(x− x0)

f ′′(x0)
2

(x− x0)

Error de aproximación

El Teorema de Taylor permite obtener aproximaciones de una función k veces dife-
renciable en un entorno de cierto punto a través de un polinomio de Taylor de grado k,
además el teorema permite acotar el error obtenido en dicha estimación.

1.1.1. Teorema de Taylor en una variable

La versión del Teorema de Taylor en una variable que se presentará a continuación fue
obtenida de la gúıa de cálculo diferencial escrita por los profesores Bruzual y Domı́nguez
para la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela [6].

Teorema 1.1. Teorema de Taylor en una variable

Sea f : [a, b] → R una función tal que las primeras n derivadas f , f ′, . . . f (n) están
definidas en [a, b] (n un entero positivo).

Sean x0 y x distintos puntos del intervalo [a, b] y sea

P (t) =
n−1∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(t− x0)

k

Entonces existe un punto c entre x0 y x tal que

f(x) = P (x) +
f (n)(c)

n!
(x− x0)

n (1.1)

Demostración.
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Es fácil comprobar que P (k)(x0) = f (k)(x0) para k = 0, 1, . . . n− 1. Consideremos a x
como un punto fijo de R.

Sea M ∈ R dado por:

M =
f(x)− P (x)

(x− x0)n

Sea g la función de variable t definida por:

g(t) = f(t)− P (t)−M(t− x0)
n

Derivando g con respecto a t se tiene:

g′(t) = f ′(t)− P ′(t)− nM(t− x0)
n−1

Como P ′(x0) = f ′(x0) obtenemos que g′(x0) = 0. Si seguimos derivando g obtenemos:

g(k)(t) = f (k)(t)− P (k)(t)− n(n− 1) . . . (n− k + 1)M(t− x0)
n−k

Usando que P (k)(x0) = f (k)(x0) para k = 0, 1, . . . n− 1 conseguimos:

g(x0) = g′(x0) = · · · = gn−1(x0) = 0

Por la forma en que se escogióM se tiene que g(x) = 0, del teorema de Rolle se obtiene
que existe x1 entre x0 y x tal que:

g′(x1) = 0

Como g′(x0) = 0 entonces por teorema de Rolle existe x2 entre α y x1 tal que:

g′′(x2) = 0

Aśı sucesivamente, después de n pasos concluiremos que:

g(n)(xn) = 0

para algún xn entre x0 y xn−1. Pero xn también está entre x0 y x. Tomemos c = xn, para
a < t < b tenemos:

P (n)(t) = 0

y por lo tanto:
g(n)(t) = f (n)(t)− n!M

Luego:
f (n)(c)− n!M = 0

De donde:

M =
f (n)(c)

n!
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El polinomio

PN(x) =
N∑

k=0

f (k)

k!
(x− x0)

k

se conoce como polinomio de Taylor de grado N de f alrededor de x0.

Definición 1.1. Sea [a, b] un entorno de x0 ∈ R y sea f : [a, b] → R una función
infinitamente diferenciable en [a, b], la serie de potencias:

∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

es conocida como la expansión en serie de Taylor de la función f alrededor de x0.

Ejemplo 1.1. Aproximación de funciones utilizando el teorema de Taylor

Usando el teorema de Taylor calcule una aproximación de cuarto grado de la función
seno alrededor del origen.

Solución:

Sabiendo que f(x) = sen(x) solo es necesario emplear la expresión (1.1) para obtener
la aproximación deseada. Como se quiere una aproximación de cuarto orden tomamos
n = 5. Ahora bien:

f ′(x) = cos(x) , f ′′(x) = − sen(x)

f ′′′(x) = − cos(x) , f (4)(x) = sen(x)

f (5)(x) = cos(x)

De donde:

P (x) = sen(x0) +
cos(x0)

1!
(x− x0)

1 − sen(x0)

2!
(x− x0)

2

− cos(x0)

3!
(x− x0)

3 +
sen(x0)

4!
(x− x0)

4

donde x0 = 0 pues la aproximación deseada es alrededor del origen.
Aśı:

P (x) = x− 1

6
x3

Y finalmente:

sen(x) = x− 1

6
x3 +

cos(c)

5!
x5
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El polinomio P (x) corresponde al polinomio de Taylor de cuarto grado que aproxima
a la función seno alrededor del origen, mientras que el último término de la ecuación
anterior corresponde al error de aproximación, donde c es un valor entre 0 y x.

En la próxima figura se puede apreciar en color rojo la gráfica de sen(x) y en color azul
su aproximación alrededor del origen P (x) que obtuvimos utilizando el teorema de Taylor.

1.1.2. Teorema de Taylor en dos variables

La versión del Teorema de Taylor en dos variables que se presentará a continuación fue
obtenida de la gúıa de cálculo diferencial en varias variables escrita por los profesores Bru-
zual y Domı́nguez para la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela [7].

En el caso de dos variables, sea (x0, y0) ∈ R
2 y r > 0, supongamos que tenemos una

función de clase C2:
f : B((x0, y0), r) → R

Sea (h1, h2) ∈ R
2 tal que ‖(h1, h2)‖ < r y, para t ∈ [0, 1] sea:

ϕ(t) = f((x0, y0) + t(h1, h2))

Entonces ϕ es una función de clase C2, ahora bien, por regla de la cadena tenemos:

ϕ′(t) =h1
∂f

∂x
((x0, y0) + t(h1, h2)) + h2

∂f

∂y
((x0, y0) + t(h1, h2))

ϕ′′(t) =h21
∂2f

∂x2
((x0, y0) + t(h1, h2)) + 2h1h2

∂2f

∂x∂y
((x0, y0) + t(h1, h2))

+ h22
∂2f

∂y2
((x0, y0) + t(h1, h2))
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para todo t ∈ [0, 1].

Aplicando el teorema de Taylor en el caso n = 2 a ϕ obtenemos que existe ξ ∈ [0, 1]
tal que:

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1

2
ϕ′′(ξ) (1.2)

Si (c, d) = (x0, y0)+ ξ(h1, h2) tenemos que (c, d) ∈ B((x0, y0), r) y de (1.2) obtenemos:

f(x0 + h1, y0 + h2) =f(x0, y0) + h1
∂f

∂x

(
(x0, y0)

)
+ h2

∂f

∂y

(
(x0, y0)

)

+
1

2

(
h21
∂2f

∂x2
(c, d) + 2h1h2

∂f

∂x∂y
(c, d) + h22

∂2f

∂y2
(c, d)

)
(1.3)

Si suponemos que f es de clase Cn, obtenemos que ϕ es también de clase Cn, por lo
tanto podemos considerar los análogos de (1.2) y (1.3) pero derivando hasta el orden n.
Esto nos lleva a una generalización del teorema de Taylor para funciones de dos varia-
bles. Esta generalización la vamos a describir a continuación sin demostraciones rigurosas.

Sea f una función de clase Cn, notemos que las derivadas parciales de orden k (k < n)
son de la forma:

f j k−j
x y =

∂kf

∂yk−j∂xj
=

∂k−j

∂yk−j

∂jf

∂xj

como f es de clase Cn entonces el orden de derivación es irrelevante y es posible agrupar
las derivadas de manera conveniente.

Definición 1.2. Sean (x0, y0) ∈ R
2 y D ⊂ R

2 un entorno de (x0, y0), sea f : D → R

una función de clase Cn en D, el polinomio de Taylor en dos variables de f de grado N
alrededor de (x0, y0) es el polinomio:

PN(x, y) =f(x0, y0) +
1

1!

(
(x− x0)fx(x0, y0) + (y − y0)fy(x0, y0)

)

+
1

2!

(
(x− x0)

2fxx(x0, y0) + 2(x− x0)(y − y0)fxy + (y − y0)
2fyy(x0, y0)

)

+ · · ·

+
1

N !

N∑

k=0

(
N

k

)
(x− x0)

k(y − y0)
N−kfk N−k

x y (x0, y0)
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Teorema 1.2. Teorema de Taylor en dos variables

Sea D ⊂ R
2 un abierto y sea f : D → R una función de clase CN+1, sean

(x0, y0), (x, y) ∈ R
2 tales que el segmento que los une esta contenido en D. Entonces

existe un punto (c, d) ∈ D tal que:

f(x, y) = PN(x, y) +
1

(N + 1)!

N+1∑

k=0

(
N + 1

k

)
(x− x0)

k(y − y0)
N+1−kfk N+1−k

x y (c, d)

Ejemplo 1.2. Polinomio de Taylor en dos variables

Sea f(x, y) =
√
1 + x2 + y2 calcularemos el polinomio de Taylor de grado 2 alrededor

de (0,0).

Solución:

Tenemos que:

fx(x, y) =
x√

1 + x2 + y2

fy(x, y) =
y√

1 + x2 + y2

fxx(x, y) =

√
1 + x2 + y2 − x2(1 + x2 + y2)−

1
2

1 + x2 + y2

fxy(x, y) = −xy(1 + x2 + y2)−
3
2

fyy(x, y) =

√
1 + x2 + y2 − y2(1 + x2 + y2)−

1
2

1 + x2 + y2

Luego:

f(0, 0) = 1

fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0

fxx(0, 0) = 1, fxy(0, 0) = 0, fyy(0, 0) = 1

De donde:

P2(x, y) = 1 +
1

2
(x2 + y2)
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1.2. Ecuaciones diferenciales

El término ecuación diferencial nos hace pensar en la solución de una ecuación que con-
tenga derivadas. Aśı como en el álgebra se busca resolver ecuaciones como
x2 + 5x + 1 = 0 con la variable x, también es importante resolver ecuaciones diferen-
ciales como y′′ + 2y′ + y = 0 para hallar la función y.

En el cálculo se aprende que la derivada de la función y(x) es otra función que se
determina siguiendo las reglas apropiadas. En las ecuaciones diferenciales el problema es
“dada la ecuación diferencial dy

dx
= 2xy ¿hay algún método por el cual podamos hallar

cuál es la función y(x)? ”

La teoŕıa de ecuaciones diferenciales que será presentada a continuación fue obtenida
de la bibliograf́ıa publicada por Dennis G. Zill [1] y Boyce - DiPrima [2].

Definición 1.3. Una ecuación que contiene las derivadas de una o más variables depen-
dientes con respecto a una o más variables independientes se conoce como una ecuación
diferencial.

Definición 1.4. Cuando una función Φ definida en algún intervalo I, se sustituye en una
ecuación diferencial y transforma dicha ecuación en una identidad, se dice entonces que
Φ es una solución de la ecuación en el intervalo I.

Ejemplo 1.3. Comprobación de una solución

Comprobar que y = x4

16
es solución de la ecuación diferencial.

dy

dx
= xy

1
2

Solución:

Para comprobar la solución basta con reescribir:

dy

dx
− xy

1
2 = 0

y comprobar si al sustituir dy
dx

y y la suma en efecto es cero.

Si calculamos la derivada de y tenemos:

dy

dx
= 4

x3

16
=
x3

4
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Sustituyendo en la ecuación dada obtenemos:

dy

dx
− xy

1
2 =

x3

4
− x

(
x4

16

) 1
2

=
x3

4
− x

x2

4

=
x3

4
− x3

4
= 0

Aśı, hemos obtenido que y = x4

16
es solución de la ecuación diferencial.

El estudio de las ecuaciones diferenciales es similar al cálculo integral. En el cálculo
integral al evaluar una integral indefinida se emplea una constante c de integración, de
la misma manera, al resolver una ecuación diferencial de primer orden por lo general se
obtiene una constante arbitraria c. Si y(x) es una solución de una ecuación diferencial,
entonces para cualquier constante c, y(x) + c es también una solución de la ecuación di-
ferencial. Una solución con una constante arbitraria representa un conjunto de soluciones
que se conoce como familia monoparamétrica de soluciones. Esto quiere decir que una
ecuación diferencial puede tener una cantidad infinita de soluciones que corresponden a
las elecciones ilimitadas del parámetro c. Una solución de una ecuación diferencial que no
tiene parámetro arbitrario se llama solución particular. Por ejemplo, por sustitución di-

recta se puede observar que toda función de la familia y =
(

x2

4
+ c
)2

satisface la ecuación

del ejemplo 1.3. La solución particular y = x4

16
corresponde a c = 0, la siguiente figura

muestra algunas de las curvas solución de esta familia.

c = 0

c > 0

c < 0

Si toda solución de una ecuación diferencial en un intervalo I se puede obtener partien-
do de una familia monoparamétrica, se dice entonces que la familia es la solución general
de la ecuación.

Antes de proceder con un análisis más detallado de las ecuaciones diferenciales es
importante destacar que un punto de vista geométrico es útil para estudiar las ecuaciones
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diferenciales de la forma:

dy

dx
= f(x, y) (1.4)

Como la solución de la ecuacion (1.4) es una función y = Φ(x) la representación
geométrica de una solución es la gráfica de una función. Se puede observar que en la
ecuación (1.4), desde el punto de vista geométrico, se está afirmando que en cualquier
punto (x0, y0) la pendiente de la solución en ese punto está dada por f(x0, y0). Esto pue-
de indicarse si se traza un pequeño segmento recto que pase por (x0, y0) con pendiente
f(x0, y0). La colección de todos esos segmentos rectos se conoce como campo direccional
de la ecuación diferencial (1.4), el cual se puede observar si se trazan los segmentos en
algún conjunto representativo de puntos del plano. Hacer esto de manera manual es te-
dioso, pero la tarea es sencilla para una computadora ya que solo se requiere la evalución
repetida de f(x, y) para diferentes valores de x y y. Por lo general se elige una rejilla
rectangular de puntos. Una vez que se tiene un esquema del campo direccional es posible
observar el comportamiento cualitativo de las soluciones, u observar regiones del plano
que tengan interés particular.

Por ejemplo, en la siguiente figura se observa el campo direccional de la ecuación

dy

dx
=

3− y

2

Cualquier solución de la ecuación tiene la propiedad de que, en todo punto, su gráfica
es tangente al segmento del campo direccional en ese punto. Aśı, el campo direccional
nos proporciona información cualitativa sobre las soluciones. Por ejemplo, en la figura
anterior se puede apreciar que las soluciones son funciones decrecientes cuando y > 3, que
son crecientes cuando y < 3 y que tienden a 3 cuando x→ ∞.
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1.2.1. Problema de valor inicial

A menudo es de interés resolver una ecuación diferencial sujeta a condiciones prescri-
tas que se le imponen a y(x) o a sus derivadas. En algún intervalo que contenga a x0.

Definición 1.5. El problema de valor inicial, denotado por sus siglas PVI, es:

PVI =

{
dny
dxn = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1) = yn−1

(1.5)

en donde y0, y1, . . . , yn−1 son contantes reales, se llama problema de valor inicial. Los va-
lores dados de la función desconocida y(x) y de sus primeras n− 1 derivadas en el punto
x0 se llaman condiciones iniciales.

El problema (1.5) se denomina problema de valor inicial de n-ésimo orden, por lo que
un PVI de primer orden es, en general:

PVI =

{
dy
dx

= f(x, y)

y(x0) = y0
(1.6)

en el problema (1.6) se busca una solución, en un intervalo I que contenga al punto
(x0, y0).

I

b
(x0, y0)

Soluciones de la ecuación

En general, la solución de un PVI de orden n requiere la aplicación de una familia
n-paramétrica de soluciones de la ecuación diferencial dada para determinar n constantes
espećıficas, de modo que la solución particular satisfaga las n condiciones iniciales dadas.

Ejemplo 1.4. PVI de primer orden

Se puede comprobar fácilmente que y = cex es una familia monoparamétrica de so-
luciones de la ecuación diferencial y′ = y, en el intervalo (−∞,∞). Si espećıficamos una
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condición inicial, por ejemplo, y(0) = 3, al sustituir x = 0 y y = 3 en la familia se
determina la constante 3 = ce0 = c. Aśı, la función y = 3ex es la solución del PVI,

{
dy
dx

= y

y(0) = 3

Ahora bien, si se quiere una solución de la ecuación diferencial que pase por el punto
(1,−2) y no por el punto (0, 3), entonces la condición inicial y(1) = −2 dará como
resultado −2 = ce, es decir, c = −2e−1 . Aśı, la función y = −2ex−1 es la solución del
PVI,

{
dy
dx

= y

y(1) = −2

1.2.2. Existencia y unicidad

Al momento de resolver un PVI surgen dos preguntas fundamentales: ¿Existe una so-
lución al problema? y si la hay, ¿es única?

Por ejemplo, para el problema (1.6) surgiŕıan las interrogantes: ¿La ecuación diferen-
cial dy

dx
= f(x, y) tiene solución?, ¿Alguna de estas curvas pasa por el punto (x0, y0)?,

¿Cuándo podemos estar seguros de que hay exactamente una curva solución que pasa por
dicho punto?.

Ejemplo 1.5. Un PVI con dos soluciones

Las funciones y = 0 y y = x4

16
son soluciones de la ecuación diferencial dy

dx
= xy

1
2 y

ambas soluciones pasan por el punto (0, 0), de modo que el PVI:

{
dy
dx

= xy
1
2

y(0) = 0

tiene al menos dos soluciones.

Todo esto da origen al siguiente teorema.

Teorema 1.3. Teorema de existencia y unicidad

Sea R una región rectangular del plano definida por a ≤ x ≤ b; c ≤ y ≤ d que contiene
al punto (x0, y0) en su interior. Si f(x, y) y ∂f

∂y
son continuas en R, entonces existe un

intervalo I centrado en x0 y una única función y(x) definida en I que satisface el problema
de valor inicial (1.6).
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Para demostrar este teorema es necesario transformar el problema de valor inicial
(1.6) de una manera más conveniente. Si suponemos que existe una función y = Φ(x) que
satisface el problema con valor inicial, entonces f(x,Φ(x)) es una función continua solo
de x. De donde es posible integrar la ecuación diferencial en (1.6) desde el punto inicial
x = x0 hasta un valor arbitrario de x, obteniendo:

Φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t,Φ(t))dt (1.7)

en donde se utilizó la condición inicial y(x0) = y0.

Dado que la ecuación (1.7) contiene una integral de la función desconocida Φ, se
denomina ecuación integral. Esta ecuación proporciona otra relación que satisface cual-
quier solución del PVI (1.6). Rećıprocamente, suponga que existe una función continua
y = Φ(x) que satisface la ecuación integral (1.7), entonces esta función también satisface
el PVI (1.6). Para demostrar esto, primero se sustituye x por x0 en (1.7), con lo que
se obtiene y(x0) = y0. Además dado que el integrando de la ecuación integral (1.7) es
continuo, por el teorema fundamental del cálculo se deduce que Φ′(x) = f(x,Φ(x)). Por
lo tanto, el problema de valor inicial y la ecuación integral son equivalentes en el sentido
que cualquier solución de uno de ellos también es una solución del otro. Es más conve-
niente demostrar que existe una solución única de la ecuación integral en cierto intervalo
a ≤ x ≤ b. Entonces la misma conclusión se cumplirá para el problema de valor inicial.

Un método para demostrar que la ecuación integral tiene una solución única se conoce
como el método de aproximaciones sucesivas o método de iteración de Picard. Al emplear
este método se empieza por elegir una función inicial Φ0 arbitrariamente o aproximando
de alguna manera la solución del problema con valor inicial. La selección más sencilla es:

Φ0(x) = y0

entonces Φ0 satisface por lo menos la condición inicial y(x0) = y0, aunque quizás no la
ecuación diferencial dy

dx
= f(x, y). La siguiente aproximación Φ1 se obtiene al sustituir

Φ0(t) por Φ(t) en el segundo miembro de la ecuación (1.7) y al nombrar como Φ1(x) al
resultado de esta operación. Por tanto:

Φ1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t,Φ0(t))dt

De manera semejante, Φ2 se obtiene a partir de Φ1:

Φ2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t,Φ1(t))dt

y en general:

Φn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t,Φn(t))dt
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Como f es continua y la integral de una función continua es continua, entonces cada Φn

es continua. Ahora tenemos una sucesión de funciones continuas {Φn}n>0 que satisfacen
la condición inicial, pero en general ninguna de estas satisface la ecuación diferencial. Sin
embargo, si en alguna etapa, por ejemplo para n = k se obtiene que

Φk = Φk+1 = Φk+2 = Φk+3 = · · ·
entonces se concluye que Φk es una solución de la ecuación integral (1.7). De donde Φk

también es una solución del problema con valor inicial (1.6) y en este punto se termina la
sucesión.
Como f(x, y) y ∂f

∂y
son continuas en R, entonces estas alcanzan su máximo en R, por lo

tanto existen las constantes M = máxR | f(x, y) | y L = máxR | ∂f
∂y
(x, y) |. Por el teorema

del valor medio existe c entre y1 y y2 tal que f(x, y1)− f(x, y2) =
∂f
∂y
(x, c)(y2 − y1) y por

lo tanto |∂f
∂y
(x, y2)− ∂f

∂y
(x, y1)| ≤ L(y2 − y1) (condición de Lipschitz ).

Si L = 0 tendŕıamos que f(x, y) sólo depende de la variable x y en consecuencia Φ1

seŕıa la solución requerida. En caso contrario, como el punto (x0, y0) está en el interior del
rectángulo R, entonces existe 0 < ǫ < 1 tal que I = [x0 − ǫ

L
, x0 +

ǫ
L
] ⊂ [a, b]. Sea C(I) el

espacio de las funciones continuas en I, luego para cada n > 0, Φn ∈ C(I). Sabemos que
C(I) con la norma

‖ g ‖= máx
x∈I

| g(x) |
es un espacio de Banach, por lo que es suficiente demostrar que la sucesión {Φn}n>0 es de
Cauchy. En efecto, para x ∈ I tenemos

|Φ1(x)− Φ0(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t,Φ0(t))dt

∣∣∣∣

≤
∫ x

x0

|f(t,Φ0(t))|dt

≤M
ǫ

L
obteniéndose entonces que

‖Φ1 − Φ0‖ ≤M
ǫ

L
Ahora bien:

|Φ2(x)− Φ1(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t,Φ1(t))− f(t,Φ0(t))dt

∣∣∣∣

≤
∫ x

x0

|f(t,Φ1(t))− f(t,Φ0(t))|dt

≤ ǫ

L
L‖Φ1 − Φ0‖

≤ ǫ ·M ǫ

L
=
M

L
ǫ2
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Por lo tanto ‖Φ2 − Φ1‖ ≤ M

L
ǫ2, y de manera análoga podemos ver que:

|Φ3(x)− Φ2(x)| ≤
ǫ

L
L‖Φ2 − Φ1‖

= ǫ‖Φ2 − Φ1‖

≤ M

L
ǫ3

En general:

‖Φk − Φk−1‖ ≤ M

L
ǫk

Asi pues:

∞∑

k=1

‖Φk − Φk−1‖ ≤ M

L

∞∑

k=1

ǫk

=
M

L
· ǫ

1− ǫ
(1.8)

Es decir, la serie
∑∞

k=1 ‖Φk − Φk−1‖ es una serie de términos positivos que converge,
por lo tanto la cola de la sucesión se hace cero, es decir:

ĺım
k→∞

‖Φk − Φk−1‖ = 0

Finalmente la sucesión {Φn}n>0 es una sucesión de Cauchy, y en consecuencia, con-
vergente.

Ejemplo 1.6. Otro vistazo al ejemplo 1.5

Ya observamos que la ecuación dy
dx

= xy
1
2 tiene al menos dos soluciones cuyas gráficas

pasan por el punto (0, 0). Si examinamos las funciones:

f(x, y) = xy
1
2 y

∂f

∂y
=

x

2y
1
2

se puede notar que son continuas en el semiplano definido por y > 0, por lo tanto, el
teorema de existencia y unicidad nos permite asegurar que para cada punto (x0, y0) tal
que y0 > 0, hay un intervalo centrado en x0 en el cual la ecuación diferencial tiene solución
única. Aśı, por ejemplo, sin necesidad de resolver la ecuación podemos asegurar que existe
un intervalo centrado en 2 en el cual el PVI

{
dy
dx

= xy
1
2

y(2) = 1

tiene solución única, pues el punto (2, 1) pertenece al semiplano mencionado.



25

1.3. Métodos numéricos

Definición 1.6. Una ecuación diferencial del tipo:

dy

dx
= f(y)

se conoce como ecuación autónoma pues la función f no depende de la variable indepen-
diente x.

Estas ecuaciones son de variables separables. Existe un método para resolverlas, aun-
que esto no siempre será posible pues puede que las integrales que aparezcan no se puedan
calcular. Veamos un ejemplo de esto.

Al intentar resolver el problema con valor inicial autónomo:

PVI =

{
dy
dx

= e−x2

y(0) = 1

Como la ecuación diferencial es de variables separables entonces basta hacer:

dy = e−x2

dx

Al integrar en ambos lados de la ecuación, del lado derecho nos quedará la integral:
∫
e−x2

dx

Como esta integral no se puede resolver por los métodos tradicionales de cálculo de
integrales se hace necesario entonces un método alternativo que nos permita resolver la
ecuación diferencial dada. En muchos casos tendrá que bastar una aproximación.

Esto motiva el estudio de los métodos numéricos, los cuales consisten en encontrar
una sucesión de puntos distintos cuyas coordenadas se aproximen a las coordenadas de
los puntos de la curva solución real.

Entre los más conocidos se encuentran:

1.3.1. Método de Euler

Es un método numérico iterativo que se emplea para calcular aproximaciones de so-
luciones de ecuaciones diferenciales con valor inicial dado, es decir, un problema de la
forma:

PVI =

{
dy
dx

= f(x, y)

y(x0) = y0
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Como el PVI establece el valor de la derivada de la solución en (x0, y0) entonces la
pendiente de la recta tangente a la curva solución en ese punto es f(x0, y0).

Si recorriéramos una distancia corta sobre la recta tangente entonces obtendŕıamos un
punto aproximado a la curva solución.

Para hallar estos aproximados usamos la ecuación de la recta L(x) = y′(x0)(x−x0)+y0
y nos trasladamos sobre el eje x una distancia h a partir del punto x0 para obtener aśı el
punto y1 aproximado a la curva solución. Es decir:

y1 = y′(x0)(x0 + h− x0) + y0 = hy′(x0) + y0

y1 = y0 + hf(x0, y0)

El punto (x1, y1) (donde x1 = x0 + h) es una aproximación al punto (x1, y(x1)) de la
curva solución.

b

b

b

x0 x1
h

} Error

Curva solución

(x0, y0)

(x1, y(x1))

(x1, y1)

Si queremos hallar el valor y2, se procede de manera análoga, pero esta vez el punto
de partida es (x1, y1), aśı:

y2 = y′(x1)(x1 + h− x1) + y1 = hy′(x1) + y1

y2 = y1 + hf(x1, y1)

Si se prosigue con este procedimiento obtendŕıamos que y3 = y2 + hf(x2, y2).

En general se tiene que yn+1 = yn + hf(xn, yn), la distancia h se fija previamente y
mientras más pequeña sea entonces más precisa será la aproximación.

Ejemplo 1.7. Uso del método de Euler

Para el problema de valor inicial:

{
dy
dx

= 1
5
xy

y(1) = 1
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utilice el método de Euler a fin de obtener una aproximación de y(1,5) con h = 0,1 primero
y h = 0,05 después.

Solución:

Primero, se debe notar que f(x, y) = 1
5
xy de esta manera, la ecuación del método de

Euler es:

yn+1 = yn + h
1

5
xnyn

Aśı, cuando h = 0,1 tenemos:

y1 = y0 + 0,1

(
1

5
x0y0

)
= 1 + 0,1

(
1

5
(1)(1)

)
= 1,02

y2 = y1 + 0,1

(
1

5
x1y1

)
= 1,02 + 0,1

(
1

5
(1,1)(1,02)

)
= 1,0424

y3 = y2 + 0,1

(
1

5
x2y2

)
= 1,0424 + 0,1

(
1

5
(1,2)(1,0424)

)
= 1,0675

Que son estimaciones de los valores y(1,1), y(1,2) y y(1,3) respectivamente.

Si h = 0,05, entonces:

y1 = y0 + 0,05

(
1

5
x0y0

)
= 1 + 0,05

(
1

5
(1)(1)

)
= 1,01

y2 = y1 + 0,05

(
1

5
x1y1

)
= 1,01 + 0,05

(
1

5
(1,05)(1,01)

)
= 1,0206

y3 = y2 + 0,05

(
1

5
x2y2

)
= 1,0206 + 0,05

(
1

5
(1,1)(1,0206)

)
= 1,0318

y4 = y3 + 0,05

(
1

5
x3y3

)
= 1,0318 + 0,05

(
1

5
(1,15)(1,0318)

)
= 1,0437

En este caso, los valores y2 y y4 son aproximaciones de y(1,1) y y(1,2) respectivamente,
se puede observar una pequeña diferencia en las aproximaciones obtenidas para cada valor
de h utilizado.

A continuación se presentan los resultados de los cálculos que se obtienen empleando
este método para los diferentes casos de h. Nótese que la solución de la ecuación diferen-
cial dada es e0,1(x

2−1), con la cual es posible calcular la solución exacta para cada uno de
los casos de xn.
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Caso h = 0,1 Caso h = 0,05

xn yn Valor exacto
1 1 1

1.10 1.02 1.0212
1.20 1.0424 1.0450
1.30 1.0675 1.0714
1.40 1.0952 1.1008
1.50 1.1259 1.1331

xn yn Valor exacto
1 1 1

1.05 1.01 1.0103
1.10 1.0206 1.0212
1.15 1.0318 1.0328
1.20 1.0437 1.0450
1.25 1.0562 1.0579
1.30 1.0694 1.0714
1.35 1.0833 1.0857
1.40 1.0980 1.1008
1.45 1.1133 1.1166
1.50 1.1295 1.1331

1.3.2. Error en los métodos numéricos

Al momento de usar métodos numéricos para estimar soluciones de los PVI, se pueden
producir errores por diferentes motivos.

Uno de estos errores es el error de redondeo, el cual se produce pues una computadora
o calculadora solo puede representar una cantidad limitada de cifras decimales. Este error
es impredecible y la única manera de evitarlo es reducir la cantidad de operaciones que
se realizan. Nos enfocaremos entonces en los errores que se pueden medir, como lo son el
error local de truncamiento y el error global de truncamiento.

Definición 1.7. Al iterar en el método de Euler, en general, el valor y1 no coincidirá con
el valor exacto y(x1) debido a que el algoritmo proporciona solo una aproximación a la
solución. La diferencia entre el valor exacto y el aproximado se conoce como error local
de truncamiento, esto es, si suponemos que yn es exacto entonces yn+1 tendrá un error
de truncamiento.

Para obtenerlo se hace uso de una serie de Taylor con residuo. Si una función y(x)
tiene k + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto que contiene a a y a x entonces:

y(x) = y(a) + y′(a)
(x− a)

1!
+ · · ·+ y(k)(a)

(x− a)k

k!
+ y(k+1)(c)

(x− a)k+1

(k + 1)!

donde c es un punto entre a y x.
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Si tomamos k = 1, a = xn y x = xn+1 = xn + h obtenemos entonces:

y(xn+1) = y(xn) + y′(xn)
h

1!
+ y′′(c)

h2

2!

= yn + hf(xn, yn) + y′′(c)
h2

2

El método de Euler es esta fórmula sin el último término, por lo que el error local de
truncamiento es y′′(c)h

2

2
con xn < c < xn+1.

Por lo tanto, el error local de truncamiento para el método de Euler es proporcional
al cuadrado del tamaño del paso h y a la segunda derivada de y. Como por lo general se
desconoce el valor de c no es posible calcular el error, no obstante, es posible dar una cota
superior para el mismo la cual es M h2

2
donde M = máxxn<c<xn+1 |f ′′(x)|

En este caso, como el error depende del cuadrado del paso h se dice que el error local
de truncamiento es de segundo orden y se denota O(h2).

Es importante notar que si se reduce h en un factor de 1
2
entonces se reduce la cota

del error en un factor de 1
4
y si se reduce h en un factor de 1

10
se reduce la cota del error

en un factor de 1
100

.

En el análisis anterior partimos de suponer que el valor de yn es exacto, pero este no
lo es ya que contiene los errores locales de truncamiento de los pasos anteriores. El error
total en yn+1 es una acumulación de los errores en cada uno de los pasos anteriores. A
este error total se le llama error global de truncamiento. El análisis para estimar el error
global de truncamiento es más dificil que para el local, sin embargo, se puede hacer la
siguiente estimación intuitiva.

Usando el método de Euler, supóngase que se requieren n pasos para ir de x0 a
xn = x0 + nh, en cada paso, el error es como máximo M h2

2
, por lo tanto, el error en

n pasos es como máximo nM h2

2
. Notando que n = xn−x0

h
obtenemos que el error global

de truncamiento al ir de x0 a xn, está acotado por (xn − x0)
Mh
2
.

De este modo, como el error global de truncamiento depende directamente de h deci-
mos entonces que este error es de primer orden y denotamos O(h).

En general, decimos que el orden de un método numérico es n si polinomio de Taylor
de grado n del método numérico en un paso es igual al polinomio de Taylor de grado n
de la solución.

Ejemplo 1.8. Cálculo de cotas de error.
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Calcule una cota para los errores locales de truncamiento para el método de Euler
cuando se aplica al ejemplo anterior, con h = 0,1.

Solución:

Sabiendo que la solución anaĺıtica del problema es e0,1(x
2−1) y que el error local de

truncamiento es:

y′′(c)
h2

2
= (0,4c+ 0,2)e0,1(c

2−1)h
2

2

donde xn < c < xn+1, entonces como y′′(c) es una función creciente basta tomar c = xn+1

para obtener la cota del error local de truncamiento. Aśı:

y′′(1,1)
h2

2
= ((0,4)(1,1) + 0,2)e0,1(1,1

2−1) = 0,6535

y′′(1,2)
h2

2
= ((0,4)(1,2) + 0,2)e0,1(1,2

2−1) = 0,7105

y′′(1,3)
h2

2
= ((0,4)(1,3) + 0,2)e0,1(1,3

2−1) = 0,7714

Es decir, al aplicar el primer paso del método de Euler para aproximar y(1,1) tenemos
que la máxima diferencia entre el valor real y el valor aproximado es de 0.6535, en el
ejemplo anterior se puede observar que el error es de 0.0012, valor menor que la cota
calculada. De manera análoga se puede observar que el error en las aproximaciones de
y(1,2) y de y(1,3) son menores que las cotas que se acaban de calcular.

1.3.3. Método de Euler mejorado

Este método se origina debido a lo poco preciso del método de Euler, en este, para
obtener una mayor precisión se define:

yn+1 = yn + h
f(xn, yn) + f(xn+1, y

∗
n+1)

2

donde y∗n+1 = yn + hf(xn, yn)
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xn xn + h

Curva solución

b

b

b

m1 = f(xn, yn)

m2 = f(xn+1, y
∗
n+1)

Esta fórmula se conoce como fórmula de Euler mejorada o fórmula de Heun. Los
valores f(xn, yn) y f(xn+1, y

∗
n+1) son aproximaciones de la pendiente de la curva solu-

ción en los puntos (xn, y(xn)) y (xn+1, y(xn+1)) respectivamente, por lo tanto, el valor
f(xn,yn)+f(xn+1,y∗n+1)

2
es la pendiente promedio en el intervalo que va de xn a xn+1, esta

pendiente es la que le corresponde a las rectas punteadas en la figura anterior.

En la figura anterior podemos observar también, que de los dos puntos gruesos sobre
la vertical xn +h uno está más cercano a la curva solución, este punto es la aproximación
que se obtiene empleando el método de Euler mejorado, mientras que el más alejado es
el que se obtiene empleando el método usual. Aśı pues, se puede observar gráficamente la
mayor exactitud del método de Euler mejorado.

Ejemplo 1.9. Uso del método de Euler mejorado

Para el problema de valor inicial:

{
dy
dx

= 1
5
xy

y(1) = 1

utilice el método de Euler mejorado a fin de obtener una aproximación de y(1,5) con
h = 0,1 y compare el resultado con el obtenido usando el método de Euler.

Solución:
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Sabiendo que yn+1 = yn + h
f(xn,yn)+f(xn+1,y∗n+1)

2
entonces:

y∗1 = y0 + hf(x0, y0) = 1 + 0,1

(
1

5
(1)(1)

)
= 1,02

y1 = y0 + h
f(x0, y0) + f(x1, y

∗
1)

2

= 1 + 0,1

( 1
5
(1)(1) + 1

5
(1,1)(1,02)

2

)
= 1,0212

y∗2 = y1 + hf(x1, y1) = 1,0212 + 0,1

(
1

5
(1,1)(1,0212)

)
= 1,0436

y2 = y1 + h
f(x1, y1) + f(x2, y

∗
2)

2

= 1,0212 + 0,1

( 1
5
(1,1)(1,0212) + 1

5
(1,2)(1,0436)

2

)
= 1,0449

Aśı, si seguimos con el procedimiento obtenemos:

xn Método de Euler Euler Mejorado Valor exacto
1.10 1.02 1.0212 1.0212
1.20 1.0424 1.0449 1.0450
1.30 1.0675 1.0713 1.0714
1.40 1.0952 1.1006 1.1008
1.50 1.1259 1.1329 1.1331

Se puede observar que el método de Euler mejorado es más preciso que el método de
Euler.

1.3.4. Métodos de Runge-Kutta

Es probable que uno de los métodos más difundidos y a la vez más exactos para obte-
ner soluciones aproximadas a un problema con valor inicial sea el método de Runge-Kutta
de cuarto orden.

Carl David Runge (1856-1927), matemático y f́ısico alemán, trabajó durante muchos
años en espectroscoṕıa. El análisis de datos lo llevó a considerar los problemas de cálcu-
lo numérico, y el método de Runge-Kutta se originó en su publicación sobre la solución
numérica de ecuaciones diferenciales, en 1895. El método fue extendido en 1901 hacia los
sistemas de ecuaciones por M. Wilhelm Kutta (1867-1944). Kutta fue un matemático y
experto en aerodinámica, alemán también, bastante conocido por sus importantes contri-
buciones a la teoŕıa clásica de los perfiles aerodinámicos.
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Los métodos de Runge-Kutta se obtienen a partir de la serie de Taylor. La forma
general de la ecuación usada para formular el método de Runge-Kutta es:

yn+1 = yn +∆yn , ∆yn = Φ(xn, yn)h

∆yn es la función incremental y puede ser interpretada como la pendiente representativa
en el intervalo (xn, xn + h)

En general tenemos que:

Φ =
s∑

i=1

biFi

Donde para cada i ∈ 1, 2, . . . , s las bi son constantes y las Fi se definen de la siguiente
manera:

Fi = f

(
xn + cih , yn + h

s∑

j=i

aijFj

)

Jhon Butcher en [3] representa el método a través de la siguiente tabla:

c1 a11 a12 · · · a1s
c2 a21 a22 · · · a2s
...

...
...

...
cs as1 as2 · · · ass

b1 b2 · · · bs

la cual lleva su nombre.

Diremos que el método es expĺıcito si la matriz A = (aij) es triangular inferior con
diagonal cero y c1 = 0, y para este caso tenemos la tabla triangular inferior:

0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cs as1 as2 · · · ass−1

b1 b2 · · · bs−1 bs

De esta manera obtenemos que:

F1 = f(xn, yn)

F2 = f(xn + c2h, yn + a21F1h)

F3 = f(xn + c3h, yn + a31F1h+ a32F2h)

...

Fn = f(xn + cnh, yn + an1F1h+ an2F2h+ · · ·+ annFn−1h)
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Para deducir los valores de las constantes aij, bi, ci y Fi en el método de RK de segundo
orden escribimos:

yn+1 = yn + (b1F1 + b2F2)h

donde:

F1 = f(xn, yn)

F2 = f(xn + c2h, yn + a21F1h)

Consideremos el polinomio de Taylor de grado 2 de la solución del PVI centrado en
xn, es decir:

y(xn+1) = y(xn) + f(xn, y(xn))(xn+1 − xn) + f ′(xn, y(xn))
(xn+1 − xn)

2

2!

considerando que y(xn) = yn y que xn+1 − xn = h obtenemos:

yn+1 = yn + f(xn, yn)h+ f ′(xn, yn)
h2

2
(1.9)

Por regla de la cadena tenemos que:

f ′(xn, yn) =
∂f(xn, yn)

∂x
+
∂f(xn, yn)

∂y
f(xn, yn)

sustituyendo en la expresión anterior obtenemos:

yn+1 = yn + f(xn, yn)h+

(
∂f(xn, yn)

∂x
+
∂f(xn, yn)

∂y
f(xn, yn)

)
h2

2!

Adicionalmente, la expansión de f(xn + c2h, yn + a21F1h) en serie de Taylor es de la
forma:

g(x+ r, y + s) = g(x, y) + r
∂g

∂x
+ s

∂g

∂y
+ · · ·

aśı, la serie de Taylor de f(xn + c2h, yn + a21F1h) es:

f(xn + c2h, yn + a21F1h) = f(xn, yn) + c2h
∂f

∂x
+ a21F1h

∂f

∂y
+O(h2)

El método de Runge-Kutta de segundo orden quedará escrito de la siguiente manera:

yn+1 = yn + (b1F1 + b2F2)h = yn + b1hf(xn, yn) + b2hf(xn + c2h, yn + a21F1h)

= yn + b1hf(xn, yn) + b2h

[
f(xn, yn) + c2h

∂f

∂x
+ a21F1h

∂f

∂y
+O(h2)

]

= yn + b1hf(xn, yn) + b2hf(xn, yn) + b2c2h
2∂f

∂x
+ b2a21F1h

2∂f

∂y
+O(h3)

yn+1 = yn + [b1f(xn, yn) + b2f(xn, yn)]h+

[
b2c2

∂f

∂x
+ b2a21f(xn, yn)

∂f

∂y

]
h2 +O(h3)

(1.10)
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Si comparamos este resultado con (1.9) obtenemos que:

b1 + b2 = 1

b2c2 =
1

2

b2a21 =
1

2

esto es un sistema de 3 ecuaciones con 4 incógnitas, por lo que existe una familia infinita
de métodos de RK de segundo orden, uno de ellos es el definido por:

yn+1 = yn +

(
1

2
F1 +

1

2
F2

)
h

Particularmente, si en F2 = f(xn + c2h, yn + a21F1h) consideramos c2 = 1 y a21 = 1
obtenemos el método de Euler mejorado, es decir, el método de Euler mejorado es un
método de RK de segundo orden.

Adicionalmente, cabe destacar que como se puede observar en (1.10) los métodos de
RK de segundo orden tienen un error local de truncamiento de O(h3).

La tabla de Butcher puede ser utilizada para expresar el método de Euler mejorado
pues si consideramos la siguiente tabla de Butcher:

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2

Obtenemos entonces que:

yn+1 = yn +∆yn = yn + hΦ(xn, yn)

= yn + h

(
f(xn, yn)

2
+
f(xn + h, yn + hf(xn, yn))

2

)

De donde, la tabla de Butcher dada representa el método de Euler mejorado.
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1.3.5. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Las fórmulas de los métodos de RK se desarrollan a partir de la serie de Taylor:

yn+1 =yn + f(xn, yn)(xn+1 − xn) +
f ′(xn, yn)

2!
(xn+1 − xn)

2

+
f ′′(xn, yn)

3!
(xn+1 − xn)

3 +
f ′′′(xn, yn)

4!
(xn+1 − xn)

4 + · · ·

como xn+1 = xn + h, entonces:

yn+1 = yn + f(xn, yn)h+
f ′(xn, yn)

2!
h2 +

f ′′(xn, yn)

3!
h3 +

f ′′′(xn, yn)

4!
h4 + · · ·

Definiendo ∆yn = yn+1 − yn tenemos:

∆yn = f(xn, yn)h+
f ′(xn, yn)

2!
h2 +

f ′′(xn, yn)

3!
h3 +

f ′′′(xn, yn)

4!
h4 + · · · (1.11)

Ahora bien:

f ′ =
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= fx + fyf

f ′′ =

(
∂f

∂x

)′

+

(
∂f

∂y
f

)′

= fxx + fyxf + fyfx +
(
fxy + fyyf + f 2

y

)
f

f ′′′ = fxxx + · · ·
Sustituyendo lo anterior en la ecuación (1.11) resulta:

∆yn =f(xn, yn)h+
1

2!
(fx + fyf) (xn, yn)h

2

+
1

3!

(
fxx + 2fxyf + fyyf

2 + (fx + fyf) fy
)
(xn, yn)h

3 (1.12)

+
1

4!
(fxxx + · · · ) (xn, yn)h4

La evaluación de tanta derivada es poco práctico y para evitar esta dificultad tomamos
el cambio:

∆yn = (b1F1 + b2F2 + b3F3 + · · ·+ bsFs)︸ ︷︷ ︸
Φ(xn,yn)

h

donde:

F1 = f(xn, yn)

F2 = f(xn + c2h, yn + a21F1)

F3 = f(xn + c3h, yn + a31F1 + a32F2)

...

Fs = f(xn + csh, yn + as1F1 + as2F2 + · · · )
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El objetivo es determinar los tres conjuntos de constantes a, b y c. El sub́ındice s
indica que las expresiones para ∆yn deben coincidir hasta el término que contiene a hs−1.

Tomando s = 4:
∆yn = (b1F1 + b2F2 + b3F3 + b4F4)h (1.13)

F1 = f(xn, yn)

F2 = f(xn + c2h, yn + a21F1)

F3 = f(xn + c3h, yn + a31F1 + a32F2)

F4 = f(xn + c4h, yn + a41F1 + a42F2 + a43F3)

Ahora buscamos la forma de determinar las 13 constantes b1, b2, b3, b4, c2, c3, c4, a21,
a31, a32, a41, a42 y a43. Para esto, partiremos de la serie de Taylor para dos variables
independientes alrededor del punto (x0, y0):

f(x0 + h, y0 + k) =f(x0, y0) + fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k

+
1

2!

(
fxx(x0, y0)h

2 + 2fxy(x0, y0)hk + fyy(x0, y0)k
2
)
+ · · ·

Esta serie se suele reescribir simbolicamente de la siguiente manera:

f(x0+h, y0+k) = f(x0, y0)+

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f(x0, y0)+

1

2!

(
h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

)2

f(x0, y0)+ · · ·

Sustituyendo ahora F1, F2, F3 y F4 en la última ecuación obtenemos:

F1 =f(xn, yn)

F2 =f(xn, yn) +

(
c2h

∂

∂x
+ a21F1

∂

∂y

)
f(xn, yn) +

1

2!

(
c2h

∂

∂x
+ a21F1

∂

∂y

)2

f(xn, yn)

+
1

3!

(
c2h

∂

∂x
+ a21F1

∂

∂y

)3

f(xn, yn) + · · ·

F3 =f(xn, yn) +

(
c3h

∂

∂x
+ (a31F1 + a32F2)

∂

∂y

)
f(xn, yn)

+
1

2!

(
c3h

∂

∂x
+ (a31F1 + a32F2)

∂

∂y

)2

f(xn, yn)

+
1

3!

(
c3h

∂

∂x
+ (a31F1 + a32F2)

∂

∂y

)3

f(xn, yn) + · · ·

F4 =f(xn, yn) +

(
c4h

∂

∂x
+ (a41F1 + a42F2 + a43F3)

∂

∂y

)
f(xn, yn)

+
1

2!

(
c4h

∂

∂x
+ (a41F1 + a42F2 + a43F3)

∂

∂y

)2

f(xn, yn)

+
1

3!

(
c4h

∂

∂x
+ (a41F1 + a42F2 + a43F3)

∂

∂y

)3

f(xn, yn) + · · ·
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Truncando los desarrollos de Taylor de las F ’s hasta el término de h3 y sustituyendolos
en (1.13), al igualar esto con (1.12) obtendremos 11 ecuaciones con 13 incógnitas:

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43

b1 + b2 + b3 + b4 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 =

1

3

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 =

1

4

b3c2a32 + b4(c2a42 + c3a43) =
1

6

b3c
2
2a32 + b4(c

2
2a42 + c23a43) =

1

12

b3c2c3a32 + b4(c2a42 + c3a42)c4 =
1

8

b4c2a32a43 =
1

24

Como solo poseemos 11 ecuaciones para 13 incógnitas debemos escoger 2 de las incógni-
tas y resolver el sistema de ecuaciones. Tomando b2 = b3 =

1
3
obtenemos:

b1 =
1

6
, b2 =

1

3
, b3 =

1

3
, b4 =

1

6

c2 =
1

2
, c3 =

1

2
, c4 = 1

a21 =
1

2
, a31 = 0 , a41 = 0 , a32 =

1

2
, a42 = 0 , a43 = 1

Los coeficientes anteriores se conocen como coeficientes de Runge.



Caṕıtulo 2

Árboles

2.1. Grafos

En matemáticas y ciencias de la computación, un grafo (del griego grafos: dibujo, ima-
gen) es un conjunto de objetos llamados vértices unidos por enlaces llamados lados, que
permiten representar relaciones binarias entre elementos de un conjunto.

El origen de la teoŕıa de grafos se remonta al siglo XVIII con el problema de los puentes
de Königsberg (actualmente Kaliningrado) el cual consist́ıa en encontrar un camino que
recorriera los siete puentes del ŕıo Pregel de modo que se recorrieran todos los puentes
pasando una sola vez por cada uno de ellos, regresando finalmente al punto de salida. El
trabajo de Leonhard Euler en 1736 es considerado el primer resultado de la teoŕıa de grafos.

Luego, en 1847, Gustav Kirchhoff utilizó la teoŕıa de grafos para el análisis de redes
eléctricas publicando sus leyes de los circuitos para calcular el voltaje y la corriente en los
circuitos eléctricos, conocidas como leyes de Kirchhoff, considerado la primera aplicación
de la teoŕıa de grafos a un problema de ingenieŕıa.

Definición 2.1. Un grafo simple es un par G = (V, L) en donde:

V es un conjunto no vaćıo, los elementos de V se denominan vértices.

L es un subconjunto del conjunto:

{{u, v} : u, v ∈ V } = P2(V )

en donde P2(V ) es el conjunto formado por todos los subconjuntos de tamaño 2 de
V . Si L 6= ∅ un elemento {u, v} es un lado de G, este será representado gráficamente
por un segmento no dirigido que conecta a u con v.

b

b

u

v

39
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En este trabajo consideraremos el caso en el que |V | es finito.

Ejemplo 2.1.

Consideremos los conjuntos:

V ={a, b, c, 1, 2}
L ={{a, b}, {a, 1}, {b, c}, {b, 2}, {1, 2}}

El grafo al cual le corresponden estos conjuntos V y L es:

b

b

b

b

b

a

b c

1

2

Definición 2.2. Decimos que dos vértices u, v son adyacentes si {u, v} es un lado del
grafo, y decimos que dos lados diferentes son adyacentes si tienen un vértice en común.

b

b

b

b
b

a

b

c

d
e

e1
e2 e3

e4 e5

e1 y e4 son lados adyacentes.
a y b son vértices adyacentes.

Definición 2.3. Sea G = (V, L) un grafo, el grado de un vértice v que denotaremos por
gr(v) es el número de lados que son incidentes a v. Si gr(v) = 0 entonces v se dice
aislado.

b

b b

b

bv1

v2

v3

v4

v5

gr(v2) = 2
gr(v3) = 3

gr(v5) = 0

Definición 2.4. Sea G = (V, L) un grafo. Un camino de G es una secuencia de vértices
de modo que dos vértices consecutivos de la secuencia sean adyacentes. Decimos que un
camino es de longitud n si contiene n lados.
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b

b b

b b

b
a

b c

d e

f

e1

e2

e3
e4 e5 C = a

e1→ b
e2→ c

e3→ d
e4→ f

e5→ e

Camino del vérticea al vérticee

Un camino C se dice que es simple si en el no aparecen lados repetidos.

Definición 2.5. Un grafo G = (V, L) se dice que es conexo si para cada par de vértices
u, v existe un camino que los conecta. En caso contrario es disconexo.

b

b

b

b

a

b c

d

Grafo conexo

b

b

b

b

ba

b

c

d

e

Grafo disconexo

Definición 2.6. Un ciclo es un camino simple de longitud mayor que cero que va de un
determinado vértice u al mismo u.

En la siguiente figura, un ciclo de a en a es por ejemplo:

a
e1→ b

e5→ d
e3→ c

e6→ e
e7→ d

e4→ a

b

b b

b

a

b c

d

e1

e2

e3

e4

e5 be
e6

e7

2.2. Árboles

En 1857, Arthur Cayley estudió el problema de enumeración de los isómeros, com-
puestos qúımicos con idéntica composición (fórmula) pero diferente estructura molecular.
Para ello representó cada compuesto, mediante un grafo donde los vértices representan
átomos y los lados la existencia de enlaces qúımicos.
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H

H
HH

H H

H
H

H
H

H
HH

H

H

H

H

H HH

C C
C

C
C

CC
C

Butano (C4H10) Isobutano (C4H10)

Cayley estudió el siguiente problema:
Fijado el número n de átomos de carbono determinar el número de compuestos qúımicos
con idéntica composición (la misma fórmula) pero con distinta estructura molecular.

Esto es equivalente a lo siguiente:
¿ Cuántos grafos sin ciclos con vértices de grado 4 y 1 existen?

Esto motiva la siguiente definición:

Definición 2.7. Un árbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.

b

bb b

b

b

b

b b

Árbol

a

b

c

d

e

f

g

h i

Denotaremos por A[n] al conjunto de todos los árboles con vértices en {1, 2, . . . , n}.

Si U es un conjunto finito, entonces A[U ] denotará al conjunto formado por todos
los árboles con vértices en U . Por ejemplo, el árbol de la figura de arriba pertenece a
A[a, b, c, d, e, f, g, h, i].

Definición 2.8. Un árbol con ráız es un par (T, r) en donde T es un árbol y r es un
vértice que se denomina la ráız de T .
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a

b

c

de

f g

h

i j

k
l

m

n
= (T, b)

Árbol con raíz

Elegir una ráız r introduce una orientación sobre T que va desde la ráız hasta los
vértices de grado 1. De esta manera, el árbol quedará representado por:

a

b

c
d

e f

g
h

i
j

k
l

m
n

Partes de un árbol con ráız:

1. Las hojas de (T, r) son los vértices de grado 1, H(T ) es el conjunto de hojas.

2. Los vértices internos de (T, r) son aquellos que tienen grado mayor que 1, Iv(T ) es
el conjunto de los vértices internos.

3. El nivel o profundidad de un vértice v de (T, r) es la longitud del camino que co-
mienza en r y finaliza en v, se denota p(v).

En el ejemplo anterior p(k) = 3.

4. La altura de (T, r) se define como Alt(T ) = máx{p(v) : v ∈ T}.

En el ejemplo anterior Alt(T ) = 4.

5. Para cualquier vértice v de (T, r) excepto la ráız, v es el padre de u y u es hijo de
v si existe un lado que va de v a u siguiendo la dirección que induce la ráız r de T .

En el ejemplo anterior a es padre de d, i y j, a quienes se les suele llamar hermanos
pues tienen el mismo padre.
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6. Decimos que v es descendiente de u si existe un camino que va de u a v y p(v) > p(u).

7. Si cada vértice interno tiene m hijos ordenados entonces (T, r) se denomina árbol
m-ario.

Algunas aplicaciones de árboles incluyen la representación de árboles genealógicos y
de operaciones aritméticas agrupadas, donde los vértices más internos corresponden a las
operaciones que se deben aplicar primero.

b

b

b b b

b

b b b

b

b b

b

b

b

Rickard

Robb
Sansa

Arya
Brandon

Rickon

Lyanna

Benjen

Jon

Eddard

x y

z
+

*(x+ y) ∗ z

2.3. Reetiquetamiento de árboles

A pesar de que representamos los árboles usando puntos, etiquetados por miembros
de un conjunto de vértices estamos interesados en la estructura abstracta detrás de esta
definición. Esto es, si T = (V, L) y T ′ = (V ′, L′) son árboles con ráız y existe una biyección
ϕ : V → V ′ tal que {u, v} ∈ L si y solo si {ϕ(u), ϕ(v)} ∈ L′ entonces los dos árboles
con ráız son idénticos cuando se representan como diagramas, excepto por las etiquetas
correspondientes a los puntos. Es decir, T ′ es el resultado de reetiquetar los vértices de T
usando la biyección ϕ. De esta manera denotaremos por ϕ(T ) = T ′ a la correspondiente
aplicación de ϕ sobre cada vértice del árbol T . En este caso diremos que ϕ es un isomor-
fismo de T en T ′ y que T es isomorfo a T ′.

Ejemplo 2.2. Reetiquetamiento de un árbol

Sea ϕ una función definida por, ϕ(1) = a, ϕ(2) = b, ϕ(3) = c, ϕ(4) = d, ϕ(5) = e y
ϕ(6) = f entonces:

1

2

3

4

5

6

b

b

b b

b

b

ϕ =
b

b

b

b

b

b
a

b

c

d

e

f

Si los representaramos sin etiquetas, ambos árboles son idénticos a:
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b

b

b b

b

b

En cambio si comparamos cualquiera de los dos árboles de arriba con el siguiente
árbol:

b

b

b

b b

b
a

b c

d

e

f

Nos podemos dar cuenta de que no existe isomorfismo entre ellos debido a que sus
diagramas sin etiquetas son diferentes.

Podemos referirnos entonces a un árbol sin etiquetas como el tipo de isomorfismo que
este posee. Lo que ocurre formalmente es que la relación binaria isomorfismo de árboles
sobre el conjunto A[n] es una relación de equivalencia y la clase de un árbol T es el
conjunto formado por todos los árboles que se obtienen como reetiquetamiento sobre los
vértices de T . Esto nos dice que etiquetar es irrelevante cuando consideramos la clase de
equivalencia de T . Por esta razón, la clase de T no es más que el árbol T sin etiquetas, la
cual dentaremos por τ(T ). Desde este punto en adelante, se usara la letra T en mayúscula
para denotar árboles con etiquetas y la letra t en minúscula para denotar árboles sin
etiquetas.

1

2

3

4

5

6

b

b

b b

b

b

τ =
b

b

b

b

b

b

Denotaremos T(A[n]) al conjunto de todos los tipos de isomorfismos de árboles con
n-vértices. Asi pues, todos los tipos de isomorfismos para árboles de 4 vértices (T(A[4]))
son:

b

b b b

b

b b

b

b

b

b b b

b

b

b

; ; ;

Concluimos esta introducción presentando la siguiente notación para árboles con ráız.
En esta notación • denotará el tipo de isomorfismo del árbol singular, con un solo vértice.



46

Ahora bien, sea T un árbol con ráız r, supongamos que T1, T2, . . . , Tk son los subárboles
de T cuyas ráıces están conectadas a r. Denotaremos a T por:

T = [T1T2 . . . Tk]r

Cuando r está dado expĺıcitamente escribimos T = [T1T2 . . . Tk]. Por ejemplo:

1 2

3 a

b

c

d e

f

=
a

b1 2

3 c

d e

f

r

Si t1, t2, . . . , tk son los tipos de isomorfismo de los árboles T1, T2, . . . , Tk entonces de-
notaremos por B+(t1, t2, . . . , tk) al tipo de isomorfismo de [T1T2 . . . Tk]r. Por ejemplo:

B+
b

b b

b b

b

b b, ,
b

= b

b b

b b

b

b

b

b

b

Definición 2.9. Sea T ∈ A[n], un automorfismo de T es una permutación θ : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} tal que θ(T ) = T .

Aut(T ) está definido como el conjunto de todos los automorfismos de T . Es decir:

Aut(T ) = {θ ∈ Sn : θ(T ) = T}

Ilustraremos esta definición usando un árbol (V, L) dado por:

V ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
L ={{1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6}, {3, 7}, {3, 8}, {3, 9}}

b

b b

b bb bb b

1

2 3

4 5 6 7 8 9

T = = [T1 T2]

Si θ ∈ Aut(T ) entonces θ(T ) = T , es decir:
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θ(1)

θ(2) θ(3)

θ(4)θ(5)θ(6) θ(7)θ(8)θ(9)

θ(T ) = = T

De esta manera θ(1) = 1 y además intercambia los árboles T1 y T2 o los deja fijos. Si
los deja fijos entonces θ permuta a las hojas de T1 y a las hojas de T2. Por lo tanto:

|Aut(T )| = 3!3!2! = 72

Proposición 2.1. Sean T1, T2 ∈ A[n]:

1. Aut(T1) es un subgrupo de Sn.

2. Si τ(T1) = τ(T2) = t entonces:

Aut(T1) ∼= Aut(T2)

3. Sean T1 y T2 árboles con ráız cuyos conjuntos de vértices son U1 y U2 respectiva-
mente. Supongamos que τ(T1) = τ(T2) y que Hom(T1, T2) es el conjunto formado
por todas las biyecciones ϕ : U1 → U2 tales que ϕ(T1) = T2. Entonces:

|Aut(T2)| = |Hom(T1, T2)|

Demostración.

1. Sean T ∈ A[n] y θ1, θ2 ∈ Aut(T ).

La permutación identidad claramente es un automorfismo de T .

Ahora bien:
(θ2 ◦ θ1)(T ) = θ2(θ1(T )) = θ2(T ) = T

Por lo tanto θ2 ◦ θ1 ∈ Aut(T ). Por último:

θ(T ) = T ⇔ θ−1(θ(T )) = θ−1(T )

⇔ T = θ−1(T )

Por lo tanto θ−1 ∈ Aut(T ) y en consecuencia, Aut(T ) es un subgrupo de Sn.



48

2. Sea δ : [n] → [n] una permutación tal que δ(T1) = T2 y sea θ ∈ Aut(T1) definimos:

ψ : Aut(T1) → Aut(T2)

Definida por ψ(θ) = δ ◦ θ ◦ δ−1, queremos demostrar que ψ es un isomorfismo de
grupos.

En efecto:

ψ(θ) ◦ ψ(θ′) = δ ◦ θ ◦ δ−1 ◦ δ ◦ θ′ ◦ δ−1

= δ ◦ θ ◦ θ′ ◦ δ−1

= ψ(θ ◦ θ′)

Por lo tanto ψ es un homomorfismo de grupos.

Sea θ ∈ Ker(ψ), tenemos que:

ψ(θ) = δ ◦ θ ◦ δ−1 = e

Donde e es la permutación identidad, asi pues:

δ ◦ θ ◦ δ−1 = e⇔ δ ◦ θ ◦ δ−1 ◦ δ = e ◦ δ
⇔ δ ◦ θ = δ

⇔ δ−1 ◦ δ ◦ θ = δ−1 ◦ δ
⇔ θ = e

Por lo tanto Ker(ψ) = e y en consecuencia ψ es inyectiva.

Ahora bien, sea θ′ ∈ Aut(T2) entonces para δ
−1 ◦ θ′ ◦ δ ∈ Aut(T1) se tiene:

ψ(δ−1 ◦ θ′ ◦ δ) = δ ◦ δ−1 ◦ θ′ ◦ δ ◦ δ−1 = θ′

Por lo tanto ψ es sobreyectiva.

Aśı pues, ψ es homomorfismo, inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto ψ es un isomor-
fismo de grupos.
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3. Sea ϕ ∈ Hom(T1, T2) fijo, y sea gϕ : Aut(T2) → Hom(T1, T2) definido por:

gϕ(θ) = θ ◦ ϕ

Veamos que gϕ es una biyección, en efecto:

Sean θ1, θ2 ∈ Aut(T2) tales que gϕ(θ1) = gϕ(θ2) entonces:

gϕ(θ1) = gϕ(θ2) ⇔ θ1 ◦ ϕ = θ2 ◦ ϕ
⇔ θ1 ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = θ2 ◦ ϕ ◦ ϕ−1

⇔ θ1 = θ2

Y por lo tanto, gϕ es inyectiva.

Ahora bien, sea α ∈ Hom(T1, T2) entonces si consideramos α ◦ ϕ−1 ∈ Aut(T2) se
cumple que:

gϕ(α ◦ ϕ−1) = α ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = α

Por lo tanto, gϕ es sobreyectiva. Aśı, hemos obtenido que gϕ es biyectiva y en conse-
cuencia, como existe una biyección entre Hom(T1, T2) y Aut(T2) podemos asegurar
que:

|Aut(T2)| = |Hom(T1, T2)|

La parte (2) de esta proposición nos permite enunciar lo siguiente:

Definición 2.10. Sea T ∈ A[n] tal que τ(T ) = t, definimos la simetŕıa de T como:

σ(t) = |Aut(T )|

Teorema 2.1. Sea T ∈ A[n] tal que τ(T ) = t, entonces:

σ(t) =
k∏

i=1

mi!σ(t
′
i)
mi

en donde t′1, t
′
2, . . . , t

′
k son los diferentes tipos de isomorfismo de los árboles que se conectan

con la ráız de T y mi es el número de veces en que aparece repetido t′i.
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Demostración.

Sea T ∈ A[n] tal que τ(T ) = t, sean T1, T2, . . . , Tl los subárboles de T cuyas ráıces se
conectan a la ráız r de T , es decir:

T = [T1T2 . . . Tl]r

Sean t′1, t
′
2, . . . , t

′
k los diferentes tipos de isomorfismos que aparecen en la lista:

τ(T1), τ(T2), . . . , τ(Tl)

Definimos para cada i ∈ {1, 2, . . . , k} el conjunto:

Bi = {j ∈ {1, 2, . . . , l} : τ(Tj) = t′i}

Ahora bien, para θ ∈ Aut(T ) tenemos que:

θ ∈ Aut(T ) ⇔ θ(r) = r y {θ(Tj) : j = 1, 2, . . . , l} = {Tj : j = 1, 2, . . . , l}

es decir, θ deja fija a la ráız de T y la restricción de θ al subárbol Tj es un automorfismo
de Tj o permuta a Tj con otro subárbol de igual tipo de isomorfismo.

Esto nos dice que θ se puede descomponer de la siguiente manera:

θ =
{(

{θj}j∈Bi
, θ̂i
)}k

i=1

En donde:

θj es la restricción de θ sobre el conjunto de vértices del subárbol Tj.

θ̂i : Bi → Bi es una biyección definida por:

θ̂i(j) = j′ ⇔ θj(Tj) = Tj′

en otras palabras, θ̂i es una permutación en el conjunto de subárboles que tienen
tipo de isomorfismo t′i.

Esto nos dice que si j ∈ Bi entonces:

θj ∈ Hom(Tj, Tθ̂i(j))

Sea SBi
el conjunto formado por todas las biyecciones deBi enBi. DefinimosAut(T1, T2, . . . , Tk)

como el conjunto formado por todos los subconjuntos de la forma:

{(
{γj}j∈Bi

, βi
)}k

i=1
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en donde βi ∈ SBi
y γj ∈ Hom(Tj, Tβi(j)). Sea, ψ : Aut(T ) → Aut(T1, T2, . . . , Tl) definida

por:

ψ(θ) =
{(

{θj}j∈Bi
, θ̂i
)}k

i=1

Veamos que ψ es una biyección. Sean θ, α ∈ Aut(T ) tales que ψ(θ) = ψ(α), entonces

ψ(θ) = ψ(α) ⇔
{(

{θj}j∈Bi
, θ̂i
)}k

i=1
=
{(

{αj}j∈Bi
, α̂i

)}k

i=1

⇔ θ = α

Por lo tanto ψ es inyectiva. Ahora bien, sea:
{(

{γj}j∈Bi
, βi

)}k

i=1
∈ Aut(T1, T2, . . . , Tk)

Sea γ ∈ Sn definida por γ(x) = γj(x) si x ∈ Tj para algún j ∈ {1, 2, ..., l}. Adicionalmente

γ(r) = r. Con estas condiciones es claro que γ ∈ Aut(T ) y ψ(γ) =
{(

{γj}j∈Bi
, βi

)}k

i=1
.

Esto demuestra que ψ es sobreyectiva y por lo tanto ψ es biyectiva.
Note que mi = |Bi|, luego:

σ(t) = |Aut(T )| = |Aut(T1, T2, . . . , Tl)|

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

∣∣∣∣∣
∏

j∈Bi

Hom(Tj, Tα̂i(j))× {α̂i}
∣∣∣∣∣

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

∏

j∈Bi

∣∣Hom(Tj, Tα̂i(j))
∣∣

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

∏

j∈Bi

|Aut(Tj)|

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

∏

j∈Bi

σ(t′i)

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

(σ(t′i))
|Bi|

=
k∏

i=1

∏

α̂i∈SBi

σ(t′i)
mi

=
k∏

i=1

mi!σ(t
′
i)
mi
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Ejemplo 2.3. Simetŕıa

Consideremos nuevamente el árbol que se usó como ejemplo anteriormente:

b

b b

b bb bb b

1

2 3

4 5 6 7 8 9

T =

En primer lugar, la simetŕıa depende del tipo de isomorfismo de T , por lo que a partir
de este punto consideraremos el tipo de isomorfismo t del árbol T .

Luego, se puede notar que los subárboles de T que se conectan a la ráız de T tienen
tipo de isomorfismo igual a:

b b b

b
t′1 =

Como t′1 está repetido dos veces entonces m1 = 2. Ahora bien, es necesario calcular
σ(t′1), para lo cual es necesario ver los tipos de isomorfismo de los subárboles cuyas ráıces
se conectan con la ráız de t′1, estos son todos iguales a •. Es claro que σ(•) = 1 y por lo
tanto:

σ(t) = 2!(3!)2 = 72

Corolario 2.1. Sea T ∈ A[n] con tipo de isomorfismo t, si At = {T ∈ A[n] : τ(T ) = t}
entonces:

|At| =
n!

σ(t)

Demostración.

Sea Sn/Aut(T ) el conjunto de las clases laterales a derecha de Aut(T ) en Sn.

Sn/Aut(T ) = {Aut(T )θ : θ ∈ Sn}

Sea:
g : Sn/Aut(T ) → At

definida por:
g(Aut(T )θ) = θ−1(T )

Notemos que:
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Aut(T )θ = Aut(T )θ′ ⇔ θ ◦ θ′−1 ∈ Aut(T )

⇔ θ ◦ θ′−1(T ) = T

⇔ θ′−1(T ) = θ−1(T )

⇔ g(Aut(T )θ) = g(Aut(T )θ′)

Esto demuestra que g esta bien definida y además que es inyectiva.

Ahora bien, sea T ′ tal que τ(T ′) = t, entonces existe α ∈ Sn tal que:

α(T ′) = T ⇔ T ′ = α−1(T ) = g(Aut(T )α)

por lo tanto g es sobreyectiva.

Aśı g es biyectiva y usando el teorema de Lagrange de la teoŕıa de grupos se sigue que:

|At| = |Sn/Aut(T )| =
o(Sn)

o(Aut(T ))
=

n!

σ(t)

De donde:

|At| =
n!

σ(t)

Definición 2.11. Sea T ∈ A[n], decimos que T es un árbol creciente si todo camino de
T que comienza en la ráız y finaliza en una hoja es creciente. Es decir, cualquier camino
que comience en la ráız de T y finalice en una hoja tiene la forma:

1 < v1 < v2 < . . . < vk

Note que la ráız de cualquier árbol creciente con etiquetas en {1, 2, . . . , n} es 1.

b

b

b b

b b

b

b b

b

1

2

3

4

56

7

8

9

10

Denotaremos al conjunto de todos los árboles crecientes con vértices en [n] por A↑[n].
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Definición 2.12. Sea T = [T1T2 . . . Tk]r un árbol tal que τ(T ) = t y τ(Ti) = ti para cada
i = 1, 2, . . . , k se define el factorial de t recursivamente como:

•! = 1 , t! = |t| t1! t2! . . . tk!

en donde |t| es el número de vértices de T .

Ejemplo 2.4. Cálculo de factorial de un árbol

b
b b

b b

b!= 5·
b b

b! ! b!( )2= 5 · 3· ·1 = 5 · 3 = 15

b

b
b
b

b
b
b

b

b
b!= 4· != 4 · 3· != 4 · 3 · 2· != 4!

Nótese como en el segundo ejemplo el factorial del árbol coincide con el factorial de
cuatro. Esto no es casual, de hecho si t es el tipo de isomorfismo de un árbol 1-ario, es
decir, un orden lineal con n vértices, entonces t! = n!.

Proposición 2.2. Sea
A↑

t = {T ∈ A↑[n] : τ(T ) = t}
entonces: ∣∣A↑

t

∣∣ = n!

σ(t)t!

es decir:
t!
∣∣A↑

t

∣∣ =
∣∣At

∣∣

Demostración.

Sean U un conjunto finito contenido en N y T ∈ A[U ]. Ord(T ) denotará al árbol
creciente que resulta de reetiquetar los vértices de T siguiendo la siguiente igualdad re-
cursiva:

Ord(•r) = •r
Ord(T ) = [Ord(T1)Ord(T2) . . . Ord(Tk)]

En donde [T1T2 . . . Tk] es el árbol que se obtiene al transponer la ráız de T con el
mı́nimo de U . Veamos en la siguiente figura un ejemplo de aplicación de Ord a un árbol
T :
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T =

12 3

4
56

1 1

2
2

3
3

4 4

5

5
6

6
= Ord

12 3

4
56

Definimos sobre At la siguiente relación de equivalencia:

T ∼ T ′ ⇔ Ord(T ) = Ord(T ′)

Luego, la clase de T está uńıvocamente determinada por el árbol T ′ = Ord(T ) y aśı:

T ∈ T ′ ⇔ Ord(T ) = Ord(T ′)

⇔
[
Ord(T1) . . . Ord(Tk)

]
=
[
Ord(T ′

1) . . . Ord(T
′
k)
]

⇔ Tj ∈ T ′
j ∀j = 1, 2, . . . , k

De donde: ∣∣T ′
∣∣ = n

∣∣T ′
1

∣∣ ∣∣T ′
2

∣∣ . . .
∣∣T ′

k

∣∣

es decir, las n maneras diferentes de elegir a la ráız de T , multiplicado por la cantidad de
maneras diferentes de elegir a la ráız de cada uno de los subárboles de T cuyas ráıces se
unen con la ráız de T , y aśı sucesivamente hasta las hojas.

Al ejecutar la recursión de esta igualdad obtenemos que:

∣∣T ′
∣∣ = τ(T ′)! = t!

Ahora como
∣∣At/ ∼

∣∣ =
∣∣A↑

t

∣∣, entonces:
∣∣At

∣∣ =
∑

T ′∈At/∼

∣∣T ′
∣∣

= t!
∑

T ′∈At/∼

= t!
∣∣At/ ∼

∣∣

= t!
∣∣A↑

t

∣∣



Caṕıtulo 3

Series formales

3.1. Series formales en una variable

Fue Laplace quien descubrió el método de funciones generatrices y la correspondencia
entre operaciones conjunt́ısticas y operaciones entre series formales. Usó este método para
resolver problemas de combinatoria.

Desde entonces muchos investigadores han trabajado siguiendo la misma idea de La-
place, entre ellos se encuentran F. Bergeron, G. Labelle and P. Leroux en [9] quienes
generalizan las operaciones entre series formales con su famosa teoŕıa de especies la cual
es una interpretación funtorial y conjunt́ıstica de las operaciones entre series formales.
M. Méndez en [8] hace una importante contribución literaria al definir las operaciones
entre series formales utilizando disimuladamente el lenguaje de la teoŕıa de especies, es
decir, sin usar el concepto de funtor entre categoŕıas. Su técnica consiste básicamente en
interpretar a una serie F como una regla que env́ıa a cualquier conjunto finito de tamaño
n en el correspondiente coeficiente n-ésimo de la serie F . Esta interpretación es poco for-
mal, sin embargo es muy útil ya que nos permite representar una operación entre series
formales con operaciones entre conjuntos sin utilizar complejo concepto de especies. En
esta sección usaremos la misma técnica introducida por M. Méndez en [8], excepto que
los coeficientes de una serie formal son elementos de un álgebra.

De aqúı en adelante R denotará al cuerpo de los números reales.

Definición 3.1. Un R-espacio vectorial A es una R-álgebra si existe una operación binaria

· : A× A → A

tal que para todo u, v, w ∈ A y λ ∈ K se cumple:

1. u · (v · w) = (u · v) · w

2. u · (v + w) = u · v + u · w

56
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3. (v + w) · u = v · u+ w · u

4. u · (λv) = (λu) · v = λ(u · v)
· se denomina la multiplicación de A. Decimos que A es conmutativa si u · v = v · u
para todo u, v ∈ A. Decimos que A es un álgebra con unidad si existe 1 ∈ A tal que
u · 1 = 1 · u = u para todo u ∈ A, 1 se denomina la unidad de A.

Ejemplo 3.1. A continuación se muestran algunos ejemplos de R-álgebras

1. R con su propia multiplicación y unidad es un álgebra conmutativa con unidad.

2. El conjunto de todas las matrices de orden n×n con entradas en R es un álgebra no
conmutativa con unidad . Para este caso la multiplicación del álgebra es el producto
usual de matrices y 1 es la matriz identidad de orden n× n

3. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R es un álgebra conmutativa
con unidad. Para este caso la multiplicación del álgebra es el producto de polinomios
y 1 es la unidad del cuerpo R.

4. Sea S un conjunto no vaćıo y A una R-álgebra. El conjunto A
S cuyos elementos son

funciones de S en A es un álgebra. En este caso la suma y la multiplicación están
definidas punto a punto, es decir, para cada f, g ∈ A, λ ∈ R, s ∈ S

(f + g)(s) = f(s) + g(s)

(f · g)(s) = f(s) · g(s)
(λf)(s) = λf(s)

De ahora en adelante A es una R-álgebra conmutativa con unidad 1. Definimos A[[x]]
como el conjunto formado por todas las funciones F : N → A, es decir, F es una sucesión
de elementos de A, denotaremos:

F = (F (0), F (1), . . .) = (f0, f1, . . .)

la cual quedará escrita por:

F (x) =
∞∑

n=0

fnx
n

F (x) se denomina serie formal de potencias sobre A y:

F (x) =
∞∑

n=0

fn
xn

n!

es la serie formal de tipo exponencial asociada a F . En general nos referimos a series
formales genéricas con letras mayúsculas y a sus coeficientes con la misma letra pero en
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minúsculas.

Las series formales suelen ser llamadas con los mismos nombres de las funciones anaĺıti-
cas a las que ellas representaŕıan en caso de que converjan. Por ejemplo, la serie cuyos
coeficientes son todos iguales a la unidad 1 es la exponencial.

ex =
∞∑

n=0

1
xn

n!

De igual manera, la serie cuya sucesión es (1, 2!1, 3!1, 4!1, . . .) es la serie geométrica.

1

1− 1x
=

∞∑

n=0

n!1
xn

n!
=

∞∑

n=0

1xn

3.1.1. Operaciones fundamentales con series formales

Las operaciones fundamentales entre series formales son la suma, el producto y la
substitución. En primer lugar definiremos la suma y el producto, la substitución será de-
finida en otra sección. Dadas dos series formales F y G definimos:

Definición 3.2. Suma

Definimos la suma de F más G como la serie formal de la suma término a término de
sus respectivos coeficientes:

(F +G)(x) =
∞∑

n=0

(fn + gn)
xn

n!
(3.1)

Definición 3.3. Producto

Definimos el producto de F por G de la siguiente manera:

(F ·G)(x) =
(

∞∑

n=0

fn
xn

n!

)(
∞∑

n=0

gn
xn

n!

)

=
∞∑

n=0

(
∑

k1+k2=n

fk1
k1!

gk2
k2!

)
xn

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

fk
k!

gn−k

(n− k)!

)
xn

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

n!
fk
k!

gn−k

(n− k)!

)
xn

n!

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
fkgn−k

)
xn

n!
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El coeficiente n-ésimo del producto:

(f · g)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
fkgn−k (3.2)

es conocido como el producto de Cauchy de las series F y G.

Cabe destacar que
(
n
k

)
cuenta el número de diferentes subconjuntos de tamaño k que

se pueden obtener a partir de un conjunto de tamaño n. Esta observación no es casual,
de hecho, motiva a introducir la siguiente sección.

3.1.2. Interpretación combinatoria de las series formales en una

variable

A menudo las series formales tienen asociadas familias de estructuras combinatorias
que utilizan como base un conjunto finito. Es decir, en muchos casos el coeficiente fn
de una serie F es igual a λnan, en donde an ∈ A y λn es el cardinal de un conjunto
Fn de estructuras combinatorias sobre un conjunto de n elementos (pensados frecuen-
temente como vértices). Por ejemplo, el coeficiente n-ésimo de la serie geométrica 1

1−1x

es n!1, y n! es el cardinal del conjunto Sn de permutaciones de un conjunto de n elementos.

Las familias de estructuras combinatorias pueden construirse sobre un conjunto fini-
to de vértices C. A estas estructuras combinatorias las llamaremos configuraciones. Las
operaciones entre series formales se traducen entonces en operaciones conjunt́ısticas en-
tre las configuraciones asociadas a las series involucradas, y se pueden expresar de una
manera más simple cuando ponemos los términos de las series a depender de conjuntos
finitos arbitrarios en vez del sub́ındice n o del conjunto [n] = {1, 2, . . . , n}. Esto motiva
la siguiente definición:

Definición 3.4. Sea C un conjunto finito arbitrario de cardinal n. Dada una serie formal
F se define F [C] como el coeficiente n-ésimo de la serie F (x).

F [C] := fn =

[
xn

n!

]
(F (x))

Representaremos gráficamente el coeficiente F [C] usando la notación gráfica de Labe-
lle, como en la siguiente figura:

b b b b

F
Representación gráfica deF [4]
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Desde la definición de suma en (3.1) obtenemos que:

(F +G)[C] = F [C] +G[C]

Análogamente, si C es un conjunto de cardinal n entonces de la ecuación (3.2) tenemos:

(F ·G)[C] = (f · g)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
fkgn−k

=
n∑

k=0



∑

C1 ⊆ C
|C1| = k

1


 fkgn−k

=
n∑

k=0

∑

C1 ⊆ C
|C1| = k

F [C1] ·G[C − C1]

=
∑

C1+C2=C

F [C1] ·G[C2]

La suma de arriba es entonces sobre todas las descomposiciones de C en pares de
subconjuntos disjuntos (C1, C2) tales que C1 ∪ C2 = C. Gráficamente representaremos a
F ·G[C] de la siguiente manera:

b
b

b

b
b

b
b

F G

A modo de ejemplo, podemos calcular el coeficiente de grado cuatro del producto de
la serie exponencial por la serie geométrica. Si C es un conjunto de cardinal 4 entonces:

(
ex · 1

1− 1x

)
[C] =

∑

C1+C2=C

ex[C1] ·
1

1− 1x
[C2] =

∑

C1+C2=C

|C2|!1 =
4∑

k=0

k!1 = (34)1

Proposición 3.1. El producto de tres o más series formales es asociativo y:

F1(x) · F2(x) · · ·Fk(x)

denotará el producto de k series sin importar el orden de asociación.
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En el caso de una multiplicación de 3 series formales, si C es un conjunto de cardinal
n, tenemos lo siguiente:

(
F1 · F2 · F3

)
[C] =

[
xn

n!

]((
F1(x)F2(x)

)
F3(x)

)

=
n∑

k=0

(
n

k

)( k∑

s=0

(
k

s

)
f (1)
s f

(2)
k−s

)
f
(3)
n−k

=
n∑

k=0

k∑

s=0

(
n

k

)(
k

s

)
f (1)
s f

(2)
k−sf

(3)
n−k

Sea B un subconjunto de tamaño k de C y E un subconjunto de tamaño s de B. ¿De
cuántas maneras se puede obtener el par (E,B)?. Una vez fijado B, E se puede obtener
de
(
k
s

)
maneras diferentes y B se puede obtener de

(
n
k

)
maneras diferentes. Por el principio

de multiplicación, el número de maneras diferentes de obtener un par (E,B) es igual al
producto

(
n
k

)(
k
s

)
. La aplicación que env́ıa al par (E,B) en la tripleta (E,B − E,C − B)

es una biyección, por lo tanto:

n∑

k=0

k∑

s=0

(
n

k

)(
k

s

)
f (1)
s f

(2)
k−sf

(3)
n−k =

n∑

k=0

k∑

s=0




∑

E ⊆ B ⊆ C
|B| = k, |E| = s

1


F1[E] F2[B − E] F3[C −B]

Como la tripleta (E,B−E,C−B) es una descomposición de C en 3 subconjuntos de
cardinales s, k − s y n− k respectivamente y dado que k vaŕıa desde 0 hasta n y s vaŕıa
desde 0 hasta k, entonces reescribimos:

n∑

k=0

k∑

s=0




∑

E ⊆ B ⊆ C
|B| = k, |E| = s

1


F1[E] F2[B − E] F3[C −B]

=
n∑

k=0

k∑

s=0




∑

C1 + C2 + C2 = C
|C1| = s, |C2| = k − s, |C3| = n− k

1


F1[C1] F2[C2] F3[C3]

=
∑

C1+C2+C3=C

F1[C1] · F2[C2] · F3[C3]

Graficamente, un sumando del producto de tres series formales queda representado
como sigue:

b
b

b b
b b

b
b

F1 F2 F3
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Nótese que:
(
n

k

)(
k

s

)
=

n!

(n− k)!k!

k!

(k − s)!s!
=

n!

s!(k − s)!(n− k)!

Sabemos que
(
n
k

)(
k
s

)
cuenta la cantidad de maneras posibles de descomponer a C en

una tripleta de subconjuntos disjuntos (C1, C2, C3) cuyos cardinales son s, k − s y n− k
respectivamente, el valor n!

s!(k−s)!(n−k)!
se conoce como número multinomial y se denota

por: (
n

s, k − s, n− k

)
=

n!

s!(k − s)!(n− k)!

Podemos deducir entonces, de una manera análoga al caso de 3 series formales, que la
fórmula para el producto de k series formales es la siguiente:

(F1 · F2 · · ·Fk)[C] =
∑

n1+···+nk=n

n!
f
(1)
n1

n1!

f
(2)
n2

n2!
· · · f

(k)
nk

nk!

=
∑

C1+···+Ck=C

F1[C1] · F2[C2] · · ·Fk[Ck]

Donde la suma de arriba está indexada sobre todas las descomposiciones de C en
k-tuplas de subconjuntos disjuntos (C1, C2, . . . , Ck) cuya unión es C. Para este caso, el
número multinomial

(
n

n1 n2 ... nk

)
cuenta las diferentes maneras de descomponer a C en k

tuplas de subconjuntos disjuntos (C1, . . . , Ck) tales que el cardinal de Ci es ni.

Por lo tanto, hemos obtenido que:

(
k∏

j=1

Fj

)
[C] =

∑

C1+···+Ck=C

k∏

j=1

Fj[Cj]

3.1.3. Topoloǵıa de las series formales

Supongamos que {Fk(x)}k≥0 es una secuencia en A[[x]], ¿cúando converge esta sucesión
a una serie F (x)?

Fk(x) =
∑

n≥0

f (k)
n

xn

n!
, F (x) =

∑

n≥0

fn
xn

n!

Podemos definir una topoloǵıa en A[[x]] de la siguiente manera. Diremos que la sucesión
de series formales Fk(x) converge a F (x) si y solo si:

ĺım
k→∞

f (k)
n = fn

para todo n ≥ 0.
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Es decir, {Fk(x)}k≥0 converge a F (x) si para cada n ≥ 0, existe un natural Kn tal que

si k ≥ Kn entonces f
(k)
n = fn.

Supongamos que de manera general se desea sumar una cantidad arbitraria de series
formales, ¿bajo qué condiciones converge esta suma?.

Definición 3.5. Sumabilidad

Una sucesión de series formales {Fk(x)}k≥0 es sumable si para todo n ≥ 0 el coeficiente
n-ésimo de Fk(x) es el neutro de A cuando k es suficientemente grande.

De este modo:
∞∑

k=0

Fk(x) =
∞∑

k=0

(
∞∑

n=0

f (k)
n

xn

n!

)
=

∞∑

n=0

(
∞∑

k=0

f (k)
n

)
xn

n!

Esta definición tiene sentido pues hay una cantidad finita de elementos distintos del

neutro de A en la suma interna
∞∑
k=0

f
(k)
n .

Es posible reformular la condición de sumabilidad en términos de la topoloǵıa de series
formales. Como para cada n ≥ 0 existe k suficientemente grande tal que f

(k)
n = 0. Luego

la sucesión {Fk(x)}k≥0 es sumable si y solo si converge a cero. Es decir:

ĺım
k→∞

Fk(x) = 0 + 0
x

1!
+ 0

x2

2!
+ · · ·

Proposición 3.2. Sea {Fk(x)}k≥0 una sucesión de series formales en A[[x]]. La serie
∞∑
k=0

Fk(x) converge si y solo si Fk(x) converge a cero.

De esta proposición se tiene:

Proposición 3.3. Si f0 = 0, entonces la serie
∞∑
k=0

F k(x) es convergente.

Demostración.

Si k > n: [
xn

n!

]
F k(x) =

∑

n1+···+nk=n

(
n

n1, . . . , n2

) k∏

i=1

fni
= 0

debido a que en el ı́ndice de la suma anterior existe un j tal que nj = 0.

Luego, por la proposición (3.2)
∞∑
k=1

F k(x) converge.
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Para lo que sigue F 0(x) = 1+ 0 x
1!
+ 0x2

2!
+ · · · = 1

3.1.4. Substitución y exponencial

Consideremos la serie:

G(x) = g1x+
∞∑

n=2

gn
xn

n!

La exponencial de G(x) se define como la substitución de G(x) en la serie ex, es decir:

eG(x) =
∞∑

k=0

Gk(x)

k!

como g0 = 0 se sigue de la proposición (3.3) que eG(x) converge.

Por otra parte:
(
Gk

k!

)
[C] =

1

k!
Gk[C] =

1

k!

∑

C1+···+Ck=C

G[C1] · · ·G[Ck]

Como g0 = 0 obtenemos que si Ci = ∅ para algún i = 1, . . . , k entonces G[Ci] = g0 = 0,
por lo tanto, la suma de arriba es nula para todas las descomposiciones de C en las cuales
al menos uno de los subconjuntos Ci sea vaćıo. Es decir:

1

k!

∑

C1+···+Ck=C

G[C1] · · ·G[Ck] =
1

k!

∑

C1 + · · ·+ Ck = C
Ci 6= ∅

G[C1] · · ·G[Ck]

Note que al dividir entre k! se esta desordenando de todas las maneras posibles la
descomposición (C1, C2, . . . , Ck) de C, obteniendo entonces un conjunto {C1, . . . , Ck} de
subconjuntos no vaćıos de C tales que su unión es C, es decir, una partición de C en k
bloques. Aśı:

1

k!

∑

C1 + · · ·+ Ck = C
Ci 6= ∅

G[C1] · · ·G[Ck] =
∑

π∈Πk[C]

∏

B∈π

G[B]

donde Πk[C] es el conjunto de todas las particiones de C en k bloques.

De esta manera: (
Gk

k!

)
[C] =

∑

π∈Πk[C]

∏

B∈π

G[B]

es decir:

Gk(x)

k!
=

∞∑

n=k


 ∑

π∈Πk[n]

∏

B∈π

g
|B|


 xn

n!
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donde Πk[n] es el conjunto de todas las particiones de [n] en k bloques.

Definición 3.6. Substitución

Si g0 = 0, definimos la substitución de G en F como la serie:

F (G(x)) =
∞∑

k=0

fk
Gk(x)

k!

cuyos coeficientes están dados por:

[
x0

0!

]
F (G(x)) = f01 = f0

Si n ≥ 1:

[
xn

n!

]
F (G(x)) =

[
xn

n!

] ∞∑

k=1

fk
Gk

k!

=
∞∑

k=1

fk

[
xn

n!

]
Gk

k!

=
∞∑

k=1

fk
∑

π∈Πk[n]

∏

B∈π

g
|B|

Si k > n entonces en el ı́ndice de la sumatoria de arriba se requiere una partición π de
[n] que tenga una cantidad de bloques mayor a la cantidad de elementos que posee, esto
es imposible, en consecuencia:

∞∑

k=1

fk
∑

π∈Πk[n]

∏

B∈π

g
|B|

=
n∑

k=1

fk
∑

π∈Πk[n]

∏

B∈π

g
|B|

=
∑

π∈Π[n]

f|π|
∏

B∈π

g
|B|

donde Π[n] es el conjunto formado por todas las particiones de [n].

Por lo tanto:
F (G)[C] =

∑

π∈Π[C]

F [π]
∏

B∈π

G[B]

Se puede interpretar que para obtener las configuraciones de F (G(x)) en un conjunto,
se colocan configuraciones asociadas a G dentro de una configuración externa asociada a
F de todas las maneras posibles, una para cada partición π del conjunto C. Los bloques de
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π se interpretan como vértices “gordos” para las configuraciones de F . Una representación
gráfica de esto es:

b
b

b
b b b b b

b
b
b
bG G G

G

F

1

2 3

4
5

6
7

8
9 10

11 12

Donde C = [12] y π =
{
{1, 6, 9}, {2, 8, 11}, {3, 12}, {4, 5, 7, 10}

}
es la partición de C.

Ejemplo 3.2. Fórmula de substitución

Hallar el coeficiente de tercer grado de ee
x−1.

Solución:

Queremos hallar ee
x−1[3], esto es:

ee
x−1[3] =

∑

π∈Π[3]

ex[π]
∏

B∈π

ex[B] =
∑

π∈Π[3]

∏

B∈π

1 =


 ∑

π∈Π[3]

1


1 = (5)1

Note que el valor de la suma
(∑

π∈Π[3] 1
)
representa la cantidad de particiones posibles

del conjunto [3] = {1, 2, 3}, estas son:
{
{1}, {2}, {3}

} {
{1, 2}, {3}

} {
{1, 3}, {2}

} {
{2, 3}, {1}

} {
{1, 2, 3}

}

La cantidad de particiones posibles de un conjunto de cardinal n es conocido como el
número de Bell Bn, es decir:

ee
x−1[n] = Bn1 =

∣∣Π[n]
∣∣1

Adicionalmente, la cantidad de particiones en k bloques posibles a partir de un con-
junto de cardinal n se conoce como el número de Stirling del segundo tipo y se denota
S(n, k), aśı: ∣∣Πk[n]

∣∣ = S(n, k)

Es claro que:
n∑

k=1

S(n, k) = Bn

Por lo tanto:

ee
x−1[n] =

(
n∑

k=1

S(n, k)

)
1
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Los números de Stirling del segundo tipo cumplen con la siguiente relación de recu-
rrencia:

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k)

donde S(0, 0) = 1 y S(n, 0) = 0

3.2. Series formales en dos variables

Consideraremos ahora series formales de tipo exponencial en las variables x1 y x2:

F (x1, x2) =
∞∑

m,n=0

fm,n
xm1 x

n
2

m!n!

donde los coeficientes fm,n pertenecen a R.

El objetivo principal de esta sección consiste en hallar el coeficiente k-ésimo de la
substitución de dos series univariadas en una bivariada. Es decir si:

G1(h) =
∞∑

n=1

g(1)n

hn

n!
G2(h) =

∞∑

n=1

g(2)n

hn

n!

y F es una serie bivariada con coeficientes en R. ¿Cuál es el coeficiente k-ésimo de la
serie F (G1, G2)?. Para poder entender lo que ocurre con este cálculo debemos introducir
la siguiente definición.

Definición 3.7. Conjunto coloreado
Sea C un conjunto no vaćıo. Una n-coloración sobre C es una función

K : C → {1, . . . , n}. Decimos que x ∈ C tiene color i si K(x) = i. De este modo,
K−1({i}) es el subconjunto de C que tiene color i.

Todo conjunto n-coloreado C, está uńıvocamente representado por el par (C,K).

Definición 3.8. Si F (x1, x2) es una serie bivariada, definimos para cualquier conjunto
bicoloreado (C,K):

F [C,K] = fm,n =

[
xm1
m!

xn2
n!

]
F

donde m es el cardinal del subconjunto de C que tiene color 1 y n el cardinal del subcon-
junto de C que tiene color 2.
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Teorema 3.1. Sean

G1(h) =
∞∑

n=1

g(1)n

hn

n!
G2(h) =

∞∑

n=1

g(2)n

hn

n!

dos series univariadas con coeficientes en una R-álgebra conmutativa A con unidad 1. Sea

F (x1, x2) =
∑

m,n

fm,n
xm1
m!

xn2
n!

una serie bivariada con coeficientes en R. Si C es un conjunto de cardinal k entonces:

[
hk

k!

]
F (G1, G2) = F (G1, G2)[C] =

∑

(π,K)

F [π,K]
∏

B∈π

G
K(B)

[B]

y la suma de arriba está indexada sobre todas las particiones bicoloreadas (π,K) de C.

Demostración.

Notemos que:

Gm
1

m!

Gn
2

n!
[C] =

∑

C1+C2=C

Gm
1

m!
[C1]

Gn
2

n!
[C2]

=
∑

C1+C2=C


 ∑

π1∈Πm[C1]

∏

B∈π1

G1[B]




 ∑

π2∈Πn[C2]

∏

B∈π2

G2[B]




La interpretación combinatoria de la suma de arriba consiste en hacer todas las posibles
descomposiciones del conjunto C en el par (C1, C2), luego se hace una partición π1 de m
bloques en C1 y a cada uno de los bloques se le aplica G1, de manera análoga, C2 es
particionado en n bloques a los cuales se le aplica G2. Por ejemplo, para m = 3 y n = 2
una representación gráfica de esto es:

b
bb

b

b b

bb b
b

b

C1 C2

G1

G2
G1

G1

G2

Se quiere unir las dos particiones π1 y π2 en una sola partición π, para hacer esto
coloreamos los bloques de π1 con el color 1 y los de π2 con el color 2, de este modo la
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partición π = π1 ∪ π2 tiene m bloques de color 1 y n de color 2.

Formalmente, lo que se esta haciendo es considerando la aplicación que env́ıa a la
tupla (C1, C2, π1, π2) en el par (π,K) definida por π = π1 ∪ π2 y K(B) = i si B ∈ πi.
Rećıprocamente, una partición bicoloreada (π,K) es enviada en la tupla (C1, C2, π1, π2)
haciendo π1 = K−1(1), π2 = K−1(2), C1 =

⋃
B∈K−1(1)B y C2 =

⋃
B∈K−1(2)B. Esto es una

biyección. Gráficamente:

b
bb

b

b b

bb b
b

b

C1 C2

G1

G2
G1

G1

G2

b
bb

b

b b

bb b
b

b

G1

G2
G1

G1

G2

1

1
1

2

2

De esta manera

∑

C1+C2=C


 ∑

π1∈Πm[C1]

∏

B∈π1

G1[B]




 ∑

π2∈Πn[C2]

∏

B∈π2

G2[B]


 =

∑

(π,K)
|K−1(1)|=m
|K−1(2)|=n

∏

B∈π

G
K(B)

[B]

Por lo tanto tenemos

F (G1, G2)[C] =
∑

m,n

fm,n
Gm

1

m!

Gn
2

n!
[C]

=
∑

m,n

fm,n




∑

(π,K)
|K−1(1)|=m
|K−1(2)|=n

∏

B∈π

G
K(B)

[B]




=
∑

m,n

∑

(π,K)
|K−1(1)|=m
|K−1(2)|=n

F [π,K]
∏

B∈π

G
K(B)

[B]

=
∑

(π,K)

F [π,K]
∏

B∈π

G
K(B)

[B]
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Gráficamente, la substitución de dos series univariadas en una bivariada se representa
como sigue:

b
b

b
b b b b b

b
b
b
bG1

G2 G1

G1

F

1
2 1

1

el cual es un árbol de altura 2 cuyas hojas son los elementos del conjunto C. Un bloque
de la partición π es el conjunto de hojas de un subárbol pequeño al cual se le aplica G1 o
G2. Las etiquetas en las ráıces de estos subárboles pequeños señalan la coloración de cada
uno de los bloques de π, si el bloque es de color 1 entonces en el se aplica G1 y si es de
color 2 en el se aplica G2.

El teorema anterior es crucial para desarrollar los objetivos de este trabajo, pues nos
permitirá escribir los coeficientes de la solución anaĺıtica de un problema a valor inicial
autónomo en términos de árboles crecientes. Sin embargo, desde este teorema también se
puede describir las condiciones de orden sobre los coeficientes de un método de Runge-
Kutta utilizando árboles con ráız. En las otras secciones se hará tal descripción. Por ahora,
haremos una construcción en el contexto de las series formales de la ecuación (5) presen-
tada por J. Butcher en su articulo [3].

Si L : A −→ A es una transformación lineal, entonces L puede ser extendida a una
transformación lineal de A[[x]] en A[[x]] por la aplicación de L en cada coeficiente de una
serie. Es decir:

L

(
∞∑

n=0

fn
xn

n!

)
=

∞∑

n=0

L(fn)
xn

n!

Sean

F1(x1, x2) =
∞∑

m,n=0

f (1)
m,n

xm1 x
n
2

m!n!
, F2(x1, x2) =

∞∑

m,n=0

f (2)
m,n

xm1 x
n
2

m!n!

series bivariadas con coeficientes en R y

G1(h) =
∞∑

n=1

g(1)n

hn

n!
, G2(h) =

∞∑

n=1

g(2)n

hn

n!

series univariadas con coeficientes en A. La ecuación (5) planteada por Butcher en [3] en
el contexto de las series formales es la siguiente:

Gj = (1h)L
(
Fj(G1, G2)

)
, j ∈ {1, 2} (3.3)

Es decir, Gj es el producto de la serie 1h = 0+1 h
1!
+0h2

2!
+ · · · con la serie que resulta

de aplicar L a la substitución Fj(G1, G2). Note que g
(j)
1 = L(f

(j)
00 1) = f

(j)
00 L(1). Sea C un
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conjunto de tamaño k ≥ 2 desde el Teorema (3.1) se sigue que:

g
(j)
k = Gj[C]

=
(
(1h)L

(
Fj(G1, G2)

))
[C]

=
∑

({r},C−{r})

h
[
{r}
]
· L
(
Fj(G1, G2)

)[
C − {r}

]

=
∑

({r},C−{r})

1 · L
(
Fj(G1, G2)

)[
C − {r}

]

=
∑

({r},C−{r})

L
(
Fj(G1, G2)

)[
C − {r}

]

=
∑

({r},C−{r})

∑

(π,K)

L

(
Fj[π,K]

∏

B∈π

G
K(B)

[B]

)

Finalmente usando la linealidad de L tenemos la ecuación:

Gj[C] =
∑

({r},C−{r})

∑

(π,K)

Fj[π,K]L

(
∏

B∈π

G
K(B)

[B]

)
(3.4)

En el ı́ndice de la suma interna de (3.4) varia sobre todas particiones bicoloreadas
(π,K) de C − {r}. Como sabemos, al hacer el producto de dos series, desde el punto de
vista combinatorio se obtienen todas las descomposiciones de C en pares (C1, C2). Como

1h = 0 + 1
h

1!
+ 0

h2

2!
+ · · ·

entonces para todas las descomposiciones en las cuales C1 tenga un cardinal distinto de
1 obtendremos que 1h[C1] = 0, lo cual hace nulo el producto (1h)L

(
Fj(G1, G2)

)
. Aśı,

solo se consideran las descomposiciones de C en pares de la forma ({r}, C −{r}) como se
observa en el ı́ndice de la primera sumatoria.

Una vez hecha esta descomposición a {r} se le aplica la serie 1h, lo cual da como
resultado la unidad del álgebra 1. Luego a C−{r} se le aplica la substitución Fj(G1, G2),
la cual queda representada siguiendo la interpretación del árbol de altura 2 después del
Teorema 3.1, excepto que debemos aplicarle L al producto

∏
B∈π GK(B)

[B]. Finalmente la
interpretación gráfica de la ecuación (3.4) es:
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b
b
b

b b b b b
b
b
b
bG1

G2 G1

G1

FjL

1
2 1

1

b

{r} C − {r}

1

La descomposición de arriba, se puede identificar biyectivamente con la siguiente árbol:

b
b

b
b b b b b

b
b
b
bG1

G2 G1

G1

FjL

1
2 1

1

b
r

El cual es similar al árbol del lado derecho en la descomposición de arriba excepto que
hemos etiquetado a la ráız con r. Note que r tiene asociado el operador lineal f

(j)
i1,i2

L, en
donde i1 = |K−1({1})|, i2 = |K−1({2})|, por lo tanto es natural asignarle a r color j. Si
iteramos el mismo razonamiento sobre cada G

K(B)
[B] y aśı sucesivamente, obtenemos un

par (T,K′) en donde:

1. T es un árbol cuyos vértices están etiquetados con los elementos de C y r es la ráız
de T . Los vértices de T que tienen profundidad p, con p ≥ 1, se obtienen mediante
la selección de un elemento sobre cada bloque de las particiones bicoloreadas que
aparecen en el paso p de la iteración.

2. K′ es una bicoloración sobre C definida de la siguiente manera: K′(c) = l si y sólo

si el operador lineal asociado al vértice c es de la forma f
(l)
i1,i2

L, en donde i1 e i2 son
los respectivos números de bloques de color 1 y 2 que tiene la partición bicoloreada
del conjunto de descendientes de c.

La aplicación sucesiva de los operadores de la forma f
(K′(c))
i1,i2

L desde la ráız r de T hasta
sus hojas define un peso sobre este árbol, el cual es igual a:

∏

v∈T

f
(K′(v))
i1,i2

Λ(t) (3.5)

en donde, i1 es el número de diferente hijos de v a los cuales K′ le asigna color 1 e i2 es el
número de diferente hijos de v a los cuales K′ le asigna color 2. t es el tipo de isomorfismo
de T y Λ es la función de T(A[n]) en A que se obtiene mediante la aplicación sucesiva del
operador L sobre un árbol. Λ está definida recursivamente como:

Λ(•) = L(1),
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si t = B+(t1, t2, ..., tk) entonces:

Λ(t) = L(Λ(t1) · Λ(t2) · · · · · Λ(tk))

Cada sumando en la ecuación (3.4) corresponde biyectivamente a un peso sobre uno
de los árboles bicoloreados que describe el algoritmo anteriormente explicado. Finalmente
tenemos que:

Gj[C] =
∑

(T,K)
K(r)=j

∏

v∈T

f
(K(v))
i1,i2

Λ(t) (3.6)

La suma de la ecuación (3.6) está indexada sobre todos los árboles bicoloreados (T,K)
con vértices en C, tales que K asigna a la ráız r de T el color j.

De ahora en adelante un vértice con color 1 será denotado por el cual se identifica
con la variable x1 de una serie bivariada y un vértice de color 2 será denotado por el
cual se identifica con la variable x2 de una serie bivariada.

El siguiente ejemplo ilustra el algoritmo anterior:

Ejemplo 3.3.

Sea C = {a, b, c, d, e, f}, un sumando de G1[C] se obtiene haciendo la descomposición
correspondiente a la fórmula (3.4) antes explicada, obteniendo lo siguiente:

bc
a

b cd e f

f
(1)
12 L

G2 G1 G22 1 2

Ahora bien, este procedimiento se itera dentro de los subárboles del árbol anterior y
aśı sucesivamente, quedando:

bc
a

b

c
d

e

f

f
(1)
12 L

b b
bc

f
(2)
00 L(1)

f
(1)
01 L

f
(2)
01 L

b b
f
(2)
00 L(1) f

(2)
00 L(1)

bc
a

b

c
d

e

f

f
(1)
12 L

G2

G2

b b
bc

f
(2)
00 L(1)

f
(1)
01 L

f
(2)
01 L

2
2

Paso 1 Paso 2
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Sean (T,K) un árbol bicoloreado y α una biyección de C en C. Sea T ′ = α(T ) con
coloración K ◦ α−1, entonces si α(v) = v′ se cumple que:

K(v) = K(α−1(v′)) = (K ◦ α−1)(v′)

es decir, la aplicación de α a T no modifica los colores de los vértices. Por lo tanto si v
tiene i1 e i2 hijos de color 1 y 2 respectivamente entonces el correspondiente v′ tendrá igual
cantidad de hijos de colores 1 y 2. Aśı:

∏

v∈T

f
(K(v))
i1,i2

=
∏

v′∈T ′

f
((K◦α−1)(v′))
j1,j2

y en consecuencia, el sumando
∏

v∈T f
(K(v))
i1,i2

Λ(t) se repetirá en (3.6) tantas veces como
árboles de tipo t existan. Como |C| = k, desde el corolario (2.1) este número de repeti-
ciones es k!

σ(t)
.

En [3] se define:

F(t,K) =
∏

v∈t

f
(K(v))
i1,i2

como el diferencial elemental de un árbol no etiquetado t con una bicoloración K sobre
sus vértices. Recordando que un vértice de color 1 se representa como ◦ y uno de color 2
se representa como •, tenemos por ejemplo que

F( ) = f
(2)
20 f

(1)
00 f

(1)
02 f

(2)
00 f

(2)
00

Finalmente, la ecuación (3.6) se reescribe de la siguiente manera:

g
(j)
k = Gj[C] =

∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

k!F(t,K)Λ(t)

σ(t)
(3.7)

ahora el ı́ndice de la suma de arriba vaŕıa sobre todos los pares de la forma (t,K) en donde
t es un árbol no etiquetado con k-vértices y K es una bicoloración sobre los vértices de t
que le asigna color j a la ráız r de t.

Un posible sumando de g25 es

f
(2)
11 f

(2)
00 f

(1)
02 f

(2)
00 f

(2)
00 L

(
L
(
L(1) · L(1)

)
· L(1)

)
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que está representado por el siguiente árbol:

b

bc

b b

b

f
(2)
11 L

f
(2)
00 L(1)

f
(2)
00 L(1)f

(2)
00 L(1)

f
(1)
02 L

el cual aparece repetido 5!
2!
= 60 veces.

Mas aún

g
(2)
3 =

3!

2!




f
(2)
02

f
(2)
00f

(2)
00

+ f
(2)
02

f
(2)
00f

(1)
00




L(L(1).L(1))

+
3!

2!




f
(2)
02

f
(1)
00f

(2)
00

+ f
(2)
02

f
(1)
00f

(1)
00




L(L(1).L(1))

+
3!

1!




f
(2)
10

f
(1)
10

f
(1)
00

+ f
(2)
10

f
(2)
10

f
(1)
00

+ f
(2)
10

f
(1)
01

f
(2)
00

+ f
(2)
10

f
(2)
01

f
(2)
00




L(L(L(1)))

Finalmente desde la ecuación (3.7) se tiene que para j ∈ {1, 2}

Gj(h) =
∞∑

k=1

g
(j)
k

hk

k!
=

∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)Λ(t)

σ(t)



hk (3.8)
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y

G(h) = (G1(h), G2(h)) =
∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=1
|t|=k

F(t,K)Λ(t)

σ(t)
,
∑

(t,K)
K(r)=2
|t|=k

F(t,K)Λ(t)

σ(t)



hk (3.9)



Caṕıtulo 4

Condiciones de órden para el método

de Runge-Kutta

El objetivo de este caṕıtulo es usar la ecuación (3.7) para hallar la solución anaĺıtica
de un PVI y simultáneamente establecer condiciones de orden para un método de Runge-
Kutta utilizando árboles bicoloreados.

4.1. Solución anaĺıtica de un PVI

Ahora estudiamos la ecuación diferencial autónoma:

{
y′ = f(y)

y(x0) = y0

en donde y0 = (y
(1)
0 , y

(2)
0 ) y f : R2 → R

2 esta dada por:

f = (f (1), f (2))

con f (j) : R2 → R para j = 1, 2.

La solución de este PVI es una función y : [x0−ǫ, x0+ǫ] → R
2 definida por y = (y1, y2)

con ǫ > 0. De este modo, el PVI se puede reescribir como sigue:

{
y′j = f (j)(y1, y2)

y
(j)
0 = yj(x0)

Sea h = x− x0, para j = 1, 2 definimos Gj : [0, 1] → R por:

Gj(ξ) = yj(x0 + hξ)

77



78

De este modo:

d

dξ
Gj = y′j(x0 + hξ)h = f (j)

(
y1(x0 + hξ), y2(x0 + hξ)

)
h = hf (j)(G1, G2)

Aśı, el PVI queda escrito por:





d

dξ
Gj = hf (j)(G1, G2)

Gj(0) = y
(j)
0

Gj(1) = yj(x)

Integrado desde 0 hasta ξ tenemos que:

∫ ξ

0

G′
j(s)ds =

∫ ξ

0

hf j
(
G1(s), G2(s)

)
ds

es decir:

Gj(ξ)− y
(j)
0 = h

∫ ξ

0

f (j)
(
G1(s), G2(s)

)
ds (4.1)

Cuando G1(s) = s y j = 2, (4.1) se convierte en la ecuación integral de Picard (1.7)
estudiada en el caṕıtulo 1. Sea A = C[0, 1] el espacio de la funciones continuas en el
intervalo [0, 1], A es una R-álgebra bajo las operaciones producto y suma punto a punto
de funciones. La unidad de esta álgebra es la función 1 definida por 1(ξ) = 1, para todo
ξ ∈ [0, 1]. Sea L : A → A el operador integral

L(Φ)(ξ) =

∫ ξ

0

Φ(s)ds

aśı la ecuación (4.1) se escribe como la ecuación funcional

Gj − y
(j)
0 1 = hL

(
f (j)(G1, G2)

)
(4.2)

Ahora bien, recordemos que si f ∈ Cn entonces las derivadas de orden k de f (k < n)
las denotamos de la siguiente manera:

f i k−i
x y =

∂kf

∂yk−i∂xi

En este caṕıtulo denotaremos las derivadas parciales de f (j) como sigue:

f
(j)
i k−i =

∂kf (j)

∂yk−i
2 ∂yi1

es decir, el primer sub́ındice cuenta la cantidad de veces que se deriva f (j) respecto a y1
y el segundo la cantidad de veces que se deriva respecto a y2.
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Supongamos que cada f (j) admite un desarrollo de Taylor en un entorno abierto Uj

de y0, es decir

f (j)(y) =f (j)(y0) +
1

1!

(
(y1 − y

(1)
0 )f

(j)
1 0 (y0) + (y2 − y

(2)
0 )f

(j)
0 1 (y0)

)

+
1

2!

(
(y1 − y

(1)
0 )2f

(j)
2 0 (y0) + 2(y1 − y

(1)
0 )(y2 − y

(2)
0 )f

(j)
1 1 (y0) + (y2 − y

(2)
0 )2f

(j)
0 2 (y0)

)

+ · · ·

+
1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
(y1 − y

(1)
0 )k(y2 − y

(2)
0 )n−kf

(j)
k n−k(y0) + · · ·

=
∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
(y1 − y

(1)
0 )k(y2 − y

(2)
0 )n−kf

(j)
k n−k(y0)

=
∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

n!

(n− k)!k!
(y1 − y

(1)
0 )k(y2 − y

(2)
0 )n−kf

(j)
k n−k(y0)

=
∞∑

n=0

n∑

k=0

(y1 − y
(1)
0 )k

k!

(y2 − y
(2)
0 )n−k

(n− k)!
f
(j)
k n−k(y0)

=
∞∑

n=0

∑

i1+i2=n

(y1 − y
(1)
0 )i1

i1!

(y2 − y
(2)
0 )i2

i2!
f
(j)
i1 i2

(y0)

=
∑

i1,i2≥0

(y1 − y
(1)
0 )i1

i1!

(y2 − y
(2)
0 )i2

i2!
f
(j)
i1 i2

(y0)

Podemos elegir a h suficientemente pequeño como para que (G1(ξ), G2(ξ)) ∈ U1 ∩ U2

para todo ξ ∈ [0, 1], luego la substitución f (j)(G1, G2) en el desarrollo anterior puede

expresarse como una serie en h con coeficientes en A. Esto nos dice que Gj−y(j)0 1 también
se expresa como una serie en h con coeficientes en A, es decir,

Gj − y
(j)
0 1 =

∞∑

k=1

g
(j)
k

hk

k!

Sea F j(x1, x2) la serie formal en 2 variables dada por:

F j(x1, x2) =
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
xi11
i1!

xi22
i2!

Luego:
Gj − y

(j)
0 1 = hL

(
F j(G1 − y

(1)
0 1, G2 − y

(2)
0 1)

)

La ecuación (3,7) nos dice que los coeficientes de Gj −y(j)0 1 se expresan de la siguiente
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manera

g
(j)
k =

∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

k!F(t,K)Λ(t)

σ(t)

para este caso Λ(t)(ξ) =
ξk

t!
si t es árbol con k vértices. En efecto,

Si k = 1 entonces t = •, aśı:

Λ(•)(ξ) = L(1)(ξ) =

∫ ξ

0

1(s) ds = s
∣∣∣
ξ

0
=
ξ

1
=

ξ

•!

Si k = 2 entonces t =
b

b

, por lo tanto:

Λ(t)(ξ) =

∫ ξ

0

Λ(•)(s) ds =
∫ ξ

0

s ds =
ξ2

2 · 1 =
ξ2

t!

Asumamos que para k ≤ n se cumple que Λ(t)(ξ) =
ξk

t!
y veamos que se cumple para

k = n+ 1. En efecto, si t = [t1, t2, . . . , tl] tiene n+ 1 vértices, entonces:

Λ(t)(ξ) =

∫ ξ

0

(
Λ(t1) · · ·Λ(tl)

)
(s) ds =

∫ ξ

0

Λ(t1)(s) · · ·Λ(tl)(s) ds

Como los subárboles t1, . . . , tl tienen menos de n vértices, aśı, por hipótesis inductiva
tenemos:

∫ ξ

0

Λ(t1)(s) · · ·Λ(tl)(s) ds =
∫ ξ

0

s|t1|

t1!
· · · s

|tl|

tl!
ds

=
1

t1! · · · tl!

∫ ξ

0

sn ds

=
1

t1! · · · tl!
· ξ

n+1

n+ 1

=
ξn+1

t!

Aśı, hemos demostrado lo requerido.

De este modo, el desarrollo en serie de Taylor de la solución anaĺıtica del PVI queda
de la siguiente manera:

yj(x) = yj(x0 + h) = Gj(1) = yj0 +
∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)

σ(t)t!




(x− x0)
k (4.3)
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Recordemos que según la proposición 2.2 el número
k!

σ(t)t!
cuenta todos los posibles

árboles crecientes con k vértices y de tipo t, por lo tanto:

∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

k!F(t,K)

σ(t)t!

cuenta todos los posibles diferenciales elementales que poseen todos los árboles crecientes
bicoloreados T , tales que τ(T ) = t y K(r) = j. Aśı:

yj(x) = yj0 +
∞∑

k=1




∑

T∈A↑[k]
K:[k]−→{1,2}

K(r)=j

∏

v∈T

f
(K(v))
i1 i2

(y0)




(x− x0)
k

k!

De donde deducimos que:

dkyj
dxk

(x0) =
∑

T∈A↑[k]
K:[k]−→{1,2}

K(r)=j

∏

v∈T

f
(K(v))
i1 i2

(y0)

es decir, la derivada k-ésima de yj se puede obtener sumando los diferenciales elementales
de todos los árboles bicoloreados crecientes de k vértices cuyas raices tienen color j.

Veamos a continuación, una tabla que muestra como obtener las derivadas de y1(x)
hasta la de tercer orden.
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y′1 y′′1 y′′′1

bc
1 f

(1)
00

bc

bc

2

1

f
(1)
10 f

(1)
00

b

bc
1

2
f
(1)
01 f

(2)
00

bc

b b

1

2 3 f
(1)
02 f

(2)
00 f

(2)
00

bc

b bc

1

2 3 f
(1)
11 f

(2)
00 f

(1)
00

bc

b

b

1

2

3

f
(1)
01 f

(2)
01 f

(2)
00

bc

b

bc

1

2

3

f
(1)
01 f

(2)
10 f

(1)
00

bc

bc b

1

2 3 f
(1)
11 f

(1)
00 f

(2)
00

bc

bc bc

1

2 3 f
(1)
20 f

(1)
00 f

(1)
00

bc

bc

b

1

2

3

f
(1)
10 f

(1)
01 f

(2)
00

bc

bc

bc

1

2

3

f
(1)
10 f

(1)
10 f

(1)
00

Junto a cada árbol de la tabla de arriba vemos su respectivo diferencial elemental,

recordando que f
(j)
i k−i =

∂kf (j)

∂yk−i
2 ∂yi1

, obtenemos que las primeras tres derivadas de y1 son:

y′1 =f
(1)(y1, y2)

y′′1 =f (1)∂f
(1)

∂y1
+ f (2)∂f

(1)

∂y2

y′′′1 =f (1)

(
∂f (1)

∂y1

)2

+ f (2)∂f
(1)

∂y1

∂f (1)

∂y2
+
(
f (1)
)2 ∂2f (1)

∂y21
+ f (1)f (2) ∂

2f (1)

∂y2∂y1

+ f (1)∂f
(1)

∂y2

∂f (2)

∂y1
+ f (2)∂f

(1)

∂y2

∂f (2)

∂y2
+ f (1)f (2) ∂

2f (1)

∂y1∂y2
+
(
f (2)
)2 ∂2f (1)

∂y22

Si quisieramos hallar la cuarta derivada de y1, habŕıa que hacer incidir el vértice 4
sobre los árboles con los cuales se obtuvo la tercera derivada, de los dos colores posibles y
sobre cada uno de los vértices existentes, esto nos daŕıa un total de 48 árboles diferentes,
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es decir, la cuarta derivada de y1 tiene 48 términos.

4.1.1. El caso univariado

En el caso univariado tenemos y′2 = f (2)(y1, y2) = u(y2) en donde u es una función que
depende únicamente de la variable y2. De este modo, al calcular las derivadas parciales
de f (2) con respecto a y1 estas se anularán y los únicos términos distintos de cero en la
solución anaĺıtica de y2 son aquellos en los cuales se deriva respecto a y2. En términos de
árboles esto quiere decir que todo árbol con al menos un vértice de color blanco tendrá di-
ferencial elemental nulo.

La fórmula que describe el proceso de derivación en una variable usando árboles es:

y
(k)
2 =

∑

T∈A↑[k]

∏

v∈T

u(i(v))(y2)

en donde i(v) es la cantidad de hijos que tiene el vértice v y u(i(v)) es la derivada de órden
i(v) de la función u.

En el caso univariado, el producto:

∏

v∈T

u(i(v))(y2)

es el diferencial elemental de u asociado al árbol T .

A continuación, se presenta una tabla en la cual se observa la construcción de los
árboles crecientes necesarios para hallar las primeras cuatro derivadas de y2:
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y′2 y′′2 y′′′2 y
(4)
2

b
1 u

b
1

u′u
b 2

b
1

u′′uu

b2

b
1

u′u′ub 2

b3

b3

b
1

u′′′uuu

b2
b

3

b
1

u′′u′uub2 b3

b
1

u′′uu′ub2 b3

b4

b
4

b
4

b
1

u′u′′uub 2

b
3

b
1

u′u′u′u
b 2

b3

b
1

u′′u′uub2 b4

b
3

b4

b 4

De este modo, las primeras cuatro derivadas de y2 son:

y′2 = u(y2)

y′′2 = u′(y2)u(y2)

y′′′2 = u′′(y2)u
2(y2) +

(
u′(y2)

)2
u(y2)

y
(4)
2 = u′′′(y2)u

3(y2) + 4u′′(y2)u
′(y2)u

2(y2) +
(
u′(y2)

)3
u(y2)

Análogamente al caso bivariado, si quisiéramos hallar la quinta derivada de y2 a partir
de la cuarta, es necesario tomar el vértice 5 y hacerlo incidir sobre cada uno de los vértices
de los seis árboles con los cuales obtuvimos la cuarta derivada, esto nos daŕıa un total de
24 posibilidades diferentes.
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En conclusión, el desarrollo en serie de Taylor de la solución de un PVI univariado es:

y(x) = y0 +
∞∑

n=1


 ∑

T∈A↑[n]

∏

v∈T

ui(v)(y0)


 (x− x0)

n

n!
(4.4)

Veamos a continuación algunos ejemplos de como usar la fórmula (4.4) para hallar la
solución de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 4.1.

Resolver el problema de valor inicial:
{
y′ = y

y(x0) = y0

Solución:

En este caso f(y) = y, de donde f ′(y)y′ = y′ y finalmente f ′(y) = 1. Esto nos dice que
f (k) = 0 si k ≥ 2, por lo tanto

∏
v∈T f

(i(v)) = 0 si y solo si el árbol T tiene al menos un
vértice con 2 o más hijos. De esta manera, los únicos árboles que no anulan al diferencial
elemental son las cadenas, es decir:

b b

b

b b

b

b b

b

b

1

2

3

4

1 1 1

2 2

3

De la condición inicial obtenemos:

f(y(x0)) = f(y0) = y0

Aśı, la serie de Taylor de la solución del PVI dado es:

y(x) =y0 + f(y0)(x− x0) + f ′(y0)f(y0)
(x− x0)

2

2!

+ (f ′(y0))
2f(y0)

(x− x0)
3

3!
+ (f ′(y0))

3f(y0)
(x− x0)

4

4!
+ · · ·

=y0 + y0(x− x0) + y0
(x− x0)

2

2!
+ y0

(x− x0)
3

3!
+ y0

(x− x0)
4

4!
+ · · ·

=y0e
x−x0
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Ejemplo 4.2.

Resolver el problema de valor inicial:
{
y′ = y2 + 1

y(0) = 0

Solución:

Tenemos que f(y) = y2 + 1, de donde:

f ′(y) = 2y y f ′′(y) = 2

y de manera análoga al ejemplo anterior concluimos que f (k) = 0 si k ≥ 3. Esto nos
dice que los árboles que tengan al menos un vértice con 3 o más hijos tendrán diferencial
elemental nulo.

Por la condición inicial tenemos:

f(y(0)) = f(0) = 1

f ′(y(0)) = f ′(0) = 0

f ′′(y(0)) = f ′′(0) = 2

La serie de Taylor de la solución queda:

y(x) =f(0)x+ f ′(0)f(0)
x2

2!
+
(
f ′′(0)f 2(0) +

(
f ′(0)

)2
f(0)

)x3
3!

+
(
4f ′′(0)f ′(0)f 2(0) +

(
f ′(0)

)3
f(0)

)x4
4!

+ · · ·

=x+ 2
x3

3!
+ · · ·

Dado que f ′(0) = 0 deducimos que los árboles que tengan al menos un vértice con un
solo hijo tendrán también diferencial elemental nulo, esto nos facilita el proceso de hallar
más términos de la serie de Taylor de la solución. Dado que tenemos tan pocos términos
de la solución de este PVI, hallemos el término de quinto grado.

Los árboles a considerar (y sus diferenciales) son:

b b
b

b

b

1
2 3

4 5
b b

b

b
b

1
2 4

3 5b
b

b
b

b

1
2 3

45 b
b

b
b

b

1
5 2

43

f (2)f (2)fff f (2)ff (2)ff f (2)f (2)fff f (2)f (2)fff

De donde:
y(5)(0) = 4

(
f ′′(0)

)2
f 3(0) = 16
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Aśı:

y(x) = x+ 2
x3

3!
+ 16

x5

5!
+ · · ·

Los únicos árboles cuyos diferenciales no se anulan son aquellos cuyos vértices internos
tienen 2 hijos, es decir, árboles binarios. Esto quiere decir que todos los términos de grado
par en la serie de Taylor serán nulos, pues es imposible construir un árbol binario con una
cantidad par de vértices.

Si se resuelve este ejemplo usando separación de variables se obtiene el resultado
y(x) = tan(x), es decir, la k-ésima derivada de la tangente evaluada en cero cuenta la
cantidad de diferentes árboles binarios planares crecientes con k vértices (planar significa
que se distinguen la izquierda de la derecha, es decir, el conjunto de hijos de un vértice
interno esta ordenado de izquierda a derecha). Este es un resultado razonadamente expli-
cado en [8] y [9] el cual se corresponde biyectivamente con permutaciones alternantes.

El coeficiente de grado 5 de la serie de Taylor de y nos dice que hay 16 árboles binarios
planares de 5 vértices, pero más arriba para hallar este coeficiente solo consideramos cuatro
árboles. Esto se debe a que en cada uno de estos árboles es posible ordenar de 4 maneras
diferentes los hijos de los vértices internos. A modo de ejemplo, a continuación volvemos
a presentar el primero de esos cuatro árboles y las otras tres maneras posibles de ordenar
los hijos de los vértices internos.

b b
b

b
b

1
2 3

4 5
b b

b

b
b

1
2 3

45
b b

b

b

b

1
23

4 5
b b

b

b
b

1
23

45

Nótese como se distingue izquierda de derecha.

Ejemplo 4.3.

Resolver el problema de valor inicial:
{
y′ = y3

y(x0) = y0

Solución:

Esta vez f(y) = y3, por lo tanto:

f ′(y) = 3y2 f ′′(y) = 6y f ′′′(y) = 6

De donde f (k) = 0 si k ≥ 4, es decir, los árboles que tengan al menos un vértice con 4
o más hijos tienen diferencial nulo.
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Por la condición inicial tenemos:

f(y0) = y30
f ′(y0) = 3y20
f ′′(y0) = 6y0

f ′′′(y0) = 6

Aśı:

y(x) =y0 + y30(x− x0) + 3y50
(x− x0)

2

2!
+
(
6y70 + 9y70

)(x− x0)
3

3!

+
(
6y90 + 72y90 + 27y90

)(x− x0)
4

4!
+ · · ·

=y0 + y30(x− x0) + 3y50
(x− x0)

2

2!
+ 15y70

(x− x0)
3

3!
+ 105y90

(x− x0)
4

4!
+ · · ·

Ejemplo 4.4.

Resolver el problema de valor inicial:

{
y′ = 1

1−y

y(x0) = y0

Solución:

f(y) =
1

1− y
, por lo tanto:

f ′(y) =
1

(1− y)2
f ′′(y) =

2

(1− y)3
f ′′′(y) =

6

(1− y)4

En general:

f (k)(y) =
k!

(1− y)k+1

Se puede observar que en este caso f es una función que puede ser derivada de manera
sucesiva y no se anula a partir de alguna derivada, lo cual no impone ningún tipo de
restricción sobre los diferenciales elementales de los árboles.
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Por la condición inicial:

f(y0) =
1

1− y0

f ′(y0) =
1

(1− y0)2

f ′′(y0) =
2

(1− y0)3

f ′′′(y0) =
6

(1− y0)4

De lo anterior se tiene que el diferencial elemental de f asociado a un árbol creciente
T con k vértices es: ∏

v∈T

i(v)!

(1− y)i(v)+1
=

1

(1− y)2k−1

∏

v∈T

i(v)!

Finalmente:

y(x) =y0 +
1

1− y0
(x− x0) +

1

(1− y0)3
· (x− x0)

2

2!

+

(
2

(1− y0)5
+

1

(1− y0)5

)
(x− x0)

3

3!

+

(
6

(1− y0)7
+

8

(1− y0)7
+

1

(1− y0)7

)
(x− x0)

4

4!
+ · · ·

=y0 +
1

1− y0
(x− x0) +

1

(1− y0)3
· (x− x0)

2

2!
+

3

(1− y0)5
· (x− x0)

3

3!

+
15

(1− y0)7
· (x− x0)

4

4!
+ · · ·

Si consideramos la condición inicial y(0) = 0 la serie de la solución queda:

y(x) = x+
x2

2!
+ 3

x3

3!
+ 15

x4

4!
+ · · ·

La solución de esta ecuación por separación de variables es y = 1−
√
1− 2x, es decir,

la derivada k-ésima de la función 1−
√
1− 2x evaluada en el cero cuenta la cantidad de

diferentes árboles planares crecientes con k vértices. Aśı:

y(k)(0) =
∑

T∈A↑[k]

∏

v∈T

i(v)!

el valor i(v)! cuenta la cantidad de maneras posibles de ordenar los hijos del vértice v,
por lo que la suma de arriba cuenta todas las formas posibles de ordenar los hijos de los
vértices internos de todos los árboles crecientes con k vértices.
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Ejemplo 4.5.

Resolver el problema de valor inicial:

{
y′ = ey

y(x0) = y0

Solución:

Tenemos:
f(y) = ey y f ′(y) = f ′′(y) = f ′′′(y) = ey

De la misma manera que en el ejemplo anterior, no hay ninguna restricción sobre los
árboles dado que f no se anula a partir de cierta derivada. Por condición inicial:

f(y0) = f ′(y0) = f ′′(y0) = f ′′′(y0) = ey0

Nótese que en este caso, el diferencial elemental de f asociado a un árbol creciente T
de k vértices es igual a eky. De este modo, la derivada k-ésima de y es igual a la cantidad
de árboles crecientes de k vértices multiplicado por eky.

Aśı:

y(x) =y0 + ey0(x− x0) + e2y0
(x− x0)

2

2!
+ 2e3y0

(x− x0)
3

3!

+ 6e4y0
(x− x0)

4

4!
+ · · ·+

∣∣∣A↑[k]
∣∣∣eky0 (x− x0)

k

k!
+ · · ·

Si consideramos la condición inicial y(0) = 0 entonces la solución de esta ecuación
diferencial usando separación de variables es y = ln

(
1

1−x

)
, y por lo tanto la cantidad de

árboles crecientes con k vértices es igual a la derivada k-ésima de y evaluada en cero.

Por otra parte, sabiendo que 1
1−u

=
∑∞

n=0 u
n, tenemos que:

ln

(
1

1− x

)
=

∫ x

0

1

1− u
du

=

∫ x

0

∞∑

n=0

undu

=
∞∑

n=0

∫ x

0

undu
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∞∑

n=0

∫ x

0

undu =
∞∑

n=0

xn+1

n+ 1

=
∞∑

n=1

xn

n

=
∞∑

n=1

(n− 1)!
xn

n!

Es decir, la serie generatriz de y es:

ln

(
1

1− x

)
=

∞∑

k=1

(k − 1)!
xk

k!

de donde, concluimos que: ∣∣∣A↑[k]
∣∣∣ = (k − 1)!

4.1.2. El caso no autónomo

El caso no autónomo es similar al caso bivariado, con la diferencia de que la solución
(y1, y2) de un PVI se puede escribir como (y1, y2) = (x, y), de este modo:

(y′1, y
′
2) = (1, y′) = (f (1)(x, y), f (2)(x, y))

Para simplificar la escritura haremos f (2) = f obteniendo:





y′ = f(x, y)

y1(x0) = x0

y2(x0) = y0

Como en este caso f (1)(x, y) = 1 entonces:

∂f (1)

∂x
= 0 y

∂f (1)

∂y
= 0

en términos de diferenciales elementales esto es f
(1)
10 = f

(1)
01 = 0, es decir, si un vértice

de color blanco tiene al menos un hijo, entonces su árbol tendrá diferencial elemental nulo.

Esto facilita el cálculo de las derivadas pues los vértices de color blanco necesariamente
deben ser hojas. En una sección anterior se mostró como usar árboles para hallar las
primeras 3 derivadas de y1, en este caso mostraremos las primeras 3 derivadas de y2 = y
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pues sabemos que cualquier derivada de y1 = x más allá de la de primer orden debe ser
nula.

y′ y′′ y′′′

b
1

f00
bc

b

2

1

f10

b

b
1

2 f01f00

b

b b

1

2 3 f02f00f00

b

b bc

1

2 3 f11f00

b

b

b

1

2

3

f01f01f00

b

b

bc

1

2

3

f01f10

b

bc b

1

2 3 f11f00

b

bc bc

1

2 3 f20

En la tabla anterior se usó el cambio f (2) = f y el hecho de que f
(1)
00 = 1. De este

modo las tres primeras derivadas de y son:

y′ =f(x, y)

y′′ =
∂f

∂x
+
∂f

∂y
f

y′′′ =
∂2f

∂x2
+ 2

∂2f

∂x∂y
f +

∂f

∂y
· ∂f
∂x

+

(
∂f

∂y

)2

f +
∂2f

∂y2
f 2

Un ejemplo de diferencial elemental de un árbol con una mayor cantidad de vértices
es:

b

b

b b

bc

bc

b

bc

1

2 3
4

56

7
8

f12f10f01f11f
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Finalmente, la serie de Taylor de la solución de un PVI no autónomo queda:

y(x) = y0 +
∞∑

n=1




∑

T∈A↑[k]
K:[k]−→{1,2}

K(r)=2

∏

v∈T

fi1i2(y0)




(x− x0)
n

n!

recordando que, todo árbol con al menos un vértice interno de color blanco tiene diferen-
cial elemental nulo.

Ejemplo 4.6.

Resolver el problema de valor inicial:

{
y′ = xey

2

y(x0) = (x0, y0)

Solución:

En este caso f(x, y) = xey
2
de donde:

∂f

∂x
= ey

2 ∂f

∂y
= 2xyey

2

∂2f

∂x2
= 0

∂2f

∂y2
= 2xey

2

+ 4xy2ey
2 ∂f 2

∂x∂y
= 2yey

2

De aqúı obtenemos que los árboles que tengan un vértice con al menos dos hijos de
color blanco tienen diferencial elemental nulo. Por la condición inicial:

f(x0) = x0e
y20 fx(x0) = ey

2
0 fy(x0) = 2x0y0e

y20

fxx(x0) = 0 fyy(x0) = 2x0e
y20 + 4x0y

2
0e

y20 fxy(x0) = 2y0e
y20

Aśı:

y(x) =y0 + x0e
y20(x− x0) +

(
ey

2
0 + 2x20y0e

2y20

)(x− x0)
2

2!

+
(
4x0y0e

2y20 + 2x0y0e
2y20 + 4x30y

2
0e

3y20 + 2x30e
3y20 + 4x30y

2
0e

3y20

)(x− x0)
3

3!
+ · · ·
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4.2. El método autónomo de Runge-Kutta de s eta-

pas

En esta sección usaremos la ecuación g = hL(f ◦ g) dada en [3] para estudiar el méto-
do de Runge-Kutta de s etapas considerando la serie de Taylor de f y expandiendo a g
como una serie con parámetro h. Luego, usando los resultados del caṕıtulo anterior de-
mostraremos que los coeficientes de g se pueden escribir en términos de árboles con cierta
configuración. Finalmente vemos como obtener las condiciones de orden de un método de
Runge-Kutta a través de los árboles.

John B. en [3] define el método de RK s etapas a través de s valores Y1, ..., Ys ∈ R
2

tales que:

Yi = y0 + h

s∑

k=1

aikf(Yk)

y la aproximación en x1 = x0 + h está determinada por:

y1 = y0 + h

s∑

k=1

bkf(Yk) ≈ y(x0 + h)

en donde f = (f (1), f (2)), y0 = (y
(1)
0 , y

(2)
0 ), y1 = (y

(1)
1 , y

(2)
1 ) y Yi = (Yi1, Yi2) para cada

i = 1, ..., s.

El método se puede reescribir como sigue:




Y11 Y12
Y21 Y22
...

...
Ys1 Ys2
y
(1)
1 y

(2)
1




=




y
(1)
0 y

(2)
0

y
(1)
0 y

(2)
0

...
...

y
(1)
0 y

(2)
0


+ h




a11 a12 · · · a1s 0
a21 a22 · · · a2s 0
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · ass 0
b1 b2 · · · bs 0







f (1)(Y1) f (2)(Y1)
f (1)(Y2) f (2)(Y2)

...
...

f (1)(Ys) f (2)(Ys)
f (1)(y1) f (2)(y1)




John B. en [3] organiza el método usando la siguiente tabla:

c1 a11 a12 · · · a1s
c2 a21 a22 · · · a2s
...

...
...

. . .
...

cs as1 as2 · · · ass
b1 b2 · · · bs

y si

A =




a11 a12 · · · a1s
a21 a22 · · · a2s
...

...
. . .

...
as1 as2 · · · ass
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el método es expĺıcito si A es una matriz triangular inferior con diagonal cero y c1 = 0.

Para j = 1, 2 definamos:

Gj =




Y1j
Y2j
...
Ysj
y
(j)
1




Si

Â =




a11 a12 · · · a1s 0
a21 a22 · · · a2s 0
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · ass 0
b1 b2 · · · bs 0




entonces Gj satisface la ecuación:

Gj = y
(j)
0 · 1+ hÂ




f (j)(Y1)
f (j)(Y2)

...
f (j)(Ys)
f (j)(y1)




(4.5)

donde 1 es la matriz columna de orden (s+ 1)× 1 cuyas entradas son todas iguales a 1.

Si cada f (j) admite un desarrollo de Taylor en un entorno abierto Uj de y0, digamos:

f (j)(w) =
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
(w1 − y

(1)
0 )i1

i1!

(w2 − y
(2)
0 )i2

i2!

entonces podemos elegir h lo suficientemente pequeño como para que:

Yi ∈ U1 ∩ U2, y1 ∈ U1 ∩ U2

y aśı:

f (j)(Yi) =
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
(Yi1 − y

(1)
0 )i1

i1!

(Yi2 − y
(2)
0 )i2

i2!

f (j)(y1) =
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
(y

(1)
1 − y

(1)
0 )i1

i1!

(y
(2)
1 − y

(2)
0 )i2

i2!



96

Si A = R
(s+1)×1, entonces A es una R-álgebra con el producto:




x1
x2
...
xs
xs+1




·




z1
z2
...
zs
zs+1




=




x1z1
x2z2
...

xszs
xs+1zs+1




Aśı tenemos que:




f (j)(Y1)
f (j)(Y2)

...
f (j)(Ys)
f (j)(y1)




=
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
(G1 − y

(1)
0 1)i1

i1!
· (G2 − y

(2)
0 1)i2

i2!

donde (Gj − y
(j)
0 1)ij consiste en multiplicar ij-veces la columna Gj − y

(j)
0 1 usando el pro-

ducto del álgebra A.

Una vez más sea F j(x1, x2) la serie formal en 2 variables dada por:

F j(x1, x2) =
∑

i1,i2≥0

f
(j)
i1 i2

(y0)
xi11
i1!

xi22
i2!

entonces la ecuación (4.5) se reescribe como:

Gj − y
(j)
0 1 = hÂF j(G1 − y

(1)
0 , G2 − y

(2)
0 ) (4.6)

Note que F j(G1 − y
(1)
0 , G2 − y

(2)
0 ) es una serie en h con coeficientes en A, por lo tanto

Gj − y
(j)
0 1 también es una serie en h con coeficientes en A. Es decir:

Gj − y
(j)
0 1 =

∞∑

k=1

g
(j)
k

hk

k!

con g
(j)
k ∈ A para todo k ≥ 1. Nuevamente la ecuación (3.7) nos dice que los coeficientes

de Gj − y
(j)
0 1 quedan expresados de la siguiente manera:

g
(j)
k =

∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

k!F(t,K)Λ(t)

σ(t)
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Para este caso:

Λ(•) = Â1 =




∑s
k=1 a1k∑s
k=1 a2k
...∑s

k=1 ask∑s
k=1 bk




y si t = B+(t1, t2, ..., tm), entonces Λ(t) = Â(Λ(t1) · Λ(t2) · · ·Λ(tm)). Finalmente:

Gj = y01+
∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)Λ(t)

σ(t)



hk

Sea Pi : R
(s+1)×1 −→ R la proyección en la i-ésima entrada y

Φi(t) = Pi(Λ(t))

De esta manera:

y
(j)
1 = Ps+1(Gj) = y

(j)
0 +

∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)Φs+1(t)

σ(t)



hk

y por lo tanto:

y1 = y0 +
∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=1
|t|=k

F(t,K)Φs+1(t)

σ(t)
,
∑

(t,K)
K(r)=2
|t|=k

F(t,K)Φs+1(t)

σ(t)



hk (4.7)

Teorema 4.1. Un método de Runge-Kutta tiene orden m si Φs+1(t) =
1

t!
para todos los

árboles t tales que |t| ≤ m.

Demostración.

Por la ecuación (4.3) tenemos que el desarrollo de Taylor de la solución anaĺıtica del
PVI es:
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yj(x) = yj0 +
∞∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)

σ(t)t!




(x− x0)
k

Para que un método de RK sea de orden m se debe cumplir que la serie de Taylor de
la aproximación coincida con la de la solución hasta el término de orden m, es decir, se
debe cumplir que:

yj0 +
m∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)

σ(t)t!




(x− x0)
k = y

(j)
0 +

m∑

k=1




∑

(t,K)
K(r)=j
|t|=k

F(t,K)Φs+1(t)

σ(t)



hk

Como h = x − x0, esta igualdad se cumple si y solo si Φs+1(t) =
1

t!
para todos los

árboles t tales que |t| ≤ m.

4.3. Interpretación arbórea de Φi(t)

Note que si t = B+(t1, . . . , tl) entonces:

Λ(t) = Â
(
Λ(t1) · · ·Λ(tl)

)

=




a11 a12 · · · a1s 0
a21 a22 · · · a2s 0
...

...
...

...
b1 b2 · · · bs 0







∏l
p=1 Φ1(tp)∏l
p=1 Φ2(tp)

...∏l
p=1 Φs+1(tp)




De donde:

Φi(t) =
s∑

j=1

aij

l∏

p=1

Φj(tp) si 1 ≤ i ≤ s

Φs+1(t) =
s∑

j=1

bj

l∏

p=1

Φj(tp)

Esto da cabida al siguiente lema:
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Lema 4.1. Sea T un árbol cuyos vértices están dados por un conjunto de ı́ndices V . Sea
r ∈ V la ráız de T , t = τ(T ) y E el conjunto de lados de T . Entonces:

Φi(t) =
∑

v∈V
1≤v≤s

air
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2 si 1 ≤ i ≤ s

Φs+1(t) =
∑

v∈V
1≤v≤s

br
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

en donde v2 es hijo de v1.

Demostración.

Para el caso 1 ≤ i ≤ s. Si t = • entonces:

Φi(•) =
s∑

j=1

aij

= ai1 + ai2 + · · ·+ ais

=
∑

v∈V
1≤v≤s

air
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

en este caso como E es un conjunto vaćıo el producto
∏

{v1,v2}∈E
av1,v2 es igual a 1.

Si t =
b

b

r k
entonces:

Φi(t) =
s∑

r=1

airΦr(•)

=
s∑

r=1

air

s∑

k=1

ark

=
∑

1≤r,k≤s

airark

=
∑

v∈V
1≤v≤s

air
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

Si |t| = n asumamos como verdadero que:

Φi(t) =
∑

v∈V
1≤v≤s

air
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2
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Ahora bien, si |t| = n + 1, t = B+(t1, . . . , tl) y para cada p = 1, . . . , l, rp y Ep son
respectivamente la ráız y el conjunto de lados de tp, tenemos:

Φi(t) =
s∑

j=1

aij

l∏

p=1

Φj(tp)

=
s∑

j=1

aij

l∏

p=1

∑

v∈Vp

1≤v≤s

ajrp
∏

{v1,v2}∈Ep

av1,v2

=
s∑

j=1

aij
∑

v∈V−{j}
1≤v≤s

∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

=
∑

v∈V
1≤v≤s

aij
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

=
∑

v∈V
1≤v≤s

air
∏

{v1,v2}∈E

av1,v2

Para el caso i = s+ 1 la prueba es análoga a la anterior cambiando aij por bj.

Para entender como usar este lema veamos un ejemplo para orden 3:

Φs+1

( )
=

∑

1≤r,j,k≤s

brarjark r

k j

T=

Φi

( )
=

∑

1≤r,j,k≤s

airarjark r

k j

T=

A continuación se muestra una tabla en la cual se expresa Φs+1(t) para |t| ≤ 5.
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|t| T Φs+1(t) t!
1 b

b
b

b
b

b

b
b

b

b
b

bb

b
b

b

b

b
b

b

b

b
b

b

b

b
b

bb b

b
b

bb
b

bb
b

b
b

b
b

b

b
b

b
b

b

bb

b
b

bb

b

b
b

b b
b

b
b

b b

b

b
b
b
b
b

r

j

k

l

m

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

j

j

j

j

j

j

j

j

j

k

k

k

k

k

k

k

k

k

l

l

l

l

l

l

l

l

l

m

m

m

m

m

m

m

m

r

r

r

r

r

j

j

j

j

j

j

k

k

k

k

k

l

l

l

r

∑
1≤r≤s

br 1

2
∑

1≤r,j≤s

brarj 2

3
∑

1≤r,j,k≤s

brarjark 3

3

∑
1≤r,j,k≤s

brarjajk 6

4

∑
1≤r,j,k,l≤s

brarjarkarl 4

4

∑
1≤r,j,k,l≤s

brarjarkakl 8

4
∑

1≤r,j,k,l≤s

brarjajkajl 12

4

∑
1≤r,j,k,l≤s

brarjajkakl 24

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjarkarlarm 5

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjarkarlalm 10

5
∑

1≤r,j,k,l,m≤s

brarjarkaklakm 15

5
∑

1≤r,j,k,l,m≤s

brarjarkaklalm 30

5
∑

1≤r,j,k,l,m≤s

brarjarkajlakm 20

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjajkajlajm 20

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjajkajlalm 40

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjajkaklakm 60

5

∑
1≤r,j,k,l,m≤s

brarjajkaklalm 120
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La tabla de arriba sirve para establecer las condiciones de orden para un método de
Runge-Kutta impĺıcito de s etapas y hasta de orden 5. Por ejemplo, un método de orden
4 con 3 etapas queda:

∑

1≤r≤3

br = 1

∑

1≤r,j≤3

brarj =
1

2

∑

1≤r,j,k≤3

brarjark =
1

3

∑

1≤r,j,k≤3

brarjajk =
1

6

∑

1≤r,j,k,l≤3

brarjarkarl =
1

4

∑

1≤r,j,k,l≤3

brarjarkakl =
1

8

∑

1≤r,j,k,l≤3

brarjajkajl =
1

12

∑

1≤r,j,k,l≤3

brarjajkakl =
1

24

El cual tiene infinitas soluciones y es de dif́ıcil resolución, razón por la cual no daremos
detalle de estos en este trabajo.

El método más usado es el expĺıcito ya que este reduce la cantidad de variables en el
sistema. A continuación lo desarrollamos con más detalle.

4.4. Método expĺıcito de Runge-Kutta autónomo

Para empezar asumamos que:
s∑

j=1

aij = ci (4.8)
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Como en un método expĺıcito la tabla de Butcher tiene la forma:

0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cs as1 as2 · · · ass−1

b1 b2 · · · bs−1 bs

entonces dado que aij = 0 si j ≥ i podemos afirmar que:

ci =
i−1∑

j=1

aij

Esto también introduce una restricción a la hora de calcular Φs+1 de un árbol T , pues
varias de las combinaciones posibles de los ı́ndices hacen que los términos de la sumatoria
sean nulos. Por ejemplo, el término que corresponde al árbol:

b
b

b

b

2
3 1

1

es b2a23a21a11 = 0.

Los términos que no se anulan son aquellos en los cuales todos los caminos que van
desde la ráız hasta una hoja son estrictamente decrecientes (recordando que las etiquetas
de los vértices pueden repetirse), por ejemplo, al árbol:

b
b

b

b

2
4

2

1

le corresponde el término b4a42a42a21 6= 0.

En general:

Φs+1


 b

b
b

b

j
r

k

l

 =

∑

1≤r≤s
j,k<r
l<k

brarjarkakl

Esto permite concluir, que si se desea que un método de Runge-Kutta expĺıcito sea de
orden p entonces es necesario que tenga como mı́nimo p etapas. Pues, por ejemplo, si se
quisiese un método de orden 4 con 3 etapas entonces:

Φs+1

(
b
b

b

b r
jk

l
)

=
∑

1≤r≤3
r>j>k>l

brarjajkakl = 0
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pues para 1 ≤ r ≤ 3 no existe etiquetamiento para el árbol tal que el camino desde la ráız
hasta la hoja sea estrictamente decreciente, y según el teorema (4.1) se debe cumplir que:

0 = Φs+1

(
b
b

b

b r
jk

l
)

= t! =
1

24

lo cual es una contradicción.

Asi pues, para un método de Runge-Kutta expĺıcito de cuarto orden y de 4 etapas,
según la ecuacion (4.8) y el teorema (4.1) obtenemos que las condiciones de orden son:

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43

b1 + b2 + b3 + b4 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 =

1

3

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 =

1

4

b3c2a32 + b4(c2a42 + c3a43) =
1

6
(4.9)

b3c
2
2a32 + b4(c

2
2a42 + c23a43) =

1

12
(4.10)

b3c2c3a32 + b4(c2a42 + c3a42)c4 =
1

8

b4c2a32a43 =
1

24

las cuales son las mismas que obtuvimos en el primer caṕıtulo.

En general, si se desea que un método de Runge-Kutta sea de orden p con s etapas, la
cantidad de condiciones de orden que se obtienen a partir de árboles es igual a la cantidad
de tipos de árboles con a lo sumo p vértices y la cantidad de variables del sistema es
Ms = s(s+1)

2
. En [5] John B. presenta la siguiente tabla donde muestra la cantidad de
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condiciones y de variables para ciertas combinaciones de orden y etapas:

p Np s Ms

1 1 1 1
2 2 2 3
3 4 3 6
4 8 4 10
5 17 6 21
6 37 7 28
7 115 9 45
8 200 11 66

donde Np es la cantidad de condiciones de orden.

4.5. Métodos expĺıcitos de cuarto y quinto orden

En esta sección, a modo de conclusión, presentamos el estudio de los métodos de
Runge-Kutta de cuarto y quinto orden usando la teoŕıa de árboles tal como los presenta
John B. en [3].

4.5.1. Métodos de cuarto orden

El trabajo más importante sobre los métodos de cuarto orden fue realizado por Kutta
en 1901. Ah́ı, Kutta encuentra varias familias de métodos de las cuales solo considerare-
mos una en detalle. Empezamos con la tabla:

0
1

2

1

2
1

2

1

2
− a32 a32

1 1− a42 − a43 a42 a43
1

6

2

3
− b3 b3

1

6

Esta tabla cumple con las condiciones de orden que corresponden a los siguientes
árboles:

b
b

b

b

b b b

b

b b
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Por lo que aún quedan por cumplirse las que corresponden a los siguientes:

b

b

b

b

b b b

b bb

b

b

b

b

b

Si tomamos las ecuaciones (4.9) y (4.10) de las condiciones de orden, las restamos y
despues despejamos a4j, obtenemos que en un método de cuarto orden con 4 etapas es
necesario que:

a4j = b−1
4

(
bj(1− cj)−

∑

i<4

biaij
)

Sustituyendo esto en la tabla obtenemos:

0
1

2

1

2
1

2

1

2
− a32 a32

1 6b3a32 − 1 2− 3b3 − 6b3a32 3b3
1

6

2

3
− b3 b3

1

6

Con lo que ahora se satisfacen las condiciones de orden de estos tres árboles:

b

b

b

b bb

b

b

b

b

b

La condición restante es:

b3c2c3a32 + b4(c2a42 + c3a42)c4 =
1

8

la cual se reduce a:

b3(1− a32) =
1

6

Sustituyendo a32 = 1− 1

6b3
el método queda:
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0
1

2

1

2
1

2

1

6b3
− 1

2
1− 1

6b3
1 6b3 − 2 3− 9b3 3b3

1

6

2

3
− b3 b3

1

6

Y el valor b3 6= 0 queda a disposición. Si se tomara b3 = 1
3
se obtiene el método de

Runge-Kutta de cuarto orden clásico, propuesto por Kutta en 1901.

4.5.2. Un método de orden 5

En [3] Butcher propone el siguiente método de orden 5:

0

1

10

1

10
1

5

11

260

41

260
3

10
− 3

170

63

340

9

68
3

4

13035

544
−75447

1088

9009

136
−1287

64

1 −165709

918

733747

1326
−638689

1122

32053

162
− 5320

11583
5

54
0 0

250

567

32

81

1

14

Este método satisface las 17 condiciones de orden dadas por los árboles mostrados en
la sección anterior.

El procedimiento expuesto en este trabajo para la obtención de las condiciones de
orden de un método de Runge-Kutta autónomo puede ser extendido al caso no autónomo,
usando una construcción similar a la aqúı mostrada, es decir, reescribiendo el método
como un producto de matrices se obtiene que las condiciones de orden vienen dadas por
árboles. Dicho caso se encuentra fuera de los objetivos de este trabajo, razón por la cual
no será desarrollado en detalle.
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