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Resumen

Este trabajo presenta una interpretacion alternativa de lo publicado por John Butcher
en [3]. En dicha publicacién Butcher resefia el rol que cumplen los drboles en la teoria
de los métodos de Runge-Kutta al resolver la ecuacién implicita g = yo + hL(f o g). En
este trabajo resolvemos dicha ecuacion usando la teoria de series formales presentada por
Miguel Méndez en [8] la cual nos permite expresar su solucién en términos de arboles
con cierta configuracion. Esta interpretacion da paso a la obtencién de la serie de Taylor
de la solucién de un problema de valor inicial auténomo y la serie de Taylor de un paso
para un método de Runge-Kutta. Posteriormente, al comparar ambas series se obtienen
las condiciones de orden para el método de Runge-Kutta en términos de arboles.



Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son un area de particular interés en el estudio del céalculo
debido a su amplia utilidad en la resolucion de problemas en las areas de ingenieria y
fisica. Sin embargo, muchas de las ecuaciones diferenciales de importancia practica no
pueden ser resueltas usando métodos analiticos del calculo, haciendo vital el desarrollo de
métodos alternativos que permitan obtener soluciones para estos problemas.

Estos métodos se basan sobre la consideracion de que un problema de valor inicial

tiene por solucién a la funcion y, la cual puede ser aproximada alrededor de xy usando su
desarrollo en serie de Taylor
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El primero de estos métodos fue desarrollado por Euler y a pesar de ser un
método sencillo de aplicar sufre de ser muy poco preciso al obtener varias aproximaciones
sucesivas. El método de Euler fue mejorado por Heun, y posteriormente Runge (1895) y
Kutta (1901) idearon un método mucho més preciso para aproximar la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria con valor inicial. Desde entonces los métodos explicitos de
Runge-Kutta han sido ampliamente utilizados para la resoluciéon de estos problemas.

En el estudio de estos métodos aparece un conjunto de condiciones algebraicas que
debe satisfacer para ser de un orden determinado. Estas condiciones algebraicas
pueden ser escritas como un conjunto de ecuaciones en donde el lado izquierdo son ciertos
polinomios en los coeficientes del método y el lado derecho son ciertos niimeros racionales.

Es posible interpretar las ecuaciones diferenciales desde un contexto combinatorio,
los grafos permiten representar conexiones entre diversos objetos de manera arbitraria.
Entre ellos aparecen los arboles como un tipo especial de grafo que permite jerarquizar
las conexiones entre objetos de manera recursiva. Arthur Cayley en [10] utiliza la estruc-
tura de arboles crecientes para hallar las derivadas de composicion de funciones. Otros



investigadores han trabajado usando el mismo principio de Cayley, entre ellos A. Joyal,
F. Bergeron y G. Labelle en los anos 80 introducen en varios trabajos una técnica combi-
natoria de la derivada para la comprension de las operaciones conjuntisticas o combina-
torias que estan detras de las operaciones usuales entre series formales. Posteriormente,
Leroux y Viennot dieron una interpretacién combinatoria general a la solucién de una
ecuacion diferencial auténoma en términos de arboles crecientes. M. Méndez en [8] hace
un refinamiento de varios de estos trabajos que conciernen al calculo diferencial y a la
resolucién de ecuaciones diferenciales. Usando estas herramientas obtenemos los coeficien-
tes de la serie de Taylor de la solucion de problemas auténomos y no auténomos.

J. Butcher es un matematico neozelandés que se especializa en métodos numéricos
para la resolucién de ecuaciones diferenciales, en [3] resefia el rol que cumplen los arboles
en la teoria de los métodos de Runge-Kutta. En este trabajo, se presentan las ideas de
Butcher en dicha publicacion, es decir, como utilizar la teoria de arboles para obtener
las condiciones de orden para los métodos de Runge-Kutta y posteriormente se presentan
ejemplos de cuarto y quinto orden.

En el primer capitulo se cubren los aspectos preliminares hablando de manera re-
sumida sobre el teorema de Taylor en una y dos variables, asi como también la teoria
de ecuaciones diferenciales y los métodos numéricos mas comunes que permiten hallar
aproximaciones a sus soluciones. En el segundo capitulo se introduce la teoria de grafos,
haciendo énfasis en los arboles como un tipo particular de grafo de especial importancia,
asi como varios resultados vitales para obtener los resultados importantes de este traba-
jo. En el tercer capitulo se presenta la teoria de series formales usando la interpretacion
dada por Méndez en [8], esta interpretaciéon no funtorial permite entender las operaciones
entre series formales desde un punto de vista combinatorio, es decir, como conjuntos con
ciertas configuraciones. En el cuarto capitulo usamos la ecuacion implicita presentada por
J. Butcher en [3]:

g=1yo+hL(fog)

en donde g es una funcién de variable real continua en [0, 1], f es una funcién a variable real
que satisface la condicién de Lipschitz, L es un operador lineal definido sobre el espacio
de las funciones continuas cuyo dominio es [0,1] y A € (0,1). Nuestra técnica consiste
en reescribir y resolver esta ecuacién considerando la serie de Taylor de f y expandiendo
a ¢ como una serie formal con parametro h. Utilizando los resultados de los capitulos 2
y 3 demostramos que los coeficientes de g pueden escribirse en términos de arboles con
cierta configuraciéon. Como caso particular, se pueden obtener simultaneamente la serie
de Taylor de la solucién de un problema auténomo y la serie de Taylor de un paso para
un método de Runge-Kutta. Comparando ambas series se determinan las condiciones de
orden sobre los coeficientes de un método de Runge-Kutta, las cuales estan totalmente
caracterizadas por la estructura de los arboles.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teorema de Taylor

Sabemos que la recta tangente, como la mejor aproximacion lineal a la grafica de
f en las cercanfas del punto de tangencia (zo, f(x¢)), es aquella recta que pasa por el
mencionado punto y tiene la misma pendiente que la curva en ese punto, lo que hace que
la recta tangente y la curva sean practicamente indistinguibles en las cercanias del punto
de tangencia. Graficamente podemos observar que la curva se acerca “suavemente” a la
recta en este entorno, de tal manera que “de todas las rectas que pasan por el punto, es
esta recta la que mas se parece a la curva cerca del punto”.

Como observamos en la figura anterior, si x se encuentra “lejos” de xg, la recta tangen-
te ya no funciona como aproximador. Parece pues natural preguntarnos por otra funcion
(no lineal) que sirva a nuestros propositos. La recta tangente es un polinomio de grado 1,
el mas sencillo tipo de funciéon que podemos encontrar, por lo que podemos tratar de ver
si es posible encontrar un polinomio de grado dos que nos sirva para aproximar nuestra
funcién en un rango mas grande que la recta tangente.
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Veamos que sucede si en lugar de aproximarnos con una recta tratamos de hacerlo
con una parabola, es decir tratemos de encontrar de todas las parabolas que pasan por
(x0, f(z0)), la que mejor aproxima a la curva, es decir tratemos de encontrar “la parédbola
tangente”.

Naturalmente a esta pardbola P(z) = a + b(z — xg) + c¢(x — x)? debemos pedirle
que pase por el punto, que tenga la misma inclinacién (primera derivada) y la misma
concavidad que la pardbola (segunda derivada), es decir debemos pedirle:

P(xo) = f(w0)
P'(z0) = f'(0)
P"(z0) = f"(20)

Como P(zg) = a, P'(xg) = b, P"(xg) = 2¢, concluimos que:

a=flw) . b=fla0) . =1 /x)

quedando la ecuacién de la parabola que mejor aproxima a la curva en las cercanias
de (xo, f(z0)), como:

f// (mo)
2

P(z) = f(xo) + f'(zo)(x — wo) + (x — o)

En la figura que sigue, observamos graficamente los tres sumandos de la expresion
de la parabola tangente. Los dos primeros nos dan la altura sobre la recta tangente y
anadiéndole el tercero nos da la altura sobre la parabola tangente.
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Error de aproximacion

f (2:60) (37 _ xg)

f'(@o)(z — o)

f(z0)

El Teorema de Taylor permite obtener aproximaciones de una funciéon k veces dife-
renciable en un entorno de cierto punto a través de un polinomio de Taylor de grado k,
ademas el teorema permite acotar el error obtenido en dicha estimacion.

1.1.1. Teorema de Taylor en una variable

La versién del Teorema de Taylor en una variable que se presentara a continuacion fue
obtenida de la guia de cdlculo diferencial escrita por los profesores Bruzual y Dominguez
para la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela [6].

Teorema 1.1. Teorema de Taylor en una variable

Sea f : |a,b] — R una funcion tal que las primeras n derivadas f, f', ... f™) estdn
definidas en [a,b] (n un entero positivo).

Sean xo y x distintos puntos del intervalo |a,b] y sea

n—1 (k) o .
Pty =3 T )

(x — xo)" (1.1)

Demostracion.
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Es facil comprobar que P%)(xq) = f%*)(24) para k = 0,1,...n — 1. Consideremos a
como un punto fijo de R.

Sea M € R dado por:
f(z) — P(x)
(x — xo)"

Sea g la funcién de variable ¢ definida por:

M =

Derivando g con respecto a t se tiene:
g(t) = f'(t) = P'(t) = nM(t — zo)" "
Como P'(zg) = f'(x¢) obtenemos que ¢'(z) = 0. Si seguimos derivando g obtenemos:
g Bty = fP @) = PO@) —n(n—1)...(n — k+ 1)M(t — z)" "
Usando que P%¥)(zy) = f*)(xy) para k = 0,1,...n — 1 conseguimos:

9(x0) = ¢'(x0) = -+ = g" () =0

Por la forma en que se escogié M se tiene que g(x) = 0, del teorema de Rolle se obtiene
que existe x; entre xy y x tal que:
g'(z1) =0

Como ¢'(xg) = 0 entonces por teorema de Rolle existe x5 entre av y 2 tal que:
g"(22) =0

Asi sucesivamente, después de n pasos concluiremos que:
9" (wq) =0

para algin x,, entre xg y z,_1. Pero z, también esta entre xy y x. Tomemos ¢ = z,,, para
a <t < b tenemos:
P™(t) =0

y por lo tanto:
g (E) = £ (1) — i

Luego:

f(e) —nIM =0
De donde:
f(c)

n!

M =
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El polinomio

N f(k)
Py(x) = Z f—|(x — )k

se conoce como polinomio de Taylor de grado N de f alrededor de xg.
[

Definicién 1.1. Sea [a,b] un entorno de xy € R y sea f : [a,b] — R una funcion
infinitamente diferenciable en [a,b], la serie de potencias:

0 £(n)(y
> ! n(| o) (z — 20)"

es conocida como la expansion en serie de Taylor de la funcion [ alrededor de xq.

Ejemplo 1.1. Aproximacion de funciones utilizando el teorema de Taylor

Usando el teorema de Taylor calcule una aproximacion de cuarto grado de la funcion
seno alrededor del origen.

Solucién:
Sabiendo que f(z) = sen(z) solo es necesario emplear la expresion (1.1) para obtener

la aproximacion deseada. Como se quiere una aproximacion de cuarto orden tomamos
n = 5. Ahora bien:

O () = cos(x)
De donde:
P(z) = sen(zo) + cosl(!!l?o) (2 — 20)} — Sen2(!$0) (z — 20)?
B COS?E!%) (2 — o)? sen4(!x0) (2 — 1:0)4

donde zy = 0 pues la aproximacion deseada es alrededor del origen.

Asi:

Y finalmente:
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El polinomio P(z) corresponde al polinomio de Taylor de cuarto grado que aproxima
a la funcién seno alrededor del origen, mientras que el iltimo término de la ecuacion
anterior corresponde al error de aproximacion, donde ¢ es un valor entre 0 y .

En la préxima figura se puede apreciar en color rojo la grafica de sen(z) y en color azul
su aproximacion alrededor del origen P(x) que obtuvimos utilizando el teorema de Taylor.

15

051 B
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3

1.1.2. Teorema de Taylor en dos variables

La versién del Teorema de Taylor en dos variables que se presentard a continuacion fue
obtenida de la gufa de célculo diferencial en varias variables escrita por los profesores Bru-
zual y Dominguez para la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezuela [7].

En el caso de dos variables, sea (zg,y0) € R? y r > 0, supongamos que tenemos una
funcién de clase C?:

[+ B((zo,%0),7) = R
Sea (hy, hy) € R? tal que |[(hy, )| < ry, para t € [0, 1] sea:

o(t) = f((zo,y0) + t(h1, h2))

Entonces ¢ es una funcién de clase C?, ahora bien, por regla de la cadena tenemos:

(1) =hn 2L (w0, o)+t 1)) + ha 2L (w0, yo) + £, b))

Ox dy
1(6) =122 (o) + thn, 1)) + 2haa-d (0, o) + (s, )
¥ 2 2o, Yo 1,102 1 28x8y 2o, Yo 1,12

20 f
+ h2a—y2(($07 Yo) + t(h1, ha))
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para todo t € [0, 1].

Aplicando el teorema de Taylor en el caso n = 2 a ¢ obtenemos que existe £ € [0, 1]
tal que:

p(1) = 9(0) + #(0) + 50"(6) (12)
Si (¢, d) = (zo,y0) +&(h1, he) tenemos que (¢, d) € B((xo,40),7) y de (1.2) obtenemos:
f(xo + ha,yo + ha) =f (0, 90) + hl%((xo, Yo)) + hzg—i((%, Y))

of

0xdy 2 0y

f
<m82(<@+2mm

82
(c,d) + h3 f( d)) (1.3)
Si suponemos que f es de clase C", obtenemos que ¢ es también de clase C*, por lo
tanto podemos considerar los andlogos de (1.2) y (1.3) pero derivando hasta el orden n.
Esto nos lleva a una generalizacién del teorema de Taylor para funciones de dos varia-
bles. Esta generalizacion la vamos a describir a continuacion sin demostraciones rigurosas.

Sea f una funcién de clase C", notemos que las derivadas parciales de orden k (k < n)
son de la forma:

ok f B ok=3 9i f
Oyk=idxi — Oyk—i O
como [ es de clase C" entonces el orden de derivacién es irrelevante y es posible agrupar
las derivadas de manera conveniente.

k
fy =

Definicién 1.2. Sean (zo,yo) € R?* y D C R? un entorno de (xo,yo), sea f : D — R
una funcion de clase C" en D, el polinomio de Taylor en dos variables de f de grado N
alrededor de (x9,yo) es el polinomio:

Pn(z,y) =f(x0,%0) + %((m — 20) f(20, yo) + (¥ — vo) fy (2o, yo))

21| ((l‘ - ‘1'0) fzx(moﬂ yO) + 2(1‘ - Q?o)(y yO)fxy (y - yO)nyy(x[)a ?/0))

(3 )@ = 0¥ = P12 54
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Teorema 1.2. Teorema de Taylor en dos variables

Sea D C R? un abierto y sea f : D — R una funcion de clase CN*L, sean
(w0, 90), (x,y) € R? tales que el segmento que los une esta contenido en D. Entonces
existe un punto (¢,d) € D tal que:

) = Py(eas) + G 2 (N,j 1) (2 — o)y — o) VHI 1 N4, a)

Ejemplo 1.2. Polinomio de Taylor en dos variables

Sea f(x,y) = /1 + 22 + y? calcularemos el polinomio de Taylor de grado 2 alrededor
de (0,0).

Solucion:

Tenemos que:

T

Hen = e

Y
r,Y) = ———
fy( y) T+t 10
VIt + 2 —a2(1+ 22 + 922
fmm(xay): ( )

1+ 22 +y?
Fay(@,y) = —wy(1+ 2% + y*) 2
L+ 2%+ — 21+ a2+ %) 2

foy(T,y) = T+ 11
Luego:
f(0,0) =1
fm(ov()) =0, fy(070> =0
f22(0,0) =1, f.,(0,0) =0, f,,(0,0)=1
De donde:

1
Py(z,y) =1+ 5(932 + 97
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1.2. Ecuaciones diferenciales

El término ecuacién diferencial nos hace pensar en la solucién de una ecuacién que con-
tenga derivadas. Asi como en el algebra se busca resolver ecuaciones como
2> + 52 + 1 = 0 con la variable z, también es importante resolver ecuaciones diferen-
ciales como " + 2y’ + y = 0 para hallar la funcién y.

En el calculo se aprende que la derivada de la funcién y(z) es otra funcién que se
determina siguiendo las reglas apropiadas. En las ecuaciones diferenciales el problema es
“dada la ecuacién diferencial j—g = 2zy ;hay algin método por el cual podamos hallar
cudl es la funcién y(x)? ”

La teoria de ecuaciones diferenciales que sera presentada a continuacién fue obtenida
de la bibliografia publicada por Dennis G. Zill [1] y Boyce - DiPrima [2].

Definicién 1.3. Una ecuacion que contiene las derivadas de una o mds variables depen-
dientes con respecto a una o mas variables independientes se conoce como una ecuacion
diferencial.

Definicién 1.4. Cuando una funcion ® definida en algun intervalo I, se sustituye en una
ecuacion diferencial y transforma dicha ecuacion en una identidad, se dice entonces que
® es una solucion de la ecuacion en el intervalo I.

Ejemplo 1.3. Comprobacion de una solucion

z_

4 ., ., . .
Comprobar que y = 7 es solucién de la ecuacion diferencial.

dy _

1
xry?2
dx Y

Solucion:

Para comprobar la soluciéon basta con reescribir:

y comprobar si al sustituir Z—g y y la suma en efecto es cero.

Si calculamos la derivada de y tenemos:

dy _4:U3 a3

dr 16 4
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Sustituyendo en la ecuacién dada obtenemos:

dy a8 (m4>%
——I‘yQ:——(L‘ —_—

dx 4 16
3 x?
'y
s
T4 4
=0

, . 4 . . s . .
Asi, hemos obtenido que y = T es solucién de la ecuacién diferencial.

El estudio de las ecuaciones diferenciales es similar al calculo integral. En el célculo
integral al evaluar una integral indefinida se emplea una constante ¢ de integracién, de
la misma manera, al resolver una ecuacion diferencial de primer orden por lo general se
obtiene una constante arbitraria c. Si y(x) es una solucién de una ecuacién diferencial,
entonces para cualquier constante ¢, y(x) + ¢ es también una solucién de la ecuacién di-
ferencial. Una solucién con una constante arbitraria representa un conjunto de soluciones
que se conoce como familia monoparamétrica de soluciones. Esto quiere decir que una
ecuacion diferencial puede tener una cantidad infinita de soluciones que corresponden a
las elecciones ilimitadas del parametro ¢. Una solucién de una ecuacion diferencial que no
tiene parametro arbitrario se llama solucién particular. Por ejemplo, por sustitucion di-
recta se puede observar que toda funcién de la familia y = (%2 + c) satisface la ecuacién

qj4

del ejemplo 1.3. La solucién particular y = 5 corresponde a ¢ = 0, la siguiente figura

muestra algunas de las curvas solucién de esta familia.

>0

—c =0

—c <0

Si toda solucion de una ecuacion diferencial en un intervalo I se puede obtener partien-
do de una familia monoparamétrica, se dice entonces que la familia es la soluciéon general
de la ecuacion.

Antes de proceder con un andlisis mas detallado de las ecuaciones diferenciales es
importante destacar que un punto de vista geométrico es util para estudiar las ecuaciones
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diferenciales de la forma:

W ) (14)

Como la solucién de la ecuacion (1.4) es una funcién y = ®(x) la representaciéon
geométrica de una solucién es la grafica de una funcion. Se puede observar que en la
ecuacién (1.4), desde el punto de vista geométrico, se estd afirmando que en cualquier
punto (z,yo) la pendiente de la solucién en ese punto estd dada por f(xg, o). Esto pue-
de indicarse si se traza un pequeno segmento recto que pase por (xg,%p) con pendiente
f(zo,v0). La coleccién de todos esos segmentos rectos se conoce como campo direccional
de la ecuacién diferencial (1.4), el cual se puede observar si se trazan los segmentos en
algin conjunto representativo de puntos del plano. Hacer esto de manera manual es te-
dioso, pero la tarea es sencilla para una computadora ya que solo se requiere la evalucion
repetida de f(x,y) para diferentes valores de x y y. Por lo general se elige una rejilla
rectangular de puntos. Una vez que se tiene un esquema del campo direccional es posible
observar el comportamiento cualitativo de las soluciones, u observar regiones del plano
que tengan interés particular.

Por ejemplo, en la siguiente figura se observa el campo direccional de la ecuacién

dy 33—y
dx 2
y
NN NN N N N N N N N N N NN
~ N NN N N N N N N N N N NN
~ . e N - NN ~ S ~ ~ -~ 0~
s ~ . ~ ~— ~ ™ S S o o S . . e
S — 4 — — — — — S — — — — — — -—
—~— — — — ~— ~— S S— — — — —~— — — —
-— - -— - - - - - - - - - - - -—
- - 2 - - - - — -— — -— -— — — — —
- - - - - - - - - - - - - — -
-~ e -~ -~ -~ -~ e - -~ -~ -~ - -~ -
'J rl '/ r" —|71 'I 'I I r/ ’/ 'Il 'I r’ 'L .I _I =
1 2 3 4 x
s 7 VAV A A A Y S S S 4 s 7

Cualquier solucion de la ecuacion tiene la propiedad de que, en todo punto, su grafica
es tangente al segmento del campo direccional en ese punto. Asi, el campo direccional
nos proporciona informacién cualitativa sobre las soluciones. Por ejemplo, en la figura
anterior se puede apreciar que las soluciones son funciones decrecientes cuando y > 3, que
son crecientes cuando y < 3 y que tienden a 3 cuando z — oo.
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1.2.1. Problema de valor inicial

A menudo es de interés resolver una ecuacién diferencial sujeta a condiciones prescri-
tas que se le imponen a y(z) o a sus derivadas. En algin intervalo que contenga a xq.

Definicién 1.5. El problema de valor inicial, denotado por sus siglas PVI, es:

Ty _ I D)

pvi = J @ = (@ 0y ) - (15)
y(@o) = o,y (x0) = w1, .,y = Yo

en donde Yo, Y1, - - -, Yn_1 SON contantes reales, se llama problema de valor inicial. Los va-

lores dados de la funcion desconocida y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en el punto
o se llaman condiciones iniciales.

El problema (1.5) se denomina problema de valor inicial de n-ésimo orden, por lo que
un PVI de primer orden es, en general:

PVI = {% = @) (1.6)
y(xo) = yo

en el problema (1.6) se busca una solucién, en un intervalo I que contenga al punto
($07y0)‘
Soluciones de la ecuacion

En general, la solucién de un PVI de orden n requiere la aplicacion de una familia
n-paramétrica de soluciones de la ecuacién diferencial dada para determinar n constantes
especificas, de modo que la solucién particular satisfaga las n condiciones iniciales dadas.

Ejemplo 1.4. PVI de primer orden

Se puede comprobar facilmente que y = ce” es una familia monoparamétrica de so-
luciones de la ecuacién diferencial y' = y, en el intervalo (—oo, 00). Si especificamos una
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condicién inicial, por ejemplo, y(0) = 3, al sustituir z = 0 y y = 3 en la familia se
determina la constante 3 = ce® = c. Asi, la funcién y = 3e® es la solucién del PVI,

y(0) =3

Ahora bien, si se quiere una solucion de la ecuacion diferencial que pase por el punto

(1,—2) y no por el punto (0,3), entonces la condicién inicial y(1) = —2 dard como
resultado —2 = ce, es decir, ¢ = —2e~! . Asi, la funcién y = —2e*"! es la solucién del
PVI,

<

{szl) =2

1.2.2. Existencia y unicidad

Al momento de resolver un PVI surgen dos preguntas fundamentales: ; Existe una so-
lucion al problema? y si la hay, ;es tnica?

Por ejemplo, para el problema (1.6) surgirian las interrogantes: ;La ecuacién diferen-
cial Z—Z = f(x,y) tiene solucién?, ;Alguna de estas curvas pasa por el punto (zg,v)?,
;,Cuando podemos estar seguros de que hay exactamente una curva solucién que pasa por

dicho punto?.

Ejemplo 1.5. Un PVI con dos soluciones

. . — . ., . R 1
Las funciones y = 0 y y = {5 son soluciones de la ecuacién diferencial 32 = zy2 y

ambas soluciones pasan por el punto (0,0), de modo que el PVI:

tiene al menos dos soluciones.

Todo esto da origen al siguiente teorema.

Teorema 1.3. Teorema de existencia y unicidad

Sea R una region rectangular del plano definida por a < x < b; ¢ <y < d que contiene
al punto (xg,yo) en su interior. Si f(x,y) y g—; son continuas en R, entonces existe un

intervalo I centrado en xy y una unica funcion y(x) definida en I que satisface el problema
de valor inicial (1.6).
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Para demostrar este teorema es necesario transformar el problema de valor inicial
(1.6) de una manera més conveniente. Si suponemos que existe una funcién y = ®¢(x) que
satisface el problema con valor inicial, entonces f(x,®(z)) es una funcién continua solo
de z. De donde es posible integrar la ecuacién diferencial en (1.6) desde el punto inicial
T = xo hasta un valor arbitrario de z, obteniendo:

Ba) = w+ [ S0 (1.7
z0
en donde se utilizé la condicién inicial y(xg) = yo.

Dado que la ecuacién (1.7) contiene una integral de la funcién desconocida ®, se
denomina ecuacion integral. Esta ecuacion proporciona otra relacién que satisface cual-
quier solucién del PVI (1.6). Reciprocamente, suponga que existe una funcién continua
y = ®(x) que satisface la ecuacion integral (1.7), entonces esta funcién también satisface
el PVI (1.6). Para demostrar esto, primero se sustituye x por zo en (1.7), con lo que
se obtiene y(xy) = yo. Ademds dado que el integrando de la ecuacién integral (1.7) es
continuo, por el teorema fundamental del calculo se deduce que ®'(z) = f(z, ®(x)). Por
lo tanto, el problema de valor inicial y la ecuacién integral son equivalentes en el sentido
que cualquier solucion de uno de ellos también es una solucion del otro. Es mas conve-
niente demostrar que existe una solucién tinica de la ecuacion integral en cierto intervalo
a < x < b. Entonces la misma conclusion se cumplird para el problema de valor inicial.

Un método para demostrar que la ecuacion integral tiene una solucién tinica se conoce
como el método de aproximaciones sucesivas o método de iteracion de Picard. Al emplear
este método se empieza por elegir una funcién inicial @ arbitrariamente o aproximando
de alguna manera la solucién del problema con valor inicial. La seleccién més sencilla es:

Do () = yo

entonces ®( satisface por lo menos la condicién inicial y(xy) = yo, aunque quizas no la
ecuaciéon diferencial Z—Z = f(z,y). La siguiente aproximacién ®; se obtiene al sustituir
o (t) por ®(t) en el segundo miembro de la ecuacién (1.7) y al nombrar como ®;(z) al
resultado de esta operacién. Por tanto:

() = o +/ F(t do(t))dt
zo
De manera semejante, 5 se obtiene a partir de ®q:
() = o +/ F(t, 1 (1))t
zo

y en general:

¢mmw:%+/WV@Amw
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Como f es continua y la integral de una funcién continua es continua, entonces cada ®,,
es continua. Ahora tenemos una sucesién de funciones continuas {®,,},~o que satisfacen
la condicién inicial, pero en general ninguna de estas satisface la ecuacion diferencial. Sin
embargo, si en alguna etapa, por ejemplo para n = k se obtiene que

Qf = Ppy = Pppp = Ppy3 =

entonces se concluye que @ es una solucién de la ecuacién integral (1.7). De donde @
también es una solucién del problema con valor inicial (1.6) y en este punto se termina la
sucesion.

Como f(x,y)y ﬂ son continuas en R, entonces estas alcanzan su méaximo en R, por lo
tanto existen las constantes M =méxg | f(z,y) | y L = maxg \ (x y) |. Por el teorema
del valor medio existe ¢ entre y; y yo tal que f(z,y1) — f(z,y2) = g£< ,¢)(y2 — 1) y por
lo tanto |g—£($, Y2) — g—£($, y1)| < L(y2 — y1) (condicion de Lipschitz).

Si L = 0 tendriamos que f(z,y) s6lo depende de la variable x y en consecuencia @,
seria la solucion requerida. En caso contrario, como el punto (xg, 3o) esta en el interior del
rectangulo R, entonces existe 0 < € < 1 tal que I = [zg — ¢, 20 + 7| C [a,b]. Sea C(I) el
espacio de las funciones continuas en I, luego para cada n > 0, ®,, € C(I). Sabemos que
C(I) con la norma

I g ll=méx | g(x) |

es un espacio de Banach, por lo que es suficiente demostrar que la sucesién {®,,},~o es de
Cauchy. En efecto, para z € I tenemos
/ f(t, Dot )dt‘

/ £ (t, o(t))|dt

<M<
- L

|1 (7) — Po(z)| =

obteniéndose entonces que
€
121 = ol = M+

Ahora bien:

|@5(x) — Pa(2)] =

/ T H(t @0(0)) — £, Bo(t))dt
< / C1F( 1 (1)) — (B (0))]dt

€
< —=L|Py—D
< L@y — @

€ M
<e M= ="2¢2
‘ L Le
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M )
Por lo tanto ||®y — || < Ty de manera analoga podemos ver que:

€
|P3(z) — Po(z)| < ELH‘I)z — &4

= €[| P2 — P
M
< 763
En general:
M
[Pk — @y <
Asi pues:

ZH%—% 1l < Zk

€
1—c¢

(1.8)

h!i hli

Es decir, la serie Y2, [|®y — ®4_1|| es una serie de términos positivos que converge,
por lo tanto la cola de la sucesion se hace cero, es decir:

lim ||(I)k - CI)k_1|| =0
k—o0

Finalmente la sucesion {®,},~¢ es una sucesién de Cauchy, y en consecuencia, con-
vergente.

Ejemplo 1.6. Otro vistazo al ejemplo 1.5

., dy 1 . . ,
Ya observamos que la ecuacion 72 = xy2 tiene al menos dos soluciones cuyas graficas
pasan por el punto (0,0). Si examinamos las funciones:

af _ x
(‘3y Qy%

fla,y) =y vy

se puede notar que son continuas en el semiplano definido por y > 0, por lo tanto, el
teorema de existencia y unicidad nos permite asegurar que para cada punto (xg, o) tal
que yo > 0, hay un intervalo centrado en xy en el cual la ecuacion diferencial tiene solucion
unica. Asi, por ejemplo, sin necesidad de resolver la ecuacién podemos asegurar que existe
un intervalo centrado en 2 en el cual el PVI

& =y
y(2) =1

tiene solucién tnica, pues el punto (2, 1) pertenece al semiplano mencionado.
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1.3. Meétodos numéricos

Definicién 1.6. Una ecuacion diferencial del tipo:
dy
dz

se conoce como ecuacion autonoma pues la funcion f no depende de la variable indepen-

diente x.

f(y)

Estas ecuaciones son de variables separables. Existe un método para resolverlas, aun-
que esto no siempre sera posible pues puede que las integrales que aparezcan no se puedan
calcular. Veamos un ejemplo de esto.

Al intentar resolver el problema con valor inicial auténomo:

d_y — e_x2
PVI={ &
y(0) =1
Como la ecuacion diferencial es de variables separables entonces basta hacer:

dy = e dr

Al integrar en ambos lados de la ecuacion, del lado derecho nos quedara la integral:

/e‘xde

Como esta integral no se puede resolver por los métodos tradicionales de calculo de
integrales se hace necesario entonces un método alternativo que nos permita resolver la
ecuacion diferencial dada. En muchos casos tendra que bastar una aproximacion.

Esto motiva el estudio de los métodos numéricos, los cuales consisten en encontrar
una sucesiéon de puntos distintos cuyas coordenadas se aproximen a las coordenadas de
los puntos de la curva solucion real.

Entre los mas conocidos se encuentran:

1.3.1. Método de Euler

Es un método numérico iterativo que se emplea para calcular aproximaciones de so-
luciones de ecuaciones diferenciales con valor inicial dado, es decir, un problema de la

forma:
@:
pyi= d 4 = F(@Y)
y(wo) = Yo
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Como el PVI establece el valor de la derivada de la solucién en (zg,yo) entonces la
pendiente de la recta tangente a la curva solucién en ese punto es f(xg, yo)-

Si recorriéramos una distancia corta sobre la recta tangente entonces obtendriamos un
punto aproximado a la curva solucion.

Para hallar estos aproximados usamos la ecuacién de la recta L(z) = v/ (xo)(z—x0) + Yo
y nos trasladamos sobre el eje x una distancia h a partir del punto xy para obtener asi el
punto y; aproximado a la curva solucién. Es decir:

y1 =y (xo)(wo + h — x0) + yo = hy/(20) + Yo
y1 = Yo + hf(zo,Yo)

El punto (x1,y;) (donde xy = x¢ + h) es una aproximacién al punto (z1,y(x;)) de la
curva solucién.

Curva solucién

(w1,y(71)) —'I} Error

(70,%0)

Si queremos hallar el valor s, se procede de manera andloga, pero esta vez el punto
de partida es (z1,1), asi:

Yo =y (x1)(®1 +h—x1) + 11 = hy'(z1) + 1
Yo =y1 + hf(z1, 1)

Si se prosigue con este procedimiento obtendriamos que y3 = yo + hf(x2,y2).

En general se tiene que y,11 = yn + hf(x,,y,), la distancia h se fija previamente y
mientras mas pequena sea entonces mas precisa sera la aproximacion.

Ejemplo 1.7. Uso del método de Fuler

Para el problema de valor inicial:
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utilice el método de Euler a fin de obtener una aproximacién de y(1,5) con A = 0,1 primero
y h = 0,05 después.

Solucién:

Primero, se debe notar que f(z,y) = %:py de esta manera, la ecuacion del método de
Euler es:

1
Yntl = Yn + hgxnyn

Asi, cuando h = 0,1 tenemos:

1 1
Y1 =%y +0,1 (g$oyo) =1+4+0,1 (5(1)(1)) =1,02

1 1
Y2 =y1 + 0,1 (5$1y1) =1,02+0,1 <5(1,1)(1,02)> = 1,0424

1 1
s = s + 0,1 (g@yz) — 11,0424 1 0,1 (5(1,2)(1,0424)) — 1,0675
Que son estimaciones de los valores y(1,1), y(1,2) y y(1,3) respectivamente.

Si h = 0,05, entonces:

1 1
ys = ys + 0,05 <gm3y3> —1,0318 + 0,05 (5(1,15)(1,0318)> = 1,0437

En este caso, los valores ys y y4 son aproximaciones de y(1,1) y y(1,2) respectivamente,
se puede observar una pequena diferencia en las aproximaciones obtenidas para cada valor
de h utilizado.

A continuacién se presentan los resultados de los cdlculos que se obtienen empleando
este método para los diferentes casos de h. Notese que la solucién de la ecuacion diferen-
cial dada es 60’1(””2_1), con la cual es posible calcular la solucion exacta para cada uno de
los casos de z,,.
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Caso h = 0,1 Caso h = 0,05
Tn Yn Valor exacto
Tn Yn Valor exacto 1.05| 1.01 1.0103
1 1 1 1.10 | 1.0206 1.0212

1.15 | 1.0318 1.0328
1.20 | 1.0437 1.0450
1.25 | 1.0562 1.0579
1.30 | 1.0694 1.0714
1.35 | 1.0833 1.0857
1.40 | 1.0980 1.1008
1.45 | 1.1133 1.1166
1.50 | 1.1295 1.1331

1.10 | 1.02 1.0212
1.20 | 1.0424 1.0450
1.30 | 1.0675 1.0714
1.40 | 1.0952 1.1008
1.50 | 1.1259 1.1331

1.3.2. Error en los métodos numéricos

Al momento de usar métodos numéricos para estimar soluciones de los PVI, se pueden
producir errores por diferentes motivos.

Uno de estos errores es el error de redondeo, el cual se produce pues una computadora
o calculadora solo puede representar una cantidad limitada de cifras decimales. Este error
es impredecible y la tinica manera de evitarlo es reducir la cantidad de operaciones que
se realizan. Nos enfocaremos entonces en los errores que se pueden medir, como lo son el
error local de truncamiento y el error global de truncamiento.

Definicién 1.7. Al iterar en el método de Fuler, en general, el valor y, no coincidird con
el valor exacto y(x1) debido a que el algoritmo proporciona solo una aproximacion a la
solucion. La diferencia entre el valor exacto y el aproximado se conoce como error local
de truncamiento, esto es, si suponemos que Yy, es exacto entonces y,1 tendrd un error
de truncamiento.

Para obtenerlo se hace uso de una serie de Taylor con residuo. Si una funcién y(z)
tiene k + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto que contiene a a y a x entonces:

(z —a)
1!

(r —a)k N y(’f“)(c) (x — a)kt!

k! (k+1)!

y(z) = y(a) +y/(a) +-+y®(a)

donde ¢ es un punto entre a y x.
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Si tomamos k=1, a =2, y * = £,41 = ©, + h obtenemos entonces:

/ h 1" h?
Y(@ns1) = y(wn) +y (zn)ﬂ Ty (C)E
! h2.

= Yo+ hf($n7 yn) + y”(C)?

El método de Euler es esta féormula sin el tltimo término, por lo que el error local de
truncamiento es y” (C)%2 con T, < ¢ < Tpy1.

Por lo tanto, el error local de truncamiento para el método de Euler es proporcional
al cuadrado del tamano del paso h y a la segunda derivada de y. Como por lo general se
desconoce el valor de ¢ no es posible calcular el error, no obstante, es posible dar una cota
superior para el mismo la cual es M"Q—2 donde M = méx,, cces, ., | ["(2)]

En este caso, como el error depende del cuadrado del paso h se dice que el error local
de truncamiento es de segundo orden y se denota O(h?).

Es importante notar que si se reduce h en un factor de % entonces se reduce la cota

del error en un factor de i y si se reduce h en un factor de % se reduce la cota del error
1
en un factor de 355-

En el analisis anterior partimos de suponer que el valor de y, es exacto, pero este no
lo es ya que contiene los errores locales de truncamiento de los pasos anteriores. El error
total en y,.1 es una acumulaciéon de los errores en cada uno de los pasos anteriores. A
este error total se le llama error global de truncamiento. El anélisis para estimar el error
global de truncamiento es mas dificil que para el local, sin embargo, se puede hacer la

siguiente estimacion intuitiva.

Usando el método de Euler, supéngase que se requieren m pasos para ir de xy a
s . 2
T, = X9 + nh, en cada paso, el error es como maximo M %, por lo tanto, el error en

Tp—xQ

obtenemos que el error global
Mh
e

s . 2
n pasos es como maximo nM % Notando que n =
de truncamiento al ir de xy a x,, estd acotado por (x, — o)

De este modo, como el error global de truncamiento depende directamente de h deci-
mos entonces que este error es de primer orden y denotamos O(h).

En general, decimos que el orden de un método numérico es n si polinomio de Taylor

de grado n del método numérico en un paso es igual al polinomio de Taylor de grado n
de la solucion.

Ejemplo 1.8. Cdlculo de cotas de error.
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Calcule una cota para los errores locales de truncamiento para el método de Euler
cuando se aplica al ejemplo anterior, con h = 0,1.

Solucién:

071(

Sabiendo que la solucién analitica del problema es e®'*~1 y que el error local de

truncamiento es:

h? 2 h?
y"(c)? = (0,4c +0,2)e1 —U?

donde z,, < ¢ < x,41, entonces como y”(c) es una funcién creciente basta tomar ¢ = x,
para obtener la cota del error local de truncamiento. Asi:

h2

y'(L1)5 = (04)(11) +0.2)e 0 = 0,6535
h2

y'(1.2) 5 = ((04)(1,2) +0.2)e 0 = 0,7105
h2

y'(13) 5 = ((0.4)(1,3) +0.2)e 05 = 0,714

Es decir, al aplicar el primer paso del método de Euler para aproximar y(1,1) tenemos
que la maxima diferencia entre el valor real y el valor aproximado es de 0.6535, en el
ejemplo anterior se puede observar que el error es de 0.0012, valor menor que la cota
calculada. De manera andloga se puede observar que el error en las aproximaciones de
y(1,2) y de y(1,3) son menores que las cotas que se acaban de calcular.

1.3.3. Método de Euler mejorado

Este método se origina debido a lo poco preciso del método de Euler, en este, para
obtener una mayor precision se define:

f(xnv yn) + f(‘rn-f—h y’:kz—i—l)
2

Yn+1 = yn+h

donde ¥y = yn + hf (@0, Yn)
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Curva solucion

Tn T, +h

Esta formula se conoce como féormula de Euler mejorada o férmula de Heun. Los
valores f(Zn,Yn) ¥ f(%nt1,v5,,) son aproximaciones de la pendiente de la curva solu-

cién en los puntos (z,,y(x,)) vy (Zni1,y(Tny1)) respectivamente, por lo tanto, el valor
f(xnvyn)+f(xn+17y:1+l)

es la pendiente promedio en el intervalo que va de x, a z,.1, esta
pendiente es la que le corresponde a las rectas punteadas en la figura anterior.

En la figura anterior podemos observar también, que de los dos puntos gruesos sobre
la vertical x,, + h uno estd mas cercano a la curva solucién, este punto es la aproximacion
que se obtiene empleando el método de Euler mejorado, mientras que el més alejado es
el que se obtiene empleando el método usual. Asi pues, se puede observar graficamente la
mayor exactitud del método de Euler mejorado.

Ejemplo 1.9. Uso del método de Fuler mejorado

Para el problema de valor inicial:

dy 1
@ = 57Y
y(1) =1

utilice el método de Euler mejorado a fin de obtener una aproximacién de y(1,5) con
h = 0,1 y compare el resultado con el obtenido usando el método de Euler.

Solucion:



32

Sabiendo que y,+1 = yn + hf(x"’y”)”éx"“’y;“) entonces:

Ui = 1o+ hf (o, 30) = 1+ 0,1 (§<1><1>) 102

f(xo,y0) + f(21,97)

Y=Y +h

2
s(1(1) + 5(1,1)(1,02)
2

=1+0,1 ( ) = 1,0212

1
yi =1y + hf(z, ) = 1,0212 40,1 (5(1,1)(1,0212)) = 1,0436

flen,y) + f(e,y3)
2
£(1,1)(1,0212) + £(1,2)(1,0436)
2

Yo =11+ h

= 1,0212 + 0,1 < > = 1,0449

Asi, si seguimos con el procedimiento obtenemos:

x, | Método de Euler | Euler Mejorado | Valor exacto
1.10 1.02 1.0212 1.0212
1.20 1.0424 1.0449 1.0450
1.30 1.0675 1.0713 1.0714
1.40 1.0952 1.1006 1.1008
1.50 1.1259 1.1329 1.1331

Se puede observar que el método de Euler mejorado es mas preciso que el método de
Euler.

1.3.4. Métodos de Runge-Kutta

Es probable que uno de los métodos mas difundidos y a la vez mas exactos para obte-
ner soluciones aproximadas a un problema con valor inicial sea el método de Runge-Kutta
de cuarto orden.

Carl David Runge (1856-1927), matematico y fisico aleman, trabajé durante muchos
anos en espectroscopia. El andlisis de datos lo llevé a considerar los problemas de calcu-
lo numérico, y el método de Runge-Kutta se originé en su publicacion sobre la solucion
numeérica de ecuaciones diferenciales, en 1895. El método fue extendido en 1901 hacia los
sistemas de ecuaciones por M. Wilhelm Kutta (1867-1944). Kutta fue un matemaético y
experto en aerodinamica, aleman también, bastante conocido por sus importantes contri-
buciones a la teoria clasica de los perfiles aerodinamicos.
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Los métodos de Runge-Kutta se obtienen a partir de la serie de Taylor. La forma
general de la ecuacién usada para formular el método de Runge-Kutta es:

Yntl = Yn T+ Ayn ) Ayn = Cb(ﬁ(]n, yn)h

Ay, es la funcién incremental y puede ser interpretada como la pendiente representativa
en el intervalo (z,,z, + h)

En general tenemos que:

o = i b F;
i=1

Donde para cada ¢ € 1,2,..., s las b; son constantes y las F; se definen de la siguiente
manera:

F=f (xn+cih7 ?Jn—f—hzaijﬁ}‘)

j=i
Jhon Butcher en [3] representa el método a través de la siguiente tabla:

1| a1 Q2 - Qs
Co | Q21 Q22 -+ Q2
Cs Ag1 Ag2 e Agg

b, by .- by

la cual lleva su nombre.

Diremos que el método es explicito si la matriz A = (a;;) es triangular inferior con
diagonal cero y ¢; = 0, y para este caso tenemos la tabla triangular inferior:

0
Co | A21
C3 | a31 0A32

Cs A1 As2 Tt Ass—1

bl b2 e bs—l bs
De esta manera obtenemos que:

Fl - f(xny yn)

Fy = f(zn + coh, yn + a2 F1h)

F3 = f(z,, + c3h, yn + as1 F1h + ag Foh)

Fn = f(-rn + Cnha Yn + CLnlj?lh + an2F2h + -+ annFn—lh)



34

Para deducir los valores de las constantes a;;, b;, ¢; y F; en el método de RK de segundo
orden escribimos:
Ynt1 = Yn + (01 F1 + Do Fo)h

donde:
Fl = f(xn; yn)
Fy = f(zy, + c2h, yn + a1 F1h)

Consideremos el polinomio de Taylor de grado 2 de la solucién del PVI centrado en
Ty, es decir:

Y(Tpi1) = y(xn) + f(@n, y(0) (@n1 — x0) + [ (@00, y(xn))M

2!
considerando que y(z,) = yn ¥ que Z,41 — &, = h obtenemos:
h2
Yot = Y+ S (@ Y )t [ (s yn) (1.9)
Por regla de la cadena tenemos que:
Of (@n, yn) | Of (T, yn)
!/ — ) 9
f (:L‘na yn) 8I + ay f(x’m yn)
sustituyendo en la expresion anterior obtenemos:
Of (Tn,yn)  Of (%0, Yn) h?
n = Yn ny In h nsy Yn a1

Adicionalmente, la expansién de f(x, + c2h, y, + az1F1h) en serie de Taylor es de la
forma:

9@+ 7,y + s) =g($,y)+7”%+sg—§+“-
asi, la serie de Taylor de f(x, + coh,y, + as1 F1h) es:
0 0
f(zn + coh,yn + a1 F1h) = f(2y,yn) + CQha_i + anFlhﬁ_gjj + O(h?)

El método de Runge-Kutta de segundo orden quedara escrito de la siguiente manera:

Yn+1 = Yn + (01F1 + baFo)h = yp + bih f (20, yn) + bahf(2n + c2h, Yn + an F1R)

0 0
= Un + blhf<xn7 yn) + b2h |:f(xn7 yn) + CQha_i + a21F1ha_£ + O(h2>}

0 0
= Un + blhf<xm yn) + thf(xna yn) + b202h2a_£ + b2a21F1h28_;}; + O(h3)

Ynt1 = Yn + [01f (@0, yn) + bof (2, yn) b + [6202% + boagy f(xy, yn)g} h? + O(h?)

0 Jy
(1.10)
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Si comparamos este resultado con (1.9) obtenemos que:

by +by =1
1

bQCQ = §

1

byag = 5

esto es un sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas, por lo que existe una familia infinita
de métodos de RK de segundo orden, uno de ellos es el definido por:

1 1
il = Yn -+ -F | h
Yntl = Yn + (2 1+ 5 2)
Particularmente, si en Fy = f(x, + c2h, y, + ao1 F1h) consideramos co = 1y ag; = 1
obtenemos el método de Euler mejorado, es decir, el método de Euler mejorado es un
método de RK de segundo orden.

Adicionalmente, cabe destacar que como se puede observar en (1.10) los métodos de
RK de segundo orden tienen un error local de truncamiento de O(h?).

La tabla de Butcher puede ser utilizada para expresar el método de Euler mejorado
pues si consideramos la siguiente tabla de Butcher:

0
1

o= = O
- O O

Obtenemos entonces que:

Ynt1 = Yn + DYn = Yn + h® (2, yn)

oyt h <f(an, yn) , Slan + h,yn;— hf(;vn,yn)))

De donde, la tabla de Butcher dada representa el método de Euler mejorado.
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1.3.5. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Las férmulas de los métodos de RK se desarrollan a partir de la serie de Taylor:

S (@ yn
Yn+1 =Yn + f(mrm yn)(xn—i-l - xn) + %(:En—s—l - ‘rn)Q
(s Un "(Zn, Yn
+ %(l‘n—f—l _ :L.n)?) + %(l‘n—kl o xn)4 4.
como 11 = T, + h, entonces:
/ 1 "
Ynt1 = Yn + [(Zn, yn)h + F&n 4) (x;,’ U)o 4 1 (m?j’y”)ﬁ ! (:Zﬁ’y”)# o+
Definiendo Ay, = yn+1 — ¥, tenemos:
/ " "
Ay = (i, gu)h + L2 80) (“T;’ Un) o (@01 9n) (I:;’y")w 1 L) (Z’j’yn)h‘* b (1.11)
Ahora bien:
of  Ofdy
/ —_ — —_— =
/ 3x+8ydx Jo - Jul

AN

-(52) + ()

= fxx+fyxf+fyfx+ (fxy+fyyf+f;)f
f///: e e

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (1.11) resulta:
1
1
+ 31 (f:mc + 2fayf + fyyf2 + (fe + fyf) fy) (l'm?/n)hs (1.12)

1

La evaluacién de tanta derivada es poco practico y para evitar esta dificultad tomamos
el cambio:
Ayp = (b1 Fy + b2 Fy + b3 F3 + - - + b, F) h

(. J

(I)(xnvyn)

donde:

Fl = f(xnayn)
Fy = f(zy, + c2h, yn + a1 F1)
Fs = f(xn + c3h, yn + as1 F1 + a3 Fy)

Fs:f(mn—i_cshayn_"alel+a52F2+"')
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El objetivo es determinar los tres conjuntos de constantes a, b y c. El subindice s
indica que las expresiones para Ay, deben coincidir hasta el término que contiene a h*~ 1.

Tomando s = 4:
Ay, = (b1 Fy + boFy + bsF3 + by Fy)h (1.13)
Py = f(zn, yn)
Fy = f(xn + coh, yn + a2 F1)
By = f(xn + csh, yn + az1 Fy + azFy)
Fy = f(@n + cah, Yo + ann Fi + ago By + aygsFy)

Ahora buscamos la forma de determinar las 13 constantes by, ba, bs, by, C2, C3, C4, Q21,
asi, Q32, A41, Q4o Y a43. Para esto, partiremos de la serie de Taylor para dos variables

independientes alrededor del punto (g, yo):
f(xo + h,yo + k) =f(0,90) + fu(xo, yo)h + fy(xo, yo)k
1
+ 51 (fm(%, Yo)h® + 2 foy (20, yo)hk + fyy (o, yo)kZ) +-
Esta serie se suele reescribir simbolicamente de la siguiente manera:

h k) = ha ka ! ha /{:a i
fwo+h,yo+k) = f(zo,y0)+ %JF ay f(xo,yo)+§ %‘F ay f(xo,y0) +- -

Sustituyendo ahora F}, Fy, F3 y Fj en la ultima ecuacion obtenemos:
Fl :f(xﬂa yﬂ)
0 d 1 0 9\
Fy =f (2, yn) + <C2h8_x + a21F18_y> J (s yn) + o1 <Czh% + a21F18_y> f(@n, Yn)

1 ) o\*
+§ <C2h%+a21F18_y) f(@n,yn) + -

0 0
Fs =f(xn,yn) + (C3h% + (as:1 F1 + a32F2)8_y> f(@n, yn)

+l h£+( F + F)2 2f( )
o1 C3 O a31L'1 T azals y Tny Yn

+l h3+( Fy + F)2 3f( )+
30 C3 o a31L'1 T a3z 20y Tn, Yn

0 0
Fy=f(xn,yn) + | cah=— + (as1 F1 + agoFo + as3F3)— | f(Tn, Yn)
Ox dy

1 ) o\
+ 2 (C4h£ + (an Fy + agFs + a43F3)8_y> f(@n, Yn)

1 3 a 3
+ 30 <C4h% + (a1 F1 + ageFy + CL43F3)a—y> (@, yn) + - -
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Truncando los desarrollos de Taylor de las F’s hasta el término de h? y sustituyendolos
en (1.13), al igualar esto con (1.12) obtendremos 11 ecuaciones con 13 incégnitas:

Co = Q21

C3 = a31 + a3z

C4 = Q41 + Qg2 + Q43
by +by+bs+bs=1

b2c2 + bgCg + b4C4 =

bgcg + b3C§ + b4Ci =

=W =N =

bgcg —f- bgcg + b4Ci =

bscaasa + by(Coaan + c3aq3) = 6

1
bscaazy + by(cha + cias3) = '
1
bscacsasga + by(caaan + c3a42)cs = 3
b 1
Colgolys = —
4Col320a3 = o

Como solo poseemos 11 ecuaciones para 13 incégnitas debemos escoger 2 de las incogni-
tas y resolver el sistema de ecuaciones. Tomando by = b = % obtenemos:

1 1 1 1
bi== , bo== , bs=~= , by=~
1 67 2 37 3 37 4 6
1 1
=5 , 6=5 , =1
1
a21:§,a31:0,a41:0,a32:§,a42:0,a43=1

Los coeficientes anteriores se conocen como coeficientes de Runge.



Capitulo 2

Arboles

2.1. Grafos

En mateméticas y ciencias de la computacién, un grafo (del griego grafos: dibujo, ima-
gen) es un conjunto de objetos llamados vértices unidos por enlaces llamados lados, que
permiten representar relaciones binarias entre elementos de un conjunto.

El origen de la teoria de grafos se remonta al siglo XVIII con el problema de los puentes
de Konigsberg (actualmente Kaliningrado) el cual consistia en encontrar un camino que
recorriera los siete puentes del rio Pregel de modo que se recorrieran todos los puentes
pasando una sola vez por cada uno de ellos, regresando finalmente al punto de salida. El
trabajo de Leonhard Euler en 1736 es considerado el primer resultado de la teoria de grafos.

Luego, en 1847, Gustav Kirchhoff utiliz6 la teoria de grafos para el analisis de redes
eléctricas publicando sus leyes de los circuitos para calcular el voltaje y la corriente en los
circuitos eléctricos, conocidas como leyes de Kirchhoff, considerado la primera aplicacion
de la teoria de grafos a un problema de ingenieria.

Definicién 2.1. Un grafo simple es un par G = (V, L) en donde:

s V es un conjunto no vacio, los elementos de V' se denominan vértices.

» [ es un subconjunto del conjunto:
{H{u, v} ru,v € V} =Py(V)

en donde Py(V') es el conjunto formado por todos los subconjuntos de tamano 2 de
V. Si L # () un elemento {u,v} es un lado de G, este serd representado grdficamente
por un segmento no dirigido que conecta a u con v.

S
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En este trabajo consideraremos el caso en el que |V| es finito.
Ejemplo 2.1.

Consideremos los conjuntos:

V ={a,b,c, 1,2}
L :{{&7 b}a {a7 1}7 {b’ C}, {ba 2}a {17 2}}
El grafo al cual le corresponden estos conjuntos V' y L es:

a

2

Definicién 2.2. Decimos que dos vértices u,v son adyacentes si {u,v} es un lado del
grafo, y decimos que dos lados diferentes son adyacentes si tienen un vértice en comun.

€4 €5
€1

€9 ?s

a C
e1 Y e4 son lados adyacentes.
a'y b son vértices adyacentes.

Definicién 2.3. Sea G = (V, L) un grafo, el grado de un vértice v que denotaremos por
gr(v) es el nimero de lados que son incidentes a v. Si gr(v) = 0 entonces v se dice
aislado.

V2

gr(ve)
gr(vs)
gr(vs)

Il
o w N

U1 3eUs

U4

Definicién 2.4. Sea G = (V, L) un grafo. Un camino de G es una secuencia de vértices
de modo que dos vértices consecutivos de la secuencia sean adyacentes. Decimos que un
camino es de longitud n si contiene n lados.
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e1 es3 € es C=a3b3c3dB FBe

Camino del vértice al vérticee

Un camino C' se dice que es simple si en el no aparecen lados repetidos.

Definicién 2.5. Un grafo G = (V, L) se dice que es conexo si para cada par de vértices
w, v existe un camino que los conecta. En caso contrario es disconezo.

a a e
b c /
C
Grafo conexo | Grafo disconexo

Definicién 2.6. Un ciclo es un camino simple de longitud mayor que cero que va de un
determinado vértice u al mismo wu.

En la siguiente figura, un ciclo de a en a es por ejemplo:

3B dBcBeBadBg
€2 C
€6
e
€1 5 €3
€7

2.2. Arboles

En 1857, Arthur Cayley estudié el problema de enumeracién de los isémeros, com-
puestos quimicos con idéntica composicién (férmula) pero diferente estructura molecular.
Para ello represent6é cada compuesto, mediante un grafo donde los vértices representan
atomos y los lados la existencia de enlaces quimicos.
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I
RS
H H H

H

I —O—I

Butano (C,Ho) Isobutano (', H)

Cayley estudié el siguiente problema:
Fijado el nimero n de dtomos de carbono determinar el niimero de compuestos quimicos
con idéntica composicién (la misma férmula) pero con distinta estructura molecular.

Esto es equivalente a lo siguiente:
., Cuédntos grafos sin ciclos con vértices de grado 4 y 1 existen?

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.7. Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.

Arbol h

Denotaremos por A[n| al conjunto de todos los arboles con vértices en {1,2,...,n}.

Si U es un conjunto finito, entonces A[U] denotara al conjunto formado por todos
los arboles con vértices en U. Por ejemplo, el arbol de la figura de arriba pertenece a
A[a”b7c7d7 6’f7g7 h77:j|'

Definicién 2.8. Un drbol con raiz es un par (T,r) en donde T es un drbol y r es un
vértice que se denomina la raiz de T
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Arbol con raiz

Elegir una raiz r introduce una orientaciéon sobre T que va desde la raiz hasta los
vértices de grado 1. De esta manera, el arbol quedara representado por:

e f |

h \d/ k/m
b A

c_| G

Partes de un arbol con raiz:
1. Las hojas de (T, r) son los vértices de grado 1, H(T') es el conjunto de hojas.

2. Los vértices internos de (T,r) son aquellos que tienen grado mayor que 1, Iv(T') es
el conjunto de los vértices internos.

3. El nivel o profundidad de un vértice v de (T',r) es la longitud del camino que co-
mienza en r y finaliza en v, se denota p(v).
En el ejemplo anterior p(k) = 3.

4. La altura de (T, r) se define como Alt(T) = max{p(v) : v € T}.

En el ejemplo anterior Alt(T) = 4.
5. Para cualquier vértice v de (T,r) excepto la raiz, v es el padre de u y u es hijo de

v si existe un lado que va de v a u siguiendo la direccion que induce la raiz r de 7.

En el ejemplo anterior a es padre de d, ¢ y j, a quienes se les suele llamar hermanos
pues tienen el mismo padre.
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6. Decimos que v es descendiente de u si existe un camino que vade v a vy p(v) > p(u).

7. Si cada vértice interno tiene m hijos ordenados entonces (7,7) se denomina arbol
m-ario.

Algunas aplicaciones de arboles incluyen la representacién de arboles genealdgicos y
de operaciones aritméticas agrupadas, donde los vértices mas internos corresponden a las
operaciones que se deben aplicar primero.

2.3. Reetiquetamiento de arboles

A pesar de que representamos los arboles usando puntos, etiquetados por miembros
de un conjunto de vértices estamos interesados en la estructura abstracta detras de esta
definicién. Estoes,siT = (V, L) y T" = (V', L') son arboles con raiz y existe una biyeccién
¢V = V' tal que {u,v} € L siy solosi {¢(u),p(v)} € L’ entonces los dos arboles
con raiz son idénticos cuando se representan como diagramas, excepto por las etiquetas
correspondientes a los puntos. Es decir, T” es el resultado de reetiquetar los vértices de T’
usando la biyeccion ¢. De esta manera denotaremos por ¢(T') = T a la correspondiente
aplicacion de ¢ sobre cada vértice del arbol T'. En este caso diremos que ¢ es un isomor-
fismo de T en T y que T es isomorfo a T".

Ejemplo 2.2. Reetiquetamiento de un drbol

Sea ¢ una funcién definida por, ¢(1) = a, ¢(2) = b, p(3) = ¢, p(4) =d, p(b) = ey
©(6) = f entonces:

v = e

Si los representaramos sin etiquetas, ambos arboles son idénticos a:
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En cambio si comparamos cualquiera de los dos arboles de arriba con el siguiente
arbol:

Nos podemos dar cuenta de que no existe isomorfismo entre ellos debido a que sus
diagramas sin etiquetas son diferentes.

Podemos referirnos entonces a un arbol sin etiquetas como el tipo de isomorfismo que
este posee. Lo que ocurre formalmente es que la relacion binaria isomorfismo de arboles
sobre el conjunto A[n]| es una relacién de equivalencia y la clase de un arbol T es el
conjunto formado por todos los arboles que se obtienen como reetiquetamiento sobre los
vértices de T'. Esto nos dice que etiquetar es irrelevante cuando consideramos la clase de
equivalencia de T'. Por esta razon, la clase de T' no es mas que el arbol 1" sin etiquetas, la
cual dentaremos por 7(7"). Desde este punto en adelante, se usara la letra 7' en maytscula
para denotar arboles con etiquetas y la letra ¢ en minuiscula para denotar arboles sin
etiquetas.

-

Denotaremos T(.A[n]) al conjunto de todos los tipos de isomorfismos de &rboles con
n-vértices. Asi pues, todos los tipos de isomorfismos para drboles de 4 vértices (T(.A[4]))

Wil

Concluimos esta introduccion presentando la siguiente notacién para arboles con raiz.
En esta notacion e denotara el tipo de isomorfismo del arbol singular, con un solo vértice.
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Ahora bien, sea T un arbol con raiz r, supongamos que 17,75, ..., T} son los subarboles
de T' cuyas raices estan conectadas a r. Denotaremos a 1" por:

T - [Tng .. Tk]r

Cuando r estd dado explicitamente escribimos T' = [11T5 ... Ty]. Por ejemplo:

f
VNS EIR A ‘i g
3_ a N/ NS
\\/ 3 a
r
Si ty,ts,...,t, son los tipos de isomorfismo de los arboles 717, Tg, ..., I} entonces de-
notaremos por B (t1,ts,. .., 1) al tipo de isomorfismo de [T1T5 .. . Por ejemplo:
Definicién 2.9. Sea T € Aln|, un automorfismo de T es una permutacion 6 : {1,2,...,n} —

{1,2,...,n} tal que (T) = T.

Aut(T) estd definido como el conjunto de todos los automorfismos de T'. Es decir:
Aut(T)={0€ S, :0(T) =T}

Tustraremos esta definicién usando un arbol (V, L) dado por:

V ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
L ={{1,2},{1,3},{2,4},{2,5},{2,6}, {3, 7}, {3,8}, {3,9}}

456789

T = = [T T?)]

1
Si 0 € Aut(T) entonces 0(T) =T, es decir:
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De esta manera 0(1) = 1 y ademds intercambia los drboles T} y T o los deja fijos. Si
los deja fijos entonces 6 permuta a las hojas de T y a las hojas de T5. Por lo tanto:

| Aut(T)| = 313121 = 72
Proposicién 2.1. Sean Ty, Ty € Aln]:
1. Aut(T)) es un subgrupo de S,,.
2. SiT(Th) = 71(Ty) =t entonces:

Aut(Ty) = Aut(T3)

3. Sean Ty y Ty drboles con raiz cuyos conjuntos de vértices son Uy y Uy respectiva-
mente. Supongamos que T(T)) = 7(T2) y que Hom(T1,T3) es el conjunto formado
por todas las biyecciones ¢ : Uy — Us tales que p(T1) = Ty. Entonces:

|AUt(TQ)| = |H0m(T1, T2)|

Demostracion.

1. Sean T € A[n| y 6,0, € Aut(T).
La permutacién identidad claramente es un automorfismo de 7.

Ahora bien:
(620 0)(T) = bu(61(T)) = 6u(T) = T

Por lo tanto 6, 0 6, € Aut(T). Por tltimo:

OT)=T < 0 0(T)) =0 X(T)
sT=01T

Por lo tanto 6~! € Aut(T) y en consecuencia, Aut(T') es un subgrupo de S,,.
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2. Sea 0 : [n] — [n] una permutacién tal que 0(77) = T y sea 0 € Aut(1;) definimos:

¥ Aut(T)) — Aut(Tz)

Definida por () = § 0 6 0 5=, queremos demostrar que v es un isomorfismo de
grupos.

En efecto:

V(@) op(f) =60hod odol od?
=d0hoh ot
— (00

Por lo tanto 1 es un homomorfismo de grupos.
Sea 0 € Ker(1), tenemos que:
(@) =600 =¢

Donde e es la permutacién identidad, asi pues:

dobod l=e<dohodtof=cod

S dol=9
6 lodohd=5"104
Sfh=c¢

Por lo tanto Ker(¢) = e y en consecuencia v es inyectiva.

Ahora bien, sea 6’ € Aut(T3) entonces para 6 ' 06" 0§ € Aut(T}) se tiene:

Yol od)=606"0f 0dos =6
Por lo tanto 1 es sobreyectiva.

Asi pues, 1 es homomorfismo, inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto v es un isomor-
fismo de grupos.
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3. Sea ¢ € Hom(T},T5) fijo, y sea g, : Aut(T5) = Hom(Ty,T5) definido por:
gp(0) =0o0¢

Veamos que g, es una biyeccién, en efecto:

Sean 6,6, € Aut(T5) tales que g,(61) = g,(62) entonces:

9p(01) = go(b2) < Orop=10r0¢
S hopop t=0opop!
@91:92

Y por lo tanto, g, es inyectiva.

Ahora bien, sea o € Hom(T},T) entonces si consideramos « o ¢! € Aut(Ty) se
cumple que:
golaop™)=aopTop=a

Por lo tanto, g, es sobreyectiva. Asi, hemos obtenido que g, es biyectiva y en conse-
cuencia, como existe una biyeccién entre Hom(T,Ts) y Aut(Ty) podemos asegurar
que:

|Aut(T3)| = |Hom(T}, T3)|

L]
La parte (2) de esta proposicién nos permite enunciar lo siguiente:
Definicién 2.10. Sea T' € An] tal que 7(T') = t, definimos la simetria de T' como:
o(t) = |Aut(T)]

Teorema 2.1. Sea T' € A[n] tal que T7(T') = t, entonces:

k

o(t) = Hmi!a(tg)m"

i=1

en donde ty,t,, ... 1, son los diferentes tipos de isomorfismo de los drboles que se conectan

con la raiz de T y m; es el numero de veces en que aparece repetido .
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Demostracion.

Sea T' € Aln] tal que 7(T') = t, sean 11, T3, ...,T; los subdrboles de T" cuyas raices se
conectan a la raiz r de T', es decir:

T=[NT,... T,
Sean t),t,, ...t los diferentes tipos de isomorfismos que aparecen en la lista:
m(Th), 7(T3), ..., 7(T))
Definimos para cada i € {1,2,...,k} el conjunto:
B;={je{1,2,...,1} : 7(T;) =t}
Ahora bien, para 6 € Aut(T') tenemos que:
e Aut(T) < 0(r)=r vy {0(1;):j=1,2,...,1} ={T;:j=1,2,...,1}

es decir, 6 deja fija a la rajz de T' y la restriccién de 6 al subdrbol T; es un automorfismo
de T o permuta a T; con otro subarbol de igual tipo de isomorfismo.

Esto nos dice que 6 se puede descomponer de la siguiente manera:

o={(hen B)}
En donde:
= 0; es la restriccién de ¢ sobre el conjunto de vértices del subéarbol T}.
. é\z : B; — B; es una biyeccién definida por:

0:(j) =" & 0;(T;) =Ty

en otras palabras, #; es una permutacién en el conjunto de subarboles que tienen
tipo de isomorfismo ..

Esto nos dice que si j € B; entonces:

0; € Hom(T}, 15, ;)

Sea Sp, el conjunto formado por todas las biyecciones de B; en B;. Definimos Aut (7T}, T, . . .

como el conjunto formado por todos los subconjuntos de la forma:

{({%‘}je& ; 51‘) };
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en donde §3; € Sp, y v; € Hom(T},Tp,(j)). Sea, ¢ : Aut(T') — Aut(11,T5, ..., T;) definida
por:

00) = { (18:)se5. , 8) .

=1

Veamos que 1 es una biyeccion. Sean 0, o € Aut(T) tales que 1(0) = ¥ («), entonces

¥(0) =(a) & {<{6j}j€Bi ; 5@) }; = {({O‘J}JEBZ' ’ &‘) };
S 0=«

Por lo tanto 1 es inyectiva. Ahora bien, sea:

k
{(Thse s B)} € AT, Ty, Th)
Sea v € S,, definida por y(x) = v;(z) si x € Tj para algin j € {1,2,...,}. Adicionalmente

k
v(r) = r. Con estas condiciones es claro que v € Aut(T) y 1 (v) = {({%}jegi , 51) }

Esto demuestra que 1 es sobreyectiva y por lo tanto 1 es biyectiva.
Note que m; = | B;|, luego:

o(t) = |Aut(T)| = |Aut(Ty, Tz, ..., T7)|

I I

=1 a\iGSBi

-TI 11 H | Hom(T}, Tz, )|

[T Hom(T;, Ts,) x {@i}

JEB;
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Ejemplo 2.3. Simetria
Consideremos nuevamente el arbol que se usé como ejemplo anteriormente:

456789

T =

1

En primer lugar, la simetria depende del tipo de isomorfismo de 7', por lo que a partir
de este punto consideraremos el tipo de isomorfismo t del arbol T'.

Luego, se puede notar que los subarboles de T" que se conectan a la raiz de 7' tienen

tipo de isomorfismo igual a:
[
1=

Como t} esté repetido dos veces entonces m; = 2. Ahora bien, es necesario calcular
o(t}), para lo cual es necesario ver los tipos de isomorfismo de los subarboles cuyas raices
se conectan con la raiz de t}, estos son todos iguales a e. Es claro que o(e) = 1 y por lo
tanto:

o(t) =21(31)? =72

Corolario 2.1. Sea T' € A[n] con tipo de isomorfismo t, si Ay = {T € A[n] : 7(T) =t}

entonces:
n!

| Ae| = o)

Demostracion.

Sea S, /Aut(T) el conjunto de las clases laterales a derecha de Aut(T') en S,,.
SpJAut(T) = {Aut(T)g : 0 € S, }

Sea:

g :Sp/Aut(T) — Ay

definida por:
g(Aut(T)e) = 6~(T)

Notemos que:
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Aut(T)g = Aut(T)y < 000" € Aut(T)
=00l N (T)=T
0N T)=61(T)
< g(Aut(T)g) = g(Aut(T)e)

Esto demuestra que g esta bien definida y ademés que es inyectiva.

Ahora bien, sea T" tal que 7(7") = t, entonces existe a € S, tal que:
(T =TT =a (T = g(Aut(T).,)
por lo tanto g es sobreyectiva.

Asi g es biyectiva y usando el teorema de Lagrange de la teoria de grupos se sigue que:

|As| = |Sn/Aut(T)| = O(Ziiz;)) _ UT(Li)

De donde: \
n!

Al = —

SN0

]

Definicién 2.11. Sea T' € A[n], decimos que T' es un drbol creciente si todo camino de
T que comienza en la raiz y finaliza en una hoja es creciente. Fs decir, cualquier camino
que comience en la raiz de T y finalice en una hoja tiene la forma:

l<yy<v <. . <y

Note que la raiz de cualquier arbol creciente con etiquetas en {1,2,...,n} es 1.

Denotaremos al conjunto de todos los drboles crecientes con vértices en [n] por A'[n].
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Definicién 2.12. Sea T' = [I115 ... T}, un drbol tal que 7(T') =t y 7(T;) = t; para cada
1=1,2,...,k se define el factorial de t recursivamente como:

en donde [t| es el nimero de vértices de T.

Ejemplo 2.4. Cdlculo de factorial de un drbol

A=A =5 a2 =555

1!4.}!4.3.1!4.3.2..!4!

Notese como en el segundo ejemplo el factorial del arbol coincide con el factorial de
cuatro. Esto no es casual, de hecho si t es el tipo de isomorfismo de un arbol 1-ario, es
decir, un orden lineal con n vértices, entonces t! = nl.

Proposicién 2.2. Sea
Al ={T € A'n]: 7(T) =t}

entonces: |
T n.
4] = o(t)t!
es decir:
t|Af| = | A
Demostracion.

Sean U un conjunto finito contenido en N y 7' € A[U]. Ord(T') denotara al arbol
creciente que resulta de reetiquetar los vértices de T siguiendo la siguiente igualdad re-
cursiva:

Ord(e,) = e,
Ord(T) = [Ord(Ty)Ord(Ty) . .. Ord(Ty)]

En donde [T1T5,...Ty] es el drbol que se obtiene al transponer la raiz de T con el
minimo de U. Veamos en la siguiente figura un ejemplo de aplicacién de Ord a un arbol
T:
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?\/1 2.4 3 6\/4 5
5/ — \b{/'s — 2 3 ord<2\6/1/5/3>
1 \4
Definimos sobre A; la siguiente relacion de equivalencia:
T~T < Ord(T) =0rd(T')
Luego, la clase de T" estd univocamente determinada por el drbol 7" = Ord(T') y ast:
T eT < Ord(T) = Ord(T')
& [Ord(Th) ... Ord(Ty,)] = [Ord(T}) ... Ord(T})]
T eT Vji=12,...k

De donde: B o o
T =n |T7| |T3| ... |T}|
es decir, las n maneras diferentes de elegir a la raiz de T, multiplicado por la cantidad de

maneras diferentes de elegir a la raiz de cada uno de los subarboles de T' cuyas raices se
unen con la raiz de T', y asi sucesivamente hasta las hojas.

Al ejecutar la recursion de esta igualdad obtenemos que:
‘T” =7(T")! = ¢!

Ahora como |At/ ~ ‘ = |AI}, entonces:

(A= > |7

T'cAy )~
=t >
T'€Ai/~
=l |4,/ ~ |
=t |A]]



Capitulo 3

Series formales

3.1. Series formales en una variable

Fue Laplace quien descubrié el método de funciones generatrices y la correspondencia
entre operaciones conjuntisticas y operaciones entre series formales. Usé este método para
resolver problemas de combinatoria.

Desde entonces muchos investigadores han trabajado siguiendo la misma idea de La-
place, entre ellos se encuentran F. Bergeron, G. Labelle and P. Leroux en [9] quienes
generalizan las operaciones entre series formales con su famosa teoria de especies la cual
es una interpretacion funtorial y conjuntistica de las operaciones entre series formales.
M. Méndez en [8] hace una importante contribucion literaria al definir las operaciones
entre series formales utilizando disimuladamente el lenguaje de la teoria de especies, es
decir, sin usar el concepto de funtor entre categorias. Su técnica consiste basicamente en
interpretar a una serie F' como una regla que envia a cualquier conjunto finito de tamano
n en el correspondiente coeficiente n-ésimo de la serie F'. Esta interpretacién es poco for-
mal, sin embargo es muy 1til ya que nos permite representar una operacion entre series
formales con operaciones entre conjuntos sin utilizar complejo concepto de especies. En
esta seccién usaremos la misma técnica introducida por M. Méndez en [8], excepto que
los coeficientes de una serie formal son elementos de un algebra.

De aqui en adelante R denotara al cuerpo de los niimeros reales.

Definicién 3.1. Un R-espacio vectorial A es una R-dlgebra si existe una operacion binaria
A XA — A
tal que para todo u,v,w € A y A € K se cumple:
Lu-(v-w)=(u-v) w

22 u-(v+w)=u-v+u-w

o6
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3. (v+w) u=v-utw-u
4. u- (W) =(Au)-v=Au-v)

- se denomina la multiplicacion de A. Decimos que A es conmutativa st u-v = v - u
para todo u,v € A. Decimos que A es un dlgebra con unidad si existe 1 € A tal que
u-1=1-u=u para todo u € A, 1 se denomina la unidad de A.

Ejemplo 3.1. A continuacion se muestran algunos ejemplos de R-dlgebras
1. R con su propia multiplicacion y unidad es un dlgebra conmutativa con unidad.

2. Bl conjunto de todas las matrices de orden n x n con entradas en R es un dlgebra no
conmutativa con unidad . Para este caso la multiplicacion del dlgebra es el producto
usual de matrices y 1 es la matriz identidad de orden n x n

3. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R es un dlgebra conmutativa
con unidad. Para este caso la multiplicacion del dlgebra es el producto de polinomios
y 1 es la unidad del cuerpo R.

4. Sea S un conjunto no vacio y A una R-dlgebra. El conjunto A cuyos elementos son
funciones de S en A es un dlgebra. En este caso la suma y la multiplicacion estan
definidas punto a punto, es decir, para cada f,g € A, N€R, s € S

(f+9)(s) = [f(s)+9g(s)
(f - 9)(s) f(s)-g(s)
(Af)(s) = Af(s)

De ahora en adelante A es una R-dlgebra conmutativa con unidad 1. Definimos A[[z]]
como el conjunto formado por todas las funciones F': N — A es decir, I’ es una sucesion
de elementos de A, denotaremos:

F = (F(0),F(1),...) = (fo. fi...)

la cual quedard escrita por:
n=0

F(z) se denomina serie formal de potencias sobre A y:

n=0 ’

es la serie formal de tipo exponencial asociada a F. En general nos referimos a series
formales genéricas con letras mayusculas y a sus coeficientes con la misma letra pero en
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Las series formales suelen ser llamadas con los mismos nombres de las funciones analiti-
cas a las que ellas representarian en caso de que converjan. Por ejemplo, la serie cuyos

coeficientes son todos iguales a la unidad 1 es la exponencial.
oo ‘/L‘n
St
n!
n=0
De igual manera, la serie cuya sucesién es (1,2!1,3!1,4!1,

= Zn'l— le

..) es la serie geométrica.

3.1.1. Operaciones fundamentales con series formales

Las operaciones fundamentales entre series formales son la

substitucién. En primer lugar definiremos la suma y el producto,

suma, el producto y la
la substituciéon sera de-

finida en otra seccién. Dadas dos series formales F' y G definimos:

Definicién 3.2. Suma

Definimos la suma de F' méas G como la serie formal de la suma término a término de

sus respectivos coeficientes:
0 n

(F+G)x) = 3 (Fat ga)

n=0
Definicién 3.3. Producto

Definimos el producto de F por G de la siguiente manera:

- ($£42) ()

Z Jry Gra o
k1! k!

ki+ko=n

I
NE

3
Il
=)

[
Mg

3
Il
=)

i
=)
b
Il
o

3
Il
=)
£
)

I
[~]e
HM;K
R
> 3
N—
=
NS

3

L
N————
3|

(3.1)

I
Nk
=i
Fol
EX
|3
SW
N
SR
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El coeficiente n-ésimo del producto:

(f 9= "0 (Z) JrGn—rk (3.2)

k=

es conocido como el producto de Cauchy de las series F' y G.

Cabe destacar que (Z) cuenta el nimero de diferentes subconjuntos de tamano k que
se pueden obtener a partir de un conjunto de tamano n. Esta observacion no es casual,
de hecho, motiva a introducir la siguiente seccion.

3.1.2. Interpretacién combinatoria de las series formales en una
variable

A menudo las series formales tienen asociadas familias de estructuras combinatorias
que utilizan como base un conjunto finito. Es decir, en muchos casos el coeficiente f,
de una serie F' es igual a \,a,, en donde a, € A y A, es el cardinal de un conjunto
F,, de estructuras combinatorias sobre un conjunto de n elementos (pensados frecuen-
temente como vértices). Por ejemplo, el coeficiente n-ésimo de la serie geométrica 17—1117
esn!l, y n!es el cardinal del conjunto S,, de permutaciones de un conjunto de n elementos.

Las familias de estructuras combinatorias pueden construirse sobre un conjunto fini-
to de vértices C'. A estas estructuras combinatorias las llamaremos configuraciones. Las
operaciones entre series formales se traducen entonces en operaciones conjuntisticas en-
tre las configuraciones asociadas a las series involucradas, y se pueden expresar de una
manera mas simple cuando ponemos los términos de las series a depender de conjuntos
finitos arbitrarios en vez del subindice n o del conjunto [n] = {1,2,...,n}. Esto motiva
la siguiente definicion:

Definicién 3.4. Sea C un conjunto finito arbitrario de cardinal n. Dada una serie formal
F se define F[C] como el coeficiente n-ésimo de la serie F(z).

x'f‘b

n!

Pl fo = | 5] (@)

Representaremos graficamente el coeficiente F[C] usando la notacién grafica de Labe-

lle, como en la siguiente figura:
Y

Representacion gréafica dé4]
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Desde la definicién de suma en (3.1) obtenemos que:
(F+ G)[C] = F[C]+ G[C]
Analogamente, si C' es un conjunto de cardinal n entonces de la ecuacion (3.2) tenemos:

(F-G[C]=(f-9)n

:Z " fkgnfk
k=0 k

Z 1 fkgn—k

ci CC
|C1] =k

> ) Rl -GlC -y

k=0 C1 C C
|C1l =k

= Z F[Cl] 'G[Cz]

C1+Co=C

I
Eal
i M§
(e}

La suma de arriba es entonces sobre todas las descomposiciones de C' en pares de
subconjuntos disjuntos (C4,Cy) tales que C; U Cy = C. Graficamente representaremos a

F - G[C] de la siguiente manera:
|
I
N4
I
3 1

A modo de ejemplo, podemos calcular el coeficiente de grado cuatro del producto de
la serie exponencial por la serie geométrica. Si C' es un conjunto de cardinal 4 entonces:

(6$'1_11g;> o= 3 ez[ol].ljlx[cg]: 3 |02|!1:§k;!1:(34)1

C14+C2=C C1+C2=C

Proposicién 3.1. El producto de tres o mds series formales es asociativo y:
Fiy(x) - Fy(z) - - Fy(x)

denotard el producto de k series sin importar el orden de asociacion.
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En el caso de una multiplicacion de 3 series formales, si C' es un conjunto de cardinal
n, tenemos lo siguiente:
n! < )F3( )>
n

> () ( ( )fﬁ”f&) 9
k=0 .

(e
k=0 s=

Sea B un subconjunto de tamano k de C' y E un subconjunto de tamano s de B. ;De
cuantas maneras se puede obtener el par (E, B)?. Una vez fijado B, E se puede obtener
de (';) maneras diferentes y B se puede obtener de (Z) maneras diferentes. Por el principio
de multiplicacién, el nimero de maneras diferentes de obtener un par (E, B) es igual al
producto (Z) (];7) La aplicacién que envia al par (E, B) en la tripleta (F, B — E,C — B)
es una biyeccion, por lo tanto:

"

(Fi- B - F)[C {

s |l

i i (Z) (Iz) FORD Y, = i i S 1| R[E] R[B-E) BC- B

k=0 s=0 k=0 s=0 ECBC C
|B| =k, |E| =
Como la tripleta (E, B— E,C — B) es una descomposicién de C' en 3 subconjuntos de
cardinales s, k — s y n — k respectivamente y dado que k varia desde 0 hasta n y s varia
desde 0 hasta k, entonces reescribimos:

n k
S| Y i|mmRB-gRCC-B
k=0 s=0 ECBCC
|B| =k, |E|=s
n k

=3y D 1| Fi[CY] F[Cy) F3]Cs]

k=0 s=0 Ci+Cy+Cor=0C

ICil=s, |Cal=k—s, |C3l=n—k

= F[Ch] - F5[Cy] - F3[Cs]

C1+C2+C3=C

Graficamente, un sumando del producto de tres series formales queda representado

como sigue:
1
I
|
NG ]
kot F: I

2 3
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Noétese que:

(Z) (’2) " —n/!c)!k:! (k —kis)!sl ~ sk — S?!!(n — k)

Sabemos que (Z) (’;) cuenta la cantidad de maneras posibles de descomponer a C' en

una tripleta de subconjuntos disjuntos (Cy, Cy, C3) cuyos cardinales son s, k —sy n —k

respectivamente, el valor ——%—— se conoce como numero multinomial y se denota
’ sl(k—s)!(n—k)!
por:

n B n!
s, k—s, n—k/) sl(k—s)(n—k)

Podemos deducir entonces, de una manera analoga al caso de 3 series formales, que la
formula para el producto de k series formales es la siguiente:

(1) f(2) (k)
(FlFQFk>[C]: Z n ny Jna ny,

ny! ns! ng!
b Tme—n 11 Mo k

= Y RG] B[Cy-- Fi[Cy]

C1+-+Cp=C

Donde la suma de arriba estda indexada sobre todas las descomposiciones de C' en
k-tuplas de subconjuntos disjuntos (Ci, Csy, ..., Ck) cuya unién es C'. Para este caso, el
nimero multinomial (n1 n2n... nk) cuenta las diferentes maneras de descomponer a C en k
tuplas de subconjuntos disjuntos (C, ..., Cy) tales que el cardinal de C; es n;.

Por lo tanto, hemos obtenido que:

(HF> = > Ilrl

Clgod Cp=C j—1
3.1.3. Topologia de las series formales
Supongamos que { Fi(z) } x>0 es una secuencia en A[[z]], /ctiando converge esta sucesion

a una serie F'(z)?
" "
BT ST Ay A g

n>0 n>0

Podemos definir una topologia en A[[z]] de la siguiente manera. Diremos que la sucesién
de series formales Fj(x) converge a F'(x) siy solo si:

lim f¥ = f,
k—o0

para todo n > 0.
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Es decir, {Fj(z) }r>0 converge a F(x) si para cada n > 0, existe un natural K, tal que
si k > K,, entonces f,sk) = fu.

Supongamos que de manera general se desea sumar una cantidad arbitraria de series
formales, ;bajo qué condiciones converge esta suma?.

Definicién 3.5. Sumabilidad

Una sucesién de series formales { Fi.(x) }r>0 es sumable si para todo n > 0 el coeficiente
n-ésimo de Fj(x) es el neutro de A cuando k es suficientemente grande.

De este modo:
. N (ST N (S w2
> - X (L) -3 (L) 1
k=0 k=0 \n=0 n=0 \k=0
Esta definicion tiene sentido pues hay una cantidad finita de elementos distintos del

oo
neutro de A en la suma interna £,
k=0

Es posible reformular la condicién de sumabilidad en términos de la topologia de series
formales. Como para cada n > 0 existe k suficientemente grande tal que f,gk) = 0. Luego
la sucesién { F(x)}r>0 es sumable si y solo si converge a cero. Es decir:

ltm Fy(r) = 0+ 0% 1 0% +
hoeo )T TR

Proposicién 3.2. Sea {Fy(z)}r>0 una sucesion de series formales en Al[z]]. La serie

o0
> Fi(x) converge si y solo si Fj.(x) converge a cero.
k=0

De esta proposicion se tiene:

Proposicién 3.3. Si fo = 0, entonces la serie Y, F*(x) es convergente.
k=0

Demostracion.

Sik>n:

EIEECEND SN

©
ni+--+ng=n

k
I =

debido a que en el indice de la suma anterior existe un j tal que n; = 0.

Luego, por la proposicién (3.2) " F*(x) converge.
k=1



64

Para lo que sigue FO(z) =1+ 0% +0§ 4o =1

3.1.4. Substitucién y exponencial

Counsideremos la serie: -
:L.TL

La exponencial de G(z) se define como la substitucion de G(x) en la serie e, es decir:

— G*(2)
G(z) __
=
k=0

como gy = 0 se sigue de la proposicién (3.3) que %) converge.

Por otra parte:

(Gk) [C’] _ i Gk[C] — % Z G[C1] e 'G[Ck]

kI !
Cr+4Cr=C

Como gy = 0 obtenemos que si C; = () para algini = 1, ..., k entonces G[C;] = go = 0,
por lo tanto, la suma de arriba es nula para todas las descomposiciones de C' en las cuales
al menos uno de los subconjuntos C; sea vacio. Es decir:

LY deleaal=g Y dla]-6la

’ Cl-i-“'-i-Ck;:C C’1+~-~+Ck =C

Note que al dividir entre k! se esta desordenando de todas las maneras posibles la
descomposicién (Cy, Cy, ..., Cy) de C, obteniendo entonces un conjunto {C1,...,Cy} de
subconjuntos no vacios de C' tales que su unién es C, es decir, una particién de C' en k

bloques. Asi: .
= > dolclal= Y Tl

"Ci+ -+ C=C w€ll,[C] BEm
Ci #0

donde T1;[C] es el conjunto de todas las particiones de C' en k bloques.

De esta manera: ok
(%)= ¥ o
well,[C] Bem

es decir:

Gk e n
k(!ﬂf): Z Hngl %

n=k \ w€lly[n] BeT
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donde IIg[n| es el conjunto de todas las particiones de [n] en k bloques.

Definicién 3.6. Substitucion

Si go = 0, definimos la substitucion de G en F' como la serie:

N=% 1<
k=0

cuyos coeficientes estan dados por:

2] P = =g

] roen- |

Sin>1:
an

Gk
2]

I
3|&

PTME% HMEB

Z H Yy,

|
€ll,[n] BET

Si k > n entonces en el indice de la sumatoria de arriba se requiere una particion = de
[n] que tenga una cantidad de bloques mayor a la cantidad de elementos que posee, esto
es imposible, en consecuencia:

if’“ Z ngm if’“ Z ng\

k=1 w€llg[n] BET k=1 w€llg[n] BE™

- Z Sl HQ\B\

well[n] Ber

donde II[n] es el conjunto formado por todas las particiones de [n].

Por lo tanto:

F@)C)= Y Fm]cB

Sie] Ber

Se puede interpretar que para obtener las configuraciones de F'(G(z)) en un conjunto,
se colocan configuraciones asociadas a GG dentro de una configuracién externa asociada a
F' de todas las maneras posibles, una para cada particién 7 del conjunto C'. Los bloques de
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7 se interpretan como vértices “gordos” para las configuraciones de F'. Una representacion
grafica de esto es:

182 3
210

1
96
1

Donde C = [12] y 7 = {{1,6,9},{2,8,11},{3,12},{4,5,7,10} } es la particién de C

Ejemplo 3.2. Formula de substitucion

Hallar el coeficiente de tercer grado de e 1.

Solucion:

Queremos hallar e ~1[3], esto es:

MBI =Y e [[eBl= D> [[1=| D 1]1=06n

mell[3] Berm well[3] Bem well[3]

Note que el valor de la suma <Z7r61_[[3] 1) representa la cantidad de particiones posibles

del conjunto [3] = {1, 2,3}, estas son:

{1123 33 {125 {33} {{n.33 {24} {{2.3}.{1}} {{1.2,3}}

La cantidad de particiones posibles de un conjunto de cardinal n es conocido como el
numero de Bell B,,, es decir:

e [n] = B,1 = |lI[n]|1

Adicionalmente, la cantidad de particiones en k bloques posibles a partir de un con-
junto de cardinal n se conoce como el numero de Stirling del sequndo tipo y se denota
S(n, k), ast:

‘Hk[n” = S(n, k)

Es claro que:

> S(n,k) =B,

k=1

e n] = (Z S(n, k)) 1

Por lo tanto:
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Los ntimeros de Stirling del segundo tipo cumplen con la siguiente relacion de recu-
rrencia:

Sn,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k)
donde S(0,0) =1y S(n,0) =0

3.2. Series formales en dos variables

Consideraremos ahora series formales de tipo exponencial en las variables x; y xs:

el
1 2
F(x1,x9) E fmn

m,n=0

donde los coeficientes f,, , pertenecen a R.

El objetivo principal de esta seccién consiste en hallar el coeficiente k-ésimo de la
substitucién de dos series univariadas en una bivariada. Es decir si:

o0

h" N X
Z 9(1) Ga(h) = Z 97(12)5
! e !

y F' es una serie bivariada con coeficientes en R. ;Cudl es el coeficiente k-ésimo de la
serie F'(G1,Gy)?. Para poder entender lo que ocurre con este cédlculo debemos introducir
la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Conjunto coloreado
Sea, C un conjunto mno wacio. Una n-coloracion sobre C es una funcion
K :C — {1,...,n}. Decimos que x € C tiene color i si K(z) = i. De este modo,
“1({i}) es el subconjunto de C que tiene color i.

Todo conjunto n-coloreado C, estd univocamente representado por el par (C, K).

Definicién 3.8. Si F(x1,x2) es una serie bivariada, definimos para cualquier conjunto
bicoloreado (C,K):

FICK] = fup = [ﬁ "’“"—] F

m! n!

donde m es el cardinal del subconjunto de C' que tiene color 1 yn el cardinal del subcon-
junto de C' que tiene color 2.
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Teorema 3.1. Sean

o0

0= a0 G = o
n=1
dos series univariadas con coeficientes en una R-dlgebra conmutativa A con unidad 1. Sea
Flera2) =Y frn
una serie bivariada con coeficientes en R. Si C' es un conjunto de cardinal k entonces:

hk
{k'] F(G1,Go) = F(G1,Go)[C] = Y Fr, K] [[ G [B

(m,KC) Bem
y la suma de arriba estd indexada sobre todas las particiones bicoloreadas (w,K) de C.

Demostracion.

Notemos que:

G-y oyZie)

| n!
m: n. C1+Ca=C
-y [ ¥ mem|( ¥ Mo
C1+C2=C m1 €Ly, [Cl} Bem mo€lly [CQ] Bems

La interpretacion combinatoria de la suma de arriba consiste en hacer todas las posibles
descomposiciones del conjunto C' en el par (Cy, Cy), luego se hace una particiéon m; de m
bloques en C] y a cada uno de los bloques se le aplica G, de manera andloga, Cs es
particionado en n bloques a los cuales se le aplica G5. Por ejemplo, para m =3y n =2
una representacion grafica de esto es:

Cl CQ

G2

T
I
I
I
I
1
1
1
1
1
|
1
1

)
4 AN
4 S
4 G, N
N

Se quiere unir las dos particiones m; y 7o en una sola particion 7w, para hacer esto
coloreamos los bloques de 7 con el color 1 y los de w5 con el color 2, de este modo la
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particién m = m; U 7y tiene m bloques de color 1 y n de color 2.

Formalmente, lo que se esta haciendo es considerando la aplicacién que envia a la
tupla (C,Cy,m,m2) en el par (m,K) definida por 7 = my Ume y K(B) =i si B € ;.
Reciprocamente, una particién bicoloreada (m, K) es enviada en la tupla (Cy, Cy, 7y, 7o)
haciendo m = K71(1), m = K7(2), C1 = Upere— 1y By Co =Upei-1(9) B- Esto es una

biyeccién. Graficamente:
N /[\G

M ’
N 1

’ AN
.
,/ \\ GQ
’ Gl \\

’ N

—_————-

G2 4 N 1 G2

2G2

Cl CQ

T

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

N

De esta manera

2\ oz Haewpt 2 Ilas)= 2 ¢

C1+Co=C \ m €ll,,[C1] Bem ma€lL, [C2] BEM2 Ber
[~ ( )| m
[K=(2)|=n

Por lo tanto tenemos
G G”
GlaGQ menm' n' ]

- Z i Z H Gy B

(7rIC Berm
K= (1)]=m
IK=1(2)|=n

=2 2 Pk ]G 8]
m,n (7r,IC) Ber
I=
|=

K™ ()
K1(2)

—ZFWIC HGW

(m,KC) Ber

m
n



70

Graficamente, la substitucién de dos series univariadas en una bivariada se representa
como sigue:

el cual es un arbol de altura 2 cuyas hojas son los elementos del conjunto C'. Un bloque
de la particién 7 es el conjunto de hojas de un subarbol pequeno al cual se le aplica G o
(5. Las etiquetas en las raices de estos subarboles pequenos senalan la coloracién de cada
uno de los bloques de 7, si el bloque es de color 1 entonces en el se aplica G y si es de
color 2 en el se aplica Gs.

El teorema anterior es crucial para desarrollar los objetivos de este trabajo, pues nos
permitira escribir los coeficientes de la solucién analitica de un problema a valor inicial
auténomo en términos de arboles crecientes. Sin embargo, desde este teorema también se
puede describir las condiciones de orden sobre los coeficientes de un método de Runge-
Kutta utilizando arboles con raiz. En las otras secciones se hara tal descripciéon. Por ahora,
haremos una construccién en el contexto de las series formales de la ecuacién (5) presen-
tada por J. Butcher en su articulo [3].

Si L : A — A es una transformacién lineal, entonces L puede ser extendida a una
transformacion lineal de Al[z]] en A[[z]] por la aplicacién de L en cada coeficiente de una

serie. Es decir:
" > "
L (Z fnm) =D L)
n=0

n=0
Sean - o0
mon m,.n
_ (1) U1 Ty -3 2 1t
Fl(ZL'l, ZEQ) Z fm,n minl’ F2(x17 l‘g) fm,n mln!
m,n=0 m,n=0

series bivariadas con coeficientes en R y
Gi(h) = EOO( " Go(h) = EOO( @
1 . 9n n!’ 2 . 9n n

series univariadas con coeficientes en A. La ecuacién (5) planteada por Butcher en [3] en
el contexto de las series formales es la siguiente:

G, = (INL(Fy(G1,Ga)), j € {1,2} (3.3)

Es decir, G; es el producto de la serie 1h = 0+ 1% + Og—f + -+ con la serie que resulta
de aplicar L a la substitucién F;(Gy, Gz). Note que g%j) = L( ég)l) = f(%)L(l). Sea C' un
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conjunto de tamano k > 2 desde el Teorema (3.1) se sigue que:

(]) G,[C]
= (1ML (F}(G1, G)) ) [C]
— Z h{r}] - L(F;(Gy, Go)) [C = {r}]

{rho—{r})
= > 1 L(B(G1LG))[C - ()]
{r}hO={r})
= Y L(E(GLG) [0 {r}]
{r}hC={r})

= > ZL(E[W,/C}HGW[BQ

{r},0={r}) (w.K) Bem

Finalmente usando la linealidad de L tenemos la ecuacién:

GilCcl= Y ZFWIC <HG,C(B) ) (3.4)

({rhe—{r}) ( Bem

En el indice de la suma interna de (3.4) varia sobre todas particiones bicoloreadas
(m,K) de C'— {r}. Como sabemos, al hacer el producto de dos series, desde el punto de
vista combinatorio se obtienen todas las descomposiciones de C' en pares (Cy, Cy). Como

h h?
1h =0+ li + 0—
entonces para todas las descomposiciones en las cuales ' tenga un cardinal distinto de
1 obtendremos que 1h[Cy] = 0, lo cual hace nulo el producto (1h)L(Fj(Gy,G>)). Asi,
solo se consideran las descomposiciones de C' en pares de la forma ({r}, C' — {r}) como se
observa en el indice de la primera sumatoria.

Una vez hecha esta descomposicién a {r} se le aplica la serie 1h, lo cual da como
resultado la unidad del 4lgebra 1. Luego a C' — {r} se le aplica la substitucién F};(Gy, Gs),
la cual queda representada siguiendo la interpretacién del arbol de altura 2 después del
Teorema 3.1, excepto que debemos aplicarle L al producto [, G B]. Finalmente la
interpretacion grafica de la ecuacion (3.4) es:

)C(B)[
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El cual es similar al arbol del lado derecho en la descomposicién de arriba excepto que
hemos ethuetado a la rafz con r. Note que r tiene asociado el operador lineal f;* )ZQL en
donde i; = [K71({1})], iz = [K71({2})], por lo tanto es natural asignarle a r color j. Si
iteramos el mismo razonamiento sobre cada G, [B] y asi sucesivamente, obtenemos un

par (T,K’) en donde:

)C(B)[

1. T es un arbol cuyos vértices estan etiquetados con los elementos de C' y r es la raiz
de T'. Los vértices de T" que tienen profundidad p, con p > 1, se obtienen mediante
la seleccion de un elemento sobre cada bloque de las particiones bicoloreadas que
aparecen en el paso p de la iteracion.

2. K’ es una bicoloracién sobre C' definida de la siguiente manera' K'(c) =1 siy solo

si el operador lineal asociado al vértice ¢ es de la forma fl L, en donde 7 e i3 son
los respectivos niimeros de bloques de color 1y 2 que tiene la particion bicoloreada
del conjunto de descendientes de c.

La aplicacién sucesiva de los operadores de la forma f D[, desde la raiz r de T hasta

11,12

sus hojas define un peso sobre este arbol, el cual es igual a:

[T A5 (3.5)
veT
en donde, 7; es el numero de diferente hijos de v a los cuales K’ le asigna color 1 e i5 es el
numero de diferente hijos de v a los cuales K’ le asigna color 2. ¢ es el tipo de isomorfismo
de T'y A es la funcién de T(A[n]) en A que se obtiene mediante la aplicacién sucesiva del
operador L sobre un arbol. A esta definida recursivamente como:
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sit = By (ty,ts, ..., t) entonces:
A(t) = L(A(t1) - A(t2) - -+ - A(te))

Cada sumando en la ecuacién (3.4) corresponde biyectivamente a un peso sobre uno
de los arboles bicoloreados que describe el algoritmo anteriormente explicado. Finalmente

tenemos que:
Glc)= 3" [TA A0 (3.6)
(7.K)

veT
K(r)=j

La suma de la ecuacién (3.6) estd indexada sobre todos los drboles bicoloreados (7', K)
con vértices en C, tales que K asigna a la raiz r de T" el color j.

De ahora en adelante un vértice con color 1 seré denotado por O el cual se identifica
con la variable z; de una serie bivariada y un vértice de color 2 serd denotado por @ el
cual se identifica con la variable x5 de una serie bivariada.

El siguiente ejemplo ilustra el algoritmo anterior:

Ejemplo 3.3.

Sea C'={a,b,c,d,e, f}, un sumando de G1[C] se obtiene haciendo la descomposicién
correspondiente a la férmula (3.4) antes explicada, obteniendo lo siguiente:

bd ce f
2\“2 1] Y1 /o%2

1
S

Ahora bien, este procedimiento se itera dentro de los subarboles del arbol anterior y
asi sucesivamente, quedando:
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Sean (7', KC) un arbol bicoloreado y « una biyeccién de C' en C. Sea T" = «(T") con
coloracién K o o™, entonces si a(v) = v se cumple que:

K(v) =K ' (v) = (Koa™)(v)

es decir, la aplicacién de « a T' no modifica los colores de los vértices. Por lo tanto si v
tiene i e iy hijos de color 1y 2 respectivamente entonces el correspondiente v’ tendra igual
cantidad de hijos de colores 1 y 2. Asf:

(K@) _ ((Koa™1)(v"))
Hfil,iz - H fjhjz
veT v’ €T’
y en consecuencia, el sumando ], ., Z-(figv))A(t) se repetird en (3.6) tantas veces como
arboles de tipo t existan. Como |C| = k, desde el corolario (2.1) este niimero de repeti-
k!

ciones es ﬁ.

En [3] se define:
F(t.K) = [T A5

veEL

como el diferencial elemental de un arbol no etiquetado ¢ con una bicoloraciéon K sobre
sus vértices. Recordando que un vértice de color 1 se representa como o y uno de color 2
se representa como e, tenemos por ejemplo que

2 1 2 2
F(K}X) = [V ) )

Finalmente, la ecuacién (3.6) se reescribe de la siguiente manera:

. KIF(t, IC)A(t
g = Gylc) = (t% % (3.7)
i

ahora el indice de la suma de arriba varia sobre todos los pares de la forma (¢, ) en donde
t es un arbol no etiquetado con k-vértices y K es una bicoloracion sobre los vértices de t
que le asigna color j a la raiz r de t.

Un posible sumando de g? es

a8 (2 (2w 1) - L)



que esta representado por el siguiente arbol:

oo L) o LA1)

. |
el cual aparece repetido % = 60 veces.

Mas aiun
2 2
f @‘ /\f (go) I éi‘ /\(go)
T E-
g§2) = 5 f(§2) + féQ)
(2) (1) (1) (1)
00 00 00 00
) 0
3! 2 2
+5 15 + i
(1) 1) (2) (2)
/\OO /\00 /\00 /\00
1 2 1 2
fl(()) . 1<o) (51) f[gl)
! 2 2 2 2
+% o v L e 4 e

Finalmente desde la ecuacién (3.7) se tiene que para j € {1,2}

o0

N e
SOEDIEEDY
k=1 ’ k=1

I6)

(3.8)
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o =2
AR
(M\ﬁ
=
S~—
=\
+~
K> o)
—~
S—
=
~7 <
AE
(\V(N\“




Capitulo 4

Condiciones de 6rden para el método
de Runge-Kutta

El objetivo de este capitulo es usar la ecuacién (3.7) para hallar la solucién analitica
de un PVI y simultaneamente establecer condiciones de orden para un método de Runge-
Kutta utilizando arboles bicoloreados.

4.1. Solucion analitica de un PVI

Ahora estudiamos la ecuacién diferencial auténoma:

y' = f(y)
y(zo) = yo
en donde yy = (y(()l), y[(f)) y f : R? — R? esta dada por:

[ =W, )

con f¥) :R? - R para j=1,2.

La solucién de este PVI es una funcién y : [z —€, 2o +¢] — R? definida por y = (y1,92)
con € > 0. De este modo, el PVI se puede reescribir como sigue:

?J}‘: f(j)(yh Y2)
us” = y;(o)

Sea h = x — g, para j = 1,2 definimos Gj; : [0,1] — R por:

G;(§) = yj(wo + hE)

7
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De este modo:
d_ij = y}(xo + h§)h = f9) (yl(fo + h&), ya(xo + hf))h = hf(j)(Gh Gs)
Asi, el PVI queda escrito por:

d%Gj = hf9(Gy,Gy)
G;(0) = y”
G;(1) = y;(x)

Integrado desde 0 hasta & tenemos que:

/Of G (s)ds = /5 hf?(Gi(s), Ga(s))ds

0

es decir: .
G&) = = [ 19(61(5),Gals)) s (4.1)

Cuando G1(s) = sy j =2, (4.1) se convierte en la ecuacién integral de Picard (1.7)
estudiada en el capitulo 1. Sea A = C[0, 1] el espacio de la funciones continuas en el
intervalo [0, 1], A es una R-dlgebra bajo las operaciones producto y suma punto a punto
de funciones. La unidad de esta dlgebra es la funcién 1 definida por 1(§) = 1, para todo
£€10,1]. Sea L : A — A el operador integral

asi la ecuacién (4.1) se escribe como la ecuacién funcional
Gj—y'1 = hL(fY(G1,Gy)) (4.2)

Ahora bien, recordemos que si f € C" entonces las derivadas de orden k de f (k < n)
las denotamos de la siguiente manera:

fi k—i _ akf
Yy ayk—zaxz
En este capitulo denotaremos las derivadas parciales de f9) como sigue:
L el
[
T By oy

es decir, el primer subindice cuenta la cantidad de veces que se deriva f) respecto a y;
y el segundo la cantidad de veces que se deriva respecto a ys.
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Supongamos que cada fU) admite un desarrollo de Taylor en un entorno abierto U;
de yo, es decir

F9) =F0) + 77 (01— )18 o) + (52— 0612 ()

1 ; , .

+ 57 (= w2150 ) + 200 = 6”) o = 06”1 (00) + (2 = 672453 ()
1
nl

k=

n n . .
(k) (= 6" (= w6 )" S (o) + -
0

Z( ) v ) (e — w6 )" A (wo)

0 k=0

I
Mg
?iIH

n

n

=1 n! kol
=2 o~ = )

n=0 k=0 o

n=0 k=0 k! (n—Fk)! knk

3 (g1 =y )™ (g2 — y)™ 9 (40)

7:1! Zg' e

M)

n=0 71 +i2=n
-y (y1 — y5)™ (yz—yé) £9 (40)
- Z | 11 12

i1,ia>0 v ia

Podemos elegir a h suficientemente pequeno como para que (G1(£),G2(€)) € Uy NUs
para todo ¢ € [0,1], luego la substitucién fU)(G1,Gy) en el desarrollo anterior puede

(J)

expresarse como una serie en h con coeficientes en A. Esto nos dice que G; —y;’1 también

se expresa como una serie en h con coeficientes en A, es decir,

[e.9]

hk
_yO 1 - ngj) k'

Sea F(x1,25) la serie formal en 2 variables dada por:

xf T
beQ § f1122 )

W z il 19!
Luego: ' '
G — Z/(()J)l = hL(F(Gy — y(()l)]-a Gy — ?/(()2)1))

La ecuacién (3,7) nos dice que los coeficientes de G; — y(()j 1 se expresan de la siguiente
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manera HIE(t, K)A()
U _ F(t,
Yk > o(t)
(t,K
K(r)=j
It =k
k
para este caso A(t)(§) = i si t es arbol con k vértices. En efecto,
Si k=1 entonces t = e, asi:
¢ ¢ &€
MO = L© = [ U ds=s [ =5 =3
0 o 1 e
Si k = 2 entonces t = I , por lo tanto:
3 3 52 52
k
Asumamos que para k < n se cumple que A(t)(§) = 7 ¥ veamos que se cumple para
k =mn+ 1. En efecto, si t = [ty,ts,...,1] tiene n + 1 vértices, entonces:
3 3
M) = [ (M)A (s) ds = [ A (s) - At (s) ds
0 0
Como los subarboles t1, ..., t; tienen menos de n vértices, asi, por hipdtesis inductiva

tenemos:
€ gltal sltil

13
/OA(tl)(s)---A(tl)(s) ds:/o e ds

1 3
= —/ s" ds
tl!"'tl! 0

1 gn—o—l

Asi, hemos demostrado lo requerido.

De este modo, el desarrollo en serie de Taylor de la solucién analitica del PVI queda

de la siguiente manera:

w@) = oo+ ) =G =i+ > | T T |-t @
k=1 | K
K(r)=j

[t|=F
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k!

o(t)t!
arboles crecientes con k vértices y de tipo ¢, por lo tanto:

Z KIF(t,K)
e o(t)t!

K(r)=j
|t|=k

Recordemos que segun la proposicién 2.2 el nimero cuenta todos los posibles

cuenta todos los posibles diferenciales elementales que poseen todos los arboles crecientes
bicoloreados T, tales que 7(T) =ty K(r) = j. Asi:

i (K()) (z — xo)"
=Yt Z Z H fivia k!
k=1 TeAlk] veT
K:[k]—{1,2}

K(r)=j
De donde deducimos que:

d*y,
Wy]g(xo) = Z H 1112

TeAt[k] veET
K:[k }—){1 2}
K(r)=j

es decir, la derivada k-ésima de y; se puede obtener sumando los diferenciales elementales
de todos los arboles bicoloreados crecientes de k vértices cuyas raices tienen color j.

Veamos a continuacién, una tabla que muestra como obtener las derivadas de y;(x)
hasta la de tercer orden.
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/ 7 "

1 Yq Y

3
o ) 2 1) (1 1) #(1) (1
1 Joo O ¢D 2 g

1 1
3
2 (1) £(2)
01" Joo \ OIS
1

1) (1) (1
Zv féo)féo)f(go)
1 2
\/*f{l)foo @

\ fOl flO fOO
1
3
1 2 2
X 070
1

1 2 1

Z\ﬁ I A

\/ 131 1)
1

Junto a cada arbol de la tabla de arriba vemos su respectivo diferencial elemental,
o* fu)
i a A k—in g 18

recordando que fz(fg)_ , obtenemos que las primeras tres derivadas de y; son:

3/1 :f(1)<y17 yz)
f(l)af f )af(l)
y 8y2
2
=) (w) e afm aym 4 (y0y? a2f<21> . o OFV
Oy Oy O0yo oy; 0y2011
LIV OFE o OFD 0Ty ey PIY a2 8T
Jys Oy 0ya Oy 0v10ya 0yl

Si quisieramos hallar la cuarta derivada de y;, habria que hacer incidir el vértice 4
sobre los arboles con los cuales se obtuvo la tercera derivada, de los dos colores posibles y
sobre cada uno de los vértices existentes, esto nos daria un total de 48 arboles diferentes,
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es decir, la cuarta derivada de y; tiene 48 términos.

4.1.1. El caso univariado

En el caso univariado tenemos 3, = f® (y1,72) = u(y2) en donde u es una funcién que
depende unicamente de la variable 1. De este modo, al calcular las derivadas parciales
de f® con respecto a y; estas se anulardn y los tnicos términos distintos de cero en la
solucion analitica de ys son aquellos en los cuales se deriva respecto a ys. En términos de
arboles esto quiere decir que todo arbol con al menos un vértice de color blanco tendra di-
ferencial elemental nulo.

La férmula que describe el proceso de derivacién en una variable usando arboles es:

W= S TTu )

TeAT[k] veT

en donde i(v) es la cantidad de hijos que tiene el vértice v y u((*) es la derivada de érden
i(v) de la funcién w.

En el caso univariado, el producto:

H w ) (yy5)

veT

es el diferencial elemental de u asociado al arbol T

A continuacion, se presenta una tabla en la cual se observa la construccién de los
arboles crecientes necesarios para hallar las primeras cuatro derivadas de y»:
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" " (4)

3

Yo
Z\V
1 1
4
3
2 3
2 uwu'u
1
1 4
2 3 uwuu'u
1
4
1
1
3
2

uw"uuun

uw"u'uu

uw"u'uu

¥
Y

1

w'u"uu

w'u'u'u

De este modo, las primeras cuatro derivadas de y, son:
Yy = ul(y2)
Yo = u'(y2)u(ys)
2
v = u" (y2)u? (y2) + (4 (y2)) "ulyn)
3
ys? = " () uP () + 4’ () (2 )u? (o) + (u'(32)) ()

Analogamente al caso bivariado, si quisiéramos hallar la quinta derivada de y, a partir
de la cuarta, es necesario tomar el vértice 5 y hacerlo incidir sobre cada uno de los vértices
de los seis arboles con los cuales obtuvimos la cuarta derivada, esto nos daria un total de
24 posibilidades diferentes.
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En conclusion, el desarrollo en serie de Taylor de la solucion de un PVI univariado es:

o =wtd [ X e | o (1.4

n=1 \TeAl[n]veT

Veamos a continuacién algunos ejemplos de como usar la férmula (4.4) para hallar la
solucion de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 4.1.

Resolver el problema de valor inicial:

Y=y
y(xo) = Yo
Solucién:

En este caso f(y) =y, de donde f'(y)y’ = ¢ y finalmente f’(y) = 1. Esto nos dice que
f®) =0si k> 2, por lo tanto [Ler @) =0 siy solo si el arbol T tiene al menos un
vértice con 2 o mas hijos. De esta manera, los tinicos arboles que no anulan al diferencial
elemental son las cadenas, es decir:

De la condicién inicial obtenemos:

f(y(zo)) = f(yo) = wo
Asi, la serie de Taylor de la solucion del PVI dado es:

(x — x0)?

2l
+ (f’(yo))Qf(yo)% + (f’(yo))Bf(yo)% g
ot

y(x) =yo + f(vo)(x — xo) + ' (v0) [ (yo)

(x — x0)*
Yo

=yo + yo(x — x0) + Yo

=yoe” "
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Ejemplo 4.2.

Resolver el problema de valor inicial:

Solucion:

Tenemos que f(y) = y? + 1, de donde:
fflyy=2y vy f'(y)=2

y de manera andloga al ejemplo anterior concluimos que f*) = 0 si k¥ > 3. Esto nos
dice que los arboles que tengan al menos un vértice con 3 o mas hijos tendran diferencial
elemental nulo.

Por la condicién inicial tenemos:

La serie de Taylor de la solucién queda:

2 3

vla) =1 + 1O O + (7 OF0)+ (10)*0)) 5
- (4f”(0)f’(0)f2(0) FFO) FO) S+
=r+ 25 + -

Dado que f’(0) = 0 deducimos que los arboles que tengan al menos un vértice con un
solo hijo tendran también diferencial elemental nulo, esto nos facilita el proceso de hallar
mas términos de la serie de Taylor de la soluciéon. Dado que tenemos tan pocos términos
de la soluciéon de este PVI, hallemos el término de quinto grado.

Los drboles a considerar (y sus diferenciales) son:

RVIEEV S VIRV §

f2)f(2fff f@ff ff S fff f@)f f1f

De donde:
y®(0) = 4(f"(0))* £(0) = 16
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Asi:
3 5

xXr s

Los tinicos arboles cuyos diferenciales no se anulan son aquellos cuyos vértices internos
tienen 2 hijos, es decir, arboles binarios. Esto quiere decir que todos los términos de grado
par en la serie de Taylor seran nulos, pues es imposible construir un arbol binario con una
cantidad par de vértices.

Si se resuelve este ejemplo usando separacion de variables se obtiene el resultado
y(x) = tan(x), es decir, la k-ésima derivada de la tangente evaluada en cero cuenta la
cantidad de diferentes &rboles binarios planares crecientes con k vértices (planar significa
que se distinguen la izquierda de la derecha, es decir, el conjunto de hijos de un vértice
interno esta ordenado de izquierda a derecha). Este es un resultado razonadamente expli-
cado en [8] y [9] el cual se corresponde biyectivamente con permutaciones alternantes.

El coeficiente de grado 5 de la serie de Taylor de y nos dice que hay 16 arboles binarios
planares de 5 vértices, pero mas arriba para hallar este coeficiente solo consideramos cuatro
arboles. Esto se debe a que en cada uno de estos arboles es posible ordenar de 4 maneras
diferentes los hijos de los vértices internos. A modo de ejemplo, a continuacién volvemos
a presentar el primero de esos cuatro arboles y las otras tres maneras posibles de ordenar
los hijos de los vértices internos.

4 5N\’4 AN 5N\y4
2 2 3 2 3 2
1 1 1 1
Notese como se distingue izquierda de derecha.

Ejemplo 4.3.

Resolver el problema de valor inicial:
y =y
{y (o) = wo
Solucién:

Esta vez f(y) = y?, por lo tanto:

fly)=3y"  [f'(y=6y ["(y)=6

De donde f*) =0 si k > 4, es decir, los drboles que tengan al menos un vértice con 4
o mas hijos tienen diferencial nulo.



Por la condicién inicial tenemos:

f(yo) = yg

f/(yo) = 33/3

f”(yo) = 6yo

f"(yo) =6
Asi:

2
T —x
y(z) =yo + yo(r — x0) + 3y3%

)(a:—xo)

+ (6y8 + 72y8 + 27y§

r—x
=yo + yo(r — x0) + 3y8¥

Ejemplo 4.4.

Resolver el problema de valor inicial:

Solucion:

f()

= ——, por lo tanto:
l—y

1 P 2

En general:
k!

®y) = — =
f (y) (1 _ y)’““
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Se puede observar que en este caso f es una funciéon que puede ser derivada de manera
sucesiva y no se anula a partir de alguna derivada, lo cual no impone ningin tipo de

restriccién sobre los diferenciales elementales de los arboles.



Por la condicién inicial:

1
Flyo) = 1= ”

, B 1
Fw) = (1 —yo)?
) = T

Y- y)?

1 o 6

) = (1= yo)*

De lo anterior se tiene que el diferencial elemental de f asociado a un arbol creciente

T con k vértices es:

i(v)! 1 .
H (1 — g)i+ - (1 —y)2+-1 H i(v)!

veT

L—yo)”  (I—w)" (1—y0)" 4!
B 1 1 (x — x0)? 3 (x — x0)?
=yo + 1= O(x xo) + TETDE 3 TEE 3l
15 — z0)*
N NGtV
(1 —yo)” 4!

Si consideramos la condicién inicial y(0) = 0 la serie de la solucién queda:

2 3 4

xT xT T

La solucion de esta ecuacién por separacion de variables es y = 1 —+/1 — 2z, es decir,
la derivada k-ésima de la funciéon 1 — /1 — 2x evaluada en el cero cuenta la cantidad de

diferentes arboles planares crecientes con k vértices. Asi:

y®) = Y i)

TeAM k] vET

el valor i(v)! cuenta la cantidad de maneras posibles de ordenar los hijos del vértice v,
por lo que la suma de arriba cuenta todas las formas posibles de ordenar los hijos de los

vértices internos de todos los arboles crecientes con k vértices.
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Ejemplo 4.5.

Resolver el problema de valor inicial:

y =e
y(7o0) = vo

Solucion:

Tenemos:
fyy=e¢ v fly)=r'y ="y =e¢

De la misma manera que en el ejemplo anterior, no hay ninguna restricciéon sobre los
arboles dado que f no se anula a partir de cierta derivada. Por condicién inicial:

Fo) = f'(yo) = f"(yo) = ["(yo) = €™

Notese que en este caso, el diferencial elemental de f asociado a un arbol creciente T’
de k vértices es igual a e*¥. De este modo, la derivada k-ésima de y es igual a la cantidad

de arboles crecientes de k vértices multiplicado por e*¥.

Asfi:

(x —x0)3
3!
(x — 20)*

IRV
+ Getvo (‘T 4‘%0) 4+t ‘AT[k]‘eky0T+...

+ 2¢3%0

(x — 20)?
|

y(x) =yo + €% (x — x0) + €2 5

Si consideramos la condicién inicial y(0) = 0 entonces la solucién de esta ecuacién
diferencial usando separacion de variables es y = In (ﬁ), y por lo tanto la cantidad de
arboles crecientes con k vértices es igual a la derivada k-ésima de y evaluada en cero.

: 1 oo n .
Por otra parte, sabiendo que T — ano u', tenemos que:

ln( ! >:/ 1 du
11—z 0 1—u
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Es decir, la serie generatriz de y es:

1 = z*
1 = kE—1)—
() = e 0
de donde, concluimos que:
‘AT[k]’ — (k- 1)

4.1.2. El caso no autonomo

El caso no auténomo es similar al caso bivariado, con la diferencia de que la solucién
(y1,y2) de un PVI se puede escribir como (y1,y2) = (x,y), de este modo:

(v, v) = (Ly) = (fPD(z,y), fD(z,y))

Para simplificar la escritura haremos f?) = f obteniendo:

yl = f(ZL’, y)
n ($0) = 2o
Y2(70) = Yo

Como en este caso f(V(z,y) = 1 entonces:

afm afm
ox oy

, . . . 1 1 . . o
en términos de diferenciales elementales esto es f1(0) = fél) = 0, es decir, si un vértice
de color blanco tiene al menos un hijo, entonces su arbol tendra diferencial elemental nulo.

Esto facilita el calculo de las derivadas pues los vértices de color blanco necesariamente
deben ser hojas. En una seccién anterior se mostré como usar arboles para hallar las
primeras 3 derivadas de y;, en este caso mostraremos las primeras 3 derivadas de y, = y
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pues sabemos que cualquier derivada de y; = x mas alla de la de primer orden debe ser
nula.

y y y///
1. fOO 2 flO ZVé f20
1 1
2 forfoo ng fi1foo
1 1

3
x Joifio
1
3
X Joifo1 foo
1

2v3 fllfOO

1
N/? oot
1
En la tabla anterior se usé el cambio f = f v el hecho de que foo = 1. De este
modo las tres primeras derivadas de y son:
y' =f(z,y)
y// a_f 8f
8x 8y
*f o, 0*f of of f o°f
" 2 -
4 8x2+ 8x0yf+3y 8x+(8y) f+8y

Un ejemplo de diferencial elemental de un arbol con una mayor cantidad de vértices
es:

f12f10f01f11f




93

Finalmente, la serie de Taylor de la solucién de un PVI no auténomo queda:

o0
(x — xo)"
y(x) =yo+ Y > 1 e -
n=1 TeAl[k] veT )
K[k —{1,2}
K(r)=2

recordando que, todo arbol con al menos un vértice interno de color blanco tiene diferen-
cial elemental nulo.

Ejemplo 4.6.

Resolver el problema de valor inicial:

{y’ = ze¥’
y(zo) = (%o, Yo)

Solucion:

En este caso f(x,y) = ze¥” de donde:

of 42 of 2

i L 9que?

p e By xye
0*f 0*f 2 2 of? 2
A Z L —9peY 4 2y — e
92 0 B re’ + 4dxy’e 2y ye

De aqui obtenemos que los arboles que tengan un vértice con al menos dos hijos de
color blanco tienen diferencial elemental nulo. Por la condicién inicial:

f(xo) = zoe?s fa(zo) = evh fy(zo) = 2ﬂﬂoyoeyg

2 2 2
faz(20) =0 Jyy(x0) = 220" + 45E0y(2)€y° Jay(20) = 2y0e¥0
Asi:
2
y(x) =yo + e (x — 29) + <€y8 + 2$3yo€2y3> %
' 3

f f r—x
+ (43:0y062y(2) + 2oyoes + 4x3y§e5y(2’ + 235363”(2’ + 4x3y§e393> % + -
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4.2. El método auténomo de Runge-Kutta de s eta-
pas

En esta seccién usaremos la ecuaciéon g = hL(f o g) dada en [3] para estudiar el méto-

do de Runge-Kutta de s etapas considerando la serie de Taylor de f y expandiendo a g

como una serie con parametro h. Luego, usando los resultados del capitulo anterior de-

mostraremos que los coeficientes de g se pueden escribir en términos de darboles con cierta

configuracion. Finalmente vemos como obtener las condiciones de orden de un método de
Runge-Kutta a través de los arboles.

John B. en [3] define el método de RK s etapas a través de s valores Yy, ..., Y, € R?
tales que:

Y, = ?Jo—i*hzaikf(yk)
k=1

y la aproximacion en x; = xg + h estd determinada por:

Y1 :y0+hzbkf(yk) ~ y(zo + h)
k=1

en donde f = (fO,f@), yo = (", 06”), 11 = @W",0f”) v Vi = (Yar,Yia) para cada
1=1,...,s.

El método se puede reescribir como sigue:

Yii Yio ORI a1 aip - ays 0 fAOMm) fAm)
Yo Yoo (()1) (()2) a1 Qg -+ Az 0 f(l)(Yz) f(2) (Y2)
: : _ | Yo Yo +h : : :
Ya Y (:1) (:2) as1 Q2 o Ass 0 (1)(1/;) @)Y,
y oy Yoo Yo by by -+ by 0 FOU) ()

John B. en [3] organiza el método usando la siguiente tabla:

C1|ai; a2 -+ Qs
Cy | Q21 Q22 - Q2
Cs | As1 Qg2 - QOgg
bl b2 e bs
y si
11 aiz2 -+ Aig
Q21 Qg2 -+ Ay

Ag1 Qg2 - Ags
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el método es explicito si A es una matriz triangular inferior con diagonal cero y ¢; = 0.

Para j = 1,2 definamos:

Yy
Ya;
G; = :
Y,
yy)
Si
ay a2 - aps 0
a1 Qg2 -+ ags 0
A= :
g1 Qg * - Usg 0
by by --- by O
entonces G satisface la ecuacion:
f(j)(yl)
fO(Ys)
Gy =y 14 hA : (4.5)
f(j)(ys)
f(J)(yl)

donde 1 es la matriz columna de orden (s + 1) x 1 cuyas entradas son todas iguales a 1.

Si cada fU) admite un desarrollo de Taylor en un entorno abierto U; de yo, digamos:

_ o Myi o (2)ig
) = Y g i)

|
1,120 ' 2
entonces podemos elegir h lo suficientemente pequeno como para que:
YieUinU,, yielUinU,

y ast:
2)\i
Oy = 3 19 Vi — )" (Vi — )™
11,i2>0 ZlZQ Zl' 22'
2 2
Zf )_?/(())) (?Jg) y(()))Q
7,17,2 yo Z | N

! 29!
11,12>0 2
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Si A = RE+D*1 entonces A es una R-algebra con el producto:

I <1 T2
T2 Z2 T2
T Zs TsZs
Ts1 s+l Ts41%s+1
Asi tenemos que:
O (Y1)
f(J) (Y2) a

] = 3 w0 B e
f J (K) 11,i2>0

19.

donde (G} y(() )1)5 consiste en multiplicar i;-veces la columna G — '1 usando el pro-

ducto del algebra A.

Una vez més sea F7(xy,x9) la serie formal en 2 variables dada por:

x T
1 Lo
551,3?2 E fmz ;

z I io!
i1,i2>0
entonces la ecuacién (4.5) se reescribe como:
Gj—yd1 = hAF (G — ", Go — y?) (4.6)

Note que F7 (G — yo 7G2 — y((f)) es una serie en h con coeficientes en A, por lo tanto
G — yé )1 también es una serie en h con coeficientes en A. Es decir:

_yO 1_ng ]{7'

con g,(f € A para todo k > 1. Nuevamente la ecuacién (3.7) nos dice que los coeficientes

de G — y(()j 1 quedan expresados de la siguiente manera:

-y MEERADY

g =
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Para este caso:
S
D =1 Q1
S
Zk:1 A2k

D o1 Qsk
S
Zk:l bk

y sit=B,(t,ta, ..., 1), entonces A(t) = A(A(t1) - A(t2) - - - A(ty,)). Finalmente:

s FOA |

(t,K)
K(r)=j
It|=k

Gj = yol + Z
k=1

Sea P; : RGHDX1 3 R la proyeccién en la i-ésima entrada y
D,(t) = Pi(A(t))

De esta manera:

y por lo tanto:

Y1 = 1Yo + Z Z F@?’C)(I)s—&-l(t), Z F(talc)q)s-i—l(t) hk (47)
k=1

(1) o (t) (tX o(t)
K(r)=1 K(r)=2
\t|=k It|=F

1
Teorema 4.1. Un método de Runge-Kutta tiene orden m si ®gyq(t) = 7 para todos los

drboles t tales que [t| < m.

Demostracion.

Por la ecuacién (4.3) tenemos que el desarrollo de Taylor de la solucién analitica del
PVI es:
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F(t,IC) k
) =y + Z ) o (D)t! (= o)
= | (K
K(r)=i
t|=k

Para que un método de RK sea de orden m se debe cumplir que la serie de Taylor de
la aproximacién coincida con la de la solucién hasta el término de orden m, es decir, se
debe cumplir que:

yg + i Z l‘ N SL’Q)k _ y(()j) + i Z F(tv IC>(DS+1(t)
k=1

hk
(t.K) k=1 | @K o(t)
IC( Y=j K(r)=j
|t|=k |t|=k
: . 1
Como h = = — x¢, esta igualdad se cumple si y solo si ®yyq(t) = ; bara todos los
arboles t tales que [t| < m.

O
4.3.

Interpretacion arborea de ®,(t)

Note que si t = By (ty,...,t;) entonces:

~

= A(A ()
Q12 ais 0 Hl:1q)1(tp>
a22 ass 0 Hp:1 P (1)
bs 0 1) P (ty)
De donde:

S l
:Z%H%(m si 1<i<s
S+1 Zb H(ID

Esto da cabida al siguiente lema:
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Lema 4.1. Sea T un drbol cuyos vértices estan dados por un conjunto de indices V. Sea
reViaraizdeT,t=1(T) y E el conjunto de lados de T'. Entonces:

O,(t) = Z @iy H Ay vy 80 1 <0 <5

veV v1,v2}EE
158, )

(I)s—i-l(t) - Z br H Ay vy

veV V1,02 }EE
1<v<s {orv2}

en donde vy es hijo de vy.

Demostracion.

Para el caso 1 <4 < s. Sit = e entonces:

S
(I)Z(.) = Z Q5
j=1
= Qi1+ Qg+ Qs

= E Ay H Qyy 09

veV vi,v2}ER
1<v<s {v,v2}

en este caso como E es un conjunto vacio el producto ] (01,0} B Qui,vy €8 1gual a 1.

Sit= 1T K entonces:

Oi(t) =) ain®(e)

s s
= E (0778 § Ar
k=1

r=1

= Z Qi Qpk;
1<rk<s

= Z (077% H Ay 09
1%%25 {vi,v2}€E

Si |[t| = n asumamos como verdadero que:

(I)z(t) = Z (0778 H Qyy 09

veV v1,02}EE
1<v<s {vrva}
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Ahora bien, si [t| =n+1,t = By(ty,...,t) y paracadap = 1,....,l, r, y E, son

respectivamente la raiz y el conjunto de lados de ¢, tenemos:
s l
= ai; [ 2t)
j=1  p=1
s l
=2 o]l > am I au
j=1

p=1 veVp {v1,02}€E,
1<v<s

= E :alj E : H CLvl,UQ

veV —{j} {v1,v2}€E

1<v<s
= Z Q5 H Aoy w9
L, e
- Z A H Qyy 09
L, s

Para el caso i = s + 1 la prueba es andloga a la anterior cambiando a;; por b;.

Para entender como usar este lema veamos un ejemplo para orden 3:

Kk |
(I)s-‘rl (V) = Z brarjark: T: \r/
1<r,5,k<s
Kk |
P, (V) = Z Wiy Qo Ay = \I’/
1<r,5,k<s

A continuacién se muestra una tabla en la cual se expresa @4, (¢) para |t| < 5.



7] T ) 7l
1 ol Z br 1
) 1<r<s
2 J > bray; 2
J
o 1< <s
3 J k > beariag 3
Y 1<r,5,k<s
K . Z bra,,jajk 6
3 J 1< h<s
r
A | | - ZkK bram—arkarl 4
r <rigik,l<s
I
4 JQk Z brarjarkak:l 3
f 1<r,j,k,l<s
k I
4 | Z bra,,jajkajl 12
r 1<r,j,k,l<s
|
4 m Zk l brarjajkakl 24
1<r,j,k,l<s
r
ml K"
5 vj Z brarjarkarlarm 5
r 1<r,3,k,l;m<s
m
j k | Z brarjarkarlalm 10
D f 1< Lm<s
N m
5 ] k % brarjarkaklakm 15
r 1S7'7.7’ ’7m§s
m
5 J\’j{( _ % _ bra’rjarkaklalm 30
17T7j7 77m78
| m
5 . Z brarjarkajlakm 20
J K 1<rjimlmss
r
INTY S bt in it 20
5 e rQrj Qi A51A5m,
_r7]7 77m—8
r
oM
. kj | - ; < brayjajraar, 40
77‘7]’ 77m7's
r
| m
. > bearjajragag, 60
3] j 1<r ikl m<s
r
m
5 lkJ Z brarjajkaklalm 120
1<r,5,k,l,m<s

=

101
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La tabla de arriba sirve para establecer las condiciones de orden para un método de
Runge-Kutta implicito de s etapas y hasta de orden 5. Por ejemplo, un método de orden

4 con 3 etapas queda:

E bra'rjarkarl =

1<r,j,k,l<3

E byayjarpay =

1<r,5,k,1<3

E brarjajkajl =

1<r,5,k,1<3

E byayja;iam =

1<r,5,k <3

—_

4
1
3
L
2

—_

1
24

El cual tiene infinitas soluciones y es de dificil resolucion, razén por la cual no daremos

detalle de estos en este trabajo.

El método mas usado es el explicito ya que este reduce la cantidad de variables en el

sistema. A continuacién lo desarrollamos con maéas detalle.

4.4. Meétodo explicito de Runge-Kutta auténomo

Para empezar asumamos que:

E Qij = C;

j=1

(4.8)
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Como en un método explicito la tabla de Butcher tiene la forma:

0
Ca | A21
C3 | az1 G32

Cs | As1 Qg2 *°° Qgs—1

b1 bg e bsfl bs

entonces dado que a;; = 0 si j > ¢ podemos afirmar que:

i—1
C; = E aij
=1

Esto también introduce una restriccion a la hora de calcular &4, de un arbol 7', pues
varias de las combinaciones posibles de los indices hacen que los términos de la sumatoria
sean nulos. Por ejemplo, el término que corresponde al arbol:

1

S} bQCLQgCLQlCLll =0.

Los términos que no se anulan son aquellos en los cuales todos los caminos que van
desde la raiz hasta una hoja son estrictamente decrecientes (recordando que las etiquetas
de los vértices pueden repetirse), por ejemplo, al arbol:

1
2 2
4
le corresponde el término byagsagsas; # 0.
En general:
I
@s—‘,—l J k - Z bra'rjarkakl
r 1<r<s
Jk<r

1<k
Esto permite concluir, que si se desea que un método de Runge-Kutta explicito sea de
orden p entonces es necesario que tenga como minimo p etapas. Pues, por ejemplo, si se
quisiese un método de orden 4 con 3 etapas entonces:

= E brarjajkakl =0

1<r<3
r>j5>k>1
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pues para 1 < r < 3 no existe etiquetamiento para el arbol tal que el camino desde la raiz
hasta la hoja sea estrictamente decreciente, y segin el teorema (4.1) se debe cumplir que:

' 1
qu)s—l—l K ):t|:—
( l 24

lo cual es una contradiccién.

Asi pues, para un método de Runge-Kutta explicito de cuarto orden y de 4 etapas,
segin la ecuacion (4.8) y el teorema (4.1) obtenemos que las condiciones de orden son:

Co = Q21

C3 = a31 + a3z

C4 = Q41 + Qg2 + Q43
by +by+bs+bs=1

1
b2c2 + bgCg + b4C4 = 5
1
bgcg + b3C§ + b4CZ = §
1
bgcg —|— bgcg —|— b4Ci = Z
1
bscaasa + by(Cotan + c3a43) = 6 (4.9)
1
bgcgagg + b4(C%CL42 + c§a43) = E (410)
1
bscacsase + by(coaa + csauo)cy = 3
b _ 1
1Co32043 = o1

las cuales son las mismas que obtuvimos en el primer capitulo.

En general, si se desea que un método de Runge-Kutta sea de orden p con s etapas, la
cantidad de condiciones de orden que se obtienen a partir de arboles es igual a la cantidad
de tipos de arboles con a lo sumo p vértices y la cantidad de variables del sistema es

M, = @ En [5] John B. presenta la siguiente tabla donde muestra la cantidad de
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condiciones y de variables para ciertas combinaciones de orden y etapas:

p N, | s M
1 1 /1 1
2 2 (2 3
3 413 6
4 8 |4 10
5 1716 21
6 37| 7 28
7 11519 45
8 200|11 66

donde N, es la cantidad de condiciones de orden.

4.5. Meétodos explicitos de cuarto y quinto orden

En esta seccién, a modo de conclusion, presentamos el estudio de los métodos de
Runge-Kutta de cuarto y quinto orden usando la teoria de arboles tal como los presenta
John B. en [3].

4.5.1. Métodos de cuarto orden

El trabajo mas importante sobre los métodos de cuarto orden fue realizado por Kutta
en 1901. Ahi, Kutta encuentra varias familias de métodos de las cuales solo considerare-
mos una en detalle. Empezamos con la tabla:

0

1 1

2 2

1 1

9 5 as2 a32

1|1—as—as3 s ags
1 2 1
- 2 be ba -
6 3 7% 7 6

Esta tabla cumple con las condiciones de orden que corresponden a los siguientes

arboles: . I '\/’ \V



106

Por lo que atin quedan por cumplirse las que corresponden a los siguientes:

JY

Si tomamos las ecuaciones (4.9) y (4.10) de las condiciones de orden, las restamos y
despues despejamos a4;, obtenemos que en un método de cuarto orden con 4 etapas es

necesario que:
ay; = by (bi(1—¢;) = > biayy)
i<4

Sustituyendo esto en la tabla obtenemos:

0

1

2 2

1 1

5 5 — 32 as2

1 6b3a32 -1 2-— 3b3 - 6b3a32 3b3
1 2 b b I
6 3 0 6

Con lo que ahora se satisfacen las condiciones de orden de estos tres arboles:

La condicion restante es:
1

bscacsasga + by(coaas + c3a42)cs = 3

la cual se reduce a: .
bg(l — Clgg) = 6

1
Sustituyendo ag, = 1 — e el método queda:
3



107

0

1

2 2

R S|

2| 6by 2 6bs

1| 6bs—2 3—9b; 3bs
T ) T
z S S
6 3 72 7 6

Y el valor b3 # 0 queda a disposicién. Si se tomara by = % se obtiene el método de

Runge-Kutta de cuarto orden clasico, propuesto por Kutta en 1901.

4.5.2. Un método de orden 5

En [3] Butcher propone el siguiente método de orden 5:

0

1 1

10 10

1 11 41

5 260 260

3 3 63 9

10| 170 340 68

3| 13035 75447 9009 1287

4| 544 1088 136 64

|| 165709 733747 638680 32053 _ 5320
918 1326 1122 162 11583
o 0 0 250 32 1
54 567 81 14

Este método satisface las 17 condiciones de orden dadas por los drboles mostrados en
la seccién anterior.

El procedimiento expuesto en este trabajo para la obtencion de las condiciones de
orden de un método de Runge-Kutta auténomo puede ser extendido al caso no auténomo,
usando una construccién similar a la aqui mostrada, es decir, reescribiendo el método
como un producto de matrices se obtiene que las condiciones de orden vienen dadas por
arboles. Dicho caso se encuentra fuera de los objetivos de este trabajo, razén por la cual
no sera desarrollado en detalle.
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