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BIOMECHANICAL IMAGING, TISSUE MICROSTRUCTURE AND PATHOLOGY 
 
Assad A Oberai 
oberaa@rpi.edu 
Mechanical Aerospace and Nuclear Engineering 
Scientific Computation Research Center 
Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, NY 12180, USA  
 
 
Abstract. Certain types of diseases lead to changes in the microstructural organization of tissue. 
Altered microstructure in turn leads to altered macroscopic tissue properties, which are often 
easier to infer and quantify than the microstructure itself. Thus the measurement of macroscopic 
properties offers a window into tissue microstructure and health. In biomechanical imaging 
(BMI) we aim to utilize this association between macroscopic mechanical properties of tissue 
and its health by generating images of the mechanical properties and using these to infer tissue 
microstructure and pathology. Current applications of this technique include detection and 
diagnosis of breast and prostate cancer, and detection and characterization of liver cirrhosis and 
atherosclerosis.  
 
Keywords: Biomechanical Imaging, Inverse Problems, Tissue Microstructure, Tumorigenesis. 
 
1. INTRODUCTION 
 
 It is now well recognized the process of tumorigenesis is accompanied by the reorganization 
of tissue microstructure. In the case of breast cancer this reorganization involves increased 
collagen fiber bundle density, decreased turtuosity of these bundles, and in some cases re-
arrangement of these bundles along a preferred direction [1]. Remarkably, it has also been 
demonstrated that these changes provide a positive feedback to tumorigenic processes, such as 
metastasis. For example, a cell placed in a region of higher collagen density is more likely to 
display cancer-like characteristics. These observations have lead to the following intriguing 
possibilities   

(1) It might be possible to detect, diagnose and monitor cancer by monitoring the tissue 
microstructure, and   
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(2) It might be possible to treat cancer by reversing some of the microstructural properties 
that promote tumorigenesis.  
 

 Imaging tissue microstructure in-vivo is a daunting task. There are very few imaging 
modalities that attempt to do this, and most of these are limited to imaging a few millimeters 
below the tissue surface. One way to get around this difficulty is to create images of quantities 
that are closely linked to the microstructure, but are be easier to quantify. For example, it is 
reasonable to expect that increased collagen density would imply increased stiffness. As a result 
images of the stiffness of tissue may be used to detect regions of higher collagen density, and 
hence cancerous tumors. This is precisely the role we envisage for biomechanical imaging (BMI), 
which refers to a collection of techniques that are used to image the mechanical properties of 
tissue via standard (like ultrasound, or MRI) imaging modalities [2].  
 
 In the sections below we first describe BMI and the computational methods that make this 
technique a reality. Thereafter we describe some of our recent efforts in using BMI to infer tissue 
microstructure.  
  
2. BIOMECHANICAL IMAGING (BMI)  
 
 Most approaches to BMI include the following steps:  

1. Image the tissue using standard imaging modality such as ultrasound. 
2. Deform the tissue, using gentle compression for example.  
3. Acquire images in this deformed state. 
4. Use the undeformed and deformed images determine the intervening displacement field 

everywhere in the imaging volume. 
5. Using the measured displacement field solve an inverse problem to create images of 

mechanical properties everywhere in the imaging volume. 
 
 The final step above, one of determining the distribution of the mechanical properties from 
an estimate of the displacement field, involves the solution of an inverse problem. This is an 
atypical inverse problem though, in that in contrast to most other inverse problems, it uses 
interior data. Furthermore, the requirements on the solution are also stringent. In particular, in the 
absence of any noise we would like to achieve a unique solution to this problem. This is because 
in creating medical images it is not much use to a physician or a patient, if we were to supply one 
of many possible images. What they require is a definitive answer. Indeed, since some diagnosis 
or medical treatment is likely to be based on these images, we would like to be sure that they 
represent the ground truth.  
 
 Over the years we have analyzed this class of inverse problems and also designed efficient 
numerical methods for solving them in clinically relevant time. Our current understanding of the 
uniqueness for linear, isotropic, incompressible elasticity is summarized in the statements below: 

1) In plane stress one displacement field is sufficient to determine the Young’s modulus 
everywhere up to a multiplicative constant.  

2) In plane strain two independent displacement fields determine the Young’s modulus up to 
four parameters. 

3) In three-dimensions two independent displacement fields determine the Young’s modulus 
up to five parameters. 
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For nonlinear elasticity with two-material parameters (Young’s modulus and a nonlinear 
parameter, for example) we have recently demonstrated that roughly two sets of measurements of 
the type described above are necessary: one at a small overall strain and another at a large (say 
around 20%) strain.  
 The most robust numerical methods for solving this inverse problem rely on posing it as a 
constrained optimization problem. Here the objective function to be minimized is the difference 
between the measured and predicted displacement fields, and the constraint is that the predicted 
displacement fields satisfy the equations of equilibrium for the appropriate constitutive model. 
The optimization parameters are the spatial values of the material parameters that appear in this 
constitutive model. Our approach to solving this inverse problem relies on using a gradient-based 
optimization method and a total-variation diminishing (TVD) regularization term. The dominant 
cost in this method is the evaluation of the gradient term at every iteration of the algorithm. We 
reduce this cost by employing an adjoint-equation based approach, a continuation strategy in the 
material parameters, and a specialized preconditioning method. Using these methods the overall 
cost of solving inverse nonlinear elasticity problem is only a few (say 2-6) times that of solving 
the forward problem. In Figs. 1 and 2, we have presented some of recent results obtained using 
the method described above [2].  

 
 

 
 

Figure 1. Left: B-mode ultrasound image of a cancerous tumor. Center: corresponding image of 
the shear modulus, where the tumor can be seen clearly. Right: corresponding image of the 

nonlinear parameter, which is also elevated within the tumor, indicating that the region within the 
tumor stiffness at a faster rate with increasing strain.  

 
 

 
 

Figure 2. Left: B-mode ultrasound image of a benign tumor. Center: corresponding image of the 
shear modulus, where the tumor can be seen clearly. Right: corresponding image of the nonlinear 

parameter indicating that the region within the tumor does not stiffness at a faster rate than the 
background with increasing strain.  
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3. INFERRING TISSUE MICROSTRUCUTURE VIA BMI  

 
 Our approach to utilizing BMI in order to infer tissue microstructure relies on developing 
constitutive models that are derived from homogenization of microstructural tissue models, and 
using them in the inverse elasticity problem.  
 
  As an example we have started to examine the effect of tortuosity of collagen fiber 
bundles on the macroscopic elastic properties of tissue. We believe that this is an important 
microstructural parameter to target because recent studies [3] have demonstrated that collagen 
fiber bundles in cancerous tumors tend to be less tortuous that their counterparts in benign 
tumors. As a result one would anticipate that it would take very little strain to fully elongate these 
fibers in a cancerous tumor. Further recognizing that once they are elongated, they will strongly 
resist any further deformation, this implies that it would take very little strain to cause these 
cancerous tumors to stiffen with increasing strain. This is precisely what is observed in the 
images displayed in Figs. 1 and 2. In these figures we observe that the nonlinear parameter, 
which is inversely proportional to the strain corresponding to the onset of nonlinearity, is higher 
for the cancerous tumor. What is lacking in Figs. 1 and 2 is a quantitative estimate of the 
tortuosity of the fibers.  
 
 Motivated by these results we have developed a new macroscopic constitutive model based 
on a microstructural model of stiff fibers that are bonded to a compliant matrix. In this case the 
fibers represent the collagen and the matrix represents the cells and the extra-cellular matrix. We 
have considered fibers with varying tortuosities and performed numerical homogenization to 
produce an expression for the strain energy density function for this composite material. The 
uniaxial stress-stretch response of homogenized material is shown in Figure 3. We can clearly see 
that for materials with fibers that are less tortuous the onset of nonlinearity occurs at small 
strains. The advantage of this constitutive model is that the material parameters that appear in it 
are explicit functions of the tortuosity of fibrous microstructure. Thus when images of these 
parameters are made, one my directly create images of the averaged microstructure from them.  
 

 
 

Figure 3. Left: Image of the fibrous microstructure used for homogenization. Center: Fibers with 
varying tortuosities considered during homogenization. Right: Stress versus stretch curve for the 

homogenized material corresponding to different fiber tortuosity. 
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4. SUMMARY  
 
 Biomechanical imaging and homogenization offer the promise of imaging tissue 
microstructure in-vivo, which can in turn be directly linked to different types of pathology. In this 
paper we have presented a brief description of the techniques required to accomplish this. Much 
more work still needs to be done in this promising area of biomechanical research.  
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ON A PURELY NUMERICAL APPROACH TO MODEL
TURBULENCE IN INCOMPRESSIBLE FLOWS
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Abstract We summarize here the finite element formulation advocated in our group to solve in-

compressible flow problems. It is based on the so called Variational Multiscale Method, with the

particular features of taking the subgrid scales orthogonal to the finite element space, dynamic, and

considering their effect in all the nonlinear terms. Apart from allowing for a stable approximation

to the problem, we favor the idea that turbulent flows can be also modelled with this approach.

1 INTRODUCTION

Our objective here is to summarize the finite element formulation for incompressible flows that has
been developed in our group during the last years, starting with [7], and also to present some of the
latest results [12, 10, 22, 14, 2]. Our purpose is to explain the main ideas without technicalities, even
at the expense of some occasional lack of precision. Likewise, we do not pretend to be exhaustive
in the bibliographical references. The reader is addressed to the bibliography included in the papers
listed above for more details.

The formulation we will present can be framed within the variational multiscale concept intro-
duced in [16, 17]. In fact, the starting point is a two scale decomposition of the unknowns, the
velocity u and the pressure p, defined in a spatial domain Ω and in a time interval [0, T ], including
the possibility to let T → ∞. The original motivation of this type of formulations was to justify
the so called stabilized finite element methods. In the case of the incompressible Navier-Stokes
equations, stabilization is required to avoid the need for using velocity-pressure interpolations sat-
isfying the inf-sup condition and to deal with convection-dominated flows (see, for example, [5]
for an overview of different methods and background).

Let V and Q be the spaces where velocities and pressures must belong for t ∈ [0, T ]. Let

1
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also Vh ⊂ V and Qh ⊂ Q be finite element spaces to approximate the velocity and the pressure,
respectively, in space.

The starting idea of the formulation to be presented is to split the velocity and the pressure as

u = uh + ũ, p = ph + p̃, (1)

where uh, ph belong to the finite element spaces and ũ and p̃ are what we will call the subgrid
scales or, simply, the subscales. The way these are modeled defines the particular numerical ap-
proximation. We can identify the finite element components of the solution as the resolved scales,
whereas the subscales are the unresolved scales.

Splitting (1) is usually used together with several approximations when stabilized finite element
methods need to be justified. However, our approach is to accept the multiscale decomposition with
all its consequences and, in particular:

• To consider the subscales to be time dependent.

• To keep the nonlinear terms involving ũ in the Navier-Stokes equations.

Both items will be described in what follows. Some of the rewards are

• The dependence of the subscales with the time step size of the time integration scheme be-
comes clear.

• Global conservation of momentum can be obtained.

• Modeling of the subcales defines automatically a model for the extra stresses appearing in a
LES-like approach .

The first two issues are discussed in detail in [12] (see also references therein). The third item will
be also discussed here.

Let us analyze the implications of keeping the nonlinear terms involving ũ in the Navier-Stokes
equations. Using (1), the convective term will lead to

∇ · (u⊗ u) = ∇ · (uh ⊗ uh) +∇ · (uh ⊗ ũ) +∇ · (ũ⊗ uh) +∇ · (ũ⊗ ũ) (2)
≡ (I) + (II) + (III) + (IV).

Obviously, (I) would be the only term appearing in a Galerkin approximation, whereas the rest are
the contributions from the velocity subscale. It can be shown that when this subscale is modeled,
the term that provides numerical stability is (II), in the sense that it allows control of the convective
derivative and the pressure gradient, in order to deal with convection dominated flows. One can
also show that (III) leads to global momentum conservation [12].

Because of its resemblance with similar terms in turbulence models, (IV) in (2) raises the ques-
tion of whether keeping the contribution from the subscales in the convective term could be viewed
as a turbulence model or not. This possibility was mentioned in [7], which contrasts with the op-
tion in [18], where a large-eddy-simulation (LES) model is used to represent the subgrid scales.
In [3] the possibility to model turbulence using only numerical ingredients within the variational
multiscale context is fully and successfully exploited. The role of numerical stabilization terms as
turbulence models was also envisaged in [13, 15], for example.

2
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By analogy with LES models, the different terms appearing in (2) could be termed as follows:

(II)+(III) = uh ⊗ ũ+ ũ⊗ uh : Cross stress
(IV) = ũ⊗ ũ : Reynolds stress

(II)+(III)+(IV) = uh ⊗ uh − u⊗ u : Subgrid scale tensor

Some comments in the line of viewing an approximation to the subscales in (2) as an effective LES
model will be provided in the following.

The other crucial point of our approach is to keep the time dependency of the velocity subscale.
Thus, the velocity time derivative can be split as

∂tu = ∂tuh + ∂tũ. (3)

The first term would be the only one kept if the time derivative of the subscales is neglected. In this
situation, the subscales were termed quasi-static in [7], in contrast to dynamic subscales if they are
considered to be time-dependent. As shown in [12], the second term leads to a correct behavior
of time integration schemes and better accuracy. In particular, in [1] stability and convergence for
the Stokes problem is proved without any restriction on the time step size and the stabilization
parameters on which the formulation depends.

The third crucial ingredient does not follow from assuming the consequences of the two-scale
decomposition, but from the choice of the space for the subscales. As explained later, our analysis
relies heavily on the fact that we consider this space orthogonal to the finite element space.

Let us summarize the main results to be explained. Assuming that

• orthogonal subgrid scales are used,

• the finite element mesh is capable of capturing (part of) the inertial range,

• the assumptions of classical statistical fluid mechanics apply,

one can show that the dissipation introduced by (II) + (III) in (2) is proportional to the molecular

dissipation of the physical subgrid scales. The meaning of the assumptions listed and the above
conclusion is explained in Section 3.

Also in Section 3 we will state the energy budget presented in [22]. We will show that the

finite element component and the subgrid component have a proper scale separation only if they

are orthogonal, in the sense that the total kinetic energy is the sum of the kinetic energy of uh plus
the kinetic energy of ũ.

2 FORMULATION

In this section we summarize the formulation we propose. For more details, including bibliograph-
ical references, see [7, 12].

The Navier-Stokes problem for an incompressible fluid consist of finding a velocity u and a
pressure p solution of the initial and boundary value problem

∂tu+ u · ∇u− νΔu+∇p = f in Ω, t > 0,

∇ · u = 0 in Ω, t > 0,

u = 0 on Γ, t > 0,

u = u0 in Ω, t = 0.

3
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In these equations, ν is the kinematic viscosity, f is the vector of body forces, u0 is the initial
condition and Γ = ∂Ω.

Let V = H1
0 (Ω)

d and Q = L2
0(Ω) (L2 functions with zero mean), d being the number of space

dimensions. Let us denote by (·, ·) the L2 inner product in Ω and by 〈f, g〉 the integral of two
functions f and g over Ω, whenever this integral makes sense. When the integral is computed
over a region ω, we will denote it as 〈f, g〉ω. Let also L2(0, T ;V ) be the set of functions whose
V -norm in space is L2 in time and D′(0, T ;Q) the set of “functions” whose Q-norm in space is a
distribution in time. The weak form of the Navier-Stokes equations can be written as follows: find
[u, p] ∈ L2(0, T ;V )×D′(0, T ;Q) such that

(∂tu,v) + 〈u · ∇u,v〉+ ν(∇u,∇v)− (p,∇ · v) = 〈f ,v〉, ∀v ∈ V, (4)
(q,∇ · u) = 0, ∀q ∈ Q. (5)

Let us consider a finite element partition {K} of the computational domain Ω. As explained
earlier, the starting point of the formulation to be presented is the splitting (1). For simplicity, we
will not consider pressure subscales (see [6, 7] for an analysis of their inclusion). Thus, if ũ is
a certain approximation to the exact velocity subscale, the splitting we consider is u ≈ u∗ :=
uh + ũ, p ≈ ph. When inserted into (4)-(5) this yields:

(∂tuh,vh) + 〈u∗ · ∇uh,vh〉+ ν(∇uh,∇vh)− (ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)

+ (∂tũ,vh)−
∑
K

〈ũ,u∗ · ∇vh + νΔvh +∇qh〉K

+
∑
K

〈ũ, νn · ∇vh + qhn〉∂K = 〈f ,vh〉, (6)

(∂tũ, ṽ) +
∑
K

〈u∗ · ∇ũ− νΔũ, ṽ〉K +
∑
K

〈νn · ∇ũ, ṽ〉∂K

+
∑
K

〈∂tuh + u∗ · ∇uh − νΔuh +∇ph, ṽ〉K

+
∑
K

〈νn · ∇uh − phn, ṽ〉∂K = 〈f , ṽ〉. (7)

These discrete variational equations must hold for all test functions [vh, qh] ∈ Vh ×Qh and ṽ ∈ Ṽ ,
where Ṽ is the space of subscales to be defined. It is observed that some terms have been integrated
by parts within each element.

Apart from taking the pressure subscale to be zero, no approximations have been made to
arrive at (6)-(7). Different approximations will lead precisely to different formulations within the
same framework. As mentioned in Section 1, one usually considers ∂tũ ≈ 0 and takes u∗ ≈
uh as advection velocity in (6)-(7). However, these are precisely approximations that we do not

necessarily assume.
Firstly, let us describe the space of subscales Ṽ , that is, the space where ũ belongs for t fixed.

A particular feature of our approach is to take it L2 orthogonal to the finite element space, that is
to say, Ṽ is taken as a subspace of V ⊥

h . As it will be mentioned later, this choice has important
theoretical consequences.

Next, we will use the approximation ũ ≈ 0 on ∂K for each element domain K of the finite
element partition. That could be understood as approximating the velocity subscale by a space

4
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of bubble functions. However, the heuristic Fourier argument proposed in [7] also allows us to
explain why the effect of the subscales on the element boundaries can be neglected compared to the
effect in the element interiors. Nevertheless, this approximation can be relaxed following the ideas
suggested in [11].

Finally, the essential approximation is∑
K

〈u∗ · ∇ũ− νΔũ, ṽ〉K ≈
∑
K

τ−1
K 〈ũ, ṽ〉K , (8)

where τK is a set of algorithmic parameters computed within each element K as

τ−1
K =

c1ν

h2
K

+
c2‖u∗‖L∞(K)

hK

. (9)

Here, hK is a characteristic length of K and c1 and c2 are algorithmic constants that depend only
on the degree of the finite element approximation being used.

Expression (9) can be motivated also by a heuristic Fourier analysis [7]. In fact, what is im-
portant is its asymptotic behavior in terms of hK , ν and ‖u∗‖L∞(K). We also would like to stress
that the introduction of τK comes from the approximation of a spatial operator, as it is clearly seen
from (8). Therefore, we never include a dependence of τK on the temporal discretization.

The approximations described allow us to formulate a method that can be effectively imple-
mented and that is the formulation we propose. It consists of finding uh ∈ L2(0, T ;Vh) and
ph ∈ D′(0, T ;Qh) such that

(∂tuh,vh) + 〈u∗ · ∇uh,vh〉+ ν(∇uh,∇vh)− (ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)

−
∑
K

〈ũ,u∗ · ∇vh + νΔvh +∇qh〉K = 〈f ,vh〉, (10)

(∂tũ, ṽ) +
∑
K

τ−1
K 〈ũ, ṽ〉K

+
∑
K

〈u∗ · ∇uh − νΔuh +∇ph, ṽ〉K = 〈f , ṽ〉. (11)

These equations must hold for all [vh, qh] ∈ Vh ×Qh and ṽ ∈ Ṽ .
A complete numerical analysis of (10)-(11) would include stability and convergence estimates

as well as a qualitative analysis of the associated dynamical system. Moreover, in the context of
stabilized finite element methods this analysis should be conducted in norms that do not explode

as ν → 0 and allow for any velocity-pressure interpolation. Whereas the second requirement
could be considered not essential by those that favor the use of inf-sup stable velocity-pressure
interpolations, the first is a must. From the numerical point of view, estimates that explode with ν
are completely useless if the formulation is intended to be applied to large Reynolds number flows
and, obviously, to model turbulence.

We are still far from the objective described and, in fact, we are not aware of any numerical for-
mulation even close to the target. Certainly, we have some partial (and minor) results. If convection
is not an issue and the only concern is the pressure interpolation, we have stability and convergence
estimates for the stationary counterpart of (10)-(11) in [9] and for a first order time discretization
in [4]. The linearized stationary problem, accounting also for convection, is analyzed in full detail
in [8], whereas the transient Stokes problem is analyzed in [1].

5
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3 DISSIPATIVE STRUCTURE

In this section we describe the dissipative structure of the proposed formulation. First, a local bal-
ance of energy will allow us to investigate the flow of energy between the finite element component
and the subscales (that is to say, between the resolved and the unresolved scales). We will then
present a global balance of energy which shows that it is not necessary to use a LES model apart
from the one inherent to the numerical approximation described.

In order to highlight the importance of taking Ṽ orthogonal to Vh, we will also consider the
possibility of using (8) in (6)-(7) without this orthogonality enforcement. The L2 projection from
V to Ṽ will be denoted by P̃ .

Let R be a region formed by a patch of elements, and let tR be the flux on ∂R, which may
include both the flux of stresses (tractions) and convective fluxes. For simplicity, suppose that τ is
constant. If Luv := u∗ · ∇v − νΔv, taking vh = uh, qh = ph and ṽ = ũ in (6)-(7), using (8) and
neglecting the subscales on the interelement boundaries, we get:

1

2

d

dt
‖uh‖2R + ν‖∇uh‖2R + (∂tũ, P̃ (uh))R

+
∑
K⊂R

〈ũ, P̃ (L∗
uuh −∇ph)〉K = WR(uh), (12)

1

2

d

dt
‖ũ‖2R + τ−1‖ũ‖2R + (P̃ (∂tuh), ũ)R

+
∑
K⊂R

〈ũ, P̃ (Luuh +∇ph)〉K = 〈f , ũ〉R, (13)

where WR(uh) = 〈f ,uh〉R+ 〈tR,uh〉∂R and L∗
uv := −u∗ ·∇v− νΔv. In (12) we have neglected

the term 〈u∗ · ∇uh,uh〉. If u∗ is not divergence free (and it is not in the approximated problem),
the term 〈u∗ · ∇uh,vh〉 in (6) can be replaced by the skew-symmetric form

1

2
〈u∗ · ∇uh,vh〉 −

1

2
〈u∗ ⊗ uh,∇vh〉

= 〈u∗ · ∇uh,vh〉+
1

2
〈∇ · u∗,uh · vh〉 −

1

2
〈n · u∗,uh · vh〉Γ

without altering the stability and consistency of the formulation. The last term in this expression
has been kept to show that only the definition of the flux tR will change if the integral is performed
in a region R interior to Ω.

From (12)-(13) we may draw the first important conclusion. Suppose that νΔuh is negligible
(because uh is linear within each element or because ν is very small or because P̃ (Δuh) ≈ 0, as
we will see below). Let us define

Kh :=
1

2
‖uh‖2R, K̃ :=

1

2
‖ũ‖2R Kinetic energy of uh and of ũ

Mh := ν‖∇uh‖2R, M̃ := τ−1‖ũ‖2R Dissipation of uh and of ũ

Ph := WR(uh), P̃ := 〈f , ũ〉R External power on uh and on ũ

T :=
∑
K⊂R

〈ũ, P̃ (L∗
uuh −∇ph)〉K Energy transfer

6
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Note that the energy transfer term T , when considered in the equation for the finite element com-
ponent, can be thought as the numerical dissipation of the formulation.

From (12)-(13) we see that only if Ṽ is a subspace of V ⊥
h the energy balance in region R can

be written as
d

dt
Kh +Mh + T = Ph

d

dt
K̃ + M̃ − T = P̃

(14)

Therefore, there is a scale separation in the kinetic energy balance only if the subscales are orthog-

onal to the finite element space.

Our thesis that the numerical approximation of the velocity subscales defines a LES model is
sustained not only by numerical experiments, but also by some physical reasoning. We present one
of these physical arguments next.

For the following discussion we may assume quasi-static subscales and no body forces applied
to the fluid. Neglecting νΔuh and calling P̃ = P⊥

h the projection orthogonal to the finite element
space Vh, from (11) it follows that

ũ = −τP⊥
h (u∗ · ∇uh +∇ph),

so that the energy balance equation (12) when R = Ω yields

1

2

d

dt
‖uh‖2 + ν‖∇uh‖2 +

∫
Ω

εnum = 0, (15)

where

εnum := τ |P⊥
h (u∗ · ∇uh +∇ph)|2 ≥ 0 (16)

is the global numerical dissipation at each point. We may now compare the energy budget (15) with
what would be obtained for the continuous problem, using a LES model and approximating numer-
ically a LES model. Let εLES be the pointwise dissipation associated to a certain LES model (see
[21]) and ū the filtered velocity field resulting from this model. If the LES model is approximated
numerically, let ūh be the approximation to ū, εhLES the approximation to the LES dissipation and
ε̄num the numerical dissipation inherent to the scheme, for example (16) replacing uh by ūh if the
formulation we propose is used.

The counterpart of (15) for the continuous problem, a LES model and a numerical approxima-
tion of a LES model would respectively be:

1

2

d

dt
‖u‖2+

∫
Ω

εmol = 0, εmol = ν|∇u|2, (17)

1

2

d

dt
‖ū‖2 + ν‖∇ū‖2 +

∫
Ω

εLES = 0, (18)

1

2

d

dt
‖ūh‖2 + ν‖∇ūh‖2 +

∫
Ω

ε̄num +

∫
Ω

εhLES = 0. (19)

Let us discuss Lilly’s argument [19]. Suppose that the flow is turbulent, with fully developed
and isotropic turbulence, and that a LES model is used to capture the main flow features. In the

7
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inertial range of the Kolmogorov spectrum one may assume that all the kinetic energy of the flow
is contained in the large scales, and that the molecular dissipation of these scales is negligible, that
is,

d

dt
‖u‖2 ∼ d

dt
‖ū‖2, ν‖∇ū‖2 ∼ 0.

Comparing the localized versions of (17) and (18) it turns out that these assumptions imply

εLES(ū) ∼ εmol(u). (20)

This is the basic requirement of a LES model: the dissipation it introduces must be proportional
(equal, in the best case) to the molecular dissipation.

The question now is whether the numerical dissipation (16) satisfies this requirement. It is
shown in [14] that if the mesh size h belongs to the inertial range and the classical assumptions of

statistical fluid mechanics apply (as described for example in [20]), then

εnum(uh) ∼ εmol(u). (21)

Furthermore, like in LES models we may consider that uh carries all (or most of) the kinetic
energy of the flow. In this case, the energy balance equations (15) and (18) are formally identical.
Moreover, if (20) and (21) both hold, from (19) it follows that approximating a LES model with a

numerical scheme with a dissipation satisfying (21) is clearly redundant. Of course the numerical
approximation is unavoidable. Hence, what is unnecessary is the use of a LES model.

4 SUMMARY

We have summarized the formulation we have been developing to approximate the incompressible
Navier-Stokes equations. The key ingredients of our formulation are

• time dependent subgrid scales,

• contribution from the subscales in the advection velocity,

• subgrid scales orthogonal to the finite element space,

together with a certain definition of the stabilization parameter. These ingredients are essential to
obtain analytically:

• the correct dissipative structure (balance of energy between resolvable and subgrid scales),

• a numerical dissipation proportional to the molecular one (which poses the question on the
need to use LES models),

• the possibility to model backscatter (not discussed),

• correct weak and strong stability estimates in the long term (not discussed).

Numerical experiments show that:

8
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• the numerical solution is stable in the long term,

• backscatter can certainly be found,

• the −7/3 pressure spectrum slope in the inertial range can be observed without using any
LES model.
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[17] T.J.R. Hughes, G.R. Feijóo, L. Mazzei, and J.B. Quincy. The variational multiscale method–a
paradigm for computational mechanics. Computer Methods in Applied Mechanics and Engi-

neering, 166:3–24, 1998.

[18] T.J.R. Hughes, L. Mazzei, and K.E. Jansen. Large eddy simulation and the variational multi-
scale method. Computing and Visualization in Science, 3:47–59, 2000.

[19] D.K. Lilly. The representation of small-scale turbulence theory in numerical simulation exper-
iments. In H.H. Goldstine, editor, Proc. IBM Scientific Computing Symp. on Environmental

Sciences, 1967.

[20] A.S. Monin and A.M. Yaglom. Statistical Fluid Mechanics: Mechanics of Turbulence. Volume

I. Cambridge, MA: MIT Press., 1971.

[21] S.B. Pope. Turbulent Flows. Cambridge University Press, 2000.

[22] J. Principe, R. Codina, and F. Henke. The dissipative structure of variational multiscale meth-
ods for incompressible flows. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
199:791–801, 2010.

10

CI-16       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



RELIABILITY BASED DESIGN OF SHALLOW FOUNDATIONS SUBJECTED TO 
COMBINED LOADING WITH APPLICATION TO WIND TURBINE FOUNDATIONS  

Jomâa Ben Hassine and D. V. Griffiths 
jbenhass@mines.edu 
d.v.griffiths@mines.edu 
Division of Engineering, Colorado School of Mines, Golden, CO 80401, USA 

Abstract. This paper examines the application of direct reliability-based design (d-RBD) to 
shallow foundations subjected to highly eccentric (MVH) loading.  Even though the method can 
account for multiple limit states (ultimate, serviceability, fatigue, etc) as well as design 
optimization, only the ultimate limit state combined with design optimization is considered in this 
paper. The d-RBD design approach involves a Monte Carlo process with an “adequate” number 
of realizations.  Loading and soil shear strength parameters are treated as random variables. 
Design decision parameters such as foundation size and depth are treated as uniformly 
distributed variables. Each Monte Carlo simulation is evaluated against limit state criteria. The 
results of the simulation are then used to calculate conditional probabilities of failure and to 
select the optimal design which meets target reliability indices. The approach is flexible in that it 
offers a choice of combinations of deterministic and random variables, probability distributions 
and calculation models, enabling engineers to exercise judgment without the need to re-write the 
underlying probabilistic models. This paper illustrates the application of the d-RBD procedure to 
the design of shallow foundations supporting utility-scale wind energy converter structures. 
Foundation loads for these structures are highly eccentric, consisting mostly of a large moment 
component.  As shown in this paper, the method can be used directly in the design of such 
foundations. The method can also be used to develop partial material and load factors for design 
code calibrations. 

Keywords: Reliability based design, combined loading, wind turbine foundations, code 
calibration
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1. INTRODUCTION OF THE d-RBD PROCEDURE 

 Contemporary design codes, such as Limit State Design (LSD) and Load and Resistance 
Factor Design (LRFD), use partial factors to assign uncertainty separately to material resistance 
and loads. This is a great improvement over classical Allowable Stress Design (ASD) where all 
uncertainty is lumped into one global factor of safety.  Partial factor design methods also have the 
additional advantage of producing designs with known levels of reliability which are consistent 
for the superstructure and its foundation. In comparison, reliability delivered through ASD 
methods is inconsistent across different parts of the structure and is often hard to quantify. 

 Factors used in partial factor design methods, also known as Reliability-Based Design 
(RBD) methods, have probabilistic underpinnings. They are calculated using First Order Second 
Moment (FOSM), First Order Reliability Method (FORM), or Monte Carlo Simulation (MCS) 
techniques, [1]. The factors are published in design codes to simplify and harmonize the design 
process across markets and industries. A drawback of this simplification is that it leaves little 
room for extracting benefit from local knowledge or engineering judgment. 

 The RBD method presented in this paper, Fig. 1, does not use load or material factors. Loads 
and material parameters affecting the design are modeled as random variables. Design decision 
parameters, such as those associated with geometry, are modeled as uniformly distributed 
variables. After defining the limit states and their associated target reliabilities, Monte Carlo 
Simulations are performed. Each simulation in the MC process involves the generation of the 
various random input variables and computation of the output quantities of interest. When an 
“adequate” number of simulations of the chosen computational model have been performed, 
statistical analysis of the output quantities is performed to identify the optimal realization. The 
optimal realization is the least cost combination of design decision parameters that meets the 
reliability requirements of all enforced limit states. In this design method, risk is modeled 
separately for each load or material parameter and engineering judgment can be applied at any 
step of the process, e.g. in the choice of the random and deterministic variables, in the choice of 
their probability distributions and in the selection of the computational models. Because 
parameters are incorporated as random variables directly, the procedure is termed a direct 
Reliability-Based Design (d-RBD) procedure. The d-RBD approach is essentially the same as the 
“Expanded RBD,” described in [2], with the exception of the procedure’s extension to 
foundations subjected to highly eccentric combined loading. 

 This paper describes the application of the d-RBD procedure to the design of shallow 
foundations subjected to combined Moment-Vertical-Horizontal (MVH) loading. A realistic 
example of a shallow foundation supporting a wind turbine is used to arrive at an optimal design 
and to compare results from this procedure to those obtained using state-of-practice methods 
which involve the use of various international and national-level standards and guidelines [3, 4].   
Typically, limit states that are appropriate for this application include ultimate limit states (ULS) 
under normal and abnormal extreme loads, serviceability limit states (SLS) to check for 
minimum foundation stiffness, tolerable settlement/tilt, and fatigue limit states (FLS) to verify 
adequate longevity of the foundation under cyclic loading. In this paper, the d-RBD procedure is 
applied only to the ULS verifying bearing capacity under extreme loading using a total stress 
analysis approach (�u=0).
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Figure 1- Reliability Based Design Procedure using MCS. 

2. APPLICATION OF THE d-RBD PROCEDURE 

As illustrated in Fig. 1, the d-RBD approach is a non-iterative MCS process that yields an 
optimal design meeting the specified reliability requirements. In this section, the three steps 
identified in Fig. 1 are described in more detail and the specifics of the example problem are 
provided. The example problem consists of an octagon-shaped spread foundation used to 
support a utility-scale wind turbine, Fig. 2. The foundation system relies on gravity to resist 
overturning and it must be sized to meet multiple limit states (ultimate, serviceability and 
fatigue).  Typical foundation width for common contemporary turbine sizes ranges from 12 
to over 25 meters and the foundation volume can exceed 500 m3.

Figure 2- Wind Turbine Gravity Base Foundation. 
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2.1 Problem Definition 

 Problem definition and setup involves identifying the limit states of interest, selecting 
their associated target reliabilities, selecting the computational models for each limit state, 
identifying the random variables and selecting their probability distributions. For the example 
problem, a wind turbine foundation is to be designed for bearing capacity ULS (one limit state). 
The target probability of failure is selected at pT = 0.001 which is equivalent to a target reliability 
index of about �=3.0. The selected bearing capacity computational model is for a total stress 
analysis (�u=0) where the ultimate bearing capacity can be calculated using the Brinch-Hansen 
equation:

���� � ��	
���	  ��  ��� (1) 

where su is the undrained shear strength which is treated as a normally distributed random 
variable, and sc and dc are correction factors that are functions of the foundation depth and 
effective dimensions, [5]. 

Design decision parameters are treated as uniformly distributed variables to be selected 
randomly from discrete values covering reasonable ranges. In the wind turbine foundation 
example, foundation width, B, and depth, D, are such design decisions. For the octagonal 
foundation, width is the distance between flats. The selected range of foundation width is from 15 
to 24 meters (10 discrete values). The selected range of foundation depth is from 1.8 to 2.6 
meters at 0.2 meter interval (5 discrete values). Selected random variables are the undrained shear 
strength, su, and applied MVH loading. Normal distributions, summarized in Table 1, are 
assumed. Remaining parameters such as unit weights and depth of design water table are 
assumed to be deterministic, even though they can easily be treated as random variables if 
justified. 

Table 1. Random & Deterministic Variables 

Parameter Distribution Distribution Parameters 
Undrained shear strength, su (kPa) Normal� mean=170, std=40  

Load – Moment (kN.m) Normal mean=79400, std=10000 
Load – Vertical (kN) Normal mean=3600, std=400 

Load – Horizontal (kN) Normal mean=890, std=250 
Foundation width (m) Uniform 15 to 24 
Foundation depth (m) Uniform 1.8, 2.0, 2.2, 2.4, 2.6 

Groundwater depth (m) Deterministic 0.0
Saturated unit weight (kN/m3) Deterministic 21.5

2.2 Monte Carlo Simulation 

 Monte Carlo Simulation consists of generating a large number of realizations (or 
simulations), nsim, and evaluating each realization using the selected computation models to 
decide if limit states are violated. The total number of failure, nF, is determined. For each 
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combination of design decision parameters, the number of violations (failures) is counted. An 
acceptable combination of design decision parameters is a combination that has an acceptable 
conditional failure probability; namely, its conditional failure probability must be less than the 
target failure probability, pT:

������������ �� � �� (2) 

The conditional probability p(Failure|B,D) is calculated using Bayes’ Theorem as: 

������������ �� � ���� ����������
���� �� ��

(3) 

where:
� pF is the probability of failure for the entire MCS run: pF=nF/nsim where nF is the total 

number of failures. 
� p(B,D|Failure) is the conditional joint probability of B and D given failure: 

p(B,D|Failure)=nfBD/nF where nfBD is the number of failures for combination B-D.
� p(B,D) is the probability of discrete, uniformly distributed design decision parameters, in 

this case, p(B,D)=1/(nB*nD) where nB and nD are the numbers of discrete B and D values. 

 Combining the above definitions into Eqn. 3, the nF term drops out and conditional 
probability p(Failure|B,D) can be calculated using: 

������������ �� �  !"#
 $%&

 " '  #
(4) 

 The accuracy of the MCS results depends on the number of realizations. A rule of thumb 
suggested is [6] is that the minimum number of realizations is 10 times the reciprocal of the 
target probability: 

()&%* � 	+ '  " '  #
��

(5) 

 In the case of the foundation design example, the suggested minimum number of realizations 
is 10*5*10/0.001 = 500000 realizations. A 64-bit laptop computer with Intel ® Core ™ i5 CPU 
running at 2.53 GHz performs this MCS in a few minutes using calculation software MathCAD 
Prime 1.0, [7].  

2.3 Analysis of MCS Results 

 Figures 3 and 4 show the conditional probability of failure, computed per Eqn. 4, for all 
combinations of design decision parameters B and D. Figure 3 illustrates the effect of foundation 
width and Fig. 4 illustrates the effect of depth. As expected, foundation width has the greatest 
impact, especially for combined loading where the effective area shrinks very quickly with 
increased eccentricity. 
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 The conditional probability for each B-D combination is compared to the target probability, 
pT. Those combinations meeting the reliability requirement (i.e., probability of failure less than 
the target probability) are acceptable designs. The foundation with smallest volume of concrete is 
selected as the optimal solution. Note that a different criterion can be used in this selection. For 
example, at rocky sites where excavation is costly, the foundation with the smallest width or 
depth may be selected from the pool of acceptable solutions. In the example problem, the optimal 
foundation obtained with an MCS of 5 million realizations (10 times the suggested minimum), is 
20 m wide and 2.2 m deep. The volume of concrete in this optimal foundation is 357 m3. For this 
example problem, the d-RBD procedure produces a more economical design than that obtained 
by state-of-practice methods using a variety of non-calibrated codes. 

Figure 3- Conditional Probability of Failure as a Function of B.

Figure 4- Conditional Probability of Failure as a Function of D.
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3. CONCLUDING REMARKS 

This paper presents a direct reliability-based design procedure (d-RBD) which can be used in a 
broad range of engineering design applications. The method is flexible and frees the designer to 
focus on the development of better problem inputs. With further guidance and educational 
emphasis on random variables and risk assessment, the method has potential as an improved 
alternative to partial factor methods outlined in design codes. The method has been illustrated in 
this paper for a total stress (�u=0) ULS bearing capacity design of a wind turbine shallow 
foundation subjected to combined loading. In addition to its potential as a design tool, the method 
should prove to be a suitable vehicle for calibrating multiple codes used currently in wind turbine 
structural and foundation design.
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Abstract. The most devastating complication in patients carrying a Left Ventricular Assist 
Device (LVAD) for cardiac mechanical support is caused by embolization of thrombi formed 
within the LVAD or inside the heart into the brain. Prevention of thrombi formation is attempted 
through anticoagulation management and by improving LVADs design; however there is still 
significant occurrence of thromboembolic events with reports showing rates from 14% to 47% 
over a period of 6-12 months. An alternative method to reduce the incidence of cerebral 
embolization is proposed by the authors. The hypothesis is that it is possible to minimize the 
number of thrombi flowing to the brain by an optimal placement of the LVAD outflow conduit, 
and/or by the addition of an alternative aortic bypass connecting the ascending aorta (AO) and 
the innominate artery (IA), or left carotid artery (LCA). This paper presents the computational 
fluid dynamics (CFD) analysis of the aortic arch hemodynamics using a representative geometry 
of the human aortic arch. In order to study the trajectory of the thrombi within the aortic arch, a 
Lagrangian particle-tracking model is coupled to a multi-scale CFD-Lumped Parameter model. 
Results are presented in the form of percentage of thrombi embolization as a function of LVAD 
conduit placement and aortic bypass implantation, revealing promising improvement. 

Keywords: LVAD, Hemodynamics, CFD, Thromboembolism. 
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1. INTRODUCTION 
Heart failure is a major public health problem affecting over 5 million people in the United 

States. Orthotopic heart transplantation is the best treatment option for patients with end-stage 
heart failure; however, the number of patients awaiting heart transplantation far exceeds the 
number of donor hearts available [1]. At the present time, mechanical circulatory support is the 
most promising alternative to cardiac transplantation. Ventricular Assist Devices (VADs) were 
originally used to provide mechanical circulatory support in patients awaiting planned heart 
transplantation (“bridge-to-transplantation” therapy). The success of short-term bridge devices 
led to clinical trials evaluating the clinical suitability of long-term support with left ventricular 
assist devices (LVADs). The first large-scale, randomized trial that tested long-term support with 
an LVAD reported a 44% reduction in the risk of stroke or death in patients treated with an 
LVAD [2]. The results of this study provided evidence for the Food and Drug Administration 
(FDA) approval of an LVAD for so-called “destination” therapy in 2002. LVADs have now 
become a well-established therapy for adults and children [3]. 

Figure 1:  DeBakey LVAD and associated nomenclature. 

Preservation of organ function using continuous flow LVADs has been demonstrated in a 
long term study [4]. It is this second and newest generation of continuous flow LVADs that is the 
subject of the proposed investigation. Survival with LVADs is currently in the range of 50% at 1 
year. Furthermore, follow up studies have reported that patients, children or adults, requiring pre-
transplantation VAD support have long-term survival similar to that of patients not requiring 
mechanical circulatory support. However, there are numerous adverse events that may occur 
following initiation of circulatory support that can substantially diminish the benefit of this life-
saving technology. Bleeding, right-sided heart failure, air embolism, and progressive multisystem 
organ failure are the most common causes of early morbidity and mortality after placement of an 
LVAD. The most common complications in the late postoperative period are infection, 
thromboembolism, and failure of the device. The most devastating complications are neurologic, 
and are caused by embolization of particulate matter or air into the brain. Particulate matter can 
come from a thrombus that enters the LVAD from the atrium or ventricle, or a thrombus that 
forms within the LVAD. Systemic thrombo-embolization has been reported to occur considerably 
less often than cerebral. This risk factor has been addressed, mainly, by improving the device 
design and attempting adequate anticoagulation. Despite all of these efforts, investigators have 
reported that the incidence of thromboembolic cerebral events ranges from 14% to 47% over a 
period of 6 to 12 months [5]. 

2

1

3

4

Standard LVAD 
Configuration

(1) Inflow conduit
(2) LVAD
(3) Outflow Cannula
(4) Ascending Aorta
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Thrombogenesis in LVADs is attributed to various mechanisms including platelet activation 
associated with non-physiological flow patterns such as stagnation and re-circulating flows. 
Consequently, several research groups [6], [7] have sought to characterize the hemodynamics of 
flows induced by LVADs utilizing powerful simulation capabilities afforded by computational 
fluid dynamics (CFD). In this paper we seek to test the hypothesis that there is an optimal LVAD 
outflow conduit insertion angle and location, as well as an optimal implantation of an aortic-to-
innominate or aortic-to-left-carotid bypass graft that reduces the incidence of thromboembolism 
to the vertebral and carotid arteries in LVAD patients. To accomplish this, we employ well-
established computational fluid dynamics tools coupled with a lumped parameter model of the 
circulation system and a particle tracking model to predict the trajectory of thrombi.  

2. COMPUTATIONAL MODELS 

2.1 The Aortic Arch Model 
The aortic arch connects the ascending aorta (AO) with the descending aorta (DA). The most 

common aortic arch branching pattern in humans consists of three great vessels originating from 
the arch of the aorta as shown in Figure 2. Progressing along the dorsal portion of ascending 
aorta, the first branch is the innominate artery (IA), which branches into the right subclavian 
artery (RSA) and the right common carotid artery (RCA). The second branch in the most 
common pattern [8] is the left common carotid artery (LCA), followed by the left subclavian 
artery (LSA). Measurements of the diameter of the aortic arch at select locations were used to 
reconstruct a 3D representative solid model of an adult human aortic arch vasculature. Figure 2
shows the locations where diameter measurements were available. A three-dimensional solid 
model was generated utilizing SolidWorks® (Dassault Systèmes S.A., Vélizy, France) and the 
model includes the vertebral arteries as well as the coronary arteries.  

Figure 2:  Most common form of aortic arch in humans [8] and locations where aretery 
diameters measurements were taken to build synthetic model. 

The artery diameters employed in the synthetic model are as follows: 1-24.80, 2-29.00, 3-
25.00, 4-12.40, 5-8.00, 6-7.40, 7-21.80, 8- 7.40, 9-21.80, 10-7.40, 11-21.40, and 12-20.00. All 
units are in mm referenced to the locations in Figure 2. 
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2.2 Standard LVAD Configuration 
LVADs are implanted by means of surgical procedure. The procedure consists of connecting 

an inflow cannula from the apex of the left ventricle to the LVAD, and connecting an outflow 
cannula from the pump to the ascending aorta. In adults, the LVAD outflow cannula is typically 
12mm diameter polytetrafluoroethylene graft that is sutured to the right lateral wall of the 
ascending aorta. The LVAD outflow conduit was modeled in as anastomosed perpendicular to 
the lateral wall of the ascending aorta. This model is hereon referred to as the standard 
configuration, and it is illustrated in Figure 3. In this study we refer to several parameters that are 
varied and these are: the LVAD implantation angle (β) measured relative to the normal to the 
right lateral ascending aortic wall at the location of implantation, the angle along the coronal 
plane (θ) measured from the location of the LVAD conduit implantation under the standard 
configuration, and the distance of the LVAD conduit implantation from the IA (δ). We keep the 
distance of the anastomosis of the LVAD cannula from the IA to be fixed at δ=15mm, however, 
we consider three angles of incidence of the LVAD conduit, β=0o, 30o and 60o, and consider 
varying the location along the coronal plane from an angle θ=0 to 45o. 

(a) standard: β =0o   (b) intermediate: β =30o.              (c) shallow: β =60o. 
Figure 3: LVAD cannula anastomosed to the ascending with coronal angle at θ=0o. 

2.3 Bypass LVAD Configurations 
Two variations of the Standard LVAD configuration, as seen in Figure 4, are proposed as an 

alternate method to help reduce the incidence of thrombi flow into the left and right carotid 
arteries. The two variations consist of adding an alternative aortic bypass between the aortic and 
innominate (AO-IA bypass), or between the aortic and left carotid (AO-LCA bypass). In the AO-
IA bypass LVAD configuration, an 8mm bypass graft is anastomosed 10mm below the LVAD 
conduit with proximal ligation of the IA. The rationale of this option is that such a procedure 
would be surgically feasible and would allow nearly complete prevention of thrombi to the RCA. 
In the AO-LCA bypass LVAD configuration, an 8mm bypass graft is proximally anastomosed to 
the ascending aorta below the LVAD outflow conduit anastomosis, and the distal section of the 
bypass is anastomosed to the proximal LCA which is ligated at its origin.  

Figure 4: (a) AO-IA and (b) AO-LCA bypass LVAD Configuration models. 

LVAD 
cannula
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2.4 CFD Model 
The CFD analyses reported in this paper were conducted with the commercially available 

CFD software Fluent 6.3 (ANSYS Corp., Canonsburg, PA, USA). The flow field is resolved by 
numerically solving the mass and momentum conservation equations, which neglecting 
gravitational and other body forces, are: 

0

( )�� � �
�

� � �

� �� � 	� �� �

are:
0� 0� 0�

) � 	� �)

V
V V V p
t

(1)

Where, ρ is the mass density, V is the velocity, and  is the viscous stress tensor. Blood is 
effectively an incompressible fluid. We utilized a density of 31060 /kg m� �  and a dynamic 
viscosity of 20.04 /Ns m
 � . The models were meshed utilizing typically approximately 2 
million tetrahedral cells. This level of discretization was determined to be adequate to ensure grid 
independence as established in a mesh convergence study. The k-ω SST model was utilized to 
account for turbulence with 5% turbulence imposed at the inlet of the LVAD and 5% turbulence 
at the inlet of the ascending aorta. For the outlets, flow-split boundary conditions were applied to 
the different arteries assigning values obtained from the coupled lumped parameter model 
described in the next section. 

2.5 Lumped Parameter Model 
The lumped parameter (LP) model is used to represent the circulatory system and to provide 

appropriate boundary conditions to the localized CFD model. The LP model is based on 
Greenfield-Fry’s electrical analogy, where the viscous drag is modeled as a resistor (R), flow 
inertia as an inductor (L), vessel compliance as a capacitor (C). (See Figure 5).  

Figure 5: Multi-DOF electric circuit used to generate the boundary condition waveforms. 
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The action of the tricuspid and pulmonary valves in the present case is taken to be analogous 
to ideal diodes, modeled with a Heaviside step function. The electrical analogy can be derived 
from the Navier-Stokes equations assuming Newtonian and laminar flow and integrating across 
the planes of a cylindrical coordinate system aligned in the direction of the vessel centerline and 
supplemented with the definition of the vessel wall compliance modeled in terms of a 
capacitance. This leads to the following pair of differential equations for each RLC compartment 
model of a vascular bed: 

� � �
dQp L RQ
dt

(2)

� �
dpQ C
dt

(3)

Where, nominally for a fluid of density � and viscosity 
  flowing in a vessel of radius Ro,
2

1 o�L c ρ / πR , 4
2 o8�R c μ / πR  , and /�C dV dp . In the present study, L ,R, and C, are adjusted 

iteratively to approach waveforms from catheterization studies performed on a “typical” LVAD 
patient. It is worthwhile noting that such an approach has been successfully applied to supply the 
requisite time-varying boundary conditions in several previous CFD studies [9] .

The last component of the model considers a functional left ventricle as a time varying 
capacitor defining a time-dependent capacitance, C(t),  the reciprocal of which is called elastance, 
E(t). The elastance provides the pulsatile nature of the cardiac output and is the driving function 
of the circuit. It provides the relationship for ventricular pressure and volume at a given point 
during the cardiac cycle. Mathematically it is given by: 

�  �  0

( ) �
	

VP tE t
VV t V

(4)

Where E(t) is the time varying elastance, VP(t) is the ventricular pressure, VV(t) is the 
ventricular volume, and Vo is the theoretical volume of the ventricle at zero pressure. Numerous 
formulations have been developed to obtain E(t), in the present study a formulation similar to that 
employed in [10] was chosen, where: 

�  �  � min min� 	 � �max n nE t E E E t E (5)
The term En(tn) is the “double hill” function: 
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Where En(tn) is the normalized time varying elastance, tn=t/tc, tc=60/HR the cardiac cycle 
period, and  is the heart rate. The values for Emax, Emin, and the exponential coefficients were 
tuned iteratively to provide a physiologically correct cardiac output for the nominal model of
4liters/min. These values were held constant for subsequent simulations. The systemic and 
pulmonary circulations were divided into different arterial and venous beds modeled as RLC 
compartments. The flow from the venous beds is fed back to the heart and thus form a closed 
loop representation of the entire circulation. The resulting circuit contains 32 state variables, and 
the ensuing system of coupled ordinary differential equations is solved using a 4th Order Runge-
Kutta integrator with adaptive time stepping. In Figure 6 we display a comparison of the 
waveforms for the ventricular and descending aorta pressures produced by the developed lumped 
circulation model and the corresponding waveforms from a patient. 
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Figure 6: Ventricular and Descending Aorta pressures from lumped circuit model as compared to 
catheterization study of a patient. 

The coupling of the CFD-LP model is achieved in the following manner: 1) the initial circuit 
is tuned to produce target flows and pressure waveforms obtained from catheter data when 
available supplemented with surgical knowledge of nominal values for a typical LVAD patient 
when data were not available such as was the case for the carotid, subclavian and coronary 
arteries, 2) flow splits and inlet boundary conditions are imposed to the CFD from the circuit, 3) 
CFD simulation is carried out to obtain pressure waveforms, 4) the CFD equivalent parameters 
within the circuit are modified to match those derived from the CFD solution, 5) impose new 
flow splits from circuit to CFD, 6) iterate until convergence. Once this iterative process is 
complete, the CFD simulation is run for 3 cardiac cycles and post-processing is performed. 

2.6 Lagrangian Particle Tracking Model 
In order to analyze the trajectory of the blood clots in the different aortic-arch LVAD 

models, the trajectories of particles with similar properties to those of thrombi are computed 
using a mixed Eulerian-Lagrangian approach where thrombi trajectories are predicted using a 
Lagrangian model in a Newtonian Fluid. In this approach, the discrete phase (particles/thrombi) 
is uncoupled from the continuous phase (carrier/blood). Particles with properties analogous to the 
blood clots are introduced in the computational domain (at the LVAD conduit inlet plane) and 
their trajectories are  governed by the momentum conservation equation (Newton’s second law of 
motion) in terms of the particle velocity, �

pV , and sum of the forces acting on the particle:  

p
body surfacep

d Vm F F
dt

�
� �

� �� � (7)

The only body force that is accounted is that due to added mass effect, with the buoyancy 
force neglected due to the fact the density ratio between blood and the thrombus particle is 
ρparticle/ρblood=1.097, with the density of thrombi taken from the literature to be 1117� �p kg/m3.
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For a particle of density, p� , diameter, pd , entrained by a fluid of viscosity, f
 , flowing at a 
mean velocity, U, within a conduit of diameter, D,  the Stokes number (St) defined as the ratio of 
the particle response time, 2 /� � 
�p p p fd , to the convective time scale, /� �f D U ,  that 

2/ /18� � � 
� �p f p p fSt d D U  . The Stokes number is an indicator as to whether the surface 
forces entraining the particle dominate over the particle momentum and the particle essentially 
follows the streamlines (St <1) or the momentum of the particle dominates over the forces acting 
on the particle and the particle can deviate from the streamlines (St>1) as these bend around an 
obstacle or in a conduit.  With a diameter of 30mm in the ascending aorta and a total flow of 
4liters/min, the Stokes number for the particles in the range of 1mm-6mm span the ranges of 
St=0.051-1.828 while in the VAD conduit with a flow rate of 3 liters/min and a diameter of 
12mm, the Stokes number range is St=0.595-21.45. Thus, in general, the paths of thrombi of size 
greater than 2mm deviate significantly from the streamlines in this model.  

The main surface force in the model is that due to viscous drag force caused by the relative 
velocity of the particles with respect to the continuous phase. The drag force for a given particle 
is given by: 

1
2d d p p s sF C A V V��
1F C A V V1

d dd (8)

Where Cd is the drag coefficient, Ap is the particle cross section, and the particle slip velocity 
is sV

� . The drag coefficient can be estimated using correlations for drag on spherical particles. 
Such a correlation is available in Fluent, or alternatively, user defined functions can be utilized to 
implement a desired correlation. The other surface forces, such as the Saffman lift force and the 
Faxen correction due to pressure are neglected as they are not expected to significantly affect the 
thrombi trajectories. 

There is little known about the size distribution of thrombi encountered in VAD-induced 
thrombi. Clinical experience however suggests that thrombi encountered in such events have 
diameters that range from 2mm-5mm. Moreover, interaction between thrombi and arterial walls 
are due to a complex set of biochemical and biophysical factors such as arterial wall roughness, 
chemical bond formation, surface reactivity, and re-suspension. In our analysis, we assume that 
the collisions between thrombi and arterial walls are elastic (restitution coefficients equal to 
unity). Three different thrombi diameters were used as the particle diameters, 2mm, 4mm, and 
5mm in the simulation. Ultimately, our model allows us to predict the general pattern as to what 
type of thrombus possesses a higher chance of flowing into the carotid and vertebral arteries and 
causing cerebral embolisms. 

3. RESULTS AND DISCUSSION
The main objective of the CFD simulations is to determine whether changing the LVAD 

outflow cannula angle, and/or adding an aortic bypass significantly affected the trajectory of 
thrombi emanating from the LVAD conduit. That is we aim to establish that the geometric 
configuration of the LVAD conduit anastomoses is an important consideration in determining 
eventual stroke events, thus establishing the possibility of searching for an optimal LVAD 
conduit implantation configuration that reduces stroke. No research had attempted to study 
trajectory of thrombi inside the aortic arch bed and how these trajectories change depending on 
the implant geometry and thrombi diameter. In our work, we utilized CFD to investigate the 
trajectories of representative 2mm, 4mm, and 5mm diameter randomly released particles at the 
LVAD cannula inlet plane over a series of 5 trials for each particle diameter. We then computed 
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the percentage of released particles of a given diameter reaching the critical arteries as well as the 
pooled statistics.  

Figure 7 shows velocity vectors of the Standard LVAD Configuration for values of β of 0o,
30o, and 60o for a sagittal plane as well as 3D streamlines produced by these flows. Increasing the 
value of β obviously reduced the impingement on the contra-lateral wall of the ascending aorta, 
as well as the observed re-circulation where thrombi have a tendency to get captured by the large 
recirculation zones, increasing their potential to be captured by the inflow to the IA. It is also 
interesting to note the nature of the complex 3D flow field generated by the confluence of the jet 
emanating from the LVAD cannula and the flow ejected by the left ventricle, the complex nature 
of the impingement flow at the contra-lateral wall of the ascending aorta, as well as the rotational 
flow observed in the descending aorta. A large recirculation zone is observed on the ventral aortic 
arch and this feature also has the tendency to trap particles that may subsequently be ingested by 
the left carotid or innominate arteries. It is also worth noting that the level of the impingement 
flow at the ascending aorta is reduced with an accompanying reduction in the recirculation close 
to the IA take-off and that the recirculation at the proximal aortic arch is also reduced. At a large 
angle of β, the features of re-circulating flow patterns and impingement flow are essentially 
eliminated.  

Figure 7: Close up of the LVAD cannula anastomosis and velocity vectors of the cannula jet for 
standard LVAD configuration at various incidence angles of: (a) β =0o, (b) β =30o and (c) β =60o. 

The possibility of adding an alternative aortic bypass was considered as a way to capitalize 
on the benefits of higher values of β, while still reducing the number of thrombi flowing through 
the RCA and LCA. Models with the IA and LCA bypasses suggested that it was possible to 
reduce the number of thrombi flowing into these arteries by routing some of the blood flow from 
the aortic root into the IA and LCA, respectively. This blood has a lower chance of containing 
thrombi in comparison to the blood being pumped by the LVAD. However, the addition of the IA 
Bypass, or the LCA Bypass did not necessarily reduce overall the number of thrombi flowing 
through the RCA and LCA. The reason is that the behavior of thrombi changes greatly as the 
thrombi diameter changes: smaller thrombi have Stokes numbers based on the aorta diameter that 
is less than one and tend to follow the flow, while larger diameter particles have Stokes numbers 
that are larger than one and their trajectory can deviate from that of the mean flow as the mean 
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flow changes direction. Therefore a particular configuration might be an optimal configuration 
that minimizes 2mm thrombi flow to the carotid and vertebral arteries, while allowing a large 
number of 5mm thrombi to flow through these same arteries. 

We randomly released nearly 300 particles at the inlet plane of the LVAD cannula and for 
each particle diameter. This was repeated five times for each particle diameter. The mean and 
standard deviation of the percentage of released particles released reaching the LCA, RCA and 
VA were computed for each diameter using a 95% confidence level. Moreover, an overall 
(pooled) static of the mean and standard deviation was also computed so as to better characterize 
an overall assessment of a given configuration. If a particular thrombus diameter has a high 
embolization probability, this will be reflected in a high overall probability, while a low overall 
probability will reflect consistently low embolization probabilities across all thrombus diameters.  
The computed statistics for the predicted rates of embolization of the particles for a given 
diameter as well as pooled statistics are provided in Table 1 for several configurations we 
investigated in this paper. 

Table 1: Resulting statistics of model for AO bed with vetebrals and coronary arteries with 
statistics computed at a 95% level of confidence. 

Configuration 2mm 
Thrombi [%
Embolization]

4mm 
Thrombi [%
Embolization]

5mm 
Thrombi [% 
Embolization]

Overall
[%
Embolization]

Standard β=00, �=00, no bypass 18.14±3.69 21.24±2.66 25.05±3.18 21.48±3.2
Standard β =200, �=00, no bypass 24.4±1.1 14.24±0.79 13.3±1.08 17.31±1
Standard β =300, �=00, no bypass 22.12±1.27 15.37±2.85 14.92±4.71 17.47±3.26
IA Bypass β =300, �=00 23.8±3.32 16.83±1.87 16.6±0.77 19.07±2.24
LCA Bypass β =300, �=00 23.25±5.97 12.76±2.88 12.87±1.03 16.28±3.87
LCA Bypass β =300, �=450 17.86±3.48 15.58±1.75 17.4±4.24 16.94±3.32

Standard β =600, �=00, no bypass 12.91±1.95 10.45±1.43 9.63±1.13 11±1.54

The CFD simulations provide insight into the overall and particular rates of 
thromboembolization. In what we refer to as the standard configuration with an angle of β=0, a 
major feature of the flow is a large recirculation zone and a stagnation flow region as the jet 
emanates from the LVAD cannula. Thrombi of all diameters are trapped in that zone and are 
susceptible to ingestion at the IA take-off. This is clearly seen in the statistics where the 
predominant path taken by all thrombi is that leading to the highest embolization rates across 
diameters for all the configurations under consideration. Clearly, this is not a desirable manner to 
implant the LVAD cannula. As the angle of implantation is increased to 200 and 300, the rate of 
embolization is reduced as the recirculation and impingement features of the flow field are 
reduced. With β=30o, with proximal ligation of the IA and with the addition of an 8mm diameter 
aortic-to-innominate artery bypass graft, with a proximal anastomosis located 10mm below the 
LVAD conduit anastomosis, the overall incidence of thromboembolization was not reduced 
significantly. This is due to the fact that the recirculation feature, although somewhat reduced, 
was still present at β=30o and thrombi caught in the recirculation zone were still prone to be 
ingested by the inflow to the bypass ultimately reaching the RCA and RVA. An alternative 
bypass to the LCA with ligation of the LCA at the aortic arch did reduce the overall rate of 
embolization further down nearly 25%. Locating the LVAD conduit anastomosis at an angle of 
θ=45o along the coronal plane with β=30o and with an LCA bypass did not significantly alter the 
overall thromboembolization rate reduction obtained by an LCA bypass with β=30o
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configuration, however, the rates of thromboembolization across all diameters were more 
uniformly reduced with an overall reduction of ~20% over the standard configuration. Further 
increase of the angle of incidence of the cannula anastomosis to β=60o reduced the predicted 
overall rate of thromboembolization by 50%. In this configuration, the jet from the cannula is 
generally oriented to impinge just past the take-off of the LCA from the dorsal wall of the aorta. 

Comparative rates of predicted thromboembolization between the carotids and vertebral 
arteries provided in Figure 8 reveal that the predicted rates of embolization to the vertebral 
arteries remain fairly constant over all the configurations under consideration while the 
embolization rates to the carotids are higher ranging from nearly 18% in the nominal 
configuration to a low of nearly 7% in the best configuration. Of the two, the predicted 
embolization to the carotids is the most affected by the geometric configuration of the LVAD 
conduit implantation perhaps due to their proximity to the inlet of the IA and LSA.  

Figure 8: Comparative rates of embolization to the carotids and vertebral arteries. 

4. CONCLUSIONS
In summary, CFD models of a representative human aortic arch with a LVAD implant were 

used to establish that the geometric configuration of the LVAD conduit implantation affects 
possible thromboembolic events leading to stroke. Furthermore, our study establishes that the 
concept of an optimal LVAD implant configuration that reduces the number of thrombi flowing 
through the RCA and LCA is a viable engineering solution to the present problem posed by 
thrombus formation in VAD-outfitted patients. By adjusting the angle at which the LVAD 
outflow cannula is sutured, and the presence, or lack of an alternative aortic bypass, it was 
possible to quantify the probability of embolization for 2mm, 4mm, and 5mm diameter thrombi. 
In addition, an overall thromboembolization probability was calculated from the individual 
probabilities, and used to assess each LVAD implant configuration. Individual results showed 
that the behavior of 2mm thrombi differs from the behavior of 4mm, or 5mm thrombi due to the 
range of Stokes numbers spanned by these particles over the various flow configurations. Our 
simulations on a representative aortic arch geometry reveals that it is possible to reduce the 
overall rate of embolization of thrombi by nearly 50% with as much as a 60% reduction of 
incidence for larger thrombi. The results of this line of research may ultimately lead to techniques 
that can be used to estimate the optimal LVAD configuration in a patient specific manner by pre-
operative imaging.
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THE CRITICAL SIZE OF MICRO AND NANO-STRUCTURES AGAINST
THE MOST DANGEROUS DEFECT.
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Abstract. The critical size of micro and nano-structures, for instance nano-wires and
nano-particles in Li-ions battery electrodes, is often evaluated after the definition of the
“most dangerous defect”. Intuition suggests that it lies orthogonally to the major load axis.
In the light of recently proposed investigations on the crack kinking process in brittle materials
[1, 2], this paper will show that such an assumption appears to be incorrect.

Key words: Fracture mechanics, Quasi-static crack growth.

1 INTRODUCTION

The elongation of a flaw and its propagation as a macroscopic crack has been extensively
investigated in the last three decades. The present note aims at investigating which is the
most unfavorable direction of a given defect in a brittle material, in the light of recently
proposed investigations on the crack kinking process in brittle materials [1, 2]. A large
amount of literature was devoted to investigate critical sizes of components in order to avoid
defects propagation due to diffusion of species in solids, particularly of Li-ions into silicon-
based electrodes [3, 4, 5]. The critical size of nanowires and particles was evaluated after the
definition of the worst possible nano-crack, which has always been assumed to be orthogonal
to the major load axis. In the light of recently proposed investigations on the crack kinking
process in brittle materials [1, 2], this paper will show that such an assumption appears to
be incorrect.

Time t represents any variable which monotonically increases in physical time and merely
orders events; the mechanical phenomena to study are time-independent. The global incre-
mental quasi-static fracture propagation problem at time t depends on the geometry at time
t as well as on the external actions that drive the problem itself. Monotonic external loads
are only considered here: propagation by reason of temperature, fatigue, or environment
changes are not taken into account. Actions are all assumed to be proportional, i.e. that
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they vary only through multiplication by a time-dependent scalar κ(t), termed load factor,
taken to be zero at initial time when the flaw attained its initial length. If κ(t) is “sufficiently
small”, then flaws remain stationary. As the load increases, it may reach a value that allows
the crack growth propagation phase to begin at one or more flaws. Such a transition point
is termed onset of crack propagation, whereas loading without crack growth happens in the
safe equilibrium domain. The propagation can then be stable or unstable. The direction of
propagation, see figure 1, as well as the critical load for propagation have been studied in
previous publications [1, 2].

When the idealizations of infinitesimally small scale yielding and linear elasticity are as-
sumed, making use of Hooke’s law without limitation of stress and strain magnitudes, the
stress-strain fields in the crack tip vicinity are uniquely determined by the stress intensity fac-
tors (SIFs). These factors govern the safe equilibrium domain and the onset of propagation,
too.

The present paper aims at investigating which is the most unfavorable direction of a given
defect in brittle materials. Such a direction is defined as one at which elongation happens at
a minimal external action. Of course, it is unclear if the most unfavorable direction is unique
in general, whereas mechanics suggests that it should exist. The well known Muskelishvili’s
problem, described in figure 2, is analyzed to this aim. The angle of elongation θ(ω) and
the critical load factor κ(ω) are sought for a given unit flaw slanted by angle ω. The angle
ω at which the critical load factor κ(ω) is minimal will be the most unfavorable direction
for Muskelishvili’s problem. Numerical analysis show that the critical load κ(ω) is minimum
along two directions well separated from the major normal stress axis. Moreover, numerics
suggest that κ(ω) is locally maximum at a vanishing slant angle.The latter property is
confirmed by the analysis carried out in section 3. One is tempted to conclude that the
global elastic stress-strain fields favor cracks to enucleate from a flaw directed away from
the major normal stress axis. This statement seems to be quite surprising, because of the
prevailing view [2, 6, 7] of propagation of cracks in mode 1. It is confirmed though by some
experimental tests on metallic glasses [8].

SIFs in a homogeneous linear elastic isotropic material will be denoted with K1, K2 as
usual in the actual Frenet frame and with K∗

1 , K
∗
2 right after an infinitesimal elongation in

a Frenet frame rotated by the kinking angle θ; see figure 1 for notation. The onset of crack
propagation is governed theoretically by a local condition that describes when the process
region reaches a critical state. In most cases of engineering interest, it is independent of
loading and geometry: this property is termed autonomy (see [9, 10]). Several expressions
for onset of crack propagation have been proposed in the literature since the early days of
fracture mechanics. They can be cast in an abstract formalism [1]:

ϕ(K1, K2, θ) = ϕ̂(K1, K2, θ)− ϕ̂(KC
1 , 0, θ

C) = 0 (1)

whereas the safe equilibrium domain reads:

ϕ(K1, K2, θ) < 0 (2)

In (1),KC
1 is the fracture toughness of the homogeneous material and θC is the propagation

angle attained when K2 = 0 and K1 = KC
1 (which is normally zero, apart from the maximum
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shear stress criterion). Function ϕ̂ is characteristic of any criterion and ϕ̂(KC
1 , 0, θ

C) connotes
the critical state. One sees from (1) that the onset of crack propagation is always related
to a prediction of the kinking angle θ in the eventuality of a crack elongation. In other
words, the safety of a configuration at time t, no matter how far away it is from the critical
state, depends on the angle the crack is going to kink into at the time it grows. It has been
recently argued [2] that the onset of crack propagation cannot be disjoint from the criterion
to evaluate θ and that all of the criteria are ruled out but the Maximum Energy Release
Rate [11, 12]:

ϕ(K∗) =
1

2

1− ν2

E

(
||K∗||2 −KC

1

2
)

(3)

shortened here to MERR. In equation (3), E is Young modulus and ν Poisson’s coefficient.
Vector K∗ comes out from [13]. In this paper, Amestoy and Leblond established the general
form of the expansion of SIFs in powers of the crack extension length s, for a crack propagat-
ing in a two-dimensional homogeneous isotropic linear elastic body along an arbitrary kinked
(by an angle θ = mπ) and curved path - see figure 1. They also evaluated the detailed form
of the functions of the geometric and mechanical parameters which appear in the expansion.
One of them is vector K∗, that is going to be detailed in formulae (4-5), below.

Denoting withK = {K1, K2} the SIFs vector at time t, the expansion ofK at the extended
crack tip in powers of s takes the general form:

K(κ(τ), s(τ)) = K∗(κ(τ)) +O(s1/2) (4)

where τ ≥ t. Vector K∗ is given componentwise (using the Einstein summation convention)
by

K∗
p = Fpq(m)Kq (5)

Matrix F has been defined in terms of the ratio m = θ
π
as a series approximation of

integral equation (39) pag. 476 in reference [13]. Component-wise it reads:

F11(m) = 4.1m20 + 1.63m18 − 4.059m16 + 2.996m14 − 0.0925m12 − 2.88312m10

+5.0779m8 +

(
π2

9
− 11π4

72
+

119π6

15360

)
m6 +

(
π2 − 5π4

128

)
m4 − 3π2m2

8
+ 1

F12(m) = 4.56m19 + 4.21m17 − 6.915m15 + 4.0216m13 + 1.5793m11 − 7.32433m9

+12.313906m7 +

(
−2π − 133π3

180
+

59π5

1280

)
m5 +

(
10π

3
+

π3

16

)
m3 − 3πm

2

F21(m) = −1.32m19 − 3.95m17 + 4.684m15 − 2.07m13 − 1.534m11 + 4.44112m9

−6.176023m7 +

(
−2π

3
+

13π3

30
− 59π5

3840

)
m5 −

(
4π

3
+

π3

48

)
m3 +

πm

2

F22(m) = 12.5m20 + 0.25m18 − 7.591m16 + 7.28m14 − 1.8804m12 − 4.78511m10

+10.58254m8 +

(
−32

15
− 4π2

9
− 1159π4

7200
+

119π6

15360

)
m6

+

(
8

3
+

29π2

18
− 5π4

128

)
m4 −

(
4 +

3π2

8

)
m2 + 1
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Inequality (2) in homogeneous materials has to be understood as follows: there exists
a region around the origin in the {K1, K2} plane such that for all θ ∈ R there does not
exist any vector K which leads ϕ to vanish, whatever the relationship between the angle of
propagation θ and the SIFs might be. This idea has been given a mathematical picture in
[2]. At a given time t, values of K can be evaluated as a linear function of κ, as the geometry
is given:

K = κ(t)K0 (6)

where obviously K0 defines the SIF vector for a unit load factor κ = 1; mode mixity ratio
α = K2

K1
is fixed; θ(t) is unknown as well as κ(t) such that ϕ = 0. The pair {K1, K2} is in

fact equivalent to the pair {κ, α}. The onset of propagation:

ϕ(κ, α, θ) = 0 (7)

implicitly defines a function κ(θ, α) with α as a given parameter. The actual kinking angle θ is
associated to the lowest value of κ, denoted with κ and termed “critical”. If the hypotheses of
the implicit function theorem are fulfilled, it turns out that this condition implies maximizing
ϕ, see [2] for details. In its complete form, the problem of finding {κ, θ} reads:

find {κ, θ} s. t. ϕ(κ, θ) = 0 ,
∂ϕ

∂θ
(κ, θ) = 0 , ϕ(κ, θ) ≤ 0 ∀θ (8)

K(s) = K
∗ + O(s1/2)

x1

x2

y2

y1

s

θ = m π

ṡ(t)

Πi

Υj

Figure 1: Definition of the global incremental quasi-static fracture propagation problem in a homogeneous
material. At time t a linear elastic problem is defined on a set of rigidly connected domains Ωn, with
Dirichlet data on Γu and Neumann data on the complementary boundary Γp. A set of loci Υj , j = 1, 2, ...,

of possible displacement discontinuities is given at time t, as a result of the history of propagation of crack
tips Πi, i = 1, 2, ..., since the initial time up to t. The problem admits a unique solution in terms of
displacements, strains, and stresses. Accordingly, a unique value of SIFs K1(t), K2(t) is given. The kinking
angles θi(t) and the scalar velocities ṡi(t) are the unknowns of the problem under consideration. Their values
are supposed to exist and to be unique.

2 NUMERICAL EVIDENCES

Consider an instance of the plane stress Muskhelishvili’s problem. Namely, a homoge-
neous, isotropic linear elastic material occupying an unbounded domain Ω = R2 and a line
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Figure 2: The model problem, namely a plane stress Muskhelishvili’s problem with
crack of length 2a, and an experimental evidence in amorphous metals (taken from
http://dauskardt.stanford.edu/people/bmenzel research.html). Slant angle ω is considered to be a
given fixed parameter. θ is the angle of propagation. The system is loaded at infinity by a vertical load,
with amplitude κ(t), oriented as the outer normal, or equivalently the crack can be pressurized by a traction
p̄(x, t) = −κ(t) (e2 · n(x))e2. The problem admits a unique solution, given in (9).

flaw of length 2a slanted by angle ω from x1 axis as in figure 2-a. Assume that the crack
is pressurized by a traction p̄(x, t) = −κ(t) (e2 · n(x))e2, acting at time t and at point x
onto each one of the two lips. Here e2 is the unit vector that defines axis x2 and n(x) is the
outward normal at x on a lip of the crack. Traction p̄(x, t) opens the crack for any κ(t) > 0.

Suppose that at the initial time, say t = 0, κ(0) = 0. Then load factor increases, so that
crack does not grow. Solution is given in closed form. Stress intensity factors hold:

K1(t) = κ(t)
√
π a cos2(ω) K2(t) = κ(t)

√
π a cos(ω) sin(ω) (9)

and are independent on the material. The mode-mixity ratio α = tan(ω) is thus a given
parameter, independent on time.

Consider the instance ω = 0, namely a mode 1 problem for homogeneous materials with
toughness KC

1 . The mode 1 load factor at the onset of fracture (3), say κI , amounts at:

κI =
KC

1√
π a

(10)

equation (10) is generally used in experimental tests to measure KC
1 , the toughness of the

interface, which is taken as a material property.

For any given ω �= 0, the onset of propagation (3):

ϕ(κ, α, θ) = 0

implicitly defines a function κ(θ(ω)) that cannot be overcome by κ(t) in order to comply
with Griffith’s criteria. One can than plot curve ϕ = 0 with respect to θ, parametrized in
κ, as done in figure 3 where it has been taken ω = 2/5 π. One envisages from figure 3 that:
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κ = 0

κ = 1.36765039

m = −0.384576
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κ = 1.36765039

m = −0.384576
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�
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���
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κ = 1.8257558

m = 0

a) b)

Figure 3: A plot of curves ϕ(κ, α, θ) = 0. Here −0.4208699 < m = θ/π < 0.4208699, ω = 2/5π. A fictitious
material has been selected in the numerical simulations, with ν = 0.1, E = 1, K

C

1
= 1. a) It emerges that

function ϕ < 0 for all θ and any κ < 1.36765. The pair κ = 1.36765, m = −0.384576 is the first such that
ϕ = 0. Higher values for κ imply a region along the m axis in which ϕ > 0. It seems to contradict Griffith’s
criteria. b) This is clearly the case of a smooth propagation, with m = 0.
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Figure 4: Curve κ(ω) as a function of slant angle ω for Muskhelishvili’s problem - figure 2. The continuous
curve has been derived from equation (8), the dashed one from the constraint θ = 0 for MERR. One notices
that the load required to propagate the crack straight ahead (dashed curve) is higher than the one required
for a “natural” kink in homogeneous materials. The plot is symmetric with respect to ω, only the half part
ω ≥ 0 has been depicted. The presence of two local minimums implies that for two flaws slanted by an angle
of about ±23o in a set of randomly distributed ones, the onset of propagation is reached at a minimal value
of the external load κ(ω).
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Figure 5: a,b) A plot of curves θ(ω) and ω− θ(ω) as a function of slant angle ω for Muskhelishvili’s problem
- figure 2. One sees from b) that at about ω = 67.5 degrees the crack kink is horizontal. Up to that value
the crack kinks downward, towards the horizontal line passing through the initial crack centroid. For larger
values of ω the crack kinks upward.
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i) for any κ < 1.36765 function ϕ < 0 for all θ; ii) the pair κ = 1.36765, m = −0.384576 is
the first one such that ϕ = 0; iii) such a value of m seems to be a maximum point for curve
ϕ(κ, tan(2/5 π),mπ) = 0; iv) for any κ > κ a region on the m axis in which ϕ > 0 shows up.

If problem (8) is solved, the pair {κ, θ} is dependent on ω. Figure 4 plots load factor κ
as a function of ω: the continuous curve has been derived numerically from equation (8).
One envisages from Figure 4 that κ(ω) is stationary at ω = 0. This is expected, due to the
symmetry of the problem with respect to the slanted angle. According to Figure 4, function
κ(ω) attains a local maximum at ω = 0. This fact - which will be proved in the next few
lines - is quite unexpected and has a deep physical content. According to the prevailing
view of fracture propagation, a crack grows in mode 1, following a Local Symmetry criterion
K∗

2 = 0. The mathematical consequences of this assumption have been investigated recently
in [14]. One would therefore expect that the most favorable flaw would be the one at which
K2 = 0, i.e. perpendicular to the major stress axis at ω = 0: the crack itself would “initiate
its growth” with no kink. On the contrary, at such a slant angle, the load factor is locally
maximum, thus showing the tendency never to grow in such a way.

As at ω → π
2

− one needs a very large load κ � κI to elongate the crack, one or more local
minima are expected. Numerically, only one local minimum at about ω = ±23o comes out.
A rigorous proof of uniqueness of minima is still lacking. The local maximality of function
κ(ω) at ω = 0 can be proved as follows.

3 LOCAL MAXIMALITY OF κ(0).

Consider the Maximum Energy Release Rate [11, 12] function - in Irwin’s formalisms [15]:

ϕ(K∗) =
1

2

1− ν2

E

(
κ2(t)||K∗

0||2 −KC
1

2
)

(11)

where: i) K∗
0 = F(θ)K0 according to (5); ii) K0 defines the SIF vector for a unit load factor

κ = 1, i.e.

K0(ω) =
√
π a cos(ω)

(
cos(ω)
sin(ω)

)
(12)

From (3-7) one has:

ϕ(κF(θ)K0) = 0 ⇒ κ2(t)||F(θ(ω))K0(ω)||2 −Kc
1
2 = 0 (13)

whence:

κ(ω) =
Kc

1

||F(θ(ω))K0(ω)||
(14)

By direct derivation, noting that problem (8) implies:

∂ϕ

∂θ
(κ, θ) =

(
∂F

∂θ
(θ(ω))K0(ω)

)
· (F(θ(ω))K0(ω)

)
= 0

one has:

∂κ

∂ω
(ω) = − Kc

1

||F(θ(ω))K0(ω)||3
(
F(θ(ω))

∂K0

∂ω
(ω)

)
· (F(θ(ω))K0(ω)

)
(15)
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Assuming a vanishing slant angle ω = 0, one has K2 = 0 in the solution (12). Therefore,
θ = 0 and F(θ(ω)) = 1. Equation (15) becomes therefore:

∂κ

∂ω
(0) = − Kc

1

||K0(0)||3
(
∂K0

∂ω
(0) ·K0(0)

)
= 0

in view of (12). Accordingly, the critical load factor κ is stationary at ω = 0 as expected.

Equation (15) can be further derived:

∂2κ

∂ω2
(ω) = − Kc

1

||FK0||5

{
−3

[(
F
∂K0

∂ω

)
· (FK0)

]2
+ ||FK0||2

∂

∂ω

[(
F
∂K0

∂ω

)
· (FK0)

]}

= − Kc
1

||FK0||5

{
−3

[(
F
∂K0

∂ω

)
· (FK0)

]2
+ ||FK0||2 (16)

×
{
∂θ

∂ω

[(
∂F

∂θ

∂K0

∂ω

)
· (FK0) +

(
F
∂K0

∂ω

)
·
(
∂F

∂θ
K0

)]
+

(
F
∂2K0

∂ω2

)
· (FK0) + ||F ∂K0

∂ω
||2
}}

where dependency on ω is left implicit for paucity of space. At ω = 0, they turn out to be:(
∂F

∂θ

∂K0

∂ω

)
· (FK0) = −3

2
π a,

(
F
∂K0

∂ω

)
·
(
∂F

∂θ
K0

)
=

1

2
π a,(

F
∂2K0

∂ω2

)
· (FK0) = −2π a, ||F ∂K0

∂ω
||2 = π a

whence:

∂2κ

∂ω2
(0) =

Kc
1√
πa

(
1 +

∂θ

∂ω
(0)

)
(17)

The closed form of ∂θ
∂ω
(0) is not available. Numerical approximation shows that θ(ω) =

−2ω + 3.08076ω3 + o(ω3). Accordingly, ∂2κ
∂ω2 (0) < 0 as numerics suggests.

4 DISCUSSION

Figure 4 plots load factor κ as a function of ω for Muskhelishvili’s problem of figure 2. The
continuous curve has been derived from equation (8) and represents κ; the dashed one from
the constraint θ = 0 for MERR. Function κ attains a local maximum at ω = 0 and a local
minimum at about ω = ±23o. As a major consequence, in the Griffith small scale yielding
scenario of fracture applied to Muskelishvili’s problem, theK-dominant region of small strain
elasticity about the crack tip seems to favor an initiation of brittle microcracks at an angle
far away from the principal stress direction. In other words, in the presence of randomly
distributed homogenous flaws crack enucleation from a defect orthogonal to the maximum

CI-44       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



normal stress axis appears not to be the preferred one. The evolution is likely to begin at
flaws slanted by the angles that correspond to the minimum value of the load factor κ. For
Muskelishvili’s problem, they amount at about ±23o: in order to propagate a horizontal flaw
of unit half length in the unbounded media a load factor κ = 0.56419 is required, whereas
κ = 0.544928 is sufficient to elongate a similar flaw slanted by ω = 0.407. A similar behavior
has been observed experimentally in metallic glass [8] during fatigue testing, where damage
initiation sites were mostly associated with pre-existing defects such as surface roughness.
Damage was observed to initiate after only a few stress cycles which propagated far away
from the maximum normal stress axis (see figure 2-b). As the exact nature of the initial
damage evolution, shear bands or mixed mode crack, is uncertain, outcomes in figure 4 may
stimulate further research.

The continuous curve in figure 4 has been obtained numerically and its stationary point
approximated. A closed form for κ is not currently available. The properties of matrix F
in the Amestoy-Leblond expansion - whose closed form, to the best of my knowledge, is not
yet available - seem to play a major role in the iterative solution of (8), as discussed in [2].

The crack kinking angle θ as a function of ω is depicted in Figure 5. One sees from b)
that up to about ω = 67o the crack kinks downward, towards the horizontal line passing
through the initial crack centroid. For larger values of ω the crack kinks upward. An upward
direction of the kink appears to be in agreement with the crack path observed experimentally
in [8] and shown in figure 2-b.

5 CONCLUSION

It has been shown that in the Griffith small scale yielding scenario of fracture applied to
MuskelishviliÕs problem in homogeneous materials, the K-dominant region of small strain
elasticity about the crack tip seems to favor an initiation of brittle microcracks at an angle
far away from the principal stress direction, at a load level denoted with κ which is higher
than the mode 1 critical load. This seems to be in agreement with experimental observations
[8] and other theoretical analysis [16]. Critical sizes of components in order to avoid defects
propagation due to diffusion of species in solids, particularly of Li-ions into silicon-based
electrodes [3, 4, 5], were evaluated after the definition of the worst possible nano-crack,
which has always been assumed to be orthogonal to the major load axis. This paper shown
that such an assumption is incorrect.
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Resumen. Aunque muchas investigaciones se han realizado en el área de absorción de energía de 
estructuras ante situaciones de impacto, pocas se han enfocado en el uso de láminas de metal 
expandido. Las mallas de metal expandido son estructuras livianas, económicas, con gran 
capacidad de deformación plástica y además presentan una gran capacidad para la absorción de 
energía. Cuando se expande el metal en el proceso de corte y estirado, se genera un patrón de 
celdas en forma de diamante, caracterizado por dos (2) ejes geométricos. En esta investigación 
será presentada una metodología numérica para estudiar la respuesta dinámica y absorción de 
energía de estructuras tubulares fabricadas con metal expandido sometidas a carga de impacto 
axial, con variaciones en las dimensiones de las venas, en la velocidad de impacto y en la 
orientación de los ejes geométricos, usando dos (2) modelos de material: 1) bilineal elasto-
plástico con endurecimiento por deformación y 2) material sensible a los efectos de la velocidad 
de deformación. Se encontró que la respuesta de las probetas de estudio es sensible a los cambios 
en la orientación de los ejes geométricos. Incrementar las dimensiones de las venas aumenta la 
inercia, lo cual a su vez produce un incremento en la respuesta y mejora la energía absorbida por 
unidad de masa. Los efectos de la velocidad causan un retraso en la respuesta de los especímenes.  

Palabras clave. Absorción de energía, Respuesta dinámica, Metal expandido, impacto axial. 

1. INTRODUCCIÓN.

En las últimas décadas se ha observado un incremento en el estudio de estructuras sometidas a 
cargas de impacto, donde la energía debe ser disipada de una manera controlada. Se han llevado a 
cabo muchas investigaciones en dispositivos diseñados para absorber energía durante un 
escenario de impacto y por lo tanto proteger a la estructura en consideración [1]. Un disipador de 
energía es un sistema que convierte, total o parcialmente, la energía cinética en otra forma de 
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energía, reversible o irreversible [2]. Las mallas de metal expandido cumplen con estas 
condiciones y además se ha demostrado que presentan una gran capacidad para la disipación de 
energía según pruebas experimentales [3-6]. Esta investigación tiene como objetivo general 
determinar la capacidad de absorción de energía de estructuras fabricadas con láminas de metal 
expandido sometidas a carga de impacto, utilizando el método de elementos finitos. 

Para lograr este objetivo se desarrolló una metodología para obtener un modelo de elementos 
finitos con el uso del software de análisis explícitos ANSYS LS-DYNA [7] y se validó con 
estudios anteriores realizados por Nagel y Thambiratnam [1]. Por último, se hizo un estudio 
paramétrico aplicando la metodología mencionada sobre las estructuras de sección circular 
fabricadas con metal expandido, con el fin de conocer con mayor profundidad su respuesta ante 
escenarios de carga dinámica. 

2. MODELO NUMÉRICO.

Se simuló numéricamente la situación en que uno de los extremos de la probeta está 
empotrado mientras que el otro extremo es sometido a impacto frontal por una masa rígida con 
una velocidad inicial como condición de energía de impacto, induciéndose pura compresión axial 
en las probetas estudiadas. 

2.1 Geometría. 

La geometría de los especímenes estudiados constó de estructuras cilíndricas, con variaciones 
en la orientación de los Ejes Geométricos. Las orientaciones fueron estudiadas en los ángulos α =
0° y α = 90°; siendo α el ángulo medido entre la longitud mayor y el plano horizontal de 
referencia; las probetas obtenidos se muestran en la Fig. 1.  La Fig. 2 muestra la nomenclatura 
utilizada en esta investigación para referirse a las dimensiones de los rombos del metal 
expandido. Se utilizaron tres (3) modelos de malla de metal expandido, donde se variaron las 
dimensiones de los rombos, con el fin de estudiar la influencia de parámetros geométricos en la 
respuesta dinámica de los especímenes estudiados (ver Tabla 1). 

(a) (b) (c)

(d)

Figura 1. Geometría estudiada. (a) α = 0°. (b) α = 90°.  
(c) Sección transversal α = 0°. (d) Sección transversal α = 90°. 

2.2 Propiedades del material. 

El material utilizado fue un acero al carbono, modelado como isotrópico bilineal con 
comportamiento elasto-plástico y endurecimiento por deformación, con las siguientes 
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propiedades mecánicas: módulo de elasticidad E 235 GPa;  módulo de poisson ν 0,3; densidad ρ
7835 kg/m3; esfuerzo de fluencia σy 470 MPa; módulo tangente Et 660 MPa.  Se estudiaron dos 
modelos de comportamiento de material: el Modelo 1, sin considerar los efectos de la tasa de 
deformación y el Modelo 2, que considera estos efectos dinámicos, calibrando el esfuerzo de 
fluencia en función de la velocidad de deformación con la siguiente expresión [7]: 

(1)

Los coeficientes C y P son propios de cada material y su valor es determinado 
experimentalmente y sus valores para aceros al carbono son: C = 6844, P = 3,91 [8]. 

Figura 2. Nomenclatura del metal expandido.

Tabla 1. Nomenclatura y dimensiones del metal 
expandido.

Estilo (a) (b) (d) (e)
H-24 44,70 90,00 1,90 2,80
H-26 44,20 89,60 3,00 3,20
H-27 36,80 81,60 6,00 6,00

2.3 Configuración de los análisis numéricos.

El software utilizado para las simulaciones de impacto fue ANSYS LS-DYNA [7]. El mallado 
se generó utilizando elementos sólidos tridimensionales del tipo Solid164 [9], hexaédricos de 
ocho (8) nodos. Las placas están separadas 1 mm del extremo de la probeta y fueron modeladas 
como cuerpos rígidos de masa fija igual a 20 kg. Inicialmente, la probeta está empotrada en un 
extremo y la placa rígida tiene una velocidad inicial en la dirección axial de compresión de la 
probeta para producir el impacto. La placa se mantiene paralela a la base de la probeta, para 
garantizar que la carga transmitida sea de compresión longitudinal hacia la probeta.  

3. VALIDACIÓN.

La metodología presentada en esta investigación fue aplicada a los estudios realizados por 
Nagel y Thambiratnam [1]. Los resultados obtenidos se comparan en las Fig. 3, para ambos 
modelos de material propuestos en este estudio: Modelo 1 y Modelo 2. Se observa que los modos 
de colapso del Modelo 2 son similares a los obtenidos por los autores, mientras que el 
comportamiento de las curvas Carga-Desplazamiento tienen variaciones debidas posiblemente a 
las diferencias en la formulación del modelo numérico. Sin embargo, el Modelo 2 muestra 
valores de carga máxima similares a los obtenidos por los autores, a diferencia del Modelo 1. 

4. ESTUDIO PARAMÉTRICO.

4.1 Influencia de la orientación de los rombos. 

Se utilizó la malla H-26 a una velocidad de impacto de 15 m/s, se varió el valor de � (0° y 
90°), utilizando los dos modelos de material propuestos. Los resultados se muestran en la Fig. 4. 
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(a)

Nagel y thambiratnam Modelo 1 Modelo 2 (b)

Figura 3. Validación, caso 1. (a) Colapso a 110 mm. (b) Curva Carga-Desplazamiento. 

(a) � = 0° (b) � = 90°

Figura 4. Curva carga-desplazamiento para malla H-26 V=15 m/s. (a) (b)  

4.2 Influencia de las dimensiones de las venas del metal expandido.

Se utilizó una velocidad de impacto de 15 m/s, se variaron las dimensiones de los rombos (H-
24, H-26 y H-27) (Fig. 5), utilizando ambas orientaciones (0° y 90°) y solamente el modelo de 
material 2. Los resultados se muestran en la Fig. 5 y en la Tabla 2. 

(a)                 (b)                  (c)

Figura 5. Modelos de metal expandido. 
(a) H-24, (b) H-26, (c) H-27A.

Tabla 2. Efecto de la variación de las dimensiones de 
las venas
�
[°] Modelo Masa 

[kg]
Fp 

[kN]
Fm

[kN] E200 [J] Ee 
[J/kg]

0°
H-24
H-26

H-27A

0,294
0,508
1,068

1,8
2,69
19,14

1,22
2,29

15,25

244,48
458,21
3050,13

831,56
901,99
2855,9

90°
H-24
H-26

H-27A

0,261
0,451
0,949

20,73
43,29

145,29

2,81
5,98

35,86

562,79
1195,58
7172,22

2156,3
2650,9
7557,7
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4.3 Influencia de la velocidad de carga. 

Se utilizaron solamente probetas con el modelo de malla H-26 y se hizo uso de los dos 
materiales propuestos en la metodología. Se estudiaron las respuestas de las configuraciones de 
cero y noventa grados sujetas a variaciones en la velocidad de carga. Los resultados se muestran 
en la Fig. 6 para el caso de cero grados y noventa grados. 

(a) 0°/Modelo material 1 (b) 0°/Modelo material 2

(c) 90°/ Modelo material 1 (d) 90°/ Modelo material 2

Figura 6. Efecto de la velocidad en las probetas. 

El aumento de la velocidad de impacto disminuye la capacidad de absorción de energía para el 
caso de cero grados (Fig. 6a y 6b), esto puede deberse a que la dirección de aplicación de la carga 
coincide con la dirección de deformación del proceso de corte y estirado, y los rombos ceden con 
mayor facilidad en esta dirección.  

Para el caso de noventa grados (Fig. 6c y 6d) también se ven los efectos de la velocidad de 
deformación evidenciados en un aumento de la respuesta presentada por el material 2 con 
respecto al material 1. Lo interesante es que a partir de 35 m/s el comportamiento de las 
estructuras cambia, los modos de colapso varían luego de alcanzar la expansión máxima de la 
sección transversal y esto se muestra en el valor de la carga máxima. Se puede presumir que en 
este punto ocurre la transición entre un comportamiento del impacto a baja velocidad y otro a alta 
velocidad. Además, se observa que al aumentar la velocidad se produce un aumento en la energía 
absorbida, a diferencia del caso anterior, lo que lleva a concluir que la orientación de los rombos 
produce efectos distintos en la respuesta ante cambios en la velocidad de carga. 
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5 CONCLUSIONES. 

Con relación al modelo de comportamiento de material, el Modelo 2 se adapta mejor al 
estudiado, debido a que considera los efectos dinámicos de aplicación de la carga, aunque el 
Modelo 1 ofrece mejoras considerables en costos computacionales y simplicidad en su 
formulación. 

En cuanto a la orientación de las celdas, las probetas de cero grados ofrecen un mejor 
desempeño plástico y mayor estabilidad comparadas con las de noventa grados, cuyo rendimiento 
no es muy satisfactorio. Por otra parte, las probetas de 90° absorben mucha más energía a pesar 
de su inestabilidad, hasta casi 3 veces más que las horizontales. Además, los efectos dinámicos 
de aplicación de la carga se ven reflejados en la diferencia de comportamiento mostrada entre los 
materiales 1 y 2, donde el segundo muestra una mayor resistencia que el primero y un amento 
gradual de la misma debido el endurecimiento por deformación.  

Aumentar las dimensiones de las venas del metal expandido incide significativamente en la 
energía absorbida por la probeta. Se comprobó que a pesar del aumento en la masa que esto 
conlleva, se obtiene un aumento en la energía absorbida por unidad de masa, esto es conveniente 
para obtener dispositivos más livianos y eficientes.  

Con relación a la velocidad de aplicación de la carga, se observó que la respuesta inicial se 
atrasa a medida que la velocidad aumenta, se presentan desplazamientos antes de que la reacción 
se genere en el extremo empotrado. Para mayores velocidades, la respuesta del material 1 
presenta altas dispersiones debidas posiblemente a la definición del mismo, por no considerar los 
efectos dinámicos. 

5 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS. 

[1] Nagel GM, Thambiratnam DP. A numerical study on the impact response and energy 
absorption of tapered thin-walled tubes. International Journal of Mechanical Sciences (2004); 
46(2): 201–16. 
[2] A.A.A. Alghamdi. Collapsible impact energy absorbers: an overview. Thin-Walled 
Structures 43 (2001); 153 - 176.
[3] Sánchez, R. y Graciano, C. (2005). Determinación de las propiedades mecánicas de 
láminas de metal expandido. Tesis de Maestría, Universidad Simón Bolívar, Caracas - 
Venezuela. 
[4] Escalona P. Estudio experimental del disipador de energía de impacto del vehículo FSAE 
USB 2005. Tesis de grado, Universidad Simón Bolívar. Venezuela (2005).  
[5] Ayestarán A. Análisis por elementos finitos de dispositivo para la absorción de energía de 
impacto empleando mallas de metal expandido. Tesis de grado, Universidad Simón Bolívar. 
Venezuela (2005).  
[6] Smith, Dimas. Estudio experimental de estructuras fabricadas con láminas de metal 
expandido sometidas a compresión axial. Tesis de maestría, Universidad Simón Bolívar (2008). 
[7] ANSYS LS-DYNA user’s guide release 12.0 (2009) 
[8] Abramowics W., Jones N. Dynamic progressive buckling of circular and square tubes. 
International Journal of Impact Engineering, (1986); 4(4): 243-70.
[9] ANSYS Element Reference, Release 12.0 (2009). 

MSM-30       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�����
�����,�
��������)����
	��������5
)���
�������
�
�����)
���������
���
������������H�
�������
���������������

8�))��
��������������
��������
�
�

����������:�����
����&�����:������
�����������������
�3�� �-1���3� �I�-�������.�3��
1 ��6*�.0/�)�1.�I�-�������.�3��
%�1.� �/���� �0�I�-�������.�3��
		���
�(�� ��(	 !�#$�<�(�	�$	�$&5 ��,	��$&�# #��$	�& !�#$�%$	$'
$! ��
�������
$!�0�$&(���!� ��$	�&$��$&�$& �G��
 &� ��& 	�$& !��,&F 	�' ��5	��$F
�I	���
�
	���8�(��
�&$��� & � J%$	$'
$! ��
�
�
)���.��+��# ���:�)�3������*)���-3�*)�1�/�4-��*��-�/����.-��-/ �*�*�/�%&���)�3�����*���� �&.-)�����
3�*)��%�//-�/����� ���*�%&�;����� �*����%�)���� �*��%& ����*��-��& �/�/��-�*����-)� 41�/�*��(��
�%& ����-�)�)�-�����/����D.��E�1�/��6�0��/�-���� �����  ��*����*�;4�.-��������/� 2-���/�����/����
%�)���� � 6� *�� *�%�)�4� �� .-� �-/ �*�*� %�//-�/�� ��:�� /��1�*� ��� )�-*�4-�� /�%&��*�4-� 6� � �7�4-�
�%& ��-��� �����%��-)�*� /�%&.)�/��-� �*� ���N�� � �� )��32*� ���  �� /.� � *�� ��*��34� D.��  ��
0��/�-���%�-����*)����*�*)�-/���%�//-�/���D.�3� �-)����  ���� � )�)�-���6��� ��/����D.��E�1�/���  ��
D.�� &��%�)�� ����%��� D.�� � � %�*%�� &.���� *.*)�).���  �*� %�)� �*� �-� � � /�%&�� ���-)� 41�/��
�-/��&���-���3�-)�:�*��*)2)�/�*��
�
����9����������>�<�(% �$&� !$����&�(	� ���(%8(&� %�$	�(�%$�I	��(��0#(	�(!(�5 ����<��� ��
�

$+�
��)�����
H��

� �(�F�(% �$&� !$�(	�% �$&� !$�	 �
& !$�(� &��E��� !$�L
$�$�
��!�' 	�8 & �&$$%8! ' &�(�

8!$%$	� &� E
	��(	$� #$� �$;�#(� #$!� �
$&8(� :
% 	(�� � � 8&�	��8 !� #�E$&$	�� � $	�&$� !(�
F�(% �$&� !$�G�(�&(���8(�#$�% �$&� !$�$�
�� 8 ��# #�#$�8$&% 	$�$&�$	�
	� %F�$	�$�F�(!5���(�
�	�#$�$&�(& &$�G��	�8&(#
��&�# 7(� �!(��$;�#(���&�
	# 	�$��.(&��(	��
�$	�$��! �8&(8�$# #$�
#$�
	�% �$&� !��%8! 	� F!$�#$8$	#$	�#$�E ��(&$�F�(!5���(��%$�I	��(�G���	<���(�� !(�L
$�: �$�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



L
$� $!� � %8(� #$� !(� F�(% �$&� !$� $ � %
!��#���8!�	 &�(� G� 
� #�$7(� &$L
�$& � ! � �	�$& ���5	�
�	<&��� �#$�! ���$	�� �#$�!(�% �$&� !$��! ��	�$	�$&5 ��! �F�(!(�5 ��! �L
5%�� �G�! �%$#���	 �e�f��
�	� ! � !
�: � �(	� 	�$� 8(&� (F�$	$&� ! � $H�$!$	�� � $	� $�<��� � G� F�(�(%8 ��F�!�# #� $	�
&$: F�!�� ��(	$�8&(�<�� ��$�8&(8(	$	�	
$�(�F�(% �$&� !$��#$�% G(&�$�<��� �G��(	�&$
!� #(�
8&$#$��F!$�?&�����@��$	�F
� �#$�!!$� &� ��
%8!�&���(	�!(�&$L
���(�FI��(�L
$�$�$H��$	���(%(�
!(� (	6� ! � $�<��� �� ! � $H ����
#�� ! �  # 8� ��5	�% &��	 !�� ! � &$��$	�� � G� ! � �(!$& 	�� � F�(!5��� �
#$; 	#(� �&I�$!�� 	�
 #(�%$� !�$	�! �&$� 
& ��(	$�e'JCf��

�
�������$7���E$&$	�� �$�<��� �$	�$!�
(�#$�%$� !$�G��$&I%�� �$	�$!�#$ &&(!!(�#$�8&5�$��

#$	� !$�e>f���
�

� �!�'�&�(	�(�$�
	(�#$�!(�$!$%$	�(�%I� F
	# 	�$�$	�! ��(&�$' ��$&&$�&$�G�$�� & ��$&�' �
8(&� 
�  !� � &$ �����# #�L
5%�� ���	� ! �% G(&�8 &�$�#$� ! � &$ ���(	$� $� $	! ' ��(	� (H5�$	(�$	�
8&$E$&$	�� �(F&$�(�&(�$!$%$	�(��$	�(	�&I	#($�$	�! ��(&�$' ��$&&$�&$�5!(��(%(�$!�5H�#(��&0'�
?'�&�(	� @���	�&$�! ��$	� ; �#$�
�
(�$�8
$#$	�%$	��(	 &�
�% G(&��$	 ��# #�$	��(%8 & ��5	�
�(	�(�&(�% �$&� !$��$&I%��(�%(	(!5���(���!��	�$&<�#$!�
(�#$�! ��$&I%�� �#$�'�&�(	 ��(%(�
F�(% �$&� !�& #�� �$	�
� !� �$� F�!�# #�L
5%�� ��
�$H�$!$	�$�&$��$	�� �%$�I	�� ��
��$	 ��# #�
 �! �E& ��
& �G�$!�� !(&�#$!��5#
!(�#$�+(
	���$!��
 !�$�I�$	�$!�%�%(�(&#$	�#$�% �	��
#�L
$�! �
 !$ ��(	$�#$� �$&(��	(H�# F!$���
G �8&(8�$# #$�$�%
$�& 	�$	�! �' F! �����

��9���$+�.&(8�$# #$�#$!�PH�#(�#$!���&�(	�(�e�f��

.&(8�$# #� % !(&�
�$	�# #�e-�9%Df� ��1C�

�(#
!(�#$�+(
	��e�. f� '1>�11�
���&(#
&$' �%��T$&�e�. f� �'��1�

'$	 ��# #�#$�! �&& ��
& �e�. r%�9'f� >�A��
�(	#
�����# #�'<&%�� �eWr?%rT@J�f� ��C��

�
� �$F�#(� �L
$�! �E(&% ��$&%(#�	I%�� %$	�$�$� F!$�#$�! �'�&�(	 � ��$%8$& �
& � %F�$	�$�
$�! �E $�%(	(�!5	�� ��<� �#$F$�$&�$� F�!�' # �$	�
	 �#$�! �E $�$� F!$� � !� ��$%8$& �
& ��
G � $ � ! ��KF�� �(� ! � �$�& �(	 !��#$F�#(� �L
$�8&$$	� 	�%$;(&$�8&(8�$# #$�%$�I	�� �� G�  5��
8(#$&�$&�
 # ��(%(�
	 ��$&I%�� �$�&
��
& !��!(��
 !�$�8
$#$��(	$�
�&�%$#� 	�$�! �E(&% ��5	�
#$� 
	 � (!
��5	� 5!�# � L
$� 8&$�$	� � ! � �& 	E(&% ��5	�  � ! � E $� %(	(�!5	�� � #
& 	�$� $!�

MSM-32       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



$	E&� %�$	�(�8(�$&�(&� �! ��	�$&�' ��5	���(�5H�#(�%I��(%K	%$	�$�$%8!$ #(�8 & �� !�E�	�(	�
! �% �	$� �?��0@��! �G�&� �?+'0D@�G�! ��$&� �?�$0'@�eAf���
� �	� $!� ��$% � �&0':+'0D�� $� 8(�F!$� (F�$	$&� �$&I%�� � L
$�  � �$%8$& �
& �  %F�$	�$�
8&$$	�$	�5!(�E $��$�& �(	 !�?'�.@����$�&$
!� #(�E
$�8
F!�� #(�8(&�8&�%$& ��$'�8(&���$�:�$�� !��
e"f� G� 8(&��
8� � $��  !�� eBf����(�% �$&� !$� #$�'�.� �(	��$	$	�  8&(H�% # %$	�$� ':D�%(!T� #$�
+'0D�G�$�I	��(� !%$	�$��(%8
$�(�8(&��& 	(��$�& �(	 !$��(	�� % 7(�#$!�(&#$	�#$�!(���$	�(�
#$� 	 	5%$�&(�� � � E& ���5	� #$� E $� �$�& �(	 !� &$�$	�# �  � �$%8$& �
& �  %F�$	�$� #$8$	#$� #$!�
� % 7(� #$� !(� �& 	(�� #$!� �(	�$	�#(� #$� G�&� � G� #$!� �& #(� #$� �(	�&$7�%�$	�(� �%8
$�(� 8(&� ! �
% �&�'��

6+���Q��
	���

• �� !
 &� ! � &$��$	�� � %$�I	�� � ?�$	�5	�� �(%8&$�5	� G� E!$H�5	@� #$� F�(% �$&� !$�� � !$�
�(%(�'�&�(	� �� �$&(�L
�&K&���(�G���� 	�(��!(��
 !$�8
$#$	�$&�
 #(�8 & �$!�#$ &&(!!(�
#$�8&5�$��#$	� !$���

• �(%8 & &� $!� �(%8(&� %�$	�(� %$�I	��(� (F�$	�#(� 8 & � ! � '�&�(	� � �(	� &$8$��(�  � !(�
%$� !$�$� !
 #(��

@+�������������� �

� �	� $!�%
	#(�(#(	�(!5���(� $� $�I� �	�(&8(& 	#(�$!� 5H�#(�#$�'�&�(	�(��(%(�F�(% �$&� !��
(F�$	�$	#(�F
$	(�&$
!� #(���	�$%F &�(�$!�$�
#�(�%$�I	��(J�(%8 & ���(�$�$� (���	�&$�!(�
$�
#�(� 8&$��(� $	�(	�& #(� $�I	� ! � �	�$��� ��(	$� #$� 0!�� �� ��� $��  !�� e�1�� ��f�� L
�$	$�
$� !
 &(	� �%8! 	�$� #$	� !$� #$� '�&�(	� � #
& 	�$� ��	�(�  7(� �(	� �&$� ��8(� #$� �& � %�$	�(�

8$&E��� !$� #�E$&$	�$�� (F�$	�$	#(� L
$� $�$�% �$&� !� 8($$� ! � 8&(8�$# #$�  #$�
 # � 8 & � ! �
 8!�� ��5	�G�L
$�$!��& � %�$	�(��(	� � L
$�L
5%��(�&$
!�5�$&�$!�%I�E �(& F!$�#$#$�$!�8
	�(�#$�
��� � #$� ! � ($(�	�$�& ��5	��.(&� (�&(� ! #(�� �I& �$�� ��� $��  !�� e>f� $� !
 &(	�%
$�& � #$� '�&�(	� J
G�&� ��  !8: J !K%�	 � G� '�&�(	� JG�&� 9 !8: J !K%�	 �� ! � �
 !$� � & ��$&�' &(	� E5�� �� L
5%�� � G�
%$�I	�� %$	�$��(F�$	�$	#(�L
$�! �E(&%
! ��(	$��(	�'�&�(	� �$� F�!�' # �% 	�E�$� 	�%$;(&$�
8&(8�$# #$�%$�I	�� �G�E $�%I�:(%(�<	$ ��
� �I	�:$'�V��� $��  !�� e�'f� $%8!$ &(	� :$&& %�$	� � �(%8
� ��(	 !$�  � �& �<� #$� !(� �
 !$�
$� !
 &(	� ! � #��&�F
��5	� #$� $E
$&'(� $	� #�$	�$� &$� 
& #(� �(	� 8(�$� �	�& && #��
! &$��
(F�$	�$	#(� L
$� �(	� $!� �	�&$%$	�(� #$!� %5#
!(� #$� ! � $! ����# #� #$� !(� 8(�$� 8&(�(� � 
	 �
#�%�	
��5	�#$�!(�$E
$&'(�$	�! �#$	��	 ����$�$&����$�� !��e�Df�$� !
 &(	�
	�%<�(#(�8 & �%$#�&�
$!�$E$��(�#$�! � F& �5	�#$	� !�L
$�(�
&&$�(F&$�! �
8$&E���$�#$��&$�#�E$&$	�$�% �$&� !$�?$% !�$�
#$	� !���$&I%�� ��G�'�&�(	� @��(F�$	�$	#(��$&(� F& �5	�$	�! �'�&�(	� �8
!�# �#$F�#(� �
�%5	�% �
8(&(�# #���
�
C+�����)
�����5����������D��
�
� �$� !!$�5�  � � F(� 
	�  	I!��� 	
%<&��(�  � �& �<� #$� �%
! ��(	$� %$#� 	�$� $!� 
(� #$� 
	�
8 L
$�$��(%8
� ��(	 !��.)���*"�$-3�-)���s���$�#�$75�
	 �F && ���!5	#&�� �#$�'1��%�#$�#�I%$�&(�
G�C1��$	�5%$�&(�#$�!(	���
#�$%8(�& # �$	�
	(�#$�
�$H�&$%(�� �! ��
 !�$�!$� 8!�� &(	�E
$&' �
#$��$	�5	���(%8&$�5	�G�E!$H�5	�?&����'@��. & �$!� 	I!���%$�I	��(�$��(	�#$& 	�!(�% �$&� !$�
�(%(��(�&58��(��:(%(�<	$(�G�!�	$ !%$	�$�$!I���(��
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-33



�
�

�������67�	% �$	�#$�! �F && ���!5	#&�� �
 # �8 & �$!� 	I!���%$�I	��(��
�

� �	� $�$� $	��#(�� $�  8!�� &(	� E
$&' � #��&�F
�# � $	� $!� I&$ � ��&�
! &� #$!� ��!�	#&(� #$��'>1��
'>11�G�DA>1���$	��$	�5	���(%8&$�5	�G�E!$H�5	�8 & �$!� �$&(�L
�&K&���(��$!���� 	�(�G�! �'�&�(	� ��
�
E+�)����������5��
����
H�����)����������
� �
� �!� $� !
 &� $!� �(%8(&� %�$	�(� %$�I	��(� #$� ! � '�&�(	� � G� �(%8 & &!(� �(	� !(� %$� !$�
�(%K	%$	�$�
 #(�$	�(#(	�(!(�5 ��$�	(�5�$	�8&�%$&�!
� &�L
$�% 	�E�$� �� !(&$�#$�$E
$&'(�
$L
�� !$	�$�  � $�(� K!��%(�� �(%(� $� (F$&� � $	� ! �' F! �'�� !(� L
$�� !�# � ! � 
���
��5	� #$� ! �
'�&�(	� �$	�$!�#�$7(�G�#$ &&(!!(�#$�8&5�$��#$	� !$��
�

��9���6+��E
$&'(��$	$& #(� !� 8!�� &��$	�5	���(%8&$�5	�G�E!$H�5	� �� # �
	(�#$�!(�
% �$&� !$�$	�$�
#�(��

�

� �$&� !� &
$&' ��
e�f�

��$&(�
L
�&K&���(�
�e�. f�

'�� 	�(��
e�. f�

��&�(	� �
�e�. f�

� �'>1� A�B�� B�D�� "�"1�
'$	�5	� '>11� �>�B�� �"���� �A��1�

� DA>1� 'D�"A� 'A�B'� '��C1�
� �'>1� 1��>� 1��"� 1��A�

�(%8&$�5	� '>11� 1�'B� 1�DA� 1�DC�
� DA>1� 1�CC� 1�>>� 1�>��
� �'>1� CC�C�� C"�'B� C��A"�

&!$H�5	� '>11� ""�"'� B��>"� BD�>��
� DA>1� �DD�'D� �CC�""� �C1�DC�

�
� .(&�(�&(�! #(��$�8
$#$� 8&$�� &�L
$� !��	�&$%$	� &�! �E
$&' � 8!�� # ���	#$8$	#�$	�$%$	�$�
#$�
�#�&$���5	��$�(F$&� �
	� �	�&$%$	�(�8&(8(&��(	 !%$	�$�!�	$ !�#$!�$E
$&'(��$	$& #(�$	�$!�
% �$&� !���#���(	 !%$	�$�� $� ��$	$� L
$� !(� $E
$&'(� (F�$	�#(� &$E!$; 	� ! �  !� � #
&$' � #$� !(�
% �$&� !$�$	�$�
#�(��$	�$8$�� !�F ;(�E
$&' �#$��(%8&$�5	��8
$�(�L
$�<� �$�! �#$�$&%�	 	�$�
$	� 8!�� ��(	$�(#(	�(!5��� �#$F�#(� �! �� &� �$;$&��# �#
& 	�$�! �% ��� ��5	���

MSM-34       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
I+��������
������
�

• �!�  	I!��� 	
%<&��(� �(	�$&�$� �(	� !(� # �(� $H8$&�%$	� !$� &$8(&� #(� $	� $�
#�(�
8&$��(�� !(� L
$� 8$&%��$� !!$� &�  � � F(�  	I!��� �(%8
� ��(	 !$� #$� % G(&� 8&(E
	#�# #�
$%8!$ 	#(�$!�5H�#(�#$�'�&�(	�(��(%(�F�(% �$&� !�$	�$!�I&$ �#$�(#(	�(!(�5 ��

• �!�$E
$&'(�$��	�&$%$	� �#�&$�� %$	�$�8&(8(&��(	 !��(	�$!� 
%$	�(�#$�! �E
$&' � 8!�� # ��
�	#$8$	#�$	�$%$	�$�#$!���8(�#$�(!���� ��5	��

• �!��(%8(&� %�$	�(�%$�I	��(�#$�! �'�&�(	� �$�$L
�� !$	�$� !�#$�!(�%$� !$�$%8!$ #(� �
8$ &�#$�! �#�E$&$	�� �#$�#$	�# #�$	�&$�!(�% �$&� !$��

• � � !� �#
&$' �#$�! �'�&�(	� �8$&%���5�L
$�$!�%(#$!(�#$�$�
#�(�(8(&� & �! � !� �� &� �
 8!�� # ��	�E !! &���

�
)���)���
����
��
��),�
����
�

e�f�% !� �: 	�� �����  	#� %�-�� -&�:	 	�� <�(% �$&� !6� �	� (�$&��$W�� 8�)��-� �  ���/� �
��.�-� ����$-������'?�@6�8��'A1:'AC���BBB��
�

e'f��
��<&&$'������8.�3�*�%�)���� �*�/��/%�/��[�-������ /�-��& �/�/��-�*����%2��/�*��'$��
�(��(& !� $	���$	�� �J
5%�� �� 		���
�(� #$���$	�� � #$�� �$&� !$� #$�� #&�#���(	$;(�
�
8$&�(&� #$� 		�$��� ��(	$� ��$	�5E�� �� ,	��$&�# #� �
�5	(% � #$� � #&�#�� � #&�#��
�8 7 ��'11B��
�

eDf��$% �� ���� .&5�$�� !�F&$� #$� %$� !� ��$% � 8&(�$& � G� ��&�(	J� 	�� ��3�*)�� ���-)2��/��
44�%. �����-)� 41�/���.
F!�� ��5	�(E��� !�#$�! ��(�� ��5	�#$�(#(	�(!(�5 ��$� 
& #(& �
G�<�(% �$&� !$��%(!
%$	�����K%$&(�����
 G L
�!����
 #(&��'11"���
�

eCf��(	'I!$'�� &���  �4)�*�*� 4�:�� >��/�-���  �/�-�0���� �� ���/%�/��� .
F!�� #(� $	� � �$� �
�$	� !��	g��>����$8��$%F&$��'11C���
�

e>f��I& �$�������$! ��5	�%��&($�&
��
& J8&(8�$# #$�%$�I	�� �G��<&%�� �#$��(%8(��(�#$�
��&�(	� J !K%�	 �� ��3�*)�� %�7�/�-�� ��� �2*�/�� >1�� 
8!$%$	�(� ��� >C[>��� �<H��(�� ;
	�(�
'11C��
�

e�f�����.�� 	#�	�W���:$	���EE$���(E��(8 	��(	���&�(	� ��� F�!�' ��(	t�	���& G��F(&8��(	�
��
#G6� 	�� '&�� !$	�� �(8 	��� ��.�-� � ��� )��� �%���/�-� ����%�/� (�/��)6�� AA?>@6� 8��
�'"�:�'""���BBC��
��

eAf�� ��+����� $��  !���'$�& �(	 !��(�%(	(�!�	��� �& 	E(&% ��(	� �	����.����
#�$#�FG� �	���
�
	$
�&(	�#�EE& ���(	����.�-� ����)����%���/�-�����%�/�(�/��)6��"A?D@6�8��C�>:CA'��'11C���
�

e"f���$�:�� .�V��� ����� �$$#��  	#� ��W�� � 
% 		�� 4����/�)��-� �-�� � �7.�� � *)��-1)�� ���
. )����-��1���-���6))����*)��� �0���0��/�-�����%$&�� 	��$& %����(��$�G�<
!!$��	��>>?"@6�8��
A�A:q���BA���
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-35



eBf��
8� ��'�-���$�� !����� F�!�' ��(	�(E��$�& �(	 !�8: $��	�8(!G�&G� !!�	$�'�&�(	� ����.�-� ����
 �)���� *�(/��-/����'?�'@6�8��'C'�:'C'����BAA��
�

e�1f�0!�� �� ����0	$JG$ &� &(!!(WJ
8� (E� &�&�� �(	$�
���$� �11� ��&�(	� ��$	� !� 	%8! 	�� �	�
V
% 	6����(%8 &�(	�(E�'�#�EE$&$	��&(
�:�
&E �$��!���$-)��-�)��-� ���.�-� ������� �`�
 �7�  ���/�� �$%& �-)*��%(!
%$�''���
%F$&�D��< &�$!(	 ���8 7 ��'11A��
�

e��f�0!�� ������&��$JG$ &�
��$�& �$�(E�"D���(	$�
���$!G�8! �$#���&�(	� ��$	� !�	%8! 	���	�
V
% 	6��� �(%8 &�(	� (E� �:&$$� #�EE$&$	�� &(
�:� 
&E �$�� !��� $-)��-�)��-� � ��.�-� � ���
��� �`� �7�  ���/�� �$%& �-)*��%(!
%$�'>���
%F$&�'��< &�$!(	 ���8 7 ��'1�1��
�

e�'f��I	�:$'� V���:�� � ��� � �(&&$� &�����&�F
��5	� #$� !(� $E
$&'(� $	� 
	� �	����(� �$	�& !�

8$&�(&� &$� 
& #(��(	� #�E$&$	�$�8(�$����3�4�/����-)� ��-�3��-)��Di��B� ?�@6�CBJ>B��
'11A��
�

e�Df���$�$&������'&$;(������# � 2)���� ()�1���� &����  ��%���/�4-� ��� ����*�4-� ��-)� �� 	� !� ��
�
	�(��'1�1��

MSM-36       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
��F���������8�))��
�������)�������,�
�
���������)D��������
����
��	
�)��
H��
����
�����)����Q��
���)���������
���,��)���
-�

�
������������4��
)�1�����������
�������)�.�����
� ��-I. ��3��
�*�-)�* I. ��3��
/��%���0I. ��3��
��
$! �#$�		�$	�$&5 ��$�I	�� ��,	��$&�# #�#$��(��	#$��
& �
!� #�#$�		�$	�$&5 �������!F$&�(�� &	$� !!���� �V$�:��$& ���<&�# �[�%$	$'
$! ��
������	�������
%%3/�MOMI��)%�� �/�%�
�!
%	 �#$�� $�&5 ��.(��& #(�$	�		�$	�$&5 ��$�I	�� ��,	��$&�# #�#$��(��	#$��
& �
!� #�#$�		�$	�$&5 �������!F$&�(�� &	$� !!���� �V$�:��$& ���<&�# �[�%$	$'
$! ��
�
�
)���.��+� # � ��*�;�� ��� *�*)�%�*� ��� ).���2�*� *�� ��*�� �-� /��)����*� �*)�� �/���*� &��� -��%�*� ��
/4��1�*^� �-� -.�*)��� /�-)�-�-)�� �-�&��)�/. ��� *�� .)� �0�-�  �*� -��%�*��( #� 0K<^� *�-� �%���1���
2*)�*�����/�-�%.6�&�/������-)�/�4-��-�/.�-)���� �*����/)�*���� �*�3����/��-�*�*����� �*�).���2�*��
��&��)������ �*���*. )���*���)�-���*��-�.-���-3�*)�1�/�4-��� �/��-����/�-�3����/��-�*��-�./���*�
&���� .:���-)��-������ .�����6��%����-)��.-��/���� �/�4-�-.%2��/���*����)��-��.-���*)�%�/�4-����
 ��/��1���D.�3� �-)��D.��&��3�/��� �%�*%�����/)��3����)�����D.��*��%����2��/�-�.-��/� ��4%�)����
3.�1����%& �%�-)�-���� �%2)�������� �%�-)�*���-�)�*���*�&�*�� ���-� �0������%�-�����&��7�%����
 �� �-)���//�4-� � .�����*)�./).��� �� � *�*)�%�� ��� ).���2�*� �*).������� 3�*� ��*. )���*� ��)�-���*�
�-��/�-�D.��  ��%�)��� �12������-/ �*�*�&��&.�*)��&.���� /�-*)�).��*���-� .-�������%��-)��&����
�*)�%���  �*����/)�*����  �� 3����/�4-� �-�./����&���� � � .:�� �-)��-����� � .�����-�  �*�&��6�/)�*����
*�*)�%�*����).���2���
�
����9���������>�%�F& ��5	��	#
��# �8(&�E!
�#(��		�$& ���5	�E!
�#(J$�&
��
& ����$7(�#$���$% �
#$��
F$&5 ���
�
$+� 
��)�����
H��
�

�	�&$�! �#���	� �
F#����(	$�#$�! �$&�$�#$�	(&% ������<D���$!��5#��(������<D��D�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



A.&(�$� .�8�	�B� e�f�� 8&(8(&��(	 � &$�! � �(	�$&	�$	�$�  !� #�$7(�� $!$���5	� #$� % �$&� !$��
E F&�� ��5	�� 8&
$F � $� �	8$���5	� #$� ��$% � #$� �
F$&5 � #$� 8&(�$(i� �	� $%F &�(�� $	� !(�
�(	�$&	�$	�$� !�$E$��(�L
$�! ���F& ��(	$���$	$	�(F&$�!(���$% �#$��
F$&5 ��$!��5#��(������
<D��D�8&I���� %$	�$�	(�(E&$�$�	�	�
	 �(&�$	� ��5	��� !��(%(�!(�$7 ! 	�W((#�G�< �
!$G�e'f��

�$	�&(� #$� ! � %K!��8!$� E
$	�$� L
$� 8
$#$	� $H��� &� ��F& ��(	$� $	� 
	 � �
F$&5 �� $	� $� �
�	�$��� ��5	�$�$�
#� 	�! ���F& ��(	$��	#
��# �8(&�$!�E!
;(��
&F
!$	�(�?�	�$&	(@�#$�E!
�#(����$�
��8(�#$���F& ��(	$�$�: �$�
#� #(� � �& �<�#$� �<�	�� �  	 !5��� ��$H8$&�%$	� !$�G�	
%<&�� ��
<!$��	� eDf�#$ &&(!!5�G� &$(!��5�! �$�
 ��5	��$	<&�� �L
$��(F�$&	 �$!�%(��%�$	�(�#$�
	� �& %(�
&$��(� #$� �
F$&5 � 8(&� ! � L
$� ��&�
! � 
	� E!
�#(� 8 & � !(� #(� 8&�%$&(� %(#(� �& 	�$& !$� #$�
��F& ��5	��.��� &#� $��  !�� eCf� 8&$$	�5� 
	 � &$! ��(	$� (F�$	�# � $H8$&�%$	� !� G� 	
%<&�� %$	�$�
$	�&$� $!� � 
# !� ��&�
! 	�$� G� ! � ��F& ��5	� #$� ! � �
F$&5 �� %$#�# � $	� �<&%�	(� #$� ! � #$�� ��5	�
$�I	# &�#$�! � �$!$& ��5	�$	�$!�8
	�(�%$#�(�#$�
	��& %(�&$��(�#$��
F$&5 �:(&�'(	� !����8 &��&�#$�
$�(�&$
!� #(�$�8! 	�$5�$��% &�
	 �� &� �� &� F!$�$L
�� !$	�$�L
$��8&(�(L
$�$!�%�%(�$E$��(�
��F& �(&�(� L
$� $�%$#�&5 � �(	� 
	�  �$!$&5%$�&(�� �(	� !(� �
 !� ! � �	�$& ���5	� E!
�#(J$�&
��
& �� $�
%(#$! &5 ��(%(�
	�8&(F!$% �8
& %$	�$�$�&
��
& !��

. & �  !� 	' &� $$� (F;$���(� $� #$ &&(!!5� $!�%(#$!(� 	
%<&��(� $�&
��
& !� 8 & � 
	 � $&�$� #$�
�& %(� #$� �
F$&5 �� G� �(	� #��:(� %(#$!(� $� $E$��
5� 
	�  	I!��� %(# !�� �� �(	��	
 ��5	� $�
#$ &&(!!5�
	�%(#$!(�	
%<&��(��%8!�E�� #(�L
$�8$&%���5�$��% &� ! �� &� �$L
�� !$	�$�8 & � ! �
#���	� � & � � #$� E!
;(� $	� � # � 
	(� #$� !(� �& %(� #$� �
F$&5 � $�
#� #(�� �$�
�# %$	�$� $�
$�
#� &(	�!(�$E
$&'(�$�I���(�G�#�	I%��(�L
$�(8(&� 	�!(�#���	�(��& %(�#$��
F$&5 �(F;$�(�
#$�$�
#�(��&�	 !%$	�$��$�8&(8
(�
	 �%$�(#(!(�5 �#$� 	I!���8 & ��(	�#$& &�$	�$!�#�$7(�#$�
��$% �#$��
F$&5 �!(�$E$��(�#$�! ���F& ��5	��	#
��# �8(&�$!�E!
;(��	�$&	(�#$�E!
�#(��

�
6+ ����������)����)���
�

,��!�' 	#(� ! � �(	E��
& ��5	� �$(%<�&�� � G� 
	 � �(	#���(	$� #$�  8(G(� �#<	��� �  � ! �
$%8!$ # �8(&�.��� &#�$�� !��eCf�?
	��& %(�&$��(�G�:(&�'(	� !�#$��
F$&5 �#$� �$&(��	(H�# F!$��	�	�
D1C� �(	�ρ%�V� A�"11� T�9%D�� ���V���BD� H��1���. �� G� u�V�1�D�� �(	�
	 � !(	���
#�3�V�����%�� �(	�
#�I%$�&(�G�$8$(&$�#$�8 &$#�� &� F!$����V�1�1D"��%�G���V�D��"H�1JD�%i����V�1�1AAB�%�G���V�
>�C"H�1JD�%i�G����V�1��1'D�%��G���V���1'H�1JD�%��&$�&�	��#(�$	�
	(�#$�
�$H�&$%(�$	�! ��&$�
#�&$���(	$� $8 �� !$� G� $	� $!� (�&(� �(	� !�F$&� #� #$� #$8! ' &$� $	� ! � #�&$���5	� #$!� $;$� #$� ! �
�
F$&5 @�� G� $%8!$ 	#(� $!� 8&(�& % � �(%$&�� !� ���+�a� e>f� 8 & � �%8!$%$	� &� $!� %<�(#(� #$�
$!$%$	�(�E�	��(��$��(	E��
&5�$!�%(#$!(�8 & � 	I!���$�&
��
& !�G�$�$!���5�
	���8(�#$�$!$%$	�(�

	� H� !��(	�#(�	(#(�8(&�$!$%$	�(�G��&$��& #(�#$�!�F$&� #�?#$8! ' %�$	�(�$	�! �#�&$���(	$�
	(# !$�7� $�6�� G� &(� ��5	� &$8$��(� !� $;$�	(# !�0@�� L
$�  #$%I� 8$&%���$& � $8$��E�� &�
	 �%  �
 #���(	 !� 8(&� 
	�# #� #$� !(	���
#�� !(� L
$� $	� $!� � (� (F;$�(� #$� $�
#�(� &$8&$$	� F �  !� E!
�#(�
�(	�$	�#(�$	�! ��
F$&5 �? �
 � �'1�(����(	�ρE�V�BB"�'�T�9%D��b�V���11>H�1JD��J9%'@��

� �&������%
$�& �$!�%(#$!(�	
%<&��(�$�&
��
& !��(	�! ��(	#���(	$�#$� 8(G(�$� F!$��# ��
�

�
�

&��
& ���J��(#$!(�	
%<&��(�$�&
��
& !��
�

MSM-38       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



@+ ��,�
�
��������
�

�(	�$!� 	�$&�(&�%(#$!(�	
%<&��(�$�&
��
& !��$�!!$�5� �� F(�
	� 	I!���%(# !�%$#� 	�$�$!�
8&(�& % ��(%$&�� !����+�a�e>f���$�$� F!$��5�$	���	�(�$!�	K%$&(�#$�%(#(� �$H�& $&�#$F�#(� �
! �$H��$	�� �#$�%(#(�!(	���
#�	 !$�#$���F& ��5	��

�(� &$
!� #(� (F�$	�#(� 8 & � ! � �&$� 8&�%$& � E&$�
$	�� � 	 �
& !$� ?�& 	�$& !$@� #$!�
�& %(� #$� �
F$&5 � (F;$�(� #$� $�
#�(� �(	� !(� �&$� #�I%$�&(� 	(%�	 !$� �(	�#$& #(� ?��>i� D� G� C�
8
!� # @��$�%
$�& 	�$	�! �' F! ����

�
��9���$+�&&$�
$	�� �	 �
& !$�#$!�%(#$!(�$�&
��
& !�

�
���

?8
!�@�
� ω��

?& #9@�
� ω'�

?& #9@�
� ωD�

?& #9@�
��> >>A��" '�''D�"A C�BA"���
D ��111��1 D�B�1��� "�A���'A
C ��'>A�>' C�BC'�"� �1�"���>1

�
�
C+ ���������)�����
���)���
H�����
���7����)����)��
�

,��!�' 	#(� !(� &$
!� #(� 	
%<&��(� (F�$	�#(� 8(&� .��� &#� $��  !�� eCf� $� !!$�5�  � � F(� 
	 �
�(&&$! ��5	�	
%<&�� � �(	� $!� (F;$�(� #$� (F�$	$&�
	 � � &� � $L
�� !$	�$� G�  5� 8(#$&�  8&(H�% &� $!�
E$	5%$	(�E5��(�&$ !� !�� (�#$�
	 ���� ��%8!$%$	�$� 8(G # �(%$��# � �! � ���5	�#$�
	 �E
$&' �
8$&�5#�� ��& 	�$& !� 8!�� # �$	�
�8
	�(�%$#�(��� !��(%(�$�%
$�& �$	�! �&��
& �'��

�

�
�

&��
& �'�J��(#$!(�E5��(��%8!�E�� #(��
�

� � ��
 ��5	� ?�@�� (F�$	�# � 8(&� � (� e�f�� $� ! � (!
��5	�  	 !5��� � 8 & � ! � ��F& ��(	$�
�& 	�$& !$�#$�$�$�%(#$!(��%8!�E�� #(��#(	#$� ��b�%�\�ρ���$�! �#$	�# #�!�	$ !�#$!�% �$&� !�
#$!��
F(�G�#$!�E!
�#(��(	�$	�#(�$	�<!��G�!(�� !(&$�#$�ω����$	$	�# #(�8(&�! �����?'@��

�

�?�@�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-39



�
�
�$&�� 	#(�#(��$�$�! �����?�@�8 & �!(��&$�8&�%$&(�%(#(�#$���F& ��5	��(	�7�b�39'�G��(	�

!(� &$
!� #(� (F�$	�#(� 8(&� .��� &#� $��  !�� eCf��  � �& �<� #$� ! � �%8!$%$	� ��5	� #$!� %<�(#(� #$�
F�$���5	� �(	� $!� 8&(�& % � �(%$&�� !� ��'��<a� eAf�� $� (F�
��$&(	� !(� � !(&$� #$� ! � E
$&' �
�%8
!(& �41�G�
�E&$�
$	�� �#$��%8
!�5	�v��L
$�$�%
$�& 	�$	�! �' F! �'��

�	� ! �&����D�$�%
$�& � ! �� 	��# #�??9�@1�'>e#9?ρE�3'@f?ρ%� 9ρE@1�>?)� 9�@���A>��(%(�E
	��5	�#$!�
	K%$&(� #$��$G	(!#�����V� ?ρE� 3�09w��� � �
&� �%(�& # � L
$# � %
G� F�$	� &$8&$$	� # � ?�'�V�
1�BBB@�%$#� 	�$�
	� ;
�$�8(�$	�� !��$�K	�! �$H8&$�5	6�

�
??9�@1�'>e#9?ρE�3'@f?ρ%�9ρE@1�>?)�9�@���A>�V�?>��D�x�1�D@��J��>B"�

�
�$#� 	�$�! �����?D@��$�8(�F!$�$��% &�! �&$8
$� �#�	I%�� �#$!��& %(�#$��
F$&5 �(F;$�(�#$�

$�
#�(��$	��<&%�	(�#$�! �%IH�% �#$E!$H�5	��& 	�$& !�#$�
�8
	�(�%$#�(��
�

��9���6+��$
!� #(�8 & �! ��	�$& ���5	�E!
�#(J$�&
��
& �
�

��I%$�&(��(%�	 !
��>�8
!� #  D�8
!� #  C�8
!� # 

J�
?�9%�	@�

&(�
?�@�

v�
?& #9@�

+�
?c%@�

� &(�
?�@�

v�
?& #9@�

+�
?c%@�

� &(�
?�@�

v�
?& #9@�

+�
?c%@�

�>1� D�D'� A�D1� D���� � � � � � � � �
D11� "�"B� �>�"A� B�"D� � ��>1� 1�A�� 1��A� � 1��A� 1��'� 1�1D�
>11� � � � � D��"� >���� 1�D�� � � � �
A>1� DB��A� CB�1"� CC���� � >�"A� ����'� 1��A� � � � �
�111� � � � � B�AB� '��C>� ���'� � C���� 1�"'� 1�'1�
�'>1� � � � � �>�1>� DB��'� ��A'� � � � �
�>11� � � � � �B�C�� C>�B�� '�'D� � A�"B� >�"'� 1�D"�

8�)���+�V��IH�%(�#$8! ' %�$	�(��& 	�$& !�#$!�8
	�(�%$#�(�#$�! ��
F$&5 �$�
#� # ��
�
�

�
�

&��
& �D�J��($E���$	�$� #�%$	�(	 !�?+9�@1�'>e�9?ρE��'@f?ρ%�9ρE@1�>?��9�@���A>�$	�E
	��5	�#$!�
	K%$&(�#$��$G	(!#���$��

�

?D@�

?'@�

MSM-40       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



E+ �
��F��������8�))��
����������,�
�
��
�

� �:$&& %�$	� �#�$7 # ��(	��$�$	�
	 �%$�(#(!(�5 �L
$�8$&%��$��$	�8&�%$&�!
� &��$��% &�
#$�% 	$& � 8&(H�% # �!(�$E
$&'(�L
$�(8(&� �
	���$% �#$��
F$&5 ��(%(��(	$�
$	�� �#$�! �
��F& ��(	$� �	#
��# � 8(&� $!� E!
;(� L
$���&�
! � 8(&� <!��  8$��(� $	� $!� L
$�	(� $� 8&(E
	#�' � $	� $!�
�$H�(�#$!��5#��(������<D��Di�$	�$�
	#(�!
� &��#$�$&%�	 &�! �$H��$	�� �(�	(�#$�
	 ��(	#���5	�
#$�&$(	 	�� � (�� # � !�%(��%�$	�(���F& �(&�(�#$�! ��
F$&5 i�G��8(&�K!��%(��&$ !�' &�
	� 	I!���
#$�E ��� �#$F�#(� �� !$���F& ��(	$���58��(�L
$�$!��5#��(������<D��D�	(��(	�#$& ��

���
�$	#(�! �8&I���� �&$�(%$	# # �8(&�W((#�G�< �
!$G�e'f��! �:$&& %�$	� �8&(8
$� �8 & �
$!� 	I!���#$���$% �#$��
F$&5 ��(	��$�$	�!(���
�$	�$�8 (6�

�� �I!�
!(�#$!�	��$!�#$�$E
$&'(�� 
 #(�8(&�! ���F& ��5	�#$�! ��
F$&5 ��
'� �(%8 & ��5	��(	�$!�	��$!�#$�$E
$&'(�8$&%��F!$�#$#$�$!�8
	�(�#$���� �$�I���(��
D� �� !
 ��5	�#$�! �8(�F!$��(	#���5	�#$�&$(	 	�� ��
C� ���% ��5	�#$!�	K%$&(�#$����!(�#$�� &� ��
>� �(%8 & ��5	��(	�$!�	��$!�#$�$E
$&'(� �E ��� �8 & �! ���# �8&(G$�� # �#$!���$% ��

�
I+ )����������
�

�!� �(%8 & &� !(� &$
!� #(� (F�$	�#(� 8 & � !(� %(#(� #$� ��F& ��5	� �(	�#$& 	#(� $!� E!
�#(�
#$	�&(� #$!� �
F(� $	� %(��%�$	�(�� $	� &$8((� G� $!� �
F(� �	� E!
�#(�� 	(� $� $	�(	�& &(	� #�E$&$	�� �
 8&$�� F!$� 8 & � ! � �$!(��# #$� #$� E!
;(� �(	�#$& # � $	� ! � �	�$��� ��5	�� ��(��  #$%I� #$�
�(�	��#�&� �(	� !(� $	�(	�& #(� $	� ! � &$E$&$	�� �� �	#�� � L
$� 8 & � ! � �(	E��
& ��(	$� #$� �
F$&5 �
$�
#� # �� �(	� � !(&$� F ;(� #$� � 
# !� ?&$! ��5	� 393�� %$	(&$�  � 1�1�>@�� $!� E!
;(� #$� E!
�#(�	(�
$;$&�$�	�	�
	 ��	E!
$	�� �(F&$�! �E&$�
$	�� �E
	# %$	� !�#$�! ��
F$&5 ��

.(&�(�& �8 &�$��#$�! ��(%8 & ��5	�#$�!(�&$
!� #(�(F�$	�#(�%$#� 	�$�$!�%(#$!(�	
%<&��(�
#$ &&(!! #(�8 & �! � �	�$& ���5	� E!
�#(J$�&
��
& ��(	� !(� &$
!� #(�$H8$&�%$	� !$��(	$�
�#(�
8(&�.��� &#�$�� !��eCf��$�$	�(	�&5�
	� !�(�8(&�$	� ;$�#$�#$�� ��5	�?� ��#$�
	��11T�8(&�#$E$��(@�
8 & �� !(&$�#$�� 
# !�F ;(��#$�� ��5	�L
$�E
$�#�%�	
G$	#(�: � �8&I���� %$	�$��(�	��#�&��(	�
!(� &$
!� #(� $H8$&�%$	� !$� 8 & � !(� � !(&$� %I� $!$� #(� #$� � 
# !�� ��$� �(%8(&� %�$	�(�
&$
!�5��#<	���(� !�&$8(&� #(�8(&�$!�%�%(��	�$��� #(&�G�$�#$F$� �L
$�! ��(	�&�F
��5	�#$!�E!
;(�
�
&F
!$	�(�� �F ;(�� 
# !$��$�
	��(%8(	$	�$�%
G�8$L
$7(�#$�! ���F& ��5	��(� !�#$�! ��
F$&5 i� !�
�&�  
%$	� 	#(� ! � & � �#$� E!
;(�� ! ���F& ��5	� �	#
��# �8(&� $!� E!
;(� �
&F
!$	�(� $��(	��$&�$� $	�
	�
�(%8(	$	�$� � # � �$'� %I� ��	�E�� ���(� #$� ! � &$8
$� � #�	I%�� � #$� ! � �
F$&5 �� �(�  	�$&�(&�
�%8!�� ��$	�&$! ��5	��(	�$!�#�$7(�#$���$% �#$��
F$&5 ��L
$� �� 
# !$�#$�F ;(� �%(#$& #(��
!(� $E$��(� #$� ! � ��F& ��5	� �	#
��# � 8(&� $!� E!
;(� �	�$&	(� #$� E!
�#(� L
$# 	� (! 8 #(� 8(&� !(�
#$F�#(�  � (�& � 8(�F!$� E
$	�$� #$� ��F& ��5	i� $� #$��&�� L
$� !(� &$
!� #(� (F�$	�#(� $	� $� �
�	�$��� ��5	� (	� &$!$� 	�$� 8 & �� !(&$� #$�� 
# !�  !�(� ?8(&� $;$%8!(��% G(&$�  ��111��9%�	�
8 & �
	 ��
F$&5 �#$�D�8
!� # �#$�#�I%$�&(�	(%�	 !@��

&�	 !%$	�$�� !(� � !(&$� #$� $E
$&'(� $��% #(� %$#� 	�$� ! �  8!�� ��5	� #$� ! � %$�(#(!(�5 �
8&(8
$� �E
$&(	��(%8 & #(��(	�!(�(F�$	�#(� ��& �<�#$�
	� 	I!��� &%5	��(��(	�! � G
# �#$!�
8&(�& % � �(%$&�� !� ���+�a�� $	�(	�& 	#(� 
	 � #�E$&$	�� � L
$� 	(� 
8$& 	� $!� 1�C"T� $	�
�<&%�	(�#$�$&&(&�&$! ���(�8(&�$	�
 !��
�
O+ �������
�����

�
� �%$�(#(!(�5 �8&(8
$� �� 
	L
$�!�%�� # �8(&�! �	$�$�# #�#$�!!$� &� �� F(�$H8$&�%$	�(�

L
$� 8
$# 	� � !�# &! �  #$�
 # %$	�$�� 8$&%��$� �(% &� $	� �(	�#$& ��5	� $	� ! � E $� #$� #�$7(� #$�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-41



��$% �#$��
F$&5 ��G�#$�
	 �% 	$& �&$! ��� %$	�$�$	��!! ��
	�E$	5%$	(�� 	��(%8!$;(��(%(�!(�
$� ! ���F& ��5	� �	#
��# �8(&� $!� E!
;(� �	�$&	(�#$� E!
�#(���� 8$ &�#$� !(�  	�$&�(&� G�  � ! � !
'�#$� !(�
&$
!� #(� (F�$	�#(� $	� $� � �	�$��� ��5	�� $� 8(�F!$�  E�&% &� L
$�� 8 & � �& %(� #$� �
F$&5 �
�%�! &$� �!(� L
5�$�
#� #(��!(�$E$��(�#$�! ���F& ��5	��	#
��# �8(&�$!�E!
;(��	�$&	(�#$�E!
�#(�
8
$#$	�$&�&$!$� 	�$� �8 &��&�#$�� !(&$�8 & �! �&$! ��5	�393��% G(&$�(���
 !$� �1�11�i�$�(�8(	$�
$	� $��#$	�� � ! � &$!$� 	�� � #$� $�$� 8 &I%$�&(� $	� $!� $�
#�(� #$� $�$� E$	5%$	(� G� �(	���
G$�
	 �
(&�$	� ��5	�8 & �$!�#$ &&(!!(�#$�E
�
& ��	�$��� ��(	$��
�
���'����(��)����
�

�(�  
�(&$�  �& #$�$	� $!�  8(G(� $�(	5%��(� (�(&� #(� 8(&� $!� &(	#(�� ��(	 !� #$� ��$	�� ��
'$�	(!(�5 �$� 			(� ��5	� ?&0���	'@�� � �& �<�#$!�8&(�& % �#$�F$� ����5	���$	�� ��G�8(&�$!�
�(	$;(�#$��$ &&(!!(���$	�5E��(��V
% 	5���(��'$�	(!5���(�G�#$�! ��&�$�#$�! �,	��$&�# #�#$�
�(��	#$�?���V'�@��$	�$!�% &�(�#$!�8&(G$��(��#$	��E�� #(��(	�$!��5#��(�	J�'ADJ��J1'J����
�
)���)���
���
�

e�f�':$� �%$&�� 	� �(��$�G� (E� �$�: 	�� !� �	��	$$&�� �( #� 0K<�K�#==O�  ��/�**�  �&�-1�
/��������� ��**.��� �&�-1��0K<0���!(F !��	��	$$&�	���(�
%$	���'11C��
�

e'f�W((#������< �
!$G������!��� ��/)�/� ��.���� )���( #�0K<�K�[� ��/�**� �&�-1�����'	�
.
F!�:�	��		�����BBA��

�
eDf�<!$��	������4 �B��-�./���3����)��-��-&�$�$&�.
F!�:�	���(%8 	G���BB1��

�
eCf�.��� &#���� 	��� G	$�G�<!(��$&���H8$&�%$	� !� 	#��
%$&�� !�		�$��� ��(	�(E�'
&F
!$	��
&!(W�		#
�$#�.�8$�%�F& ��(	��	�&
!!G��$�$!(8$#�&!(W����3��B����(/��-)���/�$-*)�.%�-)*��
�(!��A>��	�A�88��'DBD['C1���'11C��
�

e>f����+��� '11A�� %$&�5	� ���1�� ���+�� 		��� e8&(�& % � �	E(&%I���(� $	� �%�J�0�f��
��8(	�F!$� $	� ���+�� 		��� .I��	 � W$F� #$� ���+�� #�8(	�F!$� $	6�
k:��8699WWW� 	G��(%9y�

�
e�f�� (����	�$&$
��������)��-����/�-)�-.�.*�*6*)�%*��W�!$G�q��(	��		����'11A��

�
eAf���'��<��'11'��%$&�5	���>�1��"1B�D ��':$�� �:W(&T�		���e8&(�& % ��	E(&%I���(�$	�
��J�0�f����8(	�F!$�$	�':$�� �:W(&T�		���.I��	 �W$F�#$���'��<�#�8(	�F!$�$	6�
k:��8699WWW�% �:W(&T��(%9y��

MSM-42       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�������������
���)���
H�������7����)D����������������
�����)
����������������������	�)�
�����

�
���������6�����
����������:���
�����:����������
%1�)&)I��)%�� �/�%�
%��1� ��-I.*��3��
-�/�XM=XPLI��)%�� �/�%�
�$8 &� %$	�(�#$��$�I	�� ��,	��$&�# #���%5	�<(!5� &�
� & � ����& 	# ��%$	$'
$! ��

�
�

)���.��+� #-� ��-�0.� �� *�� �*)/-� ��*����  �-��� ��3��*�*� &��6�/)�*� D.�� �%& �/�-� � � ��*�;���
�����/�/�4-� �� �-*)� �/�4-� ��� ).���2�*� *.�%���-�*� D.�� *�� .*�-� &���� )��-*&��)��� �����/���.��*�
��*���& �)����%�*�/�*)����.������*)�� )������ ���%���#*)�*�*�*)�%�*���� ).���2�*��*)��/-�*.:�)�*���
/��1�*����&��*�4-���7&�-*��-�*�)2�%�/�*��� �&�*��&��&�����)/���.��-)��*.�3����E)� ��3���-)���//�4-�
*.� ��).���2�� �-� .-� 1�*��./)�� ��*)��-1��  �*� �7&�-*��-�*� )2�%�/�*�� 1�-���-��� /��1�*�
/�%&��*�3�*� D.�� &.���-� &�-�����  �� ).���2�� )�-)�� �-� � � & �-�� ����0�-)� � /�%�� �-� � � & �-��
3��)�/� �� #-� �*)�� )����:�� *�� ��*����  �� .-� %��� �� *.� ��).���2�� /�-� � � %2)���� ��� � �%�-)�*�
��-�)�*� / #40��.*�-���� �%�-)�*� )�&��(��  �&���� ).���6� *.� ���6�� �%�-)�*����/�-)�/)��&����  ��
0�-������-)���//�4-��/�-*�����-���� �/�%&��)�%��-)��-�� �-�� ��� �%�)���� �6���� ����*&.�*)��� �
��-4%�-�� ��� &�-����� #*)�� %��� �� *�� ��*� 3�4� &���� ������-)�*�  �-1�).��*� 6� ��*3��/��-�*�
3��)�/� �*�/)�&�1���2�0����)�-��-���D.��� �&�-����3��)�/� ���&�-������ ����*3��/�4-�3��)�/� ���� �
&�*�����  �� ).���2��6����  �� ���//�4-��7�*)�-)���-�  �� 0�-����� /�-)�/)�� *.� ��).���2��� *��-����*)�*�
��*. )���*�/�-*�*)�-)�*�/�-� ��-��%���8��� �4<<=��
�
����9���������>�		�$& ���5	��
$!(�J�'
F$&5 ��� (#
��(�
F% &�	(��. 	#$(��$&��� !����&��
�
$+� 
��)�����
H��
�

,	 � �
F$&5 � 
F% &�	 �8
$#$� $� &� $	�$&& # �(�  	�! # �  !� E(	#(�% &�	(��G� $	� 
���# �K��!��
$�(� $� #
& 	�$� 
� �	� ! ��5	�� $	� (8$& ��5	� (� E
$& � #$� $&����(�� $� &I� (%$��# �  � #�E$&$	�$�
� &� �� L
$� #$F$	� $&� �(% # � $	� �
$	� � 8 & � 
� #�$7(�� � � � &� �  H� !$�  � �(%8&$�5	�
�$	$& # �8(&�! �&$�&����5	� �! �$H8 	�5	��<&%�� ��8
$#$	�: �$&�L
$�! ��
F$&5 �8 	#$$��(%(�
	 �

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



�(!
%	 � $F$!� �� �$	$&I	#($� �& 	#$� $E
$&'(� $	� ! � '(	 � #$E(&% # � #$� ! � �
F$&5 �� L
$�
�(%F�	 #(��(	�!(�$E
$&'(��$	$& #(�8(&�! �8&$�5	��	�$&	 ��8
$#$	�: �$&�L
$�! ��
F$&5 �E !!$��

. & �8&$�$	�&�$�$�%(#(�#$� E !! �$H��$	�	(&% �L
$�8&$$	� 	� &$�(%$	# ��(	$�#$�#�$7(�
�(%(� !(� $� ! ���%��.�&��1� e�f�� L
$�8! 	�$ ��(	�$8�(� G�%<�(#(�� L
$�  G
# 	�  � #$�&�F�&� $!�
8&(F!$% � #$!� 8 	#$(� �!(F !� $	� �
F$&5 � 
F% &�	 �� �(%(� ! � E
$&' �  H� !� $E$���� � (�� L
$� $&I�

 #(�8 & �#$E�	�&�! �� &� � H� !�#$��(%8&$�5	�$	�$!�%(#$!(��

�#���(	 !%$	�$��$�: 	�#$ &&(!! #(��& F ;(��(%(�$!�#$���(&T�	�G�'(� 	(�e'f�L
$�8! 	�$ 	�

	�%(#$!(�  	 !5���(�8 & �� !�
! &� ! � E
$&' �  H� !� #$� 8 	#$(� $	�
	 � �
F$&5 � (%$��# �  � 8&$�5	�
�	�$&	 ��' %F�<	�$�$	�
$	�& �$!��& F ;(�&$ !�' #(�8(&�&G&�!$���G��(!!F$&��eDf�#(	#$�$H8!�� 	�$!�
E
	��(	 %�$	�(�#$!��(	�$8�(�#$�! �E
$&' � H� !�$E$���� �G�$!�$E$��(�L
$���$	$�! �8&$�5	�(F&$�$!�
%�%(��0�&(��& F ;(�&$!$� 	�$�&$E$&$	�$� !��$% �$�$!�#$���:
88��)�� ��eCf�#(	#$�&$ !�' 	�$	 G(�
#$� �
F$&5 � $	�$&& # � $	�  &$	 � 
$!� �� (F�$	�$	#(� &$
!� #(� $H8$&�%$	� !$� K��!$� 8 & �� !�# &�
&$
!� #(�	
%<&��(��

. &��$	#(� #$� ! � 	(&% �� $� #$ &&(!! � 
	� %(#$!(� 8 & � $&� &$
$!�(� �(	� $!� %<�(#(� #$� !(�
$!$%$	�(� E�	��(�� : ��$	#(�
(�#$� ! �  8!�� ��5	� �(%$&�� !����+������1a� e>f� �(	� $!$%$	�(�
��8(��:$!!�'"��8 & �! ��
F$&5 ��$!$%$	�(���8(��:$!!��"��8 & �$!�
$!(�G�$!$%$	�(�#$��(	� ��(�8 & �
! ��	�$& ���5	�
$!(�J��
F$&5 ���(	�$�$�%(#$!(�$�F
� �8! 	�$ &�! �&$8
$� �#$!���$% � 	�$�! �
�(%8&$�5	�  H� !�#$F�#(� � ! �#�! � ��5	� �<&%�� �8 & �$�%$	�(��
&�(�#$� �
F$&5 � ?!��$& %$	�$�
#$ !�	$ #(@��

�
6� ����
�
��������������������������)
���

�
. & � 	 !�' &�$!�8 	#$(��!(F !�$	� �
F$&5 � $�#$F$�8 &��&�#$� !�
	 �#$E�	���(	$6� ! � E
$&' �

 H� !�$E$���� ��$!�$E$��(�#$�! �8&$�5	��	�$&	 �G�$!�8 	#$(��!I��(�#$��
!$&��
� �E
$&' � H� !�$E$���� �(�$�I�#$E�	�# �$�K	� ! �	(&% ���%��.�&��16'11A�$	�$!�� 85�
!(�

>�D�e�f��#$�! ���
�$	�$�% 	$& ��
�

� � � � ?�@�
�
�(	#$���$�! �E
$&' � H� !�&$�#
 !�#$�! ��	� ! ��5	��z ��! �#�E$&$	�� �$	�&$�! �8&$�5	��	�$&	 �

G�$H�$&	 �����$!�I&$ ��	�$&	 �#$!��
F(���)�$!�I&$ ��& 	�$& !�#$!��
F(��#�$!�%5#
!(�#$�$! ����# #��{�
$!�%5#
!(� #$�.(�(	� #$!�% �$&� !��G� �($E���$	�$� #$� #�! � ��5	� �<&%�� � G� z!� $!� �	�&$%$	�(� #$�
�$%8$& �
& ��

�#���(	 !%$	�$��&G&�!$��� G��(!!F$&�� eDf�$H8!�� 	� ! � �%8(&� 	�� �G�$!�
(�#$�$�$��(	�$8�(��
�(%8!$%$	� 	#(�! �	(&% ���%��.�&��16'11A��

��(&T�	� G� '(� 	(� e'f� #$ &&(!! &(	� 
	 � $H8&$�5	� L
$� 8$&%��$� � !�
! &� ! � E
$&' �  H� !�
�&���� �#$��(! 8(��(�! �8&$�5	��	�$&	 �8 & �! ��
 !�
	 ��
F$&5 �8 	#$ ��!(F !%$	�$��

�

� � � � � ?'@�
�
�(	#$��/��$�! �E
$&' � H� !��"�
	 ��(	� 	�$� &F��& &� �L
$�$�#$E�	$��(	�! ��(	#���(	$�#$�

 8(G(��&�/�� ! �8&$�5	� �	�$&	 ��&5��� �#$�8 	#$(����� $!�& #�(��	�$&	(�#$� ! � �
F$&5 ��#�$!�%5#
!(�#$�
$! ����# #�#$!�% �$&� !��$�! ��	$&�� �#$�! �$���5	��G�3�! �!(	���
#�#$!��& %(�#$��
F$&5 ��

�!�8 	#$(��!(F !�#$�
	 ��
F$&5 �$�8
$#$��$&��(%(�$!�8 	#$(�L
$�
E&$�
	 ��(!
%	 �$F$!� ��
(%$��# � �
	 �� &� ��(%8&$�� ��G�$%8(�& # �$	� %F(�$H�&$%(��8 & �$&��(	��$	�$��(	�!(�
8! 	�$ %�$	�(� G�%(#$!(�#$�$�$� �& F ;(��� �� &� � H� !��&���� ��/��#$�
	 ��(!
%	 �$F$!� �$�

MSM-44       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



8
$#$�� !�
! &��(	�! �$�
 ��5	�?D@��#$E�	�# �8(&�$!�%5#
!(�#$��	$&�� �#$�$���5	�$��$!�%5#
!(�#$�
$! ����# #�#$!�% �$&� !�#�G�! �!(	���
#�3��

�

� � � � � � ?D@�
�

@� ���������D��
�
�	� $�$� �& F ;(� $� 
 � $!� (E�W &$� �(%$&�� !����+�a� ����1� 8 & � �%
! &� ! � �	�$& ���5	�


$!(�J��
F$&5 ���(	�#$& 	#(�!(���
�$	�$� 8$��(6�
�����9������+�. & ��(% &�$	��
$	� �$!�$E$��(�#$�! �E!(� F�!�# #�$	�$!�%(#$!(��$��& F ; ��(	�


	� � !(&� #$� �& �$# #� $L
�� !$	�$�� L
$� $� (F�$	�#(�  !� ��
 ! &� $!� 8$(� 
%$&��#(� #$� ! � �
F$&5 �
�	�!
G$	#(�$!�&$�
F&�%�$	�(���(	�$!�8$(�	(&% !�#$�! ��
F$&5 ��	�
�&$�
F&�%�$	�(�

5���� ��� ��������+� �$� �$	$& � 
	 � �
$&# � $	� ! � 8 &�$� �	E$&�(&� #$� ! � $���5	� #$!� �
F(� #$�
!(	���
#��$&� 	 � !�'1T�#$!�#�I%$�&(�#$�! ��
F$&5 ��L
$�!
$�(�E(&% �
	 �� & �8! 	 � �!(�! &�(�#$!�
�
F(��� & 	��' 	#(�
	 �
8$&E���$�#$��(	� ��(���(	�$!�
$!(�L
$�$�%(#$! #(��(%(�
	�8! 	(���	�! �
E��
& ���$�%
$�& �
	��(&�$��& 	�$& !�#$!�$	 %F!$�8 & � 8&$�� &�! �'(	 �#$��(	� ��(���

�

�
&��
& �����$���5	��& 	�$& !�#$!�$	 %F!$��
$!(J'
F$&5 �

�
��9����+� �$� %(#$! � �(%(� 
	 � $���5	� ��&�
! &� #$� #�I%$�&(� ��bKP� �-� /=�L<O%0� �(	� 
	�

$8$(&� #$� 8 &$#� #$� <� �-� /=�=#LO%0� L
$� $&I� F &&�# � ?*B��&@�  � !(� ! &�(� #$� 
	�  &�(� #$�
��&�
	E$&$	�� ��!� % !! #(� #$� ! � �
F$&5 � $� &$ !�' � �(	� $!$%$	�(� ��8(��:$!!� '"��� �(	�#$& 	#(�
�(%(� % �$&� !� $!�  �$&(� �.	� >�� ��>�� �	�!
G$	#(� � !(&$� #$� $E
$&'(� J� #$E(&% ��5	� L
$�
�(	�#$&$	�! �8! ����# #�#$!�%�%(��

�����+� �$� %(#$! � �(%(� 
	 � $���5	� &$�� 	�
! &�� #$�  	�:(� $L
�� !$	�$�  � �&$� �$�$� $!�
#�I%$�&(�#$� ! � �
F$&5 �G�=�#�%�#$�$8$(&���!�
$!(�$�% !! ��(	� $!$%$	�(� ��8(��:$!!��"���(	�
8&(8�$# #$� #$� % �$&� !� #$�  &��!! � F! 	# �� %(#$! # � �(%(� 
	� 5!�#(� $!I���(� !�	$ !� �(	� 
	�
%5#
!(�#$�$! ����# #�?#@�#$��1��. ��G�
	 �&$! ��5	�#$�.(�(	�#$�1�C�e�f��� �!�%�� ��5	�#$�$�$�
%(#$!(� #$� 
$!(� $�&�F � $	� L
$� !(� $E
$&'(� G� ! � #$E(&% ��(	$� L
$� <�$� 
E& � 	(� $&I	�
&$!$� 	�$��8$&(��&�$�8 & �#$E�	�&�! �'(	 �#$��(	� ��(��

��:���������������������+��$�&$ !�' �
	� 	I!���#$��(	�$&�$	�� �8 & �(F�$	$&�! �#�%$	�5	�
 #$�
 # � #$� !(� $!$%$	�(� $	� ! � �%
! ��5	� #$!� �(	;
	�(� 
$!(� [� �
F$&5 �� . & � ! � �
F$&5 �� $�
� & 	��' �
	 �% !! �
	�E(&%$� G�
	� &$
!� #(� $� F!$�� �(	� A� #����(	$� #$� ! � ��&�
	E$&$	�� ���!�

$!(�$�% !! ��(	��1�#����(	$�$	�$!�8$&E�!��(	�
	�$E$��(����*�L
$�8$&%��$��$	$&�$!$%$	�(�%I�
8$L
$7(�$	�$!��$	�&(�#$!�%�%(��?%$&�E��
& ��@��

�������&���3����������.�����>��	�8&�%$&�!
� &��$��(	�#$& 	�$%8(�& #(�!(�F(&#$�#$�! �

8$&E���$�#$!�
$!(�?�@�G�$�&$�&�	�$	�!(�#$8! ' %�$	�(��$&��� !$�#$�! �
8$&E���$�#$!�
$!(�
?�@i�!
$�(��$�$%8(�& �
	�$H�&$%(�#$�! ��
F$&5 �8 & �$��� &�%(��%�$	�(�#$��
$&8(�&5��#(�?<@��$�
 8!�� �
	�#$8! ' %�$	�(�$	�$!�$H�&$%(�(8
$�(�#$�! ��
F$&5 �?�@�G�$� 8!�� �
	�� !(&��(	� 	�$�#$�
�& �$# #���
 !� !�� !(&�$L
�� !$	�$�� !�
! #(��$	�! �#�&$���5	�#$!�$;$��$&��� !�?�@�?%$&�E��
& �'@��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-45



.! 	�$ # � ! � � & ��$&5��� � #$!� %(#$!(�� <�$� $� &$(!��5� �(%(� 
	� 8&(F!$% � 	(� !�	$ !��
8$&%���$	#(�! &� �#$E(&% ��(	$�G��& 	#$�&(� ��(	$�$	�$!�5!�#(�$� !
 #(��

�

�
&��
& �'��� &� �G�(8(&�$�#$!�%(#$!(�

�
C� ��������������
��

�
�$��(	�#$& 	�#(�� (6� @�
	 ��
F$&5 �(F&$�
$!(��&&$�
! &��(	�
	 �#$ !�	$ ��5	��$&��� !�

	$� ��� �?$�(�$�! ��(	� ��# #�$�$	�
$	�& �$	�#�&$���5	� !�
$!(@i�F@�
	 ��
F$&5 ��(	��(	� ��# #�
8(���� �?! ��(	� ��# #�$�$	�
$	�& �$	�! �#�&$���5	�(8
$� � !�
$!(@��

. & �#$ &&(!! &�$�(�� (�$��%
! 	� �
F$&5 �#$� !(	���
#$��"1%��'C1%�G�'"1%���(	�$!�
(F;$�(�#$�� 8�
& &�$!�$E$��(�L
$�8($$�! �!(	���
#�$	�$!�%�%(�� 5��(%(�� %F�<	�$��(	�#$& 	�
#�E$&$	�$� & #�(� #$� �
&� �
& � $	� $!� 8! 	(� �$&��� !�� 8 & � (F�$	$&� $!� $E$��(� L
$� 8($$	� ! �
�&&$�
! &�# #$� #$!� �$&&$	(� $	� $!� &$
!� #(��� � �&&$�
! &�# #$� $� �%
! 	� �(%(� �
&� �
& � #$�
?�1T%��"T%���T%��CT%��'T%���T%��1�"T%�G�1�>T%@�$	�$!�8! 	(��$&��� !��

�
	L
$�	(�$�F
� �! �&$8
$� �#$!���$% �$	�$!�8! 	(�:(&�'(	� !��$�#$E�	$�
	��($E���$	�$�
#$�E&����5	�n�V�1���$	�&$�! �
8$&E���$�#$��(	� ��(��8 & �%(#$! &��(	��$	�$%$	�$�! �&$��$	�� �
! �$& !�L
$�$!�
$!(��%8(	$�(F&$�$!�$�%$	�(�#$��
F$&5 ��

�
E� )����������5���,�
�
�+�

�
E+$� �����$>���������������������

�
� � E��
& � D� %
$�& � $!� &$
!� #(� 8&$!�%�	 &� #$� 
	 � $���5	� #$� �
F$&5 � #$� 'C1%�� �(	� 
	 �

#$ !�	$ ��5	�	$� ��� ��#(	#$�$� 8&$�� �L
$�! ��
F$&5 �	(�
E&$�8 	#$(��G �L
$�<� �$�#$E(&% �
$	� ! �#�&$���5	�#$!�
$!(� �& � 	#(�#$�$	�$&& &$��8(&�$E$��(�#$!�8$(���	� $�$�� (� ! �8 &$#�#$!�
�
F(�	(�
E&$�#$E(&% ��(	$�	��$E
$&'(��%8(&� 	�$��

�

�
&��
& �D��� (�#$ !�	$ ��5	�	$� ��� �(��5	� � �

�

MSM-46       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



E+6� �����6>������������3��������
. & �$!�� (��(&&$8(	#�$	�$� �
	 �$���5	�#$��
F$&5 ��(	��(	� ��# #�8(���� ��$���$	$�L
$�! �

%�% � 8
$#$� 
E&�&� 8 	#$(� � 	�(� $	� $!� 8! 	(� �$&��� !� �(%(� $	� $!� 8! 	(� :(&�'(	� !����� 8 	#$ �
�$&��� !%$	�$�<� �$�#$8&$	#$&I�#$!�
$!(��!!$� 	#(��	�!
(� �� $&�#$�	
$�(�(F&$�<!��#$E(&% # �
$	�$!�8! 	(�:(&�'(	� !�8(&�$E$��(�#$!�8$(�8&(8�(�#$!��
F(�?%$&�E��
& �C@��
�

�
&��
& �C��� (�#$ !�	$ ��5	��$&��� !�8(���� ��! ��
F$&5 �8 	#$ �G�$�#$8&$	#$�#$!�
$!(��

�
�	�! �E��
& �>�$�%
$�& 	�!(�&$
!� #(�(F�$	�#(��(&&$8(	#�$	�$� �! �#$E(&% ��5	��&���� �

 H� !�#$�8 	#$(��$	� E
	��5	�#$!�& #�(�#$��
&� �
& ��	��� !�L
$�8($$�$!�$�%$	�(�#$� �
F(��$	�$!�
8! 	(� �$&��� !���	� $!! � $�  8&$�� � $!� $E$��(� L
$� 8($$� ! � #$ !�	$ ��5	� �$&��� !� $	� $!�%(#(� #$�
8 	#$(��#(	#$�%�$	�& �%I��
&� �
& �8($ �! ��
F$&5 �%$	(��(%8&$�5	�&$L
�$&$�8 & �8 	#$ &��
' %F�<	�$�	(�(&�(�L
$� ! � !(	���
#�8($$�
	�$E$��(�%$	(� �%8(&� 	�$�L
$� ! �#$ !�	$ ��5	�� G �
L
$� ! � '(	 � #$E(&% # � #$� ! � �
F$&5 � �(&&$8(	#$� (!(�  � 
	 � 8(&��5	� #$!� $�%$	�(� #$� �
F(�
 	 !�' #(��

�$� ��
 !� E(&% ��$	� ! � E��
& ���$�8&$$	� 	� !(� &$
!� #(�#$� ! � E
$&' � H� !� �	� 	�I	$ �$	�
E
	��5	�#$�! �#$E(&% ��5	� H� !� 8!�� # ��8 & �#�E$&$	�$�& #�(�#$��
&� �
& ���	�$!! �$� 8&$�� �$!�
�(%8(&� %�$	�(�!�	$ !�L
$�8($$�! �E
$&' � H� !�: � �$!��	� 	�$�#$�8 	#$(��$	�$!��
 !�<� �� $�
F&
� %$	�$� �
	�	
$�(�� !(&�L
$� ��$	#$� �$&��(%K	�8 & � �(# � ! ��$(%$�&5 ���
$�(�L
$� ! �
�
F$&5 � $� #$8&$	#$� #$!� 
$!(��  !� 	' � 
	� 	
$�(� 8
	�(� #$� �	$� F�!�# #� G� � $� $	� $!� 
$!(�
#$E(&% # �! �$& !%$	�$�8(&�! � ���5	�#$!�8$(��

�

�
&��
& �>���$E(&% ��5	� H� !��&���� �#$�8 	#$(����� #�(�#$��
&� �
& �

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-47



�
&��
& ����&
$&' � H� !��	� 	�I	$ �����$E(&% ��5	� H� !��8 & �
	�$�%$	�(�#$��
F(�#$�'C1%�
�

I� �������
�����
�
�!� �(%8(&� %�$	�(� #$� ! � �
F$&5 �  	�$� ! � �(%8&$�5	� #$8$	#$� #$!� 8$(� 
%$&��#(� #$� ! �

�
F$&5 ��#$!��($E���$	�$�#$�&(�$�$H��$	�$�$	�&$�$!�
$!(�G�! ��
F$&5 ��G�#$�! ��(	E��
& ��5	��	��� !��
��(�$�#$F$� �L
$� ! �#$ !�	$ ��5	� �	��� !� &$#
�$� ! �� &� � H� !��&���� �#$�8 	#$(���& �� �  � ! �
$H�$	�&���# #�#$� ! �� &� ��%�$	�& �L
$�$!�8$(� $�(8(	$�  !�8 	#$(��$&��� !�#$!� �
F(��  5��(%(�
� %F�<	�!(�: �$�! �E&����5	�$	�! �#�&$���5	��& 	�$& !���!�%(#(�#$�8 	#$(��$&��� !�(�
&&$��
 	#(�
! �&$��$	�� �! �$& !�G�! �#$ !�	$ ��5	��	��� !�(	�!(�
E���$	�$%$	�$��& 	#$���(%(�8 & �L
$�! �
�
F$&5 �$�#$8&$	# �#$!�
$!(��$	��$	#(�$!�8$(��&�	 !%$	�$��!
$�(�#$�L
$�! ��
F$&5 ��(! 8 �! �
�& 	#$�#$E(&% ��(	$�L
$�$!�% �$&� !�
E&$�$	�! �8 &$#���%8!�� 	�$E
$&'(��%8(&� 	�$�L
$�$�
#$F$	��(	�#$& &�$	�$!�#�$7(�8 & �L
$�! ��
F$&5 �	(�E !!$��

�
O� )���)���
���
�

e�f� ��%� ?'11A@�� �$�(%%$	#$#� .& ����$� ��%J�.J&��1�� �!(F !� <
�T!�	�� (E� �
F% &�	$�
.�8$!�	$����&
��
& !��$��	�#
$��(�V��:�'$%8$& �
&$9V��:�.&$
&$���$���(&T$�%$&�� ��
0��(F$&�'11A��

e'f���(&T�	���������'(� 	(������� ?'11�@��EE$���(E� �	�$&	 !9$H�$&	 !�8&$
&$�(	� �:$��!(F !�
F
�T!�	�� (E� 8�8$!�	$�� .&(�$$#�	�� &�&�� �	'��(	E$&$	�$� (	��(%8
� ��(	 !� &!
�#�  	#�
�(!�#��$�: 	����?�#��-�J��< �:$@���!$��$&��

eDf�&G&�!$����0�� G��(!!F$&������ ?'11>@�� 		E!
$	�$�(E�.&$
&$� �	�.�8$!�	$��$��	�[��EE$����$�
�H� !�&(&�$��0���'11>J�A>1'��'C�:� 		�$&	 ��(	 !��(	E$&$	�$� (	�0EE:(&$��$�: 	���
 	#��&������	��	$$&�	����
	$��'J�A��'11>��V !T�#�T����&$�� ��

eCf���:
88������<G&	$��<�W���� �(��������� &��	��������0!�8: 	�������� �(	(�:�$�����G�� �:�$��
��� ?'11�@�� .�8$!�	$� 
	F
&� !� F$: ��(
&� �	� !(($�  	#�� 0���'11�JB'>C'�� '>�:�
		�$&	 ��(	 !� �(	E$&$	�$� (	� 0EE:(&$� �$�: 	���  	#� �&����� �	��	$$&�	��� V %F
&�(��
�!$% 	� ��

e>f����+���%����.���&�	��$��!$%$	��.&(�& %�����+��		���� 	(	F
&���.���,����
e�f� W&(�:���� G� V(
!FG�� �� ?�BB"@���(�!� %$�: 	���.&(8$&�G� �: & ��$&�' ��(	�  	#�  	 !G��

8&(�$#
&$��,	��$&��G�(E�0HE(&#���$�	(�,	�#(��

MSM-48       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�����
�����G)
��7�?��)
��������������)�����
H��������)����)���
�������)�����

�
Q�������������4��
����������������
:��-�/� ��-�&I1%�� �/�%�
/1��/��-I.*��3��
�$8 &� %$	�(�#$��$�I	�� ��,	��$&�# #���%5	�<(!5� &��
�8 &� #(�"B111��� & � ��1"1J���� & � J%$	$'
$! ��
�������8����;���8���:�����
/�� �*I1�.&��*)��-�/�%�
& �
!� #�#$��&L
��$��
& �G�,&F 	�%(��,	��$&�# #��$	�& !�#$�%$	$'
$! ��
�8 &� #(�CA��B��� & � ��1C�J���� & � ��%$	$'
$! �
Q��2�)�.����
:��%���./3I1%�� �/�%�
		���
�(�#$�� �$&� !$�G��(#$!(���&
��
& !$��,	��$&�# #��$	�& !�#$�%$	$'
$! ��
�8 &� #(�CA��B��� & � ��1C�J���� & � ��%$	$'
$! �
�
�
)���.��+��-�� ���  �*� %�6���*� &��� �%�*� �-�  �*� �*)�./).��*� ��� %�%���-�� �*�  �� &2������ ���
&��)�-*�4-��������� �/�%&��)�%��-)��3�*/��� �*)��& /*)�/���� �%�)���� �6��� �*����/)�*����/��1�*�
/ �%/)�/�*� D.�� ���%/*� ��� /����� �*�.��0�*� /2/ �/�*� &��� �� �)�/�4-� � )���-�  �*� &��&������*�
%�//-�/�*���#-��*)��)����:��*��&��*�-)��.-��*).����-.%2��/���7&���%�-)� �*����� ���-� .�-/������
/��1�*� �%���-)� �*� /3��-)��� �.%����� 6� )�%&���).��0� *�����  �� &��)�-*�4-� ��� %�%���-�*�� #-�
&��%���  .1���� *�� � ������ .-� %��� �� -.%2��/�� ����-)���� � � �*).���� ���  �*� ���//��-�*� �-�  ��
�*)�./).��� �-)�� /��1�*� ��� 3��-)�� �*)/)�/�*�� )�%�-��� �-� /.�-)��  �� 3�*/�� �*)�& �*)�/����� �� �
%�)���� ^� 6� /�-� %���*� �� .-� �-/ �*�*� )��-*�)����� &���� *�%. ���  �� &2������ ��� &��)�-*�4-��
���/��-� %�-)��� *�� �*).���� �7&���%�-)� %�-)�� � � /�%&��)�%��-)�� 3�*/��� �*)��& /*)�/�� �� �
%�)���� �&����  ���:�/./�4-����  �*��-/ �*�*� -.%2��/�*����������� *.&�*�/��-�*��-�� �%��� ���� �
%�)���� ��  �*� �:.*)�*� -.%2��/���7&���%�-)� �*� ).3����-� /���)�*� ��*/��&�-/��*�� &����  �*�
������-/��*� �.���-�  �� *.��/��-)�%�-)�� ��:�*� /�%�� &���� 3� �����  �� 1��%�)�2�� 6�  ��%�)��� �12��
.)� �0����&���� ���:�/./�4-��� ��-/ �*�*������
�
����9���������>�'$	($�&
��
& ��.&$�$	�5	��%��($! �(8! ����# #���<�(#(�#$!�$!$%$	�(�
E�	��(�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+� 
��)�����
H��
�
� �	�&$�! �& �
!� #�#$��&L
��$��
& �G�,&F 	�%(�?&�,@�G�$!�		���
�(�#$�� �$&� !$�G��(#$!(�
��&
��
& !$� ?	���@� #$� ! �,	��$&�# #��$	�& !� #$�%$	$'
$! � $� !!$� �  � � F(�
	� $�
#�(� L
$�
8$&%�� � 8&$#$��&� ! � 8<&#�# � #$� 8&$�$	�5	� $	� $�&
��
& � #$� %$%F& 	 �  	�$� �(	#���(	$�
�!�%I��� ���$#� 	�$� 
	�%(#$!(� $�&
��
& !�� $H8!�� #(�  � #$� !!$� $	� e��'f�� $� $;$�
� � $!�  	I!���
$H8$&�%$	� !��G� ��& �<�#$��%
! ��(	$�$	�$!$%$	�(�E�	��(�$�!!$� � �� F(�$!� 	I!���	
%<&��(��
�!�8&�%$&�8 (�#$� ! �$;$�
��5	�#$!�%(#$!(�	
%<&��(�$�
	�  	I!��� $�I���(�L
$� �&� �8
	�(�#$�
8 &��# � 8 & � $!�  	I!��� #�	I%��(J�& 	��(&�(� L
$� �%
!$� ! � &$! ; ��5	� #$� ! � $�&
��
& �� � �
$�&
��
& � �$�
#� &�$�
	�8 & F(!(�#$�:�8$&F5!��(��
G �E(&% �$�%
$�& �$	�! �&�������
�

�
&��
& ��J��&
��
& � �$�
#� &6�8 & F(!(�#$�:�8$&F5!��(��

�
� �!�(F;$���(�#$!�8&$$	�$��& F ;(�$�$� !
 &�! �&$8
$� �#$�! �$�&
��
& � 	�$�� &� �$�I��� ��
�	���� �#$�$(��$�$;$�
� 	�!(� 	I!����(	�%(#$!(�#$�% �$&� !��	#$8$	#�$	�$�#$!���$%8(�?�	�
$E$��(� ���((@���#$%I� $� 8! 	�$ � 
	� %(#$!(� ���($!I���(� L
$� 8$&%��$� 8&$#$��&� ! � �
&� �
$E
$&'(J#$E(&% ��5	� 	�$�#���	� ��$!(��# #$�#$�#$E(&% ��5	���
� � ��$!(��# #�#$� 8!�� ��5	�#$�� &� �$	�!(�$	 G(�&$ !�' #(�$	�$!�	����8$&%��$�$��% &�! �
�$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�#$�! �E�F& �%I�(!���� # ���$� :5�$�#$�$&%�	 �! ��
&� �#$!�% �$&� !�
?�	#$8$	#�$	�$� #$!� ��$%8(� 8(&L
$� $� E�; � ! ��$!(��# #� #$� #$E(&% ��5	@�  � $&� �	�&(#
��# � $	� $!�
(E�W &$���$��(%8 & 	�!(�&$
!� #(�	
%<&��(��(	�!(�(F�$	�#(�$	�!(�$	 G(�%$	��(	 #(��
�
6+ ����������)���
��������,�
�����������)
���
�
� ���
�$	#(� ! �%$�(#(!(�5 � 8&(8
$� � 8(&�<!$� �)�� �� eDf��  8!�� # � �	��� !%$	�$�  � �$;�#(� #$�
	G!(	�G�$H�$	#�# � ��$;�#(� &L
��$��5	��(�eCf��$��(	�&
G$	�! ��&IE�� �$E
$&'(J#$E(&% ��5	�
8 & �$!�% �$&� !� �� &� ��$!(��# #$�#$�#$E(&% ��5	�?&����'@���$5	�eCf�%
$�& ��(	�% G(&�#$� !!$�
$!� 8&(�(�(!(�#$� !(� $	 G(����$	#(�
	�% �$&� !��(%8
$�(�8(&�
	� �$;�#(�� $� #$� &$ !� &�L
$� $!�
�(%8(&� %�$	�(� ��& ���5	�$�%
G��%�! &�$	�! �#�&$���5	�#$�! ��& % �G�! �
&#�%F&$�eCf��

�
$�(��$�K	�! �%$�(#(!(�5 �$� F!$��# �8(&�<!$��$� ;
� 	�$� ��
&� � �! ��L��?�@�
�

������������������������������������������������������ ���������������������������������������������?�@�
�

#(	#$�|�$�$!�$E
$&'(��	�$	�$&�!��}�$�! �#$E(&% ��5	��	�$	�$&�!� �$�! ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	��
. & � (F�$	$&� $� � $H8&$�5	� $� $� F!$��$&(	� %K!��8!$� � !(&$� #$� #$E(&% ��(	$�� #$� #(	#$� $�
#$�$&%�	 &(	� !(� $E
$&'(� 8 & � #���	�(�� !(&$� #$� & 8�#$'� #$� #$E(&% ��5	�� �(	�&
G$	#(�  5�
�&IE��(� �(	� $;$� (&#$	 #(� !(� &5�%��(���� � �&IE�� � &$
!� &(	� $&� &$�� �� �
G � 8$	#�$	�$� $�
#$	(%�	 �%�� G� 
� �(&�$� �(	� $!� $;$� |� $� #$	(%�	 �����$� 8
$#$� (F$&� &� L
$� $� � $H8&$�5	� $�
 ;
� � F � 	�$� F�$	�  !� �(%8(&� %�$	�(�  � �& ���5	� #$!� % �$&� !� eCf�� �$� ! � %�% � E(&% �� $�
#$�$&%�	5�$!��(%8(&� %�$	�(�#$!�%5#
!(�#$�.(�(	�� �. & �� !(&$�#$�#$E(&% ��5	�$	�$!�& 	�(�
#$�!(�$	�(	�& #(�$	�! �%$%F& 	 ��$!�%5#
!(�#$�.(�(	�$���K � !&$#$#(&�#$�1�'>��

�

MSM-50       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
&��
& �'J��(%8 & ��5	�$	�&$�! ��
&� �$E
$&'(J#$E(&% ��5	�#$�! �
&#�%F&$�8 & �#���	� �

�$!(��# #$�#$�#$E(&% ��5	��$	�e�9f��
�

� �
@+ �������,�
�
�����)����)�����)������������
�
����
�

. & �$;$�
� &�$!� 	I!����$�$�(�$�$!�(E�W &$��	G��%I�$8$�5E�� %$	�$�! ��$&�5	��.����
�!�%(#$!(�$�I���(��	��� !�$��&$ ��(% 	#(�$	��
$	� �! �$;$�
��5	�8(�$&�(&�#$!� 	I!����& 	��(&�(�
L
$� �%
!$� ! � &$! ; ��5	� #$� ! � %$%F& 	 �� $	� $!� (E�W &$��	GJ����+���� ��$!�  	I!��� $�
	$�$�� 	�(F�$	$&��&$��&IE�� 6��$	�5	�$	�!(� 8(G(� �!(�$H�&$%(�#$�! �#�&$���5	���?�5	� � �
: �� � &&�F @�� $	� ! �#�&$���5	�'� ?�5	� � �: �� � F ;(@� ?&�����@� G� ! �#$E!$H�5	� $	� $!��$	�&(�#$� ! �
$�&
��
& �$	�E
	��5	�#$�! �� &� �#$���$	�(�?�%
! # �%$#� 	�$� 8!�� ��5	�#$�8&$�5	@���
�
@+$� ����������.�������������������
�

�$� &$ !�' 	� !(�  	I!��� �(	� %(#$!(� �	#$8$	#�$	�$� #$!� ��$%8(� ?�	� $E$��(� ���((@���$�
8! 	�$ �
	�%(#$!(�$! �(J8!I���(��(�&58��(��#$F�#(� �L
$�$!�% �$&� !� #$%I�#$�$&����($!I���(�
$��(%8(&� �#$� E(&% �$! �(8!I��� �� & '5	�8(&� ! ��
 !� $�#$	(%�	 �A���(J$! �(J8!I���(B� e>f����
�$�!(�%(#$!(�$! �(8!I���(�#�8(	�F!$�$	�$!�(E�W &$��	G��.���$�$�(�$�$!�%
!��!�	$ !�
�(�&58��(�?�	�0@�eAf�#$F�#(� �L
$�$�$!�%$;(&�8 & ��%
! &�$!��(%8(&� %�$	�(�8!I���(�e'f���

. & �! ��
&� �#$!�% �$&� !� ��	�&(#
��&�$�
��!�' �! ��L��?�@���(	�#$& 	#(�L
$��(# �! �E�F& �
#$�! �%$%F& 	 �$�#$E(&% 	�
	 �%�% � ����!�%(#$!(�$�&
��
& !�#$!�	����$�� 8 '�#$�: �$&�
	�
���!(�#$�� &� �G�#$� &� �$	���%�	
�(�� !(��
 !� �%8!�� �
	 ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�(F&$� ! �
E�F& �%I�(!���� # 6�! �L
$�� 	�$	�! �#�&$���5	��5	� � �: �� � &&�F ���

�
.

�
&��
& JD6��8&(H�% ��5	�#$�! ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�$	�! �'(	 ��5	� � �: �� � &&�F �#$�! �

%$%F& 	 �%$#� 	�$�$%$; 	' ��(	�! ��
$&# �� &� # �$	�$!�%$#�(�
�
'(% 	#(��(%(� 8&(H�% ��5	�
	� 	I!���#$�! �#$E!$H�5	�$	�
	 ��
$&# ��(%(�$!�%(�& #(�$	�

&����Di�G��$	�$	#(�! �#$E!$H�5	��	��� !�?1��>�e%f��L
$�$�! �%�� #�#$�! � !�
& �#$�! �%$%F& 	 @��! �
E�	 !�?1��A>�e�%f@�G�$!���$%8(�L
$�� &# �$!�� %F�(�#$�#$E!$H�5	�?D1�$�
	#(@��$�#$�$&%�	5�L
$�
! ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�$	�! �'(	 �%I�(!���� # �$� �V�"�'"�J>�e�9f���
$�(�$��	�&(#
�$�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-51



$� ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�$	�! ��L�� ?�@�8 & �8&$#$��&� ! ��
&� ��%(�& # ��(	�$!� ;
�$�#$�! �
#$� &� �$�K	�$!�%(#$!(��	�0�$	�! �&����C��

�
�

�
&��
& JC6��&IE�� � ��& ���5	� ��	�&(#
��&�$	�$!�(E�W &$��	G�G�%(#$!(�#$�! �#$� &� �

� �
@+6� ���.������&�.�������
�
� . & �! �%$%F& 	 �$�$%8!$ 	�$!$%$	�(��V�����"����& F ; 	#(�$H�!
�� %$	�$� ��& ���5	��
G� 8 & � ! � �
 G � #$� F(&#$� $� $%8!$ 	� $!$%$	�(� �	�-� �1�� � %F�<	� � 8 �$� (! %$	�$� #$�
(8(&� &��$	�5	���!�% !! #(�#$F$�$� &��(%8
$�(�(! %$	�$�8(&�$!$%$	�(��
 #&�!I�$&(��G �L
$�
 
	L
$�!(�$!$%$	�(��V�����"���&� 	�
! &$�E
	��(	 	�F�$	�$	�$!�%(#(�%$%F& 	 �eAf��	(�(	�
&$�(%$	# F!$�$	�$!�$!$%$	�(��V������D�eAf�� �$&�
��!�' #(�$	�
	�$�$	�
 !� 	I!���#�	I%��(�
%$#� 	�$��	GJ����+�����!�% !! #(�	(� $�:�'(� $H�$�� %$	�$� &$E�	 #(� �(% 	#(�$	��
$	� �
(�& � 8
F!�� ��(	$� e"f�� � (F�$	�$	#(�  5� C'>� 	(#(� G� C>A� $!$%$	�(� ?DBD� ��8(� *��  � G� �C� ��8(�
F && @��
�
@+@� �3������4�����������*����������������9�����&��Q�����4��������:������
�
� �(F&$�! �$�&
��
& � �$�
#� &� ��K 	�#(���8(�#$�� &� �%$�I	�� 6�? @�8 & �! �8&$�$	�5	�$�
$� F!$�$��(%(�$	�& # �
	 �#��&�F
��5	�#$�$E
$&'(�
	�E(&%$�#$���'>�e�. f��F
� 	#(��(%(�
%$� �!(�& &�
	 ��$	�5	�$	�!(� 8(G(�#$�C11�e-�Ef��L
$�$�! �8&$$	� # �8(&�$!�F 	�(�#$�8&
$F �
#$!�	���� !�%(%$	�(�#$�&$ !�' &�!(�$	 G(i�?F@�! �� &� �#$���$	�(�(	� 8!�� # �$	�$!�F 	�(�
$	� E(&% � #$� 
	 � 8&$�5	� 
	�E(&%$�� L
$� � � #$#$� 1J�"1� e. f�� #$� E(&% � L
$� $�  8!�� � (F&$� ! �
$�&
��
& �: � � !� 	' &���1�e-�Ef�#$�E
$&' ��$&��� !���$�$� F!$�$	� 8(G(��%8!$�$	�! �;
	� �
#$�! ��$	(& ��(	�$!�% &�(����
��������!�  	I!��� �(	� � #$� #(� 8 &�$6� #$�$&%�	 ��5	� #$� ! � 8&$�$	�5	� G�  8!�� ��5	� #$� � &� � #$�
8&$�5	�� �$� �(% 	� $	� �
$	� � !(� �& 	#$� #$8! ' %�$	�(� ?����0��0�@� G� #$F�#(�  � ! �
$	�F�!�# #� #$� ! � &���#$'� �(	� &$8$��(�  � !(� #$8! ' %�$	�(�� $� 
��!�' � 8 & � ! � &$(!
��5	� $!�
%<�(#(��.  ��$W�(	�� 8:(	���$�$�(�$�
	��&��$&�(�#$��(	�$&�$	�� �$	�F $� �! �E
$&' �eC�"f���
��������!� 	I!��� �	�&$%$	� !�	(�$�$� F!$�$�8 & �! �#$�$&%�	 ��5	�#$�! �8&$�$	�5	� eC�"f��8$&(�5�
8 & �! � 8!�� ��5	�#$�! �� &� �#$�8&$�5	��� ��(	�$&�$	�� �!!$� � !&$#$#(&�#$�'1���$& ��(	$�8 & �
#$�$&%�	 &�! �8&$�$	�5	�#$�! �%$%F& 	 ��G�$	�&$�>1�G��11�8 & ��%
! &�$!�$E$��(�#$�! �� &� �#$�
8&$�5	��
�
C+� )����������5�	��
���
H���?��)
�������
�
��������(%(�$�%(�&5� 	�$&�(&%$	�$��$�#$�$&%�	 &(	�	
%<&�� �G�$H8$&�%$	� !%$	�$�! ��&IE�� �
#$�! ��$	�(	$�$	�!(� 8(G(�?#�&$���5	��6�&�������i�#�&$���5	�'6�&������'@� 5��(%(�! �#$E!$H�5	�
?&���� A@� $	� E
	��5	� #$� ! � � &� � #$� 8&$�5	�  8!�� # �� �$� :���$&(	� �1� $	 G(� $	� $!� %(#$!(�
$�&
��
& !��� �#�E$&$	�� �%IH�% �&$8$��(� !� ;
�$�$	�%5	�%(��
 #& #(�#$�! �# � �(	�#$!�

MSM-52       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�1��T�8 & �! ��$	�5	�$	�! �#�&$���5	����A�AT�8 & �! ��$	�5	�$	�! �#�&$���5	�'�G�'B��T�8 & �! �
#$E!$H�5	�$	�$!��$	�&(�#$�! �%$%F& 	 �� ��
	L
$�$� �K!��% �#�E$&$	�� �8 &$'� � !� ��$�8&$$	� �
8 & �� !(&$�F ;(�#$�� &� �#$�8&$�5	�8 & �!
$�(�#�%�	
�&��(	�#$& F!$%$	�$�� #$%I�! ��
&� �
	
%<&�� �$�$	�
$	�& �� ��5	�$�& %$	�$�#$	�&(�#$�! �#�8$&�5	�#$�! �# � ��
�

�
&��
& J�6��(%8 & ��5	�	
%<&��(J$H8$&�%$	� !�#$�! ��$	�5	�$	�! �#�&$���(	$���?&�������@�G�'�

?&������'@�$	�E
	��5	�#$�! �� &� ��$&��� !� 8!�� # ��
�

�
&��
& JA6��(%8 & ��5	�	
%<&��(J$H8$&�%$	� !�#$�! �#$E!$H�5	�$	�$!��$	�&(�#$�! �%$%F& 	 �$	�

E
	��5	�#$�! �� &� ��$&��� !� 8!�� # �
��
� � � E
$	�$� #$� #�E$&$	�� � (	�� &� # ��� � 8&�	��8 !� $� $!�%(#$! #(� #$!�% �$&� !��� #(� 
�
�(%8(&� %�$	�(����(J$! �(J8!I���(��! ��$!(��# #�#$�#$E(&% ��5	�$�#���	� �$	��(#(�!(�8
	�(�
#$�! �%$%F& 	 � �#�E$&$	�� �#$�! �
8(���5	�:$�: �#$� ��(	� 	�$��.(&�(�&(�! #(��! �8! ����# #�
	(� $� �(&&$�� %$	�$� %(#$! # � 8(&� ! � E(&%
! ��5	�  
%�# � �(	� $!� (E�W &$� eCf���!�  
%�&$�
�(�&58��(��! �&���#$'� ��(&�$�� %F� ��(	�#$& F!$%$	�$��(	�&$8$��(� �!(�� !(&$�&$ !$�eC��f��
� �#$%I��
	 �#$� ! � 8&�	��8 !$�� & ��$&5��� � #$� $�$� ��8(�#$�% �$&� !� $� L
$� $!� $� #(�#$�
$E
$&'(� $	� 
	� 8
	�(� # #(� � %F� � �(	� 	�$%$	�$� �(	� $!� ��$%8(� $	� E
	��5	� #$� ! � � &� �
 	�$&�(&$����(�$�$��#$	�� �$	��& F ;(��(%(�$!�#$�� ��(�eBf��#(	#$�$��$��5%(�!
$�(�#$��	� ! &�
! �%$%F& 	 �$!�% �$&� !�8�$&#$�&���#$'��(	�&$8$��(� �
�$� #(�(&���	 !�����$�:$�:(��$	�$!�%(#$!(�
#$!�	���� !�%(%$	�(�#$��	� ! &�$�!!$�5�! �� &� �$	�!(� 8(G(� �>11�e-�Ef��$	�� &� �$% 	 �
! �%$%F& 	 �$�&$! ;5�: � �!(�C11�e-�Ef�(F$&� #(� !�&$ !�' &�!(�$	 G(���E$���� %$	�$��$�
$��#$	�� �L
$�! �$�&
��
& ���$	$�%$	(&�&���#$'�L
$�! � &&(; # �8(&�$!� 	I!���	
%<&��(���(�5!(�
8(&L
$�! ��$	�5	�$	�! �#�&$���5	���	
%<&�� �$�% G(&�L
$�! �$H8$&�%$	� !���	(�� %F�<	�8(&L
$�
%�$	�& �%I�F ; �$ �! �&���#$'�#$�! �%$%F& 	 �(�#$!�% �$&� !�! �%5	�% ��$	�5	�$	�! �#�&$���5	�
'�$� !� 	' � �
	 �% G(&�� &� � 8!�� # ��� !��(%(�$�(F$&� �$	�$�$�� (��.(&�(�&(�! #(��! �� &� �
#$� 8&$�5	� $�  8!�� �  8! � 	#(� 
	� �(!�:5	� #$�  �&$� (F&$� ! � $�&
��
& ���	� ��$&�(� �	� 	�$� $!�
�(!�:5	�8$&#5 � �&$�!(��
 !�8(#&5 �: F$&� !�$& #(�! �:(%(�$	$�# #�#$�! � 8!�� ��5	�#$�! �8&$�5	���
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-53



�E+� �������
�����
�
�!�$&�� 8 '�#$�8&$#$��&��(	�
	� �$8� F!$�% &�$	�#$�#�E$&$	�� �! ��$	�(	$�$	�!(� 8(G(��! �
�$	�(	$� $	� ! � �
 G � G� ! � #$E!$H�(	$�  	�$� � &� � #$� 8&$�5	��  K	� �(	� ! � �& 	� � 	��# #� #$�

8(���(	$�:$�: �(F&$�$!�% �$&� !i�$��(	�#$& �L
$� !��%8!$%$	� &�
	 �&$ ���5	��(	���
��� �
%I�  #$�
 # � 8(#&5 	� (F�$	$&$� &$
!� #(� %
G� �(	E� F!$� 8 & � $!� (F;$���(� E�	 !� #$� ! �
�	�$��� ��5	�� L
$� $� $!� $�
#�(� #$� ! � &$! ; ��5	� #$� ! �%$%F& 	 ���$� &$�(%�$	# � �	�$��� &� #$�
% 	$& � $E$���� � $!� $� #(� #$� #$E(&% ��(	$� $	� ��$&�(� 8
	�(� �(%(� (�& � E(&% � #$� � !�# &� !(�
&$
!� #(�� �� 8$ &� #$� !(� $H8&$ #(� 8(&� . 
!$���� e"f�  �$&� � #$!� % !! #(� #$� ! � $�&
��
& �� $�
&$�(%�$	# � &$ !�' &�
	�  	I!��� #$��(	�$&�$	�� �#$�% !! #(� 8&(�$�: 	#(� ! �#�8(	�F�!�# #�#$�
&$
!� #(�$H8$&�%$	� !$���
�� �

���'����(��)����
�
� .(&�! �,���<��� !��<�	��(�V$	&G��58$'�G� !�.&(E���
� �(��(#&5�
$'�8(&�
��(! F(& ��5	�$	�
!(�$	 G(�%$�I	��(�(F&$�$!�% �$&� !��
�
)���)���
���
�

e�f��d� �		�F !!$�� ���� �(%$&(�� ��� �.)�%�)�0�/�4-� ��� .-� ��-/�� ��� �-*�6�*� &����
)�-*��*)�./).��*�� �(#$!(� �(%8
� ��(	 !$� $	� 		�$	�$&5 6� �$ &&(!!(� �(�$#((� G�
�8!�� ��(	$��'1�1��%��	��88����JAB�J���J"C��
�

e'f��d� �		�F !!$�� ��� �.)�%�)�0�/�4-� ��� .-� ��-/�� ��� �-*�6�*� ��� )�-*��*)�./).��*� &����
��� �0��� &�.���*� ��� )�%&���).��� 6� �.%������ '$�� #$� �& #(�� & �
!� #� #$� 		�$	�$&5 ��
,	��$&�# #��$	�& !�#$�%$	$'
$! ��%$	$'
$! ��'1�1�
�

eDf�<!$�� ��i� �(W �T��� W�� G� '(
& F��� ���� �H8$&�%$	� !� �
#G� (E� �:$� �G�!��� ���(J$! �(J
8! ���� F$: ��(
&� (E�  � 8(!G %�#$� E�F&$� �& 8�� $-)��-�)��-� � ��.�-� � ��� (� ��*� �-��
()�./).��*���(!��C���88��'�BDJ'A1>��'11B��

�
eCf��$5	��������#��/)�*�/ �%/)�/�*�*����� ��&��)�-*�4-�����*)�./).��*����%�%���-���'$��#$�

�& #(��,	��$&�# #���%5	�<(!5� &��%$	$'
$! ��'1���
�

e>f�- �(�� ��� G� +(:�	(�� '��� ��%
! ��(	� E(&� �	�&(#
��	�� �$	�(	� �	�(� �
&�$� %$%F& 	$�
�(	�#$&�	��F(�:�(E� �:$��
���	��8 ��$&	�%$�:(#� 	#����(J$! �(J8! �����: & ��$&�����(E�
�:$�E F&��+� ��/����-1*����)���$�((�(6%&�*�.%�8�1�6��#==<��'.1C���'11���

�
e�f�<&�#�$	��<i��(!�	���.�i�. ��$&(	����i�� W(	�����G�V(�$�����Y	%8(&� 	�$�(E�% �$&� !�

8&(8$&��$� �	� E F&��� �&
��
&$� #$��	� q�  	 !G�Y�  ��/����-1*� ��� )��� $�((� (6%&�*�.%�
�� �-/���#==L��'11B��'�"1J'�B'��
�

eAf��-*6*�.*��p*�%�-.� �������3�*��-�<#���W 	(	��	 !G���G�$%�	.��		���,������'11B�
�

e"f�. 
!$���������0����*)4������-/ �*���� ��:�)����*�#*)�.).��*���)�*���*��,	��$&�# #$�#$�
�](�. 
!(��<& �!��'11D�
�

eBf�� ��(��+����(# ��'���-
&(T���&�� G�� ��(:�������	� $H %8!$� 	#� �	� !! ��(	�(E�%$%F& 	$�
�&
��
&$� FG� �	��� !� :��:J!$�$!� 8&$�&$+�  ��/����-1*� ��� )��� $�((� (6%&�*�.%� 8�1�6��
#==<��'.1C"��'11���

MSM-54       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�����
���������)���
������)���	�)���������)��������)����)�����
����������)���)��
���

�
�9������������
����������������
��� X-�1.���I6������*�
/1��/��-I.*��3��
,	��$&�# #� ��%5	� <(!5� &�� �$8 &� %$	�(� #$� �$�I	�� �� �8#(�� "B111�� � & � � �1"1J���
%$	$'
$! �
�
)���.����3���*)�./).������)�%�����-)�������.-����-)�� ������� 2/)��/���*)/�/�-���%����&���
.-�*�*)�%�����/�%&.��)�*�D.��/�-)�� �� �*��1.�*����.-��%�� *���*��-����*2�� �&��-/�&� �� �%�-)��
��� *�1.������ ��� .-�� ��&��*��� �.�-���  �*� -�3� �*� �� � �%�� *�� *�-� �.%�-)���*� &���./)�� �� �
�-/��%�-)�����  ����%�-����-��12)�/����� .-�� ��1�4-�&.���-�&���./��*�������%�/��-�*� �-�  �*�
/�%&.��)�*��#-��*)��)����:��*��&��*�-)��.-��*).����-.%2��/���%& ��-���� �%2)������ �� �%�-)��
��-�)����-�&��%��� .1���&�����3� .���� �/�%&��)�%��-)���*)�./).�� ����.-��/�%&.��)������� ��-�
/�*�� �*)/)�/�� *�%�)���� �� /��1�� �����*)/)�/��� ��)�-��-��� �*2� D.�� � � &��%��� &�*�� &���� � �
��%�-*��-�%��-)�� ��� .-�� /�%&.��)�� /�-*�*)�� �-� ��)��%�-���  �� /��1�� �����*)/)�/�� �/).�-)��
*������ �*�*)�%��6�D.��.-�3� ���%/7�%���*)�%����&����2*)���*� ���D.�3� �-)���� ��/�)��%/7�%��
�� �-�3� ��� ��%�� *���#-�*�1.-��� .1����*����� �0��.-��-/ �*�*�&���%2)��/��/�-� ����-� ��������
�%& ���� ����1���0�/�4-� �-1�).��-� �6�)��-*3��*� �*����� ��/�%&.��)��6�*��%.�*)��� ���-� .�-/���
D.�� 2*)�*� )��-�-� *�����  �� ��1���0� ���  �� /�%&.��)���  �1��-��� �*2� ��*%�-.���  �*� �����%�/��-�*�
)��-*3��*� �*� 6� ��� �*)�� ���%�� ��)�-��� .-� %�:��� ��*�%&�;�� 6� �.%�-)���  �� /�-����� ����� �� �
*�*)�%����
�
����9���������>��$E(&% ��(	$���(%8
$&� ���!$%$	�(�E�	��(��� &� �:�#&(�I��� ��
�
$+���
��)�����
H��
�

V(G�$	�#5 � �	��$!�%
	#� !�#$#$�$!�8
	�(�#$���� �#$�*�1.���������&��*���! ��(	E� F�!�# #�
#$!�E
	��(	 %�$	�(�#$�! �$�&
��
& �#$� �(% �G�  !��� #$&(�: 	� �(% #(�
	 � �$	��5	�#$�8&�%$&�
(&#$	�e�f�8(&�!(�8(�$	�� !$�# 7(�L
$�8
$#$	�(� �(	 &�$	�$!�� (�#$�
	 �E !! ��8&�	��8 !%$	�$�
8 & �8&$ �� !�E�� # � #$� !�(� �%8 ��(�8(&� ! ��(	$�
$	�� �L
$�8
$#$	�  � &&$ &���	�%
�:(�
� (� $�(� ��$% � #$� �(%8
$&� � �
!%�	 &(	� $!� 8$&�(#(� #$� ��# � K��!� 8 & � ! � �
 !� E
$&(	�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



#�$7 #(� G� $	� (�& � (8(&�
	�# #$� ! ��(	#���(	$� (&���	 !$� #$� (8$& ��5	�� � !$��(%(�� � &� �
:�#&(�I��� ��E&$�
$	�� �#$� 8$&�
& �G���$&&$��$	�&$�(�& ��(	�%(#�E�� # �#&I��� %$	�$�#$F�#(� �
! �&$ !�# #$� ��
 !$�L
$����$	�� # �
	 �#$�! ��$	�& !$�:�#&($!<��&�� ��8&(#
��(�#$!� 
%$	�(�
#$�! �#$% 	# �$	$&�<��� �#$�� # �&$��5	��'(#(�$�(�$��& #
�$� �� %F�(�$	�! �$�&
��
& �#$�! �
�(%8
$&� ��(	�$!�8  &�#$�!(� 7(��(&���	 	#(� 5�E !! �$�&
��
& !$����8(&�$!!(�L
$�!(���$% �
#$��(%8
$&� �&$L
�$&$	��& F ;(�#$�&$: F�!�� ��5	�8 & �%$;(& &�
�E
	��(	 %�$	�(�G� # 8� &$� �! �
�(	#���(	$� ��
 !$�#$�(8$& ��5	��

�!� 8&$$	�$� �& F ;(� F
� � �	�$��� &� G� #$ &&(!! &� $!� �(%8(&� %�$	�(� #$� ! � $�&
��
& � #$� 
	 �
�(%8
$&� � & #� !� #$� �(% �� #(	#$� ! � � &� � :�#&(�I��� �  � ! � �
 !� $�I� (%$��# � � &�5� 8&(#
��(� #$�
 
%$	�(�$	�! ��(� �#$!�$%F !$���(	�! ��%8!$%$	� ��5	�#$�%$;(& �(�&$E
$&'(�(F&$�! ���� �L
$�! �
�(%8(	$	�8 & �#�%�	
�&� 5� ! �#$E(&% ��(	$�(&���	 # � $	�
�$�&
��
& �G�$�
#� &� ! � �	E!
$	�� �
L
$� <� � ��$	$	� (F&$� !(� #$8! ' %�$	�(� �& 	�$& !$� 8 & � #$� $� � E(&% � !(�& &� 
	� F
$	�
#$$%8$7(�#$�! ��(%8
$&� �& #� !��
�
6+������������������������
�
���
�

� �8&$$	�$��	�$��� ��5	�$�#$���8(�	
%<&�� ��(%8
� ��(	 !��%$#� 	�$�$!�
(�#$��%
! ��(	$�
	
%<&�� ��$%8!$ 	#(�$!�%<�(#(�#$!� $!$%$	�(�E�	��(�8 & �$!�%(#$! #(�#$!�8&(F!$% �	(� !�	$ !��8(&�
%$#�(�#$!�8 L
$�$��(%8
� ��(	 !��8(?(�s����<#�<� e'f��
��!�'I	#(!(�#
& 	�$� �(# � ! �$� 8 �#$� ! �
�%
! ��5	�?8&$J8&(�$ #(&��8&(�$ #(&�G�8(�J8&(�$ #(&@���
�$� $! F(& &I� 
	� %(#$!(� 	
%<&��(� #$� ! � �(%8
$&� � & #� !� �%8!$%$	�$�  8(G # � $	� !(� $H�&$%(�
! �$& !$� ?�'L
�$&#(�G�#$&$�:(@� G� !�F&$� 8 & � !(� $H�&$%(�
8$&�(&� $� �	E$&�(&���(%(� $��(&&$8(	#$�
�(	�! ��(	#���(	$�#$�F(&#$�8 & �! ��
 !$�E
$�#�$7 # � �(&#$��(	�$!�8! 	(�#$�#�8(���5	��$	$& !�
#$� ! � �(%8
$&� � & #� !� eDf� $! F(& #(� 8(&� $!� E F&�� 	�$�� �(	�#$& 	#(� ! � �$(%$�&5 � (&���	 !� #$� ! �
�(%8
$&� �G�! ��(	#���5	�#$��%$�&5 ��

�$�
��!�' &I�
	 � �(%F�	 ��5	� #$� ��8(� #$� $!$%$	�(� 8 & � F&�	# &�
	 � &$! ��5	�  #$�
 # � $	�&$�
8&$���5	�	
%<&�� �G��(�(��(%8
� ��(	 !���	�8&�%$&�!
� &��$!$%$	�(��
 #&�!I�$&(���8(��(	�: ��(	�
$���& #(�#$�!�F$&� #�8(&�	(#(�8 & �%(#$! &�$!�� F!$&(�G�!(�&���#�' #(&$�!(	���
#�	 !$�$H��$	�$��
��$� ��8(� #$� $!$%$	�(� : � �#(�  %8!� %$	�$� 
 #(� $	� $�
#�(� #$� #$E(&% ��(	$� �& 	�$& !$� $	�
�(%8
$&� �$	�(	�& # �$	� ! � !��$& �
& � eCJ>f���!$%$	�(� ��8(�5!�#(�#$E�	�#(� 8(&�#�$'�	(#(��(	�
�&$��& #(�#$�!�F$&� #�?�& ! ��(	$�	(# !$@�8(&�� # �
	(�� �$%8!$ &�8 & �! ���� �8&�	��8 !$��� 	�(�
�$&��� !$� �(%(� :(&�'(	� !$�� .(&� K!��%(�� $!$%$	�(� ��8(� ��� � #$� #(� 	(#(� �(	� $�� �& #(� #$�
!�F$&� #� 8 & � %(#$! &� ! � ��� � &���#�' #(& �  
H�!� &$� 
F�� # � $	�&$� ! � ��� � :(&�'(	� !$�� � �
� &� ��& 	�$& !�$&I� 8!�� # �#�&$�� %$	�$�(F&$�! ��(%8
$&� �#$�E(&% ��& 8$'(�# !�8&(#
��(�#$�! �
8&$�5	�:�#&(�I��� �� 
 # �8(&�$!�	��$!�%IH�%(�#$!�$%F !$�?>C�>1�%��	�%�@��

� �8&(8�$# #$�%$�I	�� �#$!�% �$&� !�8 & � ! ��(%8
$&� ��(&&$8(	#$	� �
	� �$&(�$�&
��
& !�
�(! ���L<P��$L
�� !$	�$� !� �$&(�$�&
��
& !�()�CC�!�?�$8�#8��1''C6�BB"@�% �$&� !�#$��(	�&
���5	�
#$� ! �  ��
 !$� �(%8
$&� � & #� !$�� �(	�#$& 	#(� 
	� �(%8(&� %�$	�(� $! �(8!I���(� �(�&58��(�
F�!�	$ !���$�$�
#� &I	�G�#$%(�& &I	�! ��$(&5 �#$��&F����e�f�8 & �! �$��% ��5	�#$�� &� �:�#&(�I��� �
$	��(%8
$&� � & #� !$� G� ! � �$(&5 �#$�-	 88� eAf� 8 & � $!��I!�
!(� #$� ! � E
$&' � :�#&(#�	I%�� ���$�
$� !
 &I� ! � �	E!
$	�� � #$� $�$� ��8(� #$� � &� � (F&$� $!� $%8
;$� :�#&I
!��(� $	� �(%8
$&� � & #� !$�

%$&��# �$	��(	#���5	�$�I��� ��
�
$�(�� $�(F�$	#&I�
	�%(#$!(� 8 & %<�&��(� 8 &��$	#(�#$!�%(#$!(�	
%<&��(� $E$��
 #(� 8&$�� %$	�$�
8 & �$!�#�$7(�(&���	 !�#$�! ��(%8
$&� ���(	� ! �E�	 !�# #�#$��$	�& &�$!�$�
#�(�$	� ! ��	E!
$	�� �#$�! �
&���#�' ��5	� !(	���
#�	 !� G� �& 	�$& !� G� ! � �(	#���(	$� #$� �(	�(&	(� $	� �(%8
$&� � & #� !$�� �!�
%(#$!(�$&I�� !�# #(�$��	�!
�&I�
	 �	
$� �&���#�' ��5	�$	�$!�� F!$&(�#$�! ��(%8
$&� �& #� !�$H��$	�$�
$	� 
���
��5	� #$� ! �  ��
 !�� . & � $!!(�� 8&$�� %$	�$� $� �(	�&
�&I	� � &�(� %(#$!(� L
$� �(	�$	#&I	�
#���	� ��(%F�	 ��(	$�#$�&���#�' #(&$��� 	�(�!(	���
#�	 !$�?C�����G�"@��(%(��& 	�$& !$�?D��C�����

MSM-56       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



G�"@�� &� 	#(�! �#�%$	�(	$�#$!�8$&E�!�?����)����B��)B@�8 & �� # �� (���(%(�$� 8&$�� �$	�! �&��������!�
8$&E�!�  � 
��!�' &� �(&&$8(	#$�  !� $ 8� ?.$&E�!� �	�0�@�� �(%K	%$	�$� $%8!$ #(� $	� ! � �	#
�&� � 8 & �
&���#�' &�$�&
��
& ��
�#�%$	�(	$�8&�	��8 !$�$�%
$�& 	� ��(	��	
 ��5	6�

bf

tw

tf

hw

l �
&��
& ������%$	�(	$�8&�	��8 !$�.$&E�!�$ 8�?.$&E�!��	�0�@� �$%8!$ &��

�(	#$6�
 �����~��!(	���
#�#$!�8 	$!�#$���� ��
������~�� 	�:(�#$!� ! �#$�! ���� ��
)B���~��$8$(&�#$!� !% �#$�! ���� ��
�B��~�� !�
& �#$!� !% �#$�! ���� ��
)������~��$8$(&�#$!� ! �#$�! ���� ���������������������������
�

�$�  
%$	� &I	� ! � #�%$	�(	$� #$!� 8$&E�!� $ 8� ?' F! ��@� : � � L
$� $� !(�&$� (F�$	$&� 8 & � � # �
%(#$!(�$!�� !(&�#$�#$E!$H�5	�%IH�%(�$	�! �'(	 �#$!�#�	�$!��$!��
 !�	(�#$F$�$&�
8$&�(&� !��	#�� #(�$	�
! �	(&% ��<��[�"""D�e"f��

��%�%(�!(�$E
$&'(�$L
�� !$	�$�8(&��(	���$� !� 	' #(�(F&$� ! ��(%8
$&� �$	� ! �'(	 �
#$!�#�	�$!��	(�#$F$&I	� $H�$#$&� !(�� !(&$� #$�$E
$&'(� 8$&%��F!$�%�	(& #(� 8(&� !(��($E���$	�$�
8 & �$!$%$	�(�$�&
��
& !$�(%$��#(� �E!$H�5	��	#�� #(�$�K	�! �	(&% ��<��[�"""D��
�

��9���$+��$(%$�&5 �#$�!(�8$&E�!$�$ 8��
Perfil IPN bf (mm) tw (mm) tf (mm) hw (mm) I!	 /��@1

100 50 4.5 6.8 75 171

180 82 6.9 10.4 142 1450

240 106 8.7 13.1 192 4250

300 125 10.8 16.2 241 9800 �
�
@+����	��
���
H�������G�������)�����������
�
���
�

. & �� !�# &�$!�%(#$!(�	
%<&��(�$��(	�&
G$&(	�$	�8&�%$&�!
� &��� &�(�%(#$!(�8(&�$!$%$	�(�
E�	��(�� 	�(�8 & �$!�$�
#�(�#$�8! � �8! 	 �G��
&� �� ��	 	#(�#���	� ��$(%$�&5 ���(	#���(	$�#$�
F(&#$�G�#$�� &� ���$�
��!�' &(	�! �$�
 ��(	$�#$�$E
$&'(�G�#$8! ' %�$	�(�%IH�%(�#$�&�� �8 & �
8! � �8! 	 �$�K	�! �!��$& �
& �#$��( &T�G�+(
	��eBf�G�$��(%8 & &(	�!(�&$
!� #(�(F�$	�#(��
. & � 8! � � 8! 	 �� $� &$ !� � ! � �%8(&� 	�� � $	� ! � $!$���5	� #$� �(	#���(	$� �#$ !$� #$�  8(G(��
$%8(�& #(� (� �%8!$%$	�$�  8(G #(�� G � L
$� <�(� �(	#
�$	�  � � !(&$� #$� $E
$&'(� G�
#$8! ' %�$	�(� ��(	�#$& &�8 & �$!�#�$7(�(�%(#�E�� ��5	�#$�
	 �$�&
��
& ��#$���
 !�% 	$& �(�
&&$�
�(	�! � #(8��5	�#$!��&��$&�(�#$�� &� ��F�$	�$ �
	�E(&%$�$	��(# �! �$�&
��
& �(�#��&�F
�# �#$�E(&% �
�& 8$'(�# !��

. & �8! � ��
&� �� !���
 !�L
$�8 & �8! � �8! 	 �$�$��#$	�� �! ��%8(&� 	�� �L
$� !� 
%$	� &�! �
$���5	� #$� ! � 8! � � �
&� � $� &���#�' � ! � $�&
��
& � G� 8(&� $	#$� #�%�	
G$	� !(� � !(&$� #$�
#$8! ' %�$	�(�%IH�%(��. & �! ��(	#���5	�#$�� &� �$	�&$�! ��& 	�$& !�
	�E(&%$�G�! �#��&�F
�# �#$�
E(&% � �& 8$'(�# !�� ! � #�E$&$	�� � $	�&$� !(� &$
!� #(� $� #$� 
	� �1T�� !(� L
$� ;
��E�� � $!� 
(� #$� ! �
�(	#���5	�#$�� &� �&$ !�#$!�� (�$	�$�
#�(��
�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-57



�
C+�����
����
H�����)����������
�

�	� 8&�%$&� !
� &�� $� %
$�& 	� !(� &$
!� #(� (F�$	�#(� #$� ! � �%
! ��(	$� �(%8
� ��(	 !$�
&$ !�' # � $%8!$ 	#(� $!� %<�(#(� #$!� $!$%$	�(� E�	��(� G� 
� &$8$���� � � !�# ��5	�� $E$��
 # �  � ! �
�(%8
$&� �& #� !�(%$��# � !�� (�#$�� &� ��(	�#$& 	#(�� &� �:�#&I
!�� �%IH�% �(�! ��(� �%IH�% �
#$!�$%F !$���	�$�
	#(�!
� &��$�8&$$	� �! �$� !
 ��5	�#$�
	�	
$�(�#�$7(�#$��(%8
$&� �:�#&I
!�� �
$	�
���
��5	�#$�! ��(%8
$&� �$H��$	�$��. & �$!!(��$�$�
#� &(	�! �	
$� ��$�	(!(�5 �G� � 	�$�$	�
$!�#�$7(�#$��(%8
$&� �8! 	 ��#$ !$�8 & �! �'(% �#$�
	 ��$	�& !�V�#&($!<��&�� ��.(�$&�(&%$	�$��
$�%
$�& 	� !(� &$
!� #(�(F�$	�#(�#$!� 	I!���#$�$	�F�!�# #�
��!�' 	#(�$!�%<�(#(�#$!�$!$%$	�(�
E�	��(�� ���:(� $�
#�(� �	#�� � ! � �	E!
$	�� � $	� ! � �(%F�	 ��5	� #$� ! � &���#�' ��5	� !(	���
#�	 !� G�
�& 	�$& !�$	�8! � ��
&� �� !�# #(��8 & � 5�!(�& &�
	� &&$�!(�L
$�8$&%�� � 
%$	� &�! �&���#$'�#$�! �
$�&
��
& � G�  5� #�%�	
�&� !(� � !(&$� #$� $E
$&'(� $L
�� !$	�$� G� #$8! ' %�$	�(� & #� !$� $	� ! �
�(%8
$&� � 8$&%���#(� $�K	� ! � 	(&% � �	�$&	 ��(	 !$� 8 & � $!� #�$7(� #$� �(%8
$&� � :�#&I
!�� �
�	��J��BA1C�e�1f�G��<��[�"""D��

�(� &$
!� #(� #$� ! � 8&�%$& � �%
! ��(	$� �(%8
� ��(	 !$� 8 & � $�&
��
& � #$� ! � �(%8
$&� �
& #� !�$H��$	�$�E
$&(	�!(���
�$	�$6�

(a) (b)

�
�������6+��$8! ' %�$	�(�& #� !$�?%%@�? @�$	�! ��(%8
$&� �G�?F@�$	�$!�#�	�$!��

�
�!�8&�	��8 !�8&(F!$% �L
$�$�8
#(�(F$&� &�E
$�! �$H�$�� �#$E(&% ��5	�$	�! �'(	 �#$!�#�	�$!�#$�

! ��(%8
$&� �?&����'F@��! �L
$��(	�& � # ��(	�$!�8$&E�!�#$���� �#$!�#�	�$!�$%8(�& # �$	�$!��(	�&$�(�
 !� 	' �$	� !�
	(�!
� &$�� !(&$��$&� 	(� �!(�'1�%%��� ��(	$�
$	�� �#�&$�� �#$�$� �#$E!$H�5	�
$�
	 �8<&#�# ��(	�#$& F!$�(�E
� �#$� �
 �8(&�$� �'(	 ���(	�&$8$��(� �! �#��&�F
��5	�#$�$E
$&'(�
$	�$� �'(	 �#$!�#�	�$!��!(�� !(&$�(F�$	�#(�#$�$E
$&'(�$L
�� !$	�$��(	���$�$�I	� !&$#$#(&�#$�
|� %�7�b�#PM��. ��%
G�8(&�$	��% �#$�!(�� !(&$� #%��F!$�|��%�V��"1��. ��G�#$�E!
$	�� �|6�V�'�1�

�. �#$!�% �$&� !�8$&(� K	��	�!!$� &� �&(�
& �? .σ V�C">��. @���(%(�$�8&$$	� �$	�! ���
�$	�$�&����
C�D�

�

MSM-58       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�������@����&�F
��5	�#$�$E
$&'(��(	���$�?�. @�$	�! ��(%8
$&� �& #� !��
C+$�������9���4�������1�������&����3����.���������9��������.3�����������������������+�
�

�!� & 	�(� #$� �	�&$%$	�(� $	� ! � #�%$	�(	$� #$!� 8$&E�!� $ 8� G� ! � � 	��# #� #$� &���#�' #(&$�
!(	���
#�	 !$� G� �& 	�$& !$�� $�
�(� #$E�	�#(� 8(&� $!� � !(&� #$� #$8! ' %�$	�(� & #� !� %IH�%(� G�
$E
$&'(�#$�E!$H�5	�$	�$!�� F!$&(�#$�! ��(%8
$&� � !� 	' #(�$	�! �#���	� ��%
! ��(	$�	
%<&�� �
&$ !�' # �8 & �� # �	
$�(�%(#$!(�� !(��
 !$�	(�#$F$	�$&�
8$&�(&$� � !(� �	#�� #(� $	� ! �	(&% �
�<��[�"""D�G�!(�� !(&$�(F�$	�#(�(	�!(���
�$	�$6�
�

%%>�>=���δ �
@?'11   ��b �

���(	��	
 ��5	�$�%
$�& 	� ! ��&IE�� ��(	� !(�� !(&$�#$�#$8! ' %�$	�(�%IH�%(�G�$E
$&'(�
$L
�� !$	�$��(	���$�8&(#
��(�#$�! ��%
! ��(	$��(%8
� ��(	 !$�&$ !�' # ��

�
(a) (b)

5

6

7

8

9

10

11

3 4 5 6 7 8

� m
ax

(m
m

)

Número rigidizadores transversales

4 rig. longitudinales

6 rig. longitudinales

8 rig. longitudinales

160

180

200

220

240

260

3 4 5 6 7 8

� m
ax

(M
P

a
)

Número rigidizadores transversales

4 rig. longitudinales

6 rig. longitudinales

8 rig. longitudinales

�
�������C+�? @��$8! ' %�$	�(�& #� !�?%%@�G�?F@��E
$&'(�$L
�� !$	�$��(	���$�?�. @�$	�#�	�$!�#$�
! ��(%8
$&� �8 & �
	�.$&E�!�$ 8�K==��
�

�$�!(�&$
!� #(�(F�$	�#(�$�8
#(��(	� � &�! ��	E!
$	�� �L
$���$	$�$	�$!��(%8(&� %�$	�(�#$�
	�
��$% �$�&
��
& !��! �8&$$	�� �#$�&���#�' #(&$��8
$�$�8&(#
�$�
	 �#�%�	
��5	���	�E�� ��� �$	�! �
% �	��
#�#$�!(�#$8! ' %�$	�(�G�$�% 	�E�$� �! �#��&�F
��5	�#$�! �� &� �$H�$&	 �#$�E(&% �& ��(	 !�
$	�&$� !(� &���#�' #(&$� L
$� 8 &����8 	� $	� $!� ��$% �� �� %$#�# � L
$� $� � &�5� ! � � 	��# #� #$�
&���#�' #(&$�� � 	�(� !(	���
#�	 !$� �(%(� �& 	�$& !$� $	� 
� #���	� � �(%F�	 ��(	$� ?&���� C@�� $�
$��#$	��5��! & %$	�$�! �#�%�	
��5	�� 	�(�8 & �!(�#$8! ' %�$	�(�& #� !$��(%(�8 & �!(�$E
$&'(�
$L
�� !$	�$��(	���$��: � � !� 	' &�! ��(%F�	 ��5	�58��% �#$�"�&���#�' #(&$�!(	���
#�	 !$�G�"�
�& 	�$& !$�?&����C@���

(a) (b)

�
�������E+�? @��$8! ' %�$	�(�& #� !�?%%@�G�?F@��E
$&'(�$L
�� !$	�$��(	���$�?�. @�
�

�(�&$
!� #(�8&$$	� #(�$	�! �&����>�%
$�& 	�! ��	E!
$	�� �#$�! �E!$H�F�!�# #�#$�! ��(%8
$&� ��
 � %$#�# � L
$�  
%$	� � ! � &���#$'� E!$H�(	 !�� !(� �
 !� $� 8
$#$� (F$&� &� $	� $!�  
%$	�(� #$� ! �
#�%$	�(	$�� �	$&�� � (� &���#$'�  � E!$H�5	� $	� � # � 8$&E�!�� #�%�	
G$	� !(� #$8! ' %�$	�(� & #� !$�
%IH�%(� $	� ! � �(%8
$&� �� ���: � E!$H�F�!�# #� ��$	$� E
	# %$	� !� �%8(&� 	�� � $	� ! � (F�$	��5	� #$�
#$E(&% ��(	$� G� $E
$&'(� 8 & � ! � �$&�E�� ��5	� #$� ! � �(	#���(	$� #$� $&����(�� (&���	 	#(� 
	 �

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MSM-59



 �$	
 ��5	�$	�!(�� !(&$�%IH�%(�#$�$E
$&'(�L
$�&$#
	# &I�$	�
	�#�$7(�%I� #$�
 #(�$��� 	#(�
'(	 �#$�%IH�%(�%(%$	�(��
�
E+����������
�����
�
�$�! ��	�$��� ��5	�F  # �$	�! �	
$� ��$�	(!(�5 �$	��(%8
$&� �:�#&I
!�� ��$��(	�!
G$�L
$�
	(�$�8(�F!$�� %F� &�$!���8(�#$��(%8
$&� �& #� !�$	�! � ��
 !�$�&
��
& �#$��(% ���	��(%8
$&� �
& #� !$��(	�F& '(��(%8&�%�#(�8 & �� (�$�I���(�	(�$H��$	�� &� �:�#&(#�	I%�� �(�$E$��(�#$�
��B-&.  �� �!� 8&�%$&� 8 (� 8 & � $!� #�%$	�(	 %�$	�(� #$� 
	 � �(%8
$&� � �(	��$� $	� ! �
#$�$&%�	 ��5	� #$� ! � � &� � :�#&(�I��� �  ��
 	�$� (F&$� $!� ��$% �� �!� 
(� #$� ! � &���#�' ��5	�
!(	���
#�	 !� G� �& 	�$& !� $	� �(%8
$&� � �(	���
G$� 
	 � :$&& %�$	� � L
$� �	�&$%$	� �
��	�E�� ��� %$	�$� ! � &���#$'� #$� ! � $�&
��
& �� � � #�%$	�(	$� #$!� 8$&E�!�  � $%8!$ &� G� 
�

F�� ��5	� #$	�&(� #$� ! � $�&
��
& � �	E!
G$	� #�&$�� %$	�$� $	� ! � &���#$'� #$!� &���#�' #(&� G� ! �
#�%�	
��5	�#$�$E
$&'(�G�#$8! ' %�$	�(��
�
)���)���
���
�
e�f�,	��$#��� �$#��(��$�G�(	�� %��?'11'@��	%8&(��	���$!� F�!��G�(E��8�!!W G�� �$��,�������
�
e'f����+���		���?'11B@�����+���$!$ $��'����!$%$	���$E$&$	�$��,������
�
eDf�%($���?�B>A@��.! 	(�#$�#�8(���5	��$	$& !�#$�! ��(%8
$&� �& #� !�� � �
 �	���!$% 	� ���
�
eCf��(&&$ &#������% & !!(����?'11"@���(!
� (�#$�8&(F!$% �#$�#$E(&% � (�$�� ' %$	�(�8(&�%$�(�
#$� 	 !�$��(%8
� #(&�' # �$%�$�&
�
& �#$��(%8(&� �� � (�#$��(% # �# �
 ���	�%$%(&� �#$!�
%	���%8(�(�<& �!$�&(� (F&$� 8$L
$7 � G�%$#� 	 ��$	�& !$�V�#&($!<��&�� ��<$!(�V(&�'(	�$��
<& �!��?$	�.(&�
�
<@��
�
e>f���:!
&% 		��'����($�'�����:�%%$!�������:
!':(&	$���� ?�BB"@���!
��$�� �$�$EE���$	�G�(	�
�:$�:$ #W �$&�!$�$!�(E� �E!((#��(	�&(!�&$$&�(�&�FG�8:G�� !� 	#�	
%$&�� !�%(#$!�	���		���
�$�(E�
�$(�$�:	���� W �$� � 	 �$%$	��  	#� VG#&(� ���$	�$� VG#&(!(�G�  	#� V�#& 
!��� �	��	$$&�	��
�$���(	��,	��$&��G�(E�W
88$&� !���$&% 	G���
�
e�f��&F�����.����?'11C@���$��	�(E�VG#& 
!���� �$��' ��#���#��(&� !�< !T$% ��V(! 	# ���
�
eAf� -	 88�� &�V�� ?�B�1@���
E!
�� ,F$&E !!� 
	#��
&�:E!
� �%� W $&F 	��%$&! �� ��� <& 
	��
- &!&
:$���$
��:! 	#��?$	��!$%I	@��
�
e"f��<�� """D�� ?'11'@���I!�
!(� #$� �(%8
$&� � :�#&I
!�� ���(�� ��5	� <& �!$& � #$��(&% �
'<�	�� �?�<�'@��<& �!��?$	�.(&�
�
<@��
�
eBf��( &T��������+(
	���W����?�B>'@��&(&%
! �E(&��&$� 	#��& �	��' ���#���#��(&� !����& WJ
V�!!�		�$&	 ��(	 !�<((T��(%8 	G���
$� �+(&T��
�
e�1f� �	�� �BA1C�� ?�BA�@�� VG#& 
!��� ��$$!� ��&
��
&$�� �&��$&� � E(&� �$��	�  	#� � !�
! ��(	��
�$
�:$�		#
�&�$��(&%$%��<$&!5	��

MSM-60       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�������
H�����G)
���6��������Q������������)��������)�
���
��)��	�

�
��������Q��2�����������2����
%��).��)1I��)%�� �/�%�
		���
�(�,	��$&�� &�(�#$�'$�	(!(�5 �#$!��� #(�<(!5� &��	,'�<��
�$8 &� %$	�(�#$��$�I	�� ��
&
$	�$��
%�	( ��<(!5� &�J�%$	$'
$! �
����������������������������4��
/�)%�3�I1��1 �%�� �/�%�
,	��$&�# #�#$��(��	#$��,����
& �
!� #�#$�		�$	�$&5 ��$�I	�� ��
� �V$�:��$& ���<&�# �J�%$	$'
$! ��
�

)���.��+� 3�� -�/�*����� ��� *.%�-�*)���� �-��12�*�  �%&��*� �&��3�/��-���  �*� &�)�-/�� �����*�
����/. �/�*� ��� %�)�3���� ��*����  �� ��� ).���-�*� �����/�-2)�/�*�� # � �*).���� ��� .-� %��� ��
&��)�/. ��� ��� ).���-�� �����/�-2)�/���  �� ��� �3�� ��� & �-)�����  �� -�/�*����� ��� ��)��%�-��� *.�
/�%&��)�%��-)��� .������-/%�/�����-������%��-)�*����%��� ����-.%2��/��*��&��)�-���3� �����
&�)�-/�� �����*��-��12)�/�*�����*)��).���-���)�-���-�����*.*���%�-*��-�*��*&�/2��/�*�6���)�-���*�
&����.-�/�-� �����-*�6�*��#-�� ��*).����*���3� E�-�)��*�%��� �*����).��. �-/����6�*���&��/���� �
)��D.����)�-�����-���3��*�*���12%�-�*����3� �/��������� .:��6����1����

����9����������>�'
&F�	 ��(&!(���$	$&�5 �!�%8� ��#�	I%�� �#$�E!
�#(��(%8
� ��(	 !��

$+ 
��)�����
H��

�!� :(%F&$� $	� 
� 	$�$�# #� #$� 8&(�$$&$� #$� E
$	�$� #$� $	$&�5 � : � %(��� #(� $!� #$ &&(!!(�
�$�	(!5���(�#$�  !�
	 �  !�$&	 ��� � #$��$	$& ��5	� #$� $	$&�5 � � $!<��&�� � � � E
	# %$	� # � $	� !(�
8(�$	�� !$�:�#&($!<��&��(���	� !(�8 &���
! &��	
$�&(�8 5�� &$E$&$	�� �$	�$!�% 	$;(�G�8&(#
���5	��
#$�$	$&�5 �:�#&($!<��&�� ��	(�: �!(�& #(� ��E �$&�$	�
��(� !�# #��$&&��(&� !�� !$�	$�$�# #$��

�� $� � #�E��
!� #$�	(�$� 8 	� ! ��(%
	�# #$�  �! # � #$� ! ��
$	� � #$!� &�(�� &(	5� $	� ! �
&$��5	��
 G 	 �L
$� K	��(	�#$ &&(!!(�:�#&($!<��&��(�$	�! �'(	 �	(�$�I	��$	#(� �$	#�# �$	�
�
 	�(� !�
%�	��&(�$!<��&��(���

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



� � �$�	(!(�5 � #$� �
&F�	 � :�#&(��	<��� � 8$&%��$� $!� #$ &&(!!(� #$� 8&(G$��(� 8 & � $	$&�5 �
$!<��&�� � � #$� �$	$& ��5	� #��&�F
�# � G�  �! # � �(	� $!�  8&(�$�: %�$	�(� #$� !(� 8(�$	�� !$�
:�#&I
!��(�#$�!(�&5(����
#�(��(%(�$!�#$��(!(��e�f�8(	$	�$	�$��#$	�� �$� �8(�$	�� !�# #$��

� � � e'f� #$ &&(!!5� 
	� � � � %(#$!(� �(	�$8�
 !� #$� �
&F�	 � :�#&(��	<��� � 8 & � $!� �$	�&(� #$�
		�$��� ��(	$� �8!�� # � ?�	�.@� #$� �%�� �������� �
� $�
#�(� #$�$&%�	 � � �(%(� ! � %I�
�(	�$	�$	�$� � �
	 � �
&F�	 � :�#&(��	<��� � G� :$!��(�# !� #$� �&$� I! F$� ��8(6��(&!(������: � �
&F�	 �
$� &5 � 
%$&��# � $	� 
	� &�(�  8&(�$�: 	#(� 
� 8(�$	�� !� :�#&I
!��(� G� �(	� $!� �  ���(	 &� #$� 
	�
�$	$& #(&��
%�	��& &5 �! �$	$&�5 �$!<��&�� ����$E$��(��!
�& ���(���< $�! �&��
& �����

�

�
&��
& �����'
&F�	 ��(&!(��G��$	$& #(&��&
$	�$6��!�% �$ 	#&
$!���(&!(���$&��� !�
��# !� �
&F�	$� e$	� !5	$ f�� � % G�� '1�1�� � e��� #(� '�� $8�� '1�1f� ��8(	�F!$� $	6�
e:��8699WWW��!�% �$ 	#E
$!��(%98 �$9��# !�:�%9�f��

��� �
�	� 
� #�$7(�� � � e'f�� �(	(!�# �
	 � 8&(8
$� � #$� #�$7(��(	�$8�
 !�8 & � #�%$	�(	 &� ! �

�
&F�	 �  5� �(%(6� ! � �$(%$�&5 � G� 8$&E�!� #$!� I! F$�� 8(�$	�� � #$!� &(�(&�� % �$&� !� #$� !(� I! F$� G��
&(# %�$	�(� $	�&$� (�&(���(	(!�# � $	�(	�$� 
	� %(#$!(� $H8$&�%$	� !� #$� �
&F�	 � �(&!(�� �
G(�
�(!
%$	� (�
8 #(� �(%8&$	#$� 
	(� C>1�%%� #$� #�I%$�&(� G� �11� %%� #$�  !�(�� ���	� $%F &�(�� $!�
$�
#�(�� &$�$�#$��	E(&% ��5	��&$E$&$	�$�� !��(%8(&� %�$	�(�%$�I	��(�#$�! ��
&F�	 6�$E
$&'(�G�
#$E(&% ��(	$� 	�$�� &� �:�#&I
!�� ��#$� � ! � �	�$& ���5	JE!
�#(J$�&
��
& 6�E ��� ����F& ��(	$�G�
8 	#$(��G�#$�! �&$8
$� �E&$	�$�� �! ��(	#���(	$�E!
��
 	�$�#$�! �� &� �:�#&I
!�� 6�8(�$	�� �K��!��
8<&#�# �:�#&I
!�� �G�8&$�(	$�$	�&$�(�&(��

�$� 8&$�$	#$� �(	� $!�  8(G(� #$� :$&& %�$	� � #$� #�	I%�� � #$� E!
�#(� �(%8
� ��(	 !� ?�&�@�
#$�$&%�	 &�$!��(%8(&� %�$	�(�E!
�#(J#�	I%��(�#$!�%(#$!(�#$��
&F�	 ��(&!(��8&(8
$�(�8(&�� � �
e'f��

�
�
�
�
6+ �������
H�����G)
���

�
�(	�&
�#(� $!� %(#$!(� #$� �
&F�	 � �(&!(�� G� �(% 	#(� �(%(� &$E$&$	�� � � ! � #�%$	�(	$� #$!�

#�$7(�$H8$&�%$	� !�#$�� � � e'f�� $!�#(%�	�(��(%8
� ��(	 !�$�#��&$��' #(��(	� $!� $%8!$(�8&$J
8&(�$ #(&$�8 & �! �$! F(& ��5	�#$�! �% !! ��� !�G��(%(�$�%
$�& �$	�! �&��
& �'���

MF-2       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�

 @ F@
&��
& �'�� � @�.! 	(�'�� #$� �
&F�	 ��(&!(��� F@�%(!K%$	$� #$� ! �% !! �#$� ! � �
&F�	 ��(&!(��
%�H�(6��
 #&�! �$&(�G��&�I	�
!(��
�
� � �
&F�	 � $� &I� �	�&�� � $	� 
	 � % !! � #$� �(!K%$	$� ��8(� �
 #&�!I�$&(� 8 & � ! � '(	 �

8&(8� %$	�$�#$� E!
;(� G� �&� 	�
! &$�8 & � ! � �	�$& ���5	� �
&F�	 JE!
;(�$	� ! �'(	 ���&�
	# 	�$�
�
�&$� I! F$���(� �&$� I! F$� $8 & #(�  ��'1°���(&&$8(	#$	�  �
	� 8$&E�!� �%<�&��(�#$�A>�%%�#$�
�
$&# ���
�$	#(�! �$8$��E�� ��(	$�8 & �
	�%(#$!(���8(������11'1��
�	� �(# � ! � �%
! ��5	� ! � $�
 ��(	$� #$� �(	��	
�# #� G�%(%$	�
%� (	� &$
$!� �
 	#(� $!�

%<�(#(��	�.�����(��<&%�	(��(	�$����(�$�#��&$��' &(	�
 	#(�'#(�(&#$	� �
 � &&�F ��. & �
! � '(	 � #$� $	�& # � #$� E!
;(�  !� #(%�	�(� $� E�;(� ! � �$!(��# #� #$� $	�& # � #$� % 	$& � 
	�E(&%$��
%�$	�& �L
$�! � !�# �$�E�;(�! �8&$�5	���(�I! F$�&(� 	�(F&$�
�$;$��$	�& !� �! �&$�(!
��(	$�
#$!�$�
#�(��

� �%(#$! ��5	�	
%<&�� � � � $� :�'(� 
8(	�$	#(�
	� &<��%$	� #$� �& F ;(� $� F!$� $	� ! � �
&F�	 �
�
 	#(�$!�E!
�#(�$�%(#$! �$	�'�����;
���(�#$�� 5	�G�(�&(�eDf��(!
��(	$�#$!���8(�$� F!$�8 & �
! � �
&F(%IL
�	 � &$
!� 	��(%8
� ��(	 !%$	�$� $�(	5%�� ���	� $�(	(%5 � #$� ! � :$&& %�$	� �
�(%8
� ��(	 !$�  5� �(%(� $	� ! � %�	�%�' ��5	� #$� !(� $&&(&$� #$� ! � �%
! ��5	� 	
%<&�� � 
	�
$�
#�(�#$��(	�$&�$	�� �#$!�#(%�	�(��(%8
� ��(	 !��	#��5��
	 �% !! �#$�����"C�	(#(��(	�
	�
$&&(&�#$�1�>T��
 	#(�$� 8!�� �$!�%(#$!(�#$� �
&F
!$	�� �"J �$�I	# &��(%(�! �%$;(&�(8��5	�#$�
�%
! ��5	����: &#�G�(�&(� eCf�� G�<$&	 #�G�(�&(� e>f��$7 ! 	��(%(� !�$&	 ��� �#$�%(#$!(�#$�
�
&F
!$	�� � 8 & � �
&F�	 � :�#&(��	<��� � !(� %(#$!(� ��8(6� �8 ! &�J�!!% & � G� ����
&$8$���� %$	�$�� 8(&� !(� L
$� $� �	�!
G$&(	� ;
	�(� �(	� $!� �& #���(	 !� %(#$!(� "J � $�I	# &� $	� $!�
$�
#�(��� �� !(& ��5	�#$� �(&L
$�(F�$	�#(�$	�� # �%(#$!(�#$� �
&F
!$	�� � 5��(%(�
� �$&&(&�#$�
�%
! ��5	��$��%(�& # ��$	�$	#(��(%(�&$E$&$	�� �$!�	K%$&(�#$�	(#(�#$!�#(%�	�(��

. & �$!��I!�
!(�#$�!(�$&&(&$�$�$%8!$5�! ���
�$	�$�$�
 ��5	6�
�

������������������ ���������������������������������������������������������������������������������?�@�

�
#(	#$�� � G� (	� !(� �(&L
$� � !�
! #(� $	� 
	� �	� 	�$� 8 & � 
	 �%$#���5	� G� 
� �	%$#� � �  	�$&�(&��
&$8$���� %$	�$��(F�$	�#(�$	�� # ���$& ��5	�(�8&
$F �(��%
! ��5	���

�(�&$
!� #(��#$!�$�
#�(�#$��(	�$&�$	�� �$��	#�� 	�$	�! �&��
& �D���
�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-3



&��
& �D����
#�(�#$��(	�$&�$	�� �#$�$&&(&$�8(&���8(�#$�%(#$!(�#$��
&F
!$	�� ��
�

� �(	�$!� 8(G(�#$�:$&& %�$	� ��&��$�:�'(���&(��#$��>g��: � �!(��'1�g� �! ��
&F�	 ��(&!(��
��&�
	�&�� �$	�! �% !! ��(%8
� ��(	 !�#$�$&%�	I	#($�$!��(&L
$��(� !�#$�! �%�% ��%< $�&��
& �
C��
�

�
&��
& �C��.$&�(#���# #�#$!��(&L
$�$	�&(� ��5	�#$�! �8(���5	�I�#$�! ��
&F�	 ��

�
)�����������
�
� � #(� � $!� #$�(	(��%�$	�(� (F&$� $!� &<��%$	� (8$& ��(	 !� #$� � ! � �
&F�	 � $� $�(��$&(	�
�$!(��# #$� #$� E!
;(� $	�
	� & 	�(�#$6�1�'>�  � >%9� 8 & ���&(� $	�&$��1� G��11��.����$E�	�# � ! �
� &� F!$��!&��! ��
 !�$H8&$ �$!�8&(%$#�(�#$!��(&L
$�#$�! ��
&F�	 ��
 	#(�<�$�$�#$�$&%�	 �8 & �
� # �8(���5	���$	�&$�1�G��'1�g���!�� !(&�#$�!&�$�(F��$	$�8(&��	�$�& ��5	�	
%<&�� �#$!�I&$ �F ;(�
! ��
&� �'(&L
$��(� !����I	�
!(�#$�8(���5	���$	�&$�1g�G��'1�g���
�
�
���: �$%(6�

������������������������������������ �������������������������������������������������������������������������������������?'@�

�

MF-4       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



#(	#$�!)�)� �$�(F��$	$�#$�! ��%
! ��5	��&��8 & �� # �&<��%$	�#$��& F ;(��G�!&�$�#$�$&%�	 �$	�
! ��(	#���(	$�  	�$� $7 ! # ���	� $� ��(	#���(	$�� ! �&��
& � >� � $H8&$ � $!��(%8(&� %�$	�(�
E!
�#(J#�	I%��(�#$!�%(#$!(�#$��
&F�	 ��(&!(��$�
#� # ��
� �

&��
& �>��% !(& ��5	�'(&L
$���%$!(��# #�#$�E!
;(�$	�! ��(&!(���
�
� '$	#$	�� � #$� !(� # �(� 8 & �-�� �$!(��# #� #$� E!
;(� G� #$� ��&(� �	#�� 	� � E
	��(	$� #$!� ��8(�
8 & F5!��(��
 	#(� !�
	 �#$�! �#(�K!��% �8$&% 	$�$��(	� 	�$i�
�# �(�$��(	(!�# 	�$	�! ��
' F! ����
�

��9���$+�	�����������-����R������������������1��Q��,.S�-�&���������,)��-�
-� 	+����Q��,.S�-�

)
��

�

�� %*O� $� $*E� 6� 6*E� @� @*E� C� C*E� E�
$%� 1�"CBD 1�AA'> 1���1D 1�>�AA 1�CBC1 1�CDBB 1�C1>D 1�DB11 1�DBC' 1�C�"A
6%� 1�""�" 1�AAAD 1�A��> 1��>"" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�C�D"
@%� 1�B�"" 1�AAAD 1�A��> 1�AD�" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�C1""
C%� 1�BCC" 1�AAAD 1�A��> 1�"11" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�C1C'
E%� 1�B�"C 1�BCBC 1�B�1A 1�"�DC 1�"1�> 1�AC�1 1����> 1�>"D� 1�CB1A 1�DB1A
I%� 1�BA"" 1�AAAD 1�A��> 1�""�" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�DB�'
O%� 1�B"�" 1�AAAD 1�A��> 1�B1"" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�DB'"
K%� 1�B""" 1�AAAD 1�A��> 1�B��" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�D"B"
]%� 1�B"C" 1�AAAD 1�A��> 1�B�1" 1�A1DA 1����A 1���1B 1�>>�C 1�C"D� 1�D"A'
$%% 1�B">> 1�B">' 1�BA11 1�BD�' 1�""C> 1�"�C' 1�A'>� 1���"� 1�CBDD 1�DC""

�(	(��#(�-��G�$	�! �	$�$�# #�#$�$��% &�#$�!&�(!(�$&5 �	$�$ &�(�#$�$&%�	 &�!)�)� �%$#� 	�$�
�<�	�� ��&�� �	� &$�
&&�&�  � ! � �%
! ��5	� �(%8!$� � #$� ! � $&�$�  	�
! &� � θ���5� 8
$�� 8 & � $!�
&<��%$	�#$��& F ;(�$�
#� #(��! �8(�$	�� �#$�! ��
&F�	 �$H8&$ # ��(%(6�

�
�������������������������������������������������������� ������������������������������������?D@�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-5



�
�(	#$� ��	#�� �! ��$!(��# #� 	�
! &�#$!�$�
#�(��� �8(�$	�� �&$8$��(� �! ��$!(��# #� 	�
! &����$�
%
$�& �$	�! �&��
& ����
� �

�
&��
& ����.(�$	�� ����.���

�
�(� &$
!� #(� #$� �:�(	(� G� (�&(� e�f� G� !(�  L
5� $	�(	�& #(� �	#�� 	� �%�!��
#$��

$8$�5E�� %$	�$�8 & �! �8(�$	�� ��$	�! ��
 !�
�� !(&���&$�$� �%$#�# �L
$� 
%$	� �! ��$!(��# #�#$�
E!
;(� ��.���(	� 	�$��
� �
)���)���
���
�
e�f���(&F 	���i��(&!(�����G���! 	�G$���%��3�%�)*����)���).���-������/��-/6����������� .���� �B��'11���

e'f��� � ���	#&$ ����*�;�����.-��).���-�������/�-2)�/��&���� ����� �0�/�4-����&�.���*��-�.-�
/�-� �����-*�6�*�����/. �/�*��&���� ���-)������$-3�*)�1�/��-�*��& �/���*�/�$� 0����#�#3����
'& F ;(�#$��& #(��,���.0J�.
$&�(�0&#I'��'11B��
�
eDf��� 5	�<$ �(�$��� 	�� �(�G�(�&(��(�%. �/�4-�-.%2��/���� �� .:�����).���%/D.�-�*�����/. �/�*��
#*)������ ���)��6��.�-)�*������������& �/�/��-�*���).���-�*����-/�*��,	��$&�# #�� E����%(!��CC��
�
%���>'�88��B1J��C��'11"��
�
eCf���: &#�����$��� !�� ���-��).���-����3� �&%�-)@�-.%���/� ��-���7&���%�-)� ��-3�*)�1�)��-*��'11>��
�
e>f�<$&	 #�����$��� !��#���-*)���6�� �B�*�%. �)��-��-�)����/�����).���-���'11A��

e�f���:�(	(����i�
'
T���-��-�:(�����0
�8
���: & ��$&���(E�� &&�$
�W �$&��
&F�	$�W��:�:$!�� !�
F! #$�E(&���# !��
&&$	���$	$& ��(	��'11'��

MF-6       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�������
H�����G)
��������������F���������������)�
��)��)������)�����)����
H��������
����������������������

�����
H��������
�)�����)���8
�)���G��)
�������)������)��7�
	���5�����

�
�������������������������������������
/%��)�-�0�&�)��/��I1%�� �/�%�
,	��$&�# #�� �5!�� ��	#&<�<$!!(�J��K�!$(��
 G 	 ����
$! �#$�		�$	�$&5 �����!��.
$&�(�
0&# '���#(��<(!5� &��
�������������,��������������������
)�*/�-�%����I��)%�� �/�%�
�(&8($!$��J��#$!� ���8�(��#$�V�#&I
!�� ��� 	�&<!�H���#(��<(!5� &��
�
�
)���.��+�3�� �/��/�-)�� ������� 2/)��/�� / ��0�������.)�%��E�� .��/���� *������ ��2��
?.�.�-2���-�� � *�/)�������-)� ��� � ��D.��8�/��-� ���-��%�����-�0.� ��� *.%�-�*)���<L=�
SX�� �&�� �������(�-�$1-�/������?.�.�-2����*���*.��-)������-��&���/�4-��-�� ��;��<LSS��
� �/�-� ������.//�4-����3�-����&��*�-)�-���*����*�&��� �%�*����*���%�-)�/�4-�� �*�/.� �*�
�-� .6�-� ����/)�%�-)�� �-� � � -��%� � �.-/��-�%��-)�� ���  �*� 1�.&�*� ��� 1�-���/�4-�
������ 2/)��/���# ���:�)�3������*)���-3�*)�1�/�4-�/�-*�*)���-�*�%. ��� ���������-/%�/���� �
� .:����  ��  ��1����� .-�� ).���2��&���������6������*/��1��  �)��� � /).���2����*���-�����0��
%����-)��� ���*����  �����.-�%��� ��%�)�%/)�/��)����%�-*��-� ��3�*���)�  �*�1��%2)��/�*�
��*���*��-�.-�%��� ���2*�/��6� �*�/�-��/��-�*���������*��&��&����*��.���-���&���./���*�
%�)�%/)�/�%�-)��.*�-����4���&����.-�%��� ��%�-��/*�/��� ����  ���&��7�%�/�4-����  ��
).��. �-/��� *�� �%& �%�-)4� � � %��� �� #7& 2/�)�� � 1�����/�� ��� #*�.��0�*� ��� ��6-� �*�
/#��( 0��(��/�%&��4� ��3� �/�����B�/��/�-���� �*���-.��*��/�-� ��3� �/��������/�2������
 �*�&��)2/. �*�������-��%�����/���/)��2*)�/�*����  �� ���������.)�%��E���-/�-)�/-��*��
����*)����-�)���*� �*���-.��*���� ��).���2���/�-�%�-����-)�-*������-� �*���-.��*���� ��P���
 ��<=��# �&��/�-)�:������7)��//�4-����/�.�� ���� ��).���2����*. )4����>�AD�T����*&�/)��� �
/�.�� � )�)� � ��� �-)������ (�� /�-/ .6�� D.��  �� ��%�/�4-� ��� *���%�-)�*� �-� � � /�-� � ���
����3�/�4-���� �� ���������.)�%��E��&���2����� �0��*�����:�� ��/�-��/�4-�����&���/�4-�
���� .:��/�-)�-.���
�
����9����������>��&������&(�$	�& !�V�#&($!<��&�� ����	���$ &$	 #(&��
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+����
��)�����
H��
� �	�! �&$��5	�
&�(&�$	� !�#$�%$	$'
$! ��! �$%8&$ ��(&8($!$���: ��#(�! �$	� &� # �#$��
! � �(	�&
���5	� G� $! F(& ��5	� #$� 8&(G$��(� #$� #$ &&(!!(� :�#&($!<��&��(� L
$� F$	$E��� 	�  �
�(%
	�# #$� �	#5�$	 � G�  $	� %�$	�(�  �&5�(! � G� 8$�
 &�(�� �(%(� !(� $� ! � ��V� #$�
�& 
� %$&K�� 
F�� # � $	� ! � % &�$	� �'L
�$&# � #$!� &5(�+
&
 	5�� $	� $!� $��(&� (&�$	� !� #$!�
. &L
$�� ��(	 !�� 	 �% �� ! � �
 !� 8($$� 
	 � � 8 ��# #� �	� ! # � #$� � �>1�-W�� L
$� (	�

%�	��& #(�  � ! �8(F! ��(	$�#$�� 	� 	�	 ��(�#$�+
&
 	5� G�� 	�&& 	���(�#$�+
&
 	5���
�(	�&�F
G$	#(� 5��(	�$!�#$ &&(!!(�G�� !�# #�#$���# �#$�$� �8(F! ��(	$����	�$%F &�(��
#$#$� 
� $	�& # � $	� (8$& ��5	� $	� $!�  7(� �B""�� �& 
� %$&K� : � �$	�#(� 8&$$	� 	#(�
8&(F!$% � #$�  �
%
! ��5	� #$� $#�%$	�(� $	� $!�� 	 !�#$�  #
���5	�� !(��
 !$� !�%�� 	� ! �
�(	#���(	$� #$� (8$& ��5	� $	� <8(� � #$� �$& 	(�� � � � &� � #$� E(	#(� #$8(�� # � : �$�
	$�$ &� �
	 �!�%8�$' �% 	
 !�8$&�5#�� �$	�$!�� 	 !�#$�#$&�� ��5	��e�f�
� ���$&(� �	�$��� #(&$� : 	� &$ !�' #(� $H8$&�%$	�(� 8 & � 8&$#$��&� 8&(�$(� #$�
�& 	8(&�$�#$�$#�%$	�(�
��!�' 	#(��<�	�� �$H8$&�%$	� !$�G�#$���	I%�� ��(%8
� ��(	 !�
#$�!(�&!
�#(�?�&�@���(	�&$
!� #(� ��E ��(&�(�e'f���	�� !�$	��#(��&$
!� ��	�$&$ 	�$�G�
	$�$ &�(�� &$ !�' &� $�
#�(� :�#&(#�	I%��(� F  #(� $	� %(#$! ;$� % �$%I���(�
�&�#�%$	�(	 !��(&�$	� #(� �%$;(& &�$!�E
	��(	 %�$	�(�:�#&I
!��(�#$!�� 	 !�#$�#$&�� ��5	�
#$� ! � ���&(�$	�& !� V�#&($!<��&�� � #$� �& 
� %$&K�� %$#� 	�$� ! � �%8!$%$	� ��5	� #$� 
	 �
�<�	�� �	(�$#( �8 & �! �$H�& ���5	�#$�$#�%$	�(��(	�! �%$	(&��	�&
�5	� !���$% ��

�
6+����������Q�������,�
����)
�
����
�����

�
� �F $�#$!�%<�(#(��(	��$�$	�! �&$(!
��5	�	
%<&�� �#$�! �$�
 ��(	$� (�� # � !�

E$	5%$	(�$	� $�
#�(�� ! ��
 !$� &$8&$$	� 	� #$�% 	$& �#�E$&$	�� !� ! � !$G$� L
$� &��$	� $!�
%(��%�$	�(�#$�!(�E!
�#(���$	#(�! �%I�&$8&$$	� ��� ��! �$�
 ��5	�#$�! ��(	$&� ��5	�
#$� ! � �  � ?�@� G� ! � $�
 ��5	� #$� %(%$	�(� 8&(%$#� #(� 8(&� �$G	(!#� ?'@� ?�$G	(!#�
��$& �$#�� ��$&J��(T$6�����@��

�!� �<&%�	(� �(	�$����(� $	� ! � $�
 ��(	$� #$� �(F�$&	(� $� $8 �� !%$	�$� #��&$��' #(�

��!�' 	#(� 
	� $L
$% � ,��� ?,8W�	#� ��EE$&$	�$� ��:$%$@� :5F&�#(� #$� $�
	#(� (&#$	��
%�$	�& � L
$� !(��& #�$	�$� #$�8&$�5	� G�#$!� �<&%�	(�#�E
��(� $�� !�
! 	� $%8!$ 	#(� ! �
E
	��(	$� #$� E(&% �  (�� # �  � !(� 	(#(� $!$%$	� !$�� � � 	 �
& !$' � 	(J!�	$ !� #$� ! �
$�
 ��(	$� #$� �(F�$&	(� �(	#
�$�  � ! � 
��!�' ��5	� #$� 
	� 8&(�$#�%�$	�(� ��$& ���(� 8 & �
(!
��(	 &�$!���$% �#$�$�
 ��(	$��

�	�! ���
 ��5	�'���!(��<&%�	(�#$�! ��'L
�$&# �&$8&$$	� 	�$!��& 	8(&�$��(	�$����(�G�
$!�%(%$	�
%�#�E
��(��%�$	�& �L
$�$	�! �#$&$�: �$�$	�
$	�& �! �E
$&' �#$��
$&8(�G�#$�
8&$�5	��eDf� �

�� �����������������������������������?�@�
�

���������?'@�

�(	#$6�ρ� $� ! � #$	�# #� #$!� E!
�#(��μ $� ! � ���(�# #� #�	I%�� � #$!� E!
�#(���� $� ! �
�$!(��# #�#$!�E!
�#(��( ��<&%�	(�E
$	�$�#$�%(%$	�
%��&�$�! �8&$�5	�#$!�E!
�#(���
� �(	� &$8$��(�  � ! � �
&F
!$	�� �� $H��$	� 	
%$&((� %(#$!(� !(� �
 !$� 8
$#$	�
�! �E�� &$� �(%(� #$� %��(�# #� #$!� �$%(!�	(� ?�##GJ%��(��G@� (� #$� �E
$&'(� #$�
�$G	(!#� ?�$G	(!#� ��&$� �(#$!@�� �	� E!
;(� #(	#$� $!� �& 	8(&�$� �
&F
!$	�(� $� 
	�

MF-8       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



8 &I%$�&(� #$� $�
#�(�� !(� %(#$!(� #$� �##GJ%��(���G� 8
$#$	� 	(� $&� 
E���$	�$� 8 & �
�$	$& &�
	 �(!
��5	�&$ !� !�8&(F!$% ��G �L
$�$�$���8(�#$�%(#$!(�(	��(�&58��(��& '5	�
8(&�! ��
 !�	(�(	�� 8 �$�#$�� 8�
& &�$!�%(��%�$	�(�#$�E!
;(�$�
	# &�(���	�$�(�� (�
$&5 �%I� 8&(8� #(�$!�
(�#$�!(�%(#$!(�#$��E
$&'(�#$��$G	(!#���(%(�$�$!�� (�#$!�
%(#$!(��H8!5���(��!�$F& ��(�#$��E
$&'(��$G	(!#� (�������� $!��
 !� $� #$&�� � #$� ! �
$�
 ��(	$� #$� �& 	8(&�$� #$� �$G	(!#� G� #$� 
	 � &$! ��5	� 	(J!�	$ !� $	�&$� $!� $E
$&'(� #$�
�$G	(!#�� ! � �$!(��# #�%$#� � #$� #$E(&% ��5	� G� !(� �$	(&$� #$� �(&����# #���$F�#(�  � ! �
$H��$	�� �#$�!(��<&%�	(�#$�(&#$	�
8$&�(&��%
�:(�E$	5%$	(�8
$#$	�$&�&$8&$$	� #(�
8(&�$!�%(#$!(��	�! �	$�$�# #�#$�&$(!�$&�$�
 ��(	$�#�E$&$	�� !$�#$��& 	8(&�$��eDf�
�
@+�������
���
H�������))�)�����
��)��
5��
H��
�

� �$�
 ��(	$�D� � ! �A�#$E�	$	� ! �%$�(#(!(�5 ���	��
��!�' # �8 & �! �$��% ��5	�#$!�
$&&(&� #$� #��&$��' ��5	�� $	� F $�  !� 8&(�$#�%�$	�(� &$�(%$	# #(� 8(&� $!� �(
&	 !� (E� &!
�#�
�	��	$$&�	���#��(&� !�.(!��G�eCf��

D�

�
@?�
��
�

��
� Δ= � =

8

� ��
8

� �� � � � �?D@�

�''� ��� = ��i�� 'DD' ��� = � � � � �����?C@�

@?!	
@!	?

�
'�D'

'�

&D
�

& += εε
�
����i���� ��

�

�
��
�

�
−
−=
*�
*�&D &

&

D'

'�!	@? �����i������ @?� '�D' εε*�1-* ⋅= ���?>@�

�

'�'�

�
����

−= � � ��i���
'

D'D'

�
����

−= �� �������������������?�@�

�
'>��
'�

'�
'�

−
= &

�
��-� �

���$ � ��i���
�

'>��
D'

D'
D'

−
= &

�
��-� �

���$ � � �������?A@�

�
�(	#$6����� % 7(�#$�% !! i�Δ�����(!
%$	�#$!���J<�%(�$!$%$	�(i��8��	K%$&(��(� !�#$�

$!$%$	�(i� ��� E ��(&� #$� &$E�	 %�$	�(i� &� $� $!� (&#$	�  8 &$	�$� #$!� %<�(#(i� εK#=�K− �#��
ε#<=�#− �<�� #$	(� 	#(�  � ET� �(%(� ! � (!
��5	� TJ<�% � #$� ! � % !! i� ���� $&&(&� &$! ���(� #$� ! �
 8&(H�% ��5	��&�	 !%$	�$���	�$�$!�5	#��$�#$��(	�$&�$	�� �#$�% !! #(���(�
F5	#��$����
'�G�D��(&&$8(	#$	� �! �% !! �E�	 ��%$#� �G��&
$ ��&$8$���� %$	�$��

�
C+������
�
�������?��)
���������
�
� �(%(�&$E$&$	�� �8 & �! ��(	�&
���5	�#$!�#(%�	�(��(%8
� ��(	 !��$�
��!�'5�#$� !!$�#$�

	� � 	 !� &$�� 	�
! &� #$� 1��1j%�#$�  	�:(��1�"1�%� #$�  !�
& � G�
	 � !(	���
#� #$����%���!�
!$�:(�$�I��(	���
�#(�8(&�!I%�	 �#$� �$&(��(	�
	 ��&
�(�# #�$��% # �$	�1�D"Cj%%���
�
8 &$#$�(	�#$���#&�(��$%8! #(�#$� � F #(�!�(����
	 �!(	���
#��#$�>�C"�%�#$�! �$	�& # �
#$!�� 	 !���(	$�� # � � 	�(� �
 �  &&�F ��(%(� �
 �  F ;(�%$#� 	�$�#(� & %8 �  �C>g��$�
$	�
$	�& �
F�� # �! ��& %8 �#$�$#�%$	�(���(%8
$� �8(&�
	 ��
F$&5 �#$�CB�#$�#�I%$�&(��
'�%%�#$�$8$(&�G�''�8$&E(& ��(	$��	E$&�(&$�#$�'��%�H��1�����%��$8 �� # �$	�&$�5��A�>�
�%�� �� � �
F$&5 � 8($$� $	� 
� $H�&$%(�  �
 �  F ;(� 
	� �& %(� $!$� #(�� �(	� $!� E�	� #$�
8&(8(&��(	 &� ! � $	$&�5 � 8(�$	�� !� &$L
$&�# � 8(&� $!� ��$% � 8 & � ! � $H�& ���5	� #$�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-9



$#�%$	�(���!�$H�&$%(� �
 � &&�F �#$� &� �! �$& !%$	�$�%$#� 	�$�
	 ��I!�
! �#$���$&&$�
&I8�#(��

. & �$!�&$���&(�#$!�� 
# !�#$�$	�& # �$�
��!�'5�
	�%$#�#(&�#$�� 
# !�$!$��&(% �	<���(�
?1�>�T�8&$���5	@���!�� 
# !�#$� !�# �#$�! ��
F$&5 ��$�&$���&5��(	�
	��$&�$#$&(��&� 	�
! &�

F�� #(� �
 � F ;(�#$�! �#$� &� ���!�&$���&(�#$��$!(��# #$�$�:�'(��(	�
	�%$#�#(&�#$�
%$!(��# #���K���(�8(&�$E$��(��(88!$&�#$����V'�G�1�'>j�%9�#$�8&$���5	��% 	�$	�$	#(�

	�� 
# !�$	�$	�& # ��(	� 	�$�#$�1�1D"J%D9�G�#$� !�# �8(&�! ��
F$&5 �#$�1�11A'�%D9���(	�

	�	��$!�#$!� �
 �$	�1�>1�%�%$#�#(�#$#$�$!�E(	#(�#$�! ��& %8 �#$�$#�%$	�(��

�$�&$ !�' &(	�%$#���(	$�8
	�
 !$�#$��$!(��# #� �!(�! &�(�#$����$&��� !$�#�8
$� � �
 %F � %I&�$	$� #$� ! � �
F$&5 � $H�& ��(& � ?D� $	� ! � % &�$	� #$&$�: � G� D� $	� ! � % &�$	�
�'L
�$&# @���(	� $!� E�	�#$�$� !
 &� ! �% �	��
#�#$� !(� $E$��(�#$� �%$�&5 �L
$�$�8
#�$& 	�
�$	$& &�$	�$!�E!
;(�#$F�#(� �! �#$� &� �! �$& !�#$�! ��
F$&5 �8$&E(& # ���$�� !�
!5�$!�$&&(&�
&$! ���(�$	�&$�! �%$#���(	$�&$ !�' # �$	� %F �%I&�$	$��# 	#(��(%(�&$
!� #(�L
$�! �
8&$$	�� �#$�! ��
F$&5 �$H�& ��(& ���	(�$	�(&8$�$�#$�% 	$& �#$�$&%�	 	�$�$!�E!
;(�$	�! �'(	 �
#$�$�
#�(�?&��
& ��@���

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

J1�1D J1�1� 1�1� 1�1D 1�1> 1�1A

5
�,.

-

	������������,.S�-

��
�	

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

1�11 1�1> 1��1 1��> 1�'1 1�'>

5�
,.

-

	������������,.S�-

��
�	

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

J1�1D J1�1' J1�1� 1�11 1�1� 1�1' 1�1D

5�
,.

-

	���������N��,.S�-

��
�	

��H�6E+]%J ��H�6$+%KJ ��H�]+%EJ

�
�

&��
& �����(%8 & ��5	�$	�&$�! ��$!(��# #$����[��	�8 & �! ��� ��5	��l'��
�
E+��
�����
����������,�
����
�
E+$����������������������4��
�

�$�$! F(& &(	��&$�% !! �	(�$�&
��
& # ����	�E�� ��� %$	�$�#�E$&$	�$���(	�$8$�� !�
&$E�	 %�$	�(�! �'(	 �#$�! ��
F$&5 �#$�$H�& ���5	�#$�$#�%$	�(���$��%8!$%$	�5�
	�$L
$% �
#$�&$(!
��5	�#$�$�
	#(�(&#$	��L
$�8&(8(&��(	5�&(F
�$'� �! ��%
! ��(	$�G��#�%�	
G5�
	(� F!$%$	�$� !(� $E$��(� #$� #�E
�5	�	
%<&�� ��� �' F! ����%
$�& � !(� &$
!� #(� #$� ! �
 8!�� ��5	�#$�! �%$�(#(!(�5 ���	���	�! �&��
& �' ��$�%
$�& 	�! �(!
��(	$�&�	 ���$#� ��
�&
$ �G��H�& 8(! # �8 & �
	 ��$&��� !�
F�� # �$	� ! � �& %8 �#$�$#�%$	�(���$��(	�!
G$�
L
$�! �% !! �&�	 ��(	���
G$�! �(!
��5	�	
%<&�� ��	#$8$	#�$	�$�?&��
& �'F@��

�
' F! �����&&(&�#$�#��&$��' ��5	�
��!�' 	#(�! �%$�(#(!(�5 ���	�

�
�!$%$	�(������'���D ''C>"B��BB'�'��C>1�'
% &� F!$� 	 !�' # %$!(��# #�8&�	��8 !�?3@
&'� i�&D' ��D� i���D1
0&#$	�#$!�%<�(#(�8 C�1�
�(	�$&�$	�� �(��! �(&� D1T
��	'� i���	D' C�A'T i�A�'BT

MF-10       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�

&��
& �'�� J�%$!(��# #���8 & �! �(!
��(	$�&�	 ���$#� ���&
$ �G��H�& 8(! # ���FJ�
%$!(��# #���8 & �! �(!
��5	�&�	 ��(	�F && �#��&$� �#$�$&&(&��

�
E+$�)����������&���:������
�

�$� �%8!$%$	�5� $!� %(#$!(� #$� �
&F
!$	�� � -[ε ������ 8 & � $!� #$ &&(!!(� #$� ! �
�%
! ��(	$� % �$%I��� � #$� � !�F& ��5	�� �$� �(%8 & &(	� !(� 8$&E�!$� %$#�#(�
$H8$&�%$	� !%$	�$� $	� ! � � &�$	� �$&$�: � #$� ! � �
F$&5 �� �(	� !(� �%
! #(�
% �$%I��� %$	�$�� $	�(	�&I	#($� $&&(&$� $	�&$� �1T� G� �1� T�� � � &��
& � D�� %
$�& � ! �
�(&&$! ��5	�8 & �! ��� ��5	��lD��

�

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

J1��1 J1�1> 1�11 1�1> 1��1

5
�,.

-

	�����������,.S�-

�&��JVD"!9 ����H8$&�%$	� !�J��

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

J1�'1 J1��1 1�11 1��1 1�'1 1�D1 1�C1

5
�,.

-

	�����������,.S�-

�&��JVD"!9 ����H8$&�%$	� !�J��

1�11

1��1

1�'1

1�D1

1�C1

1�>1

J1�1D J1�1� 1�1� 1�1D 1�1>

5
�,.

-

	���������N�,.S�-

�&��J�VD"!9 ����H8$&�%$	� !�J��

$ V�'C�C>T $ V��C�'>T $ V�''�B"T

�
�

&��
& �D���(&&$! ��5	��&��[��H8$&�%$	�(�8 & �! ��� ��5	��lD��
�

� � F�$	#(�L
$�! ���V�#$��& 
� %$&K�(8$& ��(	�
	�� 
# !�#$�A�D1�%D9�G�L
$�$!�� 	 !�
#$� #
���5	���$	$�
	 �8&(E
	#�# #�%$#� �#$�C�%�G�
	� 	�:(�#$�>�BB�%��E
$�8(�F!$�&$ !�' &�

	 ��%
! ��5	�8 & �$� ��(	#���(	$���(	�! ���
�$	�$��(	#���(	$�#$�F(&#$6�? @�� 
# !�

	�� &�(� $	� ! � $	�& # �� &$
!� #(�#$� ! �  # 8� ��5	� #$!�� 
# !� �
&F�	 #(��8 & � ! �%�� #�#$!�
 	�:(�#$!�� 	 !�$H8$&�%$	� !�5�1�D1�%�?1�D�>��%D9@��?F@�.&$�5	�:�#&(�I��� �$	�! � !�# �
#$!� � 	 !�� �(&&$8(	#�$	�$�  � 
	� ��& 	�$� #$�  �
 � #$� C� %� ?�"DBD�'>� . @� G� ?�@� .&$�5	�
:�#&(�I��� �#$�'>1�. �$	�! �#$� &� �#$�! ��
F$&5 �?�(	#���5	�#$�� !�F& ��5	@��

�	� ! � &��
& � C�� $� %
$�& 	� ! � �$!(��# #$� $	� $!� $	��#(� �$&��� !� B�� 8 & � �&$�
:(&�'(	� !$��#�8
$� � �!(�! &�(�#$�! �& 	
& �#$�! ��
F$&5 ���	�$�$��&IE��(�$��(%8 & 	�
! � �$!(��# #$� #$� 
���5	�� �(	� ! � �$!(��# #� #$� � 5# � #$� ! � 8 &�5�
! � #$�  &$	 � %$#� �
� & ��$&5��� �#$!�!$�:(�$	�! ���V�#$��& 
� %$&K�?�>1V1�'"�%%@��$��% # �%$#� 	�$�! �
��
 ��5	�#$�� ! � !!$�e>f���$�8
$#$�#$� !! &�L
$�$H��$�
���5	�$	��(# �! �& 	
& �#$�! �
�
F$&5 ���(	�%$	(&��	�$	�# #�$	�&$�! � & 	
& ���G��1��$� 	#(� (�� # � ! ��$!(��# #$�
%IH�% �  � ! � :(&�'(	� !� �& ' # � $	� $!� 8! 	(� #$� �%$�&5 �� �� � �$!(��# #$� #$� 
���5	�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-11



� &5 	�$	�
	� & 	�(�#$�J1�1AD�%9� ����'�%9���!�8(&�$	� ;$�#$�$H�& ���5	�#$�� 
# !�#$�! �
�
F$&5 �E
$�#$�>�AD�T��&$8$��(� !�� 
# !��(� !�#$�$	�& # ��
�

J1�>1

1�11

1�>1

��11

��>1

'�11

>�>1 ��11 ��>1 A�11 A�>1 "�11 "�>1 B�11 B�>1 �1�11

	�
���

���
��N

�,.
S�-

5�,.-

H�V�1�D1�% H�V�1�D'�% H�V�1�DC�% %� &$	 �%$#� �?�>1�V�1�'"�%%@

�
�

&��
& �C��%$!(��# #�#$�
���5	�$	�! �& 	
& �#$�! ��
F$&5 �J���V�#$��& 
� %$&K��
�

I+��������
�����
�

� �%$#���5	� #$� !(� 8$&E�!$� #$��$!(��# #� 8 & � ! �%I&�$	$� #$&$�: � $� �'L
�$&# � #$!�
� 	 !� $H8$&�%$	� !�� 8$&%���5� �	E$&�&� L
$� ! � �
F$&5 � $H�& ��(& �	(� $	�(&8$�$� $!� E!
;(� $	� ! �
'(	 �#$�$�
#�(�� &&(; 	#(��$	#$	�� ��%�! &$�$	��(#(�!(�� (��

�$�#$%(�&5�L
$�! ��%8!$%$	� ��5	�#$�!(�$L
$% �#$�&$(!
��5	�#$�$�
	#(�(&#$	�
$	�! ��%
! ��(	$�	
%<&�� �8&(8(&��(	 &(	�&(F
�$'� !�%(#$!(�� !��#�%�	
�&�!(�$E$��(�
#$�#�E
�5	�	
%<&�� �$��	E!
�&�#�&$�� %$	�$�$	�! �%�	�%�' ��5	�#$�!(�$&&(&$��#$���	��

�!�8(&�$	� ;$�#$�$H�& ���5	�#$�! ��
F$&5 �&$
!�5�#$�>�AD�T��&$8$��(� !�� 
# !��(� !�#$�
$	�& # �� �(	� 8(�F�!�# #� #$� 
���5	� $	� �(# � ! � & 	
& � #$� ! � %�% �� � � &$%(��5	� #$�
$#�%$	�(�$	�$!�� 	 !�#$�#$&�� ��5	�#$�! ���V�#$��& 
� %$&K��8(#&5 �&$ !�' &$��F ;(�! �
�(	#���5	� #$� (8$& ��5	� #$� &!
;(� �(	��	
(�� #(	#$� $� $H�& $	� �(	� 	�$%$	�$� !(�
$#�%$	�(� L
$� !(�& 	� #$8(�� &$� $	� $!� E(	#(� #$!� � 	 !�� �(	� $!� E�	� #$� $��� &� ! �
 �
%
! ��5	�G�� 8(	 %�$	�(�#$�!(�%�%(��
�
)���)���
���
�
e�f��(	��!! ���(	' !(� ?'11C@�� ��� �%�*����(���%�-)�/�4-��-�  �� ��	�& # � #$!�� 	 !� #$�

�#
���5	�#$� ! ����&(�$	�& !�#$�� 	� 	�	 ��(�#$�+
&
 	5��� 	�&<!�H���$8 &� %$	�(�#$�
V�#&I
!�� ���(&8($!$���

e'f� ��& W !�� ��� ?'11>@�� �
%$&�� !� �(#$!!�	�� (E� �$#�%$	�� &!(W� �	� ' ! � �$�!��	��
�: %F$&���(&W$�� 	�,	��$&��G�(E����$	�$� 	#�'$�:	(!(�G��'&(	#:$�%��

eDf� ����+���&��?'�11B@��A���+���&�J�(!�$&�':$(&G��
�#$�B����+���&���$!$ $�
�'�1����

eCf� ��$!�T�� 	�� ?'11"@��A.&(�$#
&$� E(&����% ��(	�  	#��$8(&��	�� (E����&$��' ��(	��&&(&� �	�
�&���88!�� ��(	�B��(
&	 !�(E�&!
�#��	��	$$&�	���������%(!���D1��	
$�A��

e>f��& !�5	�����?�B"A@��V�#&I
!�� �#$��$#�%$	�(���
5 �#$�$�
#�(�#$�8(��& #(�$	��	�$	�$&5 �
:�#&I
!�� �#$�! �,	��$&�# #��$	�& !�#$�%$	$'
$! ��

MF-12       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�����
������������
���������
�
���������)����)���������������
������Q����)�����������
H������������������)D���

�
��������������2��
Q���7�+����7�����
)�1�����������
%��/�*1���:��-���*�-)�* P. ��3��
�&
8(� '$&%(E!
�#(#�	I%�� �� �8�(�� #$� ��$	�� � '<&%�� �� ��
$! � #$� 		��� �$�I	�� ��
,	��$&�# #�#$��(��	#$���<&�# �J�%$	$'
$! ��
������������T���
1� ��*���*�-/�-I1�&*�� ���1��-�� ���-&����
�<8 &�$%$	���
�(% ��L
$���	.��J! F�� 		���
�(�.(!��<�	��(�#$��&$	(F!$��� �	�J� &��	�#dV$&$��
&& 	�� ��
�
�
)���.��>� # � &��*�-)�� )����:�� /�-*�*)�� �-� � � �*).���� ���  �� *� �//�4-� ���  �*� /�-��/��-�*� ���
���-)����&����.-�%��� ��.-���%�-*��-� ��� � � .:�� �-/�%&��*�� ��-���*)�/��-������-� ).���2�*����
*��� .)� �0�����-�  ����)�//�4-�6�3�/� �0�/�4-���� 4.1�*��3�*�%��� �*��-)������*�� ��&��*�-)���*�
&���  �*� �/.�/��-�*���� 1� &���������)��� *�-� .)� �0���*� �-�  ��%��� �0�/�4-��� � � .:�� �-� ).���2�*�
&����  �� ��)�//�4-� ��� �.1�*��#-� )����:�*�&��3��*� *�� &��*�-)���-� ��*��3�����*� -��  �-�� �*� D.��
��)�/)�-�6� �/� �0�-�.-���.1���-�.-�).���2���&�����  ��*���&��7�%���-� �*��/.�/��-�*�%����-)��
)2/-�/�*� ��� ������-/��*� ��-�)�*�� .)� �0�-��� /�%�� /�-��/��-�*� ��� ���-)����  �� &��*�4-� �-� �%��*�
�7)��%�*����  �� ).���2���#*)��%��� ��&��*�-)��/���)�*�&��� �%�*���-�� ���/������D.�� �%& �/��  ��
.)� �0�/�4-� ��� .-�� �/.�/�4-� %�-�*� �-� � � %��� �� ��� ������-/��*� ��-�)�*�� #-� �*)�� )����:�� *��
%�����/4� � �%��� �� ��� ������-/��*� ��-�)�*� .)� �0�-���  �*� �)��*� &�*��� �����*� ��� /�-��/��-�*� ���
���-)�����7�*)�-)�*���*&�/2��/�%�-)��&��*�4-�6� � .:����-� ���%��� )��-���-� /���� �7)��%���#-�  �*�
*�%. �/��-�*� ��� �0���*� ��*��3�%�*� /4%�� *�1E-�  �*� /�-��/��-�*� ��� ���-)���� *�� ��)��-�� .-�
%��� ��D.����&��*�-)��%�:��� �*���-4%�-�*��-� ��).���2���&��)�/. ��%�-)��*.�/�%&��)�%��-)��*��
&���/��%/*�� ���)�-����&���%���/�4-��-�.-���-/�����&�.���*��
�
����9���������>��$�$���5	�#$�E
� ���(#$!(�#$��(!8$�#$� &�$�$��#�E$&$	�� �E�	�� ��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



�� 
��)�����
���
�

���
 !%$	�$�! �&$#$�#$��
F$&5 �(	�8 &�$�$$	�� !�#$�!(���$% �#$��& 	8(&�$�#$�E!
�#(�
#$F�#(� �L
$� (	� $!�%$#�(�%I� $�(	5%��(�8 & � �& 	8(&� &� E!
�#(� e�f��� � &$#$�� 
%�	��& 	�
E!
�#(� �8(F! ��(	$���& 	8(&� 	�� �	 �
& !��8$�&5!$(��$�����	��(#(�$�(�� (��
	 �E
� �$	�! �
�
F$&5 �� 8&(�(� &I� � 	�(� 8<&#�# � #$� 8&(#
��(�� �(%(� # 7(�  %F�$	� !$� L
$� #$F$	� $��� &$� (�
%�	�%�' &$� e'f��.(&� � 	�(�� ! �#$�$���5	� G� !(� !�' ��5	�#$� E
� � $�#$���� !� �%8(&� 	�� �8 & � ! �
�	#
�&� � L
$� �& 	8(&�$�  !�K	� E!
�#(� eDf�� �(� %<�(#(� 8 & � #$�$���5	� G� #� �	5���(� #$� E !! �
�	�!
G$	�$	E(L
$�(&�$	� #(� �! �#$�$���5	�G�
F�� ��5	�#$�E
� �$	��
F$&5 �eCfi�$�(�8
$#$	�$�
�! �E�� 	� $	�#(��&
8(6��(��<�(#(�F  #(� $	�
	��(#$!(�G� !(�L
$�	(�
��!�' 	�
	�%(#$!(�
% �$%I���(��'(% 	#(��(%(�F $�
	�%(#$!(�% �$%I���(��$�8
$#$	�� !�
! &� !(�8 &I%$�&(�#$�
E!
;(�$	�#�E$&$	�$�8 &�$�#$�! ��
F$&5 ��$	�&$�!(�L
$�$��
$	� �$!�� 
# !�#$�E
� �G�
�8(���5	����	�
$%F &�(�� ! � $E���$	�� �#$!�%<�(#(�#$8$	#$�$	��& 	�%$#�# �#$!�%(#$!(� $�(��#(����$� �& F ;(��
%
$�& �$!�#$ &&(!!(�#$�� &�(�%(#$!(�#$� �
F$&5 ��
G �#�E$&$	�� �& #�� �$	� ! ��(	#���(	$�#$�
E&(	�$& �
��!�' # ��
�
6+ ��������������
�������������)
��
�
6+$�������������:����������������������9�����
�

. & �#$ &&(!! &�$!�%(#$!(�#$��
F$&5 �	(�F  &$%(�$	�! �$�
 ��(	$�#$��(!8$�#$� &�$�$�e>f��
L
$� &$8&$$	� 	� ! ��$	$& ��5	�8&(8 � ��5	�� &$E!$H�5	� G� �$	
 ��5	�#$�(	# �#$�8&$�5	��
 	#(�
(�
&&$	�� %F�(�$	� $!���$% �#$� �
F$&5 ���$ !�' 	#(�
	�F ! 	�$�#$�%  �G�$	$&�5 �$� !!$� � !�
��
�$	�$���$% �#$�$�
 ��(	$6����� � � �	
� ������� � ��
 ��� � ��������

� ?�@

�
�(	#$6�)�G�0�(	��((&#$	 # �#$���$%8(�G�$8 ��(����$�� &� �#$�8&$�5	��/�$��$!(��# #�#$!�

(	�#(��1� �$!$& ��5	�#$��& �$# #��R�E!
;(�$	�! ��
F$&5 ����#�I%$�&(�#$��
F$&5 ����I&$ �#$�$���5	�
�& 	�$& !�� �� �($E���$	�$� #$� E&����5	�� �!� ��$% � #$� ���� ?�@� $� 
	� ��$% � #$� $�
 ��(	$�
#�E$&$	�� !$�8 &�� !$��	(�!�	$ !$���8(�:�8$&F5!��(�#$�R�G���$	�E
	��5	�#$�0�G�)�e���Af��
�
6+6�������������4����3�����������&��>�
�

. & � E ��!�� &�$!�
(�#$�$�$�%(#$!(�$	� ! �#$�$���5	�G� !(� !�' ��5	�#$� E
� �$��(	�$	�$	�$�
#��&$��' &!(��. & �$�(�$�#���#$�! ��
F$&5 �$	�8�$���(	$���$�#$F$	��(	�#$& &�
	 ��(	#���(	$�
#$� E&(	�$& �� 8(&� $;$%8!(� $!� � 
# !� #$� $	�& # ��������� � ���� G� ! � 8&$�5	�  �
 �  F ;(� #$� ! �
�
F$&5 �������� � ���� 	�
 !%$	�$�� $� #$F$	� #$E�	�&� ! ��(	#���(	$� �	5�� !$��(&&$8(	#�$	�$�  �
!(�� !(&$�#$�R?1�)@�G��?1�)@� �!(�! &�(�#$�! ��
F$&5 �$	�$!���$%8(�)V1���
8(	�$	#(�
	 ��
F$&5 �#$�
! &�(�3��#���#�# �$	�8��$!# �#$�� % 7(�
	�E(&%$���  !"��

� �#$&�� # �8 &�� !$��(	�&$8$��(�#$�0�$�8
$#$	� 8&(H�% &��(	�$!��<�(#(�#$���E$&$	�� �
&�	�� �eAf��8 & ���: �� � #$! 	�$�G��(	�! ��(	#���(	$�#$�E&(	�$& �$!$���(	 # �$���$	$�L
$6�

MF-14       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



����� � � �	
���#� � ���#� � � $ % � &' ( ) ) ' * � &� ?'@

�
. & ��(	�#$& &�! �8(�F�!�# #�#$�
	 �E
� �$	�! ��
F$&5 $� �&$� �! �$H8&$�5	6��� � ��+ , -.�/0��� ?D@

�
�(	#$����$�$!�E!
;(�$	�$!�8
	�(�%�����+�$!�E!
;(�#$8
<�#$�! �E
� ��G�-��$�
	��($E���$	�$�L
$�

8$&%��$�#$�$&%�	 &�$!�� 
# !�#$�E
� �$	�E
	��5	�#$�! �8&$�5	��	�$&	 ��� �����?'@�&$
!� �$	6�
� ����� � � �	
� 1��#� , -.�#�/0��#�2 � ���#� � � � ?C@

�
�:(& ��#��&$���$%(�$!�� 
# !����8$&(�: �� � �&I6������ � ��
�� � ��3�� � �3� � ����������� $ % � �' ( ) ) ' *� ?>@

�
�!�
F5	#��$���&$8&$$	� � �� # �
	 �#$�! �� &� F!$�$	�! �$���5	���#$�! ��
F$&5 ��

�
@+ �
��������������M�����������)�5�)���
�

�$��(	�&
G$&(	�C�%(#$!(�#$��
F$&5 �G�$�
��!�' &(	�'���8(�#$��(	#���(	$�#$�E&(	�$& ��L
$�
$�#$�&�F$	� ��(	��	
 ��5	��
�
@+$ �������$>��������8$9)+�
�

��$�%(#$!(�$��(	�&
G(�
��!�' 	#(��(%(��(	#���(	$�#$� E&(	�$& � ��������� � ����G� � ! �
8&$�5	�  �
 �  F ;(� ������� � ���� (F�$	�<	#($� �(%(�  !�# � #$!� %(#$!(� �������� � ��� G�������� � ����
�
@+6 �������6>��������9$9)+�
�

�$� 
��!�' &(	� �(%(� �(	#���(	$� #$� E&(	�$& �  � ! � 8&$�5	� �������� � ���� G�  � ! � 8&$�5	�������� � ����(F�$	�<	#($��(%(� !�# �#$!�%(#$!(��������� � ���G�������� � ���e"f��
�
@+@ �������@>��������8$9)�������.9��&����������4�����������������������9����+�
�

��$�%(#$!(���$	$��(	#���(	$�#$�E&(	�$& �$%$; 	�$� �! �#$!��(#$!(����8$&(�$� �&$�(�! �
$�
 ��5	�#$�
	 �F(%F �G�#$�
	 �&$�&����5	��� !��(%(�$��$�$	�! �&�������

�

�
&��
& �������$% �#$�'
F$&5 ��$ !��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-15



D�D��� ������4����������.9�>�$�
��!�'(�
	 �<(%F ��$	�&�E
� ��
G �$�
 ��5	�$�! ���
�$	�$6�
� �4 � ��� � 5	��	 , 5��� , 56� ?�@
�

�(	#$6��4 � ����$�! � !�
& �% 	(%<�&�� �#$�! �F(%F �����$�� 
# !�% 	$; #(��56 � �7'�7��5� � ��78��G�5	 � �8&9:;<��(	�!(��($E���$	�$�#$�! �$�
 ��5	�#$�! �F(%F ��
�

������4�����������������4�>�� �$�
 ��5	�L
$�8$&%��$�%(#$! &�! �&$�&����5	�$�! ���
�$	�$6
�=%*�&� � �> � �&� ?A@

�
�!� �($E���$	�$� =��� ?�($E���$	�$� #$� &$��$	�� @� #$8$	#$� #$� ! � 8<&#�# � #$� � &� � L
$� $�

8&(#
�$	�$	�&$�! � !�# �#$�! �F(%F �G�$!��(%�$	'(�#$�! �$���5	�#$�8&
$F �#$�! ��
F$&5 ��
�
@+C �������C>��������8$9)�������.9��&����������4���������������&����������������9����+�
�

'�$	$�! �%�% ��(	#���(	$�#$�E&(	�$& �G�!(�%�%(� ��$(&�(�L
$�$!��(#$!(�D��8$&(�$�
 �&$�(� (�& � &$�&����5	�  � ! �  !�# � #$� ! � �
F$&5 �� ! � �
 !� $� %(#$!5� #$� % 	$& � �%�! &�  � ! �
&$�&����5	�#$�! �$	�& # ���:(& �! �8&$�5	����� �� %F� 	#(�G�! �� !�
! �$!�%(#$!(�$	�� # �8 (�
#$��%
! ��5	��
�
C+ �
�����
�����5�����
�
�����)����������
�

. & �� # �
	(�#$�!(�%(#$!(�$�&$ !�' &(	��%
! ��(	$�F I	#(	(�$	�! ��(	#���(	$�#$�
E
	��(	 %�$	�(�#$�
	�F 	�(�#$�8&
$F ���(	�!(���
�$	�$�8 &I%$�&(�E5��(6�'
F$&5 �#$�..J��� � :9?@A�� � � 8<7)79�?@!BA��� � <)<;C9�?@A�� $�$� F 	�(� $� $	�
$	�& � $	� $!��	�%��'�%�
�
 # ! ; & ���$H��(���
G �� & ��$&5��� ��<�	�� �$�8
$#$	� 8&$�� &�$	�eBf���$��(	�#$&5�8 & �
! � �(%8 & ��5	� 
	� $H8$&�%$	�(� �(	� �&$� E
� � $	� #���	�(� 8
	�(� !(� ! &�(� #$� ! � �
F$&5 ���(�
&$
!� #(�#$�$� ��%
! ��(	$�$�%
$�& 	�$	�! �&����'�G�$!�$H8$&�%$	�(�$	�! �&����D��

. & �$!�� (�#$!��(#$!(����$	�! �&����' ��$�8
$#$��$��(%(�$!�� 
# !�R(
��#�%�	
G$� �%$#�# �
L
$� $� 8&$$	� � � # � E
� �� ��$� $� 
	� &$
!� #(� $8$& #(� G� 
	� �(%8(&� %�$	�(� 	 �
& !� #$!�
%(#$!(��	�
 !%$	�$��$�8
$#$��$&��L
$�! �8&$�5	���	�� $��(%(�&$
!� #(�#$�! �E
� ���	�! �&����
'F�� $� 8
$#$� (F$&� &� $!� �(%8(&� %�$	�(� #$!� �(#$!(� 'i� $	� <� � $�  8&$�� � �5%(�� R(
�� � �
#�%�	
G$	#(��(	�� # �E
� ��	�
 !%$	�$��$��$�
	� 
%$	�(�$	�R�	��$�(�#$F�#(�8&(F F!$%$	�$� �
L
$�
	 �#$�! ��(	#���(	$�#$�E&(	�$& �$�������	�$%F &�(��	(�$�(F$&� 	�� %F�(�$	���	�G��(
���
!(��
 !�$� !$; �#$!��(%8(&� %�$	�(�&$ !�#$�
	 ��
F$&5 ��G �L
$��$	�
	���$% �&$ !�R�	� 
%$	� ��
��	� #�%�	
G$�� G�R(
�� G��(
�� #�%�	
G$	���	� ! �&���� D�� $� 8
$#$��$&� $!� �(%8(&� %�$	�(� #$�
	�
��$% �&$ !��
 	#(�$�&$ !�' 	�! �%�% �8&
$F �L
$�$�: 	�:$�:(�$	�!(��(#$!(���G�'���	�$!�
� (�#$!��(#$!(�D���(	�! �E�	 !�# #�#$�%$;(& &�$!�%�%(��$� �&$�(�
	 �F(%F �G�
	 �&$�&����5	��
!(��
 !��8$&%���5��%
! &�
	 �8<&#�# �#$�8&$�5	�8&(#
��# �8(&� !�K	���8(�#$� ��$(&�(�?�I!�
! ��
�(#(��$���@��' %F�<	��$��%
!5�!(�L
$�
�$#$��(	�R�	��
 	#(�$�8&(#
�$	�E
� �$	�$!���$% ��
�	�! �&����'���$�8
$#$��$&�L
$�� 	�(�R�	��(%(�R(
��� %F� 	�� !��(%(�!(�: �$�$!���$% �&$ !�?&����
D@���$�(F$&� �� %F�<	��
	 �� 5# �$	���	�8(&�$E$��(�#$�! �E
� ����	�$%F &�(����.)�$�% 	��$	$�
�(	� 	�$� G� #$F$&5 � #�%�	
�&�  !� ��
 !� L
$� $	� ! � &���� D�� . & � (!
��(	 &� $� � #$F�!�# #� �(	�
&$8$��(�#$���.)�?$	�$!��(#$!(�D@��$� �&$�(� !��(#$!(�C��(�& �&$�&����5	� �! � !�# �#$�! ��
F$&5 ��
8$&%���$	#(� #$� $� �% 	$& � L
$���.)�� G � � %F� 	#(���	� ! �&����'#�� $� 8
$#$��$&��! & %$	�$�

MF-16       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�5%(�� %F� 	�� 	�(�!(�� 
# !$��(%(�! �8&$�(	$�#$�$	�& # �G� !�# �#$!���$% �#$��
F$&5 � !�
��
 !�L
$�
�$#$�$	�$!���$% �&$ !��
�

�
 ���(#$!(��� F���(#$!(�'

����(#$!(�D� #���(#$!(�C�
&��
& �'����%
! ��(	$�#$�!(���E$&$	�$��(#$!(��

�
&��
& �D���H8$&�%$	�(�#$�&
� �&$ !�' #(�$	�
	�< 	�(�#$�.&
$F ��

�
E+ �������
�����
�

�	�$�$��& F ;(�$�8&$$	� &(	��
 �&(�%(#$!(�#$� �
F$&5 �8 & ��$&��
I!�&$8&$$	� �%$;(&�!(�
E$	5%$	(� 8&$$	�$� $	� ! � �
F$&5 �� 	�
 !%$	�$�� $� 8&$$	� &(	� #(� #�E$&$	�$� �(	#���(	$� #$�
E&(	�$& 6�R��G��-�?�(#$!(��@�G�����G��-�?�(#$!(�'@���$�8
#(��$&�$	�! �&����' ��L
$�$!��(#$!(���
��$	$�
	��(%8(&� %�$	�(�#�	I%��(�$	�R�.)�G���-��8$&(��R�-�G���.)�8$&% 	$�$	��(	� 	�$��!(��
 !��

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3.6

3.8

4

4.2

4.4
x 10

-3 Caudal de Entrada & de Salida

tiempo(s)

Q
(m

3
/s

)

Qin

Qout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3

4

5

6

7

Presión aguas arriba & aguas abajo

tiempo (s)

H
(m

) Hin

Hout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
4

4.5

5
x 10

-3 Caudal de Entrada & de Salida

tiempo(s)

Q
(m

3
/s

)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3

4

5

6

7
Presión aguas arriba & aguas abajo

tiempo(s)

H
(m

)

Qin

Qout

Hin

Hout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3

3.5

4

4.5

5
x 10

-3 Caudal de Entrada & de Salida

tiempo(s)

Q
(m

3
/s

)

Qin

Qout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3

4

5

6

7
Presión aguas arriba & aguas abajo

tiempo (s)

H
(m

)

Hin

Hout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
3

3.5

4

4.5

5
x 10

-3 Caudal de Entrada & de Salida

tiempo(s)

Q
(m

3
/s

)

Qin

Qout

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
2

4

6

8
Presión aguas arriba & aguas abajo

tiempo (s)

H
(m

)

Hin

Hout

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
3.5

4

4.5

5
x 10

-3 Caudal de Entrada & de Salida

tiempo(s)

Q
 (

m
3
/s

)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2

4

6

8

Presión aguas arriba & aguas abajo

tiempo(s)

H
(m

)

Hin

Hout

Qin

Qout

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-17



$�  !$; � #$!� �(%8(&� %�$	�(� #$� 
	� ��$% � #$� �
F$&5 � $	� $!� �
 !� ?&���� D@� R�	�  
%$	� � G� ��	�
#�%�	
G$��$!�E!
;(�#$� !�# �G�! �8&$�5	�#$�! � !�# �#�%�	
G$	��
 	#(�$�8&$$	� 	�E
� ���	�
$!��(#$!(�'��� 	�(�R�	��(%(�R�.)�� %F� 	��(	�$!���$%8(�8$&(��! �8&$�(	$���	�G���.)�8$&% 	$�$	�
�(	� 	�$��$�(�$� !$; �#$�
	���$% �&$ !���	�$!��(#$!(�D��$� �&$�(�! �$�
 ��5	�#$�
	 �F(%F �
G�#$�
	 � &$�&����5	��%$;(& 	#(� �� $!��(%8(&� %�$	�(�#$!�%(#$!(�� G �L
$���
 	#(�$�8&$$	� �

	 �E
� ��$�!�F$& �$8 ��(�$	�! ��
F$&5 �8 & �L
$�$	�&$�%I�!�L
�#(��8(&�� 	�(��$!�E!
�#(�F(%F$ #(�
(�
8 & �$�(�$8 ��(i�$ �$�! �� 
 �8(&�! ��
 !�$��$�L
$�R�-� 
%$	� � �!(�! &�(�#$�! ��
F$&5 �
?�$&�&���� D� G�'�@���	� $!� � (� #$�R�.)�� $� (F$&� � L
$� <�$� #�%�	
G$� G � L
$� $�� � 8$&#�$	#(�
� 
# !� $	�� # �
	(�#$� !(� 8
	�(� #$� E
� ��&�	 !%$	�$�� $	� $!��(#$!(�C� $� #(	#$� $�(F$&� � $!�
�(%8(&� %�$	�(�%I��%�! &�  �
	���$% � &$ !�� $	� $�$� ?&����'#@�$��$��5%(�� %F� 	� � 	�(� ! �
8&$�(	$� �(%(� !(� � 
# !$�  � %$#�# � L
$� $� 8&$$	� 	� ! � E
� �� �(��(#$!(� D� G� C� $&I	�

��!�' #(� 8 & � $!� #$ &&(!!(� #$� (F$&� #(&$� 	(� !�	$ !$�� $	� E(&% � �%�! &�  � e"f� $	� $!� L
$� $�

��!�' �
	�(F$&� #(&�F  #(�$	�$!�%(#$!(�'���(	�&$
!� #(�8 &�� !%$	�$� ��E ��(&�(��
�

���'����(��)����
�

�!��&��0��<$�(���:�G�
��&
8(�#$���	�$� �J�#!�8(&�E ��!�� &�!(�# �(�&$ !$��	�
 !%$	�$�� �
! � �& �� ��� '(&&$� 8(&� �(	�&�F
�&�  � ! � (F�$	��5	� #$� !(� %�%(�� &�	 !%$	�$��  !� 8&(�& % � #$�
�(! F(& ��5	�&& 	�(J%$	$'(! 	(���0�J�(&#�%���1'�9�.	J'1�1111D1D�&(	 �����&
	# G �
�:(�
%$	$'
$! �'1���L
�$	�E�	 	��(�8 &�� !%$	�$�$�$��& F ;(��

�
I+ )���)���
���
�

e�f���� %$&#$�� �$�
&�# #� #$� .&(�$(� 		#
�&� !$�  � �& �<� #$� ! � �
�(% ��' ��5	��
:��8699WWW���	�$	�
	 %�%H9�
�(% ��' ��(	9#$E 
!�� 8H��

e'f�������(
' �������&
'�  	#� ��&����.$&$�& ���$ T��$�$���(	� �	�.�8$!�	$� �:&(
�:��8$��& !�
�	 !G��(E�.&$
&$����	 !��0��0��������%��#-1�3� �<M�-�O�M�(e�� �. ����/�#===��

eDf��	#&$W� &�� �(!(%F(�� .$#&(� �$$�� <&G 	� W�� - &	$G�� �� $!$����$� !��$& �
&$� &$��$W� (E�
�& 	�$	�JF $#� !$ T�#$�$���(	�%$�:(#����.�-� �����6�����-3���-%�-)���*���/�� /#==L0�
<�<P����/��3���O��/)�����#==S^���3�*���L�4���.��6�#==L^��//�&)���P�4���.��6�#==L�

eCf�� 	(� ��� �$&�!$&�� 4�. )� ��)�/)��-� �-�� ���1-�*�*� �-� #-1�-����-1� (6*)�%*�� �$W� +(&T6�
� &�$!��$TT$&��BB"��

e>f��
�5 � � �&(� <
&�(� G� V<��(&� % !#<J�(	'I!$'�� �$ T� �$�$���(	� �	� W �$&� .�8$!�	$6�
.&(8( !�< $#�(	� �< 	T�(E�&�!�$&��$-1�-��������3�*)��/�� �-������-1�-���2���3� ��<M�8��
K��#==L��&&��KML�KSL��

e�f� ��(&�$� � &�5 J�$&& ��%$! ����&�� !��-*�)����*� 6� �*/� �/��-�*� �-� (�*)�%�*�����/. �/�*� ��
 ��*�4-��,	��$&�# #�#$��(�%F& ��,	��$&�# #�.(!��<�	�� �#$�% !$	�� ��,	��$&�# #�#$�! �
�$8KF!�� �0&�$	� !�#$!�,&
�
 G��	�<�6�"CJ�11JB�C�J>��

eAf� ���$�$	�����: 8& ��� G%(	#�.��� 	 !$�� 2)���*�8.%2��/�*�&����$-1�-����*���#��(&� !6�
� ��V��

e"f� ����'(&&$��<$ 	�(	�  	#�����$(&�$�����(!!(� ��(	�%(#$!� E(&�W �$&J: %%$&�#G	 %���
W��:� 88!�� ��(	��(�!$ T�#$�$���(	�� ��/����-1*����)���OM)��$###���-����-/���-���/�*��-�
�-����-)�� ���-/.-�� �7�/�����/��L�<<��#==S��

eBf�0��<$�(���:�0�� ��.�' 	(J�(&$	(��A�88!�� ��(	�(E� � !$ T�#$�$���(	� !�(&��:%��	� �W �$&�
8�8$!�	$� 8&(�(�G8$6� #�EE��
!��$�  	#� (!
��(	B�� �	� L)�� $-)��-�)��-� � ��-����-/�� �-�
# �/)��/� �#-1�-����-1����%&.)�-1�(/��-/���-���.)�%�)�/���-)�� �/��#�#==S0�� �7�/��
��)6�� �7�/���8�3�%����<#�<O��#==S��

MF-18       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�����
������,������������)�������������
��)�������Q���
���
�����

�
Q��2��+������������
Q���7�+����7�����
������������2��
)�1�����������
�%�-)�-�1��I. ��3��
�:��-I. ��3��
%��/�*1I. ��3��
�*�-)�* I. ��3��
�&
8(� #$�'$&%(E!
�#(#�	I%�� ���8�(�� #$���$	�� �'<&%�� ����
$! � #$� 		�$	�$&5 ��$�I	�� ��
,	��$&�# #�#$��(��	#$���<&�# �J�%$	$'
$! ���

�
)���.��>�# �&��*�-)�� )����:�� /�-*�*)���-�� ��*).������ �/-1. ������-)�������� .-�%����������
� .:��/�-�/����/�%�� ������������-��/��-�� �)��0��#-�)����:�*��-)������*�*���*).��4�������%��
-.%2��/��6��7&���%�-)� �� ��.-/��-�%��-)������*)���-*)�.%�-)�����*��3/-��*��3�-)�:�*���*&�/)��
���)��*� �-*)�.%�-)�*����%���/�4-���� � .:��/�%��� ��2-).�����  ��& �/�������/�����-)���  �*�/.� �*�
&���%�*� /�)��� .-�� �.�-�� �*)��� ����� �-�  �� *�;� � ���  �*� ��*&�*�)�3�*� ���%���/�4-� *�/.-�����*�
�-*)� ���*� �-� � � %�*%�� 6� .-�� %�6��� &��/�*�4-� �-� *.*� %�����*�� (�-� �%���1�� )�%��2-� *��
��*��3���-�� 1.-�*���*3�-)�:�*�/�%�� ���*� ��%�6���&2���������&��*�4-��-� �� 2-����/�%&������
/�-�.-�).����2-).���� �����*�*��*).���*�*��.)� �04�.-�/-1. ������-)�������:��&����� �/�-������OLc��
&���  �� /.� � & �-)��%�*� �-� �*)�� �/�*�4-� �*).����� � � ���/)�� ���  �� %�����/�/�4-� ��� �*)�� /-1. ��
/.�-��� �*)�� *�� ��/�� 3������ ��*���  �*� #<c� ��*)��  �*� L=c�� �  ���� �*)�� �*).���� *�� ��� �04�  ��
*�%. �/�4-� /�-� 3� E%�-�*� ��-�)�*� �-� ��*� ��%�-*��-�*� &���� P� 3� ���*� ��� /-1. �� ��� �-)������
%�-)�-��-���  ��%�*%���� �/�4-����/�����%�)���� �6� )� ���-/��*��-���%�-*��-�*��3�*���*. )���*�
%.�*)��-� ���-� .�-/�������*)��/-1. ������-)������-� ��&��/�*�4-���� �*�%�����*�6��-� ��&2������
���/��1��)�)� �D.��*��&���./���-� ��).���2����
����9���������>��$#�#(&�#$��(	(��%$#���5	�#$�E!
;(���
F(�%$	�
&����(!K%$	$�E�	��(��
�
�
�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+ 
��)�����
H���
�
� ���
 !%$	�$�$	�$!�%
	#(�#$�! ��	�&
%$	� ��5	�$H��$	�� &�$# #$�#$�$L
�8(�8 & �%$#�&�
E!
;(�� � # � 
	(� �(	� 
� 8&(8� � ��&�
#$� G� #$E$��(�� �(	� 8&(�$(� � # � #5 � %I� &��
&((�
�(	��	
 %$	�$� $� F
� 	� 	
$�(� $L
�8(�� (�%$;(& �  � !(� G � $H��$	�$��,	(� #$� $�(� 	
$�(�
�	�&
%$	�(�$�$!��$#�#(&�#$�&!
;(�'�8(��(	(�?�(	$��$�$&@��L
$� ��$	$��$�K	�
� E F&�� 	�$�
e�f� ��%
�:(� F$	$E���(� $	�&$� !(� L
$� $��
$	� �%$	(� &$�&����(	$� 8 & � $!�%(	� ;$� G�%$;(&$�
%$#���(	$��8$&(�$H��$�8(� �F�F!�(�& E5 ��	#$8$	#�$	�$�L
$�: � �&$E$&$	�� � �
�E
	��(	 %�$	�(���
��$�	
$�(�%$#�#(&�#$�E!
;(��$	$& �
	 �� 5# �#$�8&$�5	�8(&�&$#
���5	�#$!�I&$ �#$�8 (�#$!�E!
;(��
$!�%�%(�8&�	��8�(�#$�E
	��(	 %�$	�(�L
$�(�&(��	�&
%$	�(��(%(�$!�%$	�
&��(�! �.! � �0&�E���(�
e'f� ��(!(�L
$��$	�$�$�� (�! �&$#
���5	�$��$	$& ��(	�
	 �(F�&
���5	�$	� E(&% �#$��(	(�$	�$!�
�$	�&(�#$�! ��
F$&5 �$	�!
� &�#$�
	 �&$#
���5	�#$!�#�I%$�&(�#$�! ��
F$&5 ���
��������������	� $!� '11"� $� �(%$	'(� $!� $�
#�(� #$� $�$� ��8(� #$� �	�&
%$	�(� eDf� �� #$!� �
 !� E
$�
8&$$	� #(� 
	� $�
#�(� �	�&(#
��(&�(�  � 	��$!� $H8$&�%$	� !� FI��(� eCf� �� #��:(� $�
#�(� �(	��5 �
8&�	��8 !%$	�$� $	� ! � �(%8 & ��5	� $H8$&�%$	� !� #$�
	��$#�#(&� #$��(	(� �(	�
	� �
F(�%$	�
&���
.(�$&�(&%$	�$� $� �(	��	
 &(	� !(� $�
#�(� �	�!
G$	#(� $H8$&�%$	� ��5	� G� �%
! ��(	$� $	�
�(!K%$	$�E�	��(�$	�#(�#�%$	�(	$�e>f�e�f����	�$!�8&$$	�$��& F ;(�$��(%8!$%$	� �$!�$�
#�(�
�(	� �%
! ��(	$�� 
��!�' 	#(� �<�	�� � #$� ��	I%�� � #$� &!
�#(� �(%8
� ��(	 !�� �(	� (E�W &$�
�(%$&�� !��8 & � 	 !�' &�$!�$E$��(�#$�! �� &� ��5	�#$!�I	�
!(�#$�$	�& # �#$!��(	(�$	�! �%$#���5	�
#$!� E!
;(����#$�	(� &�L
$� !(� �	�&
%$	�(��(%$&�� !$� $H��$	�$�
��!�' 	�
	�I	�
!(�#$�C>U��$!�
�
 !�$�
��!�' ��(%(�F $�#$�&$E$&$	�� �#$!�$�
#�(��
� ��$��& F ;(�$�I�(&� 	�' #(��(%(���
$6�$	�! �$���5	�'�$�8&$$	� �$!�%$#�#(&�#$��(	(�
$	��<&%�	(��$	$& !$��$	�! �$���5	�D�$�8&$$	� �$!�%(#$!(��%
! #(�G��(	#���(	$�#$!�$�
#�(�
&$ !�' #(��$	�! �$���5	�C�$�8&$$	� 	�!(�&$
!� #(�#$��%
! ��5	�G�E�	 !%$	�$�$	�! �$���5	�>�
! ��(	�!
�(	$�#$!�$�
#�(��
�
6+ ���
��)�������Q���
��������
�
6+$+ ����1�������4������������.�����

� �(	��$� $	� 
	� �(	(� �$	�& #(� #$	�&(� #$� ! � �
F$&5 �� $!� �
 !� �	�$& ��K � �(	� $!� E!
�#(�
� %F�I	#(!$�! �E(&% � !�8$&E�!�#$��$!(��# #$�G� �! ��$'��&$ 	#(�
	 �&$��5	�#$�F ; �8&$�5	�$	�$!�
I&$ �8(�$&�(&��
� � �#�E$&$	�� �#$�8&$�5	�$�%�#$�%$#� 	�$�#(� �
;$&(�
	(�$	�! �8 &$#�#$�! ��
F$&5 �� !� �
8&$�5	�?.�@��G�(�&(�$	�! �8 &�$�8(�$&�(&�#$!��(	(��&
	� #(��F ; �8&$�5	�?.'@���$&�E��
& �'���
� �(�E F&�� 	�$�e�f��	#�� 	�L
$�
 &�$!��(	(�$	�$!��$	�&(�#$�! ��
F$&5 ���$	$���$&� ��$	� ; �
(F&$� !(� %$#�#(&$� #$� E!
;(� �(	�$	��(	 !$�� � !$� �(%(6� �	�$& ��K � �(	� ! � !5	$ � #$�  !� �
�$!(��# #�#$!�8$&E�!�#$��$!(��# #$�8&(#
��$	#(�% G(&�� 5# �#$�8&$�5	i�%$'�! &I��(# �! �'(	 �
#$!� 8$&E�!�� :(%(�$	�' 	#(� 
� 8&(8�$# #$i� $� 8
$#$� 
 &� $	� E!
�#(� L
$� 	(� $�<	� $	� 
	� (!(�
$� #(���(%(�8(&�$;$%8!(�� �:K%$#(��
� � & %$	�$�$	�! ��
F$&5 �$�(F$&� 	�E!
;(��(%8!$� %$	�$�#$ &&(!! #(�eAf����(	#���5	�
�$	$& !%$	�$� 	$�$ &� � 8 & � $!� F
$	� E
	��(	 %�$	�(� #$� %
�:(� %$#�#(&$� #$� E!
;(�� �!� �(	(�

8$& �$	�8 &�$�$�$�&$L
$&�%�$	�(�G �L
$�%(#�E�� �$!�8$&E�!�#$��$!(��# #� �
 � &&�F �#$!�%�%(�
e"f� ��.(&� (�&(� ! #(� $!��(%8(&� %�$	�(�#$�
	� ��8(� 8 &���
! &� #$�%$#�#(&� #$��(	(�F  #(� $	� ! �
	(&% ��.	�>�A�E
$�$�
#� #(�$	�eBf���
�
6+6+ ������4��3���������.�������������������.2������

MF-20       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



� � �$H8&$�5	��$	$& !�8 & �! �#$�$&%�	 ��5	�#$!�� 
# !�$	�$!$%$	�(�#$�8&$�5	�#�E$&$	�� !�
$�F  �$	�! � 8!�� ��5	�#$!�'$(&$% �#$�<$&	(
!!�� �
	 ��
F$&5 �:(&�'(	� !�eAf����$�K	�$!�$�I	# &�
	�0� >��A� e�1f� $� � $H8&$�5	� #$F$� $&� �(&&$��# � 8(&� 
	� �($E���$	�$� #$� #$� &� � ? @� G� 
	�
�($E���$	�$�#$�$H8 	�5	�? @��8 & ��(% &�$	��
$	� �!(�$E$��(�#$�&$8 &�(�#$��
 !�#$��$!(��# #$��
! ��(	�$	�& ��5	�#$!�E!
�#(��! �&
�(�# #$�#$�! ��
F$&5 �G�$!�$� #(�$	�L
$�$�$	�
$	�& �$!�E!
�#(�
#$� �& F ;(� G �$ � !5L
�#(��� �(�� 8(&�����F�$	� $!�$�I	# &� 	�0�$� &$E�$&$� (!(�  � �
F(�%<	�
&���
'(F$& �G�.! � �0&�E���(��
�
��!�' ��5	�8
$#$�$&�$H�& 8(! # � �(�&(��	�&
%$	�(�#$�&$#
���5	�
#$� I&$ �� �(	� ! � 8 &���
! &�# #$� 8$&��	$	�$� $	� �
 	�(�  � !(� �($E���$	�$� G� �(	E��
& ��5	� �
$�
 ��5	�L
$�$�(F��$	$�$�! ���
�$	�$6�

?�@

� �	�$� �$H8&$�5	�$!��($E���$	�$�#$�#$� &� �$�$!�K	��(� E$�� #(�8(&�$!�I	�
!(�#$�$	�& # ��
G�#$F$�$&�#$�$&%�	 #(�#$�E(&% �$H8$&�%$	� !��
�
@+ ��������
�������
�
� ��!�%(#$!(� �%
! #(� #$!��(	(� $� F  � $	� ! ��$(%$�&5 � $�I	# &� #$!��(	(�� $	� F $�  �
	�
I	�
!(� #$� $	�& # � #$� C>U�� G� �(	� ! � � & � 8(�$&�(&� #$!� �(	(� $	� E(&% � 8! 	 � ?�$&� &���� �@� �(	�
#�%$	�(	$�#$�$�
#�(����$�$��(	(�$�!$�%(#�E�� �$!�I	�
!(�#$�$	�& # �8 & �(F$&� &�$!�$E$��(�
#$�
�%(#�E�� ��5	�$	�$!�E
	��(	 %�$	�(��8&(#
��$	#(���I	�
!(�#$�$	�& # �#���	�(�#$#$�'�U�
?I	�
!(�$�I	# &�#$�
	��
F(�%$	�
&�@�: � �!(�B1U�?�$&�&����D@��

�

&������ �$(%$�&5 �#$!��(	(�(&���	 !� &����'� � !! #(��58��(�#$��%
! ��(	$�

�
&����D� ���$&(�I	�
!(�#$�$	�& # �$	�$�
#�(�?'�U��D1U��C>U�(&���	 !���1U��A>U�G�B1U@�
�
���: ��(	E��
& ��(	$�#$��(	(�E
$&(	��%
! #(��(	�
	�(E�W &$�#$��(!K%$	$�E�	��(�

$	�'��� �(	�
	�% !! #(� �%�! &� $	� �(# � ! � �(	E��
& ��(	$� #$� I	�
!(� #$� $	�& # �� #$!��
 !� $�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-21



8
$#$� (F$&� &� 
	� $;$%8!(� $	� ! � &���� '�� �� � �%
! ��(	$� $� &$ !�' &(	� 8 & � #��$& �
�(	#���(	$�#$�E!
;(�G�8&$�5	�8 & �(F$&� &�$!�$E$��(�#$�! �� &� ��5	�#$!�I	�
!(�#$�$	�& # ��
�
C+ )����������
�

�$� �(# � $� � �%
! ��(	$� &$ !�' # � $� %
$�& 	� !(� &$
!� #(� #$� 
	 � #$� ! �
�(	#���(	$� #$� E!
;(� L
$� �!
�& 	� !(� &$
!� #(� (F�$	�#(�� G� L
$� �(&&$8(	#$	�  � 
	� E!
;(� #$�

� G� 
	 � 8&$�5	� #$� #$� &� � #$� �� �	� ! � &���� C�
%
$�& �!(��(	�(&	(�#$�8&$�(	$��%�$	�& �L
$�! �&����>�%
$�& �!(��(	�(&	(�#$��$!(��# #$�
8 & �!(���I	�
!(�#$�$	�& # �$�
#� #(��

�

�
&����C� �(	�(&	(�#$�8&$�5	�?�(	(�#$�'�U��D1U��C>U�(&���	 !���1U��A>U�G�B1U@�

�

�
&����>� �(	�(&	(�#$�%$!(��# #$�?�(	(�#$�'�U��D1U��C>U�(&���	 !���1U��A>U�G�B1U@�

� � � F! ���%
$�& �!(�� !(&$�#$�8&$�5	�%$#�#(�$	� ! � �(% �#$�8&$�5	� ? �G� @� ��
�(%(�! �#�E$&$	�� �#$�8&$�5	�%$#�# �? @�G�! �� 5# �#$�8&$�5	��(� !�$	�$!��
F(�? @��� �&������
%
$�& �$!�#$� !!$�#$!��(	�(&	(�#$�8&$�5	�8 & �!(�I	�
!(�#$�D1U�G�B1U�%�$	�& �L
$�! ���������
����������������������������������1�������+�%
$�& �!(�#$� !!$�#$�!(�� %8(�#$��$!(��# #$���

MF-22       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



' F! ����% !(&$�#$�8&$�5	�$	�%$#�# �G�#$� &� �
� '�U� D1U� C>U� �1U� A>U� B1U�

2��5� 2��� 2��2� 2��@� 2�@�� 2�@5�
E�E+ E�E5 E�EH E�EH E�E2 E�EH
,�E+ ,�2� ,�2+ ,�HH ,�5E ,�+�
,�@� ,�@E ,�E� ,�E+ ,�22 ,�H�

�

�
D1U B1U

&������ �$� !!$��(	�(&	(�#$�.&$�5	�8 & ��(	(�#$�D1U�G�B1U��

�
D1U B1U

&����A� �$� !!$�� %8(�#$�%$!(��# #$�8 & ��(	(�#$�D1U�G�B1U��
�
�$�(F$&� �#$�!(�&$
!� #(�L
$�$	�&$�%I��& 	#$�$ �$!�I	�
!(��% G(&�$&I�! �#�E$&$	�� �

#$�8&$�5	�%$#�# �$	�$!��	�&
%$	�(�8$&(�� %F�<	�% G(&�! �� 5# �#$�8&$�5	��(� !�$	�! ��
F$&5 ��
��$�E$	5%$	(�$�8&(#
�$�8(&L
$� !�#$� &� &� �
	 �%�% �8&$�5	�$	��(# �! ��(	E��
& ��(	$�
! �8&$�5	� �! �$	�& # � 
%$	� �%I�$	�! �%$#�# �L
$�$!�I	�
!(�$�: �$�%I��& 	#$��.(&�(�&(�! #(�
$�(F$&� �L
$�! ��$!(��# #�#$�!(��5&���$� �! � !�# �$�% G(&�$	�&$�% G(&�$ �$!�I	�
!(��!(��
 !�
�	#�� �% G(&$��
&F
!$	�� �G�8(�F!$%$	�$�
	 �%$#�# ��(	�%$	(&�$� F�!�# #���

�
E+ �������
�����

�
�$!�$�
#�(�8(#$%(��(	�!
�&�L
$�$	�&$�% G(&�$ �$!�I	�
!(�#$�$	�& # �$!��	�&
%$	�(�$�

8 &$�$&I�% � �
	 �8! � �(&�E���(��8
$�8&$$	� �
	 �% G(&�#�E$&$	�� �#$�8&$�5	�8 & �! �%$#���5	�
8$&(�
	 �% G(&�� 5# �#$�8&$�5	�$	�! ��
F$&5 ��8&(F F!$%$	�$�� %F�<	�
	 �% G(&��
&F
!$	�� �L
$�
: �$�%I��	$� F!$�! �%$#�# �G�$��#$	�$%$	�$�
	�% G(&��(�(�#$�E F&�� ��5	�$��	� ! ��5	��.(&�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-23



(�&(�! #(�$	�&$�%I�8$L
$7(�$ �$!�I	�
!(��
�E
	��(	 %�$	�(�$�8 &$�$&I�%I� !�#$�
	��
F(�#$�
%$	�
&����(	�
	 �%$	(&� #�E$&$	�� � #$� 8&$�5	� $	� ! �%$#�# �� 8$&(� � %F�<	�
	 �%$	(&�� 5# � #$�
8&$�5	� �(� !�$	� ! ��
F$&5 ��8&(F F!$%$	�$�� %F�<	�
	 �%$	(&��
&F
!$	�� �8(&�!(�� 	�(�$�$8$& �

	 �%$#���5	�%I�$� F!$��8$&(��(	�
	�% G(&��(�(�#$�#$�E F&�� ��5	�$��	� ! ��5	��

�$�8
$#$��(	�!
�&�$	�(	�$�L
$�$!�I	�
!(�#$�C>U��& #(�8 &$�$�
	�F
$	��(%8&(%�(�$	�&$�
� 5# �#$�8&$�5	�G�%$#���5	���

��	�$%F &�(�8(#&5 �$&�K��!�$	�� (�8 &���
! &$�
��!�' &��(	E��
& ��(	$�#�E$&$	�$���$�
L
�$&$�8&���!$�� &�
	 �% G(&�8&$���5	�$	�! �%$#�# �(�
	�%$	(&��(�(�#$!��	�&
%$	�(��. & �$�(�
$���$	$�8! 	�$ #(�$	��& F ;(�E
�
&(��$	�8&�%$&�!
� &�$�
#� &�#$�E(&% �$H8$&�%$	� !�!(��(	(�
 L
5�8&$$	� #(�G�$	�$�
	#(�!
� &�: �$&��(%8 & ��(	$��(	�$!��
F(�%$	�
&��8 & �$!�I	�
!(�%I�
8$L
$7(�G��(	�! �8! � �(&�E���(�8 & �$!�I	�
!(�%I��& 	#$����(�K!��%(��(	�$!�(F;$���(�#$��$&�! �
�$	� ; �G�#$�$	� ; �L
$�8
$#$�8&$$	� &�
	��(	(�&$! ��� %$	�$�$�(	5%��(��(	�
	��& 	�I	�
!(�
�(	� 
	� �	�&
%$	�(� �!I��(� $�(	5%��(� �(%(� ! � 8! � � (&�E���(� G� 
	� �(	(�%I� �(�((� �(	� 
	�
�	�&
%$	�(�%I��(�((��(%(�$!��
F(�%$	�
&���
�
I+ )���)���
���

e�f����&(%$�$&�� 		���!��� 0�*)� (� .)��-� �������  �-1�-1� 4 �B� ��*.��%�-)��.&�	�$#� �	�,����
'11A��

e'f��&$
����$-*)�.%�-)�/�4-�$-�.*)��� ��� &�(%F(��������BB"��< &�$!(	 ��8 7 ��
eDf��8�	(' �� &!(�G��
 &�$�&
$	�$����*�;���/�-*)�.//�4-�6��*).�������.-� ����������4 .:�����

��-���.&(G$��(�#$��& #(�8 & �(8� &� !� �5�
!(�#$� 		�$	�$&(��$�I	��(����
$! �#$� 		�$	�$&5 �
�$�I	�� ��,	��$&�# #�#$��(��	#$��'11"���<&�# J�%$	$'
$! ��

eCf��
!:(�$���&����
�!!<	������8�	(' ������
 &�$������
#�(�		�&(#
��(&�(��$!�&
	��(	 %�$	�(�
�$� ,	� �$#�#(&� �$� &!
;(� '�8(� �(	(�� � A$$$� ��-1��*�� 3�)�-��%���/�-�� ��� ��-)�� �
�.)�%/)�/��N��$���-1��*����-�0� �-������.)�%�)�0�/�4-�6���-)�� ��'>J'"�#$�	(��$%F&$�#$�
'11"���<&�# ��%$	$'
$! ��

e>f��
!:(�$���&����(	�$	$�&(����� 	�(����G��
�!!<	�������
#�(�#$!���$7(�#$�
	��$#�#(&�#$�
&!
;(���8(��(	(��A���-1��*��$-)��-�/��-� ���� 2)���*�8.%2��/�*��-�$-1�-���2��6����-/��*�
�& �/���*�/�$ #8$�U(�#=<=0���<&�# J�%$	$'
$! ��''� �'C�% &'(�#$�'1�1��

e�f��
!:(�$� ��&��� �(	�$	$�&(� ��� � 	�(� ��� G� �
�!!<	� ���� ��
#�(� #$� !(� . &I%$�&(� #$�
&
	��(	 %�$	�(�#$�
	��$#�#(&�#$�&!
;(� ��8(��(	(��A���-1��*�� $-)��-�/��-� ���� 2)���*�
8.%2��/�*��-�$-1�-���2��6����-/��*��& �/���*�/�$ #8$�U(�#=<=0���<&�# J�%$	$'
$! ��''� �
'C�% &'(�#$�'1�1��

eAf�.(��$&��$&!$�� �//-�/�����4 .���*��.���'	���V������$H��(���BB"��
e"f���	�:��������$: #&���%����	�:����-��� W: #$�������EE$���(E�
8�&$ %�E!(W�#��
&F 	�$�(	�

�:$� 8$&E(&% 	�$� �: & ��$&����� (E�  � %J�(	$� E!(W%$�$&�� 4 �B�  ��*.��%�-)� �-��
$-*)�.%�-)�)��-��A�?'11�@�'B�['BA�

eBf�.$�$& �����W�����$�$	 ����: &#��� !#W$!!F���$�$���(: 	$	F�<�!!��'$��	���:$�W E$&�%J�(	$�
E!(W%$�$&� �	�  ��(&# 	�$� W��:� �.	� >�A� A'$��	�� .&(�(�(!� E(&� ��EE$&$	�� !� .&$
&$� &!(W�
�$ 
&$%$	�� �$���$B� �	� �:$� ����	� �(!(& #(� �$�� E ��!��G�� 4 �B�  ��*.��%�-)� �-��
$-*)�.%�-)�)��-�<M�8�8��'CA['>C���!$��$&��'11���

e�1f� 	�0�� ��*.��%�-)� ��� � .��� � �B� �6� %��-*� ��� &��**.��� �������-)�� � ��3�/�*� �-*��)��� �-�
/��/. ��� /��**�*�/)��-� /�-�.�)*� �.--�-1� �.  � t� . &�� C6� %$	�
&�� �
F$�� 	�09&�	�� >��AJ
C6'11'?�@��

MF-24       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

��������������5�����8��)�����)����������������)������5�������
�V
)�
������V�����5�
��
�����)����������

�
�������)+�����:������:����
�������+�
9����7�����.�������
����������������������
*�1� 3�-I.%�/��%7�
 �������I.%�/��%7�
1���0I.%�/��%7�
�$�: 	�� !��	��	$$&�	���$8 &�%$	���,	��$&�# #����:( � 	 �#$�� 	����(!I�#$�V�# !�(���8#(��
.(� !�>""���(!���$	�&(����.�>"11����(&$!� �����:�������
���7���Q+�����������
%�/�� �/��3�-)�*I ).�*��
�����(	�(E�&!
�#� 	#��H8$&�%$	� !��$�: 	�����
!$��,	��$&��G�(E�'$�	(!(�G��BA�"A���
!$���
�����
�
�9������+�!��� � �B� �-����6���. �/�).���-������)� ).��� �*���/��  �-1�-1� �-�.*)��� ��&& �/�)��-� ����
�4�� ��/�.*�� �*� /����/)���0��� �6� �� ).��. �-)� � �B� B�)�� �������-)� � �B� &��-�%�-��� ��1��
.-*)����-�**�� � �B� *�&���)��-�� *B�� �-1� � �B� �-�� *)��-1� ��3��*�� &��**.��� 1�����-)�� !�.*�� �)*�
*�%. �)��-� �*� /�%& �7� �-�� )�%��/�-*.%�-1� ��1�� /�%&.)�)��-� � /�&�/�)��*� ���� ��D.������
����)��-�  6�� ���D.�)�� ).��. �-/�� %��� �-1� �*� -������ )�� &����/)� *./�� � �B*� �//.��)� 6�� !���
��:�/)�3�����)���&��*�-)�B��"��*�)���-3�*)�1�)��)����//.��/6����)�����-��%� �0�)��-����.&�!����6�
/�8�0�"�}�).��. �-/��%��� ��-�)�������)�).���� �B�/ �*��)��)�����*)�����/��-/6����)���).���-���!���
����/)����)�����*/���0�)��-�*/��%�*��-�)��*��%��� *���*����-�*).�������*�)���� �B��*�*�1-���/�-) 6�
����/)��� �6� )���B�  *�� )B�� �������-)� 1���� /�-/�-)��)��-*� -���� )�� )���B�  � /6\<� �-�� 6\L=0�B����
�3� .�)���� !��� -.%���/� � ��*. )*� ���� /�%&����� )�� ��)�� ��� �7&���%�-)� � ��*. )*� �)� �������-)�
*�/)��-��-����*/.**����
�
-�&N����>��& E���
F$�����&$��' ��(	��:$%$��'
&F
!$	�$�%(#$!���&����
�
$+�
��)�����
���
�

':$� E!(W� !$ ��	�� �:$� &
		$&� �	� �
&F�	$�(E�- 8! 	� �G8$� ��W�&!�	��� �
&F
!$	��  	#�
	�$ #G�
#
$� �(� �:$� &(� ��	�� &
		$&���� �:$� E!(W� $	�$&� �:$� #& E�� �
F$�� ��� �� 
F;$��� �(�  � �&(	��  #�$&$�
8&$
&$� �& #�$	��� W:��:� % G� �&���$&� $8 & ��(	� (&�  � �(&�$H� F&$ T#(W	� E
	���(	� (E� �:$� W�&!�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



�
�

	
%F$&���
�:� E!(W� ��  ��: !!$	�$� E(&��&�� 8&$#����(	����:�$�$%$	�� (E�  	�  ��
& �$�	
%$&�� !�
8&$#����(	� &$L
�&$� �:$� �(&&$��� F(
	# &G� �(	#���(	�� %$:�� �
&F
!$	�$� %(#$!�  	#� #�EE$&$	�� !�
�:$%$�E(&��:$�#�EE$&$	��$L
 ��(	��(�F$�(!�$#���

�&�� �%
! ��(	� (E� #& E�� �
F$� E!(W� : �$� F$$	� �	�$��� �$#� �	� #�EE$&$	�� W(&T:(8�� �:&$$�
���0&'����'
&F�	$JBB�W(&T:(8� : �$� F$$	� :$!#� (�$&� �:$� ! �� #$� #$� e�JDf��<$�#$� �:��
$&�$�(E�W(&T:(8��(�:$&��
#�$�(	� �:$��%
! ��(	�(E� �
&F
!$	�� E!(W� �	�#& E�� �
F$�: �$�F$$	�
8
F!�:$#� eCJ�f�� V(W$�$&�� 	(� G�$% ���� �	�$��� ��(	� (E� �:$� #�EE$&$	�� %(#$!�  	#� �:$�&�
�	�$& ���(	�W��:�#��&$��' ��(	��:$%$�: �F$$	�8$&E(&%$#��� !�I	�$�� !��eAf�(F$&�$#��: ���:$�
#��&$��' ��(	� �:$%$� (E� �:$� �(�$&	�	�� $L
 ��(	� E(&� �:$� E!(W� �:&(
�:� �:$� #& E�� �
F$� �&$ �!G�
�	E!
$	�$��:$�E!(W�8 ��$&	�W:$	��:$�����"�}��
&F
!$	�$�%(#$!� &$�
$#��

':
�� �:$�8&$$	���
#G��	�$��� �$� �:$� ��
& �G�(E� �:$��$	(&% !�' ��(	��&(
8�':$(&G�"�}�
�
&F
!$	�$� %(#$!� (	�  � #& E�� �
F$� E!(W�  �� (8$& ��(	 !� 'J%(#$� E
	���(	� (E� �:$� #��&$��' ��(	�
�:$%$��':$��:$%$� �	E!
$	�$� �� �	�$��� �$#� �	� �$&%�(E�$	��	$$&�	��L
 	����$� 	#�8&$
&$�
#��&�F
��(	�(	��:$�W !!��
�
6+ ����)
����������
6+$��������&����������������.��7��
�

':$� #& E�� �
F$�� E(
	#� �%%$#� �$!G�  E�$&� �:$� &
		$&�� ��  	� $$	�� !� $!$%$	�� �	� !(W� :$ #�
�
&F�	$��':$� E
	���(	�(E� �:$�#& E�� �
F$� �� �(��(	�$&�� �:$�T�	$���� $	$&�G� !$ ��	�� �:$� &
		$&� �	�(�
8&$
&$� $	$&�G� W��:�  � %�	�%
%� !(� (E� $	$&�G�� ':$� V_!!$E(&$	� - 8! 	� %(#$!� #& E�� �
F$��
!(� �$#� �	� 		# !�!�$	��W$#$	��W �
$#� �(��(	#
��� �:�� �
#G���$� �!$#��$!(���G�  	#�8&$
&$�
%$ 
&$%$	��W$&$�% #$� FG��	#$&(	� e"f� �	�  �	
%F$&� (E�%$ 
&$%$	�� $���(	�� $$�&�������
�$
!�� &$��(%8 &$#�W��:�(%$�(E��:$$�$���(	���

�

�
�

�������$J��$(%$�&G� 	#�%$ 
&$%$	��$���(	�(E��:$�#& E���
F$��
�

&(!!(W�	���_FF$	$&�q��&(�; 	�eBf���W(�F!(�TJ�&
��
&$#�:$H :$#& !��&�#�W$&$�#$��	$#�E(&��:$�

$� (E�W !!� E
	���(	� ?6\bL=@�  	#� &$(!��	�� �:$� F(
	# &G� ! G$&� ?6\b<@�� �(%8&��	����1C��DA��
�&�#�8(�	���':$��&�#�L
 !��G�%$ 
&$� &$�8&$$	�$#��	�' F!$����':$�E!(W����(	�#$&$#��(�:$&% !�
 	#��	�(%8&$�F!$�W��:� ��(	� 	�����(��G��':$�E!(W��:&(
�:��:$�#& E���
F$�: �F$$	��(%8
�$#�

�	�� ��(%%$&�� !��&��8 �T �$��&�,��'�a��
�

��9���$���& E��'
F$��&�#�L
 !��G�
J��
�	" (���%�����&
� (�*����&��
�&	����	�� (�*��6�
������	��
�KM� �,�5N @E5E �,�E
�KM��� �,�5N� ���� 5�+�

MF-26       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�

6+6������������������7�.���
�
&(
&� #�EE$&$	�� #��&$��' ��(	� �:$%$� W$&$� �	�$��� �$#6� &�&�J0&#$&� ,8W�	#� ?&0,@��

. � 	T &d�.(W$&J� W� ?.0�@���$�(	#�0&#$&�,8W�	#� ?�0,@��J
 #& ����,8�&$ %� 		�$&8(! ��(	�
E(&� �(	�$����$� -�	$% ���� ?J,	�-@�  	#� �(	(�(	$� ,8�&$ %J�$	�$&$#� ��:$%$� E(&�
�(	$&� ��(	�� W�?�,���@�e�1f��
�
6+@����9�������������
�

':$����JF $#�"�}�%(#$!��
$#� �	� �:$�8&$$	��W(&T�� ��#$&��$#� E&(%� �:$� �	� 	� 	$(
�
� ��$&J��(T$�$L
 ��(	��
�	�� �% �:$% ��� !��$�:	�L
$�� !!$#�Y�$	(&% !�' ��(	��&(
8Y��:$(&G�
e��f�W:��:��	�(&8(& �$�%(#�E�� ��(	�(�$&��:$�� 	# &#�"�}�%(#$!���
�
6+C�����������������������
�

�(	�$&�$	�$��&��$&� �E(&� !!��%
! ��(	�W$&$��(	�&(!!$#�FG��:$���$& ���$��(	�$&�$	�$�$&&(&�
e�'���Df��#$E�	$#�FG6�

�������������������������������������������������� � � � � � � ��������?�@�
�

W:$&$� (�����:$�% �(
&�$�&$�#
 !�?�:$�&$�#
 !�E(&��:$�8&$
&$��(&&$���(	�$L
 ��(	@�
 	#�! 4����:$��(� !�% �E!
H��	�(��:$�#(% �	���

�!(���:$���$& ���$��(	�$&�$	�$�W ��(	�&(!!$#�FG��:$�&$�#
 !�(E��:$�$L
 ��(	��(	!G� � �
E
	���(	�(E��:$� (���(F� �	$#�E&(%��:$�$�(	#� 	#��:$�! ����$& ��(	�(E�$ �:��%
! ��(	�?������d@���
�
6+E����1��.�����3���.�����+�
�

':&$$� 8$&E(&% 	�$� 8 & %$�$&� W$&$� 
$#� �(� $� !
 �$� �:$� �	E!
$	�$� (E� �:$� �
&F
!$	�$�
%(#$!�(	��:$�#& E���
F$�8$&E(&% 	�$6��

':$�W !!�8&$
&$�&$�(�$&G��($EE���$	��� �
������������������������������������ �� � ���� � ���� �����?'@�

W:$&$� �.)@B�  � �� �:$� �$& �$#�� ����W !!�8&$
&$� �&(� �:$�(
�!$��$���(	� 	#� �-@B�  � ��
�:$� �$& �$#�� ����W !!�8&$
&$� �&(��:$��	!$��$���(	���

':$�$	$&�G�!(�E ��(&��

�� � � ������������� � � ��� � � ��������?D@�

W:$&$���-�  	#���.)� &$E$&� �(� �:$� �	!$��  	#� (
�!$��  &$ �  	#�R� �� �:$� E!(W� & �$��':$� �(� !�
8&$
&$��� )b&\=�L/.#\3#\B#0��W��:�.��3�� 	#�B��:$��$!(���G�� &�$� 	��(%8(	$	����

':$�%$ 	�8&$
&$�&$�(�$&G��($EE���$	���

����������������������������������� �� � ����� �� ��������?C@�

�
@+ )�������

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-27



�
�

' F!$�'� !��� �:$�8$&E(&% 	�$�8 & %$�$&� ?#$E�	$#� �:$%�FG� �:$�$L
 ��(	�'�� D�� C@�(F� �	$#�

�	�� �:$� ���� %(#$!� W��:� �:$� #�EE$&$	�� #��&$��' ��(	� �:$%$� E(&� F(�:� �&�#���� ��	�E�� 	��
� ��$&� ��(F� �	$#� �	� �:$�&$
!���8(�	��	��(
�� �:$� �%8(&� 	�$�(E� �:$��:$%$�(&#$&��:($	�� �':$�
$H8$&�%$	� !�8&$
&$��($EE���$	��(	��:$�W !!��&BV���'�: �F$$	�
$#��(�$� !
 �$��:$�$&&(&�(E��:$�
#�EE$&$	���:$%$��':$��,����?�,�@��:$%$����$��:$�%�	�%
%�$&&(&i�D��T�E(&�6\<� 	#�C�>T�
E(&�6\L=��.&$
&$�&$�(�$&G���&%��8&$$	�� 	� �$& �$�� !
$�(E�1�B�>�E(&�6\<� 	#�1�">��E(&�6\L=��
W:��:��� 	��%8(&� 	��#�EE$&$	�$��':��8 & %$�$&���!$�$	����$��(��:$�#��$&$��' ��(	��:$%$�
W:$	��:$�6\<��&�#���
$#��':$�%$ 	�� !
$�(E�1��>��E(&��:$�6\<��&�#� 	#�(E�1�'��E(&��:$�6\L=��&�#�
(E��:$�$	$&�G�!(�E ��(&�����(F� �	$#��(��(%8 &$��:$�$EE$���(E��:$�#��&$��' ��(	��:$%$��

�
��9���6+��	��	$$&�	��L
 	����$�(F� �	$#�E(&��:$�#�EE$&$	���&�#� 	#�#��&$��' ��(	��:$%$��

�H8$&�%$	� !��&Bb���'���
�8���

()�-�����B�  ��.-/)��-
6�\�<� 6�\L=�

�&% �� �&B �&% �� �&B
&0,�
�0,�
.0��
J,	�
�,��

1�""D
1�"��
1�B��
1�B��
1�B�C

1��AB
1�'�'
1��>�
1��>�
1���>

1�BA"
1�BB�
��11B
��11B
��1"1

1�"A�
1�">�
1�">>
1">>
1�B'�

1�'11
1�'�1
1�'��
1�'��
1��C'

1�B"�
1�BB>
1�B��
1�B��
��1�>

�
&��
&$�'�:(W��:$�&$
!��(E��:$�8&$
&$��($EE���$	�� !(	���:$��$	�$&!�	$�W !!��
88$&� 	#�

!(W$&��$	�$&!�	$�W !!���!!��%
! ��(	�� 8�
&$��:$��$	$& !�E$ �
&$�(E��:$�8&$
&$�� &� ��(	� 	#�
�:$�! &�$��#��&$8 	�G�(��
&�(	��:$�
88$&�W !!�	$ &��:$�$!F(W��':$�%(����	�E�� 	��#�EE$&$	�$�
 %(	�� �:$� �:$%$� E(&� �:�� 8 & %$�$&� �� $H:�F��$#� FG� �:$��0,� �:$%$�%(#$!� (	� F(�:� �&�#��
':$&$�  &$� (	!G� �$&G� % !!� � &� ��(	� F$�W$$	� �:$� (�:$&� �:&$$� �:$%$� &0,�� .0��  	#� J,	��
�$�$&�:$!$�� �:$��,�� �:$%$� $$%� �(�F$��$&�  88&(H�% �$� �:$�$H8$&�%$	� !� &$
!��
�	�� �:$�
6\L=��&�#� 	#�!$�$H ��!G�E(&��:$�6\<��

�

��� �
? @�,88$&��$	�$&!�	$�W !!� � � � ?F@��(W$&��$	�$&!�	$�W !!�
�������6�7��(%8 &�(	�(E��:$�8&$
&$�#��&�F
��(	��&� !(	���:$�W !!�
�	��#�EE$&$	��

#��&$��' ��(	��:$%$�W��:������
&F
!$	�$�%(#$!���H8$&�%$	� !�# � �E&(%�eDf��
�
		��$&%�(E��:$�L
 !�� ���$�&$8&$$	� ��(	�(E��:$�E!
�#�E!(W��&����D?F@�E(&��:$�6\<��&�#� 	#�

D?�@�E(&��:$�6\L=��&�#�8&(��#$� ���
 !�' ��(	�(E��:$�E!(W�&$
!��FG�%$ 	�(E��(	�(
&�(E��:$� H� !�
�$!(���G� ���:$��*#�$���(	�?$$�&�����@��	��� 	�F$�(F$&�$#��: ���:$�����%(#$!����$&G�$	����$�
�(� �:$� #��&$��' ��(	� �:$%$� $H�$8�� �(� �:$�.0��  	#�J,	�W:$	� �:$�  %$� 6\��&�#� ��
$#��':��
�
&F
!$	�$�%(#$!��� F!$��(�� 8�
&$� !%(�� !!��:$�E!(W�#$� �!��V(W$�$&���:$�%�##!$��$!(���G�'(	$�
?��C�%9@���W$!!�� 8�
&$#�(	!G�FG��:$�.0�� 	#�J,	��:$%$�E(&�6\L=� 	#��:$G�8&$$	�� !%(���:$�
 %$�#$� �!� ��:$�$H8$&�%$	� !�&$
!��:(W	��	�&����D? @���

MF-28       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�

�
? @��H8$&�%$	� !�&$
!��E&(%�e"f��?E!(W�%(��	���(W &#��:$�&$ #$&@��

�
?F@�6\<�

�
?�@�6\L=�

�������@�J�% &� ��(	�(E��:$� H� !��$!(���G��(	�(
&� 	#��:$�:(&�'(	� !��$!(���G��$��(&� ���:$��*#���
�

' F!$�D�:(W��:$��(	�$&�$	�$�(E��:$��%
! ��(	� � �	(&% !�'$#�% �(
&�$�&$�#
 !�?���
T@����$	�FG��������':$�����%(#$!� !!(W�F$��$&�: 	#!�	��!(WJ�$G	(!#J	
%F$&� 	#�	$ &JW !!�
E!(W��.((&�!$�$!�(E�% �&$�#
 !�W �&$ �:$#� 	#��$ #G�� !�
! ��(	�W$&$�8$&E(&%$#�W:�!$��:$�
E!(W���
	�$ #G��':$�$�(	#��(	�$&�$	�$��&��$&�(	��8&$$	�$#� �$&&(&�8$&�$	� �$�?������d@���
	(��E
!E�!!$#�E(&� !!��%
! ��(	�?:��:$&��: 	���1�J'�T@��': ��%$ 	��:$������
&F
!$	�$�8&$$	��
�:$�8((&$���(	�$&�$	�$�� !
$�
�	���:$�6\L=��&�#�W��:�:��:$��(&#$&�:$%$��

�
��9���@+��(	�$&�$	�$��&��$&�(	�F $#�(	��:$�% �&$�#
 !�(
&�$�����

 	#�F $#�(	��:$�&$�#
 !�(E��:$�$L
 ��(	�?������d@��
�8��

()�-�����B�  ��.-/)��-
���d� ������d�

6\<� 6\L=� 6\<� 6\L=�
&0,�
�0,�
.0��
J,	�
�,��

D�'A�J1C
"��"�J1>
��CD�J1C
��CD�J1C�

C��"�J1>�

'�B'�J1C
'�'C�J1D
A�B>�J1C
A�B>�J1C�

"�A"�J1D�

���A�J1D
��1>�J1'
C�DB�J1D
C�DB�J1D�

��'��J1'�

>�D'�J1D
��1A�J1�
D�A>�J1'
D�A>�J1'�

��D>�J1��

�
�������
����

&&(%�F(�:��:$�L
 !�� ���$� 	#�L
 	��� ���$�&$
!��8&$$	�$#��	��:��8 8$&�������8(�F!$��(�
�(	�!
#$� �: �� �:$&$� $H���  � �((#�  �&$$%$	�� F$�W$$	� �:$� 	
%$&�� !�  	#� $H8$&�%$	� !� &$
!���
W:��:�%��:��F$� ��(	$L
$	�$�(E� �:$�	$ &JW !!��&�#�L
 !��G�W:$	� �:$�� 	# &#�W !!� E
	���(	� ��

$#���

&!(W���
 !�' ��(	� (E� �:$� �%
! ��(	� : � :(W	� �: �� �:$�����%(#$!�W(
!#�F$�  F!$� �(�
%(&$�$H ��!G�&$8&$$	���:$�8&�	��8 !�#$� �!�(E��:$�#& E���
F$�E!(W��F
�� �#$$8$&�$	������G��
#G�
(E��:$��	�$	��G�W�&!�:(
!#�F$��(	#
��$#��	�(&#$&��(�$� F!�:��:$�� 
$�(E����
	�$ #G�� �$��

V(W$�$&��:��%(#$!�$$%��(�F$�!$� #$L
 �$���	��$&%�(E��(	�$&�$	�$�� 	#����%(	��(&�
#($�	(��&$ �:� ��$ #G�� �$���(	$L
$	�!G������&$�(%%$	#$#��(��$���:$�(�:$&�	$ &JW !!�(8��(	�
�	�(&#$&��(�E�	#� �F$��$&� 88&(H�% ��(	��(��:$�$H8$&�%$	� !�&$
!�� 	#� 	 !G'$��:$�! ����$& ��(	�
�	�(&#$&��(�$� F!�:��:$�� 
$�W:G����#($�	(��&$ �:��:$��$ #G�� �$��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-29



�
�

)���)������
�

e�f��$F &���<����
� �(	������q�- &!(	����� ��/����-1*����!.���-��LL�X��"*��&��-�����)�
).���� �B��.(&;
���W$#$	��		6�'$�:��&$8(&��'1116����
!$��,	����(E�'$�:	(!(�G��'111��
�

e'f��	��&_%�� '��� �
� �(	�� ���� q� - &!(	����� !.���-��LL� X��"*��&� #� �-� ����)� !.���
4 �B��  ��/����-1*� ��� #<*)� $���� (6%&�*�.%� �-� �6���. �/�  �/��-��6� �-�� (6*)�%*��
� 
 		$���W��'$&! 	#��'11'��

�
eDf��$&� 	�$�������	��&_%��'���q��
� �(	����� ��/����-1*����)���K)��$���N#���4!���

X(��-�����)�).���� �B*��.(&;
�VG#&(8(W$&��$	�&$��.(&;
���W$#$	��'11>��
�

eCf���(� 	������ 	!�$�
������%
��'����$		$% 		��<���q���$!! 	��&����H8$&�%$	� !��
#G� 	#�
	
%$&�� !� �%
! ��(	� (E� �:$� &!�	#�� #& E�� �
F$� &(� ��	�� �(&�$H�� ��.�-� � ��� 4 .��*�
#-1�-����-1���(!���'B��	��'��88���C�J�>"��'11A��

�
e>f��
8&$�:��������
%$&�� !� 8&$#����(	� (E� �(&�$H� �	� F�!���$� �	� �
&F(% �:�	$&G��8�)�*� �-�

8.%���/� �4 .��� �/��-�/*���(!��BD��88��'��J''C��'11���
�

e�f���:$&$&�� '��� & ��!$�� .��� q� ��:$	F&$		$&�� '��� �H8$&�%$	� !�  	 !G��  	#� 	
%$&�� !�
� !�
! ��(	� (E� �:$� &(� ��	�� �(&�$H� &(8$� �	�  � #& E�� �
F$� (8$& ��	��  �� 8 &�� !( #�� 		6�
 ��/����-1*� ��� )��� #<*)� $���� (6%&�*�.%� �-� �6���. �/�  �/��-��6� �-�� (6*)�%*��
�$8�$%F$&�'11'��� 
 	$��W��'$&! 	#��88��'�AJ'"���'11'��
�

eAf�� !�I	�������$���(������q��
�!F 
���&���$%$	����
#G�(E� TJf� �
&F
!$	�$�%(#$!�  	#�
	$ &�W !!�%(#$!�	�� E(&��$ #G�� �$�W�&!�	�� E!(W� 	 !G�� �	�#& E�� �
F$�
�	��&�,��'��
#-1�-����-1��&& �/�)��-*������%&��4 .��� �/��-�/*�%(!��>���(��C��88��C>B[CA"��'1����
�

e"f��	#$&(	�� ,��� '$�� � $� '� J� �(%$� 	$W� &$
!��  	#� 
8# �$� �	�$� W(&T:(8� ��� 		6�
 ��/����-1*����!.���-��LL�X(#��!��� *�/�-��#���4!���X��"*��&��-�����)� ).��� � �B��
�
	$��"J'1���!�T &!$FG���W$#$	��'11���
�

eBf��_FF$	$&�� ���� q� �&(�; 	�� V��� �*�� ��-���)��-� ���� !.���-�� LL� X��"*��&�� ���+��
�$&% 	G��'11>��
�

e�1f� &!
$	�����D�,$&d��
�#$��&!
$	��		��6��$F 	(	��V�'11����
�

e��f�+ T:(���%���q�0&' ��������$	(&% !�' ��(	��&(
8� 	 !G��(E��
&F
!$	�$6�	��< ����:$(&G��
��.�-� ����(/��-)���/���%&.)�-1���(!�����88��DJ>D���B"����
�

e�'f�<$&��&_%�� ����'
&F
!$	�$�%(#$!�	��  	#�	
%$&�� !�  ��
& �G� E(&� �:$� �%
! ��(	� (E� �:$�
E!(W� E�$!#� �	�  � �
&�$#� �: 		$!�� 		6� <LLM� �( #� 4 .��*� #-1�-����-1� ��3�*��-� (.%%���
 ��)�-1�/4#�( pLM0��% 	�(
�$&��� 	 # ���
	$�''�J�'����BBA���
�

e�Df�<$&��&_%�� ����q��$F &����������% ��(	� (E�	
%$&�� !�  ��
& �G� E(&� �:$� E!(W� E�$!#� �	�  �
#& E���
F$��$-)��-�)��-� ���.�-� ��-�8.%���/� � �)���*��������)��-��4 .���4 �B���(!��B��
	��C��88��CA'JC"����BBB���

MF-30       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



��������������
��������)�
�	������)��
�
�:��7�������&�
)�Q���)�92��
�*�-/��0I.-�)���.�3��
����:�*I. ��3��
�&
8(�#$�<�(�	�$	�$&5 ���$� 	 �(�#$�		�$��� ��5	��,	��$&�# #��� ��(	 !��H8$&�%$	� !�#$!�
'I�:�& ��� 	��&��5F !�%$	$'
$! �
�&
8(�#$�		�$	�$&5 �<�(%<#�� ��,	��$&�# #�#$�!(��	#$���<&�# �%$	$'
$! �
�
�
)���.��+� # � �*).����� ���1-4*)�/�� 6� )��)�%��-)�� ���  �*� �-���%�����*� /�����3�*/. ���*� �*� .-�
/�%&�� %.6� �%& ��� D.�� ��D.����� ��� %E )�& �*� /�-�/�%��-)�*� 6� �����%��-)�*� &��3�-��-)�*� ���
��3��*�*�/���*���-)���  �*�D.�� ��*� )��  �� �-1�-���2�����%2��/�����-)������  �*������%��-)�*�%/*�
�%&��)�-)�*�D.��  ���-1�-���2������&��)�������*)��/�%&�� *���-/.�-)���� ���*����  �����%��� �*�
%�)�%/)�/�*��� �*�*)�%��/�����3�*/. ����#7�*)��.-��1��-�/�-)��������%��� �*�D.����)�-���*���
 �*� �;�*� L=� 6� P=� D.��&��)�-� /�-�  �*� )����:�*� *�%�-� �*� ����.6)�-� Z<�K[�� /����%��� ��&�*���
-�3� �*������)�  �*���&�-���-����� �&��&4*�)������*).�����-�/����/�*������-3�*)�1�/�4-��#-��*)��
)����:�� *�� &��*�-)�� � � ��*����  �� ��� .-� %��� �� �� � *�*)�%�� /�����3�*/. ��� ��*���� �-�  �*�
������-)�*�%��� �*��7�*)�-)�*�����&)������ �*�-�/�*�����*�����-3�*)�1�/�4-�D.��*����D.����-���-�
1�-��� � � � %��� �� &��)�-��� *�%. ��� 3����*� �*&�/)�*� �� � *�*)�%�� /�����3�*/. ���� ���%/*� �� �
/�-)�� �D.���:��/��� � *�*)�%�� -��3��*���# ���:�)�3��&��-/�&� ��*��-� �0���� � /�%&��)�%��-)�����
�*)�� /�%& �:�� *�*)�%�� �� ������-)�*� �*/� �*� )�-)�� �-� /�-��/��-�*� -��%� �*� /�%�� &�)� 41�/�*��
���%/*����*.�.)� �0�/�4-��-���/�-/������-3�*)�1�/�4-���
�
����9����������>��(#$! #(�� �$%I���(�����$% �� &#�(� �
! &�����$% ��$&��((�
�
$+�� 
��)�����
H��
�

�!���$% �� &#�(� �
! &�$�I�E(&% #(�FI�� %$	�$�8(&�$!��(& '5	�G�$!���$% ���&�
! �(&�(��
�	� $%F &�(�� �(%(� �(#(� !(� ��$% � L
$� E(&% 	� 8 &�$� #$!� (&� 	�%(� :
% 	(�� $�I�
�	�$&�(	$�� #(�  � (�&(� ��$% � �(%(� $!� &$8�& �(&�(�� $!� &$	 !�� $!� 	$&��((� $	�&$� (�&(� eCf�� �
�
E
	��(	 %�$	�(� �(&&$��(� #$8$	#$&I� 8&$�� %$	�$� #$� ! � &$! ��5	� G� &$8
$� � #$� $�(� (�&(�
��$% �� 	�$�#�E$&$	�$���
 ��(	$�F�$	�$ �	(&% !$�(�#$�$� #(�8 �(!5���(���!�$�
#�(�#$�$�$�
�(%8!$;(� ��$% � : � !!$� #(�  !� #$ &&(!!(� #$� #�E$&$	�$� %(#$!(� L
$� 8$&%��$	�  	 !�' &� 


AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



�(%8(&� %�$	�(� 8(&� %$#�(� #$� &$8&$$	� ��(	$� % �$%I��� � � 8 �$� #$�  F�& $&� ! �
� & ��$&5��� �&$!$� 	�$�8 & �
	�$�
#�(�8 &���
! &��

�(�%(#$!(� � &#�(� �
! &$� $� : 	� #$ &&(!! #(�  � ! &�(�#$!� ��$%8(�
��!�' 	#(�#�E$&$	�$�
%<�(#(��#$#$�$�
 ��(	$�#�E$&$	�� !$�!�	$ !$��%8!$�G�%(#$!(�	(�!�	$ !$�: � �%(#$!(�#$�
% G(&��(%8!$;�# #�eCJAf���

,	(�#$� !(�%(#$!(�#$�% G(&�# � �G�L
$�: �$&��#(�#$�&$E$&$	�� � �%
�:(� �& F ;(� $�$!�
�& F ;(� &$ !�' #(�8(&��
G�(	�� L
�$	� #$ &&(!!5�
	 ��(%8!$; � &$8&$$	� ��5	�% �$%I��� �F  # �
$	�  	 !(�5 � $!$��&(%$�I	�� � $� :�#&I
!�� � #$� !(��(%8(	$	�$� #$!� ��$% �� &#�(� �
! &�� $	�
#(	#$� �	�!
G$� $!� �(& '5	� G� ��$% � ��&�
! �(&�(�  5� �(%(� !(� #�E$&$	�$� ��$% � #$� �(	�&(!�  �
�(&�(� e'f� G� ! &�(�8! '(� e�f��0�&(�#$� !(�%(#$!(�F�$	��(	(��#(�  �	��$!�#�#I����(�$� $!�%(#$!(�
.V+�<��� $�$�%(#$!(� (!(� 8($$�
	 � &$8&$$	� ��5	� #$!� �(& '5	� G� ! � ��&�
! ��5	� ��<%�� � G�
8
!%(	 &� �	� �	�!
�&� �(	�&(!� e"f�� ��E$&$	�$� %(#$!(� F
� 	� $!�  	I!��� #$� 
	� 8&(F!$% � (�
8 �(!(�5 �$	�8 &���
! &�G�F
� 	� �! &�� !�
	 �� & ��$&5��� �#$�$�$��(%8!�� #(���$% ��G�$	�
E
	��5	�#$!�$�
#�(�$�#�$7 �$!�%(#$!(�eC�B��1f��

�$� ! � �& 	� � 	��# #� #$� %(#$!(� $� 8&$�$	#$� $	�(	�& &� G� 
��!�' &� 
	� %(#$!(� L
$� 8
$# �
&$8&$$	� &� � 	�(� $!� ��$% � �(%(� 
� �(	�&(!�� #$� E(&% � � !� L
$� 8
$# �%(#�E�� #(� 8 & �	
$�&(�
8&(85��(� #$� $�
#�(�� L
$� $� $!� #$� $	�(	�& &� ! � &$! ��5	� $	�&$� ! � #$	$&� ��5	� �%8I��� � G�
8 & �%8I��� � 	�$�#�E$&$	�$���
 ��(	$�#$�8$&�
&F ��5	���
�
6+� ���������D��
�

�	�!5	$ ��$	$& !$��(#(�!(�%(#$!(�#$!���$% �� &#�(� �
! &�$H��$	�$�F
� 	�? #$%I�
(F;$���(�#$� $�$� �& F ;(@�  :(	# &� $	� ! ��(%8&$	�5	� #$� 
� E
	��(	 %�$	�(��. & � !(��
 !�� $	�
	�
8&�%$&�8 (�$�$�(�$�
	(�#$�!(�%(#$!(�$�
#� #(��$	�$�$�� (�$!�8&$$	� #(�8(&�� 	�$!$	�G�
0��$$	� e��f�� L
$� (E&$�$� ! � ��
�$	�$� � & ��$&5��� 6��� 
	� %(#$!(� 8(&� �(%8 &��%�$	�(� L
$�
#�%�	
G$�! ��(%8!$;�# #�G� G
# � �
	 �%$;(&��(%8&$	�5	��#���#�$	#(�$!���$% �8(&�8 &�$�G�
E
	��(	$���$8&$$	� �$	�E(&% ��(%8!$� �!(�$!$%$	�(�#$��	�$&<���(& '5	����&�
! ��5	�G��(	�&(!�
F &(&$�$8�(&���� 
	� %(#$!(�  F�$&�(� L
$� 8
$#$� $&� 
;$�(�  �%(#�E�� ��(	$� 8 & � �(%8!$� &!(� G�
 #$�
 &!(� !�8&(85��(�#$�$�
#�(���H��$�
E���$	�$��	E(&% ��5	�8 & �
�#$ &&(!!(���

�(%(� E $� ��
�$	�$� $� �%8!$%$	�5� #��:(� %(#$!(� $	� � �� FJ��%
!�	T�� 8 & � &$ !�' &�
8&
$F �� 	�(�#$�E
	��(	 %�$	�(��(%(�#$� 8!�� ��5	i�$	�$� �E $�(!(�$��	�!
G$�$!�%(#$!(�#$!�
%(#$!(�� &#�(� �
! &�?�(& '5	�G���&�
! ��5	�% G(&�G�%$	(&@�G�	(�#$�
���$% �#$��(	�&(!���!�
(F;$���(�#$�8
$� �� �8&
$F �#$!�%(#$!(�$� 	 !�' &�
��$	� ; �G�#$E���$	�� �8 & �
�
(���

�!� %(#$!(� #$!� �(& '5	� �(	� � #$� C� �(%8 &��%�$	�(�� �(& '5	� #$&$�:(� $� �'L
�$&#(��
��&�
! ��5	���<%�� �G���&�
! ��5	�8
!%(	 &��� # �8 &�$�#$!��(& '5	�$�I�E(&% # �8(&�! � 
&5�
! �
G�$!��$	�&5�
!(� #$%I�#$� ! ��I!�
! � 
&��
!(J�$	�&��
! &$�G� ! ��I!�
! � (&��� �G�8
!%(	 &��
� � ��&�
! ��5	� � 	�(� ��<%�� � �(%(� 8
!%(	 &� $� #���#$� $	� ��	�(� $���(	$� �%
! 	#(� ! �
#�E$&$	�$� I&$ � #$� ! � %�% �� $	� #(	#$� $� %�#$	� � &� F!$� �(%(� E!
;(�� 8&$�5	�� &$��$	�� � G�
�(%8!� 	�$� e��f���	�A&�����B� G�A&���'B��$�%
$�& 	� !(���&�
��(� $!<��&��(�  	I!(�(� � 	�(�#$!�
�(& '5	��(%(�#$�! ���&�
! ��5	��
�
�

MF-32       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
&��
& ��J���&�
��(�$!<��&��(� 	I!(�(�#$!�%(#$!(�#$�� 	�$!$	�G�0��$$	��'(% #(�#$�e��f��
�
�

�

�
�

&��
& �'J���&�
��(�$!<��&��(� 	I!(�(�#$!�%(#$!(�#$�� 	�$!$	�G�0��$$	��'(% #(�#$�e��f�
�
�!�  8(&�$�  !�%(#$!(�� $	� $� � 8&�%$& � $� 8 ���(	���5� $	� $!�%(#$! #(� #$� ! ��I!�
! �  
&��
!(J
�$	�&��
! &$� ?%�%@�� ! � �
 !$�  8 &$�$	� &$8(&� # � $	� ! � !��$& �
& �� �	� $%F &�(� 	(� $H��$�
�	E(&% ��5	�  !�
	 � (F&$� !(� %(#$!(� % �$%I���(� #$ &&(!! #(�� �#$%I�� $� �	�!
G5� ! �
� &� F�!�# #�� &#� � �?%�@��� �%�%�$�8! 	�$ &(	�8(&�%$#�(�#$�
	 �E
	��5	�& %8 ��L
$��%
! �
$!� ��$&&$� 8&(�&$��(� #$� ! � %�% �� (F�$	�<	#($� 
	� E!
;(�  #$�
 #(�� � . & � ! �%�� $� 
��!�'5� ! �
%$�(#(!(�5 � 8&(8
$� � $	� $!� �& F ;(� #$�� %5&$'� $��  !�� e�'fi� � L
�$	$� 
 &(	� $!� %(#$!(� 	.&���
?A		�$�& !�.
!$�&&$L
$	�G��(#
! ��(	B@�8 & �
�%(#$!(�#$��(	�&(!���
�
@+� )���������� �
�
�!�%(#$!(�
��!�' #(�?� 	�$!$	�G�0��$$	���BB"@�8(&�
�� & ��$&5��� �$�� 8 '�#$��%
! &�$	�
E(&% � �! & � G� $	��!! � ! � E
	��5	� � &#� � �� �	� $%F &�(� E
$� 	$�$ &�(� �	�!
�&�  !�
	 �
%(#�E�� ��(	$�� !�G��(%(�$�$8$��E��(�$	�! �%$�(#(!(�5 ��?$���5	�'@���$�$� �%(#�E�� ��(	$�
$�8
#(�!(�& &�$	�8&�%$&�!
� &�! ��%
! ��5	�#$�! ��I!�
! �%��& !�G��&��K8�#$��8(&�%$#�(�#$�
	 �
E
	��5	�& %8 ��

�����������������������������������������������������&?�@�V��? �=F@����������������������������������������������������?�@�
�

�(	�  � VJ�Bi� FV��� G� �V��'1C"� G�  � VJ�Ai� FV��� G� �V1�D'�� 8 & � ! � �I!�
! � %��& !� G� �&��K8�#$�
&$8$���� %$	�$��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-33



�
� � 8$&�
& �G���$&&$�#$�! ��I!�
! �$�&$ !�' �8(&�! �#�E$&$	�� �#$�8&$�5	� 
&5�
!(J��$	�&��
! &��

(!(�L
$�$!���$&&$�	(�$��	%$#� �(��$�#$��&�� !�# &$�$!�� %F�(�#$�8&$�5	��8 
! ��	 %$	�$�G�8(&�! �
8$	#�$	�$� #$� ! � & %8 � $� #$E�	$� ! � & 8�#$'� #$� ��$&&$�  � E�	� #$� L
$� $!� %�%(� �$	$&$� � !(&$�
�(&&$��(� $	� $!� &$�(�#$� ! �� &� F!$�#$8$	#�$	�$�#$�$�(���	�A&����DB�$�%
$�& � $!� E!
;(�#$�
 !�# �#$�! � 
&5�
! �#$&$�: �$��'L
�$&# ��
�

6 6.5 7 7.5 8 8.5

0

500

1000

1500

2000

Flujo de entrada al ventriculo izquierdo y derecho

seg

m
l/
s
e
g

izquierdo

derecho

�
&��
& �DJ�&!
;(�#$�$	�& # � !��$	�&5�
!(��'L
�$&#(�G�#$&$�:(�

�
� �&��
& �C�%
$�& ��(%(�! ��I!�
! �%��& !�G��&��K8�#$�#�$7 # ��$	$& &(	�!(�� !(&$�

$8$& #(�#$!�%(#$!(�G �$� F!$��#(�8(&�!(� 
�(&$�$	�$!�&$�(�#$�! �� &� F!$�:$%(#�	I%�� �
e��f��� !$��(%(�8&$�(	$�G��(!K%$	$��

�

6 6.5 7 7.5 8 8.5
0

20

40

60

80

100

120

seg

m
m

H
g

Presiones ventricular, auricular y aórtica

Ventricular

auricular

aortica

6 6.5 7 7.5 8 8.5
40

60

80

100

120

140

Volúmen ventricular derecho e izquierdo

seg

m
l

Derecho

Izquierdo

�
? @ ��������������������������������������������������������������?F@�

&��
& �CJ�? @�% !(&$�#$�8&$�5	��$	�&��
! &�� 
&��
! &�G� (&��� ��?F@�%(!
%$	��$	�&��
! &�#$&$�:(�
$��'L
�$&#(�

�
�#���(	 !%$	�$� $� �	�!
G5� � &� F�!�# #� $	� $!� &��%(� � &#� �(��%$#� 	�$� $!�%(#$!(� A	.&�B�


��!�' #(� 8(&�� %5&$'� $��  !�� e�'f��  � 8 &��&� #$!� �
 !� $� (F�
��$&(	�� !(&$� #$� #
& ��5	� #$!� ���!(�
8&(%$#�(�#$�1�BB�"�$���?&��
& �>@�G�
	 �E&$�
$	�� �� &#� � �#$� 8&(H�% # %$	�$��1�!8%���
��

MF-34       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



0 50 100 150 200 250 300
0.96

0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

1.04

d
u
ra

c
io

n
 d

e
l 
la

ti
d
o

 (
s
e
g
)

latidos

Variabilidad entre latidos

�
&��
& �>J�% &� F�!�# #�$	�&$�! ��#(�

�
C+� �������
����� �
�
� �	�&$� !(�%(#$!(�  	 !�' #(�� $!�#$�0��$$	� G�� 	�$!$	�8
$#$�#$�&�F�&�$	� E(&% ��! & �$!�
E
	��(	 %�$	�(�#$!���$% �� &#�(� �
! &�G� !�$&�%(#�E�� #(�$�K	�! �	$�$�# #$�#$�$�
#�(�
8$&%���5��	�(&8(& &�! �� & ��$&5��� �#$$ # ���$��	�!
G5�$	�$!�%(#$!(�
	 �E
	��5	�L
$�%(#$! �
! ��I!�
! � 
&��
!(J�$	�&��
! &$�(F�$	�<	#($� !�# �E��(!5��� %$	�$�� !�# �$	�! �� &� F!$�
:$%(#�	I%�� ���#$%I�$��	�!
G5�� &� F�!�# #�$	�$!�&��%(�� &#� �(���
� � ���
�$	�$�E $�#$�$�$��& F ;(��L
$�$�$	�
$	�& � ��
 !%$	�$�$	�#$ &&(!!(��$�! �#$��	�!
�&�
$!��(	�&(!�F &(&$�$8�(&��#�E$&$	�� 	#(�! � �����# #$��%8I��� �G�8 & �%8I��� ��G�
��	E!
$	�� �
$	� $!� &$%(#$! %�$	�(� � &#� �(� 8&(#
��#(� 8(&�  !�K	� ��8(� #$� 8 �(!(�5 � G� 
� �	��#$	�� � $	� $!�
�(&&$��(�E
	��(	 %�$	�(�#$!�����
�
)���)���
���
�

e�f� ��
G�(	��&�:
&����A�$�$&%�	 ��(	�(E�� &#� ��0
�8
��FG��L
 ��	��%$	(
��$�
&	��
&�$�
W��:�� &#� ���$8(	$��
&�$B��.:G�(!���$���88���'DJ�'B���B>>�

�
e'f��
G�(	��&�:
&����� ��	#$G��&�:
&� W����F$&	 �:G� <$&&G�����: &#(	� '& ���� A%$	(
�
�$�
&	� ��% &�(
����:����&� �.&$
&$� 	#� �:$��(&% !�%$	(
��$�
&	��
&�$B���%�����
.:G�(!���%(!���"B���(�D��88���1BJ��>���B>A�

�
eDf��
G�(	�������V !!� �����!��)�������4�*�� �12�� 2��/������& WJV�!!��
	�# #�C�� 88��A���

'11���
�
eCf�% !!�$&#K���� ��� ����6�*�%. �/�4-��� �*�*)�%�����/�-)�� �/�����3�*/. ����-�&�/��-)�*�

/�-�  �*��-�*�/���-����*��'$���(��(& !��,	��$&�# #�.(!��<�	�� �#$�� � !
	G �� 		���
�(�
#$���F$&	<��� ����(�(��BBD�

�
e>f�J
��T��:�����<$&�$&��������((&#$&�&  E�����88 &$	�� &�$&� !��(%8!� 	�$���%��� �6*�� �

����)����/� �6*�� ��%(!��'AC�88��DBDJ�C1D���BB"�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-35



e�f��(	!(	��������
$!!���������
�� 	#�'����$�$!(8%$	��(E� �� �:$% ��� !��(#$!�(E��:$�
V
% 	���&�
! �(&G��G�$%���--� *����0��%���/� �#-1�-����-1��%(!��DC���(��B��88���C11[
�C�D��$8�$%F$&�'11��

�
eAf��(G!$�			�&�����V$	(	�������0�
		 �T$�<�������:W F$&��������GF T�	��8�.�� �(6*)�%�����

��-)�� ���: 8�$&�>���0%�#�0%�#� &� 	#�� ��#�����!!�(���#��(&��88��"AJ�''���BBA��
�
e"f�.V+�<��� �� 8:G�(!(��� !� �%
! ��(	� F$	�:% &T� $H8$&�%$	�� 
�	�� �%
!�	T��

	%8!$%$	� ��5	� #$� ��� ���$(#�� Y.V+�<�J�� 8:G�(!(��� !� �%
! ��(	� F$	�:% &T�
$H8$&�%$	��Y�(�%. �)��-���(!��A��88��D'CJD'B���B����
:��8699W$F���&�;
�$
�E&9��&9�(�
%$	� ��(	9� !�
!9% �! F>���9#(�9111>"91>"�"�:�%�

�
eBf��(&$	(�&���(; �������(#$! #(�G���%
! ��5	�#$!����$% �� &#�(� �
! &�� �$&	(J&$� !��

$4 0#�  ��/����-1*@� $�� 3�)�-� �%���/�-� ��-1��**� �-� 0��%���/� � #-1�-����-1� '11A��
%(!
%$��"��88���111J�11C��'11A���

�
e�1f� .&$�(&(�T ���$�! 	 ���
�!�� 	��� &�T�&& 	��$T��V
% 	�� &#�(� �
! &�G�$%�W��:�

:$ &�� E �!
&$� 
	#$&� F &(&$E!$H� �(	�&(!� ?	
%$&�� !� %(#$!@���/)�� ��� 0���-1�-����-1� �-��
0��%�/��-�/*��%(!��D���(�����'11���
�

e��f� 0��$$	��:(		G��0!
E$	��$��$��� &$	��$8$&���&& ���� �)��%�)�/� � ��� *��-��.%�-�
 �6*�� �16�?�(	(�& 8:�(	�� �:$% ��� !��(#$!�	�� 	#��(%8
� ��(	@��'11C�
�

e�'f� � %5&$'� ���� �(&$	(� &�� G� �(; � ��� �(#$!(� #$� � '(� �$&& #(� 8 & � $!��	I!��� #$� ! �
		E!
$	�� � #$� ! ��$8
$� � #$� !(� < &(&$�$8�(&$� $	� ! �% &� F�!�# #� #$� ! � &&$�
$	�� �
� &#5 � �� 	���(	�&$(� 		�$&	 ��(	 !� #$��<�(#(��
%<&��(� $	� 		�$	�$&5 � G���$	�� �
�8!�� # ��	���	���'11"��<	JDDJD"��'11"�
�

�

MF-36       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�����
������������������)������
����)�������,�
�
����������)�
��

��)��
�,�
��������%%$E�
�
�����:����������
)�����Q��R��
����:�������������
1�������%�-)�-�I.-�)���.�3��
:�*.*��.���I.-�)���.�3��
�1)��:�*I.-�)���.�3��
� F(& �(&�(�#$��%
! ��5	��(%8
� ��(	 !� 8!�� # � ��$&%(E!
�#(�G�$�&
��
& ���$8 &� %$	�(�
#$�		�$	�$&5 ��$�I	�� ��,	��$&�# #�� ��(	 !��H8$&�%$	� !�#$!�'I�:�& ��� 	��&��5F !�[�'I�:�& �
�
)���.��+�# ��*).���� *����� �04�&����.-�&���� �������-/%�/��8����==<L�� /�-�.-��  �-1�).�����
/.�����=�<L�%�����.:�����-�.-�&��1��%��)�&������6� .�1���%&��)����&���� �*��)B����%�  �����
�� 0$!��*���*)�� �/����-� �*�/�-��/��-�*�������-)����6�*��� ����4�� �%�  �����7)������� �&���� �
&����� �/.� �*����0��.-��-/ �*�*����*�-*��� ��������%�  ��D.����)��%�-4� ��%/*����/.����&����� �
/�*������*).�����# �%�  ������)�-���� �.����� )�&��-���*)�./).����� /�-�� �%�-)�*� )���-1. ���*�6�
P#P===�/� ��*��&��7�%���%�-)���3�*�%��� �*����).��. �-/���.*���*��.���-�(&� ��)�[��  %���*��
"���}�6���6-� �*�*)��**��2*)�*��.���-�.*���*�/�-�� ���:�)�3������-/�-)����/./ �����  �*�*�����&)��
%�:���� �&���� �������-/%�/��6�  �*� /�-��/��-�*���� ���-)���� �%&.�*)�*��# � -E%���������6-� �*�
.)� �0�����.�����K�P�7�<=L�/�-���*&�/)���� �� �-1�).�����/.������ ������)��%�-���/.� �%��� �����
).��. �-/����*�� �%/*��&��&������.��-�/�*�����/� /. ��� �*�/����/��-)�*��������*)���6�*.*)�-)�/�4-�
&��� %����� ���  �*� *�%. �/��-�*� -.%2��/�*� &���� ������-)�*� /-1. �*� ��� �)�D.��� D.�� �.���-�
1����/���*��-��.-/�4-��� �/-1. ������)�D.��&������)�-��� �*�/.�3�*�/���/)��2*)�/�*���*&�/)�3�*��
 �*�/.� �*�*��.)� �0���-�&����*���/�%&�����*�/�-���*. )���*��7&���%�-)� �*��(��/�-/ .64�D.��� �
%��� �� ��� ).��. �-/��� %/*� ���/.���� �.�� � � ��� ��6-� �*� *)��**�� 6�� D.�� 2*)�� ���-��� %�6���
&��/�*�4-�� �)����:���/�-�/�-/���/.�/��-�*�6����%/*�)��-��.-��%& �����-1�����.*���-�� �/�������
 ��%�//-�/������ .���*��# �%��� �����).��. �-/���(&� ��)�[��  %���*�)�%��2-��)��14���*. )���*�
*�)�*��/)����*����������D.���*�.-�%��� ��D.��*�����&)��%.6����-��� ��������-/%�/���2*)��)����:��
/�-�.-��*� ���/.�/�4-�� ��D.��&��%�)����)�-�����*. )���*��-�.-�%�-���)��%&���
�
����9����������>��&����
&F
!$	�� �� $&(#�	I%�� ��
�
�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+�
��)�����
���
�

,	�8$&E�!� $&(#�	I%��(�$�!$�#$	(%�	 � !��(	�(&	(�8! 	(�L
$�$�(F��$	$� �8 &��&�#$!��(&�$�#$�

	� ! �L
$� !�$&�(%$��#(� �
	�E!
;(��$�� 8 '�#$�$!$� &$��& �� � �
	 �E
$&' ��$	$& # �!! % # �

�$	� ��5	��  5� �(%(� � %F�<	� $� � 8 '� #$� (E&$�$&� &$��$	�� � 8(&� %$#�(� #$� 
	 � E
$&' � #$�
 && �&$�L
$�$��$	$& �8 & !$! � �! �#�&$���5	�#$!�E!
;(���!�8$&E�!� $&(#�	I%��(�#$�$�
#�(�$!$��#(�
$� �(&&$8(	#�$	�$�  � ! � $&�$� #$� 8$&E�!$������� L
$� (	� %(#$!(� $�I	# &$� �&$ #(� 8(&� ! �
� ��(	 !��#��(&G��(%%���$$�E(&��$&(	 
�������(�8$&E�!$�$�I	# &$�(	�#�E$&$	�� #(�$	�&$�
��8(&�
�	
%$& ��5	��8&$$	� 	#(�$&�$�#$��
 �&(�: � �(�:(�#5���(��!(��
 !$�#$�$&%�	 	�! �
� & ��$&5��� �$8$�5E�� �#$�� # �
	(�#$�$!!(��

� ��
&F
!$	�� �$�
	 �#$�! �� & ��$&5��� �%I�&$ !� 	�$�#$!�E!
�#(�$	�$!�$�
#�(�#$�8$&E�!$�
 $&(#�	I%��(��G �L
$�$	�! �#�	I%�� �#$!�%�%(�$�8&(#
�$	�� %F�(��&&$�
! &$�G� !$ �(&�(�#$�
! ��$!(��# #$�G�8&$�(	$���	�$H8$&�%$	�(�$	���$% �#$�E!
�#(�$�(F$&� �L
$�8 & �� !(&$�
8(&�#$F ;(�#$!�	K%$&(�#$��$G	(!#��&5���(�$!�E!
;(�$�
 �$�G�$�#$!�' �#$�% 	$& �(&#$	 # �����
! ��(	#���(	$�#$�E&(	�$& �	(�� %F� 	��(	�&$8$��(� !���$%8(�$!�E!
;(�$�$� F!$�G�$�$�&<��%$	�
$� !! % #(� E!
;(� ! %�	 &�� . & � � !(&$� 8(&� $	��% � #$!� 	K%$&(� #$� �$G	(!#� �&5���(� 
	 �
�(%8!�� # �$&�$�#$�$�$	�(�$� !!$� � �� F(� !(�L
$��(	#
�$� �
	�� %F�(�& #�� !�$	�$!� E!
;(i�$!�
%(��%�$	�(�$��(	��$&�$� �	�&5	$� %$	�$� �	$� F!$��� ��$!(��# #� G�(�& � 8&(8�$# #$�� &5 	�#$�

	 �% 	$& � !$ �(&� ��$�$�&<��%$	�$�!! % #(�E!
;(��
&F
!$	�(��
� .(&�(�& �8 &�$��! ���	I%�� �#$�&!
�#(��(%8
� ��(	 !�?�&�@�$�
	 �:$&& %�$	� �L
$�8$&%��$�
&$(!�$&���
 ��(	$�$	�! �L
$�$�$	�
$	�&$��	�(!
�& #(�
	�E!
�#(�G�
��	�$& ���(	$��(	��
$&8(�
#$� E(&% ��(%8!$; ��,	�8&(�& % ��&�� �& F ; �%$#� 	�$� ! �
��!�' ��5	� #$�%<�(#(�	
%<&��(�
	$�$ &�(�8 & �&$(!�$&�! �$�
 ��(	$��	�$&	 �$H��$	�$�$	�$!�8&(�& % ��

�&�� 8$&%��$� &$ !�' &� �%
! ��(	$� #$!� �(%8(&� %�$	�(� #$� 
	� E!
�#(� F ;(� �(	#���(	$�
$� F!$��# i�$	�&$�! ��
 !$�#$� � 	�! ��$!(��# #�#$�$	�& # �#$!�E!
�#(��! �8&$�5	�G�!(�%(#$!(�
#$� �
&F
!$	�� �� <�(� K!��%(� F
� 	�  # 8� &$� 8(&� %$#�(� #$� 
� $�
 ��(	$� �	�$&	 �  !�
�(%8(&� %�$	�(�&$ !�#$�
	�E!
�#(�#$8$	#�$	#(�#$!�� (�#$�$�
#�(��

. & �$� ��	�$��� ��5	�$!�8$&E�!� $&(#�	I%��(�$�#$�! �$&�$������11�>��(	�
	 �!(	���
#�#$�
�
$&# �#$�1��>�%�G��(	�
	�	K%$&(�#$��$G	(!#�#$�D���H��1>��(	�&$8$��(� �! ��
$&# �#$!�8$&E�!��
��(� 8 &I%$�&(� (	� $� F!$��#(� 8 & � ! � &$ !�' ��5	� #$� ! � �%
! ��(	$� �(	� ! � �
 !$�
8(�$&�(&%$	�$�$�(F��$	$	� &$
!� #(�L
$�#$F$	�$&��(%8 & #(��(	� &$
!� #(�$H8$&�%$	� !$�
(F�$	�#(�8(&�$!�$�
#�(�#$��K	$!�#$���$	�(�#$�! �����?� 	#� �� ��(	 !�� F(& �(&�$@�e�f��

�
6+���)�����
����������
���
�
������.�)���/)���*�+��.�*�'�����)0(����'���� ��'���
�

�!�8$&E�!� $&(#�	I%��(�$�
#� #(�E
$�$!������11�>��$�&��$�8(&�! ���
�$	�$�E5&%
! �e'f��
�

����������?�@�

�
�(	#$6�

G�V�% �	��
#�#$�!(	���
#�$	�$!�$;$�#$��((&#$	 # ��G_��8(&�� # �� !(&�#$�H�# #(��
��V�%IH�%(�$8$(&�#$!�8$&E�!�$	�8(&�$	� ;$���11��# �!(�K!��%(�#(�#5���(�#$�!(��
 �&(�
$� F!$��#(�$	�! �#$	(%�	 ��5	�������
��V�!(	���
#�#$��
$&# �#$!�8$&E�!��

MF-38       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



H�V�� !(&$�#$��H_�#$�!(	���
#�# #(�$	�$!�$;$�#$��
$&# ��
�

�
&��
& ���J�.$&E�!� $&(#�	I%��(������11�>��eDf�

�
�����')���'�����(�!�(��)���
�

�������������������������������

?'@�
�
��;���)���!'��/)����*'�('�'�
� ���������������������������������������������������������������������������������
?D@����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�
�
��<�
���*������ �= *�)��'��+'*'���g��**('�'��
�

� � �������������

?C@�
�
��>�
���*������ �= *�)��'�W�g�X�
�

��������������������������������������������������������?>@�

�
�
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-39



��>�
���*������ �= *�)��'���")�*����������
�

���������������������������������������?�@�

�
�
@+�����
��)��
�����������
�����
�
;�����(�)�����(+ �'���)'*�

�
&��
& �'�J��(	�(&	(�&$�� 	�
! &�$H�$&	(� !�8$&E�!� $&(#�	I%��(�

�
�
� � &�� ��'L
�$&# �#$!��(	�(&	(� !�8$&E�!� $&(#�	I%��(�$�! �$	�& # �#$�E!
�#(� !���$% ��! �

�(	#���5	�#$��(	�(&	(�$	�$� �
8$&E���$�$&I�#$��$!(��# #�
	�E(&%$�#$�$	�& # �?3� �/�)6X�- �)@��
� �  &�� � #$&$�: � #$!� �(	�(&	(�  !� 8$&E�!�  $&(#�	I%��(� $� ! �  !�# � #$!� E!
�#(�  � 8&$�5	�

 �%(E<&�� �� ! � �(	#���5	� #$� �(	�(&	(� $	� $� � 
8$&E���$� $&I� #$�  !�# � #$� 8&$�5	�  �%(E<&�� �
?&��**.��X�.) �)@��

� � &�� �
8$&�(&�$��	E$&�(&�#$!��(	�(&	(� !�8$&E�!� $&(#�	I%��(�(	��%$�&5 �#$!���$% ��
! ��(	#���5	�#$��(	�(&	(�$	�$� �
8$&E���$�$&I�#$���%$�&5 �?*6%%�)�6@��

�!� 8$&E�!�  $&(#�	I%��(� $� 
	� (F�I�
!(� $	� $!� ��$% �� ! � �(	#���5	� #$� �(	�(&	(� $	� $� �

8$&E���$�$&I�#$�8 &$#�5!�# �?X�  @��
�
;����'�'����#����'����*�('**'���

�
�!�% !! #(� $!$���(	 #(�8 & � ! � &$ !�' ��5	� #$� ! ��%
! ��(	$� $� #$� ��8(�	(�$�&
��
& #(�

�(	�$!$%$	�(��&� 	�
! &$�G�
	 �� 	��# #�#$��'�111�$!$%$	�(� 8&(H�% # %$	�$��
�
�

MF-40       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�

&��
& �D�J�� !! #(��&� 	�
! &�	(�$�&
��
& #(�
�
�
;�;���).�� �'��/)����*'���( *'��/)�
�

��9���$+��(	E��
& ��5	�#$�! ��%
! ��5	�
�

�(	#���(	$�

�(#$!(�#$��
&F
!$	�� � T�J�f�

� �$&� !$�
&!
�#(� ��&$�

�5!�#(� �!
%�	�(�

�(	#���(	$�#$�F(&#$�
�	�& # � %$!(��# #�?%9@� D>�1>"�

� !�# � .&$�5	�?8 � !@� 1�

% !(&$�#$�&$E$&$	�� �

?&$ �?%'@� 1��>�

�$	�# #�?-�9%D@� ��''>�

�(	���
#�?%@� 1��>�

'$%8$& �
& �?T@� '""����
%��(�# #�?-�9%�@� ��A"B�H��1J>

�
� �
� �(� &$
!� #(�#$� !(��($E���$	�$�#$� && �&$� G�
�$	� ��5	�8 & �$!�%(#$!(�#$� �
&F
!$	�� �
%I� #$�
 #(�8 & ��& F ; &�#$F�#(� �8&$���5	�G�%$	(&���$%8(��E
$&(	��& E�� #(��
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-41



�
�
&��
& �C�[��&IE�� �#$��($E���$	�$�#$� && �&$�G�
�$	� ��5	�$	�E
	��5	�#$!�I	�
!(�#$� � L
$�

�
�

C+�)���)���
���
�
e�f� �(	
!�� ��� W�!!#$	�� ��� &$&&$&�� �� G� ���
!!(�:�� ��� ?'1��@� 		E!
$	�$� (E� �(!�#��G� (	� �:$�
.$&E(&% 	�$�(E� ��&(J&!(W�'
&F�	$��0HE(&#�,	��$&��G��e�(�
%$	�(�$	�!5	$ f���8(	�F!$�$	6�
:��8699WWWJ����!�$	��(H� ��
T9&$$ &�:9��# !9�W'��'11Bj�&�j8 8$&�8#E�
�
e'f� ��(���� ��� ?'11�@� ����� �	�&0	�� ����	���� e�(�
%$	�(� $	� !5	$ f� ��8(	�F!$� $	6�
:��8699WWW� $&(8 �$W$F�(&�9L
$��(	9 �&E(�!9L11C��:�%!��(	
!� 6�'>�#$�$	$&(�#$�'1����
�
eDf�:��8699WWW�W(&!#(ET& 
��(%�
�
�
�
�

MF-42       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

���
���
H�����G)
�����������
�������)��
H����)�����Q������
����
5��
���������
�)�����������������)���
������

�
�
��.������������
�:� �-/�I.*��3���
�$8 &� %$	�(�#$��$�I	�� ��,	��$&�# #���%5	�<(!5� &��
��������.3�����
���Q���������������
Q�����7��������
����������9�����Q������
:%1������I.*��3��
�$8 &� %$	�(�#$�'$&%(#�	I%�� ��,	��$&�# #���%5	�<(!5� &��
% !!$�#$�� &�$	$; ���
	���8�(�< &
� ��� & � ��%$	$'
$! ��
�
�)���.��+�(���*).��4�� �/�%&��)�%��-)�����.-�� .����D.����* �0��� �&�*�����)��32*����.-�%�/���
/�-� �D.��&�*���.-���*)//. ���-�*.� �-)���������/�����*)�.//�4-��*�.-��&�����/.6�*�3� ���*����
 �-1�).�� 6� �*&�*��� *�� 3������-� &���� ��)��%�-���  �*� ��3��*�*� ���/)�*� D.�� �*)�� /�.*���� �-�  �*�
/�%&�-�-)�*� 7� �� 6� ���  �� 3� �/����� �� � � .���� 6� �-�  �� /�2��� ���  �� &��*�4-��3�*� �/.�/��-�*� ���
8�3����()�"�*� �.���-� ��*.� )�*� ��� ���%�� -.%2��/�� /�-�  �� /�-��/�4-� ��� ��* �0�%��-)�� �-�  �*�
&�����*��# ���* �0�%��-)��*��/�-*����4�&����3� ���*����S-.�*�-�S-b�=�<^�=�=<^�=�==<��6����%/*�
*�� %��� 4� � � /�*�� S-b=� � � /.� � ��&��*�-)�� .-� � .:�� *�-� ��* �0�%��-)�� &���� ���/)�*� ���
/�%&���/�4-��(��.)� �04�� �*��)B����/�%��/�� ��8(?(��4A! ��3�*�/�-��/��-�*��%&.�*)�*��.���-�
 �*� *�1.��-)�*@� �-�  �� �-)����� � .:�� ���  ��.*�.�  �� /�-� ��* �0�%��-)��� �-�  �� *� ���� &��*�4-�
/�-*)�-)����-�� �������*.&������6�&�����*���� ����*)�.//�4-���* �0�%��-)��6��-�� ��������-�������
*�%�)�2��� (�� ��*&��/�4�  �� )��-*����-/��� ��� /� ��� 6� *�� /�-*����4� /�-��/��-�*� �*)�/��-����*� �-�
)���*� �*�/�*�*��
(����*��34�.-��/�2������&��*�4-�*�1-���/�)�3���-�� �/������-���*���-/�-)����� ����*)�.//�4-��� �
/�-� ��(��/�-/ .64�D.����-�1�-��� ��&����.-�3� ������:���� �� )���� �/�-� ��� ��.%�-)���� ��-/���
��� ����*)�.//�4-�&���./��.-��-/��%�-)���-� ��/�2������&��*�4-�&����/����.-����� �*�3� ���*�����
S-��6�D.����%�6�����* �0�%��-)��*��&���./��.-����*%�-./�4-��-� ��/�2������&��*�4-���*2�%�*%���
*����)��%�-4�D.����-�1�-��� ��&����.-�3� �����:���� ��-/����� �/�-� �� ��/�2������&��*�4-��.%�-)��
��%������D.��*���-/��%�-)�� ��� ).������ ����*)�.//�4-�&����/����3� ������S-�

��
����9����������>����&(� 	 !$��� 5# �#$�8&$�5	���$!�' %�$	�(���K%$&(�#$�-	
#$	���&���

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+� 
��)�����
���
�

�!�E!
;(�$	��(	#
��(�#$�� % 7(�&$#
��#(�$�(F;$�(�#$��& 	� �$	��5	�#$F�#(� �
�%K!��8!$�
 8!�� ��(	$� $	� #���	� � I&$ � �(%(� ! � E F&�� ��5	� #$� %��&(JF(%F �� �$!# � #$� �(%F
��F!$��
%��&(J% L
�	 &� ��$������8$L
$7 �$� ! ��$!�� % 7(�&$! ���(�#$�! �#���	� �E
$&' �� %F� ��(	�
&$8$��(�  � ! � $� ! � �58�� � #$� ! F(& �(&�(�� �#���(	 !%$	�$�� �
 	#(� $� 
��!�' 	� % �$&� !$�
:�#&(E5F��(� 8 & � ! � �(	�&
���5	� #$� ! � %��&($�&
��
& � 8
$#$	� 8&$$	� &$� $E$��(� #$�
#$!�' %�$	�(�#$!�E!
�#(�$	�! �8 &$#$��$	�!(��
 !$�! ��$!(��# #�#$!�E!
�#(�	(��(&&$8(	#$� �! �
%�% �#$�! �E&(	�$& ��8&(#
��<	#($�
	 �#��(	��	
�# #�(� !�(�$	�$!�8$&E�!�#$��$!(��# #$����$�
#$!�' %�$	�(� $	� ! � 8 &$#$� $� #$�&�� � 8(&� ! � �(	#���5	� #$�� HW$!!� #$� 8&�%$&� (&#$	� 8 & � ! �
�$!(��# #�e�f���

&����
* -

..
∂
∂−= λ

σ
σ '

� � � � � � � � ?�@
�

�
#(	#$�$!� !�(�$	�! ��$%8$& �
& �$	�! ��	�$&E $�8 &$#JE!
�#(�$�#$8&$�� #(�8 & �E!
;(��(�<&%��(��
�	� $� � $H8&$�5	� .� $� ! � �$!(��# #� !(� !� #$!� E!
�#(� $	� ! � 8 &$#�� σ� $� $!� E ��(&� #$�  �(%(#(�
� 	�$	�� !�8 & �$!�%�%�-).%��
G(�� !(&�$���$	�! �% G(&�8 &�$�#$�! � 8!�� ��(	$�#$��	�$	�$&5 �
e'f��λ�$�� %�	(�%(!$�
! &�!�F&$�%$#�(�G�-�&$8&$$	� �! �#�&$���5	�	(&% !� �! �8 &$#��
�(�� !(&$�#$�λ�8 & �!(��
 !$�$�8&$$	� �$�$���8(�#$�E!
;(��(	�#$!�' %�$	�(��(&&$8(	#$	� �
	K%$&(� #$� -	
#$	�� S-Vλ93�� $	� $!� �	�$&� !(� 1�11�� k� S-� k� 1���� #(	#$� 3� $� 
	 � !(	���
#�
� & ��$&5��� �#$!�#(%�	�(�#$�E!
;(�eDf���

�$	$& !%$	�$��$!�E!
;(��(	�#$!�' %�$	�(�$�%(#$! #(�
��!�' 	#(�! �$�
 ��(	$�#$�� ��$&J
��(T$�;
	�(��(	�! ��(	#���5	�?�@�eDf����	�$%F &�(��#$F�#(� �! �$� ! ��58�� �$	�%��&(� 	 !$��$!�
	K%$&(� #$��$G	(!#�� L
$� &$8&$$	� � $!� � !(&� &$! ���(� #$� ! � E
$&' � #$� �	$&�� � &$8$��(�  � ! �
���( �$�%
G�8$L
$7(���$k���G�$	�%
�: �(� �(	$�$�
��!�' �! � 8&(H�% ��5	�#$���(T$�8 & �
%(#$! &� ! � #�	I%�� � #$� $�(� E!
;(� eCf�� � ��	� $%F &�(�� �
 	#(� $� 8&$$	� 	� &$�&����(	$�
�%8(&� 	�$�  !� 8 (� #$!� E!
;(�� <�$� 8(#&5 �  �$!$& &$�� : ��$	#(� 	(� �I!�# � !(� !%$	�$� ! �
 8&(H�% ��5	�#$���(T$�G�&$L
�&�$	#(�! �(!
��5	�#$�! �$�
 ��(	$�#$�� ��$&J��(T$��
�	� $�$� �& F ;(� $� �(	�#$& � $!� E!
;(� $	� 
	� � 	 !� F�#�%$	�(	 !�� �(	� 
	 � &$�&����5	� #$� E(&% �
&$�� 	�
! &�G��%<�&�� �$	�
	 �$���5	�#$!�� 	 !���$�#$�$&%�	 	�! �� 5# �#$�8&$�5	�$	�E
	��5	�
#$!�  	�:(� G�  !�(�#$!� (F�I�
!(���$�  	 !�' 	�  #���(	 !%$	�$� !(� 8 �&(	$� #$� E!
;(� 8 & � (F$&� &�
�
 !�� ��� %$	�$�$!��
%8!�%�$	�(�#$�! � 8&(H�% ��5	�#$���(T$�$�K	�! ��%$�&5 �#$�!(�8 �&(	$���
�
6+� ��)�����
H��
�

�(	�#$&$%(� $!� E!
;(� #$� 
	� E!
�#(��$W�(	� 	(� $	� 
	� � 	 !� F�#�%$	�(	 !�%
G� ! &�(�� #$�
 	�:(�'X���(	�
	 �&$�&����5	� !�E!
;(�&$�� 	�
! &�#$� 	�:(���G� !�(�XJ �� !��(%(�%
$�& �! �E����
���

�!� E!
;(� #$!� E!
�#(� E
$� %(#$! #(� 
��!�' 	#(� ! � $�
 ��(	$� #$�� ��$&J��(T$� ;
	�(� �(	� ! �
�(	#���5	�?�@�(F&$�! �8 &$#$�#$!�� 	 !���!�8 L
$�$��(%$&�� !����+���&�a�E
$�
��!�' #(�8 & �
! ��(	�&
���5	�#$!�%(#$!(�	
%<&��(��

�

MF-44       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
&��
& ����$(%$�&5 �#$!�� 	 !�G���$% �#$��((&#$	 # �

�
�!�%(#$!(�	
%<&��(��(	�
��(	#���(	$�#$�F(&#$�$�%
$�& �$	�! �E��
& �'���
�

(a) entrada (b) salida

(c) eje de simetría

(d) Pared deslizante

(a) entrada (b) salida

(c) eje de simetría

(d) Pared deslizante

(a) entrada (b) salida

(c) eje de simetría

(d) Pared deslizante

�
&��
& �'����(	#���(	$�#$�F(&#$�

�
�8&(�$�: 	#(�! ��%$�&5 �#$!�#(%�	�(��$(%<�&��(�G�#$!�E!
;(�$8$& #(��$�&$8&$$	�5�5!(�! �

%�� #�#$!�� 	 !��� ��(	#���(	$��%8
$� �E
$&(	�! ���
�$	�$6�
? @ $	�& # 6� E!
;(� #$� .(�
$
�!!$� �(	� #$!�' %�$	�(� #$�  �
$&#(� �(	� e>f�

�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
� −+−= X6X6

�7
� . λ

σμ
�'

'
� ' �

#(	#$�
�$�! ��$!(��# #�#$!�E!
�#(��� 9�7�$!��& #�$	�$�#$�8&$�5	��%8
$�(�G�c�! ����(�# #�
#�	I%�� �#$!�E!
�#(��

�

?F@  !�# 6�8&$�5	�.��(	� 	�$��

?�@��%$�&5 6���
1=

∂
∂
6
.

�G�
1=

∂
∂

6
 

�

?#@�8 &$#�#$!�' 	�$6� &����
* -

.S-X.
∂
∂=

��G��
1=

∂
∂
-
 

��
�
� � !(	���
#��� #$!� #(%�	�(�#$� �%
! ��5	� E
$� $�(��# � &$ !�' 	#(� $H8$&�%$	�(�	
%<&��(�

8 & �  $�
& &$� L
$� $!� E!
;(� $	� ! � '(	 � �$&� 	 �  � ! � $	�& #� G�  � ! �  !�# � �(&&$8(	#5 	�  �
 L
$!!(�#$�
	�� 	 !�#$�$���5	��(	� 	�$��(	�#$!�' %�$	�(��

���$&(���8(�#$�% !! �E
$&(	�8&(F # ���(	�! �E�	 !�# #�#$�#$�$&%�	 &�! �%$;(&�% !! �8 & �
&$ !�' &� ! � �%
! ��(	$�� % !! � �
G(� $!$%$	�(� $& 	� �
 #& #(� �(	� � % 7(� ? @� 1�1>W�� ?F@�
1�1'>W� G� ?�@�1�1�'>W� E
$&(	� $� !
 # �� ��K	��
 	#(�$�$	�(	�&5� &$
!� #(� ��E ��(&�(� $	�
�
 	�(� �! ��(	�$&�$	�� �$8 �� !��(	�! �% !! �?F@��! �&$(!
��5	�$	�! �'(	 �#$!�(F�I�
!(�&$L
$&5 �
#$� $!$%$	�(� #$� � % 7(� 1�1�'>W�� &�	 !%$	�$� $� �(	�&
G5� 
	 � % !! � :�F&�# �� �(%F�	 	#(�
$!$%$	�(�#$�%$	(&�� % 7(�$	�! �'(	 �#$!�(F�I�
!(��(	�$!$%$	�(�#$�! �% !! �?F@�$	�! �$	�& # �
G�  !�# � #$!� � 	 !��� � E��
& � D� 8&$$	� � ! �% !! � 
��!�' # ���(	� $� �% !! � � # � �%
! ��5	� $�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-45



&$ !�' F � $	�
	� ��$%8(�L
$�(��! F � $	�&$�#(� G� �&$� #5 � $	�
	��(%8
� #(&��(	� ! � ��
�$	�$�
� & ��$&5��� 6�		�$!a��(&$�'�J
 #��.,�JB>>1�P'�"D��V'�'�"D��V'�

�
? @�

�
?F@�

&��
& �D���� !! ��58�� �? @���%8!� ��5	�#$�! �8&�%$& �%�� #�#$�! �% !! �?F@�
�
�	��(#(�!(�� (� 	 !�' #(��! ��%
! ��(	$�$�&$ !�' &(	�8 & �
	�	K%$&(�#$��$G	(!#�#$�

1�>�� � � � !�# ��5	� $� $E$��
5� �(%8 & 	#(� ! � � 5# � #$� 8&$�5	� 8(&� 
	�# #� #$� !(	���
#� G� ! �
�$!(��# #�$	�! �8 &$#�!$;(�#$!�(F�I�
!(��?�$&� �#$�! �$	�& # �G� !�# @��(	�!(�� !(&$��$5&��(�
e>f�G�! �� 5# �#$�8&$�5	�$	�! ��$&� 	5 �#$!�(F�I�
!(��(	�!(�&$
!� #(� 	 !5���(�8 & �E!
;(�
F�#�%$	�(	 !��(	�
	 �&$	#�; �#$��$(	��?'11�@�eCf���

�
@+ )����������
�
� �E��
& �C�8&$$	� �! �!5	$ �#$��(&&�$	�$�$	�8 & �-	V1���$	�� 	 !$�#$�#���	�(� 	�:(���$�

 8&$�� �! ��%$�&5 �$	�$!�8 �&5	� 5��(%(�! �'(	 �#$�E!
;(� �$!$& #(�$	�! ��$&� 	5 �#$!�(F�I�
!(��
�(� 	K%$&(� #$��$G	(!#�  !� 	' #(� $	� $!� (F�I�
!(�  !� 	' 	� � !(&$� #$� (&#$	� 1�>�� ��	�

$%F &�(�� ! � �%$�&5 � #$!� 8 �&5	� �	#�� � ! � � !�#$'� #$� ! �  8&(H�% ��5	� #$� ��(T$� $	� $� �
�%
! ��(	$��

� �E��
& �> �8&$$	� �! �� 5# �#$�8&$�5	�$	�! ��$&� 	5 �#$!�(F�I�
!(�8 & �#���	�(�� !(&$�
#$!� 	�:(�#$!�%�%(���$��(%8 & &(	�!(��& #�$	�$�(F�$	�#(��(%(�(!
��5	�	
%<&�� � �!(�! &�(�
#$!�� 	 !� �(	� !(��& #�$	�$�� !�
! #(� #$� E(&% �  	 !5��� � #$!�%�%(�� 	 !� �	� (F�&
���5	�� !(�
�
 !� $� &$8&$$	� #(� �(%(� ?�.9��@�9?�.9��@'�� #(	#$� �� &$8&$$	� �  !� �& #�$	�$� #$� 8&$�5	�
(F�$	�#(�G�'�&$8&$$	� �$!��& #�$	�$�#$�8&$�5	��$5&��(�� !�
! #(���$� 8&$�� �$!��	�&$%$	�(�$	�! �
$	�& # �G� !�# �#$!�(F�I�
!(�%�$	�& �L
$�: �� �! �'(	 ��$	�& !�#$!�%�%(�$� !� 	' �
	�� !(&�
�(	� 	�$��	#�� 	#(�
	��(%8(&� %�$	�(��58��(�#$�
	�� 	 !�
	�E(&%$��8$&(�#$�
	� 	�:(�#���	�(� !�
� 	 !�(&���	 !��

� �#��&�F
��5	�#$�8&$�5	�$	� E
	��5	�#$!� � % 7(�#$�! �(F�&
���5	� ?WJ @�$�8&$$	� �$	� ! �
E��
& �>F���$�(F$&� �L
$�8 & �� !(&$�#$� �%$	(&$� �1�>�
	��	�&$%$	�(�
� 	�� !�$	�! �� 5# �#$�
8&$�5	��%I�#$��1��$�$�! �$8$& # �$	�
	�� 	 !��	�(F�&
���5	����$�:$�:(�#$F$&5 �$&��$	�#(�
%
G�$	��
$	� ��
 	#(�$ �	$�$ &�(��(!(� &�
	 �&$�&����5	�$	�
	�� 	 !�$	��(	#���(	$�#$�E!
;(�
�(	�#$!�' %�$	�(��

�
�

MF-46       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�

�
�

&��
& �C���5	$ �#$��(&&�$	�$�$��	�$	�# #�#$�! ��$!(��# #�8 & �S-V1����FV1��W�G�WJ V1��W�
G�1�BW���

�

�
? @� � � � � � � ?F@�

&��
& �>��� 5# �#$�8&$�5	�$	�$!�(F�I�
!(�$	�E
	��5	�#$!� 	�:(�F�G�#$!� !�(� ��(	�-	V1����
�
' !� �(%(� $� $8$& �� 
	 � #�%�	
��5	� #$� ! � !(	���
#�  #���(	 !� #$� � 	 !�  � %$#�# � L
$� $�

�	�&$%$	� � $!� #$!�' %�$	�(� #$F�#(�  !� (F�I�
!(� $�  8&$�� � $	� ! � E��
& � � �� $	� �$	$& !�� ��	�
$%F &�(��$�$��(%8(&� %�$	�(�	(�$�(F��$	$��
 	#(�$!� 	�:(�#$!�(F�I�
!(�$�: �$�%I�8$L
$7(��
�5�%�%(��  �%$#�# � L
$� $!�  !�(�#$!�� 	 !� #�%�	
G$�� 8 & �� !(&$� #$�  9Wk1�'� ! � !(	���
#�#$�
� 	 !�$L
�� !$	�$� �! �8<&#�# �#$�8&$�5	�8(&�$!�(F�I�
!(�$�: �$�%
G��%8(&� 	�$��%(�& 	#(�! �
%�% � �$	#$	�� � L
$� �(	� $!� � %F�(� #$�  	�:(�� $�(� $��  �% G(&� #$!�' %�$	�(�% G(&� !(	���
#�
$L
�� !$	�$����(��(%8(&� %�$	�(�$&I	�(F;$�(�#$�
	�$�
#�(�8(�$&�(&��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-47



�

�
? @� � � � � � � ?F@�

�
&��
& �����(	���
#� #���(	 !�#$�� 	 !�8&(�(� # �8(&�! �(F�&
���(	$�L
$�� &5 	�$	�E
	��5	�

#$!� 	�:(�F�G�#$!� !�(� �8 & �� !(&$�#���	�(�#$�-	��
�
C+ ��������
�����
�
�$��	�$���5�
��!�' 	#(�$!�8 L
$�$��(%$&�� !����+�J�&�'�� �$!�E!
;(��(	�#$!�' %�$	�(�#$�


	� E!
�#(� $	� 
	� %��&(� 	 !� �(	� 
	� (F�I�
!(�� � � #��&�F
��5	� #$� ! � 8&$�5	� 8 & � #���	� �
�(	#���(	$�#$�#$!�' %�$	�(�$H8&$ # �$	��<&%�	(�#$!�	K%$&(�#$�-	
#$	�E
$�#$�$&%�	 # ���

�$� (F$&�5� 8 & � �(#(� !(� � (� 
	 � � 5# � #$� 8&$�5	� ��	�E�� ��� � $	� $!� I&$ � #(	#$� $�
$	�(	�& F �! �&$	#�; �#$!�� 	 !���

�$��(	�!
G5�L
$��$	��$	$& !��8 & �
	�� !(&��E�;(�#$!� !�(�#$!�� 	 !��$!� 
%$	�(�#$!� 	�:(�#$�! �
(F�&
���5	�8&(#
�$�
	��	�&$%$	�(�$	�! �� 5# �#$�8&$�5	�8 & �� # �
	(�#$�!(�� !(&$�#$��-	��G�
L
$�  �% G(&�#$!�' %�$	�(� $� 8&(#
�$�
	 � #�%�	
��5	� $	� ! �� 5# � #$� 8&$�5	���5�%�%(�� $�
#$�$&%�	5�L
$��$	��$	$& !��8 & �
	�� !(&�E�;(�#$!� 	�:(�#$!�� 	 !��! �� 5# �#$�8&$�5	� 
%$	� � �
%$#�# �L
$�$��	�&$%$	� �! � !�
& �#$�! �(F�&
���5	�8 & �� # �� !(&�#$�-	��

�(� (F� 	�$�� $� (F$&�5� 
	 � �	�$&�5	� $	� $� � �$	#$	�� � #$� ! � !(	���
#$� $L
�� !$	�$�
�
 	#(� $� #�%�	
G$� $!�  	�:(� #$!� � 	 !� G� $� : �$� �$	#$&�  �
	 � &$	#�; � G� �
 	#(� $!� (F�I�
!(�
��$	#$� ��$&& &�$!�8 (�#$!�E!
;(�$	�$!�� 	 !��� 
I	#($�% G(&�� 5# �#$�8&$�5	� �%$#�# �L
$�$�
�	�&$%$	� � $!� #$!�' %�$	�(�� ��$� �(%8(&� %�$	�(� #$F$&I� $&�  	 !�' #(� $	� #$� !!$� $	� E
�
&(�
�& F ;(��
�

)���)���
���
�

e�f��V�&�:E$!#$&���0����
&�����&���<�&#���<����(!$�
! &� �:$(&G�(E�� $� 	#� !�L
�#���(:	�
W�!$G� 	#��(	���$W�+(&T���B�C��

e'f�� - &	� # T��� ��� ����  	#� <$T(T�� ��� ���&(� &!(W6� &
	# %$	� !�  	#� ��%
! ��(	��
�8&�	�$&���$W�+(&T��'11'��

eDf���: %������:(; $� 	�������: 	 ; E��������F ;����������
%$&�� !��%
! ��(	�(E�!�8�E!(W�
�:&(
�:� &:(%F
� %��&(�: 		$!�� 		�$&	 ��(	 !� �(%%
	�� ��(	� �	� V$ ��  	#� � �
'& 	E$&��'11B���

eCf���$(	�����'W(J��%$	�(	 !���(T$�&!(W��:&(
�:� ��!����	� ����&(�: 		$!�W:����!�8��':$�
.:G�� !��(��$�G�(E�� 8 	��'11��

e>f��0(�:
�'$	�� .��  	#�� &� !!$	�� W���(%8&$�F!$� &!
�#� &!(W���#��(&� !����& WJV�!!��
,�����BBA��

MF-48       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�����5���))
���������������)��������������*���Q�����
��)�
�*�
��?
���

�
�
�������)+��������
����R9������������
�������+���������
/)����*I.��/���.�%7�
		���
�(�#$�		�$��� ��(	$�0�$ 	(!5��� �
,	��$&�# #��
�5	(% �#$�< ; �� !�E(&	� �
��.��C>D����.��''"11���	$	 # ��<������<H��(��
�
)���.��6� ��-� � � ��-� ��� ��)��%�-���  �� �7)�-*�4-� 4&)�%�� ���  �� �*/�  ���� �� � &.��)�� ���
#-*�-���� / #0�� 27�/��� D.�� ��3���0/�� � ).��*� ��� � �*� D.�� &��%�)�-� � � ��*����  �� ���
�/)�3�����*�*�1.��*��-�� �3�*��&��).�������-��*)���*).�����*����*�;4�.-�%��� ��-.%2��/���-�
/�����-���*� /.�3� 2-��*� &���� *�%. ���  �� �3� ./�4-� ���  �� � �*�� �*2� /�%��  �*� /�����-)�*�
�*�/����*� �-�  �*� /���*� ��� �&���/�4-� 6�  �*� %�-�����*� �� �  #�� 3�*� *�%. �/��-�*� *��
��� �0���-� .)� �0�-���  �� 1��%�)�2�� �/).� � 6�  �� &���.-������ �� � &.��)��� �*2� /�%�� &����
������-)�*� �-1�).��*�����7)�-*�4-���� ���*/�  �����7�*)�-)����0�OK=%^��0�LL=%^�/0�SL=%��(��
�-/�-)�4� D.��  �� /�-��1.��/�4-� �� � ��%&�� �*� ��� OK=%� ���  �-1�).�� /�-� .-� ���1����
���/��-� � ���  �� )��%�-� � %��2)�%�� � ���;�� &���./��  �*� /�-��/��-�*� ��� �.-/��-�%��-)��
��*����*��
�
�9������>� $-� ������ )�� ��)��%�-�� )��� �&)�%.%�  �-1)�� ��� )��� ����"B�)��� ��� )��� &��)� ���
#-*�-���� / #0�� �7�/���B��/�� ��3��*�B�3�����1�)*� )��)� �-�� �� )��� ��3� �&%�-)� ��� *����
�/)�3�)��*� �-� )���&��)���*�-�� �-� )��*� *).�6��B����3� �&����� -.%���/� �%��� � �-�/.�3� �-����
/�����-�)�*�)��*�%. �)��)����3� .)��-����)���B�3�*��-���**�/��)���/.���-)*��-�)���# ��!���
*�%. �)��-*� B���� &�����%��� .*�-1� )��� /.���-)� 1��%�)�6� �-�� ��&)�� ��� )��� &��)� �-�� ����
�������-)� �-1)�*�����7)�-*��-����)����7�*)�-1�����"B�)�����0�OK=%^��0�LL=%^�/0�SL=%��$)�B�*�
��.-�� )��)� )��� /�-��1.��)��-���� )�������"B�)������OK=%� �-�  �-1)��B�)��������1�-1���� )���
��:�/�-)�%���-��)��%�-� �&���./�*�)�����*������&���)�-1�/�-��)��-*��
�
-�&N����>��
&��!�	$ &�%(#$!��W �$� ��� ��(	��8(&��(E��	$	 # ��
�
����9���������6�E!
�#(�$�& ��E�� #(��% !! ��
&��!�	$ �

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+�
��)�����
���

� � �(! � $	� $!�(�< 	(�$��$	$& 	�8&�	��8 !%$	�$�8(&� ! �  ���5	�#$!���$	�(�(F&$�$!�
% &���� �$�E(&% 	��	��� !%$	�$�8(&�
	�8&(�$(��(%8!$;(�#$�&$(	 	�� �G� ���5	�#$��(&�$�
#$!���$	�(�$	�! �
8$&E���$��$	�! ��
 !$�(! �#$�#�E$&$	�$� !�
& ��!(	���
#$�G�8$&�(#(�$�
8&(#
�$	��G��� ; 	�$	�#��$& �#�&$���(	$��,	 ��$'�E(&% # ��! �(! �#$!�(�< 	(��8
$#$	�
�� ; &��& 	#$� #�� 	�� �� #�8$& &$� G� &$#
��&� 
�  !�
& �� 8$&(�% 	�$	�$	#(� 
� !(	���
#� G�
8$&�(#(����$�8&(�$(�$�!! % �#�8$&�5	���
� �(	E(&%$� ! � (! � $�  8&(H�% 	�  � ! ��(� �� 
�  !�
& � G� !(	���
#� $�%(#�E�� 	� 8(&�
8&(�$(�#$� &$E& ���5	�G�(%$& %�$	�(� 	�$�#$� &(%8$&�$	� ! ��(� ��,	 ��$'�L
$�! �(! �
&(%8$	��$	�& 	� �!(�L
$�$�#$	(%�	 �'(	 �#$�*.�����L
���(�
&&$�! �% G(&5 �#$�8&(�$(�#$�
�& 	E(&% ��5	�G� �$	
 ��5	�#$!�(!$ ;$���	�!
G$	#(�! ��$	$& ��5	�#$��(&&�$	�$�!��(& !$��! �
(F&$J$!$� ��5	�#$!�	��$!�#$!��% &��G��& 	8(&�$����(&((�#$�$#�%$	�(��
� �(	#$�: G�$�&
��
& ��(�$& �8&$$	�$��G �$ �$	�! ��(� �(�$	�! �'(	 ��$&� 	 � �! �
�(� �� ! � (! � 8
$#$	� #�E& �� &$� G� &$E!$; &$�� &$
!� 	#(� $	��(%8!$;�# #$�  #���(	 !$�  !�
%(��%�$	�(�#$�! �(! �?�������$@��!(��
 !$���$	$	�L
$�$&��(	�#$& #(�8(&�!(��	�$	�$&(�
�(�$&(�$	�$!�#�$7(�#$�(F& ��(�$& ���
�

�
�������$+��(#�E�� ��5	�#$!�(!$ ;$�$	�$!�.
$&�(�#$��	$	 # �?.�@��

�
� �!�  	I!��� #$� !(�  	�$�$#$	�$� &$! ��(	 #(�  � ! � ��&�
! ��5	� $	� $!� .
$&�(� #$�
�	$	 # � ?.�@� e�f� �%
$�& � L
$� !(� $�
#�(� (F&$� $!�.��	(� (	��(	�!
��(����� F�$	�� ! �
�!�% �(!(�5 � #$!� (!$ ;$�  &&(; # � 8(&� ! � $� #5��� �� � &5 � %
G� 8(�(� ?G � L
$� $!� (!$ ;$�
8&(�$	�$	�$� #$!��W� G� �W� $� $� ��(	 !� G� $�I� F�$	� �#$	��E�� #(@�� 	(� 8
$#$� #$��&$� !(�
%�%(�#$� ! � F ��%$�&5 � G� �$(%$�&5 � #$!�.
$&�(���	� $�$� �& F ;(�� $�
��!�' �
	 � F ��%$�&5 �
%I�  ��
 !�' # � L
$� $	� !(� $�
#�(�  	�$&�(&$� 8 & � $�
#� &� ! � :�#&(#�	I%�� � #$!�.����$�
$�
#� ��  #$%I� $!� $E$��(� L
$� �$	#&5 � ! � 8&(!(	� ��5	� #$!� &(%8$(! � 8&�	��8 !� $	� ! �
��&�
! ��5	��G� ��� ��5	�#$!�(!$ ;$�� !��	�$&�(&�#$!�%�%(��
�
�
�

MF-50       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



6+���Q��
	��

� �$#� 	�$��%
! ��(	$�	
%<&�� �#$� ! � $�
 ��(	$�#$�%(��%�$	�(��#$�$&%�	 &� ! �
$H�$	�5	� 58��% � #$� ! � $�(!!$& � #$!� 8
$&�(� #$� �	$	 # � ?.�@�� �<H��(�� L
$� E �(&$'� �
 !�
& �#$�(! �L
$�8$&%�� 	�$!�#$ &&(!!(�#$� �����# #$�$�
& �$	�$!�� (�8(&�
 &�(��� �
�%
! ��(	$�$�: �$	�8 & �! ��$(%$�&5 � ��
 !�G�! �8&(E
	#�# #�#$!�8
$&�(�� 5��(%(�8 & �
#�E$&$	�$�!(	���
#$�#$�$H�$	�5	�#$�! �$�(!!$& �$H��$	�$�� @�CD1%�F@�>B1%��@�"B1%��
�
@+�5������������
��
�
� �!�.
$&�(�#$��	$	 # �?.�@��$�$	�
$	�& �!(� !�' #(� !�	(&�$�#$�! �< :5 �#$�'(#(�
� 	�(��<������<H��(�?<'�@� �!(�>D>CC���D%����D>'C1C��'C%����,'��?�������$@���
� � �<'��$�$	�
$	�& �
;$� � �#�E$&$	�$��(	#���(	$�#$�(!$ ;$��! ��
 !$�� &5 	�#$�
 �
$&#(��(	�! �$� ��5	�#$!� 7(�G��(	�!(���$	�(�&$�	 	�$���$#���(	$�#$�(! �&$ !�' # �
#
& 	�$�'11CJ'11>�$	�! �< && �#$!���$&(�?�
&�#$�! �<'���e'f@���	#�� 	�L
$�! ��!�% �(!(�5 �
#$!�(!$ ;$�$	�! �'(	 �$�� & ��$&�' �8(&�(! �#$� !�
& ���	�E�� 	�$��%��8$&�(#(�$	�&$�>�G��>*�
?�'*�$	�8&(%$#�(@�G�#�&$���5	�8&$#(%�	 	�$�0$�$���

�

�
�������$+��(� !�' ��5	�#$��!�.
$&�(�#$��	$	 # +�

�
C+����������
��
�
� �$�
��!�'5�
	 ��$&�5	�F�#�%$	�(	 !�#$!�%(#$!(��$	$& !��
&��!�	$ &�0�$ 	��(#$!��
��0��eDf��8 & ��%
! &�! ���&�
! ��5	� !��	�$&�(&�#$!�.�����0��$�
	�%(#$!(�$	�� &� F!$�
8&�%���� ��$�#$��&��� !�
! �! ��$!(��# #$�G�8&$�(	$�?.��3��&@��8 & �� !�
! &�! �$�(!
��5	�
#$�E!
�#(�(F&$��$(%$�&5 ��(%8!$; ��� �� &� ��5	�#$�! �!(	���
#�#$�! �(! ��λ��$�(F�
�(�
%$#� 	�$�! �&$! ��5	�eCfi�
�

� λ�V�?1!'9'π@� 	:?'π�9λ@��
�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-51



 L
���1�$�! � �$!$& ��5	�#$F�# � �! ��& �$# #�G�!�$�$!�8$&5(#(�#$�! �(! ���!��($E���$	�$�#$�
 ��� ��5	��S���$�� !�
!5��(	�! �&$! ��5	i��
�

S��V��9����
�
#(	#$����$�$!�� !(&�#$�! � !�
& �#$�! �(! ��	��#$	�$�G���$�! � !�
& � !��	�$&�(&�#$!�.���
�
� �(	� ! � �((&#$	 # � #$� ! � �$(%$�&5 � #$!� .��� $� �$	$& &(	� % !! �  # 8� ��� �
?�������6@���(F&$�!(�	(#(�#$�$� �% !! �$�(F�
�(�
	 �% !! �#$�8&(E
	#�# #$�?�������@@�
 � 8 &��&� #$� 
	� % 8 � F ��%<�&��(�� �!� � % 7(� #$� !
'� #$� % !! � $	� $�$� � (�� $� #$�
 8&(H�% # %$	�$�'%���

�
�������6+�� !! �#(	#$�$�&$ !�' &(	�! ��%
! ��(	$�8 & �$!�.���

�

�
�������@+�< ��%$�&5 �#$��!�.
$&�(�#$��	$	 # ��

�
� � � % !! � #$� 8&(E
	#�# #$� ;
	�(� �(	� ! � �	E(&% ��5	� #$� (!$ ;$� E
$&(	� !(� # �(�
&$L
$&�#(� 8 & � : �$&� �(&&$&� $!� %(#$!(�� �	� � # � �(&&�# �� $!� 8$&5(#(� G� ! � #�&$���5	� #$�
�	��#$	�� � E
$&(	�
	�E(&%$���'*� G�#�&$���5	��W� G��W� &$8$���� %$	�$��  � $� � (! � #$�
8$&�(#(� �(&�(� G�  !�
& � 
	�� &� � $� (F&$8
(� 
	 � (	# � $	(�# !� 8 & � �(% &� $	� �
$	� � $!�
8$&�(#(� #$� ! �% &$ �� �� � �%
! ��(	$� $� &$ !�' &(	� 
��!�' 	#(� ! � �$(%$�&5 �  ��
 !� G� ! �

MF-52       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



8&(E
	#�# #�#$!�8
$&�(�� 5��(%(�8 & �#�E$&$	�$�!(	���
#$�:�8(�<��� �#$�$H�$	�5	�#$�! �
$�(!!$& � $H��$	�$���@�CD1%i��@�>B1%i� /@�"B1%� ?�������C-���!�Δ)�
��!�' #(� E
<�#$�1�1�� G�
1�11>���

�
�

�

�������C+�� (� 	 !�' #(���@����
 ��5	� ��
 !i��@�CD1%i�/@�>B1%i��@�"B1%�
�
E+�)����������5��
����
���
�
� �$�:���$&(	�%K!��8!$��%
! ��(	$� ! ��
 !$�	(�$�8
$#$	�%(�& &�$	�$�$��& F ;(�
8(&� ! � F&$�$# #� #$� $8 ��(����	� $%F &�(�� $	� ! �������� E� $�%
$�& � 
	� $;$%8!(� #$� ! �
 !�# � #$!�%(#$!(�� ��� � �(	��$	� #$� �$!(��# #$�  !� �	�$&�(&� #$!� .�� G� �($E���$	�$� #$�
 ��� ��5	���$�$	�(	�&5�L
$�! ��$!(��# #$�E
$&(	�%I��	�$	 �$	�! �$	�& # � !�.��? 8&(H��
�1��%9@��$�#$�$�� &(	�� #$%I�! �'(	 �#$�(8$& ��5	�$�
& �?-�� �1�11'@���
�
I+��������
�����
�
� �$� % 	$& � �$	$& !�� !(� � (� �%
! #(� %
$�& 	� 
	 � %���� ��5	� #$!� (!$ ;$�
�	��#$	�$�� # 	#(� �(%(� &$
!� #(� 
	 �  �$	
 ��5	� #$!� (!$ ;$�  !� �	�$&�(&� #$� ! � #I&$	 ����	�
$%F &�(����$&� �% 	�(F& �$	�$!�%
$!!$�&$L
�$&$	�#$�(!$ ;$��(	�8(� � !�
& ��.(&�(�& �8 &�$��
$	� �(# � ! � �%
! ��(	$� &$E$&$	�$�  � ! � ��&�
! ��5	� #$	�&(� #$� ! � #I&$	 �� $� 	(�5� ! �
8&$$	�� � #$� ��&(�� $� � �	E(&% ��5	� $&5 � K��!� 8 & � �(	(�$&� ! � �& G$��(&� � #$� �& ' #(&$�
8 ��(� 5��(%(�$!�#$��	(�#$�!(�%�%(��
� �$� !(� � (� �%
! #(�� ! � (8��5	� #$!� &(%8$(! � ! &�(� (E&$�$� ! � � & ��$&5��� �
F
� # �8 & �$!�#�$7(�#$�! �(F& ��$�#$��&�(! �8$L
$7 �$��	�$	�# #$�#$��(&&�$	�$�F ; ���
�

?�@� ?�@�

?/@� ?�@�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-53



�
�������E+�?�@��(&&�$	�$��%
! # �G�?�@��($E���$	�$�#$� ��� ��5	� (�� #(�#
& 	�$�8!$ % &��� (6�

�(	E��
& ��5	����
 !�#$!�.���
�

�
)���)���
���
�
e�f� '(&&$�������� '1�1��(&&�$	�$� G�  ��� ��5	� 8(&� (!$ ;$� $	� $!� .
$&�(� #$� �	$	 # � G� '$&%�	 !����
� &5��% ��% G ��
&�$!����&��)��!2/-�/���	(�8
F!�� #(���	$	 # ��<������(�(�#$�'1�1��BC�88��
�
e'f�� &�5	$'J�5 'J#$J�$5	�����������'I&& � J�&��	�$� ��0���$!� #(J�(	'I!$'������ !�	#(J<$�������
��� '(&&$J� � &&$�$����� <! 	�(J<$� 	�(
&��� �J��!J��!� � G� ��� � 	(J�$��	 �� '11"�� 		E!
$	�� � #$!�
(!$ ;$��	�$&	 !�$	�$!��&$��%�$	�(�!(	���
#�	 !�#$�! �F && �#$!�$�$&(�#$�.
	� �< 	# ��< :5 �#$�'(#(�
� 	�(��<������<H��(�����-/��*� ���-�*�DC?�@6�BJA���
�
eDf�'(&&$��������  	#�� ��!!(�� ������'11'���	$W� D#��
&��!�	$ &��((&#�	 �$�	
%$&�� !�%(#$!� E(&�
(�$ 	��� E!(W� (�$&�  &F��& &G� F �:G%$�&G� ?$-� (&�-�*�@�� 		� ��*����  �*� ��/��-)�*� �-�  2)���*�
8.%2��/�*�&���� �-1�-���2��6� /��-/��*��& �/���*���������
!!$&J- &�$&������$	��	�������$&&(! ' �
?�#@���&��88���1>J��'��
�
eCf����(&%��T���������BAD��0�$ 	��	��	$$&�	��W �$��$�: 	�����(:	�W�!$G�q��(	��		����AB�88��
�
�

?�@� ?�@�

MF-54       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�����������	,�	�������)�D����������),���)����������)�����
��������������������
��������)�
�	������)�

�
Q�������+�����)���
��������+�����������
:�3������ ���I�-�������.�3��
%�1.� �/���� �0�I�-�������.�3��
		���
�(�� ��(	 !� #$�<�(�	�$	�$&5 ��,	��$&�# #��$	�& !� #$�%$	$'
$! ����$	�# ����
$!�0�$&(�
��!� �$	�&$��$&�$& �G��
 &� ��& 	�$& !���$F
�I	��� & � ��%$	$'
$! ���
��9���Q+���������
&:� �-/�I -//����
� F(& �5&�(� � ��(	 !� #$� �(%8
� C](� ��$	�5E�� �� ��$	�# � �$�K!�(� % &� � DDD�� J
�� 	#�	: ��
.$�&58(!�����(�#$�� 	$�&(��<& �!�

�
�

)���.��+� # � �*).���� �� � /�%&��)�%��-)�� ���  �*� 3/ 3. �*� /���2�/�*� ��� 41�/�*� �*� ��� 1��-�
�%&��)�-/��� &���� %�:����� � � )��)�%��-)�� ���  �*� 3� 3. �&�)2�*� 6� � � ��*�;�� ���  �*� &�4)�*�*�
3� 3. ���*����3��*�*�%��� �*���&��/%�)��*�/�-/�-)����*�/��%��� �*�=�0����3/ 3. �*�/���2�/�*�
��-�*����&��&.�*)�*�&������&��*�-)���*.� �-)���//�4-�/�-�� �*�*)�%��/�����3�*/. ����  ��%�6��2��
����*)�*�/�-*������E-�/�%�-)����*��*)���*���&�*�/��-�*���� ��3/ 3. ���� ������)��6�� �/��������#-�
� �&��*�-)��)����:��*��/�%&���� ���-� .�-/������ ���& �/�/�4-������*)�-)�*�%��� �*����3/ 3. ���-�
� � ��*�%&�;�� ��� .-� %��� �� ��� /��/.�)�� /������� �� � *�*)�%�� /�����3�*/. ���� �-�� ��� �*)�*�
%��� �*���-�&��)�/. ���� *�%. ��� �&��/�*������&��).���6����/������ 3� 3. ���� )�%�-����-�/.�-)��
��/)���*�/�%��� �������-/�� ����&��*�4-��-)�*�6���*&.2*���� ��3/ 3. ��� ����1���0���� ��3/ 3. ��� ��
���//�4-���� ��*�-1���/�-� �*�3/ 3. �*��� �%�3�%��-)����� ��*�-1���6� �*�34�)�/�*�D.��*��1�-���-�
�-� � � *�-�� �4�)�/��� #*)�*� %��� �*� *�-� �%& �%�-)���*� �-� .-� %��� �� =�� �� � *�*)�%��
/�����3�*/. ��� /�%&.�*)��&���  �*� /�3�����*� /���2�/�*�6�  �*� *�*)�%�*� /��/. �)����*@�&. %�-����
*�*)2%�/��6�3�-�*���3�*���*)�-)�*�/�%&�-�-)�*��� �*�*)�%��/��/. �)�����*�-���*/��)�*��-��.-/�4-�
�����*�*)�-/��*���-�./)�-/��*�6�/�%& ��-/��*��/�-*�����-���� ����/)����� �����//�4-�� ���-��/������
 ��*�-1���6� ��� �*)�/�������� �*�3�*�*�*�-1.2-��*��%��-)��*�D.�� ���/)�3�����/���2�/����&�-���
���.-�� �.-/�4-�����/)�3�/�4-�D.�����/)��  ��� �*)�-/������  ��%�*%���(��&.����&��/����.-�%�:���
��*�%&�;���� �%��� ��1�-��� ��� � *�*)�%�� /�����3�*/. ����-)��.-����*/��&/�4-�%/*���)�  ����
�� �&��/�*������&��).���6�/��������� �*�3/ 3. �*���

�
����9���������>�%I!�
! �� &#5 � �����$% �� &#�(� �
! &����%
! ��(	$��
%<&�� �

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



$+ 
��)�����
H��
�

�$#$� %$#� #(� #$!� ��!(� ��� $� : 	� :$�:(� �& 	� � 	��# #� #$� $�
#�(� �$	#�$	�$�  �
8&(E
	#�' &�$!��(	(��%�$	�(� �$&� �#$!�E!
;(� 	�
5	$(� ��& �<�#$�!(�#���	�(���8(�#$��I!�
! �
� &#5 � �� � 	�(� %$�I	�� � �(%(� F�(!5��� �� ��(� $�
#�(� (	� #$� 
% � �%8(&� 	�� � $	� $!�
%$;(& %�$	�(� #$� ! � � !�# #� #$� ��# ��  !� $&� ! � $	E$&%$# #$� � &#5 � � ! � 8&�	��8 !� � 
 � #$�
%
$&�$�	 �
& !�$	� #
!�(� �	��$!�%
	#� !��$�K	�# �(�#$�0&� 	�' ��5	��
	#� !�#$�! �� !
#�e�f��

�!� $�
#�(� #$!� �(%8(&� %�$	�(� #$!� E!
;(�  	�
5	$(�  � �& �<� ! � �I!�
! � � &#5 � � $�
E
	# %$	� !�� 8
#�<	#($� &$ !�' &� �%
! ��(	$� �(	� #���	�(� $	E(L
$�� G$� $ 	� F  # � $	�
8 &I%$�&(��(	�$	�& #(� (� $	� 8 &I%$�&(� #��&�F
�#(�� #$8$	#�$	#(�#$� ! �  8!�� ��(	$� L
$� $�
#$$$	� #$ &&(!! &�� �(� %(#$!(� �(	� 8 &I%$�&(� #��&�F
�#(�  	 !�' 	�  8$��(� !(� !$� #$� !(�
E$	5%$	(���	��	�!
�&�$!��$E$��(�L
$���$	$	�$!!(�$!�&$�(�#$!���$% ��G��$	#(�	$�$ &�(�� #$%I��
: �$&��%8(&� 	�$��%8!�E�� ��(	$�8 & �8(#$&�#�%�	
�&�!(� !�(��(�(��(%8
� ��(	 !$��.(&�
�
8 &�$�� !(� $�
#�(� �(	� 8 &I%$�&(� �(	�$	�& #(� $� �$	�& 	� $	� $!�  	I!��� �$	$& !� #$!� ��$% �
� &#�(� �
! &� e'f�� �$	�$	#(� �$	$& !%$	�$� %(#$!(� %
G� �%8!$� 8 & � #$�&�F�&� $!�
�(%8(&� %�$	�(�#$�! ��I!�
! �� &#5 � ���

�	�  7(� &$�$	�$� : 	� 
&��#(� 	
$�(�%(#$!(� L
$� 8$&%��$	�� 8(&� $;$%8!(�� : �$&� $�
#�(�
#�	I%��(� #$� ! � �I!�
! � eDf��  G
# 	#(�  � %$;(& &� $!� �(%8(&� %�$	�(� �$	$& !� #$!� ��$% �
� &#�(� �
! &�� �	� $!� 8&$$	�$� �& F ;(� $� 8! 	�$ � 
	� %(#$!(� #$� 8 &I%$�&(� �(	�$	�& #(� #$!�
��$% �� &#�(� �
! &�G�� &�(�%(#$!(�#$��I!�
! �� &#5 � ��(	�$!�E�	�#$�#$�$&%�	 &��
 !���$	$�

	�%$;(&�#$$%8$7(��

�
6+ ������������),���)����������)������

�
�	� $�$� %(#$!(� $� #��&$��' 	� ! � $�
 ��(	$� #�E$&$	�� !$� 8 &�� !$�� (F�$	�<	#($� 
	�

�(	;
	�(� #$� $�
 ��(	$� #�E$&$	�� !$� (&#�	 &� �� #(	#$� � # � � &� F!$� #��&$��' # � #$E�	$� 
	�
�(%8(	$	�$� #$!� ��$% �� ��(� �(%8(	$	�$� $� 8
$#$	� #$�&�F�&� $	� �<&%�	(� #$� &$��$	�� ��
�	#
��(&$�G�� 8 ���(&$��!(��
 !$�$�(F��$	$	� �8 &��&�#$�! �� & ��$&5��� �#$!�E!
�#(�#$��& F ;(�
G�#$�� # ��(%8(	$	�$�$	�8 &���
! &��. & �
�%$;(&�$�
#�(�$!���$% �� &#�(� �
! &�$�#���#�5�$	�
�&$�$���(	$��! �� &#�(8
!%(	 &��! � &�$&� !�G�! ��$	( i�L
$�E(&% 	�
	���&�
��(��$&& #(��

���(	��	
 ��5	� $�#$�&�F�&I� $�$� ��$% ��8(	�$	#(�$8$�� !� �	�$&<� $	� !(�%(#$!(� #$� ! �
�I!�
! � � &#5 � �� �$� �(%(� �(%(� �	���(� ! � $���5	� � &#�(� �
! &�� $8$�5E�� %$	�$� $!�  �&�(�
#$&$�:(�#$!��(& '5	��$	�#(	#$�$� 
%$�L
$�!!$� �#�&$�� %$	�$�! ��$	 �� � �
8$&�(&�G�! ��$	 �
� � � �	E$&�(&��� �$���5	�� &#�(8
!%(	 &�#$!���$% �� �	�$�& # �8(&�#�$'��(%8(	$	�$�� E�	 !�' �
�(	�$!��$	�&5�
!(��'L
�$&#(��#(	#$�! � 	�&$�$��%8
! # � �! � &�$&� � ��& �<�! ��I!�
! � 5&��� ��
$%8$' 	#(�! �$���5	� &�$&� !�?#$�(!(�#(��(%8(	$	�$@�G�!
$�(� �! �$���5	��$	( �#$�&�� �8(&�
�$�$� �(%8(	$	�$�� �(	� $!� E�	� #$� 8(#$&�  	 !�' &� ! � &$$&� � #$�  	�&$� $	� � # � �(%8(	$	�$�
�$	((��#$�&�F�<	#($�! �'(	 �
8$&�(&�$��	E$&�(&�#$!��
$&8(��(	��&$��(%8(	$	�$�� # �
	 �G��
 !��	���(�#$�! �$���5	��! �F�E
&� ��5	�#$#$�! � &�$&� �: �� �$!��(	;
	�(�#$��$	 ��

�
6+$�������4��������3��.�����

�
��I��(%8
$� �8(&6�! ��
 �&(�� ��# #$�� &#5 � �L
$�8&(#
�$	�$!��%8
!(�#$�! � 	�&$��! �

�
 �&(��I!�
! �L
$��(	�&(! 	�$!� E!
;(�� G�8(&� ! � &�$&� �G� ! ��$	 �8
!%(	 &�L
$� !!$� 	� ! � 	�&$�
#$#$� $!� �(& '5	�  � !(� 8
!%(	$� G� !
$�(� #$��
$!� �  !��(& '5	��� � � ��# #$� $�%(#$! 	� 8(&�
%$#�(�#$�
	 �$�
 ��5	�#$�%(��%�$	�(�G�
	 �#$��(	$&� ��5	�#$�! �%  ��

MF-56       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



.(&� $;$%8!(�� ! � 8&�%$& � � ��# #� � &#5 � �� $!�  �&�(� #$&$�:(�� $� &��$� 8(&� ! � $�
 ��(	$�
8&$$	� # � ��(	��	
 ��5	6�

�
�

�

�
�
#(	#$��! �8&$�5	�$;$&��# �8(&�$!� �&�(�$�&$! ��(	 ��(	�! �� &� ��5	�#$!��(!
%$	�#$!�%�%(�G��(	�
$!� E!
;(�8&(�$	�$	�$�#$� ! ��$	 �� � � ?J���� G�J��@� G� $!� $H8
! #(�8(&� ! ��I!�
! � �&��
8�#$�
J�&����#$%I�$�� & 	��' �! ��(	$&� ��5	�#$�! �%  �$	�$!���$% �$	�! ���
��?'@��� �� &� ��5	�
#$� ! � $! � 	�� ��& �� $	� $!� ��$%8(�� &$8&$$	� � ! � �(	�& ���5	� #$!�  �&�(� #$&$�:(�� L
$� �%8
! � ! �
 	�&$�: �� �$!��$	�&5�
!(���$	#(�
	 �#$�! �E
	��(	$�#$� ���� ��5	�#$!�%(#$!(�eCf��

. & � %(#$! &� $!� E!
;(� $G$�� #(� #$� 
	 � #$� $� � � ��# #$� $� 	$�$ &� � 
	 � $�
 ��5	� #$�
%(��%�$	�(�?�(%(�! �8&$$	� # �$	�! ���
��D@��L
$�&$8&$$	� 	�$!��(%8(&� %�$	�(�#$�! �#���	� �
�I!�
! ���$	#(�<� �! �F $�#$!�8&$$	�$��& F ;(��� ��I!�
! � 5&��� �$�%(#$! ��(%(6�

�

�
�

#(	#$�� $!� E!
;(�  � �& �<� #$� ! ��I!�
! �#$8$	#$�#$!�#�E$&$	�� !� #$�8&$�5	�  	�$� G�#$8
<� #$� ! �
�I!�
! �G�#$!�5	#��$�#$� 8$&�
& �#$�! �%�% �?� (@i�� &� 	#(�$�K	�! �&$��$	�� �L
$�8&$$	�$�! �
�I!�
! � !�E!
;(�?� (�@�G�! ��	$&�� �#$!�E!
�#(� !� �& �$ &�! �%�% �?� (�@��

�	�$!�8&$$	�$�$�
#�(�$�
��!�' &(	�#���	�(�%(#$!(�8 & �&$8&$$	� &� �! ��I!�
! ��(	�$!�
E�	� #$�  	 !�' &� ! � � &� ��5	� $	� $!� �(%8(&� %�$	�(� #$!� ��$% � � &#�(� �
! &� L
$� 8&(#
�$� ! �
�%8!$%$	� ��5	�#$�#��:(�%(#$!(��

�
������� ��.3��+���I� �(	���
�#(� K	�� %$	�$� 8(&� #(� $� #(� (� 8(���(	$� #$� ! � �I!�
! ��

 F�$&�(�G��$&& #(���(	�!(��
 !�$!�5	#��$�#$� 8$&�
& �$�#$E�	$��(%(6�
�

�
�
�����������������+��$� 
%$�
	�� !(&��	�$&%$#�(�#$� 8$&�
& �?��
��>@��
�

����?>@�

�
#(	#$�$!� ��$%8(�#$��	���(�G� E�	�#$�! � 8$&�
& � ?'� �G�'E @�G�#$!���$&&$�?'���G�'E�@�(	�$8$�5E��(�
8 & � � # � �I!�
! � G� #(	#$�-$� $� 
	� � !(&� �(	� 	�$� $	�&$� 1� G� ��� &$8&$$	� 	#(� ! �% �	��
#� G�
8(���5	�#$!�$� !5	��

�������������+��!�5	#��$�#$� 8$&�
& �� &5 �!�	$ !%$	�$� �8 &��&�#$���$%8(�#$��	���(�#$���$&&$�
?'��@�G�#$� 8&$�
& �?'� @�#$�� # �
	 �#$�! ��I!�
! ���	�! ���
��?�@�$�8! 	�$ �$!�5	#��$�#$� 8$&�
& �
8 & �! ��I!�
! � 5&��� �$�K	�$�$�%(#$!(��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-57



�

�
�
����������E�1�������+���%
! �$!�8&(�$(�#$� 8$&�
& �G�#$���$&&$�� !�
! &�8 & �$!��I!�
!(�#$!�

I	�
!(�#$�! �� !� �#$�� # ��I!�
! ���(% 	#(�$	��
$	� �E ��(&$��(%(�$!�#�E$&$	�� !�#$�8&$�5	�
 	�$�G�#$8
<�#$�! ��I!�
! ��! �&���#$'�#$�! ��I!�
! ��! �E&����5	�#$�! � 	�&$��(	�! ��I!�
! ��$!�
%(��%�$	�(�#$�! � 	�&$�G�!(��5&���$�L
$�$��$	$& 	�$	�$!�$	(� 5&���(���(%(�$�8
$#$	��$&�$	�
! �$�
 ��5	�A��

�

�
�

� # �
	(�#$�$�(�E ��(&$���$	$�
	 �&$! ��5	�#�&$�� ��(	�$!�I	�
!(�#$� 8$&�
& �#$�! �� !� ��! �
�
 !$� $� 8
$#$	�  ;
� &�� �(	� 
� &$8$���� � �(	� 	�$�� #$8$	#�$	#(� #$� ! � �(	#���(	$�
8&$$	�$���!� 8&�%$&� G� $�
	#(� �<&%�	(� $	� ! ���
�� ?C@��%(#$! 	� !(� $E$��(� #$!� #�E$&$	�� !� #$�
8&$�5	� G� #$!� %(��%�$	�(� #$� ! �  	�&$� $	� $!� #$8! ' %�$	�(� #$� ! � �I!�
! �� &$8$���� %$	�$��
�(%I	#($�L
$�(	�8&(8(&��(	 !$�$	�! �#�&$���5	�� 	�$	�� !� !�E!
;(��%�$	�& �L
$�$!�&(�$�#$�! �
 	�&$� �(	� ! � � !� � $� 8&(8(&��(	 !�  !� E!
;(� $	� 
� 8&(8� � #�&$���5	� ?�$&�$&� �<&%�	(@� G� ! �
�	E!
$	�� � #$� ! � E!$H�F�!�# #� #$� ! � � !� � #$8$	#$� #$� ! � �$!(��# #�  	�
! &� #$� ! �%�% � ?�
 &�(�
�<&%�	(@��.(&�K!��%(��!(��5&���$�$	�$!�$	(� 5&���(���$	$	�
�% G(&�$E$��(�$	�! �8(���5	�%$#� �
#$� ! �� !� ��  !��(	;
� &$� ! � !� ��$!(��# #�#$� ! � 	�&$��(	�
	� %8!�(�$8 ��(�$	� ! �'(	 �#$�
E(&% ��5	�#$�!(��5&���$��G��$	#(��	$H��$	�$�$	�$!�8&(�$(�#$���$&&$�#$�! ��I!�
! ��

��8 &��&�#$!��I!�
!(�#$�$�$�I	�
!(�$�#$E�	$�$!�5	#��$�#$� 8$&�
& �?��
��"@��
�

�
�
6+6�������4�����������&�������������4��3���12�����

�
� �$���5	� &�$&� !�(!(��(	� �#$�#(��(%8(	$	�$��
	 � &�$&� ���<%�� �%(#$! # ��(	�
	 �

$�
 ��5	�#$�$� #(�G�
	 �#$�%(��%�$	�(��G�! ���&�
! ��5	�8$&�E<&�� �%(#$! # ��(	�
	��$&%�	 !�#$�
W�	#T$$!���(	���
�#(�8(&��&$�$!$%$	�(6�
	 �&$��$	�� ����$	�$&�$���(	�
	 �&$��$	�� �� �G�

	�� 8 ���(&�� �$	�8 & !$!(��#(	#$��$%8&$�$��
%8!$�L
$����$�! �L
�	� �8 &�$�#$�! �
% �#$�! �
#(�&$��$	�� ��� �$�
 ��5	��(	���
��� �#$�$�$��$&%�	 !�$�I�# # �8(&6� ��

��

�

MF-58       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



#(	#$�� .W� $� ! � 8&$�5	� #$� $	�& # � G� .�� $� ! � 8&$�5	� #$�  !�# �� �!� �$&%�	 !� #$� W�	#T$$!�
&$8&$$	� �$!�8 (�#$�! � 	�&$�#$�! � &�$&�(! � �! ��<	
! ��8(&�!(�L
$�8&(#
�$�! �% G(&�� 5# �
#$�8&$�5	�$	��(#(�$!���$% �� &#�(� �
! &��

�
6+@�������4���������

�
. & � $�
#� &� $!� �(	;
	�(� #$� �$	 � $� #���#$� $!� ��$% � $	� �$	 � 
8$&�(&$� $� �	E$&�(&$��

�$	#(�	$�$ &�(� �&$� &�
	��(%8(	$	�$�#$�F�E
&� ��5	��� �#(�#����(	$�$�I	��(	���
�# �8(&�
�&$� �(%8(	$	�$� L
$� &$8&$$	� 	�� ! �  �&
8 ��(	$� #$� �<	
! � G� #$� �$	 �� G� ! � �$	 � � � �
&$8$���� ���$	#(�� # �
	 �#$�<� �%(#$! # �8(&�
	 �$�
 ��5	�#$�%(��%�$	�(��
	 �$�
 ��5	�#$�
$� #(�G�
	 �$�
 ��5	�#$��(	$&� ��5	�#$�%  ��
�
@+ �
�����
�����

�
�$�&$ !�' &(	��%
! ��(	$��(	�!(��
 �&(�%(#$!(�#$��I!�
! �� &#5 � ��(F�$	�<	#($��
&� �

#$�8&$�5	��� 
# !�G��(!
%$	�$	�E
	��5	�$!���$%8(���(%(�! �%(�& # �$	�! �E�������
�

����� �
�

�
&��
& �����$8
$� �#$!����$% �� &#�(� �
! &��(	�$!��(#$!(�%I!�
! �#$�>�E ��(&$6�

�
&� �#$� @�.&$�5	��F@�� 
# !�G��@�%(!
%$	�$	�$!��(& '5	��'L
�$&#(��
�
�	� 8 &���
! &� $�  	 !�' &(	� ! ��
&� � #$� 8&$�5	� #$!� ! #(� �'L
�$&#(� #$!��(& '5	� ?E������ @��

8
#�<	#($��$&��(%(�#
& 	�$�! �5�(!$�! �8&$�5	�$	�! � &�$&� �8$&% 	$�$�8(&�#$F ;(�#$�! �8&$�5	�

�1
�1

�1

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MF-59



#$!� �$	�&5�
!(� 8$&%���$	#(� $!� � �� #(� #$!� %�%(i� $!� #�E$&$	�� !� $	�&$� $� � #(� 8&$�5	�
&$8&$$	� 	� ! � 8$&#�# � $	� ! � �I!�
! �  5&��� �� �$	#(�% G(&$� L
$� ! � 8$&#�# � $	� ! � �I!�
! �
%��& !��

�5�%�%(��$� 	 !�' &(	�! ��
&� �#$�� 
# !� ��& �<�#$�! ��I!�
! � 5&��� �G�%��& !��#(	#$�
$� 8&$�� � ?&������F@��(%(� 
%$	� �$!�� 
# !� � �& �<�#$� ! ��I!�
! � 5&��� � !� F&�&$� ! �%�% �
#
& 	�$�! �5�(!$�G��(%(��$	�$!�%�%(�%(%$	�(��: G�
	�E!
;(��	�$&(�$	�! ��I!�
! �%��& !�#$F�#(�
 �L
$�<� �	
	� �$���$&& �:$&%<��� %$	�$��' %F�<	�$�8
$#$� 8&$�� &�$!�&$E!
;(�#$#$�! � &�$&� �
��<%�� �: �� �$!��$	�&5�
!(� �'L
�$&#(�#
& 	�$� ! �#�I�(!$�G�$!� 
%$	�(�#$!� E!
;(�$	� ! ��I!�
! �
%��& !�#
& 	�$�! �5�(!$� �&� !��

�!��(!
%$	�#$� 	�&$�$	�! ��I% & �#$!��(& '5	��'L
�$&#(�?&�������@� 
%$	� �G�#�%�	
G$�
�(	� ! � 5�(!$� G� ! � #�I�(!$�� : F�$	#(�8$&�(#(� $	� L
$� $!��(!
%$	� $	� $!��$	�&5�
!(� $�% 	��$	$�
&$! ��� %$	�$��(	� 	�$� !�$� &��$&& # �! ��I!�
! �%��& !�G� 5&��� �

�
C+ �
����
H��5��������
�����

�
��#$�
% �
��!�# #�$!�
(�#$�%(#$!(�#$�8 &I%$�&(��(	�$	�& #(�$	�$!�$�
#�(�#$!���$% �

� &#�(� �
! &� G� $	� 8 &���
! &� #$� ! ��I!�
! �� &#5 � ��  !� 8(#$&$�  	 !�' &� 
� E
	��(	 %�$	�(�
�(	�
	�F ;(��(�(��(%8
� ��(	 !���!�%(#$!(�%I��(%8!$;(�
��!�' #(�$	�$!�8&$$	�$��& F ;(�?#$�>�
E ��(&$@�� #$%I��8$&%���5� �	�(&8(& &� E$	5%$	(�L
$�	(�
$!$	�$&� 	 !�' #(�$	�$�
#�(��(	�
8 &I%$�&(� #��&�F
�#(�� �(%(� !(� �5&���$� $	� $!� $	(� #$� % ! !� � (� ! � �	�$& ���5	� E!
�#(J
$�&
��
& � (�� # ��(	�$!�&$E!
;(�#$� 	�&$�: �� �
	� �&�(�(�
	��$	�&5�
!(���!�E$	5%$	(�#$�&$E!
;(�
 	�
5	$(� $� �%
!(� 8(&� %$#�(� #$� �&$� %(#$!(� #���	�(�� $� !
I	#($� 
� $E$��(� $	� $!���������
��$% � � &#�(� �
! &� G� �(%8 &I	#($� �(	� !(� � !(&$� 8&$$	�$� $	� ! � !��$& �
& � %<#�� �
$8$�� !�' # �e>f���$	#(�! ��
&� �(F�$	�# � !��%8!$%$	� &$�$!��(#$!(�#$�>�E ��(&$� ! �L
$�
%$;(&�$� ;
� 	i�$!� 8$��(�%I�&$ !� 	�$�#$�$�$�%(#$!(�$�
�� 8 ��# #�#$�#$�&�F�&�$!�8&(�$(�
#$�  8$&�
& � G� ��$&&$� #$� ! � �I!�
! � #$� E(&% �%I� #$� !! �� #$8$	#�$	#(� #$� ! � �(	#���(	$� #$�
8&$�5	�G�� 
# !�!(� !$��
�
)���)���
���
�

e�f��0&� 	�' ��5	��
	#� !�#$� ! �� !
#��#-���%�����*�/�����3�*/. ���*���(� � 		E(&% ��� ��
'11B���

�
e'f���(:		G�'��0��$$	���$��$����0!
E$	���$8$&�-��� &$	���& ���� �)��%�)�/� � ��� *��-�

�.%�-� �6*�� �6��.&�%$& ��#���5	���� #(�,	�#(�#$��%<&�� 6��	����'11C�
� �
eDf��-(& T� 	�����'��G��:���+���
%$&�� !��%
! ��(	�(E�� &#�(� �
! &�#G	 %���W��:�:$ !�:G�

 	#�#�$ $#�:$ &��� !�$����.�-� ����0��%�/��-�/*��88���B�CJ�B"'��'11���
�
eCf�� &
G(
� �� 	����:
� ' T �����G
� &(� V�%$	(�G�V (� ��
�� �
!��J� !$� %(#$!�	�� (E� �:$�

:
% 	�� &#�(� �
! &�G�$%�W��:� 88!�� ��(	� �(� (&����� !�
! &� 	#� &�$&� !��$	($��
 ���0���#-1���%&.)��CA6ACDJA>>��'11B��

�
e>f�� �(:&% 	�� � ��#� �� G� V$!!$&�� �(�� � 	$�� ������3�*/. ���  �6*�� �16�� �$H� � �#���5	��

�
$� �+(&T6����& WJV�!!��'11���

MF-60       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



SIMULACIÓN COMPUTACIONAL DE LA HIDRODINÁMICA EN LA BAHÍA DE EL
TABLAZO DEL SISTEMA HIDRÁULICO LAGO DE MARACAIBO 

Carlos D. Araujo 
José A. Rincón 
cdaraujo@fing.luz.edu.ve
jose.rincon@gmail.com
Laboratorio de Simulación Computacional, Universidad del Zulia, Facultad de Ingeniería,  
Av. Goajira& Cecilio Acosta, Núcleo Técnico, Maracaibo 4001-A, Venezuela.  
Janett B. Flores 
janettbfn@gmail.com
Departamento de Hidráulica, Universidad del Zulia, Facultad de Ingeniería 
Av. Goajira& Cecilio Acosta, Núcleo Técnico, Maracaibo 4001-A, Venezuela.  

Resumen. El sistema Lago de Maracaibo es un estuario localizado al noroeste de Venezuela, 
rodeado por una cuenca hidrográfica que comprende parte de los estados Falcón, Lara, Mérida, 
Trujillo, Táchira, todo el Zulia y una extensión del Departamento Norte de Santander ubicado en 
Colombia. Todo el conjunto involucra cuatro cuerpos de agua cuyas características 
hidrodinámicas se encuentran estrechamente relacionadas: el Lago de Maracaibo o Saco, el 
Estrecho de Maracaibo o simplemente Estrecho, la Bahía de El Tablazo y el Golfo de Venezuela.
Este trabajo se centra en la caracterización hidrodinámica de la Bahía de El Tablazo, la cual se 
ve afectada por la compleja interacción no permanente entre el Mar, el Lago, el río Limón y por 
la presencia de un canal de navegación para embarcaciones de gran calado. El comportamiento 
presentado ha sido obtenido mediante técnicas de simulación computacional empleando un 
modelo que resuelve las ecuaciones para aguas superficiales sobre un dominio discretizado de 
forma no estructurada con el método de volumen finito. Las condiciones de borde incluyen los 
niveles de marea en las localizaciones de interés dentro del lapso de tiempo estudiado, la 
descarga del rio Limón y las mediciones de velocidad y dirección de los vientos locales. Los 
resultados mostrados permiten identificar los patrones de las Corrientes en la Bahía. Debido a 
la alta actividad antropogénica en la zona, el modelo obtenido puede ser empleado para inferir 
el transporte de sedimentos, así como, evaluar el posible impacto de futuras obras civiles sobre 
la hidrodinámica de la región estudiada. 

Palabras clave: Hidrodinámica, Lago de Maracaibo, Bahía de El Tablazo 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



1. INTRODUCCION 

La Bahía de El Tablazo es un cuerpo de agua poco profunda de 640 km2 que forma parte del 
sistema hidráulico Lago de Maracaibo, ubicado al noreste de Venezuela. Haciendo referencia a la 
Figura 1, en su parte mas septentrional la Bahía limita con el Golfo de Venezuela mediante una 
cadena de islas que forman tres canales naturales o bocas denominadas: San Carlos, Cañonera y 
Cañonerita. La boca San Carlos es la más amplia y forma parte del canal de navegación que 
atraviesa la Bahía con profundidad promedio mantenida en 12 m. Hacia el este se encuentra la 
ciénaga Los Olivitos y por el extremo sur las playas arenosas del municipio Miranda y el 
Estrecho de Maracaibo. En la costa occidental se localizan las playas de los municipios Mara y 
Páez y la desembocadura del río Limón, mientras que en el interior de la Bahía se localizan las 
islas San Carlos, Toas, Pájaros, Pescaderos e islas de Perros. 

Figura 1. Bahía de El Tablazo y sus alrededores 

El propósito de este trabajo es presentar una descripción de las características hidrodinámicas 
de la Bahía de El Tablazo, con el fin de identificar los patrones de corrientes en la zona. Debido a 
la alta actividad antropogénica en la Bahía, el modelo obtenido puede ser empleado para inferir 
sobre la dinámica del transporte de sedimentos suspendidos, así como, evaluar el posible impacto 
de futuras obras civiles sobre los patrones de corrientes en la región estudiada.

2. METODOLOGÍA

Para la construcción de la malla computacional, se analizó la información sobre la batimetría 
y las líneas de costas presentadas por el Centro de Datos Oceanográficos Británico [1] y la 
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Agencia de Administración Nacional de la Atmosfera y Océanos [2], además de las cartas 
náuticas del sistema Lago de Maracaibo que incluyen información sobre el canal de navegación 
[3]. A partir de esta información se generó una malla computacional de 16365 elementos 
triangulares y 9625 nodos.  

Dado que aproximadamente un 25% de la Bahía tiene una profundidad menor a 1,5 m siendo 
el promedio 3 m [4], la misma puede ser considerada como poco profunda, y en consecuencia, el
comportamiento hidrodinámico puede ser descrito a partir de las ecuaciones de Saint Venant. 
Éste modelo matemático supone que la distribución de presión es hidrostática y que el campo de 
velocidad es homogéneo en la profundidad, además puede ser resuelto usando el método de 
volumen finito [5].   

Sobre las condiciones de borde empleadas, en el modelo se imponen las mediciones de 
velocidad y dirección de los vientos locales reportados por el boletin climatologico de la estación 
metereologica Produsal, Cienaga Los Olivitos (Huso 19, UTM: 238109 N, 1194189.94 S),
observandose un comportamiento predominado por los vientos alisios, con un promedio anual de 
5,91 m/s. Además se asigna en los bordes abiertos del modelo, los niveles de mareas 
correspondientes a las latitudes 11°6´ N y 10°12´N que coinciden con los bordes del dominio 
computacional, y que fueron extraidos de un reporte de simulación para todo el sistema Lago de 
Maracaibo usando el modelo MIKE3 [6]. Finalmente, se imponen los niveles de descarga del rio 
limón, con un caudal promedio 46,14 m3/s y una desviación estándar 54,63 m3/s. Es importante 
resaltar que todos los datos antes señalados corresponden a información simultanea documentada 
durante todo el año 1998, y dado que no existe reportes mas recientes que cumplan con esta 
característica, los resultados presentados deben ser entendidos bajo un enfoque retrospectivo 
evolutivo. 

A fin de definir los casos de estudio, es necesario señalar que los cambios de mareas no 
ocurren de forma simultánea en toda la extensión de la Bahía, por lo que se produce un 
movimiento complejo de las aguas. Por tal motivo, a fin de establecer un marco de referencia 
único, se selecciona el comportamiento observado en la estación Malecón ubicado en la boca San 
Carlos-Zapara, para definir los escenarios de marea alta, descendente, baja y ascendente. 

3. CASOS DE ESTUDIO 

A continuación se presentan los resultados obtenidos con el modelo bajo los escenarios de 
marea alta, descendente, baja y ascendente, referidas a la estación Malecón. 

3.1. Patrón de corrientes en marea descendente y baja 

      En la Figura 2 se presenta el patrón de corrientes típico para los escenarios de marea 
descendente y baja. Los vectores mostrados indican la magnitud y dirección de la velocidad 
promediada en la profundidad. Los resultados muestran corrientes salientes desde la Bahía de El 
Tablazo hacia el Golfo de Venezuela a través de las bocas de San Carlos, Cañonera y Cañonerita. 
En cuanto a la descarga del río Limón por el noroeste, ésta se incorpora parcialmente al flujo 
saliente que circula sobre el canal de navegación en sentido sur-norte. El resto se mueven en 
sentido norte-sur sobre la costa occidental de la Bahía hasta alcanzar la zona del Estrecho, donde 
conjuntamente con la corriente procedente de la costa oriental, dan lugar a un movimiento de las 
aguas hacia el Lago. El efecto neto que produce este comportamiento es el vaciado de la Bahía.  
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Figura 2. Patrón de corrientes típico en marea descendente y baja 

      La predicción obtenida se compara con las mediciones de caudales en los extremos abiertos 
de la Bahía también mostradas en la Figura 2 [7]. En estas mediciones, se consideran caudales 
positivos a aquellos que tienen un flujo entrante a la Bahía. Como se puede observar, existe una 
correspondencia entre el comportamiento predicho por el modelo numérico y los resultados de 
campo. Por otra parte, se debe señalar que bajo el escenario de marea baja el patrón de corriente 
se mantiene. Los caudales en los extremos abiertos de la Bahía cambian en magnitud pero no en 
sentido. El efecto del cambio de marea descendente a marea baja solamente logra acentuar la 
zona de baja velocidad observada cerca del primer cruce del canal y en la frontera entre la Bahía 
y el Estrecho. 

3.2.     Patrón de corrientes en marea ascendente  

      En la Figura 3 se presenta el patrón de corrientes típico para el escenario de marea 
ascendente. Nuevamente los resultados muestran corrientes salientes desde la Bahía de El 
Tablazo hacia el Golfo de Venezuela mediante las bocas de San Carlos, Cañonera y Cañonerita. 
Sin embargo, el cambio de marea baja a marea ascendente produce la inversión de la corriente en 
el estrecho que ahora se mueve en dirección sur-norte, extendiéndose sobre el canal de 
navegación y hacia la desembocadura del río Limón. El efecto neto esperado bajo este escenario 
es el llenado de la Bahía.  
      Al igual que en el caso anterior, las mediciones de campo que se muestran sugieren un 
comportamiento semejante al predicho por el modelo numérico. Nótese que aunque no se dispone 
de información en boca Cañonera y Cañonerita, su participación es mucho menor que la de la 
boca San Carlos, donde ocurre una leve disminución del nivel de descarga respecto al escenario 
de marea descendente. De mantenerse esta tendencia en Cañonera y Cañonerita, no debería 
esperarse que el caudal a través de esta frontera cambie la tendencia de llenado de la Bahía.  
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Figura 3. Patrón de corrientes típico en marea ascendente 

3.3.      Patrón de corrientes en marea alta 

En la Figura 4 se presenta el patrón de corrientes típico para el escenario de marea alta.  Bajo 
este escenario se observan corrientes entrantes en las bocas de San Carlos, Cañonera y 
Cañonerita.  

Figura 4. Patrón de corrientes típico en marea alta 

Como se puede observar, el cambio de marea ascendente a marea alta no afecta el 
movimiento de las aguas en el Estrecho, las cuales se mantienen en dirección sur-norte, 
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conduciendo a un efecto neto de llenado de la Bahía. Ahora bien, en este caso las mediciones de 
campo mostradas no guardan relación con los resultados del modelo numérico. Como se puede 
observar, existe un conflicto en el sentido de las corrientes en boca Cañonera, Cañonerita y en el 
Estrecho. Las mediciones de campo sugieren que en tales bordes ocurre flujo saliente en marea 
alta mientras que en la boca San Carlos ocurre flujo entrante. No obstante, el comportamiento 
medido parece poco probable debido a la forma como se propaga la marea en el Golfo, la cual 
proviene en dirección noreste, alcanzando en primer lugar las bocas Cañonera y Cañonerita en 
vez de la boca San Carlos. Por otra parte, un flujo saliente en el Estrecho implicaría una inversión 
de la corriente que no es consistente con el comportamiento observado en marea ascendente. Las 
discrepancias señaladas pueden deberse al hecho de que los valores de caudales obtenidos en las 
campañas de aforos no corresponden a mediciones simultáneas [7].  

Finalmente, desde el punto de vista cualitativo, los resultados obtenidos por el modelo 
numérico son consistentes, en vista de que los escenarios de marea baja y descendente conducen 
a un vaciado de la Bahía, mientras que en marea alta y ascendente se produce un llenado de la 
misma. Además, el patrón de corrientes en marea alta coincide con lo reportado en trabajos 
previos [4]. 

4. CONCLUSIONES 

Sobre la base de los resultados presentados se concluye que el modelo numérico es capaz de 
predecir el patrón de corrientes en la Bahía de El Tablazo de forma satisfactoria, observándose 
correspondencia entre los resultados obtenidos y los reportados por otros autores en trabajos 
previos. 
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Abstract. This paper presents an investigation of the shear behaviour and strain localization 
occurring in cemented sands using distinct element method (DEM). First, a modified bond model 
was developed for cemented sands based on laboratory tests and then was implemented into 
DEM. Second, the improved code was used to perform biaxial compression tests on the cemented 
specimens with different bond strengths under different confining pressures. Finally, the stress-
strain relationships and volumetric responses were studied together with the micromechanical 
responses, such as strain field, principal stress field, void ratio and broken bonds. The results 
show that the bonding effect alters the stress-strain relationships from strain hardening to strain 
softening, and changes the volumetric responses from contractive to dilative. The peak strength 
and the angle of friction increase with increasing bond strength. The principal stresses rotate 
against the shear band inclination within the shear band when the strain reaches 5%. In addition, 
the void ratio is larger within the shear band than outside. The broken bonds and deformation of 
the specimens concentrate within the shear band.  

Keywords: Cemented sands, Strain localization, Distinct element method, Bond breakage, Shear 
band 
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1. INTRODUCTION 

 The mechanical behavior of cemented sands is significantly different from those of remolded 
sands employed in laboratory due to the presence of bonding materials between particles [1-5]. 
Since the existing constitutive models of sands were mostly established by experimental studies 
on remolded sands, they cannot describe the fundamental behaviour of cemented sands. 
Therefore, it is necessary to establish the constitutive models suitable for cemented sands in order 
to better describe the macromechanical behaviour and strain localization in cemented sands.  

Wang and Leung [1-2] studied the unique behavior of artificially cemented sands using 
triaxial tests. Clough et al. [6] studied the stress-strain and volumetric responses of cemented 
sands under static loading. Ismail [7] found that the mechanical responses of cemented soils 
depend on the amount and nature of the cementing agents. However, in these studies, only the 
macro responses were emphasized, and the underlying mechanisms remain obscure. Meanwhile,
many theoretical, experimental and numerical works were carried on strain localization. For 
instance, Vadoulakis et al. [8] analyzed the formation of the shear bands using 2D constitutive 
relation based on the Cosserat theory while the development of shear bands could not be studied. 
Viggiani et al. [9] found the localized deformation of granule materials but they were not able to 
observe the micro information such as fabric and rotation field.  

The distinct element method (DEM), proposed by Cundall and Strack [10], is an effective 
tool which has been employed to investigate the macromechanical behaviour, strain localization,
and associated micromechanisms within the cemented sands. Wang and Leung [1-2] employed 
DEM to model the biaxial tests of artificially cemented sands, where the bond strength was 
defined as a constant value in the adopted bond contact model. Jiang et al. [11] used the simple 
bond contact model [12] to study the shear behavior and strain localization of cemented sands. It
is noted that the bond contact models adopted in the above studies were proposed based on 
certain hypothesis lacking experimental verification. This paper aims to modify the simple bond 
model based on the ideal bonded particle tests performed by Jiang et al. [13] and to implement 
the model into DEM for analyzing the macromechanical responses and strain localization in 
cemented sands.  

2. Modified bond model for cemented sands 

 The mechanical tests on the idealized bonded granules are briefly described here. First, two 
aluminum rods with the same size were glued together by adhesive in a pre-defined mode by 
using the specimen preparation devices. Then, a series of mechanical tests, i.e. tension, 
compression, shearing and complicated stress tests, were performed on the two bonded rods 
without thickness. Details of the experiment are described in [13]. Fig. 1 illustrates some of the 
experimental findings. As shown in Fig. 1(a) and (c), the tension and shear force increase linearly 
with the corresponding displacement until the bond materials are squeezed out so that the tension 
drops to zero and the shear force drops to a constant value. The peak shear strength is found to 
increase with the normal force. As shown in Fig. 1(b), the compression force increases with 
displacement and its increasing rate is reduced due to the breakage in bonding materials.  

We simplified the experimental curves in order to incorporate the findings into the simple 
bond model, resulting into the modified bond model. Specifically, the mechanical behavior of 
bonded granules subject to tension and compression was regarded as elasto-brittle-plastic and 
linear elastic, respectively. Since the shear curve undergoes a short-term strain-softening stage, it
was simply assumed to exhibit linear elasto-brittle-plastic behavior.  
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 Figure 1- Measured data of bonded rods [13]. 

In the simple bond contact model, the shear strength is pressure dependent and increases 
linearly with the normal force complying Mohr–Coulomb criterion. The peak strength can be 
regarded as the sum of frictional and cohesive contributions, and it drops to the residual value 
when the bond breaks. The failure envelop (see Fig. 2) is expressed as follows:  

n,f tR R� (1a)      

s,r nR F
� �                                                           (1b)      

s,f s t n
s,f

s,f s n n

( 0)
(0 )

R R R F
R

R R F F

� 	 � � 

� ! � � � �"
                                      (1c)      

where Fn is normal force; 
 is frictional coefficient; Rn,f, Rs,f and Rs,r are tension, peak shear 
strength and residual shear strength, respectively; Rt and Rs are normal and tangential bond 
strength, respectively.  

Based on the test results, the peak shear strength increases nonlinearly with the normal force 
and gradually tends to coincide with the residual strength. Eq. (1c) is accordingly modified as the 
following in our modified model:  

� 
s t n

0.216
s,f s n t n nc

nc nn

( 0)
1 (0 )

( )

R R F
R R F R F F

F FF


 	 � �
##� � � � �!
# ��#"

(2)       

in which, Fnc is the compression strength when the bonding materials break; Rt and Rs are related 
by Rs = 1.656 Rt. The shear strength envelops of both models are presented in the Fig. 2.  

3. DEM model for biaxial compression test  

The modified model was implemented in DEM for a simulation of the biaxial compression 
test on cemented sands. Fig. 3 presents the particle distribution of the samples for DEM 
simulation, featuring ten different particle radii. As shown in Fig. 4, the numerical specimen is 
800 mm wide and 1680mm high. The total number of sand particles is around 24,000. The input 
parameters for samples are summarized in Table 1. The top and bottom boundaries were 
simulated by rigid walls having the same normal and tangential contact stiffness as the sand 
particles. 
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Figure 3- Particle size distribution             Figure 4- Specimen for DEM simulation  

Table 1. Sample size and material parameters used in the DEM simulation 

Parameters of samples Value
Initial void ratio 0.265

Total number in sample 24,000
Density (kg/m3) 2,600
Diameter (mm) Gradation in Fig. 3

Normal contact stiffness for test (N/m) 1.5×108 N/m
Tangential contact stiffness for test (N/m) 1.0×108 N/m
Interparticle coefficient of friction for test 0.5

Coefficient of friction between wall and particle 0
Local damping coefficient 0.5

The sample preparation follows three procedures. First, the multilayer under-compaction 
method proposed by Jiang et al. [14] was used to generate the packing of particles to obtain loose 
and homogeneous specimens. Details on the generation procedure can be found in [14]. Then, the 
specimens were consolidated in 1D under a small vertical pressure of 12.5 kPa until the contacts 
between particles were found to be distributed uniformly within the specimen. Finally, bonds 
were formed at all particle contacts. After sample preparation, the specimens were vertically 
compressed, with the top wall moving downward and the bottom wall moving upward, both at a 
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constant speed, while the lateral pressure acting on the particle membranes remained unchanged. 
The strain rate adopted in all the simulations was 0.1% axial strain per minute.  

4. Results and discussion 

A series of biaxial compression tests were carried out on cemented specimens with different 
bond strengths, e.g. 0 N, 1 kN, 2 kN and 3 kN and under different confining pressures, e.g. 50 
kPa, 100 kPa and 200 kPa. Due to length limit, only results from the specimen with bond strength 
of 2 kN/m and confining pressure of 100 kPa are presented here.  

4.1 Macro mechanical responses 

Fig. 5 provides the simulation results of macro mechanical responses of the cemented 
specimen as well as an unbonded specimen for comparison. It can be seen that the effect of 
bonding alters the stress-strain relationship and volumetric responses, which changes from strain 
hardening to strain softening and from contractive to dilative. In addition, the peak strength, 
cohesion and internal friction angle increase with the bond strength. It is evident that the results 
are in good agreement with the experimental results in [2]. In conclusion, the contact model can 
well capture the mechanical behavior of cemented sands.  
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Figure 5- Macro responses of bonded specimens 

4.2 Strain localization 

Fig. 6 presents the micro information within the specimen. The distribution of strain field, 
stress field and void ratio in the specimen are homogeneous when the strain reaches 1%, where 
broken bonds are not found. However, when the strain reaches at 5%, it is not the case.  

(a) 1%                 (b) 5%                            (c) 1%                    (d) 5% 

(e) 1%                  (f) 5%                             (g) 1%                      (h) 5% 

Figure 6- Micro information within the specimens (deformed specimen: (a-b), stress field: (c-d), 
void ratio: (e-f), broken bonds: (g-h)).
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The direction of the principal stress inside the shear band rotates against the shear band 
inclination. The large void appears in the shear band. In contrast, those outside the shear band 
remained unchanged. In addition, significant deformation and a number of broken bonds can 
be found within the shear band. 

5. Conclusions 

This study investigated the macro and micro mechanical responses of the cemented sands 
using DEM, which incorporates a modified bond model based on experimental tests. The 
conclusions are summarized as follows:  

(1) The cemented specimen exhibits pronounced strain softening and shear dilatant, in 
contrary to the unbonded specimen. In addition, the peak of the deviatoric stress and the angle of 
friction increase with the increasing of bond strength. Compared with the available experimental 
results, the proposed model can well capture the mechanical behaviour of cemented sands. 

(2) The distributions of the strain field, the stress field and the void ratio are homogeneous 
when the strain reaches 1%. The broken bonds are not found in the specimen. However, when the 
strain reaches 5%, the large void ratio starts to appear inside the shear bands. For the stress field, 
the direction of the major principal stress rotates against the inclination of the shear bands. The 
deformation and broken bonds concentrate within the shear bands. 
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Abstract. In this paper, a braced pit excavation with inner struts was simulated by using a DEM 
commercial software, PFC2D. The effect of wall stiffness was investigated by comparing two 
cases of excavation process, one braced with a rigid wall and the other with a flexible wall. 
Firstly, a homogeneous loose sand ground is generated by the Multi-layer Under-compaction 
Method (UCM). Secondly, the particles located within the pre-defined wall zone were replaced 
with bonded particles which were regularly arranged in rows and columns to simulate the 
retaining structure. Thirdly, the particles within the pit area were deleted layer by layer to 
simulate the excavation process. During excavation, the earth pressure on the wall, the wall 
deflection and the surface settlement, the strain fields of the ground, and the stress path of soils 
in active and passive regions were recorded and analyzed. The results show that the active and 
passive earth pressures on the wall lie between the earth pressure at rest and Coulomb’s solution, 
and that the wall movement should be considered when determining earth pressure in excavation. 
In addition, the wall stiffness has a considerable influence on the wall deflection and ground 
deformation, and a rigid wall is more favorable to reduce impact on the surrounding pipelines 
and buildings. Moreover, the stress paths in active and passive regions are quite different. 
 
Keywords: Braced excavation, Discrete element method, Wall stiffness, Earth pressure, Stress 

path 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



1.    INTRODUCTION 

Braced excavation is commonly adopted in urban constructions to minimize the influence of 
ground deformation on surrounding pipelines and buildings. In the past decades, some empirical 
and semi-empirical methods have been proposed to predict the profiles of retaining wall 
deflection and ground surface settlement based on numerous case histories (Peck [1], Ou et al.[2], 
Jan et al.[3], Wang et al.[4]). However, the mechanical behaviors of braced excavation are not 
fully understood in the theoretical sense. In addition, the prediction accuracy could not be 
guaranteed prior to construction due to the statistical essence of these methods. As numerical 
analysis technique develops, the Finite Element Method (FEM) has been extensively used to 
investigate excavation in complicated site conditions and to optimize the designs by parametric 
studies (Mana & Clough [5], Whittle et al.[6], Yoo & Lee [7], Kung et al.[8]). However, the 
unsatisfactory predictive ability of constitutive models and the uncertainty of corresponding 
parameters increase the difficulty in FEM analysis. Moreover, advanced soil models inevitably 
incorporate too many parameters that are often difficult to be estimated in engineering practice. 
On the contrary, another numerical technique, the Discrete Element Method (DEM), eliminates 
the necessity of establishing complex macro constitutive models (Cundall & Strack [9]). Treating 
granular materials as an assembly of particles, DEM is able to capture the macro mechanical 
behaviors of materials based on simple inter-particle contact models. Moreover, DEM overcomes 
difficulties often encountered in FEM analysis such as the numerical instability due to large 
deformation and the unavoidable simplification of soil-structure interface behaviors. The DEM is 
attaining more popularity in studying soil behaviors and boundary value problems (Pohl et al.[10], 
Jiang et al. [11-12]). 

This paper is to use a DEM commercial software, PFC2D, to simulate two cases of braced 
excavation with inner struts, one braced with a rigid retaining wall and the other with a flexible 
wall. Special attention is placed to the earth pressure on the wall, the wall deflection and ground 
surface settlement, and the stress path. The mechanical behaviors of the wall and the ground, and 
the effects of wall stiffness are the focus of the study. 

2.    DEM MODEL OF EXCAVATION 

2.1  Ground simulation 

For simplicity, a half configuration was modeled due to symmetry under the assumption of 
plane strain and the ground was regarded as homogeneous. The half width of the pit is 20m. The 
final excavation depth is H=7.5m. The retaining wall is 15m in height and penetrates into a depth 
of 7.5m. The wall is braced with one strut at the level of 1.5m below the ground surface. To 
minimize the effect of rigid wall boundary, the model is 6H (i.e., 45m) in height and 8H (i.e., 
60m) in width. To reduce particle numbers and thus save computation time, the model was scaled 
down to 1/20 and subjected to a gravity of 20g to reproduce the field stress conditions. The 
configuration of braced excavation model is shown in Fig. 1. The ground was colored into small 
blocks for the convenience of deformation observation. 

The ground is composed of 10 types particles with diameters between 6mm and 9mm. Figure 
2 presents the size distribution with mean particle diameter d50=7.6mm and the uniformity 
coefficient is Cu= 1.3. The grounds were generated by the Multi-layer Under-compaction Method 
(UCM), which was firstly proposed by Jiang et al.[13] to ensure the homogeneity of the ground. 
In this method, particles are compacted to the target planar void ratio of ep=0.24 layer by layer 
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via moving the top wall down at a constant speed of 5.0 m/s with the lateral and bottom walls 
fixed. Figure 3 presents the distribution and fluctuation of vertical and horizontal stresses of the 
ground after consolidated under 20g. The gravity density of the ground is �=20.33kN/m3 and the 
coefficient of earth pressure at rest is K0=0.703 which is obtained by dividing the horizontal 
stress by vertical stress as shown in Fig. 3. The parameters of the DEM model are listed in Table 
1. The mechanical behaviors of the ground soils were tested by DEM simulation of biaxial 
compression test but omitted here and the results indicate that a loose sand ground is generated 
and the internal friction angle is �=17.9°. 

Figure 1. Configuration of braced excavation model (scale: 1/20) 
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Figure 2. Particle size distribution    Figure 3. Initial stress conditions of the ground 

2.2  Wall and strut simulation 

The retaining wall was simulated by regularly arranged particles in rows and columns which 
were cemented by parallel bond in PFC2D. The installation of wall was simulated by replacing 
ground particles located within the designed wall zone with cemented wall particles. The gravity 
of 20g was then applied to reach equilibrium after the installation. Likewise, the strut was 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   GG-29



simulated by a cluster of bonded particles arranged horizontally. The ratio of wall particle 
diameter and mean ground particle diameter is chosen to be dwall/d50=2.7/7.6=0.355 due to the 
comparative smoothness of the wall in engineering practice. By applying suitable parameters to 
the parallel bond, the discrete wall is equivalent to a flexible and continuous wall in mechanical 
behaviors. When wall particles are grouped as a clump, the wall is regarded as a rigid one. It is 
worth noting that the strength parameters of the wall are large enough so that it will not break 
during excavation for simplicity. The parameters of the wall are listed in Table 1. 

A simplified numerical direct shear test between soils and wall was carried out but omitted 
here. The interface friction angle is �=0.78�=13.5° and can be used to calculate Coulomb’s earth 
pressure. 

To simulate the excavation process, the final depth H (7.5m here) was equally divided into 
15 parts and the particles within each one were deleted layer by layer. The stress paths of 26 
points (shown in Fig. 1) were measured during the excavation simulation. 

Table 1. Parameters of the DEM simulation 

Ground Wall 
Particle number N 122 990 Particle diameter d(mm) 2.7 

Particle density �(kg·m-3) 2 600 Normal stiffness (particle) c
nk (N·m-1) 7.5×108

Normal stiffness (particle) kn(N·m-1) 1.5×108 Tangential stiffness (particle) c
sk (N·m-1) 2.9×108

Tangential stiffness (particle) ks(N·m-1)1.0×108 Normal stiffness (bond) nk (Pa·m-1) 1.05×1013

Particle-particle frictional coefficient � 0.5 Tangential stiffness (bond) sk (Pa·m-1) 4.07×1012

Void ratio before consolidation e 0.24 Parallel bond radius R 1 
Normal stiffness (wall) kn(N·m-1) 1.5×108 Normal strength (bond) �c(Pa) 1×10100

Tangential stiffness (wall) ks(N·m-1) 1.0×108 Tangential strength (bond) 	c(Pa) 1×10100

Wall-particle frictional coefficient � 0 Particle-particle frictional coefficient � 5

3.    RESULTS AND DISCUSSIONS 

3.1  Earth pressure 

Figure 4 presents the earth pressure on the wall in both rigid and flexible cases as the 
excavation depth is 2.5m, 5.0m, and 7.5m. In rigid case, the active pressures in three stages are 
close to the earth pressure at rest above the depth of 11m. Below 11m, the active pressure 
approaches to Coulomb’s active solution as excavation depth increases from 2.5m to 7.5m. The 
nonlinear distribution of active pressure is consistent with the laboratory findings reported by 
Fang & Ishibashi [14]. The passive pressures in rigid case at three stages are larger than pressure 
at rest but much smaller than Coulomb’s passive solution. In flexible case, the active pressure is 
slightly smaller than in rigid case due to a larger deflection of the wall. The passive pressure in 
flexible case is close to that in rigid case as the excavation depth is less than 5.0m, but is 
apparently larger than in rigid case as the excavation depth reaches 7.5m. In both cases, the 
passive pressure is smaller than Coulomb’s passive solution since the movement of the wall is 
not enough to reach the passive critical state. The results also imply that it is usually not suitable 
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to obtain earth pressure by Coulomb’s theory because the pressure relies on the mode and value 
of wall movement. 
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Figure 4. Earth pressure on the retaining wall 

3.2  Deformation of the wall and ground 

Figure 5 shows the wall deflection, ground surface settlement behind the wall, and the 
vertical strain contours of the ground. The movement of the rigid wall includes two components: 
horizontal translation and rotation about the top as shown in Fig. 5(a), and the maximum 
movement happens at the bottom of the wall with a value of 1.7%H. The maximum deflection of 
flexible wall occurs near the pit base with a value of 2.8%H which is much larger than that in 
rigid case. In rigid case, the settlement increases from 0 near the wall top to 1.5%H at 1.8H from 
the wall and the settlement remains constant beyond 2.5H from the wall. The surface settlement 
profile in the flexible case has an apparent maximum of 2.8%H at 1H from the wall. The 
settlements in both cases are almost identical beyond 2.5H from the wall. The vertical strain 
contours of the ground indicate an obvious potential slide band behind the wall. The strain within 
the band is much larger than outside the band and the gradient is very large at the boundary of the 
band. In flexible case, the slide band is steeper and wider than that in rigid case. Additionally, the 
band starts from the wall bottom in rigid case, while in flexible case the band starts from a 
shallower position. 

The stiffness of the wall has a significant influence on the behaviors of wall and ground 
deformation. In Fig. 5(b), the settlement is still large even at 4H away from the wall. The main 
influence range is larger than often observed range of 2H in the field (Wang et al. [4]) and this is 
a general defect of numerical simulation as mentioned by Kung et al.[8]. However, the difference 
of the two cases in surface settlement lies within a range of 2H from the wall. Therefore, the 
simulation here could capture the main behaviors of surface settlement with varying wall stiffness. 
The maximum settlement in rigid case is about half of that in flexible case and the differential 
settlement in rigid case is much smaller than in flexible case. Since the maximum settlement and 
differential settlement often cause damage to surrounding existing pipelines and buildings, rigid 
wall seems better than flexible wall in this sense. 
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Figure 5. Deformation of the wall and ground 

3.3  Stress path 

Figure 6 presents the stress paths of 26 measured points in rigid case in the p-q stress space 
where the deviatoric stress q=(�1-�3)/2 and the mean stress p=(�1+�3)/2. In Fig. 6, the slope of K0
state line is calculated by (1-K0)/(1+K0) where K0 is the coefficient of earth pressure at rest, i.e., 
0.703 here. The slope of strength envelope is obtained by sin� where � is the internal friction 
angle, i.e., 17.9° here. The starting point of the stress path is identified with a circle. Not all 
starting points lie on the K0 state line probably due to disturbance of wall installation, local non-
uniformity and interlocking stresses. 

In the active region, the lateral stress decreases with excavation while the vertical stress 
remains constant and in the passive region both lateral and vertical stresses decrease. The stress 
path in the active region (point 1-15 as shown in Fig. 6(a)-(c)) generally extends toward the 
strength envelope at an upward orientation. The stress path in the passive region (point 18-26 as 
shown in Fig. 6(d)-(f)) starts from the K0 state line and deviates downward from the strength 
envelope first and then goes upward to the strength envelope. Point 16 and 17 are under the 
bottom of the wall as shown in Fig. 1, whose stress paths can be regarded as transition from the 
passive to active types. In flexible case, the variation tendency of stress paths is identical to that 
in rigid case. It is well known that soil behaviors depend on stress path. Constitutive models 
based on typical stress paths in braced excavation will be helpful to simulate the behaviors more 
accurately. 
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Figure 6. Stress path in rigid case 

4.    CONCLUSIONS 

The simulation captures major features of the earth pressures on the wall, the deformation of 
wall and ground, and the typical stress paths during braced excavation with varying wall stiffness. 
The main conclusions are as follows. 
(1)The active and passive earth pressures on the wall lie between the earth pressure at rest and 

Coulomb’s solution. The wall movement should be considered when determining earth 
pressure in excavation. 

(2)The wall stiffness has a considerable influence on the wall deflection and ground deformation. 
The maximum surface settlement reaches 2.8%H and 1.5%H at a distance of 1H and 1.8H
from the wall in the flexible and rigid case, respectively. In the flexible case, a slide band 
behind the wall starts from a shallower position and is steeper and wider than that in the rigid 
case. It seems that a rigid wall is more favorable to reduce impact on the surrounding pipelines 
and buildings. 

(3)The stress paths in the active and passive regions are different. A constitutive model suitable 
for different stress paths could lead to a more accurate simulation. 
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Resumen. En el campo del electromagnetismo, el análisis y diseño de arreglos de antenas 
planares de grandes dimensiones implica analizar estructuras periódicas bidimensionales. Esto 
conlleva a resolver sistemas de ecuaciones integrales que involucran la inclusión de funciones de 
Green, compuestas por series dobles de convergencia extremadamente lenta. Por el tipo de serie, 
es prohibitivo realizar los cálculos de forma directa y es necesario concebir estrategias de 
procesamiento para reducir el costo computacional al evaluar dichas series. Se propone una 
técnica que mejora la eficiencia computacional para estos cálculos; la técnica consiste en 
representar la función de Green por superposición de las fuentes en una grilla bidimensionale en 
términos de una expansión por imágenes discretas; la sumatoria resultante se reordena en dos 
componentes, una dinámica y una superficial. El desdoblamiento de Ewald se aplica a la parte
dinámica de la serie y la transformación de Shank se aplica sobre la parte superficial de la serie; 
las dobles sumatorias se calculan mediante una estrategia de suma por capas. La técnica 
indicada mejora de manera sustancial la eficiencia en los cálculos. Se muestran algunos 
resultados de la técnica descrita sobre configuraciones bidimensionales planares con disposición 
cuadrada y rómbica, donde se muestra la consistencia de la técnica propuesta.

Palabras clave. Antenas, Estructuras periódicas, Suma de series, Técnicas de aceleración. 

1   INTRODUCCION

El incremento de las necesidades de diseño de antenas multifuncionales, livianas y de bajo 
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perfil, como  también el incremento de diseños de circuitos integrados para microondas,  han 
motivado a realizar estudios para las evaluaciones eficientes de la función de Green en medios 
estratificados [1], el cual aún sigue siendo tema de investigación hasta fechas recientes [2]; las 
investigaciones al respecto han ido en forma paralela en aplicaciones con estructuras periódicas 
[3]. Sin embargo, casi todas los esfuerzos de mejoras en eficiencia computacional se han 
enfocado a estructuras periódicas 1D y 2D para sustratos delgados, donde únicamente las 
expansiones en términos de funciones del tipo onda esférica son relevantes [4] [5]. En este 
trabajo, se introduce una técnica de aceleración mediante una combinación de transformación de 
Ewald y transformación de Shank; la técnica propuesta es aplicable a estructuras planares con 
sustratos gruesos, donde para estos casos los términos asociados a ondas superficiales también 
son relevantes y deben incluirse en las dobles sumatorias involucradas. El desarrollo teórico de 
este trabajo se enfoca en la función de Green vectorial bidimensional. Con el propósito de ser lo 
más general posible, todas las ecuaciones son adimensionales y todas las variables asociadas a 
distancias están normalizadas a longitudes de onda respecto al vacío, , se asume una 
dependencia temporal del tipo armónico el cual será suprimida en todas las expresiones. 

2   FORMULACION DEL PROBLEMA

Para un pulso de corriente localizado en con orientación horizontal y una 
geomería de estructura planar compuesta de un sustrato dieléctrico de espesor , permitividad 
relativa , sobre un plano de tierra de dimensiones infinitas (Fig. 1(a)), la función de Green 
vectorial normalizada a longitudes de onda respecto al vacío [1] en un punto de observación 

viene dado por: 

                                (1)

(a) 

Geometría de estructura planar

(b) Contorno integración

Figura 1: Esquema de estructura planar en medio estratificado y contorno de integración

es la componente ondulatoria directa, es el término asociado a las componentes 
ondulatorias reflejadas, representadas por una integral de Sommerfeld en el plano complejo ,

es el contorno de integración esquematizado en la Fig. 1(b),  es la función de Bessel 
de orden cero, en la Ec. (1) viene dado por:

                         

(2) 
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donde , , y . La 
primera etapa consiste en representar indicada en la Ec.(1) en términos de una expansión de 
dos niveles de imágenes discretas complejas [1] [2] [3] del tipo función de Green para espacio 
libre mas una combinación de componentes superficiales, que aparecen en el caso que 
presente polos. Esto permite expresar de la siguiente forma: 

      (3)

donde , y son las amplitudes y posiciones 
discretas para nivel 1 y 2, y son las cantidad de fuentes imágenes usados en la expansión 
de nivel 1 y 2 respectivamente; es la amplitud del término superficial, es el polo y es la 
función de Hankel de primer tipo. A partir de la Ec.(1) y Ec.(3), se construye la grilla periódica 
bidimensional con espaciamientos , , rombicidad (Fig. 2(a)), con fases progresivas y

; la función de Green periódica resultante está dado por: 

                              (4)
  

     (5) 

,   .

(a)  Parámetros de grilla 2D rómbica (b)  Esquema de suma por capas
Figura 2:  Esquema grilla bidimensional rómbica y esquema de estrategia de suma por capas

La Ecuación (4), tiene una convergencia muy lenta si se calcula por suma directa. La 
técnica de aceleración comprende que a los términos dinámicos de la Ec.(4) se les aplica un 
desdoblamiento Ewald [4][5]: 

(6) 

(7) 

 (8) 
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es la función de error complementario, es el parámetro de desdoblamiento. 
Respecto a los términos superficiales de la Ec.(4) se aplica una estrategia de pre-aceleración de 
suma por capas (también fue aplicada a los términos dinámicos de Ec.(4)), que consiste en 
reordenar la suma bidimensional en una suma unidimensional , donde es la 
contribución de los elementos de la capa tal como se esquematiza en la Fig.2(b), esto permite 
reescribir de la siguiente forma: 

(9) 

Definiendo como la suma parcial de la serie en la Ec.(9), a esta serie resultante 
se le aplica la transformación de Shank, el cual consiste en:

(10) 

los valores sucesivos de cuando es par, son las estimaciones de , que en nuestro 
caso, converge más rápido que la suma parcial inicial .

3   RESULTADOS

Se muestra la técnica descrita con varios casos numéricos; todos se calculan con 
, que corresponde a la peor condición numérica. En todas las pruebas, el cálculo de los términos 

dinámicos de por suma directa siempre requirió de un número superior a 600 capas mientras 
que por desdoblamiento de Ewald el números requerido no superó a 5 capas. En la Figura 3(a) y 
3(b) se muestran dos casos comparativos de suma directa por capas y transformación de Shank 
aplicado a la Ec.(9); se evidencia que la técnica mejora la convergencia de la serie; en todos los 
casos, la cantidad de capas necesarias fue menor a 40. 

sustrato FR4 sin pérdidas sustrato FR4 con pérdidas
Figura 3:  Resultado comparativo de por suma directa y por transformación de Shank

Como ejemplo de aplicación, en la Fig. 4 se muestra los contornos de amplitud y fase de 
para un caso de grilla cuadrada , con espaciamiento , fases ,

sin término superficial, y en la Fig. 5, se muestra el cálculo para una grilla rómbica 
con espaciamiento , fases con términos superficiales.

Un primer caso de comparación numérica de por la técnica de este trabajo con el 
presentado en [3] se muestra en la Fig. 6, los cálculos se efectúan sobre la diagonal de la celda 
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unitaria, la geometría consiste de una grilla cuadrada , con espaciamiento ,
fases , y un sustrato con espesor . 

Amplitud Fase 
Figura 4:  grilla periódica cuadrada sustrato y espesor 

Amplitud Fase 
Figura 5:  grilla periódica rómbica sustrato y espesor 

    

(a) Módulo de caso 1 (b) Fase de caso 1
Figura 6:  celda unitaria tipo sub-longitud de onda

Finalmente, un segundo caso de comparación numérica con [3] se indica en la Fig. 7, 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MM-11



comprende una grilla cuadrada , espaciamiento , fases ,
, y un sustrato con espesor .

Módulo de caso 2 Fase de caso 2
Figura 7:  Amplitud y Fase celda unitaria tipo super-longitud de onda

Los resultados mostrados en la Fig. 6 y Fig. 7 muestra que para ambos casos los resultados 
comparativos son prácticamente indistinguibles. Este hecho indica, que numéricamente los 
resultados son consistentes a los arrojados por otros autores con otras técnicas.

4   CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha mostrado una técnica de aceleración que mejora sustancialmente la 
eficiencia de los cálculos de la función de Green periódica bidimensional para estructuras 
planares. La técnica propuesta permite efectuar cálculos en sustratos gruesos con ondas 
superficiales. El procedimiento es aplicable a celdas unitarias rómbicas con dimensiones de 
infralongitudes y superlongitudes de onda. Adicionalmente, los resultados obtenidos reflejan que 
la técnica es consistente con los resultados obtenidos por otros métodos.  
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Resumen. La ecuación para la transferencia de calor por conducción no es más que una 
expresión matemática de la ley de conservación de la energía para un sólido dado. La resolución
de la ecuación que modela este problema generalmente es muy difícil o imposible de obtener de 
forma analítica, por ello es necesario efectuar una aproximación discreta del problema continuo. 
En este trabajo, se presenta una metodología aplicada a elementos finitos cuadriláteros en
problemas de transferencia de calor por conducción, donde las componentes de la  matriz de 
conductividad térmica son obtenidas mediante una expresión semi-analítica y manipulaciones 
algebraicas sencillas. Esta técnica ha sido utilizada exitosamente en integraciones de matrices 
de rigidez de elementos finito planos y tridimensionales, reportando mejoras sustanciales de 
tiempos de CPU en comparación con la integración Gaussiana.

Palabras Claves: Elemento finito, Expresión semi-analítica, Matriz de conductividad. 
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1.    INTRODUCCIÓN

El fenómeno de la Transferencia de Calor ha sido estudiado rigurosamente de manera 
experimental desde el año (1750) por Lomonosov. Este autor estableció las bases físicas
fundamentales de la Transferencia de Calor. A comienzos del siglo XIX el matemático francés 
Joseph Fourier (1768-1830) se dedicó al estudio de la ecuación de calor, y con la teoría analítica 
del calor establece las leyes de propagación del calor. Actualmente la tecnología moderna 
contempla un conocimiento y análisis de la transferencia de calor, exigiendo un mayor dominio 
de técnicas sofisticadas como métodos numéricos y de simulación computacional. 

La transferencia de calor por conducción ha sido un campo fértil para las matemáticas
aplicadas en los  últimos doscientos años. El Método de Elementos Finitos es uno de los métodos
numéricos en el campo de las ciencias aplicadas, actualmente más utilizado para la obtención de 
soluciones aproximadas a los problemas reales de transferencia de calor por conducción. 

En este trabajo se generalizan los resultados presentados por Griffiths [1], Lozada [2],  
Osorio [3] y Videla [4] para ser aplicados en la integración semi-analítica de la matriz de 
conductividad de un elemento cuadrilátero de cuatro nodos en problemas de transferencia de 
calor por conducción, hasta donde se tiene conocimiento, no se han encontrado resultados 
basados en la matemática simbólica. 

2.    FORMULACIÓN 

La ecuación que gobierna la transferencia de calor por conducción no es más que una 
expresión matemática de la ley de conservación de la energía para un sólido dado. Para derivar 
esta ecuación, se realiza un balance de energía en un volumen elemental de materia en el que se 
transfiere calor sólo por conducción. El mecanismo de conducción estacionaria de calor sobre 
dominios bidimensionales ( ), con frontera de normal n, el cual se subdivide en una parte 
con temperaturas prescritas y otra parte con flujos normales prescritos, se modela 
matemáticamente de la siguiente manera: 

donde es el termino fuente, y son los flujos de calor en las direcciones de e
expuesto por Jouglard [5]. 

En esta investigación se considera que el termino fuente es cero y que la temperatura no 
varía con el tiempo. Así, la ley de Fourier permite cuantificar el proceso de transferencia de calor 
por conducción y establece que los flujos de calor están dados por:
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en la cual y son los coeficientes de conductividad térmica en e respectivamente.

Figura1- Numeración de Nodos y grados de libertad.

      Para el desarrollo que se presenta a continuación, se considera el elemento finito con la 
configuración de nodos en sentidos anti-horario, Fig. 1.

Sean 

donde,

La Ecuación (4) permite interpolar el campo de temperatura y la geometría en cada nodo. 
Con estas consideraciones los elementos de la matriz de conductividad del elemento son 
calculados al efectuar las siguientes integrales:

3.    METODOLOGÍA

Trabajando simbólicamente los resultados obtenidos con la fórmula de Gauss con dos puntos 
de integración, se obtiene que todos los términos de la matriz de conductividad presenten la 
forma siguiente: 

con,
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donde y son funciones que depende del término 
que representan.

Por ser K simétrica y de orden 4x4, será obtenida con las funciones que generan los 
valores  como se indica en la matriz (8), al efectuar la evaluación de la Ec. (6) en 
los puntos

; ; como se muestra a continuación:

Tabla 1. Funciones generadoras de , y

 

1

2

3 0

4 0

5

6

7

8

donde se obtienen al evaluar la Ec. (6) en . Al evaluar en 
  se obtiene . Y Los términos  son obtenidos al evaluar en 

respectivamente. 
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Ejemplo: Consideremos el elemento cuadrilátero de cuatro nodos de coordenadas nodales 
y constantes de conductividad 

térmicas  . Para este elemento, la matriz de conductividad por integración 
gaussiana con dos puntos de integración será:

Sustituyendo las funciones de en la Ec. (6), se generan los términos de la diagonal: 

donde , con En el cual es 
constante para el cálculo de todos los valores. En este caso A3=1.1250 según Ec. (7).

Evaluando en en la Ec. (10) se obtiene:

; ; ;

4.    CONCLUSIONES

En este trabajo se generalizó la técnica presentada  por Griffiths [1], Lozada [2], Osorio [3] y 
Videla [4], para ser aplicada en el cálculo de las componentes de la matriz de conductividad y se 
logró encontrar una fórmula cerrada, que permiten evaluar de una manera sencilla los términos de 
la matriz. Esta ecuación, reduce sustancialmente el número de operaciones algebraicas que se 
realiza con integración gaussiana y mantiene su precisión, por lo que los tiempos de cómputos 
serán más rápidos que los obtenidos por el método numérico.
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Resumen. El método de reciprocidad dual se caracteriza por la implementación de funciones de
forma global para obtener formulaciones que permitan aproximar términos de volumen, presentes en
diferentes tipos de ecuaciones diferenciales. En el caso de poroelasticidad en medios axisimétricos se
emplean dichas soluciones para aproximar los términos de acople. La selección de estas expresiones
ha sido realizada mediante funciones dependientes de la distancia del punto de colocación al eje de
simetŕıa y de constantes que dependen de la geometŕıa del problema. En este trabajo se plantean
expresiones generales para las funciones de aproximación que se emplean en los términos de acople,
contribución de los desplazamientos en la ecuación de presión. La validación de los resultados se
realizó mediante ejemplos con solución anaĺıtica conocida.

Palabras clave: Métodos Numéricos, Ecuaciones de Navier Stokes, Método de elementos de con-
torno y reciprocidad dual, Soluciones Particulares.

1 INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones que gobiernan la teoŕıa de poroelasticidad lineal han sido implementas en la
formulación clásica del método de elementos de contorno mediante el calculo de las soluciones
fundamentales correspondientes en coordenadas cartesianas por Dargush and Banerjee [1] y en
termoelasticidad con simetŕıa axial por Chopra and Dargush [2]. En los trabajos de Park and
Banerjee [3], se han presentado funciones de forma que permiten aproximar los términos de acople
en ecuaciones de poroelasticidad (tridimensional y con simetŕıa axial).

En este trabajo se plantean funciones de forma global para calcular los términos de acople (con-
tribución de los desplazamientos sobre la presión), en las ecuaciones de Navier Stokes mostradas en
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(1) y presentadas por Biot M. [4].

(λ+ μ)uj,ji + μui,ij − βpi + fi = 0 (1a)

kp,jj + αp− βuj,j + ψ = 0 (1b)

donde ui representa los desplazamientos, p es la presión de poro, λ y μ son las constantes de Lame,
k es la permeabilidad efectiva, ψ y fi son las fuentes y fuerzas en el volumen respectivamente y β
es el modulo volumétrico de la fase solida.

2 SOLUCIONES PARTICULARES

Al escribir la solución de (1) en sus partes homogénea y particular ui = uh
i + up

i , p = ph + pp (el
supeŕındice h y p representan las soluciones homogéneas y las particulares respectivamente), se usa
el principio de superposición para obtener las siguientes expresiones para la parte homogénea

(λ+ μ)uh
j,ji + μuh

i,jj = 0 (2a)

kph,jj = 0 (2b)

y la parte particular

(λ+ μ)up
j,ji + μup

i,jj − p,i = 0 (3a)

kpp,jj − αṗ− u̇j,j = 0 t > t0 (3b)

Las soluciones particulares se pueden obtener a partir de las ecuaciones presentadas en (3) al
realizar aproximaciones del término de carga causado por la presión en la ecuación de Navier Stoke
y de los términos transitorios en la ecuación de la presión de fluido en medio poroso. Dichas
aproximaciones para el caso de simetŕıa axial se realizan empleando funciones de forma global y
funciones de densidad ficticia como se observa en (4),

u̇i =
∞∑
n=1

∫ 2π

0

D′
ik(x, ξn)dθφ̇k(ξn) , ṗ(x) =

∞∑
n=1

∫ 2π

0

K ′(x, ξn)dθφ̇p(ξn)

p(x) =
∞∑
n=1

∫ 2π

0

C ′(x, ξn)dθφ(ξn) , pp(x) =
∞∑
n=1

∫ 2π

0

P ′
k(x, ξn)dθφ̇(ξn) +

∫ 2π

0

P ′
p(x, ξn)dθφ̇p(ξn)(4)

con {up
α} = {up

r up
z} y {tpα} = {tpr tpz}, siendo las funciones de forma global:

C(x, ξn) = C1A− C2r (5a)

Dik(x, ξn) = δik(D1A−D2r)
2 (5b)

Kp = K1A−K2r (5c)

donde r es la distancia entre x y ξn, A es una constante a seleccionar mayor que el diámetro del
dominio, los coeficientes Di, Ki, Ci (con i = 1, 2) y las funciones restantes se pueden calcular
sustituyendo (5) en la ecuación (3)( Park and Banerjee [3]).

De las expresiones dadas en (5) se puede observar que la convergencia del método depende de la
selección de la constante geométrica A.
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3 FUNCIONES DE FORMA GLOBAL

En el caso de las funciones de forma global presentadas en (5), se pueden obtener expresiones
generales, siguiendo la metodoloǵıa presentada por Fengwu y Wen-Qiang, [5]. Considerando nula
la contribución de la parte mecánica en la ecuación (3.b), podemos encontrar la solución particular
Pp.

Tomando la ecuación de Poisson en coordenadas ciĺındricas (6), su solución (7) y expresando la
distancia del punto de integración al punto fuente como en (8)

k

(
∂2p̂p

∂r2
+

1

r

∂p̂p

∂r
+

∂2p̂p

∂z2

)
= αrv − k

∂2p̂p

∂θ2
(6)

p̂p =
rv+2

k(v + 2)(v + 3)
(7)

r =
√
R2 + ξ2n − 2Rξncos(θ − θn) + Z (8)

podemos obtener la siguiente expresión,
∇2

Ap̂
p = f (9)

donde ∇2
A denota el Laplaciano en coordenadas ciĺındricas y f el lado derecho de la ecuación (6)(F.

Bai and W. Lu, 2004 [5]). Como la ecuación (9) es lineal y v ≥ 0 se puede considerar la sumatoria
sobre p̂p y f , desde m1 a m2, luego se integra sobre la variable θ para obtener las expresiones
generales para los términos ṗ y la contribución Pp de la solución particular.

ṗ = f =
2α

π

m2∑
v=m1

Lv

∫ π
2

0

(1−m2 sin2(ϕ))
v
2 dϕ (10a)

Pp = p̂p =
2α

πk

m2∑
v=m1

Lv+2

(v + 2)(v + 3)

∫ π
2

0

(1−m2 sin2(ϕ))
v+2
2 dϕ (10b)

Qp =
2α

πk

m2∑
v=m1

Lv

(v + 3)

{
[rnr + Z nz]

∫ π
2

0

(
1−m2 sin2 (ϕ)

) v
2

+nrξn

∫ π
2

0

(1−m2 sin2(ϕ))
v
2 cos(2ϕ)dϕ

}
(10c)

donde

m =
2
√
Rξn
L

, L =
√

(R + ξn)2 + (Z), nr =
∂r

∂n
, nz =

∂z

∂n
, Qp =

∂Pp

∂n
, Z = z − zn (11)

De manera análoga se tienen las expresiones generales para Pr, Pz, Drr y Dzz
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Drr =

m2∑
μ=m1

∫ 2π

0

(
−p1

−2+vβ ξn cos (ϕ)R
2

k (v + 5)
− p1

−4+vξn
2R3vβ (sin (ϕ))2

k (v + 5)

)
cos (ϕ)

−p1
−2+vξnRβ (R sin (ϕ)− ξn) cos (ϕ)

k (v + 5)
− p1

−4+vξn
2R3vβ (sin (ϕ))3

k (v + 5)

+
p1

−4+vξn
3R2v (sin (ϕ))2 β

k (v + 5)
+

β p1
v+2 cos (ϕ)

v + 2
dϕ (12a)

Dzz =

m2∑
v=m1

∫ 2π

0

−Zξn cos (ϕ) p1
−2+vβ R

k (v + 5)
− p1

−4+vξn
2R2Zv β (sin (ϕ))2

k (v + 5)
+

β p1
v+2

v + 2
dϕ (12b)

Pr =
1

k
β

m2∑
v=m1

∫ 2π

0

β (cos (ϕ)R− ξn +R sin (ϕ)) p1
vdϕ (12c)

Pz =

m2∑
v=m1

∫ 2π

0

p1
v+2Zβ

k (v + 2) (v + 5)
dϕ (12d)

donde p1 = L
√
1−m cos2(ϕ/2), Qr =

∂Pr

∂n
y Qz =

∂Pz

∂n
.

Es fácil ver que estas expresiones no dependen de la constante A, lo cual elimina una variable
que puede afectar la precisión de los resultados obtenidos.

4 IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

Tomando en cuenta que uh
i = ui − up

i y ph = p − pp, la integral de contorno discretizada de la
ecuación (2) es la siguiente[

Gαβ 0
0 Gpp

]{
tα
q

}
−
[
Hαβ 0
0 Hpp

]{
uα

p

}
=

[
Gαβ 0
0 Gpp

]{
tpα
qp

}
−
[
Hαβ 0
0 Hpp

]{
up
α

pp

}
(13)

Por otro parte, al seleccionar un numero finito de puntos ξn se tienen las expresiones para los
desplazamientos, tracciones, presión y el flujo como se muestra en (14).

{up
α} = [Uα] {φ}, {tpα} = [Tα] {φ}, {pp} = [Pk Pp]

{
φ̇k

φ̇p

}
, {qp} = [Qk Qp]

{
φ̇k

φ̇p

}
(14)

A partir de las expresiones (5.a), (10), (12) y (14) se obtienen las expresiones para las funciones
de densidad ficticia

{φ} = [C]−1 {p} ,

{
φ̇k

φ̇p

}
=

[
D−1

kα 0
0 K−1

p

]{
u̇α

ṗ

}
(15)

Sustituyendo las ecuaciones de (15) en (13) se obtiene la siguiente expresión[
Gαβ 0
0 Gpp

]{
tα
q

}
−
[
Hαβ Mαp

0 Hpp

]{
uα

p

}
=

[
0 0

Mpα Mpp

]{
u̇α

ṗ

}
(16)
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(a) Condiciones de borde. (b) Distribución de los nodos y puntos internos.

Figura 1: Geometŕıa del problema.

donde

[Mαp] = ([Gαβ] [Tα]− [Hαβ] [Uα]) [C]−1

[Mpα Mpp] = ([Gpp] [Qk Qp] [Hpp] [Pk Pp])

[
D−1

kα 0
0 K−1

p

]
Usando un esquema en diferencias finitas para las derivadas de primer orden en (16), se obtiene

el sistema de ecuaciones algebraicas a resolver.

5 RESULTADOS

En esta sección se presenta el problema de consolidación en una esfera solida saturada, sujeta a
carga uniforme, ver figura (1,a). Las propiedades del material son: k = k

γw
= 1.0, E = 1.0, v = 0,

vu = 0.5 y B = 1. Para la discretización de la frontera se emplearon 17 elementos lineales y 13 nodos
internos, ver figura (1,b). Además para este ejemplo se tomó en los términos de acople restantes,
presión sobre desplazamientos, el valor de A = 1E−2 (Ec.(5)) menor que el diámetro del dominio.
La solución anaĺıtica se obtiene tomando las cantidades adimensionales

T =
cvt

a2
, Up = Up, R =

r

a
, μc =

μ

λ+ 2μ
, λc =

λ

λ+ 2μ

donde a es el radio de la esfera, cv es el coeficiente de consolidación, Up es la presión de poro, P es
la carga aplicada, t el tiempo y r la distancia al centro, ver [3].

En la figura (2) se muestran los resultados obtenidos a partir de las nuevas funciones de forma
global, para los términos de acople (desplazamiento sobre la presión). Se emplearon diferentes
valores de m1 y m2 para la aproximación, se puede apreciar la precisión de los resultados, tanto
para el campo de presión en el centro de la esfera, como para los desplazamientos en la frontera de
la misma.

6 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Una limitante relevante para los métodos de frontera es obtener soluciones fundamentales para la
ecuación diferencial que representa el problema de estudio, en algunos casos ya han sido ampliamente
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(a) Presion en el r = 0 y z = 0. (b) Desplazamientos en r = 0, z = 1.

Figura 2: Resultados para diferentes valores de m1 y m2.

estudiadas, sin embargo, en otros resultan dif́ıciles de manejar o de obtener. Por esta razón la técnica
de aproximación usada en el método de reciprocidad dual es una alternativa para problemas donde
existe dicha limitación.

En este caso particular, la selección de las nuevas funciones de forma global reduce la dependencia
de la constante A que está presente en el cálculo de los elementos de las matrices D−1

kα y K−1, las
cuales dependiendo de su condicionamiento pueden afectar la precisión de los resultados obtenidos.
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CAOS POLINOMIAL UTILIZANDO POLINOMIOS DE LEGENDRE APLICADO A 
ECUACIONES DIFERENCIALES ALEATORIAS

Jorge Cayama 
Gilberto González-Parra  
Ismael Peña 
cayama, gcarlos, ismaelfpb@ula.ve
Grupo de Matemática Multidisciplinar, Facultad de Ingeniería, ULA, Mérida, Venezuela

Resumen. En este artículo aplicamos el caos polinomial a ciertas ecuaciones diferenciales 
aleatorias que son utilizadas en varias ramas de las ciencias e ingeniería. Esta aleatoriedad 
puede venir dada por errores en medidas o incertidumbre intrínseca. El caos polinomial está 
basado en el caos de Askey los cuales son una generalización de la expansión original del caos 
de Wiener-Hermite.  Aplicamos este método para resolver varias ecuaciones diferenciales
aleatorias, incluyendo un modelo epidémico SEIR con incertidumbre en la tasa de transmisión 
del virus de influenza AH1N1/09 tomando datos reales del comportamiento de la pandemia en el 
Estado Nueva Esparta (Venezuela). En este trabajo se utilizan los polinomios de Legendre 
debido a su conveniencia cuando los parámetros aleatorios siguen una distribución uniforme.
Los resultados numéricos muestran los intervalos de confianza y valores esperados para las 
soluciones. Estos resultados muestran la efectividad y confiabilidad del caos polinomial.  

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales aleatorias, Caos polinomial, Incertidumbre, Caos de 
Askey.

Abstract.  In this paper we apply polynomial chaos to some random differential equations that 
arise in mathematical models from many fields of science and engineering. The randomness may 
come from errors in measurements and intrinsic variability. Polynomial chaoses are based on the 
Askey chaos which forms are a generalization of the original chaos expansion of Wiener-
Hermite. Here we apply this method to solve some random ordinary differential equations,
including the SEIR epidemic model with uncertainty in the transmission rate of the influenza 
AH1N1 virus and modeling its dynamics in the state of Nueva Esparta (Venezuela). In this work 
we use the Legendre orthogonal polynomials since these are the more convenient when uniform 
distributions are assumed for the random inputs. Numerical results show confidence intervals 
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and expected mean values for the solution. These results show the effectiveness and reliability of 
polynomial chaos.

Key words: Random differential equations, Polynomial Chaos, Uncertainty, Askey Chaos.

1.  INTRODUCCIÓN

En la mayoría de las aplicaciones de la ingeniería se intenta resolver los problemas físicos 
convirtiéndolos en modelos matemáticos determinísticos. Esto se puede considerar como una 
aproximación de la realidad, debido a que muchos de los parámetros físicos entre los datos de 
entrada que describen el problema se fijan a lo largo del proceso o conversión, es decir, al
considerar coeficientes determinísticos se pasan por alto aspectos como los errores en los datos 
observados o medidos, las propiedades del material, la variabilidad de las condiciones y también 
la incertidumbre o falta de conocimiento. En la realidad, estos parámetros muestran cierta 
aleatoriedad lo cual en definitiva influye sobre el comportamiento de la solución. Esta 
aleatoriedad no se toma en cuenta en el modelo determinístico. 
Con  el propósito de incluir esta  propiedad de incertidumbre en el modelo matemático, se han 
desarrollado algunos métodos probabilísticos. Junto a las  aproximaciones estadísticas, las cuales 
utilizan una enorme muestra de números (pseudo-) aleatorios y por tanto se convierten en 
procesos costosos, se ha hecho una fuerte investigación  sobre las aproximaciones no estadísticas 
(determinísticas). Un método de aproximación no estadístico llamado caos polinomial está  
basado en el concepto de Wiener del  caos homogéneo, ha probado ser muy  eficiente en las 
aplicaciones de ingeniería [1]. Aquí, el término caos,  propuesto por Wiener,  se refiere a la 
aleatoriedad (como por ejemplo, la que se observa en la teoría estadística de un gas) y no  se debe 
confundir con     el concepto de teoría del caos relacionado a los sistemas  dinámicos no lineales, 
en el cual el término caos fue usado por Yorke [2] sólo 37 años después.  La base teórica de la 
aproximación por caos polinomial está basada en las conclusiones de Cameron y Martin [3], en la 
que una expansión del caos polinomial converge en algún funcional en el sentido . En el 
contexto de los procesos estocásticos, esto implica que cada proceso  estocástico con momento de  
segundo  orden   finito se puede representar por una expansión del caos polinomial (infinita).  La 
forma original del caos polinomial es una expansión espectral basada en  los polinomios de 
Hermite ortogonales en términos de variables aleatorias gaussianas y utilizando coeficientes 
determinísticos. Sin  embargo,  al  utilizar  esta forma  original, la  convergencia óptima se 
consigue sólo cuando se trabaja con procesos estocásticos gaussianos.
Para  obtener una  convergencia  óptima  para procesos estocásticos más generales, Xiu y 
Karniadakis extendieron esta  aproximación  en  un  esquema  más amplio  llamado el  caos  
polinomial  generalizado [4].   En este esquema se  utiliza la conexión cerrada entre las funciones 
de probabilidad de ciertas variables aleatorias y la función de peso en la relación de ortogonalidad 
de ciertos polinomios ortogonales para representar los procesos no gaussianos. Las ecuaciones 
diferenciales con coeficientes aleatorios se utilizan como modelos en muchas aplicaciones. En 
muchos casos éstas describen de mejor manera el comportamiento real en comparación con las 
ecuaciones con coeficientes determinísticos.
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2. CAOS POLINOMIAL

Los trabajos más recientes demuestran que una importante clase de polinomios ortogonales 
pertenecen a esquema de Askey de los polinomios hipergeométricos [5]. Los polinomios 
ortogonales asociados con el polinomio del caos generalizado, también conocidos como caos de 
Askey, comprenden los polinomios de Hermite, Laguerre, Jacobi, Charlier Meixner, Krawtchouk 
and Hahn.  

En esta sección se introduce el polinomio del caos generalizado a lo largo de la expansión de 
Karhunen-Loeve (KL), otra técnica clásica para representar procesos aleatorios. La expansión KL 
se puede utilizar en algunos casos para representar eficientemente a los campos estocásticos, es 
decir, datos estocásticos. Para  trabajar  con  más  variables  aleatorias,  se  introduce la expansión 
del caos polinomial generalizado, el caos de Askey, como una generalización de la expansión 
original del caos de Wiener-Hermite. Un proceso aleatorio de segundo orden se puede 
representar como

                                          (1) 

donde denota los caos de Askey de orden en términos de las variables aleatorias 
multidimensionales . En la expansión del caos de Askey, los polinomios no 
están restrictos a los polinomios de Hermite. Nuevamente, por conveniencia en la notación, se 
escribe (1) como

                                                            (2) 

donde existe una correspondencia uno a uno entre las funciones y , y entre 
sus coeficientes y . Como los polinomios del esquema Askey forman una base 
completa en el espacio de Hilbert dotado de sus soportes correspondientes, se puede esperar que 
cada caos de Askey converge a algún funcional en en un espacio funcional de Hilbert 
correspondiente como un resultado generalizado del teorema de Cameron-Martin [3], [6].
Algunos tipos de polinomios ortogonales del esquema Askey tienen funciones de peso de la 
misma forma que la función de probabilidad de ciertos tipos de distribuciones aleatorias. En la 
práctica se escoge el tipo de variable independiente en los polinomios  de acuerdo a los 
tipos de distribución aleatoria. Los polinomios del caos de Wiener corresponden al caos de 
Hermite y es un conjunto del caos de Askey. Los caos de Hermite, Legendre, Laguerre y Jacobi 
son caos continuos, mientras que los caos de Charlier,  Meixner,  Krawtchouk y Hahn son caos
discretos.

3. SIMULACIONES NUMÉRICAS UTILIZANDO CAOS POLINOMIAL

3.1 Caos polinomial aplicado a la ecuación diferencial aleatoria logística
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Aquí resolveremos la ecuación diferencial logística que surge cuando los recursos son limitados. 
La ecuación diferencial logística aleatoria a resolver es:

.                                                              (3) 
Aquí sigue siendo la tasa de crecimiento y es el valor de equilibrio. La solución, sujeta a la 
condición inicial , es

.                                                             (4) 

En la Fig. 1 se puede observar la evolución de la media utilizando los polinomios de Hermite y 
Legendre y la solución del problema determinístico asociado para las soluciones de la ecuación 
diferencial aleatoria logistica suponiendo una distribución uniforme para el 
parámetro , una distribución uniforme para el parámetro y un valor inicial 

para el caso de los polinomios de Legendre y los mismos parámetros pero con 
distribución normal para los polinomios de Hermite. Como se puede observar en la Fig. 1 el caos 
polinomial genera soluciones con buena precisión usando solo dos dimensiones de caos en las 
expansiones de caos polinomial y las soluciones se corresponden correctamente, comprobando 
así la efectividad de los cálculos realizados con ambos polinomios.

   

Fig. 1. Evolución de la media utilizando los polinomios de Hermite y Legendre y la solución del 
problema determinístico asociado para las soluciones de la ecuación diferencial aleatoria logística
(3).

3.2 El modelo SEIR sobre el virus AH1N1/09 del Edo. Nueva Esparta

Los casos reportados de la influenza pandémica AH1N1/09 representan a los que dieron positivo 
al virus de influenza A con pruebas de laboratorio, dichos datos son reportados por semana. Con 
el fin de ajustar el modelo SEIR a los datos de casos confirmados de influenza es necesario 
establecer algunos valores de los parámetros. Por desgracia, la epidemiología de la pandemia del 
virus AH1N1/09 no se conoce con exactitud. Los valores de los parámetros fueron elegidos en 
base a los mejores datos disponibles. El tiempo medio en los expuestos se asume de 
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días . Mientras que el tiempo medio que permanece un individuo en la clase es . Es 
importante destacar que cada uno de los parámetros y se pueden interpretar como el 
promedio de la duración del período de tránsito entre dos sub-poblaciones. Además, como se 
utiliza el modelo SEIR por un período de tiempo relativamente corto, se asume que el tamaño de 
la población es constante  [7]. Por lo tanto, el nacimiento y la tasa de mortalidad se suponen igual 
y días . Es importante destacar que la serie cronológica de datos de 
casos confirmados de influenza pandémica AH1N1/09 no se corresponden exactamente con las 
sub-población , ya que sólo una fracción (factor de escala) de determinada gente que se 
siente enferma, decidió ir al médico quien reportó el caso. El parámetro es el producto de la 
susceptibilidad de la población, la capacidad de infección de la enfermedad, y el número de
contactos que tiene una persona en un día. Ya que esta investigación se centran en los resultados 
cualitativos y no cuantitativos, y los pequeños cambios en las condiciones iniciales no modifican 
el comportamiento cualitativo, se crean las condiciones iniciales ,

e , lo que significa que una pequeña fracción de la población está 
infectada (la epidemia está empezando). Se considera que el parámetro tiene una distribución 
uniforme, en un primer caso, . En ambos casos se empleó el método de Euler 
hacia adelante con un tamaño de paso en el tiempo para resolver las ecuaciones 
diferenciales que se generan luego de aplicar el caos polinomial. 

La simulación del sistema, donde se observa la evolución de los individuos infectados se 
aprecia en la Fig. 2. Como puede observarse las soluciones esperadas utilizando los polinomios 
de Legendre y Hermite en el caos polinomial logran resultados similares. Por otra parte en la 
derecha de la Fig. 2 se ve la diferencia de los datos reales y los valores obtenidos del modelo. En 
esta figura se observa que la respuesta del modelo se acerca al comportamiento de los datos 
reales para esta clase de individuos. Los puntos color verde (Datos Reales) corresponden a la 
realidad los datos de casos confirmados de AH1N1/09 en el Estado Nueva Esparta (Venezuela), 
la línea continua de color azul (Solución Esperada) la media de la solución de y las líneas de 
color rojo (Desviación Estándar) su varianza. Se utilizó un factor de escala  y 

. 

             
                  
Fig. 2. Evolución de la media utilizando los polinomios de Hermite y Legendre para el modelo 
epidémico SEIR (izquierda). Solución del modelo SEIR por medio del caos polinomial con los 
datos reales en el Estado Nueva Esparta (Venezuela), con  (derecha).
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Con los resultados mostrados (en ambos casos), el modelo SEIR sometido a incertidumbre, 
resuelto con caos polinomial, es capaz de reproducir aproximadamente la serie cronológica de 
datos de personas infectadas con la gripe AH1N1/09 del Estado Nueva Esparta con una onda. 

4.  ANÁLISIS Y CONCLUSIONES

En este artículo aplicamos el caos polinomial para resolver la ecuación diferencial ordinaria 
logística y el modelo SEIR que modela la propagación del virus AH1N1/09 en la población del 
estado de Nueva Esparta, Venezuela. Se utilizaron distribuciones de probabilidad uniforme y 
normal para ciertos parámetros de estos modelos que están sometidos a incertidumbre. Se aplico 
la expansión en caos polinomial para obtener las soluciones esperadas y sus intervalos de 
confianza. La base teórica de la aproximación por caos polinomial está basada en que una 
expansión del caos polinomial converge en algún funcional en el sentido . En el contexto de 
los procesos estocásticos, esto implica que cada proceso estocástico con momento de segundo 
orden finito se puede representar por una expansión del caos polinomial (infinita).  Para obtener 
los resultados numéricos hemos utilizado los polinomios de Legendre y Hermite debido a su 
conveniencia cuando los parámetros aleatorios siguen una distribución uniforme y normal 
respectivamente. Los resultados numéricos muestran la efectividad del método utilizando tanto 
los polinomios de Hermite como los de Legendre. 
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Abstract. The multigrid methods (MG), in particular the Algebraic Multigrid Solver (AMG),
exhibits a theoretical linear complexity with respect to the number of floating point operations
(FLOP) and the problem size. This feature is attractive specifically when the linear system
to solve is large and sparse. On the other hand, the AMG solver, is based on the multi-level
method, it means that it needs to keep in main memory a set of matrices required for the
approximate solution of a linear system in each of the levels through the implementation of
the product of matrices in an iterative process. In this work, we propose an out-of-core im-
plementation for the Algrebraic Multigrid solver in order to overcome the memory limitation.
We have obtained significant saving of memory with our proposal. Besides, the proposed
implementation overlaps computation with I/O to speed up the different phases of the solver
overcoming disk latencies. The experimental results show the good performance in memory
requirements and execution time for the Out-of-core AMG’s implementation.

Keywords: Out-of-core techniques, Multigrid solver, Linear system of equations.

1. INTRODUCTION

The computational core that consumes more CPU time on almost all the numerical
simulation package in engineering is the linear solver. Typically when the system is large
enough a solution method whose solution time is proportional to the system size is used.
This feature has been reached with the multigrid (MG) methods [1]. Others methods, such

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



as the classical iterativemethods, present a cuadratic complexity. But, themultigridmethods
spend morememory because their solution strategy needs to keep in memory a set ofmatrices
that consums more memory than other solution methods. Thus, the requirement of memory
increases rapidly with the size of the input matrix A.

In the present work, an out-of-core Algebraic Multigrid solver is implemented as a part
of the complete out-of-core support for the UCSparseLib library [2]. This library has a set of
functions for solving sparse linear systems. The out-of-core layer is based on the development
of a specialized cache memory (in main memory) that only stores in main memory a part
of the matrices involved in the solution. Furthermore, this work represents an advance
regarding [3, 4, 5] by incorporating an out-of-core layer to a library that solves sparse linear
systems. As a part of the whole project, the out-of-core kernel must be capable of solving
efficiently linear systems through the Algebraic Multigrid method. The out-of-core support is
based on a multithread scheme that allows overlapping between input/output and computing
operations. Prefetch techniques were implemented in order to take even more advantage of
overlapping the computing tasks with the disk access.

2. Multigrid Algorithm

The multigrid method is based on the algorithm shown in Algorithm 1. Because usually
the problem contains more than two meshes, step 3 of the algorithm is applied recursively
until the problem is reduced to a sufficiently coarse mesh. This algorithm is known as the
V-cycle algorithm.

Algorithm 1: V-cycle multigrid algorithm

1. Relax v times Ahu
h = fh in V h, with initial solution uh

0 .

2. Compute rH = R(fh − Ahu
h
v).

3. Solve AHe
H = rH in V H .

4. Correct the approximation in the fine grid: uh
v = uh

v + IeH .

5. Relax μ times Ahu
h = fh with initial solution uh

v

The Figure 1(a) shows the scheme for the V-cycle, although there are other schemes
used such as F-cycle (Figure 1(b)). The relaxation methods, such as Jacobi or Gauss-Seidel,
reduce effectively only certain components of the error, in particular those components as-
sociated with the relaxer eigenvalues that are close to zero. These are called high frequency
components of the error.

(a) V-cycle. (b) F-cycle.

Figure 1. Algebraic Multigrid Cycles.
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2.1 Algebraic Multigrid method

The Multigrid method is composed of two phases. In the first phase or setup phase,
a multilevel hierarchy of matrices is constructed. Also, transference operators are defined.
According to the setup phase, AMG are divided into two groups, methods based on inter-
polation techniques and methods based on aggregation techniques. The difference between
these methods is the manner in which they build the partition of the connectivity graph
of the input matrix and the transference operators. In our case an aggregation technique
known as red/black coloring was used [6]. The second phase or solver phase consists in the
application of the multigrid algorithm (see Algorithm 1) until a defined stopping criterion
is reached. In our case, we present the results for a F-cycle, although V-cycle and W-cycle
were succesfully tested. The relaxer used for the F-cycle was Gauss-Seidel.

3. OUT-OF-CORE KERNEL DESIGN

As noted in Section §1, the implementation of the Out-of-core Multigrid Solver is part
of the development of a software layer that will support all the out-of-core operations for the
UCSparseLib library [2]. When the out-of-core Multigrid solver was started, the out-of-core
kernel for basic operations with sparse matrices was already completed [3, 4], sparse matrix
transposition and both the matrix-vector and the matrix-matrix product were supported
efficiently by the out-of-core layer at that time. Also the out-of-core kernel was optimized to
support the Cholesky factorization method [5]. Besides the AMG Solver was developed and
included in the UCSparseLib library [7].

The setup phase of the Multigrid is mainly composed of matrix-matrix products, matrix
transpose operations and the use of a direct method on the coarsest level [7], then the
developed out-of-core kernel worked well without major modifications. But it shows up an
additional requirement for the out-of-core layer because during the setup phase a set of
matrices is generated. The solver phase of the multigrid is mainly composed of matrix-vector
products. For this phase, all the problems were apparently solved because the out-of-core
layer was prepared to compute matrix-vector products. Besides, at this point it was capable
of selecting the appropriate cache parameters according to the size of the matrices involved.
It was observed that the overhead, in percentage of the out-of-core layer, increases with the
size of the input system. Then the out-of-core kernel was modified to have a good overlap
between the computing and the disk input/output operations. For a better comprehension
of this development, it is recommended to read the previous articles [3, 4, 5, 7] that present
in detail the design and operation of the out-of-core layer.

4. RESULTS

To assess the out-of-core support, all the codes were compiled using the gcc compiler
version 4.6.1 (x86 64) without optimization flags, and were run on a laptop computer 2.4GHz,
Intel Core 2 Duo P8600

TM
dual-core processor with 4GB of RAM with the operating system

GNU/Linux, kernel 3.0. The data were temporarily stored on a disk partition file system
using the ext3 file system. Swap memory was enabled (swapon) during all the tests.
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4.1 Test Matrices

In order to evaluate the Out-of-core Algebraic Multigrid Solver, a set of 8 matrices was
generated. The order N of these matrices goes from a minimum of 343, 000 (70 × 70 × 70)
to a maximum of 2, 744, 000 (140× 140× 140) with the aim of including a range of at least
one order of magnitude. The input matrices for the linear solver were generated discretizing
a 3D scalar elliptic operator by means of a second order 7− stencil finite differences method.
To test if the solution of the linear system was correct, each test matrix was used as input
A to solve the linear system Ax = b. The right hand side vector b was obtained artificially
assuming that the solution to the linear system is the vector (1, 1, . . . , 1)t.

4.2 Testing process

As discussed in Section §3, the Out-of-core Algebraic Multigrid Solver was optimized to
overlap efficiently computation with I/O to offset the memory/disk latencies. To evaluate
if the prefetching techniques, already implemented for the Cholesky factorization process[7]
improve the runtime, the testing process was conducted in three stages:

1. Solution of the linear system Ax = b in-core with the out-of-core layer disabled. At
this stage all the matrices are loaded into physical memory and the linear system is
solved.

2. Solution of the linear system Ax = b, with the out-of-core layer enabled and without
using prefetching techniques. In this stage, there is no prefetch of nodes (rows/cols)
from the temporary files to cache while computation is performed, so the matrices are
loaded into the out-of-core structure and the linear system is solved.

3. Linear system Ax = b is solved, with both the out-of-core layer and the prefetch
algorithm activated. At this stage the matrices are loaded into the out-of-core structure
and the linear system is solved. At this phase the loading, matrix transposition and
matrix product processes are performed using prefetching techniques [7], which load
the slots (rows/cols) early into the cache before the misses happen taking advantage
of multi-core processors.

In Figure 2, the runtime behavior of the out-of-core layer, when the linear system is solved
using the Out-of-core Algebraic Multigrid solver is shown. In the figure, the relationship
between the in-core time and out-of-core time for the test matrices is plotted with prefetching
turned on and off respectively. The ratio in−core time

out−of−core time
is always a number less than one

since in-core time<out-of-core time because of the overhead caused by the access to the disk
temporary file when the out-of-core layer is enabled. Finally, Figure 3 shows graphically the
amount of memory required by the AMG for each of the test matrices. The relationship
between the memory required with the out-of-core layer activated and the memory required
with no out-of-core layer was plotted for each matrix. The ratio in−core Memory

out−of−core Memory
is always

a number greater than one because only a subset of rows/col of the matrices used to solve
the linear system is stored in memory when the out-of-core layer is enabled while in the other
case all the rows/cols of the matrices are stored in physical memory.
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Figure 2. Runtime performance ratios (in-core/out-of-core).

4.3 Analysis of results

Figure 2 shows that the behavior of the execution time for solving the linear system
without using the prefetch algorithm is quite uniform and tends to a value over 0.50, which
means that the execution time with the out-of-core layer enabled tends to be less than the
double of the in-core execution time for all the input matrices. This is mainly due to the
overhead caused by the access to the temporary disk files. These files hold all of the sparse
vectors that compose all the matrices involved in solving the linear system through the
Algebraic Multigrid method.

Figure 3. Required memory ratio (in-core/out-of-core).

When the results on Figure 2 are observed, they show that there is a significant improve-
ment in execution time for all test matrices when the prefetch algorithm is enabled. All the
input matrices, with the exception of the number 7 show an excellent runtime ratio around
0.75, which means that the overhead of the out-of-core layer is about 33%. We believe the
test matrix 7 does not take advantage of the prefetch algorithm because its number of rows
2.197.000 is slightly above 221 = 2, 097, 152; as we said in Section §3. The out-of-core kernel
was tuned to select the cache parameters according for each matrix number of rows (cols)
to be the nearest upper 2n value. In this case, the selected value of 22 did not get the best
cache performance. Figure 3 shows the memory performance of the out-of-core layer. As it
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can be seen in Figure 3, the prefetch algorithm only affected the results for the matrices 1
and 2 for which the prefetch algorithm allows more memory saving. With the exception of
the first two test matrices, the out-of-core layer allowed to solve the linear system using less
than 10% of the memory needed to solve the system in-core.

5. CONCLUSIONS

The out-of-core kernel supports efficiently the Algebraic Multigrid solver because it shows
big savings in memory use, with in-core/out-of-core memory ratio better than 10.0 times in
almost all test cases. The out-of-core kernel, with the auto select cache parameters algorithm,
worked well in almost all the test cases. This was evident because the overhead was kept low
enough for all test cases showing almost constant memory saves. The prefetching techniques
developed for the Cholesky factorization, and used here for the AMG, showed to be very
convenient to improve the runtime behavior.
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[3]. Castellanos, J. and Larrazábal, G., Implementación out-of-core para producto matriz-
vector y transpuesta de matrices dispersas, Conferencia Latinoamericana de Com-
putación de Alto Rendimiento, Santa Marta, Colombia. Pags. 250–256. ISBN: 978–
958–708–299–9, 2007.
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Resumen. En el siguiente trabajo se utilizan los métodos de Elementos Finitos Galerkin
Continuo (GC) de Alto Orden y Diferencias Finitas Escalonadas, para resolver las ecuaciones
de Stokes en 2D. Se desarrollaron los algoritmos necesarios para los métodos mencionados
y luego se realizó una comparación entre ellos. Para el método de Elementos Finitos se
realizó una forma híbrida (simbólico-numérico) para obtener la discretización de las matrices
de rigidez y convección. Se utilizaron problemas clásicos a fines de realizar estudios de
convergencia para dichos métodos.

Palabras Claves: Stokes, Elementos Finitos, Diferencias Finitas.

1. INTRODUCCIÓN

En esta sección se presenta la formulación formal del problema y se proporciona una breve
reseña histórica de las ecuaciones de Stokes.

1.1. Planteamiento del Problema

El sistema de ecuaciones de Stokes

− ν∇2�u+∇p = �f en Ω (1)
∇ · �u = 0 en Ω (2)

es un sistema de segundo orden, donde las incógnitas son la velocidad �u y la presión p, las
cuales son muy utilizadas para modelar el flujo de fluidos. La ecuación (1) representa la
conservación de momento, y la ecuación (2), la conservación de la masa, la cual es llamada
restricción de incompresibilidad.
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1.2. Antecedentes

En 1978, V. Girault [1], planteó una formulación equivalente de las ecuaciones de Stokes
que se deriva de utilizar métodos de Elementos Finitos Mixtos de orden arbitrario. En 1984,
John C. Strikwerda [2], presentó un esquema en diferencias finitas tanto para las ecuaciones
de Stokes como para las de Navier-Stokes incompresibles, con un número de Reynolds bajo.
En 1997, M.A. Ol’shanskii [3], garantizó en espacios bi y tridimensionales, para el problema
de Stokes con condiciones de contorno en el campo de velocidades, que el complemento de
Schur correspondiente es el operador identidad. En 1997, Wen Bai [4], propuso dos métodos
por Elementos Finitos Mixtos para las ecuaciones de Stokes en 2D. En 2009, C. Pozrikidis
[5], recomienda el uso de diferencias finitas escalonadas para la resolución de las ecuaciones
de Stokes.

1.3. Objetivo General

Desarrollar herramientas computacionales que permitan resolver las ecuaciones de Stokes
en 2D por medio del Método Elementos Finitos Rectangulares, utilizando una forma híbrida
(Simbólico-Numérico) y compararlo con el Método de Diferencias Finitas Escalonadas.

2. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS ESCALONADAS

2.1. Mallado Escalonado

El mallado escalonado se compone de dos mallas superpuestas. Las líneas de la cuadrícula
en la malla principal están representadas por las líneas continuas, y las líneas de la cuadrícula
en la malla secundaria están representadas por las líneas discontinuas. La malla principal se
ajusta a la frontera física del flujo (Figura: 1).

1/2 3/2 5/2 i−1/2 Nx−1/2 Nx+1/2 Nx+3/2
/2

/2

/2

/2

/2

/2

/2

 1  2  3  i  Nx  Nx+1 
 1 

 2 

 3 

 j 

 Ny 

 Ny+1 

Figura 1: Mallado Escalonado, � componente x de la velocidad, � componente y de la
velocidad, © presión
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2.1.1. Ecuaciones y Discretización

Sean u y v las componentes de la velocidad y p la presión. Al discretizar las ecuaciones,
se obtiene:

f 1

i,j− 1
2

= −ν

(
ui+1,j− 1

2
− 2ui,j− 1

2
+ ui−1,j− 1

2

(Δx)2
+

ui,j+ 1
2
− 2ui,j− 1

2
+ ui,j− 3

2

(Δy)2

)
(3)

+
pi+ 1

2
,j− 1

2
− pi− 1

2
,j− 1

2

Δx

f 2

i− 1
2

= −ν

(
vi+ 1

2
,j − 2vi− 1

2
,j + vi− 3

2
,j

(Δx)2
+

vi− 1
2
− 2vi− 1

2
+ vi− 1

2
,j−1

(Δy)2

)
(4)

+
pi− 1

2
,j+ 1

2
− pi− 1

2
,j− 1

2

Δy

0 =
ui,j− 1

2
− ui−1,j− 1

2

Δx
+

vi− 1
2
,j − vi− 1

2
,j−1

Δy
(5)

Para imponer las condiciones de frontera, se utiliza el procedimiento dado en Pozrikidis
[5], donde se usa un método de extrapolación

3. MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS GC

En esta sección se presenta el método de Elementos Finitos Galerkin Continuo presentado
por Elman[6], usando una forma híbrida (Simbólico-Numérico) para obtener las matrices de
rigidez y convección asociadas a las ecuaciones de Stokes. Sean los espacios de Sobolev,

H1
E = {�u ∈ H1(Ω)d | �u = �w en ∂ΩD}, (6)

H1
E0

= {�v ∈ H1(Ω)d | �v = �0 en ∂ΩD}, (7)

El problema se reduce a: Encontrar �u ∈ H1
E y p ∈ L2(Ω) tal que∫

Ω

∇�u : ∇�v dΩ−
∫
Ω

p∇ · �v dΩ =

∫
Ω

�f · �v dΩ +

∫
∂ΩN

�s · �v d∂Ω ∀�v ∈ H1
E0

, (8)∫
Ω

q∇ · �udΩ = 0 ∀q ∈ L2(Ω). (9)

3.1. Aproximación por Elementos Finitos

Partiendo la formulación débil descrita anteriormente y definida mediante espacios de
dimensión finita Xh

0 ⊂ H1
E0

y Mh ⊂ L2(Ω). La aproximación por Elementos Finitos �uh ∈ Xh
E

esta asociada únicamente con el vector u = (u1,u2, . . . ,unu)
T de coeficientes reales en la

expansión,

�uh =
nu∑
j=1

uj
�φj +

nu+n∂∑
j=nu+1

uj
�φj, (10)
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con
∑nu

j=1 uj
�φj ∈ Xh

0 y donde (�φ1, �φ2, . . . , �φnu) es una base de este espacio y nu su dimensión.
Una vez discretizadas dichas ecuaciones se pueden expresar como un sistema de ecuaciones
lineales: [

K CT

C 0

] [
u
p

]
=

[
f
g

]
(11)

donde K es la matriz de rigidez, C la matriz de convección, u y p las incognitas, y f y g el
lado derecho del sistema de ecuaciones.

3.1.1. Construcción de la Matriz de Rigidez (K)

Tomando en consideración la forma bilineal: K = [krm] , krm =
∫
Ω
∇�φr : ∇�φm, Kr,m =∫

Ωe
(∇φr(x, y))

T∇φm(x, y)dxdy, donde r y m son naturales. Se aplican las transformaciones

∇φr(x, y) = (J−1 · ∇φr(ξ, η)) y ∇φm(x, y) = (J−1 · ∇φm(ξ, η)), (12)

siendo dxdy = |J |dξdη

Kr,m =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
J−1 · ∇φr(ξ, η)

)T · J−1 · ∇φm(ξ, η)|J |dξdη (13)

Colocando φr(ξ, η) = ψi1(ξ)ψj1(η), φm(ξ, η) = ψi2(ξ)ψj2(η), donde las ψ son las funciones de
interpolación de Lagrange en la dirección dada. Luego de simplificar se obtiene:

Kr,m =
J2
22

|J |
∫ 1

−1

∂

∂ξ
ψi1(ξ)

∂

∂ξ
ψi2(ξ)dξ ·

∫ 1

−1

ψj1(η)ψj2(η)dη (14)

+
J2
11

|J |
∫ 1

−1

∂

∂η
ψj1(η)

∂

∂η
ψj2(η)dη ·

∫ 1

−1

ψi1(ξ)ψi2(ξ)dξ

donde J−1
11 y J−1

22 son los elementos de la diagonal de la matriz inversa de la jacobiana.

3.1.2. Construcción de la Matriz de Convección (C)

C = [crm] , crm =

∫
Ω

ψr∇ · �φm =

∫
Ωe

φm(x, y)∇ · φr(x, y)dxdy (15)

Sustituyendo a la divergencia y sabiendo que:

∂

∂k
φr(x, y) =

∂

∂ξ
φr(ξ, η)

∂ξ

∂k
+

∂

∂η
φr(ξ, η)

∂η

∂k
= ∇φ(ξ, η) ·

⎛⎜⎝ ∂ξ

∂k
∂η

∂k

⎞⎟⎠ ; k = x, y (16)

como dxdy = |J |dξdη. Después de simplificar se obtiene,

Cr,m = |J |2J−1
11

∫ 1

−1

ψi1(ξ)
∂

∂ξ
ψi2(ξ)dξ ·

∫ 1

−1

ψj1(η)ψj2(η)dη (17)

+|J |2J−1
22

∫ 1

−1

ψj1(η)
∂

∂η
ψj2(η)dη ·

∫ 1

−1

ψi1(ξ)ψi2(ξ)dξ

MM-52       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



las ecuaciones (14) y (17) son calculadas usando la librería simbólica de MatLab�.

4. RESULTADOS

Ejemplo: Resolver las ecuaciones de Stokes (1) y (2) en el dominio Ω� = (0, 1)× (0, 1),
con ν = 1 y �f = (0, 0), considerando u(x, 1) = 1, u(x, 0) = v(1, y) = v(0, y) = 0. Solución:
Al utilizar las mallas de tamaño 2× 2, 4× 4, 8× 8, 16× 16, 32× 32 y 64× 64 se calcula el
error mediante la ecuación E = máx‖ui − uh

i ‖, ∀i ∈ I; donde uh
i es la velocidad calculada,

ui es la velocidad obtenida con la malla más fina (64 × 64) y el conjunto de indices de los
nodos, I. En la figura 2, se presenta la solución para una malla 64× 64 la cual se considerará
como la solución exacta.
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Figura 2: Gráfica de las soluciones exactas del ejemplo

Al aproximar por los métodos Diferencias Finitas Escalonadas y Elementos Finitos Galerkin
Continuo se obtuvo los siguientes resultados:

n ‖En(u)‖máx Orden(u) ‖En(v)‖máx Orden(v)
2 8,6347× 10−1 - 8,3758× 10−2 -
4 6,8699× 10−1 0.32986 2,0527× 10−1 -1.2932
8 5,8327× 10−1 0.23613 2,0530× 10−1 -0.0002183
16 4,5622× 10−1 0.35443 1,7562× 10−1 0.22528
32 2,3766× 10−1 0.94083 1,0175× 10−1 0.78743

Cuadro 1: Convergencia para u y v, por el Método DF escalonado

5. CONCLUSIÓN

Se implemento el código para grado genérico, tanto para la matriz de rigidez y convección,
en forma simbólica, luego se ensamblo la matriz global y se procede a resolver las ecuaciones
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n ‖En(u)‖máx Orden(u) ‖En(v)‖máx Orden(v)
2 2,1548× 10−1 - 1,2640× 10−1 -
4 1,7265× 10−1 0.31970 1,4303× 10−1 -0.71832
8 1,5150× 10−1 0.18853 1,2205× 10−1 0.22885
16 1,0838× 10−1 0.48322 9,0168× 10−2 0.43678

Cuadro 2: Convergencia para u y v, por el método EF Galerkin Continuo, con p = 2

n ‖En(u)‖máx Orden(u) ‖En(v)‖máx Orden(v)
2 1,7296× 10−1 - 1,5838× 10−1 -
4 1,5528× 10−1 0.15551 1,5166× 10−1 0.062516
8 1,3088× 10−1 0.24666 1,2829× 10−1 0.24145
16 9,4906× 10−2 0.46367 8,905× 10−2 0.66513

Cuadro 3: Convergencia para u y v, por el método EF Galerkin Continuo, con = 3

lineales con las herramientas que posee MatLab�. Se calculan dichas matrices para diferentes
grados de los polinomios que interpolan tanto la presión como la velocidad. Por eso en el
ejemplo numérico se pueden usar los elementos generalizados del tipo Taylor-Hood (Qp+1Qp),
los cuales proporcionaron en pruebas previamente realizadas una mejor y más confiable
aproximación a las soluciones de las Ecuaciones de Stokes que en el caso (QpQp). En base a
diversas pruebas realizadas este código de Elementos Finitos Simbólico-Numérico, se muestra
competitivo con respecto al método de Diferencias Finitas Escalonadas
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Resumen. En la resolución numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, aso-

ciados a las ecuaciones del flujo de fluidos en medios porosos heterogéneos, es necesario generar

mallas de cuadriláteros que se ajusten a las estructuras o formas internas presentes en el yacimien-

to petrolífero, a fin de predecir de manera más precisa la producción de petróleo en el yacimiento.

Ejemplos de estas estructuras internas son: fronteras entre tipos de suelos, canales preferenciales

de flujo, zonas con alto contraste de permeabilidad, sistemas de fallas, etc. El correcto modelado de

este tipo de estructuras pasa por la generación de mallas que se ajusten a las mismas. Una manera

de alcanzar este objetivo es mediante la solución de un sistema diferencial parcial elíptico usando

diferencias finitas [1]. En este sentido, Borregales et. al. [2] propusieron un método basado en este

sistema diferencial elíptico, con el cual se logra generar una malla bidimensional de cuadriláteros

no ortogonales que se ajustan a un conjunto de fronteras internas de complejidad moderada. Esta

metodología condujo a un sistema de ecuaciones no lineales de gran dimensión, cuya resolución

numérica se llevó a cabo a través de un método iterativo tipo Newton, anidado con un método tipo

GMRES para resolver el sistema lineal asociado. El objetivo del presente trabajo consiste en usar

métodos tipo gradiente espectral para resolver directamente el sistema no lineal, en lugar de usar

dos métodos iterativos anidados. Se comparan los resultados obtenidos con ambas metodologías

en cuanto a tiempo de cómputo y número de iteraciones. De mamera preliminar se pudo constatar

que el método de gradiente espectral produce resultados satisfactorios, principalmente en cuanto

a la cantidad de iteraciones requeridas.
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Palabras clave: Simulación numérica de yacimientos, Generación de mallas, Mallas de cuadri-
láteros no ortogonales, Fronteras internas complejas, Gradiente espectral proyectado.

1. INTRODUCCIÓN

El modelado numérico del flujo de fluidos en medios porosos heterogéneos se basa en la resolución
numérica de las ecuaciones diferenciales parciales que rigen este fenómeno. Esta resolución requie-
re del uso de mallas que se ajusten a las estructuras internas presentes en el yacimiento petrolífero,
lo cual debe permitir predecir con mayor precisión la producción de petróleo en el yacimiento.
Ejemplos de estructuras internas de interés son: fronteras entre tipos de suelo diferentes, canales
preferenciales de flujo, zonas de alto contraste de permeabilidad, sistemas de fallas, etc. Por esta
razón, la generación de mallas que se ajusten a las estructuras internas de un yacimiento es un tema
de importancia en el ámbito petrolero, específicamente en el modelado numérico de yacimientos
petrolíferos. Desde el punto de vista del modelo, se supone que el yacimiento y sus fronteras inter-
nas quedan descritos por un conjunto de líneas poligonales abiertas y cerradas, siendo la frontera
externa del yacimiento un polígono cerrado, en particular un rectángulo en el caso de los ejemplos
considerados en este trabajo. Una manera de generar mallas que se ajusten a las líneas poligonales
internas al yacimiento consiste en la resolución de un sistema diferencial parcial elíptico usando
diferencias finitas, tal como se plantea en [1]. Esta metodología fue implementada en los trabajos
de Álvarez et al. [3] y Borregales et al. [2], en los cuales fue necesario resolver un sistema de
ecauciones no lineales de gran dimensión. La manera de resolver este sistema en [2-3] consistió
en el uso de dos métodos iterativos anidados, especificamente Newton y GMRES. En el presente
trabajo se propone el uso de un método del tipo gradiente espectral [4] para resolver directamente
el sistema no lineal.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este trabajo se consideran yacimientos rectangulares. Se denominan fronteras internas del yaci-
miento a los bordes de las estructuras internas presentes en el yacimiento (fallas, barreras, canales,
estratos, entre otras). Se quiere generar mallas para el yacimiento dado conformadas únicamente
por cuadriláteros. La malla debe reflejar la configuración interna del yacimiento, para lo cual la
misma debe poseer las siguientes características: (1) ser conforme, esto es, que sea una partición
del dominio bidimensional y que la intersección de dos cuadriláteros cualesquiera sea un vértice,
un lado o vacío (nunca una porción de un lado), (2) ser no estructurada, lo cual significa que los
cuadriláteros que conforman la malla no tienen por qué ser rectángulos, y (3) apoyarse en las fron-
teras internas.
Las fronteras internas serán representadas mediante cuatro tipos de poligonales (véase [1-3]). Lí-
neas poligonales abiertas internas al dominio, las cuales serán denotadas por IAC, por sus siglas en
inglés Internal Alignment Curves. Líneas poligonales abiertas o IAC extendidas hasta las fronteras
del dominio, que se denotarán de ahora en adelante por SIAC, por sus siglas en inglés Spanned
IAC. Poligonales cerradas convexas, las cuales serán denotadas por QIAC, por sus siglas en inglés
Quadrilateral IAC. Éstas estarán representadas únicamente por cuadriláteros. Cuadriláteros inter-
ceptados, denotados por IQIAC, por sus siglas en inglés Intersected QIAC.
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En [2] se implementó en MATLAB los siguientes pasos para la generación de la malla deseada.

1. Generación de una malla inicial estructurada cartesiana uniforme.

2. Reubicación global de los nodos de la malla inicial correspondiente a las SIAC presentes
originales.

3. Reubicación local de los nodos de la malla para cada subdominio de QIAC.

4. Reubicación local de los nodos de la malla para cada subdominio de IQIAC.

5. Suavizado general

Hay que hacer notar que en los pasos 2 al 4 están involucrados procesos de suavizado de la malla
para corregir el solapamiento de ésta que aparece al reubicar sus nodos.
El proceso de suavizado busca reubicar, de manera suave, los nodos de la malla superpuesta para
lograr obtener una malla conforme, no estructurada y adaptada a las fronteras internas del dominio.
Esto se logró resolviendo un sistema de dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales elíp-
ticas, cuyas condiciones de borde corresponden a las posiciones de los nodos fijos (los que están
sobre las fronteras internas o en la frontera externa del dominio). El problema radicó entonces en
resolver numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales elípticas planteado mediante apro-
ximaciones por diferencias finitas, lo cual condujo a un sistema de ecuaciones no lineales. Dicho
sistema fue resuelto en [2] mediante el método iterativo de Newton. Adicionalmente se usó el mé-
todo GMRES con reinicio y precondicionamiento LU incompleto para resolver el sistema lineal
ralo que aparece en cada iteración de Newton. El precondicionamiento fue necesario porque los
números de condición de las matrices de los sistemas lineales eran altos, incluso en mallas no tan
densas.
El objetivo de este trabajo consiste en usar métodos tipo gradiente espectral para resolver directa-
mente el sistema de ecuaciones no lineales, en lugar de usar dos métodos iterativos anidados.

3. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA

La tranformación general g del plano suavizado (x,y) al plano superpuesto (ξ ,η) está dada por
ξ = ξ (x,y), η = η(x,y). De manera similar la transformación inversa de g está dada por x =
x(ξ ,η), y = y(ξ ,η). Las derivadas son transformadas como sigue(

gξ
gη

)
=

(
xξ yξ
xη yη

)(
gx

gy

)
. (1)

El sistema de ecuaciones diferenciales elípticas asociado al proceso de suavizado de la malla es el
siguiente {

αxξ ξ −2βxξ η + γxηη = 0
αyξ ξ −2βyξ η + γyηη = 0

(2)

donde α = x2
η + y2

η , β = xξ xη + yξ yη , γ = x2
ξ + y2

ξ y con condiciones de frontera tipo Dirichlet.

La discretización mediante diferencias finitas de (2) genera un sistema de ecuaciones no lineales
F(v) = 0, donde F : Rn → Rn y el vector v representa las coordenadas finales de cada uno de los
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nodos de la malla. Este sistema se resuelve numéricamente usando el algoritmo SANE (Spectral
Approach for Nonlinear Equations) (véase [4]). El método de solución está basado en técnicas
de minimización sin restricciones, donde la función objetivo involucrada es f (v) = F(v)tF(v). Lo
determinante de esta técnica es la combinación entre la dirección de búsqueda (dk = ±Fk) y una
búsqueda lineal no monótona la cual involucra una interpolación cuadrática. La matriz jacobiana J

de F es, en general, no simétrica y de gran tamaño.

Formalmente el algoritmo SANE implementado en lenguaje Fortan se presenta a continuación
(véase [4]).

Algoritmo SANE
Sean α0 ∈ R, M ≥ 0, γ > 0 y 0 < σ1 < σ2 < 1, 0 < ε < 1 y δ ∈ [ε, 1

ε ].
Sea v0 ∈ R

n el iterado inicial y k = 0.
paso 1: Si ‖Fk‖= 0, detenga el proceso.
paso 2: Si |Ft

k Jk Fk|
Ft

k Fk
< ε , detenga el proceso.

paso 3: Si αk ≤ ε ó αk ≥ 1
ε , entonces haga αk = δ .

paso 4: Sea sgnk = sgn(Ft
k Jk Fk) y dk =−sgnk Fk.

paso 5: Sea λ = 1
αk

.
paso 6: Si f (vk +λdk)≤ máx0≤ j≤mı́n{k,M} f (vk− j)+2γλ Ft

k Jk dk, siga al paso 8.
paso 7: Escoja σ ∈ [σ1,σ2], y λ = σλ . Luego siga al paso 6.
paso 8: Haga λk = λ , vk+1 = vk +λk dk, wk = Fk+1 −Fk.
paso 9: Asigne αk+1 = sgnk

(
dt

k yk

λk dt
k dk

)
, k = k+1 y regrese al paso 1.

Dado que la metodología para la generación de mallas se implementó en ambiente MATLAB, tal
como se mencionó en la sección 2, y el algoritmo SANE para resolver el sistema no lineal está
programado en lenguaje Fortan, se recurrió a la interfaz MEX de MATLAB como forma de acoplar
ambos desarrollos. La interfaz MEX permite usar subrutinas y/o funciones creadas, probadas y ve-
rificadas en sus ambientes nativos (Fortan o C), como si fueran funciones escritas en MATLAB.

El uso de la rutina SANE requiere de la construcción de otra rutina, de nombre evalF, en la cual
se especifica la manera de evaluar la función F . Es de hacer notar que el sistema de ecuaciones
no lineales cambia con cada problema, ya que depende de las fronteras internas inherentes a éste.
Esto condujo a la programación en ambiente MATLAB de un ensamblador para la rutina evalF en
lenguaje Fortran.
La interfaz para SANE consta de cuatro rutinas: mexFunction, sane, ls y evalF, todas dentro de un
archivo de nombre sane.f. Este se compila desde el ambiente MATLAB, generando un archivo de
nombre sane.dll, el cual podrá ser invocado como una función estándar de MATLAB. Esta es la
función que se usa desde el generador de mallas para resolver el sistema de ecuaciones no lineales.
Finalmente, la metodología de generación de mallas expuesta en la sección 2, fue modificada en el
sentido de realizar un sólo proceso de suavizado al final (paso 5), eliminando los suavizados de los
pasos 2 al 4.

4. RESULTADOS
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Los cuatro ejemplos que se presentan en esta sección corresponden a yacimientos rectangulares.
Las fronteras internas a ser consideradas son SIAC, QIAC, IQIAC y combinaciones de ellas. El
ejemplo 1 contempla dos SIAC horizontales y una vertical, el ejemplo 2 consta de una QIAC, el
ejemplo 3 contiene 3 QIAC (véase Fig.1(a)) y el ejemplo 4 contempla tres SIAC, una QIAC y una
IQIAC (véase Fig.2(a)). En la Tabla 1 se comparan los resultados obtenidos con la metodología
propuesta en este trabajo y la presentada en [2].

Tabla 1. Comparación de los resultados para los métodos SANE y Newton-GMRES
Ejemplos Método ||F ||2 ||M1 −M2||∞ Tiempo Iteraciones
Ejemplo 1 N-GMRES 2,0425×10−1 1,2917×10−1 0,9840 seg 8N / 8 GMRES

SANE 2,0430×10−1 0,1100 seg 185
Ejemplo 2 N-GMRES 2,4367×10−2 1,6463×10−2 0,5310 seg 6N / 6GMRES

SANE 2,4414×10−2 0,0310 seg 107
Ejemplo 3 N-GMRES 6,2817×10−1 3,3206×10−1 1,2970 seg 24N / 24GMRES
(Fig.1(b)) SANE 5,3339×10−1 0,0780 seg 93
Ejemplo 4 N-GMRES 2,6808×10−3 2,3241 54,6710 seg 55N / 55GMRES
(Fig.2(b)) SANE 2,8194×10−3 0,4530 seg 152

En la Tabla 1, se tiene que ||F ||2 corresponde a la norma 2 de la función F y ||M1 −M2||∞ corres-
ponde a la norma infinito del vector diferencia de las coordenadas de las mallas obtenidas con las
dos metodologías. Adicionalmente, N-GMRES quiere decir el método de Newton, anidado con un
método tipo GMRES.

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El algoritmo SANE es una opción robusta para resolver el sistema no lineal asociado a la me-
todología de generación de mallas 2D de cuadriláteros adaptadas a fronteras internas. La interfaz
MEX de MATLAB permite agilizar los procesos de cálculo intensivo apoyados en desarrollos pre-
vios en lenguajes compilados como Fortran y C. Los resultados obtenidos sugieren la conveniencia
de migrar el desarrollo del generador de mallas al lenguaje Fortran.
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Figura 1: Ejemplo 3. (a) tres QIAC. (b) mallado honrando las fronteras internas.
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Figura 2: Ejemplo 4. (a) tres SIAC, una QIAC y una IQIAC. (b) mallado alineado resultante.
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Abstract. En este trabajo se propone utilizar el algoritmo gradiente conjugado proyectado pre-
condidionado (PPCG) para resolver un problema de minimización cuadrática con restricciones de
igualdad. Para acelerar la velocidad de convergencia del método de gradiente conjugado proyectado
(PCG), se plantea precondicionar el sistema KKT usando la factorización incompleta de Cholesky
del Hessiano de la función objetivo. Finalmente se muestran algunos resultados numéricos que se
obtienen al resolver varios problemas de la libreŕıa CUTEr, usando el algoritmo PCG y su versión
precondicionada PPCG, los cuales muestran la efectividad del algoritmo.

Key words: Gradiente Conjugado, Precondicionador, Gradiente Conjugado Proyectado, Métodos
Iterativos, Espacios de Krilov

1. INTRODUCCIÓN

Problemas de optimización lineal con restricciones de igualdad surgen en muchas y variadas
aplicaciones entre otras en economı́a, en la solución de ecuaciones diferenciales parciales para
materiales incomprensibles, en la recuperación de señales de entrada. Un problema de optimización
cuadrática con restricciones de igualdad tiene la forma:

minimizar
1

2
xTGx+ gTx (1)

sujeto a Ax = b

donde G ∈ R
n×n es una matriz simétrica, A ∈ R

m×n con m < n, es una matriz de rango completo ,
g ∈ R

n, b ∈ R
m son vectores dados, x ∈ R

n es el vector a determinar. Las condiciones necesarias y
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suficientes para resolver (1) son A sea de rango completo y G sea definida positiva sobre el núcleo
de A. Resolver (1) es equivalente a resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales, llamado
las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT)(

G AT

A 0

)(
x
y

)
=

(−g
b

)
, (2)

donde y ∈ R
m es el multiplicador de Lagrange.

Este tipo de sistemas aparecen en muchas investigaciones en ciencia e ingenieŕıa. Resolver este
problema eficientemente es la ĺınea de investigación actual [3, 4, 5]. Benzi et al. en [3] presenta
un estudio exhaustivo de este problema.

Uno de los propositos de este art́ıculo es divulgar los trabajos de investigación del Profesor
Argaez en el área PCG, y presentar nuevas ĺıneas de investigación donde se resuelva el sistema
eficientemente sin la necesidad del almacenarlo [1, 2]. La idea fundamental del PCG es conseguir
una solución particular para las restricciones lineales y luego buscar la solución del problema
moviendose en una variedad af́ın determinada por la solución particular y el subespacio generado
por el núcleo de A.

La solución particular es determinada por la solución de norma mı́nima, la cual esta en el
espacio fila de la matriz A. Luego el problema se reduce a encontrar la solución de un sistema
lineal positivo definida sobre el núcleo de A, este sistema lineal es llamada ecuación proyectada.
Para resolver la ecuación proyectada aplicamos el algoritmo CG el cual nos garantiza la solución
en n−m iteraciones trabajando en aritmética infinita. El algoritmo tiene la propiedad que cada
iteración satisface las restricciones de igualdad del problema (1), la sucesión de aproximaciones a
la solución, y la sucesión de residuos son estrictamente crecientes y estrictamente decrecientes en
norma euclideana, respectivamente.

En [2] se demuestra que un buen precondicionador para la información de segundo orden del
problema produce un buen precondicionador para el algoritmo PCG, esto es, basta con encontrar
una buena aproximación de G.

En este trabajo proponemos seleccionar, para resolver el problema (2), al método PPCG us-
ando como precondicionador a la factorización incompleta de Cholesky del Hessiano de la función
objetivo.

El art́ıculo esta organizado de la siguiente manera: en la sección 2. se hace una breve revisión de
como encontrar la solución de un problema de optimización cuadrática con restricciones lineales
de forma directa; posteriormente, en esa misma sección, se plantea el mismo problema pero ahora
en función de un operador proyección sobre el espacio nulo de A para finalizar la sección con
la descripción del método gradiente conjugado proyectado y se muestra el algoritmo (PCG) [2].
En la sección 3. se presenta el algoritmo gradiente conjugado proyectado precondicionado. En
la sección 4. se presentan los resultados numéricos al resolver problemas de la libreŕıa CUTEr
usando el algoritmo PCG es sus versiones sin precondicionar y precondicionado. En la sección 5.
se proponen algunas ĺıneas de investigación que se pueden estudiar. Las conclusiones se hacen en
la sección 6..
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2. GRADIENTE CONJUGADO PROYECTADO (PCG)

El objetivo de esta sección es presentar el método Gradiente Conjugado Proyectado para re-
solver problemas de minimización cuadrática con restricciones de igualdad propuesto en [2].

Consideremos el problema (2). Si A es de rango completo, entonces las columnas de AT son
linealmente independientes y generan un subespacio de dimensión m de R

n . Si consideramos
ahora Z, una base del espacio nulo de A, dicho subespacio tendrá dimensión n−m y [ATZ] forma
una base de R

n.
Supongamos ahora que x es la solución de (1), entonces,

x = ATx∗ + Zw. (3)

De la ecuación (3) podemos concluir que x es la suma de dos vectores; además, multiplicando a
la expresión anterior por A, se tiene que:

b = Ax = A(ATx∗) + A(Zw) = A(ATx∗) + (AZ)w = A(AT )x∗ (4)

es decir, xp = ATx∗ es una solución particular de Ax = b y xh = Zw ∈ N(A), donde N(A) es el
espacio nulo de A. Aśı, la solución x puede expresarse como:

x = xp + xh. (5)

Por otra parte, como A es de rango completo con m < n, se tiene que AAT es simétrica definida
positiva, por lo tanto, es invertible y aśı de la expresión (4) se obtiene que:

x∗ = (AAT )−1b

xp = AT (AAT )−1b

xh = (I − AT (AAT )−1A)w para w ∈ R
n.

Observe que P = I − AT (AAT )−1A, es una proyección ortogonal sobre el espacio nulo de A.
Una vez que se halla xp, se puede resolver el sistema aumentado (2) en términos de xh e y.

En efecto, sustituyendo (5), junto con las expresiones obtenidas para xp y xh en (2) y realizando
algunas manipulaciones algebráıcas, el sistema aumentado se reduce a la siguiente ecuación:

Gxh + ATy = −(g +Gxp). (6)

Resolviendo para y, se obtiene que:

y = −(AAT )−1Ag − (AAT )−1AGxp − (AAT )−1AGxh. (7)

Luego, sustituyendo (7) en (6) se deduce la siguiente ecuación proyectada:

PGxh = −P (Gxp + g)

donde P = I − AT (AAT )−1A. Finalmente, usando P en la expresión anterior, ésta puede ser
reescrita como:

PGPw = −P (Gxp + g) (8)
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donde Pw = xh para algun w ∈ R
n.

En [2] se demuestra que la ecuación proyectada (8) tiene una única solución en el espacio
nulo de A y ésta es la solución de norma mı́nima; además, como G es simétrica definida positiva
sobre el espacio nulo de A, se propone obtener dicha solución a usando el método de gradiente
conjugado [9] para el sistema (8) con iterado inicial cualquier vector en el espacio nulo de A.
Una de las ventajas de este procedimiento es que las soluciones aproximadas, las direcciones y
los vectores residuales permanecen en el espacio nulo de A. Más aún, en aritmética exacta, el
algoritmo encuentra la solución en a lo sumo n − m iteraciones puesto que PGP tiene máximo
n−m autovalores diferentes de cero.

El algoritmo Gradiente Conjugado Proyectado (PCG) se presenta en Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo Gradiente Conjugado Proyectado. PCG

Requiere: G,A, b, g, ε,maxiter Salida: x, y
1. (AAT )−1b 2. f = Gx+ g
3. y = −(AAT )−1Af 4. r = −(f + ATy)
5. if ||r|| < ε 6. devolver: x, y alto, terminar programa end if
7. d = r 8. βn = rT r
9. for i = 1 hasta maxiter 10. αd = dTGd

11. x = x+ βn

αd
d 12. f = Gx+ g

13. y = −(AAT )−1Af 14. r = −(f + ATy)
15. if ||r|| < ε 16. devolver: x, y alto, terminar programa end if
17. βd = βn 18. βd = βn

19. βd = βn 20. βn = rT r

21. d = r + βn

βd
d 22. end for

23. devolver x, y

3. PRECONDICIONAMIENTO

Un procedimiento para acelerar la velocidad de convergencia del método iterativo PCG es
mejorar la distribución de los autovalores de la matriz PGP o reducir su número de condición
[6, 7]. Además, los precondicionadores deben ser seleccionados de tal manera que se explote la
estructura y la esparcidad de las matrices involucradas en el problema.

Argaéz [2] demostró que PMP es un buen precondicionador para el sistema (8) si M es una
buena aproximación para la matriz G. La demostración se basó en aproximar a la inversa Moore-
Penrose de la matriz PGP del sistema (8) por la inversa de Moore-Penrose para la matriz PMP .
Definiendo N = M − G, se demuestra que mientras mayor reducción se logre en ‖N‖ se mejora
la calidad del precondicionador PMP para el sistema (8) y esto también implica una mejora de
calidad de M como un preconditioner para G; por lo tanto, las propiedades y estructura de G son
importantes para la elección de precondicionadores adecuados para el algoritmo de PCG.

El algoritmo Gradiente Conjugado Proyectado Precondicionado (PPCG) es el mismo Algo-
ritmo 1 pero en su versión precondicionada.
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En [2], se proponen como aproximaciones para G las siguientes:

1. M = D + τ , donde D es la matriz diagonal de G y τ es un escalar dado.

2. M = 1
ω(2−ω)

(D+ωL)D−1(D+ωLT ), donde D y L son la matriz diagonal y la parte triangular
estricta de G, respectivamente. El escalar ω es el paraámetro de sobrerelajación del método
de SOR y debe ser seleccionado de tal manera que 0 < ω < 2.

Aún cuando los resultados obtenidos con estos dos precondicionadores en [2] fueron bastante
satisfactorios, ellos son bastante básicos. En este trabajo proponemos utilizar como precondi-
cionador para G a la matriz M = L̃L̃T , donde L̃ es el factor de Cholesky incompleto para la
matriz G con el mismo patrón de esparcidad que la parte inferior de G.

4. RESULTADOS NUMÉRICOS

Los experimentos numéricos fueron implementados en una computadora Intel(R) Core(TM)
i3-2330M CPU @ 2.20GHz 2.20 GHz, con 2.70 GB de memoria Ram. Los algoritmos fueron
implementados en MatLab R2008b. Se usó como criterio de parada |Gx + ATy + g| < 1e − 6 y
el tiempo es medido en segundos. Los problemas seleccionados para las pruebas fueron obtenidos
de la colección CUTEr [8].

PCG PPCG
Problema m n
DUAL1 1 85
DUAL2 1 96
DUAL3 1 111
DUAL4 1 75

GENHS28 4900 5000
MOSARQP1 700 2500
MOSARQP2 600 900
STCQP2 2052 4097

it t seg.
141 0.044
66 0.024
56 0.022
29 0.011
100 0.434
12 0.013
17 0.018
111 0.306

it t seg. ||Gx+ ATy + g||
2 0.004 8.24e-07
2 0.004 6.55e-07
2 0.005 7.06e-07
2 0.003 7.52e-07
3 0.025 2.97e-11
5 0.010 4.50e-07
6 0.011 7.38e-07
44 0.169 9.39e-07

Table 1: Tamaño de los bloques, número de iteraciones requeridas por PCG y PPCG para satisfacer el criterio de
parada, tiempo de CPU y norma de los residuales ||Gx+AT y + g|| para los diferentes problemas de prueba

En la tabla (1) se comparan los tiempos de convergencia y el número de iteraciones para
algunos problemas de la colección CUTEr. El precondicionador utilizado para el algoritmo (??)
fue M = L̃L̃T , donde L̃ es el factor de Cholesky incompleto para G con con el mismo patron de
esparcidad que la parte inferior de G. En los resultados mostrados en la tabla (1) se observa que
se reduce de CPU desde un 24% para el problema MOSARQP1 hasta un 91% para el problema
DUAL1, cuando se resuelve el sistema usando el algoritmo PPCG en lugar de PCG.

5. LÍNEAS DE INVESTIGACIÓN

A pesar de que el PCG tiene una buena rata de convergencia, n−m iteraciones, tiene el incon-
veniente de almacenar la matriz asociada a las restricciones de igualdad. En algunas aplicaciones
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el tamaño de la matriz A es tan grande que supera la capacidad de almacenamiento del hardware
o la matriz A no se conoce expĺıcitamente, como en el caso de procesamiento de señales. Por
lo tanto proponemos resolver los problemas de mı́nimos cuadrados asociados al problema usando
métodos iterativos, como por ejemplo, CG. Como el almacenamiento de A ya no es un obstaculo,
podemos usar (PMP )† como precondicionador con una matriz M los más cercana a G.

6. CONCLUSIONES

Basados en los resultados numéricos presentados en la tabla (1) observamos que precondicio-
nando con una proyección ortogonal usando una factorización incompleta de Choleski de G, del
algoritmo (PPCG) mejora de manera significativa los resultados obtenidos del algoritmo (PCG).
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[7] D. De Cecchis, H. López and B. Molina, FGMRES Preconditioning by Symmetric/skew-
symmetric Decomposition of Generalized Stokes Problems, Mathematics and Computers
in Simulation, Vol. 79, No. 6, pp. 1862-1877, 2009.

[8] N. I. M. Gould, D. Orban and Ph. L. Toint, CUTEr (and SifDec), a Constrained and Un-
constrained Testing Environment, Revisited, Tech. Report TR/PA/01/04, CERFACS,
Toulouse, France, 2001.

[9] M.R. Hestenes and E.L. Stiefel, Methods of conjugate gradients for solving linear sys-
tems, J. Res. Nat. Bur. Stand., Vol. 49, pp. 409-436, 1952.

MM-66       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

������������M�������)���
���������)�����)����
��	���
	�������������S���������S����

�
��&�����������3���)�.�����
�������������������
-��%����I.� ����
& -�))�I.� ����
�8�(�#$�� �$%I��� 9���9,�����H�.���11����$86�"�1>�JBB1���(	#&�	 ��. & 	I��<& �!��
)���9������������������9��������������
*�-�����I.�-�����
� F(& �5&�(�#$����	�� �� �$%I��� ��,��&�������!F$&�(�� %$�(��'111���$86�'"1�>J�'1��
� %8(�#(��(G� � '$����(�#$�� 	$�&(��<& �!��
�
)���.�+����-���&��)����*��-/��)�0�*�D.�-)���*�&��3�*��*����*� .\e������D.�\e�����)��-*&��)��
2� ��3���� �� &��*�-\�� &����%�-�-)�� ��� )��%�� ��3�/)�3�� D.�� )�%� .%�� ���)�� �-� .q-/��� *����� ��
�*)��� ������ �� &��/�*e�� ��*�%2)���*� �&��7�%���*��!����/��-� %�-)��� �D.�\��*� ��*)�� )�&�� *e��
��*� 3���*�.*�-�����%2)�������������-\�*���-�)�*��.������� �%�-)�*���-�)�*�*�%����*/��)����*�����
-��%2)��������� ��"�-����%2)��������� ��"�-�D.�-����& �/������&��� �%�*�&����%�-�-)�%�-)��
��3�/)�3�*� &����� �*)��� ������ 1���-��� �*/� �\��*� �*&E���*� &��)�� ��*� /�%���*�  �%�)�*�� �.� ���
��*/�-)�-.�����*���� *� .\e��� ���� /�-)��-�����&���������*)��� ����������&�������()���% �-��
�&B�-�N �)��3��� ��"�-� e�f� 2����/��-�������%2)��������� ��"�-� /�%� ��*. )���*� *�)�*��)4���*��
e'�� Df�� � )��-�)�3�%�-)�� �*� *�%����*/��)�0�\��*�� -�*� E )�%�*� )�%&�*� )���� ��.�*�� -�� ��2��� ���
/�-*��������.-\��*���*����*/�-)2-.�*�-��)�%&�����-��� .1������%2)��������� ��"�-���*/�-)2-.��
-�� )�%&��� �& �/���� �%� /���� ��)��� �*&�\��)�%&��� �**�%�� .%�� �7)�-*e�� �� ���%. �\e�� *�%��
��*/��)�� ()���% �-���&B�-�N �)��3��� ��"�-� /(� �N(�0� 2� �� ���%. �\e�� )�)� %�-)�� ��*/��)��
�*)��� �0���� -�� �*&�\��)�%&��� /��%���� �� ��"�-N%2-�%�*� D.������*� �*&�\��)�%&�� /�3(N(!0�
eC�� >f����%��� �-).�)������*)��� �/��� .%��%�)��� �1���D.�� *�:��%��*�&��/�*�������D.����&����
��*� 3����D.�\��*����)��-*&��)����&��*�-)��*��-�*)��)���� ���.%���-/ �*��D.�-)�����*)��� ������
��*� %2)���*� (� �N(�� �� �3(N(!� &���� �� �D.�\e�� )��-*��-)�� ��� )��-*&��)�� ��3�/)�3�� �� .%��
�3� ��\e������������� �0�-���.%���-*&�\e�����-��%�� '3 ���*���*. )���*�-.%2��/�*���*�%��� �*�
*e����)���*���&��)������%��� �1�%�����%�-*��-� �����D.�\e��)��-*��-)�����)��-*&��)����3�/)�3��
���.*�3�����)�3����*���*. )���*���%�-*)��%�D.�����3(N(!��&��*�-)��%� ����*���*. )���*�D.����
(� �N(���&��&��/��-�-����*)��� ��������4)�%�*�)�7�*����/�-3��1q-/�����-���D.�-���*��.)� �0��
&�**�*����)�%&��%�����*��

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



��������7�7���>��L
 C](�#$��& 	8(&�$���!$%$	�(�&�	��(���,.����5	�%(�L
 #& #(��
�
$+ ������������,�
���
�

0� %(#$!(�  � $&� &$(!��#(�� �(	�#$& 	#(� 'ℜ∈Ω � (� #(%5	�(� #(� 8&(F!$% �� &$E$&$J$�  6�
$	�(	�& &�
%� @�? )� 6 ��(%� 'ℜ∈Ω∈6 �$� @�1? !$) =∈ �� !�L
$6��

S���
)
� −=∇⋅⋅∇−∇⋅+

∂
∂ @?�; � $%�� $H�Ω � � � � � ����?�@�

��	��� @?@1�? 66 ��� = ���8 & �� �Ω∈7 ������������&�� 1@�? =)� 6 ��8 & �� $�)7 ∈Ω∂∈ �� � ����?'@�
�

(	#$���<� ��(	�$	�& C](��)� �� &�I�$!��$%8(& !�� @�? 3.=; �<�(��$�(&�#$��$!(��# #$�	 �#�&$Cr$�7�$�

6�� &$8$���� %$	�$�� �
�

�
�
�

�
=

6

7

�
�
1

1
� � &$8&$$	� �  � % �&�'� #$� #�8$&](� $	#(� 7� � $� 6� � (�

�($E���$	�$� # � #�E
r$� 	 � &$8$���� � #�&$Cr$� 7� $� 6�� S� <� (� 8 &�%$�&(� ��	<���(� !�	$ &� L
$�
#$�&$�$�(�8&(�$(�#$�&$%(C](�$�'�(��$%8(�#$E�	�#(�	(�8&(F!$% ��

�
6+ ���������
������G)
����
�

6+$� ���.������1���������.�7���������,����S��-�
�

�8!�� 	#(�(�$L
$% ��%8!5���(�#(�%<�(#(�#$�#�E$&$	C �E�	�� �	 ��L��?�@��(F�$%J$6��

����������
1@? ���

�

=+∇⋅⋅∇−∇⋅+
Δ
− +++

+
----

--

S���
)

�� �; ���� )8- ����1 �= � ?D@�

$%� $�
�# �
��!�' J$� (�%<�(#(��,.��	 ��L�� ?D@�� #(� L
$� $� (F�<%�(� 8&(F!$% � $L
�� !$	�$�  6�
$	�(	�& &� ( )�

 
�

- ! � ��� ∈+ �� !�L
$�� @�?@�? ��
-
� 4�0 νν = ( )�

 
�� ! 3 ��� ∈∀ �$%�L
$�

�

��������� Ω
+

Ω
+

Ω
++ ∇∇⋅Δ+∇⋅Δ+−= @�?@�?@�@?�?@�? ����

�
-
��

-
�

-
�

-
��

-
� �)�)�S�0 νννν �; ��
������������������������� �

�
�

�
-
�

-
�

--
�

!

�)�)�S
Ω

+++

∈Ω

∇∇⋅Δ−∇⋅Δ+−+ � @���@?�? ��� νδ�; �� ?C@�

$	#(� ( )�
 
� ! � � (� $8 C(� #(� $!$%$	�(� E�	��(� #$� E
	Cr$� 8(!�	(%� �� 8(&� 8 &�$�� #$� (&#$%�

%$	(&�(
���
 !� � �� �≥ ��$%�� # �$!$%$	�(� �
� !∈Ω ��(	#$� �! �<�
% �8 &��C](�#$� Ω ��0�(8$& #(&�

Ω?���@ �#$	(� �(�8&(#
�(��	�$&	(�$%� @?' Ω3 ��$� @?��=δ �
%�8 &�%$�&(�$� F�!�' #(&��# #(�8(&�

����������������
#"

#
!
 

<<

≥=
�11

�
'

�

�

�

 ������������

��������� 
.
�α

δ

�

� ?>@�

(	#$� �
�
�

�
�
�= ���
D

%�	 � α �<�(�8 &�%$�&(�#$�.&B�-��� � �<�(�	K%$&(�#$� 2/ �)�#(�$!$%$	�(��� !�
! #(�

8(&��
�;;
;
!

�

�

�
� 

�
'
�= ���(%� �� � = ��$	#(�(� � % 	:(�� & ��$&5���(�#(�$!$%$	�(�$���  �I&$ �#(�

$!$%$	�(���

MM-68       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



6+6� ���.������1���������3�T�7��.3��,���S��-�
�

0�%<�(#(�#$�� !$&T�	9%5	�%(�L
 #& #(�$8 C(J�$%8(�?���9�'@�<� 8!�� #(�$%�� # �E �� �
$8 C(J�$%8(� -- $R ×Ω= ��(	#$� @�? � --- ))$ += �$� -- ))) −=Δ +� �<�(�-J<�%(�8 (�!(� !�#(��$%8(��
�$�$�%(#(��8 & �� # � )8- �������1= �(�8&(F!$% �(&���	 !�� 8&$$	� #(�	 ��L�� ?�@��$�
	#(�
 �
E(&%
! C](��(%8!$� %$	�$�#��&$��' # ��<�$L
�� !$	�$� (�8&(F!$% 6�$	�(	�& &� ( )-

"-
�

� R � ���∈ �� !�
L
$6� @�?@�? ��� $4�$0 ηη = ( )-

"-
�

� R ����� ∈∀ η �$%��L
$6�
�

��������������������
--- R�

-
R

���
R

�
)

��� �S����$0 @�?@�?@�?@�? � νηηη ∇∇⋅++∇⋅+−= +�; ��

�������������������� Ω
−
+

−
+

∈

++ � @@?@�??@�? �� -
�

-
�

R
�

!R

� ))�33� �
-�

-
�
-

ηητ � ��?�@�

�� Ω
+−= @@?@�??@? --

�� ))�$4 ηη � � � � � � � �?A@�

�@? ���
�

� S���
)

�3� +∇⋅⋅∇−∇⋅+
∂

∂= �; � � � � � ?"@�
�

�$�$� � (� �
�
--

�
- RR! OM@? = �� (	#$� -

��
- $R ×Ω= � �(&&$8(	#$� s� 
F#���](� #$� -R � �	#$H # �

8(&�����(%� O��% HM )�� Δ= ∗ �$� ∗� �&$8&$$	� 	#(�(�#��%$�&(�%IH�%(�#(�$!$%$	�(� @?Ω∈Ω �
� ! ��

@?�
-

"-
� R �<�(�$8 C(�#(�$!$%$	�(� E�	��(�$8 C(J�$%8(�#$�E
	Cr$�8(!�	(%� ��8(&�8 &�$�#$�

(&#$%�%$	(&�(
���
 !� �"�� �≥" �$�� 	 !(� %$	�$�s�E(&%
! C](�$%�J#��&$� ��'$%J$�	 ��L��?�@�
(�8 &�%$�&(�$� F�!�' #(&�#$	(� #(�8(&� @�? )�� Δ=τ �$�&$8&$$	� #(�8(&�e�f�
�

'9�
'

'

'' CB
''

−

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
�

�
�
�+��

�

�
��
�

�
+�

�
�

�
�
�

Δ
=

�
�

�)
;

τ ���������������� � �� �� ��?B@�

�
; � #��&$��' C](��(	#
'�  �
%� ��$% � !�<F&��(�#$� $L
 Cr$� $%�� # � 8 (�#$� �$%8(��L
$� <�
&$(!��# � �(%� 
% � �! $� #$�  !�(&��%(� &����)���%. )�/����)�����%� ?B@�� O��% HM 67 ��� = � <�
�(	�#$& #(��(%(�$	#(�(�% �(&�� !(&�$	�&$� �#�E
r$���
�
@+ ���������G)
���
�

. & �  � !� &� (� #$$%8$	:(� # �%$�(#(!(�� � #$�&�� � 	$�$� �& F !:(�� $&I� �(	�#$& #(�	(�
�$�$�
%�	K%$&(�#$�.$�!$���& 	#$� ( )∞=� ��$�(�	K%$&(�#$��(
& 	���$�$�� !�
! #(�8(&��

)
6
3

7
.

�� Δ��
�

�
��
�

�

Δ
+

Δ
= ����� � � � � � � ��������������?�1@�

$	#(�.�$�3� ��(%8(	$	�$�#(��$�(&�#$��$!(��# #$�� 7Δ �$� 6Δ �(��(%8&�%$	�(�� & ��$&5���(�	 �
#�&$Cr$� 7� $� 6�� &$8$���� %$	�$�� $� )Δ � (� �	�$&� !(� #$� �$%8(�� �� �  � !� C](� $&I� # # � 8 & �

@1���?=; �−%� �� ��1�H�' −=7� �' −�% �� �1�1�H�' −=6� �' −�% �� ��1=S �−� ��
�!$%$	�(� �&� 	�
! &$� $&](� $%8&$� #(� $%� �(# �  � #��&$��' C](� #(� 8&(F!$% �

F�#�%$	�(	 !��(	#$�$�$�$&I� &$(!��#(�(F�
% �% !: �'>�H�'"�$%� '1 ≤≤ 7 �$� �1 ≤≤ 6 �8 & �
#�E$&$	�$� �	�$&� !(�#$� �$%8(� )Δ ��$%�8 &���
! &�$�(!:$� 1'�1=Δ) �� 11"�1=Δ) �$� 11C�1=Δ) ��
�(%�(�&$8$����(�	K%$&(�#$��(
& 	��# #(�8(&� >��'=�� ����1'C�$�1�>�'��0�8 (�#$��$%8(�

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MM-69



&$L
$&�#(� $%� � # � � (� E(�� #$� C1�� �'1� $� '11� 8 & � 
%� �$%8(� �(� !� #$� "�1=) #���!<%� #��(��
 8&$$	� �
% � 	I!�$�# �$� F�!�# #$�$��(	�$&��	�� �#(�%<�(#(�8 & �(��$�$�	
%<&��(�$��	�!
��
 � � !� C](�#$�$&&(�&$ !�' 	#(�
% ��	8$C](�# �	(&% � '3 ��

@+$��6�.3��>��;��T]���������������������3�����������������
�$
!� #(� # � #��&�F
�C](� � 
� 	 � #(� 8&(F!$% � #$� �& 	8(&�$�  #�$����(J#�E
��(J&$ ���(��

�L�� ?�@�� �(%� �(	#�Cr$� 	 � E&(	�$�& � #(� ��8(� 1@�'?@�1? == )�)� � $�  � �(	#�C](�

�	��� ! @?@? 11 7�� =6 �� # # � 8(&�
�
�
�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
� −

−=
'

1
1 $H8@?

 
77

7� �� �(%� '>�11 =7 � $� 1C�1= ��

$	�(	�& %J$�  8&$$	� #(� 	 � &��
& � ��� 0� &$
!� #(� E(& %� (F��#(� 
 	#(� (� %<�(#(�
�,.�9���$����9�'�8 & �8&(F!$% �#$��& 	8(&�$� #�$����(J#�E
��(J&$ ���(�8&$#(%�	 	�$%$	�$�
 #�$����(�� ∞=� �$� >��'=�� ����1'C�$�1�>�'�
�

�
�

&��
& ��6����9�'�?!�	: �
8$&�(&@�$��,.�9���?!�	: ��	E$&�(&@��8 & � ∞=� �

0F$&� J$�	 �&��
& ���L
$�(�&$
!� #(�# �E(&%
! C](�$%��#��&$� �?�,.�9��@�](�% ��
#��8 ���(� $� #�8$&��(� $%� &$! C](� s� E(&%
! C](� $8 C(J�$%8(� ?���9�'@� 8 & � (� 8&(F!$% �
 8&$$	� #(�� ∞=� �� $� � !(&$� #$� �(
& 	�� % �(&$� L
$� ��� �	�&$� 	�(�� (� &$
!� #(� # �
E(&%
! C](� $%�J#��&$� � %(�& %� ��	�E�� ��� � %$!:(& � L
 	#(� (� �	�$&� !(� #$� �$%8(� <�
&$E�	 #(��(
�$; ��L
 	#(�#�%�	
��(�	K%$&(�#$��(
& 	����(%(�8(#$�$&��$&�E�� #(�	 �&��
& ���
 J��?!�	: ��	E$&�(&@��. & �
% � 	I!�$�% ��8&$�� �(F&$� �$� F�!�# #$�#(�%<�(#(�� 8&$$	� J$�
&$
!� #(�#(�%(#$!(�	
%<&��(�
��!�' 	#(�
%��(&�$�# �(!
C](� (�!(	�(�# �!�	: � D�'>�1=6 �
�(%8 & 	#(J(��(%� �(!
C](� 	 !5��� � 8&$$	� # �8(&��(	$ �$�V
$&� �eAf��0F$&�$J$�L
$�(�
# #(� 
��!�' #(� 	(� %(#$!(� &$8&(#
'$%�  � �(	#�Cr$� #$� 
%� %(#$!(� 
	�#�%$	�(	 !�� 8(��
�(	�#$&(
� 	 � #�&$C](� 6�  � �$!(��# #$� 	
! � $� 
% � #�E
](� #$� (&#$%� �1�1 − �� $� �(	�#$&(
J$�

MM-70       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



� %F<%��(	#�C](� �	��� !� #$8$	#$	#(� 8$	 � # �� &� C](�$8 �� !�7��' �� &$
!� #(� $	�(	�& %�
�!
�& #(�	 �&��
& �'��(	#$�(�8$&E�!��	��� !� 1=) �E(��8&(8 � #(� �<� "�1=) ������

�

�
&��
& �'6��(%8 & C](�$	�&$�(�&$
!� #(�	
%<&��(�$� 	 !5���(�
��!�' 	#(�
%��(&�$� (�!(	�(�# �
!�	: � D�'>�1=6 �8 & 6� @� >��'=�� ��F@� 1'C��=�� �$��@� >�'�1=�� ��
�

�� &��
& � '� �(	E�&% � (� &$
!� #(�  8&$$	� #(� 	 � &��
& � ���0F$&� J$� L
$�� #$� E �(�� (�
&$
!� #(� #(� �,.�9��� ](� % �� #��8 ���(� $� #�8$&��(� $%� &$! C](�  (� ���9�'�� 8 & � (�
8&(F!$% �  8&$$	� #(�� ∞=� �� $� � !(&$� #$��(
& 	�� 
8$&�(&$�  � �� ?&��
& � ' @��  8&$$	� 	#(�
8$&�$	�
 �� #$� $&&(� 
8$&�(&$�  �'1T� $��1T�� &$8$���� %$	�$�� $%��(%8 & C](��(%� � (!
C](�
 	 !5��� �� 8 & � D�'>�1=6 �� $%� $
� � !(&� %IH�%(�� �	�&$� 	�(�� (� &$
!� #(� %(�& %�
��	�E�� ��� �%$!:(& �L
 	#(�(�	K%$&(�#$��(
& 	��#�%�	
����(	E�&% 	#(�L
$� �$� F�!�# #$�# �
(!
C](�#(�%<�(#(�	](�(E&$�L
 	#(�(��	�$&� !(�#$��$%8(�<�&$E�	 #(���

�
@+$+$��:��������������Z����.�� '3 �

��  
�	�� �# �#$$� F�!�' C](�$	�&$� �(!
Cr$�#$� %F(�(�%<�(#(�� L
 	#(�(�8 (�#$�
�$%8(�<�&$E�	 #(��� %F<%�8(#$�$&��$&�E�� # �8(&�
% ��	8$C](�# �	(&% � '3 �
��!�' 	#(��&�#�#$�
% !: � %$	(� &$E�	 #(��. & � $� �  	I!�$� $&I� �(	�#$& #(� ��	�(�% !: �� (	#$� (� � % 	:(� #$�
8 (�	 � #�&$Cr$� 7� $�6� ](� ��
 ��� (
� $; �� @'?' +−=Δ=Δ -67 �� >��'��� �=- �� (� L
$� &$
!� � $%�
% !: �� &� 	#(�#$�'>�� �<��>>D��$!$%$	�(��&� 	�
! &$��0�&$
!� #(�# �	(&% � '3 �	(��I!�
!(�
#(�$&&(�$	�&$� �(!
Cr$�	
%<&�� �$� 	 !5��� �$	�(	�& %J$� 8&$$	� #(�	 �&��
& �D���

�

�
&��
& �D6��$
!� #(�# �	(&% � '3 �	(��I!�
!(�#(�$&&(�(F&$���	�(�% !: ��$	#(�(� &$
!� #(�
#$�&��(�8 & 6� @����9�'�$�F@��,.�9����

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO   MM-71



0F$&� 	#(�  �&��
& � D�� �$&�E�� J$� L
$�  %F(� (�%<�(#(� 8&(8(&��(	 & %� $� F�!�# #$� 	 �
�(	�$&��	�� ��(%�(�&$E�	 %$	�(�# �% !: �$�#(��$%8(�$��L
$�:(
�$�
% �#�%�	
�C](���	�E�� ��� �
#(�$&&(�$	�&$�(�%<�(#(�?&��
& �D �$�&��
& �DF@��.(&<%��(����9�'�%(�&(
J$�% �� #$L
 #(��
8(��(F�$�$�%$!:(&$�� H �#$�$&&(�L
$�(��,.�9����
�
����������

,% �  	I!�$� L
 	�(� s� $� F�!�# #$� #(�%<�(#(� #$� $!$%$	�(� E�	��(��,.�9��� $����9�'�
8 & � �$L
 C](�#$� #�$�C](J#�E
](J&$ C](�$�
% � � !� C](�#(�$&&(�&$ !�' 	#(�
% ��	8$C](�# �
	(&% � '3 �E(�� 8&$$	� #(��0�&$
!� #(�(F��#(�%(�& %�L
$�(��,.�9���<�% ��#��8 ���(�$�
#�8$&��(� $%� &$! C](�  (� ���9�'� 8 & � 8&(F!$% � 8&$#(%�	 	�$%$	�$�  #�$����(�� ∞=� �� $�
� !(&$�#$��(
& 	��% �(&$�L
$����8(&<%��$�$�&$
!� #(�%$!:(& %���	�E�� ��� %$	�$�L
 	#(�(�
	K%$&(�#$��(
& 	��#�%�	
����(	E�&% 	#(�L
$� �$� F�!�# #$�# �(!
C](�#(��,.�9���	](�(E&$�
L
 	#(� (� �	�$&� !(� #$� �$%8(� <� &$E�	 #(�� J
 	�(�  (� ���9�'�� (F$&�(
J$� L
$� $�$� $!�%�	(
�
�(� !%$	�$� �(��! Cr$�8 & � ∞=� ��$� 8&$$	�(
�%$!:(&$�� H �#$�$&&(��

��%��(� &$
!� #(�(F��#(�	$�$� �& F !:(�#$%(	�& %�L
$�(����9�'�  8&$$	� �%$!:(&$�
&$
!� #(�L
$�(��,.�9����8&(8(&��(	 	#(�$� F�!�# #$�	 ��(	�$&��	�� ���(%�(�&$E�	 %$	�(�# �
% !: ��#�%�	
�	#(� �(&#$%�#$�$&&(�$%�&$! C](� (��,.�9���$�(F�$	#(�%$!:(&$�&$
!� #(�8 & �
� !(&$�% �(&$�#$� )Δ ���(�& 	#(�$&�% �� #$L
 #(��8(��	](�$H��$�L
$� 1→Δ) �8 & �� & 	��&� �
�(	�$&��	�� �#(�%<�(#(��

�
�

)���)���
���
�

e�f� �<&((T� ���i� V
�:$�� '������ A��&$ %!�	$� 
8W�	#� .$�&(�J� !$&T�	� E(&%
! ��(	� E(&�
�(	�$���(	J#(%�	 �$#� E!(W� W��:� 8 &���
! &� $%8: �� (	� �:$� �	�(%8&$�F!$� � ��$&J
��(T$�$L
 ��(	B����%&.)�� �)���*��&& �� �/���#-1��%(!��@6��88��BB['>B��?�B"C@��

�

e'f� �<(�:$���.�<����
	'F
&�$&�������  	#��: #�#�� �����()��� �)6���� )���(� �� ��-�)��� �%�-)�
%�)���� ���� )��-*��-)� ��3�/)��-[����.*��-� &��� �%*�� �(%8
��� �$�:(#� �88!�� �$�:��
�	�&����BD�?'11C@��88��'D1�['D'D��
�

eDf� ��(&�	���������8(!���&�� 	#�� 	�(&�$!!(��������D.����)�/�&�)��3�1� ��"�-����%. �)��-�����
��3�/)��-�����.*��-����/)��-�&��� �%*��-�).��. �-/��%��� �-1���(
&	 !�(E��(%8
� ��(	 !�
 	#��88!�$#��$�: 	����%(!��>����(��'���?'11C@��88��'DAJ'CB��
�

eCf��(%$�&(����������� �&(�����������&�!(���������-/ �*�����%�)��� �1��*�-.%2��/�*�&������
�.*/�� ��� *� .\e�� ��� �D.�\e�� ��� /�-3�/\e�����.*e�����\e��� �(	�&$(� #$� �<�(#(�
�
%<&��(�$	�		�$	�$&5 �'11B��< &�$!(	 ���8 	: ��?'11B@����J�(%��
�

e>f�� �&(��������i�� !� ���������4�-�)��� �%�-)�*�%. �)��-*����%�*/�� ����-1���-1�&��� �%*��
$-)��-�)��-� ���.�-� ������%&.)��� �)��%�)�/*��?'11B@��88���J����
�

e�f��: T�F��&�� 	#�V
�:$��'�����������-�B���-�)��� �%�-)����%. �)��-�����/�%&.)�)��-� �� .���
�6-�%�/*��	���&(
&�$&� 	 !G��(E�8 �$J��%$�� !$&T�	9!$ �JL
 &$� !�(&��:%���(%8
���
�$�:(#��88!���$�:���	�&���"A?�@��?�BB�@��88��D>�>"��
�

eAf� ��(	$ ����� 	#�V
$&� ��������4�-�)��# �%�-)� �)���*�����4 �B� ��� �%*���(:	�W�!$G� 	#�
�(	��W$���
$H���	�! 	#��?'11D@��

MM-72       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



INTEGRACIÓN SIMBÓLICA PARA ELEMENTOS LINEALES
ISOPARAMÉTRICOS EN ELEMENTOS DE CONTORNOS, APLICADO

A CONDUCCIÓN DE CALOR

F. Nieto
Y. González
felix.nieto@inabio.edu.ve
yomar.gonzalez@inabio.edu.ve
Aula CIMNE-Instituto Nacional de Bioingenieŕıa, Universidad Central de Venezuela Ciudad Univer-
sitaria, Av. Miguel Otero Silva, entre tercera y cuarta transversal, Urbanización Sebucán. Municipio
Sucre, Caracas-Venezuela

Resumen. En este trabajo de investigación presentamos una metodoloǵıa basada en integración
simbólica para calcular las matrices asociadas al método de elementos de contorno (MEC), cuyas
entradas vienen dadas por la integración de las soluciones fundamentales que por lo general se
calculan mediante integración numérica. Esta metodoloǵıa se caracteriza por el ahorro de tiempo
computacional en comparación con la integración numérica, una mayor precisión del valor de cada
integral y su fácil aplicación en cualquier código MEC, lo cual se observa en los ejemplos al com-
parar la solución anaĺıtica y la numérica, obtenida a través de esta metodoloǵıa y con integración
Gaussiana.

Palabras clave: Métodos Numéricos, Ecuación del calor, Método de elementos de contorno y
reciprocidad dual, Integración simbólica.

1 INTRODUCCIÓN

En algunos de los métodos numéricos como Elementos Finitos (MEF) y Elementos de Contorno
(MEC), la integración numérica juega un papel importante en su implementación (Beer et al [1],
Brebbia et al [2], Liu G y Quek S [3]). Sin embargo este tipo de integración esta asociada con
altos costos computacionales y de tiempo en el procesamiento. En el caso particular del método
del MEC, la integración es sobre la frontera lo cual disminuye la cantidad de nodos de la maya
necesarios para la resolución de un problema cualquiera (comparado con el MEF). Este método re-
quiere de unas funciones que dependen del problema, denominadas Soluciones Fundamentales, que
han sido estudiadas anteriormente por diversos autores (ver [4],[1],[2]) y que suelen ser integradas
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sobre la frontera por integración Gaussiana. Sin embargo, esta técnica posee desventajas que difi-
cultan conseguir el grado de exactitud requerido en determinadas aplicaciones. El objetivo de esta
investigación es realizar la integración exacta o simbólica mediante el uso de un software de calculo
simbólico siguiendo una metodoloǵıa para obtener y simplificar dichas expresiones.

2 EL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Consideremos el problema de flujo de calor bidimensional, que puede ser representado por el
laplaciano,

D∇2u = 0, sobre Ω ⊂ R
2 (1)

Integrando sobre el dominio dos veces y empleando las identidades de Green (ver Banerjee et al
([4]) y Brebbia et al ([2])) se obtiene la siguiente ecuación integral de contorno

C(X)T (X) +

∫
Γ

T (P )K1(P,X)dΓ(P )−
∫
Γ

Q(P )K2(P,X)dΓ(P ) = 0 (2)

donde T es la temperatura, Q = ∂T
∂n

es el flujo en dirección normal, C es una constante que depende
del punto de evaluación de la temperatura, P = (xp, xp), X = (x, y) ∈ R

2 son el punto de colocación
e integración respectivamente y por último K1 y K2 son las soluciones fundamentales, que para este
caso vienen dadas por las siguientes expresiones (3):

K1(P,X) = −1

2

[(x− xp)nx + (y − yp)ny]

π (r (P,X))2
, K2(P,X) = −1

2

ln (r (P,X))

π
(3)

donde nx y ny son las componentes del vector normal exterior a la frontera y r(P,X) es la distancia
del punto de integración al de colocación.

Al subdividir el contorno del dominio, mediante el uso de M elementos lineales y realizar un
cambio de coordenadas del elemento al intervalo [−1, 1], se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
integrales (4) cuyas incógnitas son los valores de la temperatura y/o flujo sobre la frontera.

C(X)T (X)+
M∑

m=1

(
2∑

c=1

T (P )

∫ 1

−1

K1(X,P )Nc(ξ)J(ξ)dξ

)
=

M∑
m=1

(
2∑

c=1

Q(P )

∫ 1

−1

K2(X,P )Nc(ξ)J(ξ)dξ

)
(4)

donde J(ξ) es el jacobiano de la transformación de coordenadas y Nc(ξ), con c = 1, 2, son las
funciones de interpolación sobre cada elemento, conocidas como funciones de forma locales.

El sistema (4) se puede escribir en forma matricial de la siguiente manera:

HT −GQ = 0 (5)

donde las entradas de las matrices H y G vienen dadas por (6)

[h1
ij h

2
ij] =

∫ 1

−1

K1 (x, p) [N1 (ξ) N2 (ξ)]J (ξ) dξ si i �= j

[
g1ij g

2
ij

]
=

∫ 1

−1

K2 (x, p) [N1 (ξ) N2 (ξ)]J (ξ) dξ (6)

Las ecuaciones mostradas en (6) son en general aproximadas por integración gaussiana.
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3 INTEGRACIÓN DE LAS SOLUCIONES FUNDAMENTALES K1 Y K2

MEDIANTE CÁLCULO SIMBÓLICO

Aunque los paquetes de cálculo cient́ıfico actuales son potencialmente aplicables para calcular la
integrales dadas en la Ec.(6), no es recomendable integrar de manera directa, ya que, los resultados
obtenidos pueden ser dif́ıciles de manejar o factorizar.

Primero se realizará la integración de los elementos de la matriz H. Para ello se tienen que
expresar nx, ny, x, y, J(ξ) y r(X,P ) en términos de la variable de integración ξ. Las coordenadas
del punto de integración x, y están dados en terminos de las funciones de interpolación Nc(ξ) con
c = 1, 2.

x(ξ) = x1N1 + x2N2 , y(ξ) = y1N1 + y2N2 (7)

donde (x1, y1) y (x2, y2) son los nodos del elemento a integrar.
El jacobiano y las componentes del vector normal dependen de las derivas de x(ξ) e y(ξ). Al

sustituir las expresiones dadas en la Ec.(7) se obtienen las siguientes expresiones mostradas en (8):

J(ξ) =

√(
dx

dξ

)2

+

(
dy

dξ

)2

=
√
a

nx =
1

J(ξ)

dy

dξ
=

z√
a
, ny = − 1

J(ξ)

dx

dξ
= − b√

a
(8)

Es fácil ver que el Jacobiano sobre cada elemento es constante ya que las funciones de forma son
lineales, la expresión para a, b y z aparecen en el apéndice A.

Al estudiar el término (r(P,X(ξ)))2, se observa que se puede escribir como un polinomio cuadrático
siguiendo la expresión (9)

r2(P,X(ξ)) = (x(ξ)− xp)
2 + (y(ξ)− yp)

2 = fξ2 + gξ + h (9)

Dicho polinomio es positivo y presenta una ráız doble particularmente cuando el punto de inte-
gración coincide con el punto de colocación. Aprovechando esta propiedad escribiremos el polinomio
mostrado en la Ec. (9), en términos de los vértices de la parabola, como se ve en la Ec. (10).

r2(P,X(ξ)) = f(ξ − V x)2 + V y (10)

Las expresiones para f , g, h, V x y V y aparecen en apéndice A. Por último, para obtener los
elementos de la matrix H es necesario escribir las diferencias de las componentes de los puntos de
integración y colocación como polinomios lineales en la variable ξ de la siguiente manera,

(x(ξ)− xp) = bξ + e , (y(ξ)− yp) = zξ + n (11)

los valores de los coeficientes e, n aparecen en el apéndice A.
Al sustituir las ecuaciones (8), (10) y (11) en las expresiones para los elementos de matriz H de

la ecuación (6), se obtienen las expresiones regulares (i �= j) de la integral de K1, ecuación (12)

h1
ij =

∫ 1

−1

K1 N1 (ξ) J (ξ)dξ = −1

4

(−z e+ b n) (Int1 − Int2 )

π

h2
ij =

∫ 1

−1

K1 N2 (ξ) J (ξ)dξ =
1

4

(−z e+ b n) (Int1 + Int2 )

π
(12)
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donde

Int1 =

∫ 1

−1

ξ

f (ξ − Vx )2 + Vy
dξ , Int2 =

∫ 1

−1

1

f (ξ − Vx )2 + Vy
dξ (13)

En el apéndice A aparecen las expresiones cerradas de las integrales dadas en (13).
Con el valor de Int1 y Int2 se pueden calcular los elementos de la matriz H, salvo los valores de

la diagonal, los cuales se obtienen al resolver HI = 0 donde I es un vector con todas las entradas
unitarias, dicho problema se presenta al asumir potencial constante (unitario) sobre la frontera
(Brebbia et al ([2])) y las incógnitas son los elementos de la diagonal de H.

Para la integración de K2 se procede de manera análoga, al sustituir la expresión (10) en los ter-
minos de la Ec.(6) se obtienen los correspondientes elementos de la matriz G, quedando expresados
como se muestra en (14)

g1ij =

∫ 1

−1

K2 (x, p)N1 (ξ) J (ξ) dξ =

√
a

8π
(IntB1− IntB2)

g2ij =

∫ 1

−1

K2 (x, p)N2 (ξ) J (ξ) dξ = −
√
a

8π
(IntB1 + IntB2) (14)

donde

IntB1 =

∫ 1

−1

ln
(
f (ξ − Vx )2 + Vy

)
ξdξ , IntB2 =

∫ 1

−1

ln
(
f (ξ − Vx )2 + Vy

)
dξ (15)

4 RESULTADOS

En esta sección se presenta la solución del problema de flujo de temperatura sobre la región en
“L” con condiciones de borde mostradas en la figura (1,a). Además el coeficiente de conductividad
térmico se considera unitario. Para la discretización de la frontera se emplearon 38 elementos lineales
y 78 nodos internos en su mayoŕıa en la vecindad de la esquina entrante, Figura (1,b). La solución
anaĺıtica en series sobre la vecindad de la esquina entrante (punto (2, 2)) [5], es la siguiente:

T (r, θ) = 0.667− 0.156r
2
3 cos

(
2θ

3

)
− 0.025r

4
3 cos

(
4θ

3

)
+ 1e− 8r2 cos (2θ) + · · · (16)

En la tabla (1) se muestran los resultados para integración numérica con cantidades diferentes de
puntos de Gauss, se puede notar que la exactitud de la integración cerrada o simbólica es similar a
obtenida con 64 nodos de Gauss, lo cual implica una gran eficiencia de estas expresiones simbólicas,
siendo este uno de los atractivos de la metodoloǵıa utilizada.

Por otro lado, se puede observar que los tiempos de computo para el MEC con integración
simbólica son menores que los reportados por su equivalente con integración numérica, ver tabla
(2).

Con tiempos menores de computo y la exactitud que tiene la integración simbólica de las solu-
ciones fundamentales, se brinda una contribución en el desarrollo del método de elementos de
contorno.
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Tabla 1: Comparación entre las respuestas del MEC simbólico y el MEC con integración Gaussiana.

x y MEC MEC Solución Error Error

NG=4 NG=16 NG=64 Simbólico Anaĺıtica Absoluto MEC(64) Absoluto Simb

1.8513 1.9365 0.16911970 0.16373756 0.16333642 0.16330835 0.14486796 1.8468E-02 1.8440E-02

2. 1.875 0.67332702 0.66968918 0.66941810 0.66939913 0.66700000 2.4181E-03 2.3991E-03

1.8246 2.0625 1.13625621 1.13436270 1.13422172 1.13421185 1.15018150 1.5959E-02 1.5969E-02

2. 2. 0.35606756 0.35246611 0.35219758 0.35217879 0.33822852 1.3969E-02 1.3950E-02

1.9375 2.1083 0.57703102 0.57388994 0.57365573 0.57363934 0.56685746 6.7982E-03 6.7818E-03

2.125 2. 0.79061499 0.78768838 0.78747024 0.78745497 0.78716030 3.0994E-04 2.9467E-04

Promedio 8.2748E-03 8.2622E-03

Tabla 2: Comparación entre los tiempos de computo para las respuestas del MEC simbólico y el MEC con integración
Gaussiana.

MEC MEC

NG=4 NG=8 NG = 16 NG=32 NG=64 Simbólico
Tiempo(Seg)

MaxTiempo(Seg)
0.679277033 0.682424431 0.729167965 0.825771268 1.000000000 0.585789966

5 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

La implementación de nuevas metodológicas matemáticas empleadas por los diferentes métodos
numéricos existentes, tienen gran importancia en el desarrollo y maduración de los mismos, par-
ticularmente, en esta investigación se calcularon e implementaron expresiones cerradas para la
integración de las soluciones fundamentales del MEC, arrojando mejoras tanto en precisión como
en tiempo de computo.

Como trabajo futuro se plantea el calculo de soluciones cerradas sobre elementos cuadráticos
isoparamétricos en el caso de potencial y elasticidad plana.
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(a) Condiciones de contorno. (b) Distribución de los nodos.

Figura 1: Geometŕıa del problema.
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APÉNDICE A

En esta sección se muestran las expresiones para los coeficientes dados en las expresiones (8),
(9), (10), (11) y (12)

b =
x2− x1

2

z =
y2− y1

2
e = 1/2(x1 + x2)−Xp

n = 1/2(y1 + y2)− Y p

a = f = b2 + z2

g = 2 e b+ 2n z

h = e2 + n2

V x = − g

2f

V y = h− g2

4 f

y para las integrales (13) y (15)

Int1 =

(
2 fVx arctan

(
2

√
fVy

Vy + fVx 2 − f

)
+
√
fVy ln

(
f (Vx − 1)2 + Vy

f (Vx + 1)2 + Vy

))
1

2 f
√
fVy

Int2 = arctan

(
2

√
fVy

Vy + fVx 2 − f

)
1√
fVy

IntB1 = −1

2
(f + Vy) ln

(
f (Vx + 1)2 + Vy

f (Vx − 1)2 + Vy

)
1

f
− 1

2
Vx 2 ln

(
f (Vx − 1)2 + Vy

f (Vx + 1)2 + Vy

)

−1

2

(
4
√
fVyfVx − 4Vx Vy arctan

(
2

√
fVy

Vy + fVx 2 − f

)
f

)
1(

f
√
fVy

)
IntB2 = ln

((
f (Vx − 1)2 + Vy

) (
f (Vx + 1)2 + Vy

))
+ ln

(
f (Vx + 1)2 + Vy

f (Vx − 1)2 + Vy

)
Vx

+2Vy arctan

(
2

√
fVy

Vy + fVx 2 − f

)
1√
fVy

− 4

REFERENCIAS

[1] Beer G. “Programming the boundary element method: An introduction for engineers”. 1st
edition, John Wiley & Sons, Ltd., U.K, (2001).

[2] Brebbia C., Dominguez J. “Boundary Elements - An Introductory Course”. Computational
Mechanics Publications, Boston, and McGraw Hill, New York, (1982).

[3] Lui G., Quek S. “The Finite Element Method - A Practical Course”. Elsevier Applied Science,
New York, (2003).

[4] Banerjee P. “The boundary Element Methods in Engineering”. 2th edition, McGraw-Hill
International, U.K. (1994).

[5] Prem K. “An introducción to Boundary Element Method”. CRC Press, London, (1995).

MM-78       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



A NONSTANDARD FINITE DIFFERENCE SCHEME FOR AN EPIDEMIC
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Resumen. In this work we propose a nonstandard numerical scheme in order to study the dynamic
behavior of a fractional-order epidemic model. The Grünwald–Letnikov method is used to approxi-
mate the fractional derivatives. We found some interesting dynamics behaviors and the numerical
results show that the proposed nonstandard finite difference scheme is accurate when applied to the
epidemic model of fractional order.

Palabras clave: Nonstandard finite difference method, Derivative of fractional order.
One of the most important issues to deal in the real world is health. Thus, epidemic have received

a lot of attention. The dynamic behavior of epidemic diseases has been studied for a long time.
Three important and fundamental epidemic models are the SI, SIS and SIR. There are several
approaches to study the dynamic of epidemics. One important branch are the models that include
derivatives such as the systems of ordinary differential. In these models each equation may represent
the number of individuals in various categories through continuous variables. The most discussed
type of infection spread is the SIR-system, in which individuals are susceptible (S), infective (I) or
removed/immune (R). However, other models also include SI, SIS, SIRS, SEIR and others shown
in [1, 2].

Recently, fractional derivatives have been used in several areas of science, engineering, applied
mathematics, economics, and bioengineering and consequently considerable attention has been given
to the solutions of fractional differential equations [3, 4, 5]. In many cases, fractional derivatives
provide a better model of a system than integer order derivatives do. Fractional space derivatives are
used to model anomalous diffusion or dispersion, a phenomenon observed in many problems. There
are some diffusion processes in which the Fick’s second law fails to describe the related transport
behavior. This phenomenon is called anomalous diffusion, which is characterized by the nonlinear
growth of the mean square displacement, of a diffusion particle over time [6]. Diffusion processes
that involve fractional derivatives with 0 < α < 1 are called sub-diffusive and with 1 < α < 2
super-diffusive. However, the challenges for these two type of processes are different.

It is important to remark that fractional differential operators have a long history, having been
mentioned by Leibniz in a letter to L’Hospital in 1695 [7]. Following L’Hopital’s and Leibniz’s
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first inquisition, fractional calculus was primarily a study reserved to the best minds in mathe-
matics. Fourier, Euler, and Laplace are among the many that contributed to the development of
fractional calculus. Generally, systems that involve fractional derivatives lead to fractional differen-
tial equations. Several analytical and numerical techniques have been developed to solve fractional
differential equations [5, 7, 8]. Many of the analytical techniques are applicable only to a limited
class of fractional differential equations, and the closed form solutions are expressed in terms of
infinite series which are difficult to handle. One of the major drawbacks of the numerical techniques
is that they require storing of the past response, and if the simulation time is large, the memory
required to store the past data and the computational cost could also be large [8].

In this work we propose a numerical scheme based on the nonstandard finite difference method in
order to study the dynamic behavior of a fractional-order epidemic model. The nonstandard finite
difference methodology developed by Mickens has been applied in many areas of science including
biology and epidemic models [9, 10, 11, 12]. Here, the Grünwald–Letnikov method is used to
approximate the fractional derivatives [5]. We are interested in obtaining numerical solutions that
preserve the positivity and equilibrium points of the continuous epidemic model. The epidemic
model considered here is the susceptible-infected (SI) used to study several diseases [1].

Fractional derivatives are non-local opposed to the local behavior of integer derivatives. In this
way the next state of a fractional system depends not only upon its current state but also upon all of
its historical states. Therefore, different challenges appear when we try to derive numerical methods
for this type of equations [8]. Numerical approaches to different types of fractional diffusion models
are increasingly appearing in literature [7, 8, 5].

The Grünwald-Letnikov approximation is often used to numerically approximate the Riemann-
Liouville derivative and it was the first algorithm to appear for approximating fractional derivatives
[13]. However, this approximation has consistency of order one and also very frequently numerical
approximations based in this formula originate unstable numerical methods and henceforth a shifted
Grünwald-Letnikov formula is used [13].

1. BASIC DEFINITIONS

Along the history, many mathematicians have been using their own notation and methodology,
definitions that fit the concept of a non-integer order integral or derivative. The most famous of these
definitions among mathematicians in the literature of fractional calculus is the Riemann-Liouville.
However, the most useful applications of fractional derivatives and integrals in engineering and sci-
ence have been found in the past one century. In this way the mathematical notions evolved in
order to better meet the requirements of physical reality [5]. For instance, the Caputo fractional
derivative, nowadays the most popular fractional operator among engineers and applied scientists,
obtained by reformulating the “classical” definition of Riemann-Liouville fractional derivative in
order to be possible to solve fractional initial value problems with standard initial conditions. Ca-
puto’s definition of fractional derivative is a modification of the Riemann-Liouville definition and
has the advantage of dealing with initial value problems in a proper way [5, 14].

Here we present the definition of fractional derivatives in the sense of Riemann-Liouville and
Caputo. In addition, we present the Grunwald-Letnikov scheme based on finite differences. In
order to simplify the basic definitions we consider the interval [0, t] instead of [a, t] and omit a = 0
as an index in the differential operator. Suppose that the function y(τ) satisfies some smoothness
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conditions in every finite interval (0, t) with t ≤ T . Then the Riemann-Liouville definition for
fractional derivative is given by:

R
0 D

α
t y(t) :=

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

(t− τ)−α−1+my(τ)dτ m− 1 < α < m, (1)

and the Caputo fractional derivative is defined as follows:

C
0 D

α
t y(t) :=

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)−α−1+m dm

dτm
y(τ)dτ m− 1 < α < m, (2)

where α is the order of the derivative. These two definitions are not equivalent to each other, and
their difference is expressed by

C
0 D

α
t y(t) =

R
0 D

α
t y(t)−

m−1∑
ν=0

rαν (t)y
(ν)(0), rαν (t) =

tν−α

Γ(ν + 1− α)
(3)

The Caputo operator C
0 D

α
t has advantages for differential equations with initial values. In the

case of Riemann-Liouville and Caputo derivatives, respectively, the initial values are usually given
as:

R
0 D

α
t y(0) = bν

C
0 D

α
t y(0) = bν , ν = 1, 2, ...m. (4)

A direct definition of the fractional derivative Dα
t y(t) is based on finite differences of an equidis-

tant grid in [0, t]. Assume that the function Dα
t y(τ) satisfies some smoothness conditions in every

finite interval (0, t), t ≤ T . Choosing the grid

0 = τ0 < τ1 < ... < t = τn+1 = (n+ 1)h, τn+1 − τn = h, (5)

and using the classical notation of finite differences

1

hα
Δα

hy(t) =
1

h

(
y(τn+1)−

n+1∑
ν=1

cαν y(τn+1−ν

)
where, cαν = −(1)ν−1

(
α

ν

)
(6)

and the Grünwald–Letnikov definition reads [5, 13],

Dα
t y(t) = lim

h→0

1

hα
Δα

hy(t). (7)

In a sense Grünwald–Letnikov it is an extension of the Euler method to fractional differential
equations. If α → 1, then the classical explicit or implicit Euler method is given. Compared with
linear multistep methods, the sum of divided differences becomes longer and longer [5, 13]. Let us
now apply the Grünwald–Letnikov definition to the following fractional differential equation using
the Caputo operator

C
0 D

α
t y(t) = f(y(t)), y(τ) = y0 (0 < α < 1). (8)

and assume that there exists a unique solution y = y(τ) in the interval [0, T ] and let yk denote the
approximation of the true solution y(τk). Then the explicit or implicit Grünwald–Letnikov method
for an equidistant grid is given by,

yn+1 −
n+1∑
ν=1

cαν yn+1−ν − rαn+1y0 = hαf(yn) or hαf(yn+1) (9)
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2. NONSTANDARD NUMERICAL METHOD FOR FRACTIONAL DIFFEREN-
TIAL SYSTEM

In this section we develop a nonstandard numerical scheme for the SI epidemic fractional dif-
ferential system. In particular we apply the nonstandard methodology to the Grunwald-Letnikov
discretization method for fractional differential equations. The considered SI fractional epidemic
model, using the first-order Caputo derivatives of order α is given by,{

C
0 D

α
t S(t) = −βS(t)I(t)

C
0 D

α
t I(t) = βS(t)I(t)

(10)

In order to construct the nonstandard scheme we point out some basic definitions. A scheme is called
nonstandard if at least one of the following conditions is satisfied [9]: (i) Nonlocal approximation is
used and (ii) discretization of derivative is not traditional and use a nonnegative function ψ(h) =
h + O(h2). For the construction of the numerical scheme, discretization of system (10) is made
based only on nonlocal approximations where the second terms on the right-side of (10), have the
following discrete forms: −SI → −Sn+1In and SI → Sn+1In. Therefore, using Grunwald-Letnikov
discretization method we obtain the following nonstandard explicit scheme,{

Sn+1 =
∑n+1

ν=1 cαν Sn+1−ν−rαn+1S0

1+hαβIn

In+1 =
∑n+1

ν=1 c
α
ν In+1−ν − rαn+1I0 + hαβSn+1In

(11)

3. NUMERICAL SIMULATIONS

In this section numerical results for the solution of the SI epidemic fractional differential system
using the proposed nonstandard numerical scheme are presented. The proposed nonstandard nu-
merical scheme is applied with different step sizes h and figures of the numerical solutions are given
using different values for the derivative order α.

In Fig. 1, it can be seen that the explicit Euler, Grünwald–Letnikov and the nonstandard
numerical schemes converge to the correct equilibrium point for a time step size h = 0.01. In Fig.
2, it is shown that the Grünwald–Letnikov and the nonstandard numerical schemes agree for a time
step size h = 0.01 and α = 0.9. It can be observed that in this case the solution curve of the
integer derivative order using the explicit Euler scheme differs from the fractional system. This fact
is important since some real epidemic data may be explained more easily with a fractional model
than the traditional classical model. In addition, it can be seen that the fractional model is very
sensitive to the order of differentiation α. Finally Fig. 4 shows one advantage of using a nonstandard
numerical scheme where the solution representing populations only take positive values. On the
other hand, it can be observed that the explicit Euler and Grünwald–Letnikov produce incorrect
negative values for some time steps.

4. CONCLUSIONS

In this paper we develop a nonstandard finite difference scheme using the Grunwald-Letnikov
discretization method for fractional differential equations. This scheme is developed in order to
solve numerically a SI fractional epidemic model that has been used to study Chagas or avian
influenza. The proposed nonstandard scheme was analyzed and tested in numerical simulations.
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Figure 1: Numerical solutions of the SI fractional model (10) using explicit Euler, Grünwald–Letnikov and the
nonstandard numerical schemes for α = 0.99 and h = 0.01.
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Figure 2: Numerical solutions of the SI fractional model (10) using explicit Euler, Grünwald–Letnikov and the
nonstandard numerical schemes for α = 0.90 and h = 0.01.
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Figure 3: Numerical solutions of the SI fractional model (10) using explicit Euler, Grünwald–Letnikov and the
nonstandard numerical schemes for α = 0.90. (i)h = 3.5. (ii)h = 6

One of the advantages of the nonstandard finite difference scheme developed here is that it
preserves numerical stability in larger regions for the time step size in comparison to the smaller
regions of numerical stability of the approximations obtained by the classical Grunwald-Letnikov
discretization method. The construction of this nonstandard scheme is not a straightforward task,
in fact many schemes may be developed for one model and several can fail to converge. Nevertheless,
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some principles of dynamic consistency can be used with great efficiency to place restrictions on the
design of nonstandard finite difference scheme in order to obtain efficient schemes.

Finally, it is important to remark that mathematical models based on fractional differential
equations in many cases are a more powerful approach to epidemiological models, since one can
design the order α of fractional differentiation that best corresponds to real data.
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Resumen. En este trabajo se presenta una metodoloǵıa general aplicada a la integración simbólica
de la matriz de rigidez de un elemento finito lagrangiano cuadrilátero de 9 nodos en problemas de
elasticidad plana. El elemento es considerado isoparamétrico de lados rectos. Esta metodoloǵıa
permite calcular los elementos de la matriz de rigidez de forma sencilla y se presenta la integración
semi-anaĺıtica de su matriz de rigidez. Antes de calcular la integral se hace una clasificación de los
términos de la matriz en distintos grupos según metodoloǵıa presentada por Griffiths D.(1994). La
matriz de rigidez del elemento es de orden 18×18, simétrica y esta particionada en bloques de orden
2×2, correspondientes a la incidencia de los grados de libertad de cada par de nodos. La integración
semi-anaĺıtica y la matemática simbólica son usadas para obtener una formula básica para evaluar la
matriz de rigidez. La expresión resultante mantiene la precisión obtenida por integración numérica
tipo Gaussiana de orden 2×2. El software de matemática simbólica Maple es usado para simplificar
y optimizar los cálculos.

Palabras clave: Integración semi-anaĺıtica, elementos finitos, matriz de rigidez, matemática
simbólica.

1 INTRODUCCIÓN

En el campo de la ingenieŕıa, el permanente desarrollo computacional exige la incorporación de
nuevas tecnoloǵıas que mejoren las existentes. El cálculo de matrices de rigidez y masa en el método
de los elementos finitos, ha evolucionado exigiendo dicha incorporación. Hasta 1980, en la inte-
gración de matrices de rigidez de elementos finitos cuadriláteros, no contaba con metodoloǵıas para
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calcular de forma expĺıcita sus coeficientes, salvo en casos espećıficos (rectángulos y cuadriláteros
convexos).

Griffiths [1](1994) presentó una técnica de clasificación que permite obtener una expresión gen-
eral para las integrales que intervienen en el cálculo de la matriz de rigidez de un elemento finito
cuadrilátero isoparamétrico de cuatro nodos, utilizando transformaciones de coordenadas. Otro
trabajo elaborado en esta ĺınea, fue el de Lozada et al. [2](2006). Estos autores generalizaron los
resultados obtenidos por Griffiths, para ser aplicados en la integración semi-anaĺıtica de las matrices
de rigidez de los elementos finitos cuadriláteros de ocho nodos en problemas de elasticidad bidimen-
sional, obteniendo mejoras de un 37% en los tiempos de cálculo en comparación a la integración
numérica (Gauss con 4 puntos).

Para la presente investigación se considera los resultados de este autor y se hacen generalizaciones
en torno a esto para el elemento lagrangiano de 9 nodos.

2 ENFOQUE SIMBÓLICO: FORMULACIÓN Y APLICACIÓN

El elemento finito a estudiar en este trabajo es lagrangiano cuadrilátero de nueve nodos con dos
grados de libertad por nodo, enumerados en sentido horario como se muestra en la (Figura1,a).

Figura 1: a) Elemento finito lagrangiano cuadrilátero de 9 nodos con dos grados de libertad por nodo. b) Elemento
finito en el plano de Gauss. c) Relación de adyacencia entre nodos.

Las tensiones están relacionadas con las deformaciones a través de la ley constitutiva para el
estado plano de tensión y de deformación en la expresión dada por σ = D ε, donde D es la matriz
con las propiedades elásticas del material, conocida como matriz constitutiva (simétrica), σ son las
tensiones normales y ε es la deformación. Las funciones de forma que se muestran en (1) para
interpolar la geometŕıa y los campos de desplazamiento son obtenidas utilizando el polinomio de
Lagrange según dirección ξ, multiplicado por el polinomio de Lagrange según dirección η, como se
muestra en la Fig. (1,b).

N1(ξ, η) =
1
4
ξη(ξ − 1)(η − 1) N2(ξ, η) =

1
2
ξ(ξ − 1)(1− η2)

N3(ξ, η) =
1
4
ξη(ξ − 1)(1 + η) N4(ξ, η) =

1
2
η(1− ξ2)(1 + η)

N5(ξ, η) =
1
4
ξη(ξ + 1)(1 + η) N6(ξ, η) =

1
2
ξ(ξ + 1)(1− η2)

N7(ξ, η) =
1
4
ξη(ξ + 1)(η − 1) N8(ξ, η) =

1
2
η(1− ξ2)(η − 1)

(1)

N9(ξ, η) = (ξ2 − 1)(η2 − 1)
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La transformación del plano Cartesiano al Gaussiano está dada por (2):

x =
9∑

i=1

Ni(ξ, η)xi ; y =
9∑

i=1

Ni(ξ, η)yi (2)

Siendo |J | el determinante de la matrix Jacobiana y B la matriz de deformación-desplazamiento,
se hace el producto de matrices (BtDB) para obtener la matriz de rigidez K (3).

K =
∫
e

∫
BtDBdxdy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
BTDB|J |dξdη (3)

Se considera a la matriz de rigidez particionada en submatrices Kij de orden 2 x 2 (4). Aśı, las
componentes de cada submatriz Kij representan las incidencias del grado de libertad horizontal y
vertical del nodo i sobre el grado de libertad horizontal y vertical del nodo j.

Kij =

⎡⎣ ∫ 1
−1

∫ 1
−1 (E1

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+G∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
)|J |dξdη ∫ 1

−1

∫ 1
−1 (E2

∂Ni

∂x

∂Nj

∂y
+G∂Ni

∂y

∂Nj

∂x
)|J |dξdη∫ 1

−1

∫ 1
−1 (E2

∂Ni

∂y

∂Nj

∂x
+G∂Ni

∂x

∂Nj

∂y
)|J |dξdη ∫ 1

−1

∫ 1
−1 (E1

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+G∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
)|J |dξdη

⎤⎦ (4)

Los términos de la matriz de rigidez se obtienen usando la regla de integración de Gauss-Legendre
de orden 2x2. Como se trata de una matriz simétrica de orden 18x18 (agrupada en bloques de
2x2 (Kij i, j = 1, . . . , 9)), solo 171 elementos son necesarios. Esos elementos son clasificados en
12 grupos (A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L) de acuerdo a la adyacencia entre los nodos que
conforman el elemento y la relación de paralelismo y ortogonalidad entre sus grados de libertad
(GDL), factor clave en esta metodoloǵıa de Griffiths [1]; quedando cada grupo como se muestra en
la Tabla (1)(Relaciones de paralelismo y ortogonalidad son tratadas por separado).En la Fig.(1,c)
se muestran las relaciones de adyacencia entre los nodos.

Con esta clasificación los elementos que conforman cada grupo quedan distribuidos en la matriz
como se muestra en (5):

K =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A B G H C D I J E F I J C D G H K L
A H G D C J I F E J I D C H G L K

A B G H C D I J E F I J C D K L
A H G D C J I F E J I D C L K

A B G H C D I J E F I J K L
A H G D C J I F E J I L K

A B G H C D I J E F K L
A H G D C J I F E L K

A B G H C D I J K L
A H G D C J I L K

A B G H C D K L
A H G D C L K

A B G H K L
A H G L K

A B K L
A L K

A B
A

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5)

3 TÉRMINOS DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

Considerando las funciones de forma (1) y la transformación isoparamétrica tenemos que:

X =
1

4
{ax + bxξ + cxη + dxξη} , Y =

1

4
{ay + byξ + cyη + dyξη} (6)
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Tabla 1: Clasificación de los términos de la matriz de rigidez del elemento lagrangiano cuadrilátero de 9 nodos.

Grupo Términos Descripción

A k11, k22, k33, k44, k55, k66, k77, k88, k99, k1010 GDL paralelos de nodos
k1111k1212k1313, k1414, k1515, k1616, k1717, k1818 0-adyacentes

B k12, k34, k56, k78, k910, k1112, k1314, k1516, k1718 GDL ortogonales de nodos
0-adyacentes

C k15, k59, k913, k113, k37, k315, k711, k1115 GDL paralelos de nodos
k26, k610k1014, k214, k416, k48, k812, k1216 2-adyacentes

D k114, k16, k316, k38, k25, k510, k47, k712, k69 GDL ortogonales de nodos
k914k811, k1116, k1215, k415, k1013, k213 2-adyacentes

E k19, k311, k513, k715, k210, k412, k614, k816 GDL paralelos de nodos
4-adyacentes (opuestos)

F k110, k312, k514, k716, k29, k411, k613, k815 GDL ortogonales de nodos
4-adyacentes (opuestos)

G k13, k35, k57, k79, k911, k1113, k1315, k115 GDL paralelos de nodos
k24, k46, k68, k810, k1012, k1214, k1416, k216 1-ayacentes

H k116, k14, k23, k36, k45, k58, k67, k710, k89 GDL ortogonales de nodos
k912, k1011, k1114, k1213, k1316, k1415, k215 1-ayacentes

I k17, k111, k39, k313, k511, k515, k713, k915 GDL paralelos de nodos
k28k212, k410, k414, k612, k616, k814, k1016 3-adyacentes

J k112, k18, k314, k310, k516, k512, k27, k714 GDL ortogonales de nodos
k49k916, k611, k211, k813, k413, k1015, k615 3-adyacentes

K k117, k317, k517, k717, k917, k1117, k1317, k1517 GDL paralelos de nodos
k218k418, k618, k816, k1018, k1218, k1418, k1618 unico-adyacentes

L k118, k318, k518, k718, k918, k1118, k1318, k1518 GDL ortogonales de nodos
k217, k417, k617, k817, k1017, k1217, k1417, k1617 unico-adyacentes
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donde ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
as = s1 + s3 + s5 + s7
bs = −s1 − s3 + s5 + s7
cs = −s1 + s3 + s5 − s7
ds = s1 − s3 + s5 − s7

(7)

con s = x ó y
Aśı, el determinante Jacobiano de la transformación puede ser expresado como:

|J | = ∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

∂x

∂ξ

∂y

∂η
− ∂x

∂η

∂y

∂ξ
= α0 + α1ξ + α2η (8)

con α0, α1, α2 dados por ⎧⎪⎨⎪⎩
α0 = 1

8
(bxcy − cxby)

α1 = 1
8
(bxdy − dxby)

α2 = 1
8
(cxdy − dxcy)

(9)

Aplicamos cuadratura gaussiana y manipulamos (4) usando matemática simbólica para obtener
la expresión general de los elementos de la matriz de rigidez mostrada en (10)

kij =

[
3(E1s1 + E2s2 +Gs3)A1 +

√
3f1(E1s4 + E2s5 +Gs6)

3A2
1 − f 2

1

]
(10)

+

[
3(E1t1 + E2t2 +Gt3)A1 +

√
3f2(E1t4 + E2t5 +Gt6)

3A2
1 − f 2

2

]

donde A1 = α0, f1 = α1 + α2 y f2 = α1 − α2; y las funciones si, ti para i = {1, . . . , 6} dependen de
las coordenadas nodales y de los grupos donde se encuentre el elemento kij.

4 OBTENCIÓN DE LOS ELEMENTOS

Usando la fórmula anterior (10) se procede a obtener todos los grupos de la matriz de rigidez
partiendo de un representante, ya que el resto de los términos del grupo correspondiente puede ser
generado usando una de las transformaciones basadas en las coordenadas nodales como se muestra
en la Tabla (2).

Tabla 2: Transformaciones de coordenadas.

Nodo T1 T2 T3 T4

(x1, y1) (x3, y3) (y5, x5) (y3, x3) (y1, x1)
(x3, y3) (x5, y5) (y3, x3) (y1, x1) (y3, x3)
(x5, y5) (x7, y7) (y1, x1) (y7, x7) (y5, x5)
(x7, y7) (x1, y1) (y7, x7) (y5, x5) (y7, x7)

Se simplifica la obtención de algunos términos usando las igualdades obtenidas por Osorio, J. et
al. en [3](2008).
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5 EJEMPLO

Se modeló una pieza bidimensional en forma de “llave” como se muestra en la Figura (5,a),
empotrada en su orificio y simulando las fuerzas necesarias para enroscar una tuerca, fue discretizado
por el software ABAQUS en 31 elementos finitos lagrangianos cuadriláteros de 9 nodos. En la Figura
(5,b) se muestran los resultados obtenidos al hacer el análisis elástico lineal.

(a) (b)

Figura 2: a) Discretización en llave de acero. b) Análisis elástico lineal en la llave de acero.

Se puede apreciar los sectores donde se produce mayor estres y es alĺı donde se tomó el elemento de
muestra; éste elemento resaltado se le hizo el cálculo de su matriz de rigidez usando la metodoloǵıa
expuesta y se hizo la evaluación de desempeño de la integración semi-anaĺıtica versus integración
numérica y se ha mantenido la precisión de la integración numérica convencional (Cuadratura de
Gaussiana de orden 2x2) con 10 cifras significativas usando la fórmula cerrada para los términos de
la matriz de rigidez del elemento que se desarrolló.

6 CONCLUSIONES

Se obtuvo una expresión general que permite calcular las integrales involucradas en el cálculo
de las componentes de la matriz de rigidez del elemento, mediante manipulaciones algebraicas
sencillas. Las fórmulas son obtenidas fácilmente mediante matemática simbólica. El desempeño de
la integración semi-anaĺıtica versus integración numérica se mantuvo con respecto al elemento de 8
nodos. Las relaciones que ya se han obtenido entre algunos de los términos de la matriz de rigidez
para estos elementos de lados rectos se pueden muy bien extender a elementos de lados curvos.
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Francisco J.  Tovar 
francisco.tovar@ciens.ucv.ve 
Jonnathan E. Otero 
jonnathan.otero@ciens.ucv.ve
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Resumen. La representación  gráfica  de una curva paramétrica  es una poligonal compuesta  de 
muchos  segmentos.   En  general,  estos  segmentos  de rectas tienen  diferentes  longitudes,  ya que 
una partición uniforme  del dominio de la curva, no garantiza que cada segmento tenga la misma 
longitud.  Solo en el caso que la curva esté  parametrizada  por su longitud de arco, una partición 
uniforme  de su dominio,  permite obtener segmentos tal que sus longitudes sean iguales. Un hecho 
similar ocurre al desplegar una ć������� dicha superficie está formada de perfiles circulares que son 
obtenidos usando el algoritmo de de Casteljau en una cónica  estándar  de Bézier  y una distri- 
bución uniforme  del dominio de la cónica no garantiza que el despliegue de los perfiles circulares 
sea visualmente  apropiado. El problema que abordamos es controlar la distribución de los perfiles 
usando una curva en R4, que permite  distribuir las esferas que definen la ć������ de acuerdo a la 
distancia entre ellas y en otro caso de acuerdo a la enerǵ�	 de doblamiento de la curva de centro
de las esferas.

Palabras claves: C�́�!�#$� envolvente, distribución uniforme, longitud  de arco, curvatura.

1  INTRODUCCIÓN

Las ć��!�#$ son las principales primitivas geométricas usadas en la modelación de estructuras 
tubulares con conexión suave.  Estas superficies han sido estudiadas  por importantes geómetras en 
el área de C.A.G.D. (Computer Aided Geometric  Desing) durante los últimos 20 años, véase [3], 
[4] y [5]. Diversos modelos matemáticos se emplean en el estudio de las ć��!�#$� por ejemplo: el 
modelo propuesto  por Dan Pedoe, el modelo de Moebiüs y el modelo de Laguerre. Sin embargo, 
hasta ahora no se tienen herramientas computacionales eficientes para el despliegue de su gráfico.

Una ć��!�#$  es una superficie  tubular  definida  por la superficie  envolvente de una familia 
cuadrática monoparamétrica de esferas en el espacio. Esto implica que, una ć��!�#$ está formada 
de perfiles circulares y en consecuencia para desplegar su gráfico se deben trazar  dichos ć�&�
!( en
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3D convenientemente. El objetivo del trabajo es presentar dos algoritmos que permiten obtener 
una distribución conveniente de los ć�&�
!( que conforman una ć��!�#$�� En el primer algoritmo se 
estudia  una distribución que llamaremos uniforme, la cual utiliza el concepto de distancia  entre 
esferas, dado en [7] y los resultados  publicados en [6]. Los autores en [6] presentan  una manera de 
distribuir  puntos sobre una curva regular en un espacio Eucĺ�#$( de dimensión m, utilizando una 
aproximación de la inversa de la función longitud  de arco. Aplicando esta idea sobre el concepto 
de distancia  entre dos esferas en el espacio, se obtiene una secuencia de las esferas que definen la 
ć��!�#$� la cual genera una buena distribución visual de los perfiles circulares. El segundo algoritmo 
permite obtener una distribución de los puntos sobre la curva de centro de las esferas que definen 
la ć��!�#$� proporcional al potencial  de esta curva. Con éste algoritmo se despliegan más perfiles 
circulares, en las secciones donde la curva de centro de las esferas, tiene mayor curvatura.

2   Preliminares

2.1    Cónica  estándar de Bézier en  Rm

Una cónica estándar de Bézier en Rm está dada por:

Con      Rm, i = 0, 1, 2 y 
 un escalar positivo. Esta curva satisface propiedades  descritas en
[2], entre las cuales se tiene que:
La traza de la cónica estándar de Bézier se puede desplegar de manera iterativa  usando el algoritmo
de de Casteljau dado por:  

de manera iterativa la recta tangente  a la cónica, lo cual resulta muy útil para obtener los ć�&�
!(
que conforman la ć��!�#$� la Figura  1 muestra un ejemplo del algoritmo de de Casteljau.

Figure  1: Algoritmo  de de Casteljau para una cónica
est ándar de Bézier.

2.2  Modelo de Dan Pedoe

Sea: � = {(X, Y, Z, W )  R4 : X 2 + Y 2 + Z 2 - W = 0}, el modelo de Dan  Pedoe basado en 
la definición  de puntos armónicos  conjugados,  establece una correspondencia  biyectiva  entre el 
exterior  de � denotado  por: �+ = {(X, Y, Z, W )  R4 : X 2 + Y 2 + Z 2 - W > 0} con esferas de 
R3.
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Dicha biyección está dada por la siguiente relación: sea JP = (XJP , YJP , ZJP , WJP )  �+, este punto
representa la esfera: 

JP

Si JP  � entonces r2 = 0, por lo que le punto JP se corresponde con el punto  (XJP, YJP, ZJP)  R3

y en el caso que JP  está en el exterior �� , el radio de la esfera es imaginario, que no es de interés
para  este trabajo.

2.3  Correspondencia de rectas y haces de esferas

Sea La,lb(t) = (1 - t)a + tb la recta  que pasa  por los puntos a = (Xa, Ya, Za, Wa) y b =
(Xlb, Ylb, Zlb , Wlb ), los puntos de la recta anterior se corresponden con una familia monoparamétrica 
de esferas o haz de esfera de ecuación:
ELa,Jb(t) : (x - (Xa + (Xlb - Xa)t)) + (y - (Ya  + (Ylb - Ya)t))2 + (z - (Za  + (Zlb  - Za)t))2 =
(Xa + (Xlb - Xa)t)2 + (Ya  + (Ylb - Ya)t)2 + (Za  + (Zlb - Za)t) - (Wa  + (Wlb - Wa)t).
De acuerdo  a la ubicación de La,lb(t) respecto a � se tienen tres  diferentes haces de esferas. En 
este trabajo se considera solo el caso en que La,lb(t)  �+, la cual genera una familia de esferas 
que se intersecan en un ć�&�
!( en 3D. En la Figura  2 se ilustra el caso de interés para desplegar
la ć��!�#$�

Figure  2: Correspondencia de una recta  R4 en �+  con un haz de esferas en R3 .

El punto  en el infinito de un haz de esferas representa  un plano de R3, llamado plano radical,
dado por r : 2x(Xa  - Xlb ) + 2y(Ya  - Ylb) + 2z(Za  - Zlb ) - (Wa  - Wlb ) = 0, cuya intersección 
con las esferas del haz define el ć�&�
!( común del haz de esferas, que en el caso de las ć��!�#$ se 
utiliza para  el despliegue de los perfiles circulares que la definen. 

3 Ć�������

Una ć��!�#$ se define como la envolvente de una familia cuadrática monoparamétrica de esferas 
en 3D véase  [3]. Dada una cónica  estándar  de Bézier b(t) = (X(t), Y (t), Z (t), W (t)) en �+,  a
través  del modelo de Dan  Pedoe  cada  punto  de b(t) se corresponde con una esfera de centro 
(X (t), Y (t), Z (t)) y r2(t) = X(t)2 + Y (t)2 + Z (t)2 - W (t). Cada recta tangente  a la cónica b(t) se 
corresponde con un ć�&�
!( de contacto  que es un perfil circular de la ć��!�#$�� Usando el algoritmo 
de de Casteljau se obtienen las rectas tangentes  a b(t) y por ende los perfiles circulares de la 
superficie. Considerando una partición  uniforme del dominio de una cónica  estándar  de Bézier 
y aplicando el algoritmo  de de Casteljau se obtienen los ć�&�
!(  con los cuales se despliegue 
la ć��!�#$�� que en general no están bien distribuidos.  En la Figura  3 se ilustra una ć��!�#$ y una
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lb

secuencia de perfiles circulares  obtenidos  a partir  de una partición  uniforme del dominio de la 
cónica, donde la tangente  a cada uno de los puntos en b(t) define un ć�&�
!( de la ć��!�#$�

Figure  3: Distribución de perfiles circulares  usando  una distribución uniforme del dominio de la curva b(t).

4  Distancia entre esferas

Dadas las esferas Ea = (x - Xa)2 + (y - Ya)2 + (z - Za)2 = r2 y Elb = (x - Xlb)2 + (y - Ylb)2 +
(z - Zlb )2 = r2 , en [7] se define la distancia  entre ellas como:

D(Ea, Elb ) = �((Xa  - Xlb)2 + (Ya  - Ylb)2 + (Za  - Zlb )2 ) + (ra  - rlb)�

donde  �, �� establecen  un  peso diferente  entre la distancia los centros  y la diferencia  entre los 
radios.   Considerando  � = 1 y �� = 2, para conseguir una distribución  uniforme de las esferas, 
se debe calcular  una familia de puntos en la curva   (t) = (X (t), Y (t), Z (t), r(t))  de manera 
que puntos adyacentes tenga la misma longitud.   Uno de los objetivos de este trabajo es
determinar una secuencia de esferas tangentes  a la ć��!�#$� tal que la distancia  entre dos 
adyacentes sea aproximadamente la misma, usando una distribución de puntos en  (t), para
mejorar la representación visual de los perfiles circulares.

5   Distribución de los  perfiles circulares

5.1    Distribución uniforme

Los autores en [6], plantean un algoritmo  que  permite calcular una distribución  de puntos 
sobre una curva regular tal que, la longitud de arco entre cada par de puntos adyacentes es 
aproximadamente la misma. Esto resulta  de aproximar la inversa de la función longitud  de arco 
denotada  por l�1(s), para lo cual se construye  un spline racional lineal f (s)  : [0, L]   [0, 1] de 
clase C 1, donde L es la longitud de arco <(t). En cada nodo sk de la partición del intervalo [0, L] se 
satisfacen condiciones de interpolación y tangencia, esto es f (sk ) = l�1(sk) y (l�1)�(sk ) = f �(sk ) �
0, además f (s) es creciente compuesto de n - 1 segmento de funciones racionales lineales dadas 
por:
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con skm = sk+1+sk . Cada segmento fk(s) es creciente definido en el intervalo [sk, sk+1], ver Figura 
[4]. En el algoritmo planteado en [6] se debe preescribir un entero n (número de puntos a distribuir) 
y un error  � tal  que max| 1�j

ks - j
ks | < � para k = 0, .., n - 1 donde, j representa la j - esimak  k

sj+1 jiteración del proceso. Entre  k y sk el parámetro s̃k  es calculado, cuya imagen a través del spline
f (s) es un valor uj+1 en [0, 1], tal  que la longitud  de arco de la secuencia de puntos   (uj+1)  es
aproximadamente la misma. El orden de convergencia del algoritmo descrito es 2.  Para calcular 
los parámetros a0 , a1, a2, a3, b0, b1, b2 y b3 correspondientes  a cada segmento fk(s) se debe resolver 
un sistema de ecuaciones lineales, que se deriva de las condiciones de interpolación y tangencia.

Una aplicación de los resultados en [6], sobre la curva  (t), permite distribuir uniformemente 
las esferas que definen la ć��!�#$ de manera que, la distancia entre dos esferas adyacente sea 
aproximadamente la misma. Estas esferas tienen un ć�&�
!( de contacto con la ć��!�#$ y por la 
distribución uniforme de estas esferas, los perfiles que definen la ć��!�#$ son seleccionados de una 
manera  más apropiada.  Ver Figura  5. 

Figure  4: Spline que aproxima a 
l�1 .

5.2    Distribución de acuerdo al potencial

El objetivo de esta sección es obtener una distribución de puntos  de la curva de centros de las 
esferas dadas por d(t) = (X (t), Y (t), Z (t)), proporcional a la curvatura de la misma. En este caso 
se construye el spline g(s) : [0, V ]  [0, 1] utilizando  un esquema similar propuesto  para el spline
f (s). El spline g(s) aproxima la función inversa de v(t) =   k(u)2du  (enerǵ�  de doblamiento),
donde k(t) la curvatura d(t). La Figura  5 muestra tres  gráficos con diferentes  distribuciones de 
perfiles circulares.

Figure  5:  Distribuci ón  de perfiles circulares  usando  una distribución  uniforme  del dominio  de 
la curva ([;(t) y los spline f (s)  y g(s).
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6  Conclusiones

Se puede observa que si la curva de centros  de las esferas tiene una variación
significativa de su curvatura, es recomendable usar la distribución de los perfiles circulares
obtenida  a través del spline g(s). En caso contrario el spline f (s) resulta más útil para
visualizar la gráfica de la ć��!�#$��0�& � manera de combinar ambos resultados es definir la
función Rq (t) = qv(t) + (1 - q)l(t) donde q  [0, 1] y aproximar su función inversa usando 
el esquema planteado.  Para  valores de q cercanos a 0, resulta una distribución de puntos 
de acuerdo a la longitud de la curva y para el caso que q es cercano a 1 se obtiene una 
distribución de puntos  de proporcional  a la curvatura.
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Abstract. Conformal algebra in conformal geometric space allows for undifferentiated algebraic 
treatment of first class members such as points, vectors, areas (defined by bivectors) and volumes 
(defined by trivectors). We have derived a novel unified approach for all types of collisions in 
conformal space, based in a reformulation of euclidean (3D) collision queries mapped to 
conformal space (5D). The algebraic formulation of collisions/intersections in conformal space 
was then prototyped in MATLAB to verify the accuracy of the algorithms for an optimized 
implementation in GPU.

Keywords: Conformal Geometry, Collision Detection, Geometric Algebra 

1. INTRODUCTION

Intersection among primitives (such as lines, planes and spheres) are core concepts for any 
collision algorithm, and essential in several Computer Graphics areas such as dynamics, 
simulation, and graphics rendering [4]. We propose a new unified treatment described herein for 
all types of collisions: line segment-line segment, line segment-triangle, line segment-sphere, 
triangle-sphere and sphere-sphere, using Conformal 5D Geometry. A related work [5] shows the 
implementation in GPU of this algorithms to optimize computation times.

Conformal Geometry uses the geometric algebra framework, which allows for a simple and 
compact representation of all primitives, adapting easily to the way of how these objects are 
represented in computer graphics. In its relation to collision detection it has the great advantage 
of unifying all object intersections by just one formula. 
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2. GEOMETRIC ALGEBRA

Of the varied approaches for mathematical description in Computer Graphics, the most recent has 
been the Geometric Algebra formulation, of which a complete description may be found in the 
work of Dorst [2][3], and Vince [7].  

This algebra has three main operators: the known inner (dot) product ( x � y ), the outer (bivector)
product ( x	y), and the geometric product ( xy). As a vector space, it shares other properties of a 
vector algebra, such as Euclidean distance, invariance, etc. 

Definition 2.1 For vectors a  and b, the outer product a	b defines an oriented hyperplane, or 
bivector, with magnitude the signed area (ccw) of the parallelogram   a	b  =  a b  sin


Definition 2.2 The geometric product ab is a notation for the sum of its inner and outer 
products,  

ab =  a � b �  a	b (1) 
  

From these definitions are derived the following algebraic properties

a	a  =   0  a2  =   a � a  =   a 2  
(�a)	b  =   �(a	b),  for scalar � (�a)b  =   �(ab),   for scalar �
b	a  =   � a	b  =   a	 (�b) ba  =   b � a � b	a  =   a � b � a	b
a	 (b � c)  =   a	b � a	c a(b � c)  =   ab � ac
a � b  =   1

2 (ab � ba) a	b  =   1
2 (ab � ba)

3. CONFORMAL GEOMETRY

Conformal Geometry [1][2] describes an elegant algebraic space for geometric visualization in 
R3, being homogeneous, supporting point and lines at infinity, preserving angles and distances, 
and defining concisely points, lines, planes and spheres.

Definition 3.1 A conformal space Rp�1,q�1 of p �1 positive dimensions and q �1 negative 
dimensions is built from a Rp,q . A point x = ue1 � ve2 � we3 in R3 is a null vector X = P(x) in 
R4,1 (inner product X � X = 0, for X � 0), having the orthonormal base {e1,e2,e3,e,e}. 

e1 � e1 =  1, e2 � e2 =  1, e3 � e3 =  1, n =  e � e,       n =  e � e

e � e =  1, e � e  =  �1 X =  P(x) =  2x � x 2n � n

with n and n representing null vectors at infinity and at the origin. The primitives shown on 
Table 1 are derived from these null vectors.

Definition 3.3 A k-blade or k-vector is the outer product of k vectors:
��v1	v2 	K 	vk�1	vk = V  Rn,m , k � n � m (2) 

Definition 3.3 A pseudoscalar is the highest order blade in the space Rn,m, represented by 
1)=( 2 �II , and analogous to i , the imaginary �90 canonical (ccw) rotor of the complex plane.
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Table 1: Algebraic primitives built in Conformal Geometry 5D

Primitive Representation Geometric Interpretation
Circle C = P1	P2 	P3 Three noncollinear points in the circle’s perimeter 
Line L = P1	P2 	n Two nonidentical points on the line plus the point at �
Sphere S = P1	P2 	P3 	P4 Four noncoplanar points on the surface of the sphere
Plane � = P1	P2 	P3 	n Three noncollinear points define a triangle plus the point at �
Parallelogram A = q1	q2 Area formed by two anchored vectors
Parallelepiped V = q1	q2 	q3 Volume formed by three anchored vectors
Pseudoscalar I = e1	e2 	e3 	e	e Canonical rotor of the R4,1 conformal space vector base 

3.1 INTERSECTIONS IN CONFORMAL SPACE
  

Intersections in the conformal geometry model [6] have the advantage of being expressed by just 
one formula for all primitives, as shown in Table 2.

Definition 3.4  The meet operator (�) denotes a multivector expression of up to 32 terms (in 4,1R
) representing the geometric intersection of two multivectors. It has the 5-term multivector 
I = e1e2e3ee as pseudoescalar for that space

B = (X �Y ) = (I X) �Y, B2 = B 2

��
B = �0 � �e1

e1 �K � �e1e2
e1e2 �K � �e1e2e3ee e1e2e3ee (3) 

The work of Roa [6] shows the calculus made for each intersection expressing value for 2B :

4. ALGORITHMS

In computer graphics the intersection of a plane with a sphere or a line with a plane, is 
straightforward, but not very interesting. More useful are the intersections of triangles with 
spheres, or line segments with triangles. The following algorithms solve these intersections using 
the formulas given in Table 2.

Table  2: Primitive intersections in R4,1 conformal space

Primitives Conformal representation
Line-Plane B =�1�L1 = (I �1) � L1
Plane-Plane B =�1��2 = (I �1) � �2
Line-Sphere B =  S1�L1 = (I S1) � L1
Plane-Sphere B =  S1��1 = (I S1) � �1

Sphere-Sphere B =  S1�S2 =  (I S1) � S2

if

B2

>  0, intersection at least at two points
=  0, intersection at a tangent point
<  0, primitives do not intersect

��

��
��

����
  

For spheres (and circles), the radius � and 
center � are given by the expressions

�2 = �S2

(S	n)2 and � = SnS

4.1 Line segment-triangle intersection

The first step is to determine the intersection of the line containing the segment with the plane 
containing the triangle in the conformal model. Using the equation [6]:  
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B = (�2�3 ��1�4 ��4�1)e1e �  (�2�3 ��1�4 ��4�1)e1e �  (�3�1 ��2�2 ��1�5)e2e
�(�3�1 ��2�2 ��1�5)e2e �  (��3�3 ��4�2 ��1�6)e3e �  (��3�3 ��4�2 ��1�6)e3e
�(��3�4 ��4�5 ��2�6)ee,  with scalar discriminant B2 = (�3�4 ��4�5 ��2�6)2 (4) 

where the � 's y � 's are the coefficients of the corresponding multivectors L1 and �1. A 
nonnegative B2 signals a potential collision. If the intersection occurs, it then proceeds to 
intersect the line segment with each edge of the triangle. Algorithm 1 describes the procedure for 
calculating the intersection. 

4.2 Triangle-triangle intersection

For triangle-triangle intersections, we do not use the plane-plane intersection from the conformal 
model. Instead, we take each edge of first triangle and intersect it with the edges of the second 
one using Algorithm 1. Then we take each edge of the second triangle and repeat the process 
above with the first triangle. Algorithm 2 describes this procedure.
  
4.3 Line segment-sphere intersection

The first step checks whether just one endpoint on the line segment is inside the sphere, therefore 
an intersection occurs. If both points are outside the sphere, we proceed to apply the calculus 
using the conform model, checking the sign of B2 [6]. 

Figure 1: Left: one of the angles between the vectors is �90> . Right: both angles are acute
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For this case that there is a crossing between the line segment and the sphere, but both endpoints 
of the line segment are outside of it, we consider the angles among the vectors indicated in Figure 
1. If both angles are acute, then the line segment has pierced the sphere. The procedure is 
indicated in Algorithm 3. 

  

4.4  Triangle-sphere intersection
This algorithm requires three steps. If all three vertexes of the triangle are inside, then there are 
no intersections. If just one or two points of the triangle are inside the sphere, an intersection 
exists. If these conditions are not met, then the three points of the triangle are outside the sphere.

We proceed to calculate the intersection in the conformal model, checking the sign of B2 [6], 
signaling a potential plane-sphere collision. Then we proceed to see if one of the triangle's 
segments intersects the sphere. If it's affirmative the intersection occurs. However, it may be 
possible that no segment intersects the sphere and still the intersection exists (see figure 2). 

To solve this case, we calculate the point q (Figure 2) whose distance is minimal respect to the 
center. If that point q lies inside the sphere, then the triangle intersects it, otherwise there is no 
collision. The procedure is indicated in Algorithm 4.
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4.5 Sphere-sphere intersection

The simplest of all intersections, just verifying the sign of B2 [6] in the last equation of Table 2. 
  

Figure  2: Triangle-Sphere Intersection

5. CONCLUSIONS

We found a elegant procedure to deal with collisions among primitives in a unified manner under 
the conformal model, based on reformulating the collisions of R3 euclidean space in the 
corresponding conformal R4,1 geometric space. In our algorithms we also used several geometric 
formulations in R3 to complement our results. All the algorithms were prototyped and 
implemented in MATLAB to prove accuracy and correctness. When implemented using the GPU 
(Graphics Processor Unit) [5], it accounts for greatly accelerated computation times, in some 
cases allowing for real-time collision detection.

Future work involves simplifying and speeding up even more the calculation of these formulas, 
and investigating the geometric meaning of each coefficient of the intersection multivector.
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Resumen. En este trabajo se propone un nuevo método para detectar voxeles activados ante
la presencia de un est́ımulo en experimentos fMRI, el cual explota información conocida a priori
sobre la representación poco densa de la señal neuronal. El método propuesto combina el Modelo
Lineal General con el método LAD regularizado por �0 para estimar los parámetros del modelo.
Bajo este enfoque, la señal BOLD es vista como la superposición poco densa de elementos de
un diccionario conformado por predictores para los est́ımulos aśı como para los efectos confusos.
El método fue probado sobre una base de datos sintéticos diseñados para tal fin. Los resultados
demuestran que el método exhibe un excelente desempeño para datos con un SNR superior a 0.2125,
mientras que para datos con un SNR por debajo de este valor su desempeño es aún competitivo.

Palabras clave: Sintetización de datos fMRI, LAD regularizado por l0, Detección

1 INTRODUCCIÓN

La imaginoloǵıa por resonancia magnética funcional (fMRI) basada en el cambio del contraste
dependiente del nivel de ox́ıgeno en la sangre (contraste BOLD) es una técnica no invasiva que
permite visualizar las zonas del cerebro que se activan ante ciertos est́ımulos. En los últimos años
ha habido un interés creciente en el análisis de datos fMRI mediante modelos que promueven la
representación poco densa de la señal BOLD, especialmente a partir del trabajo realizado por
Daubechies y col. [1], en base a cuyos resultados, los autores recomiendan desarrollar métodos de
descomposición basados en el modelo lineal general (GLM), pero orientando las descomposiciones
en componentes poco densas. Más recientemente, Lee y col. [2] desarrollaron un método de

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



análisis de datos fMRI basado en el GLM, en el cual la señal BOLD en cada voxel es representada
mediante la superposición poco densa de elementos de un diccionario dinámico.

El método de regresión utilizado tradicionalmente para resolver el problema inverso, inducido
por el GLM, ha sido el método de mı́nimos cuadrados, el cual conduce, por lo general, a una
solución densa. Recientemente, se han propuesto varios métodos para resolver problemas inversos
en los cuales se conoce a priori que el vector de parámetros es poco denso [3]. Entre estos se
encuentra el método �0-LAD [4], el cual ha resultado ser el más adecuado para la aplicación
objeto de esta investigación.

En este trabajo, el problema de detectar voxeles activados es abordado bajo el marco de la
representación poco densa de la señal BOLD en un diccionario apropiado. Espećıficamente, se
propone usar el método �0-LAD para estimar los parámetros del GLM: y = Xβ+e, donde y es la
señal fMRI observada en un voxel, X es el diccionario, βj es el vector de parámetros a determinar,
y e representa el término del error. Bajo este enfoque, cada serie de tiempo es considerada
una combinación lineal de unos pocos elementos del diccionario, y el algoritmo �0-LAD es usado
para determinar si un est́ımulo está presente o no en la señal observada y su contribución a la
formación de la señal. Seguidamente, se usa un modelo estad́ıstico tipo Laplaciano el cual induce
poca densidad espacial en los voxeles para definir el umbral relacionado con una probabilidad de
falsa alarma especificada.

2 BASES TEÓRICAS

2.1 El Modelo Lineal General (GLM)

El GLM para la serie de tiempo observada yj, en el j-ésimo voxel, j = 1, . . . , N , viene dado
por:

yj = Xβj + ej (1)

donde yj ∈ RM , con M el número de scans, X ∈ RM×L denota la matriz de diseño, βj ∈ RL

representa la contribución de cada est́ımulo a la formación de la señal en el j-ésimo voxel, y
ej ∈ RM denota el ruido en el j-ésimo voxel. En la literatura existen dos enfoques distintos para
definir la matriz de diseño. En el primer enfoque cada vector columna de X se corresponde con
la respuesta BOLD esperada de cada uno de los est́ımulos presentes en el experimento, la cual se
obtiene mediante la convolución de la función est́ımulo con una función de respuesta hemodinámica
(HRF) t́ıpica [5]. En el segundo enfoque, el cual fue adoptado en este trabajo, X contiene tanto
predictores para los est́ımulos como para los efectos que causan confusión (confounds). A su vez,
la función est́ımulo se asume equivalente al paradigma experimental, mientras que la HRF es
modelada mediante la diferencia de dos funciones Gamma [5].

Una vez ajustado el modelo lineal es posible evaluar efectos de interés generados por uno o
más vectores columna de X observando el valor que toma la entrada de βj asociada al est́ımulo
de interés, originando aśı un mapa estad́ıstico a partir del cual es posible generar el mapa de
activaciones mediante la aplicación de pruebas de hipótesis en la modalidad voxel a voxel [5].

2.2 Estimación de Parámetros Mediante el Método �0-LAD

Considere la serie de tiempo y dada por el modelo lineal: y = Xβ + e, nuestro objetivo es
localizar los vectores columna de X y su contribución, tal que el término de ajuste del error dado
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por: ‖Xβ − y‖1 alcance un mı́nimo sujeto a la restricción que sólo unas pocas entradas de β son
no nulas. Formalmente, se busca resolver el problema de regresión regularizado �0-LAD:

min
β

‖Xβ − y‖1 + τ‖β‖0 (2)

donde ‖β‖0 denota la seudo norma �0 que cuenta el número de entradas no nulas de β, ‖ · ‖1
denota la norma �1, y τ es el parámetro de regularización que equilibra el conflicto de minimizar
el término de ajuste del error induciendo a la vez una solución poco densa [3]. La solución del
problema (2) es numéricamente inestable de tipo NP completo. Un algoritmo iterativo para
resolver este problema, basado en el método del descenso de coordenada, es propuesto en [4]; bajo
este enfoque el problema L-dimensional es reducido a L problemas unidimensionales suponiendo
que todas las entradas de β son conocidas salvo una de ellas. Es decir, para estimar βn se suponen
conocidas βj, j = 1, . . . , L, j �= n, de este modo el problema �0-LAD se reduce a:

β̂n = argmin
βn

M∑
i=1

|rin − xinβn|+ τ |βn|0 + b (3)

donde b = τ
∑L

j=1,j �=n |βj|0, con |βj|0 = 1 si βj �= 0, caso contrario |βj|0 = 0, y rin denota la i-ésima

entrada del n-ésimo vector columna del residuo: rn = y−∑L
j=1,j �=n xjβj, con xj la j-ésima variable

explicativa de X. En [4] se demuestra que la solución del problema de optimización (3) puede ser
vista como un proceso de dos etapas: estimación y selección de bases. En la primera etapa se
resuelve (3), cuya solución conduce al operador de mediana ponderada:

β̃n = MEDIAN

(
|xin| �

rin
xin

∣∣∣∣M
i=1

)
(4)

como operación fundamental para la estimación de βn, donde � denota la operación de repetición
definida como: Wi � vi = (vi, vi, . . . , vi) repetido Wi veces. La segunda etapa es inducida por la
regularización �0, en la cual un operador de umbral ŕıgido es aplicado sobre el valor estimado:

β̂n =

{
β̃n, ‖rn‖1 − ‖rn − β̃nxn‖1 > τ
0, para otros valores

(5)

Es importante destacar que la determinación de τ es un paso cŕıtico ya que éste no sólo controla
la baja densidad de β sino que además se convierte en el parámetro que define si una entrada
de β̂ es relevante o no. En [4], los autores siguen un enfoque de continuación mediante el cual
τ es “entonado” a medida que el algoritmo iterativo progresa, definiendo τ = αk, 0 < α < 1 y
k = 1, . . . , K, siendo K el número total de iteraciones. Este enfoque busca detectar en orden de
magnitud descendente a la contribución de la señal los valores no nulos del vector de parámetros,
dado que comienza con un valor grande de τ y a medida que el algoritmo progresa reduce su
valor. Más interesante aún, esta estrategia para resolver (2) puede ser vista como una cancelación
sucesiva de los efectos de los est́ımulos sobre la data observada. De modo que si un voxel es
activado por cualquier est́ımulo particular su contribución en la formación de la serie de tiempo es
removida de manera iterativa para permitir la identificación de otros est́ımulos en la señal residual.
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3 METODOLOGÍA

Dado que no existen mapas de activaciones “absolutamente verdaderos” que sirvan de referencia
para validar el método propuesto, en este trabajo se generó una base de datos sintéticos a partir
de una base de datos fMRI reales donde se tiene control absoluto en las áreas de activación y el
est́ımulo actuante. El enfoque propuesto fue probado utilizando la base de datos sintética.

3.1 Bases de Datos y Diccionario

La base de datos fMRI reales utilizada en esta investigación para generar la base de datos
sintéticos fue proporcionada por Pittsburgh Brain Activity Interpretation Competition 2007 (PBAIC
2007) (ver http://pbc.lrdc.pitt.edu/). Las imágenes cerebrales fueron adquiridas durante un ex-
perimento fMRI mientras tres sujetos (sujeto 1, sujeto 13 y sujeto 14) estaban inmersos en un
mundo virtual. El conjunto de datos de cada sujeto consta de tres corridas con 704 volúmenes
cada una. A su vez, cada corrida incluye 24 series de tiempo adicionales denominadas vectores de
caracteŕısticas que describen las experiencias (est́ımulos) vividas por los sujetos.

Los datos sintéticos se generaron a partir del conjunto de datos fMRI del sujeto 14 corrida 1
siguiendo un procedimiento similar al reportado en [6]. Es decir, superponiendo activaciones a
series de tiempo de voxeles no activados. Espećıficamente, la serie de tiempo sintética ysint, de un
voxel cualquiera, viene dada por:

ysint[m] = bs[m] + ynact[m], m = 1, . . . ,M (6)

donde b ≥ 0 es la magnitud de la activación, s es la serie de tiempo del est́ımulo, y ynact es una serie
de tiempo extráıda de la base de datos PBAIC de un voxel no activado. Para ello, fueron selec-
cionadas las series de tiempo asociadas a 32000 voxeles no activados por el est́ımulo Instructions,
utilizando el software Statistical Parametric Map (SPM) (ver, http://www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/).
Los voxeles seleccionados fueron separados en 20 conjuntos de 1600 voxeles cada uno. A partir de
estos conjuntos, fijando los niveles de activación b = 1, 2, 3, 4, se generaron 80 conjuntos de datos,
separados según el valor de b, en los grupos g1, g2, g3 y g4, respectivamente. Posteriormente,
fue calculado el cociente señal a ruido (SNR) para cada conjunto, y a partir de estos valores se
determinó el SNR promedio para cada grupo, obteniéndose los valores: 0.1419 para g1, 0.2838
para g2, 0.4256 para g3 y 0.5675 para g4.

La serie de tiempo del est́ımulo s también es un vector de datos sintéticos obtenido mediante
la convolución de una secuencia de 3 pulsos de 6s de duración cada uno con una HRF t́ıpica
[5], donde la ubicación del inicio de cada pulso se seleccionó de manera aleatoria. Además de
s, el diccionario X contiene como predictores de los est́ımulos los vectores de caracteŕısticas:
Arousal, Dog, Faces, FruitsVegetables, Hits, Instructions, Interior-Exterior, SearchFruit, Search-
People, SearchWeapons, Valence, Velocity, y WeaponsTools , junto con 14 predictores para los
confounds generados siguiendo el esquema del filtrado pasa altos implementado en SPM.

Aśı mismo, en vez de intentar modelar el cortex cerebral, se diseñó un conjunto de 4 rebanadas
de 20 × 20 voxeles que simulan la anatomı́a cerebral, ver Fig. 1. Cada rebanada está dotada de
una “zona de activación” de morfoloǵıa diferente. El número de voxeles activados representa un
6.75% del volumen total, garantizando baja densidad en el conjunto de voxeles activados respecto
del número total de voxeles, como es de esperarse en un conjunto de datos reales.
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3.2 Análisis de Datos

Para cada conjunto de datos, los parámetros del modelo fueron estimados mediante el método
�0-LAD, para valores de α = 0.9, 0.92 y 0.94, y K = 100, 130 y 150. A partir del conjunto de
estimaciones se definió el estad́ıstico zj = cT β̂j, donde j indexa el número de voxel, y c es un
vector diseñado para evaluar la presencia del est́ımulo s en cada voxel, cuyas componentes, salvo la
primera, son todas nulas. Finalmente, con el fin de generar el mapa de activaciones, se ha supuesto
que la distribución de probabilidad de las entradas de β̂j es Laplaciana, lo cual tiene sentido pues
el vector de parámetros estimado es poco denso. Usando todas estas entradas como muestras es
posible estimar la función de distribución acumulativa inversa F−1 de dicha distribución. Bajo
este enfoque, el voxel j se declara activado si zj > θ, donde el umbral θ = F−1(p) es determinado
fijando una probabilidad p = 0.05 de detección de falsas alarmas.

(a) (b) (c)

Figura 1: Mapa de activaciones para el est́ımulo s, cada fila corresponde a un grupo, numerados de 1 a 4 de arriba
hacia abajo. (a) Conjunto 1, (b) Conjunto 20, (c) Conjunto 13.

4 RESULTADOS

En la Fig. 1 se muestran solapados los mapas de activaciones verdadero y estimado, para
el est́ımulo s, obtenidos al analizar los conjuntos 1, 13 y 20 de todos los grupos con el método
propuesto. Los voxeles en blanco corresponden a las activaciones verdaderas, mientras que los
grises a las activaciones detectadas por el método propuesto. La selección de estos conjuntos
particulares se realizó evaluando el nivel de respuesta al análisis respecto del número de falsos
positivos. Es decir, el conjunto 1 reporta el mayor número de falsos positivos en todos los grupos,
el 13 reporta el menor número de falsos positivos en 3 de los 4 grupos, mientras que el número
de falsos positivos para el conjunto 20 de cada grupo se ubica dentro del promedio, ver Fig.
2. Nótese además que el conjunto 1 muestra un comportamiento at́ıpico en todos los grupos,
ocasionado fundamentalmente por el alto nivel de ruido que contiene la señal BOLD de los voxeles
que conforman este conjunto. No obstante, para los niveles de activación b = 2, 3, 4 el promedio
de falsas alarmas es 6.25, 1.5 y 0.55, respectivamente. Salvo para el grupo 2, cuyo promedio de
falsos positivos supera ligeramente el porcentaje esperado, en los grupos 3 y 4, el promedio de
falsos positivos está muy por debajo del valor esperado.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentó un nuevo método para el análisis de datos fMRI, el cual explota la
baja densidad de la señal BOLD en el marco del GLM. Bajo este enfoque, cada serie de tiempo
es considerada una combinación lineal de unos pocos elementos de un diccionario apropiadamente
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Figura 2: Izq. Falsos positivos y falsos negativos por grupo para cada uno de los conjuntos. Der. Promedio de
falsos positivos y falsos negativos por grupo.

diseñado, y el método de regresión LAD regularizado por �0 es usado para determinar si un
est́ımulo está presente o no en la señal observada y su contribución a la formación de la señal.

El método fue probado sobre una base de datos sintéticos conformada por 4 grupos, diferen-
ciados entre si por el SNR. Los resultados demuestran que el método es capaz de identificar los
voxeles activados, ante la presencia de un est́ımulo sintético, con un porcentaje de error, tanto de
falsos positivos como falsos negativos, muy bajo (≈ 0) para los grupos 3 y 4, mientras que para los
grupos 1 y 2 el desempeño del método sigue siendo aún competitivo. Tomando en consideración
el alto nivel de ruido presente en cada uno de los grupos que conforman la base de datos, se
puede afirmar que el método propuesto exhibe un desempeño adecuado en la detección de zonas
de activación en experimentos fMRI.
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Abstract. El mal de Chagas es una enfermedad infecciosa causada por el parásito Tripanosoma 
cruzi. Ésta se caracteriza por alteraciones en el sistema cardiovascular que normalmente están 
asociadas a la cardiopatía chagásica. El presente trabajo reporta el desarrollo de un sistema 
integral para la adquisición y posterior análisis de la señal electrocardiográfica de alta 
resolución (ECGAR) de pacientes chagásicos. El proyecto consta de una etapa de hardware y 
una de software. La adquisición se realiza a 2000 muestras por segundo (mps) con una 
resolución de 12 bits por muestra. El software realiza preprocesamiento de los datos así como la 
segmentación de la señal electrocardiográfica. Para determinar el inicio del complejo QRS y el 
final de la onda T  se utilizan  Máquinas de Soporte Vectorial de mínimos cuadrados (LSSVM), 
entrenadas en base a atributos extraídos de la señal preprocesada y de señales obtenidas 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



mediante descomposiciones con Wavelets. Estas técnicas permiten estimar el intervalo QT así 
como el intervalo QT corregido (QTc).  La efectividad de este tipo de análisis en el 
reconocimiento de pacientes chagásicos es estudiada al procesar un grupo de 20 pacientes 
chagásicos y 20 sujetos de control. Los resultados muestran diferencias estadísticamente 
significativas entre ambos grupos. Los algoritmos de procesamiento implementados son 
validados utilizando como referencia una aplicación similar denominada CardioSoft [1].

Palabras Clave: Enfermedad de Chagas, Señal Electrocardiográfica, Máquinas de Soporte 
Vectorial, Intervalo QT, Wavelet. 

1. INTRODUCCIÓN 

El mal de Chagas es una enfermedad infecciosa causada por el parásito Tripanosoma 
cruzi. Se caracteriza por alteraciones en el sistema cardiovascular que normalmente están 
asociadas a la cardiopatía chagásica. La Organización Mundial de la Salud (OMS) estima que en 
Latinoamérica hay entre 16 y 18 millones de personas infectadas por la enfermedad del Chagas, y 
100 millones corren el riesgo de contraer la infección [2]. Una de las alteraciones en el registro 
electrocardiográfico (ECG) en presencia de la enfermedad del Chagas es la variación anormal de 
del intervalo QT (duración total de la fase de despolarización como la de repolarización 
ventricular) [3]. La exactitud y estabilidad en la medición del intervalo QT dependen de la 
precisión que se logre en la identificación del inicio del complejo QRS y del final de la onda T. 

Schlegel et al. [4] han desarrollado un software que permite monitorear en tiempo real la 
variabilidad del intervalo QT en los 8 canales independientes de los 12 canales estándar del ECG 
[4], sin embargo el enfoque utilizado para la detección del inicio y fin de dicho intervalo, está 
basado en el uso de plantillas con formas fijas, lo cual resulta poco flexible con respecto a las 
diferentes morfologías de la señal ECG.   

En consecuencia, es importante abordar el análisis de las señales de ECG en presencia de 
dicha patología con el objetivo de mejorar el diagnóstico, hacer seguimiento y tratamiento en 
pacientes que padecen de la enfermedad del Chagas; para ello se propone un sistema para el 
análisis ECGAR donde la segmentación de la señal ECG se realiza empleando la técnica de 
máquinas de soporte vectorial de mínimos cuadrados (LSSVM) [5] para realizar la detección del 
inicio del complejo QRS y el final de la onda T, estimando posteriormente el intervalo QT y 
QTc. Se hipotetiza que tal intervalo se modificarán si el paciente padece de la enfermedad del 
Chagas, tal como se observó en los resultados obtenidos en [6], en el cual se comprobó que tanto 
la pendiente de subida como la de bajada del complejo QRS se ven reducidas en enfermos 
chagásicos crónicos y, además el factor de reducción guarda una relación  directa con el grado del 
daño asociado a la miocarditis chagásica. Una validación preliminar se realiza comparando un 
grupo de pacientes chagásicos con respecto a un grupo de control. 

2. BASES TEORICAS 

2.1 El electrocardiograma 

El Electrocardiograma (ECG) es el registro de la actividad eléctrica del corazón medida 
entre dos puntos de la superficie del cuerpo [7]. Tiene gran valor clínico para diagnosticar 
trastornos del ritmo, anormalidades en la conducción, isquemia e infartos de miocardio recientes 
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o antiguos, para valorar el funcionamiento de marcapasos electrónicos, entre otros [8]. El trazado 
típico de un electrocardiograma consiste en una onda P (despolarización auricular), un complejo 
QRS (repolarización de las aurículas y la despolarización de los ventrículos) y una onda T 
(repolarización ventricular) [7]. Los valores normales del intervalo QT dependen principalmente 
de la frecuencia cardíaca y del sistema nervioso autónomo. Para corregirlo en función de la 
frecuencia cardíaca, normalmente se utiliza la fórmula de Bazett ("Eq. (1)"): 

2/1)/(RRQTQTc =                                  (1) 

donde RR es el intervalo comprendido entre dos ondas R consecutivas. 
Una de las anomalías del intervalo QT es su prolongación, que se presenta cuando el QTc 

es mayor de 0.44 s. Según se ha mencionado, esta prolongación puede ser primaria o secundaria 
debida a fármacos, además de que está asociada a un alto riesgo de arritmias ventriculares 
malignas y muerte súbita [8].

2.2 Máquinas de Soporte Vectorial de Mínimos Cuadrados 
 Las máquinas de soporte vectorial (SVM) son una técnica de clasificación, basadas en la 
Teoría de Aprendizaje Estadístico [5]. Constituyen una de las principales herramientas de 
aprendizaje que implementan el principio inductivo de minimización de riesgo estructural [9], 
para obtener buenas cualidades de generalización sobre un número limitado de patrones de 
aprendizaje. Esta teoría toma como base matemática la dimensión de Vapnik-Chervonenkis y la 
existencia de un hiperplano medio que sea capaz de establecer una frontera que maximice un 
margen de separación entre las clases. Por otra parte, SVM resuelve el problema de la no 
linealidad de los datos incluyendo el uso de las funciones kernel. Las máquinas de soporte 
vectorial de mínimos cuadrados (LSSVM), son una variante de las SVM que resuelven 
ecuaciones lineales en lugar de un problema de programación cuadrática [10], y son más eficaces 
que las SVM clásicas. 

3 MATERIALES Y MÉTODOS 

3.1 Características General 
El sistema incluye dos subsistemas uno de hardware y otro de software. El hardware permite 

adquirir, almacenar y transmitir al computador la señal ECG de alta resolución (ECGAR). El 
software principal incluye algoritmos instalados en el computador destinados al despliegue y 
procesamiento de la señal adquirida. El sistema realiza la adquisición simultánea de los 8 canales 
independientes y se calculan las cuatro restantes (II ,aVR, aVL y aVF) para almacenar las 12 
derivaciones estándar del ECG. 

3.2 Hardware del Sistema 
Los circuitos de adquisición analógica incluyen un arreglo de 8 amplificadores de 

instrumentación, proporcionando así un rechazo de modo común de 114 dB. El ancho de banda 
es 0.05 Hz a 300 Hz. La ganancia máxima de cada amplificador es de 1000. La conversión A/D 
se realiza a 2000 muestras/ segundo/canal. Cada una de las derivaciones es digitalizada a 12 bits 
de resolución por muestra.
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3.3 El Software 

El software realiza el preprocesamiento de los datos electrocardiográficos empleando 
algoritmos para la corrección de línea base, reducción de ruidos, detección de complejos QRS, así 
como la segmentación de la señal electrocardiográfica.  El objetivo principal del software es 
realizar la medición del intervalo QT a partir de registros electrocardiográficos de reposo. Se 
toma como base la metodología propuesta por Todd et. al [4] en su artículo denominado "Real-
time multichannel system for beat-to-beat QT interval variability" pero introduciendo como 
aporte novedoso la detección de la onda Q y el final de la onda T mediante  Máquinas de Soporte 
Vectorial de Mínimos Cuadrados (LSSVM). Para ello, se construye un clasificador LSSVM con 
kernel Gausiano de base radial. El entrenamiento de las LSSVM se realiza en base a: puntos de 
referencia seleccionados por el experto denominados marcadores, características extraídas de la 
señal y la descomposición Wavelet [11]. Se ha usado una descomposición wavelet multinivel 
unidimensional usando las wavelet madre daubechies (db4) nivel cinco para el complejo QRS y 
symlet (sym7) nivel seis para la onda T. 

El vector de marcadores para la LSSVM que detectará el inicio del complejo QRS tiene una 
longitud de 41 muestras. El vector marcador para el final de la onda  T tiene una longitud de 51 
muestras.  

La creación del vector de No Marcadores en cada uno de los 1152 latidos del grupo de 
entrenamiento se realiza a partir de un punto de referencia seleccionado aleatoriamente de zonas 
del ECG que no correspondan a marcadores, para éste caso se establece una relación de 1:5, es 
decir, por un marcador se establecen 5 vectores de No Marcadores. 

El software se desarrolló utilizando el entorno de trabajo GNU Octave [12]. 

3.4 Protocolo Utilizado 
El protocolo incluyó un total de 20 pacientes chagásicos con igual número de sujetos control 

con edad promedio de 44 años. Fueron excluidos del estudio aquellos individuos con 
enfermedades cardiovasculares, insuficiencia renal, enfermedad broncopulmonar, diabetes ó 
hipertensión. Se les realizó un registro ECG de alta resolución de 12 derivaciones mediante un 
electrocardiógrafo digital (con una duración entre 6 y 10 min., con el paciente en reposo y con 
respiración controlada, 15 respiraciones por minuto, a una tasa de muestreo de 2000 Hz, con una 
resolución de 12 bits por muestra). Para el entrenamiento de la LSSVM el protocolo se dividió en 
dos grupos: el primer grupo se constituyo por 10 sujetos de control y 10 pacientes chagásicos, del 
cual se seleccionaron un total de 1152 latidos para la extracción de características (Marcadores y 
No Marcadores) denominado conjunto de entrenamiento, éste grupo esta formado por 648 latidos 
de sanos y 504 latidos de chagásicos. Un segundo grupo de 10 pacientes chagásicos y 10 sujetos 
de control denominado conjunto de validación, es el que se utilizó para validar la detección de los 
puntos Q y T por parte de la LSSVM,  de los cuales la máquina no tiene una información exacta 
solo que provienen de la misma  base de datos de los 40 pacientes adquiridas bajo las mismas 
condiciones. 

4 RESULTADOS 
      Se realizó una validación preliminar de la herramienta. Para ello, en cada uno de los pacientes 
chagásicos y sujetos de control, se determinó el intervalo QT para 300 complejos QRS válidos y 
el intervalo QT corregido mediante la técnica de Bazett.  En la Tabla 1 se muestran los resultados 
numéricos correspondientes al parámetro QTc para 10 pacientes chagásicos y sujetos de control 
usando la herramienta desarrollada y la aplicación CardioSoft. Las filas representan lo siguiente: 
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QTc calculado con la herramienta para Chagásicos (QTc HCh), QTc calculado con CardioSoft 
para Chagásicos (QTc CCh), error porcentual de QTc en Chagásicos (EPorcCh), QTc calculado 
con la herramienta para sanos (QTc HS), QTc calculado con CardioSoft para sanos (QTc CS), 
error porcentual de QTc en sanos (EPorcS). Como puede observarse, a partir de la Tabla 1, los 
resultados usando la herramienta desarrollada presentan un error porcentual promedio de 2,329 % 
para chagásicos y 1,867% para sanos. Para ambos casos el error  máximo es  5%. 

Tabla 1. Resultados del Parámetro QT corregido usando la Herramienta desarrollada y la 
Aplicación CardioSoft 

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
QTc HCh 379 409 458 427 414 466 398 451 438 409 
QTc CCh 379,7 414,5 478,3 428 427,1 445 407,1 457,4 418,7 414,6 
EPorcCh 0,18 1,34 4,43 0,23 3,16 4,50 2,28 1,41 4,40 1,36 
QTc HS 434,4 433,5 421,0 392,8 460,1 407,8 454,5 416,8 446,7 430,2 
QTc CS 432,5 418,0 406,5 404,0 453,5 401,0 451,0 414,0 432,0 431,0 
EPorcS 0,439 3,708 3,567 2,772 1,455 1,695 0,776 0,676 3,402 0,185 

Se utilizó análisis de varianza de un factor para determinar cambios estadísticamente 
significativos (p<0.05 y F>1) entre el grupo de pacientes chagásicos y el grupo de control. La 
Tabla 2 compendia los resultados obtenidos para el parámetro QT y QTc. Se puede apreciar que 
ambos parámetros presentan diferencias estadísticamente significativas entre ambos grupos. 

Tabla 2. Parámetros de la Variabilidad del Intervalo QT y QTc (Media±Sd) 

Parámetro Grupo Chagásicos 
(N=20) 

Grupo Control  
(N=20) 

p 

QT 0,406±0,032 
seg 

0,384±0,033 
seg 

0,000 

QTc 0,423±0,030 
seg 

0,436±0,028 
seg 

0,000 

5 CONCLUSIONES 
Se desarrolló una herramienta para la adquisición y procesamiento de señales 

electrocardiográficas de alta resolución, implementando algoritmos para estudiar el intervalo QT 
y el intervalo QTc. La confiabilidad de la herramienta se validó preliminarmente utilizando 
funciones de prueba definidas explícitamente. Adicionalmente se realiza una validación clínica 
preliminar a objeto de estudiar el valor de la significancia estadística de los parámetros 
determinados para discriminar pacientes chagásicos con respecto a sujetos sanos.
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THE OPTIMISATION PROBLEM IN THE ENHANCEMENT OF RAILWAY 
VEHICLES PERFORMANCE USING NOVEL SUSPENSION SYSTEMS 
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Abstract. This paper presents the normal trade-off arising in the design of active suspensions for 
enhancing the performance of railway vehicles. The design objective is to improve the ride 
quality without causing large suspension deflections.  To this end, an active and a novel passive 
structure using an inerter are combined with the conventional secondary suspension.  We seek 
for the simplification of the design conflict with the introduction of the novel passive suspension.  
For numerical optimisation, more attention is given to the design of a scalar objective function 
rather than choosing time-costly evolutionary optimisation techniques for the multi-objective 
problem.  Although the model used here is rather simple, the notions of the problem are 
provided.  The scalar objective function designed allows the attainment of the trade-off curves for 
sub-optimal settings; however, this procedure results effective to propose and compare the 
potential of different suspension structures using an inerter combined with springs and dampers.

Keywords: Suspension systems, railway vehicles, optimisation, inerter, skyhook damping.  

1. INTRODUCTION 

 In railway vehicle design there is a variety of challenges all motivated by aspects like 
systems demand, rail conditions and the technology evolution, for example.  This research is 
concerned with high-speed railway vehicles systems dynamics.  We use numerical optimisation 
to describe the normal optimisation problem arising in the vehicle suspension design once the 
suspension structure is pre-defined. 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados 



 Particularly, certain external conditions such as rail roughness and unevenness are an issue 
influencing the vertical dynamical behaviour, with increasing effects for high-speed vehicles.
Therefore, the suspension systems have to be designed to provide the required support between 
the bodies in the system, and to dissipate –and if possibly to employ– the energy introduced by 
the systems’ undesirable excitation.  

The work presented in this paper is from a research study of the potential of a new 
mechanical device called ‘inerter’ to simplify the conflicts1 in the design of active suspensions 
for railway vehicles.  The results included are from numerical optimisation for two suspension 
designs. Comparisons and analysis on the results are provided at the end of the paper. 

2. RAILWAY VEHICLE SYSTEM

 In this study, only one of the characteristic motions of a railway vehicle is extracted, the 
vertical dynamic, which is normally improved by modification of the suspension systems. In 
order to do a first comparison among the suspensions performance and the optimisation problem 
in the design, the model is simplified from the model in Fig. 1(a) to the side-view of a quarter 
vehicle to represent the bouncing mode only.  Though the simplification, the main dynamic 
properties of a conventional suspension system are importantly preserved.   

(a) (b)
Figure 1.  Side-view model of a railway vehicle: (a) schematic, (b) diagram of the quarter vehicle 

model with the linear suspension components detailed. 

2. SUSPENSION SYSTEMS AND INERTERS 

Vertical primary suspensions in a railway vehicle are normally parallel arrangements of stiff 
springs and dampers (see Fig. 1(b)), while the secondary suspension is rather softer. 
Conventionally, the secondary suspension would be an airspring (see Orlova and Boronenko in 
[1], chapter 3) whose dynamic in the vertical direction is frequency dependent.  The Nishimura’s 
airspring model (Presthus [5]) is used here –as shown in Fig. 1(b), with the physical parameters 
values in Pratt [6].

From vehicle dynamics research ride quality is improved by softening the suspensions, 
though practical considerations might be violated if the stiffness of the whole suspension is 
significantly reduced (Orlova and Boronenko in [1], chapter 3).  Here, the maximum amplitude of 
the secondary suspension deflection is considered as physical restriction in the design of active 
suspensions (see Goodall in [1]), albeit other practicalities should be also considered.   

                                                  
1 see Goodall in [1], chapter 11, and Goodall [2].
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The inerter is a two-terminal novel mechanical device developed by Smith [3].  It allows 
mechanical suspension systems to be re-thought or complemented by using passive compensation 
implemented with simple elements, i.e. springs, dampers e inerters. The inerter has been 
researched for different passive suspension applications and it is being successfully used in racing 
cars.   Here, the objective is to present one of the common optimisation problems in the active 
suspension design by using a modified version of the conventionally accepted skyhook damping 
concept presented by Karnopp in [4]. We attempt to simplify the optimisation problem by 
introducing a novel passive structure using inerters to the active suspension in the enhancement 
of the performance of the conventional airsprings. 

3 NEWTONIAN MODEL OF THE VERTICAL DYNAMICS

 Under continuity, invariability, linearity, and equilibrium assumptions, an incremental model 
of the system is developed using Newton’s second law in the Laplace domain as

(1)

with ,   , and .   Variables zv and zb represent the 
bounce of every mass.  Fn is the reaction force of the complementary passive suspension, and Fu
is the active force applied by an ideal actuator.  (The symbol ^ denotes the Laplace transform of 
the variables.)  The symbols for the physical parameters are shown in Fig. 1(b). 

4 TRACK GEOMETRY

 In the assessment of railway vehicles vertical dynamics, both deterministic and stochastic 
models are used to define important vertical geometric features of the rail.  As an alternative to 
measured data, it is well accepted that velocity of stochastic irregularities can be modelled by a 
process in the time-domain with a power spectrum density given by 

(2)

for , with a typical value for +  of 0.008, for  approximately 20Hz, to 
reproduce a moderate range of frequencies according to Evans and Berg in [7].  Av is the track 
roughness factor, and V is the vehicle’s speed (nominally 55ms-1).  The model selected as a 
critical deterministic profile, f(t), corresponds to a transitional section with a superimposed 
acceleration of 0.4ms-2 with one second duration for the vehicle leading to a railway gradient.

(3)

5 ACTIVE PLUS NOVEL PASSIVE SUSPENSIONS

 - Configuration 1 (S1): skyhook damping control with complementary filter (Li and 
Goodall [8]) in parallel to the conventional airspring, with active force: 
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,   with .
(4)

 Gh is a second order high-pass filter with adjustable cut-off frequency, fc. 

 - Configuration 2 (S2): a system with S1 connected in parallel to a novel passive 
suspension as shown in Fig. 1(b).  It consists in a simple spring-damper-inerter series structure 
with stiffness, damping and inertance parameters: kpn, cpn, and bpn, respectively.  The admittance 
function for this novel suspension is given by 

, for   . (5)

 The design parameters are: csky and fc for S1, and csky, fc, cpn, and bpn for S2.  The stiffness in 
S2, kpn, is included only because of practicalities; we fix this value in 5MNm-1.

  6 THE OPTIMISATION PROBLEM

6.1 Metrics for the design objective  

 In the design of the suspension parameters, it is of interest to minimise the ride quality index, 
J1, i.e. maximise the ride comfort, but without increasing the critical suspension deflection index, 
J2, compared to conventional suspensions. 

 Ride quality Index, J1:  corresponds to the r.m.s. (root-mean-square) value of the vehicle 
body acceleration to the stochastic input described in Eq. (2), i.e.  . 
  Maximum Suspension Deflection Index, J2:  It is defined by the r.m.s. value of the 
secondary suspension deflection, , to the stochastic input described in Eq. (2) and the 
maximum suspension deflection to the deterministic input described in Eq. (3), as: 

. 

6.2 Objective functions and constraints  

 The following objective functions were independently used: 
- .

- , where γobj is a factor related with the double integral of 
suspension deflection, justified by the characteristic of the critical deterministic input at 
specific ranges of frequency.

Additionally, and (for and ) were calculated for comparison 
purposes. In every case, the normal constraint on positivity of the parameters is considered.  Also 
because of practicalities, a maximum value for csky was set to 100kN/ms-1 for the results shown in 
the plots as and .
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6.3 The Trade-Off 

 The function NMinimize from Mathematica® (with default settings) was used for 
minimising every objective function for fc ={0.2, 0.225, 0.25, 0.275, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5} Hz.  
In order to compare the optimisation criteria mentioned above –and before illustrating the 
optimisation problem, we chose as an example the optimal settings obtained with fc=0.275 Hz for 
S2, and varied csky away from its optimal value. The plot at the left in Fig. 2 shows the curves for 
the normalised objective functions vs. csky with a clear location of their minimum values.  In 
contrast, the plot at the right in Fig. 2 contains the curves for the ride quality index, J1 (in 
percentage of gravity), calculated accordingly with the optimal setting for different fc values, 
while varying csky away from its optimal. The small dots in the plot show the optimal values for 
J1 according to the criteria Jobj1; most of them remain close to the minimum value of J1 (larger 
dots). Also with this setting, a reduction in the value of csky is obtained, and so in J2.  

Figure 2.  Left: Normalised objective functions vs. csky for the optimal settings with fc=0.275Hz.  
Right: location of the optimal values on the J1 vs csky curves. 

Figure 3.  Trade-off curves of the vertical suspension design. 

 In Fig. 3, the main optimisation problem in the active vertical suspension design is shown.  
In the left, we show the trade-off curves obtained from numerical calculation of the performance 
indices for a set of consecutive values for csky (containing the optima) and the values of fc stated 
above: the mesh at the right in the plot for Jobj0 –similarly, the mesh at the left for Jobj1, is
obtained with csky fixed and fc variable (thin curves), and with fc fixed and csky variable (thicker 
curves).  In the same plot, the dots represent the optimal settings obtained with NMinimize for S1 
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and S2, respectively.  The right hand side plot shows the difference between the trade-off curves 
obtained with the different optimisation criteria. It was found that the precision settings used for 
NMinimize caused the algorithm to find sub-optimal solutions; however, the local minima 
obtained are very close together and possibly all valid for the design.     
 There are two main observations from these results for the suspension design: 1) that the 
inclusion of the novel passive suspension to the active configuration simplifies the trade-off 
problem by improving the ride quality for similar critical suspension deflection values; 2) that 
Jobj1 attempts to find a better local optimal solution.     

7 FINAL COMMENTS 

 Although we acknowledge that more sophisticated algorithms are available, e.g. genetic 
algorithms for solving multi-objective problems, we find the procedure used here effective 
enough to provide useful preliminary answers in this study, especially on more complex models.  
In particular, numerical results obtained in this way have resulted helpful in the definition of the 
structure and the number of components of the novel suspension which is not easy to define 
analytically only. As part of this research, other active and novel passive configurations are being 
explored, the same than their practicalities and effects on more realistic models of the vehicle.  
Also, some analytical aspects from the dynamic point of view are in study.  Nevertheless, we 
only present two configurations given the fact that they are rich enough to illustrate the 
optimisation problem in the suspension design, which is the objective of this paper.  
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Abstract. We propose in this paper an encryption mechanism based on the multilayer random 
neural networks (MRNN), where each layer is responsible of a part of the encryption or 
decryption processes. The use of MRNN is the point of differentiation from other encryption and 
decryption algorithms. In particular, the neural model is stochastic. 

Keywords: cryptography, neural encryption model, random multilayer artificial neural network 

1.  INTRODUCTION 

 Artificial neural networks have been used to solve many problems, thanks to the 
characteristics that they represent. A general process of neural cryptography is to assign a 
multilayer artificial neural network to each one of the actors in the communication process, and 
through a process known as mutual learning to make these to synchronizer [1]. W. Yu and others 
propose another model of encryption based on the Hopfield neural network, this model generates 
binary sequences used as a mask for plain texts [2]. Later studies from universities in China 
indicates that this model is not so sure, since from a cryptographic point of view it was found that 
can be easily broken by plaintext attacks or brute force [1]. There are other papers in the literature 
about neural cryptography, but the most relevant to our work are those presented above. 
 In this paper we propose to use the MRNN, an extension to the RNM (Random Neural 
Model) [3, 4, 5]. Using its property of learning we obtain an encryption system in which the 
content of the encrypted information is distributed through the weights of the neural model. The 
use of the MRNN allows us establishing an encryption stochastic model, which gives great 
strength to the encryption system. 

AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
                       E. Dávila, G. Uzcátegui, M. Cerrolaza (Editores) © 2012 SVMNI 
                                                                          Todos los derechos reservados



2. THE MRNN 

 The MRNN is defined by a set of layers (see [6]). The variables ce represent the input layer, 
cs the output layer, and ci the i hidden layer of the neural network, ne represents each neuron in 
the input layer, ni each neuron in the ci layer, and ns each neuron of the output layer. The number 
of neurons in the first layer is the same number as in the last layer, and so on. The two arcs of a 
neuron to another in the next layer represent the positive (/0) and negative weights (/1). In our 
extension, ��234�  4�2represents the probability of excitation of the neuron ne in the ce layer.

��234�  4� � 2 50 � 34�  4�
�� 34�  4�  51 � 34�  4� (1)

            
Where ��234�  4�2is the rate of signals emission of the neuron, 50 6234�  4% 7 is the sum of 

positive signals arrive to the neuron and 51 6289� :9; 7 is the sum of negative signals arrive to the 
neuron. The input to the MRNN is < � =>?� >@� A � >%� A � >B4C, where >% D E+�	F. For the input 
layer we assume that2��234�  4� � 	, 50 6234�  4% 7 � >% and 51 6234�  4% 72is zero, so 
��34�  4� � >%. From the second layer to the penultimate layer, the excitation formula of a neuron 
is (Ni is the total number of neurons in each layer ci..

��3%0?�  %0?� �
G H��I�*I�JK��I�*IL�IKM�*IKM�2NIOIPM

G �JK��IKM�*IKML�IKQ�*IKQ�02JR��IKM�*IKML�IKQ�*IKQ�NIKQOIKQPM �0 G H��I�*I�JR��I�*IL�IKM�*IKM�NIOIPM

(2)

And, for the last layer if we assume that the penultimate layer is ci+3, and because in this 
last layer appears S�3$�  $� (external signals), the excitation equation is: 

��3$�  $� � 2G ��3%0T�  %0T�/0�3%0T�  %0TL 3$�  $�BIKU
*IKUV?

G ��3%0T�  %0T�/1�3%0T�  %0TL 3$�  $� BIKU
*IKUV? S�3$�  $�2

(3)

2.1 MRNN Learning Scheme 

 To update the weights we use the gradient descent. The updating of the output layer is: 

/0�3%0T�  %0TL 3$�  $��0? � /0�3%0T�  %0TL 3$�  $��  WX$0 (4)

/1�3%0T�  %0TL 3$�  $��0? � /1�3%0T�  %0TL 3$�  $�� Y WX$1 (5)

Where, 222Z[0 � \][̂ Y _�8[� :[�` a�b�cd�ed��
a5K�cd�ed�

a5K�cd�ed�
afK�cgKU�egKULcd�ed�

(6)

X$1 � �h$i Y h$� j���3$�  $��
j 51 �3$�  $�

j651 �3$�  $�7
j/1�3%0T�  %0TL 3$�  $�

(7)

For the hidden layers we make a generalization, since it is the same until the input layer 
(for more details see [6]). Only the last hidden layer has a particular mathematical expression: 
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/0�3%0@�  %0@L 23%0T�  %0T��0?
� /0�3%0@�  %0@L 3%0T�  %0T��

 2WX%0T
j��23%0T�  %0T�

j 50 � 3%0T�  %0T�
j 50 �23%0T�  %0T�

j/0�3%0@�  %0@L 3%0T�  %0T�
(8)

/1�3%0@�  %0@L 23%0T�  %0T��0?
� /1�3%0@�  %0@L 3%0T�  %0T��

Y 2WX%0T
j��23%0T�  %0T�

j 51 � 3%0T�  %0T�
j 51 �23%0T�  %0T�

j/1�3%0@�  %0@L 3%0T�  %0T�
(9)

Where

X%0T � k �h$i Y h$�
Bl

*lV?

j��3$�  $�
j�� 3%0T�  %0T� (10)

3. UTILIZATION OF THE MRNN LIKE ENCRYPTION MODEL 

3.1 Adaptation of the MRNN like a Cryptography Model 

 The encryption model proposed is based on several stages, the first step is to create a code 
combination, that represents a lock. The next step is to create two keys, one to encrypt and 
another to decrypt the information. This is accomplished by first training the neural network with 
the information (pattern) we want to encrypt. For this, the pattern is divided into blocks and for 
each block we construct a MRNN. After, we carry out the learning process of each MRNN. Then, 
each MRNN is divided into two parts: a first part called sender key, responsible for producing 
excitation signals needed by the second part to generate the correct output; and a second part 
called receiver key, which with the signals of excitation of the sender key received can recover 
the information that the entire network had learned in the learning phase. 

Encryption is carried out by introducing in the sender key the same flat file that the network 
had learned. The output generated by this key is the activation file of the receiver key. These 
signals are only understandable by the receiver key, and are necessary to initialize the input layer 
of this key in order to recover the flat file from the synaptic weights that it has. This process is 
carried out for each block of pattern to encrypt, and finally we connect all the outputs of each 
block in order to recover the original pattern. The decryption process is successful when the 
receiver key can activate the layer 1 correctly due to the activation file, and generate the desired 
output. The advantage of using MRNN in this encryption model is that if an intruder steals the 
encrypted message, by the stochastic propriety of the MRNN, it is impossible for the attacker to 
know what sequence of bits may correspond to a series of synaptic weights.

3.2 Algorithms of the cryptosystem 
                                                                                                                                                         
The algorithm is divided into 3 parts: one section is devoted to learn the selected patterns, another 
is dedicated to encryption, and the last to the decryption. When we select a file to be encrypted, 
before training we need translate this file to bits, and from these creates a text file with binary 
values. From that, the text file created will be divided into blocks which can vary from 8 bits to n, 
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where n is a multiple of 8 and less than the number of bits that has the pattern to encrypt. We 
create MRNN as many blocks have been defined. Once the pattern divided into blocks, we 
proceed to train each MRNN. At the end of the learning process we create two files: a receiver 
key and the sender key. The next macro-algorithm describes the learning phase: 

1. Translate the flat file into a format understandable by the MRNN. 
2. Divide the bits in the flat file into blocks. 
3. Repeat until to process the total number of blocks: 

• Initialize the synaptic weights randomly with values between 0 and 1. 
• Repeat until the least squares error is less than a predefined threshold: 

o Calculate the excitation function for each neuron of each layer. 
o Calculate the least square error of the output layer. 
o Update the synaptic weights of each layer. 

• Save the synaptic weights of this phase of training in order to create the sender and 
receiver keys. 

The encryption algorithm with the sender key is: 
1. Translate the plain text into a format understandable by the MRNN. 
2. Divide the bits in the flat file into blocks. 
3. Repeat until to process the total number of blocks 

• Initialize the synaptic weights with the file of the sender key (these are the weights of 
each MRNN trained with the text to send). 

• Calculate the excitation function for each neuron of each layer. 
• Save the output of the last layer in a file called activation file. 

The activation file is the output produced by the MRNN of the sender key, it is sent with the 
receiver key. The macro-algorithm of the decryption process is: 

1. Receive the activation file as input to the MRNN of the receiver key. 
2. Repeat until to process the total number of blocks: 

• Initialize the synaptic weights with the receiver key file. 
• Calculate the excitation function of the neurons in the key of the receiver. 
• Save the last layer in a file called flat file. 

3. Translate the output to recover the original file. 

4. TESTS AND RESULTS ANALYSIS 

4.1  Security of the MRNN neuronal cryptosystem 

In this section we attack the system to brute force. The key space size is determined by the 
number of neurons in each layer and the depth of the synaptic weights. w refer as the depth of the 
weights, which is given by positive real numbers (as we have double connections because we 
have positive and negative signals, in total we have 2(w+1). The total number of possible results 
for a satisfactory training for a receiver key is: m�/  	�B%'A'B$, for Ni the number of neurons in 
the first layer of the receiver key, and Ni+…Ns are the neurons of the second half of the layers of 
the MRNN, respectively. 

To calculate the depth of w, one must first know that we use real numbers with 6 decimals, 
therefore, to move from 0.000001 to 1 is required of 999999 numbers. The following table shows 
the space of possible values of the synaptic weights (receiver key) during a brute force attack for 
different sizes of blocks in a 4-layer MRNN. 
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Table 1. Keys space for the receiver key 

Blocks size 
(bits)

depth of w Size of 
N1

Size of 
N2

Keys space

8 1000000 4 8 4.2951047370837970820082360488714x10201 
16 1000000 8 16 3 .403259258298355897835980721396x10806 
32 1000000 16 32 1.34146744818567403053317309832x103226 

A powerful computer as the Cray XT5 'Jaguar' at Oak Ridge National Laboratory ([7], 
provide 2.3 petaflop per second theoretically, and 1.75 petaflop per second in the tests carried 
out. In Table 2 we calculate how long it would theoretically for this super-computer to test every 
possible key of our system (for a MRNN of 4 layers.

Table 2. Brute force attack for the receiver key 

Blocks sizes 
(bits)

Keys space Time needed to go through all the keys for 
jaguar (sec).

8 4.2951047370837970820082360488714
x10201 

2.4543455640478840468618491707836x
10186  

16 3.403259258298355897835980721396x
10806 

1,9447195761704890844777032693697x
10791 

32 1.34146744818567403053317309832x1
03226 

7,6655282753467087459038462761623x
103210 

If an intruder steals the activation file and not the receiver key, for a brute force attack on the 
receiver key the intruder would have to make a number of calculations for a space of possible 
keys of the receiver key very large (see Table 2), it is impractical to test all keys. It is the 
computing time required for a single MRNN.  

4.2  Comparisons with other works 

Our encryption approach is much more robust than the DES in terms of brute force (see table 
3). Our proposition using RNN for the same file encrypted several times, the synaptic weights of 
the receiver key of each learning changes due to the property of randomness that is inherent to the 
MRNN. The strength of DES regarding our proposal is that the encrypted file by MRNN model 
is much heavier than the original file. DES when encrypting the text does not change the size that 
this had. The AES algorithm is almost equal to the DES, only the AES encryption key is 128 bits 
(see table 3), making it more secure than DES [7]. Our model can use different sizes, however, a 
size of 64 has more space of possible keys to be factorial, for this reason our approach is better 
than AES against brute force attack. The RSA algorithm belongs to the asymmetric cryptography 
(see table 3), the keys that use this model are not less than 1024 bits to obtain the same results 
that would have a 128-bit symmetric key [7], reflecting the strength of our proposal over the RSA 
in a brute force attack. 
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Table 3. Comparisons with other works 

Problem DES AES RSA Our approach
Keys Size 56 bits,  128-bit, the key 

space is large 
1024 bits, the key 
space is large. 

64 blocks, the 
biggest key space 

Encrypt. file size 
vs. original file

Same size. Same size. Increase the size 
[9, 10].  

Increase the size 
more than RSA. 

Repeat the same 
ciphertext for the 
same input 

Yes Yes Yes Not 

5. CONCLUSIONS 

We have proposed a model of encryption based on dividing a MRNN into 2 parts, in order to 
obtain a sender key and a receiver key. The number of neurons in each layer is decisive in the 
learning phase, a larger number of neurons imply a slower training. In the comparisons made 
with other commercially successful works, such as DES, AES and RSA, was found under a brute 
force attack our proposal is better than AES (the most robust of the 3). The main disadvantage of 
our approach is the size of the encrypted file (it is very large).  

The MRNN works very well for discontinuous spaces. The MRNN learns the original file 
(which will be encrypted), under a stochastic scheme of manipulation of the weights resulting 
from this learning process. The approach works well in environments of high entropy, as is the 
random world of cryptography. Finally, the model MRNN proposed able to learn multiple 
patterns in a training session. With this ability the proposed encryption model gains potential. 
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Resumen. El presente trabajo describe el desarrollo de un simulador 3D de manipuladores 
industriales, específicamente para dos tipos de brazos: antropomórfico RX60 y SCARA. La 
aplicación permite modelar celdas de trabajo, donde uno o más manipuladores llevarán a cabo 
una serie de acciones que simularán la ejecución de una o más tareas. La celda de trabajo podrá 
estar formada por uno o más brazos, soportes, sensores, bloques (tareas) y bandas 
transportadoras, que permitirán bajo la filosofía del mundo de bloques modelar la tarea a ser 
ejecutada por el sistema. La posición y orientación de los manipuladores fue determinada por 
medio de configuraciones con solución cerrada de cinemática inversa, utilizando el método de 
desacople cinemático (Solución de Pieper), en donde los tres primeros grados de libertad son 
calculados geométricamente y los restantes por medio de proyecciones sobre los sistemas de 
referencia en base a los valores de las variables calculadas anteriormente, sin hacer uso de 
ecuaciones no lineales. Cada manipulador, puede ser configurado por separado, mediante un 
intérprete de comandos que reconoce instrucciones básicas de lenguaje V+, así como estructuras 
de decisión y repetición, el cual fue desarrollado utilizando expresiones regulares y estructuras 
de datos. La herramienta permite construir la celda de trabajo mediante una interfaz gráfica 
orientada a objetos, donde cada elemento de la celda es un objeto 3D que el usuario puede 
manipular. Los manipuladores se modelaron en Blender V.2.49, se utilizó el framework para 
desarrollo de videos juegos XNA V.3.1 para la implementación de la interfaz gráfica, así como 
lenguaje de programación C# de Microsoft®.

Palabras claves: Manipulador, Simulador 3D, Cinemática, Antropomórfico, SCARA. 
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1.    INTRODUCCIÓN 

La simulación de sistemas es de gran importancia en la actualidad y es una de las 
herramientas utilizadas antes de la implantación de sistemas multi – robots, que pueden ser
utilizados para la automatización de procesos industriales u otras tareas del quehacer humano.
Esta implantación requiere de extremo cuidado debido a que una mala configuración puede traer 
como consecuencia el deterioro o fallo en el  funcionamiento  de algún manipulador, la obtención 
de un producto defectuoso así como también el desperdicio de recursos. Gracias a la simulación 
se pueden prevenir estos posibles acontecimientos, esta herramienta ofrece la posibilidad de 
diseñar escenarios diferentes para celdas de trabajo de un mismo proceso, observar la ejecución 
de las tareas a nivel de cada manipulador y la interacción con otros elementos para así poder 
determinar la cantidad y tipo de manipuladores que reduzcan el consumo y costo de recursos [1]. 
Con base a lo anterior, la investigación se orientó al desarrollado de un simulador para sistemas 
multi – robot compuestos por manipuladores industriales, específicamente: antropomórficos y 
SCARA. Esta herramienta permite al usuario modelar celdas de trabajo con diferentes elementos 
entre los que se tienen las tareas a realizar (bajo la filosofía del mundo de bloques), bandas 
transportadoras, soportes y sensores. Pudiendo configurar cada manipulador por medio de un 
intérprete de comandos que reconoce sentencias básicas del lenguaje de programación V+. Cada 
una de estas instrucciones hacen llamadas internas al simulador el cual calcula por medio del 
modelo cinemático inverso el valor de las variables articulares y por medio del modelo 
cinemático directo se muestra en pantalla la configuración que adopta cada manipulador al
ejecutar dicha instrucción.

2. DESARROLLO 

El simulador desarrollado en la presente investigación se divide en tres módulos, los cuales
se describirán a continuación.

2.1 Módulo de cinemática directa

En este módulo se encuentra implementado el modelo cinemático directo de cada 
manipulador, el cual está conformado por un conjunto de composiciones de matrices de 
transformación homogénea, ver Ec. (1) [2]. Para la representación analítica de cada uno de los 
sistemas de referencia relativos, asociados a cada articulación, este recibe como entrada el valor 
de cada una de las variables articulares para determinar espacialmente la localización del efector 
final del manipulador [3]. 

                                  (1) 

Haciendo uso de la notación de  Craig (1989) propuesta en Bturone, se pueden describir los 
modelos cinemáticos directos respecto a la base de cada manipulador de  la siguiente manera:

� Para el antropomórfico se tiene:

                  (2)
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                  (3)

                (4)

              (5) 

                  (6) 

                  (7)

  Localización del efector final: 

                    (8) 

� Para el SCARA se tiene:

                  (9)

              (10)

            (11)

Localización del efector final: 

                    (12) 

Para ambos se tiene la siguiente ecuación la cual puede ser usada para determinar el sistema 
de referencia absoluto respecto al espacio en común para los manipuladores (sistema de 
referencia {W}), en una celda de trabajo.

                  (13) 

Para i>=1 e i<=Nº grados de libertad (gl), y W es una composición de  matrices de 
transformación homogénea que representa cualquier transformación posible en el espacio de 
trabajo.
        La Ec. (13) es utilizada por el motor grafico para graficar cada eslabón de la cadena 
cinemática. 

2.2 Módulo de cinemática inversa

       Este módulo es el encargado de determinar el valor de las variables articulares a partir de una 
matriz de transformación homogénea F, la cual estará asociada de forma relativa a la localización 
espacial de la tarea actual a alcanzar por el manipulador.
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Para el SCARA solo fue necesaria la aplicación del método geométrico ya que este solo 
cuenta con 3 grados de libertad, dicho método consiste en la proyección sobre el espacio 
cartesiano y haciendo uso de planos auxiliares de la estructura del manipulador para poder 
determinar de forma geométrica las relaciones entre la conformación morfológica y sus variables 
articulares [5]. Estas relaciones se expresaron en términos de arco-tangente de doble argumento, 
la cual es una función computacional capaz de calcular ángulos comprendidos entre  y . Para 
las dos primeras articulaciones se obtuvieron dos soluciones para cada una la combinación de 
estas da como resultado la configuración de codo izquierdo o codo derecho, y una solo solución 
posible para la ultima articulación.

En el caso del antropomórfico se propone un método alternativo, derivado del desacoplo 
cinemático; este consiste en separar el problema cinemático inverso en dos problemas menos 
complicados aplicable para manipuladores cuyos tres últimos ejes articulares se cruzan en un 
mismo punto conocido como punto de corte, por lo general se calculan las tres primeras variables 
articulares por medio del método geométrico [6]; como se hizo en este simulador y las otras tres 
restantes haciendo uso de sistemas de ecuaciones no lineales, determinadas a partir del modelo 
cinemático directo, aquí es donde se propone una solución alternativa.

Sustituyendo  , y en la Ec. (14) se obtiene un sistema de referencia {Z} respecto a la 
base del antropomórfico sobre el cual se puede proyectar el sistema de referencia representado 
por la transformación . 
   
                 (14)

Donde: 

                  (15)

Luego por medio de la Ec. (16) se transforma el sistema {F} sobre el sistema {Z}, obteniendo 
así un nuevo problema el cual puede ser resuelto por medio del método geométrico ver Fig. 1,
para determinar los valores de y . 
  
                   (16)

Figura 1- Proyección y relaciones trigonométricas de la localización del sistema {F}
sobre el sistema {Z}. 
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Luego se repite este mismo procedimiento para determinar .  

2.3 Interprete de comandos V+

Este modulo es el encargado de ejecutar el código escrito en lenguaje V+; se desarrolló un 
intérprete de comandos, haciendo uso de expresiones regulares, para especificar cada una de las 
tareas a ser realizadas por el manipulador ejecutando las funciones básicas dentro del servo 
control para la descripción de trayectorias, esperas, localización espacial del último eslabón entre 
otros. Este intérprete también es capaz de ejecutar estructuras de control como toma de decisiones 
y ciclos, así como también declaración de variables y operaciones aritméticas o lógicas. Cada 
manipulador localizado en la escena tiene su propia interfaz donde se puede ingresar su propio 
código, es decir, cada manipulador puede ser programado por separado. [7] [8] 

3. RESULTADOS
  

Para la verificación del simulador se llevaron a cabo una serie de pruebas basadas en el
diseño de distintos escenarios, sobre los cuales se probaron diferentes configuraciones de los 
manipuladores: como brazo izquierdo, brazo derecho, codo arriba y codo abajo, así como su 
interacción con  distintos tipos de tareas y diferentes formas de alcanzarlas, obteniendo una 
correcta ejecución en el 95% de las pruebas.  

La aplicación desarrollada permite programar cada manipulador por separado con el objeto 
de coordinar su funcionamiento en el entorno de trabajo y su interacción con otros 
manipuladores, así como también con otros elementos del entorno. 

El entorno de simulación permite visualizar en 3D el funcionamiento de los 
manipuladores y su interacción con los demás objetos de la celda de trabajo diseñada por el 
usuario. En la Fig. 2 se observa una celda de trabajo donde interactúan manipuladores
antropomórficos y SCARA en la ejecución de tareas donde se ven involucradas bandas 
transportadoras.

Figura 2- Entorno de simulación 3D. 
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4. CONCLUSIONES 

Se desarrolló un simulador para el diseño y programación de sistemas multi – robot,
aportando así una herramienta de fácil aprendizaje, instalación y  manejo. Se obtuvieron las 
expresiones matemáticas necesarias para solventar el problema cinemático directo por medio de 
matrices de transformación homogénea así como también el modelo inverso, por medio del 
método de desacople cinemático, obteniendo así una solución analítica cerrada, la cual permite el 
cálculo de todas las posibles configuraciones de ambos manipuladores. Además se propuso una 
forma alternativa de desacoplo cinemático de doble posicionamiento, para hallar las últimas tres 
variables articulares de cualquier manipulador que cumpla con la condición del punto de corte.
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Resumen: Para un equipo de destilación atmosférica del sistema metanol agua, se ha diseñado 
una aplicación para medir la altura del volumen correspondiente a la sección de reflujo que 
controla la relación de reflujo de operación y condensado. Empleando visión artificial, se 
desarrollo un programa de adquisición de imágenes que detecta el borde superior del líquido 
retenido y acciona la electroválvula que se encuentra en el tope de la columna por donde sale 
destilado rico en metanol. Debido a que el volumen de control se encuentra en un lugar de difícil 
acceso y es de vidrio fundido la aplicación Vision de Labview® se presenta como el instrumento 
idónea para el desarrollo del control de nivel. Ésta valiosa herramienta permite, mediante la 
detección de bordes, establecer un sistema de control que mantenga la relación de reflujo entre 
el destilado y la fracción que recircula a la torre de destilación de manera de obtener la 
separación óptima de la mezcla binaria.

Palabras clave: Control de nivel, destilación, visión artificial. 

1. INTRODUCCIÓN 

 En el laboratorio de operaciones unitarias de la facultad de ingeniería de la Universidad 
Central de Venezuela opera, un equipo de destilación atmosférica en el cual los estudiantes de 
octavo semestre separan una mezcla binaria de metanol y agua. Este montaje tiene ya muchos 
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años de uso por lo que algunos de sus componentes presentan deterioro, es el caso de una 
electroválvula que permite el paso de reflujo, que proviene del destilado, a la columna donde 
ocurre la separación de los compuestos. Desde hace un tiempo se tiene que para determinadas 
condiciones de operación la separación ocurre en forma eficiente, pero al cambiar algún 
parámetro de entrada las composiciones de destilado y residuo no son las esperadas y esto se 
debe a que la relación de reflujo no varía. Se requiere entonces establecer un lazo de control en el 
que el usuario pueda variar la relación de reflujo para lograr la separación requerida bajo 
condiciones específicas. Este trabajo se enfoca en el desarrollo de una herramienta virtual que 
permite determinar el nivel de liquido en la sección de reflujo de manera de que la electroválvula 
deje pasar la cantidad de reflujo que el usuario fijará como condición de operación. El uso de una 
aplicación de detección de bordes se emplea por lo complicado que resulta colocar en ese lugar 
un medidor de nivel estándar, pues tendría que modificarse la estructura de la columna lo que 
resultaría costoso. A continuación se muestra un detector de nivel que ha sido desarrollado 
empleando visión artificial. 

Fig. 1- Lazo de Control 

2. METODOLOGÍA

Los procesos están caracterizados por parámetros los cuales pueden ser monitoreados y medidos 
La función de control tiene tres etapas, primero se obtiene la información acerca del parámetro de 
proceso de interés, luego se toma una decisión sobre ese parámetro de proceso, y finalmente se 
ejecutar una acción basada en la decisión.[1]
Este trabajo se enfocará en desarrollar la primera etapa de la función de control, es decir el 
proceso de obtención de información acerca del parámetro de interés. En vista de que 
implementar un dispositivo de medición de nivel convencional, resulta costoso se implemento un 
sistema de medición no invasivo que resulta adecuado para el montaje. La detección de bordes se 
presenta como una buena alternativa para establecer el nivel requerido para cierto volumen de 
reflujo necesitado por el usuario. Así pues empleando una cámara de video se tomo el proceso de 
llenado de la sección, estas imágenes fueron procesadas por la aplicación de procesamiento de 
imágenes de Labview® llamada IMAQ,  
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TRANSMISORCONTROLADOR 
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2.1 Captura de imágenes en tiempo real 

Para la adquisición de imágenes se emplea la selección de fuente para escoger el dispositivo 
que se utilizará para una adquisición. Con el bloque “Continuous acquisition with inline 
processing” se puede hacer una adquisición continua de las imágenes  La obtención de las 
imágenes de la sección de reflujo se llevó a cabo con una cámara web, que se ubicó a una 
distancia fija del punto donde se quería medir el borde de la sección.  

Fig. 2- SubVI para la adquisición de datos. 

Dentro de este bloque se encuentra un arreglo que incluye varias funciones de las que 
resaltan: IMAQ AVI Open VI, en donde se describe la ruta completa incluida de la unidad de 
donde se adquiere la imagen, el directorio y el nombre para el archivo. Además esta el bloque 
IMAQ Create, que crea un espacio en memoria temporal del archivo AVI. Por último dentro de 
esta estructura se encuentra el sub vi llamado “Vision acquisition calcúlate FPs” donde se calcula 
la velocidad de cuadro del archivo .avi que ha pasado por los bloques anteriores obteniéndose 
como salida la imagen o grupo de imágenes que se procesaran en el bloque de preprocesamiento 
y procesamiento. 

2.2 Preprocesamiento de las imágenes 

 Debido a la poca iluminación del lugar en el que se encuentra el equipo, se realizó un ajuste a 
las imágenes obtenidas de manera de minimizar la interferencia de sombras y efectos de reflexión 
que pueden afectar la detección de los bordes. Para esta tarea se empleo el bloque llamado 
“Image Mask” Con la que se construyó una imagen a partir de la que captó la cámara 
inicialmente, de manera de que se procesara luego la sección de interés, haciendo que las partes 
de la imagen que no son de interés no sean objeto de estudio. Por otra parte con la herramienta 
“Brigthness” se ajusto el brillo y el contraste de la imagen original con el fin de facilitar el 
procesamiento en la siguiente etapa. 

2.3 Procesamiento de las imágenes 

 La imagen que sale del bloque de preprocesamiento entra a un segundo grupo de 
aplicaciones en las cuales se conseguirán los bordes de acuerdo a los criterios previamente 
establecidos, es decir el programador debe realizar una calibración previa de la imagen o grupo 
de imágenes, de manera de asegurar que se trabaja con los bordes principales, en el caso de la 
sección de reflujo se eligió el nivel máximo de líquido para que luego esta aplicación forme parte 
del lazo de control donde elemento de medición sea las imágenes captadas por la cámara web.   
 La detección de bordes se realiza con un bloque llamado IMAQ Find Straight Edges 3. Este 
bloque tiene como entradas las opciones para bordes, donde se especifican los parámetros que se 
emplean para que se calculen los bordes. Además la imagen o grupo de imágenes objeto de 
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estudio, por otra parte está el ROI Descriptor que no es más que un descriptor que define el área 
de interés dentro de la imagen. La entrada que se denomina  Search Direction sirve para 
especificar la dirección en la cual se examinara el área de búsqueda de bordes establecida en el 
ROI Descriptor. La entrada Line Options, permite establecer parámetros de importancia para la 
detección de bordes, entre ellas están el numero de líneas que pueden ser bordes, tipo de bordes, 
Porcentaje mínimo de puntos que pueden ser considerados para que una línea sea un borde 
detectable, ángulo de tolerancia entre otros.
 La salida de este bloque contiene la imagen que se está procesando, los bordes rectos 
encontrados, además de información sobre las líneas que se emplearon para hallar los bordes, por 
último se tiene la salida llamada Used Edges que es la que posee información acerca de los 
bordes rectos que fueron hallados en el área estudiada, dice los números de bordes encontrados, 
la distancia entre el borde y un punto que fija el usuario en pixeles o en dimensiones de longitud.     
Los bordes rectos encontrados van a un último bloque llamado Overlay Edges del cual sale una 
imagen con los bordes superpuestos que fueron encontrados. De éste bloque de procesamiento de 
imágenes sale también Used Edges a un cluster que a su vez envía la información a los 
indicadores que formaran parte de la interfaz visible al usuario es decir un grafico que muestra el 
aumento del nivel, el video del área de estudio en tiempo real y la localización de los bordes 
encontrados en el archivo .avi. 

2.4 Análisis de datos 

 A continuación se muestran los resultados obtenidos para la detección de bordes de la 
sección de reflujo de una columna de destilación a escala laboratorio. La fig. 3 muestra la imagen 
capturada por la cámara web en la interfaz de programación de Vision para Labview®.

Fig. 3- Imagen de la sección de reflujo en el ambiente de programación donde se llevo a cabo la 
detección de bordes. 
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La Figura 4 muestra la interfaz en Labview® que el usuario operará y que será la entrada al lazo 
de control para el nivel de la sección de reflujo en la columna de destilación.

Fig.4- Interfaz del usuario. 

La detección de los bordes principales del área de interés se llevo a cabo empleando el 
preprocesamiento de imágenes y el posterior procesamiento empleando aplicaciones de Vision de 
Labview®, esto representa una valiosa herramienta cuando se trata de detectar nivel en lazos de 
control donde el instrumento de medición típico de nivel no puede ser empleado,  por ejemplo en 
sistemas donde se empleen sustancias altamente corrosivas, radiactivas o la localización de un 
sensor tradicional afecte la estructura del volumen de control que se estudia. Las aplicaciones con 
visión artificial al ser poco invasivas y exactas se presentan como una alternativa operacional de 
bajo costo y con la precisión propia de las herramientas computacionales.  
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Resumen. El uso de algoritmos de visión artificial se ha incrementado notablemente en los 
últimos años en los campos académicos, médicos, industrial y militar. Este incremento se debe 
en parte a las numerosas librerías gráficas de código abierto, con mayor rapidez de 
procesamiento de  imágenes, que han aparecido. Trabajar con vehículos aéreos no tripulados 
(UAVs)  controlados por visión es uno de los grandes retos contemporáneos, debido a su enorme 
complejidad técnica, que nos enfrenta a espacios de alta dimensionalidad, ricos en variaciones y 
formas de ruido. El presente trabajo utiliza la librería gráfica OpenCV de Intel para hacer 
seguimiento a tres LEDs con diferentes longitudes de onda ubicados en la estructura de un 
vehículo aéreo radio controlado (mini helicóptero). El elemento de visión es una cámara web 
estándar y el método de seguimiento está basado en la estimación del momento espacial y 
central de cada fuente de luz, para así obtener las coordenadas de las abscisas, ordenadas y el 
área ocupada (profundidad) para cada punto de luz rastreado y mapeado en 2D. Esta 
información visual compleja, captada en tiempo real, será posteriormente utilizada para 
entrenar una red neural evolutiva que cerrara el lazo de control y vuelo autónomo del  UAV. 

Palabras Clave: Visión Artificial, Control Visual, OpenCV, UAVs (Unmanned Aerial 
Vehicles). 
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1. INTRODUCCIÓN

Los vehículos aéreos no tripulados (UAV: Unmanned Aereal Vehicle)  son aeronaves que 
han sido desarrolladas para volar sin tripulación ya sea por control autónomo o humano. Estos 
tuvieron su origen luego de la primera guerra mundial y se emplearon posteriormente en la 
segunda guerra mundial. 

Aunque los UAVs fueron creados para fines bélicos de reconocimiento y ataque. En la 
actualidad, existen numerosos equipos orientados a la investigación en las aéreas de la robótica 
[1], inteligencia artificial, visión [2] y control que han enfocados esfuerzos para realizar 
aplicaciones con fines civiles. 

Existen universidades  y empresas  alrededor del mundo trabajando con vehículos aéreos no 
tripulados.  Entre los más destacados orientados a aplicaciones civiles podemos encontrar el 
“Institute for Dynamic System and Control” en Suiza, el laboratorio “Robobees” de la 
Universidad de Harvard el departamento “Visión for Unmanned System” y la Universidad 
politécnica de Madrid por nombrar unos tantos. En Venezuela, la empresa G&F Tecnología tiene 
una rama dedicada  al diseño de UAV  de gran tamaño orientado a aplicaciones militares en 
ambiente externos. 

Al usar librería gráficas, podemos modelar y por mucho mejorar las condiciones de visión 
que posee un ser humano. Por tal motivo, se utilizó la librería gráfica OpenCV de Intel como 
método de visión para hacer seguimiento a tres LEDs con diferentes longitudes de onda ubicados 
en la estructura de un vehículo aéreo radio controlado (mini helicóptero). 

Como bien se sabe, el procesamiento de imágenes, es un tema complejo ya que se posee una 
gran cantidad de información que en muchos casos no es de interés. Nuestro método de 
seguimiento está basado en la estimación del momento espacial y central [3] de cada fuente de 
luz (segmentación), para así obtener las coordenadas de las abscisas, ordenadas y el área ocupada 
(profundidad) para cada punto de luz rastreado y mapeado en 2D logrando un modelo 
simplificado de posición y distancia. Esta información visual compleja, captada en tiempo real, 
será posteriormente utilizada para entrenar una red neural evolutiva [4] que cerrará el lazo de 
control y permitirá vuelo autónomo (vuelo estático- “hover”) del  UAV en ambientes interiores. 

El algoritmo propuesto ha sido probado solo en condiciones interiores con iluminación 
artificial controlada y su principal función es suministrar información de vuelo en tiempo real del  
desplazamiento y posición del UAV para su posterior procesamiento neural. En este documento 
se presentan los bloques funcionales, el algoritmo de detección y seguimiento, los resultados 
obtenidos así como la conclusión y futuros trabajos. 

2. BLOQUES FUNCIONALES 

Los bloques funcionales que se utilizan para la detección y seguimiento de los puntos 
luminosos ubicados en el UAV están integrados por diferentes componentes tanto de hardware 
como de software. Estos se encuentran detallados a continuación: 

2.1 Helicóptero de prueba 

El UAV utilizado es un helicóptero coaxial CX2 de E-flite Blade Fig. 1 controlado por radio 
frecuencia. Al ser coaxial, posee mayor estabilidad y control al vuelo. Sin embargo, solo se puede 
volar en aéreas cerradas sin flujo de viento ya que su área es reducida.  
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Fig. 1 - E-Flite Blade CX2 como UAV. 

2.2 Sistema de visión 

El sistema de visión, utiliza una cámara web integrada en una laptop. Esta cuenta con una 
resolución de 2 mega píxeles y es capaz de trabajar a 30 imágenes por segundo lo que en 
aplicaciones de video, es denominado tiempo real de captura. Sin embargo, este tiempo está 
directamente relacionado con el procesamiento y almacenamiento de los datos de interés; 
abscisas, ordenadas y áreas de cada punto luminoso ubicado en el UAV.  

Para obtener como resultado, la detección y seguimiento de los puntos luminosos ubicados 
en el UAV, el algoritmo de visión debe cumplir un ciclo dividido en 4 etapas entre las cuales 
encontramos: 

2.3 Captura de la imagen 

En la captura, se discretiza una imagen  de 320x240 pixeles para su posterior procesamiento. 
El funcionamiento de una cámara es detallado en [5] y los métodos de modelaje son planteados y 
descritos en [6]. Este trabajo no aborda estos puntos en profundidad ya que el modelaje de la 
cámara formará parte intrínseca en el control neural que se utilizará para controlar el vuelo del 
UAV en el trabajo posterior. 

2.4 Segmentación del color 

La selección del color de los LEDs que se encuentran ubicados en el UAV fue de vital 
importancia ya que al ser de colores: rojo (620-750nm), verde (495-570nm) y azul (450-475nm) 
se evita la interpolación por la distancia existente entre longitudes de onda.

El proceso de visión puede ser representado en términos en diferentes espacios del color. Sin 
embargo, aunque la captura de la imagen inicialmente se realiza en formato RGB es necesaria la 
conversión al el modelo de espacio HSV (matiz, saturación y valor) el cual se asemeja al 
comportamiento del ojo humano. El modelo de conversión RGB a HSV está discutido 
ampliamente en [7].  

Para realizar una exitosa segmentación, es necesario determinar los umbrales (thresholds) de 
los colores de los LEDs en el espacio HSV. El algoritmo entonces, procederá a buscar en el 
segmento de la imagen compuesta, los pixeles que se encuentren en el rango máximo y mínimo 
predeterminado generando una nueva imagen únicamente con la información preparada para un 
post-procesamiento. 
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2.5 Suavizado 

Todo proceso de visión es propenso al ruido. Para minimizarlo, se utilizó el operador de 
suavizado gaussiano Eq. 1 que no es más que una convolución que se realiza para difuminar y 
reducir el contraste de la imagen utilizando una ponderación donde los pesos toman forma de una 
campana de Gauss.  Donde μ representa el pico y n la varianza (para cada variable del x e y). 

op�>� h� � q�
R�rRsr�Q

QtrQ
KR�uRsu�Q

QtuQ 22                                          (1) 

2.6 Cálculo de momentos y almacenaje de datos 

Una vez que la imagen se encuentra pre-procesada y filtrada (se reconstruyó la imagen 2D a 
partir de la proyección 3D por medio de las marcas visuales del UAV),  se utilizó el método de 
momentos geométricos para extraer la información simplificada sobre cada punto luminoso.  

Este método, aunque es muy sensible al ruido comparado con el cálculo de los momentos 
ortogonales, tiene como gran ventaja su rapidez logrando un procesamiento computacional 
mínimo [8]. 

Los momentos son clasificados por órdenes. Estos órdenes están dados por los índices p y q
donde la suma de estos, indica el orden del momento. Para obtener la información sobre las 
abscisas, ordenadas y área se calcularon los momentos v�p�p�,2v�?�p� y v�p�?� Ec. 2. 

v�p�p� � w �>�h hx�>� h�
v�?�p� � w �>�h>y �>� h�
v�p�?� � w �>�hhy �>� h�2                                                (2) 

Donde v�p�p�  describe el área y los momentos de primer orden contienen información sobre 
el centro de gravedad Ec. 3. 

> � 2 &�M�z�
&�z�z�

22222222h � 2 &�z�M�
&�z�z�

                                                   (3) 

El proceso mencionado anteriormente, se realizó para cada punto luminoso con la finalidad 
de extraer información relevante sobre la estimación de la posición del UAV vista desde la 
cámara web. Todos estos datos son almacenados en tiempo real para luego servir de entradas a 
una red neural que tendrá la capacidad de controlar el vuelo estacionario del vehículo aéreo no 
tripulado.

3. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS 

Las pruebas realizadas, tienen como finalidad validar el funcionamiento y comportamiento 
del algoritmo de visión. Estas pruebas se realizaron utilizando la plataforma OpenCV 2.0, Visual 
Studio C++ y fuente de luz fue artificial cercana a los 40 Lux. 
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3.1 Prueba de repetitividad 

Esta prueba consistió en observar la respuesta del software de seguimiento de los puntos 
luminosos para obtener los errores en la medición en función de la distancia. 

En la Figura 2, se observó que el error en la medición de los puntos luminosos aumenta con 
respecto a la distancia entre el UAV y el punto focal. Es importante destacar que el error mínimo 
es de ±1 pixel. Con esta prueba se definió que el rango de visión para este algoritmo está entre los 
30 cm y 120 cm. 

Fig. 2 - Prueba de seguimiento de la posición X e Y de los puntos luminosos. 

3.2 Prueba de vuelo 

Con esta prueba, se verificó el seguimiento de los puntos luminosos en tiempo real donde un 
piloto controla el vuelo del UAV.  Con esto se determinó la capacidad de trabajo del algoritmo 
antes cambios de posición, velocidad y aceleración. 

Como resultado de esta prueba, en la Fig. 3 se apreció, el comportamiento de los puntos de 
forma individual durante el vuelo. En el plano X, la separación que se observa corresponde con 
ubicación de los LEDs en el UAV. En el plano Y, al estar referenciados al mismo nivel 
(horizontal), el seguimiento es común. La medición del área, al ser dependiente de la detección 
del color en el espectro visual es variable pero calibrable. 

Fig. 3 - Seguimiento puntos luminosos en vuelo. 

3.3 Tiempos de procesamiento 

Se demostró el tiempo de cada proceso en función de 30 imágenes por segundos. El mayor 
tiempo se utiliza en el cálculo de los momentos y algoritmo de suavizado (mayor carga procesal). 
El tiempo libre de ejecución está conformado por el 11% (tiempo libre) y el 3% (almacenaje de 
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datos) dan un total de 4,545 mili segundos lo que garantiza el procesamiento de imágenes en 
tiempo real. 

4. CONCLUSIONES Y FUTUROS TRABAJOS 

La detección y seguimientos de puntos luminosos para la estimación de la posición del UAV 
formarán parte fundamental del sistema de visión de una red neural evolutiva que utilizará las 
características de importancia extraídas en este procesamiento de imágenes para controlar el 
vuelo estacionario de un mini helicóptero. 

Debido a que la red neural funciona utilizando numerosas operaciones de multiplicación 
(pesos por entradas), la estimación rápida de la posición de los puntos luminosos permitirán 
minimizar el tiempo de las salidas de la red en función de la excitación de las neuronas de entrada 
(imágenes adquiridas por el método propuesto). 

Es importante resaltar que este método solo propone el seguimiento de puntos luminosos en 
interiores donde las condiciones de iluminación y ruido pueden ser controladas.

REFERENCIAS 

[1].Chang, O. Evolving Cooperative Neural Agents for   Controlling a Vision Guided Mobile 
Robot. 8th IEEE International Conference on Cybernetic Intelligent Systems 2009. 
University of Birmingham, Birmingham, UK Computer Vision Group. ETSII – 
Universidad Politécnica de Madrid, Septiembre 2009. Email: ogchang@gmail.com 

[2].Chang, O., Campoy, P., Martínez, C. y Olivares, M. A Robotic Eye Controller Based on 
Cooperative Neural Agents. The 2010 IEEE World Congress on Computational 
Intelligence (IEEE WCCI 2010) Universidad Politécnica de Madrid ETSII Madrid – 28006, 
Computer Vision Group,  Barcelona-Spain, 2010. Email: ogchang@gmail.com. 

[3].Fletcher, L. An Introduction to Computer Vision. Australian National University, 2005. 

[4].Elmenreich, W., Klinger, G. Genetic Evolution of a Neural Network for the Autonomous 
Control of a Four-Wheeled Robot. Viena University of Technology. Institute of Computer 
Engineering. Viena-Austria. 2007. Email: {will,gernot.klingler}@umars.tuwien.ac.at 

[5].Xin, L. Modelling the Pinhole Camera- Projection, perspective, matrices. University of 
Central Florida. Email: xli@math.ucg,edu 

[6].Truchetta, R., Spring, K., Davidson, M. Introduction to CMOS Image Sensors. Optical 
Microscopy Division, 2004. Revisado en: 3 de Septiembre de 2011. Disponible en: 
http://www.micro.magnet.fsu.edu/primer/digitalimaging/cmosimagesensors.html 

[7].Cardani, D. Adventures in HSV Space. 2008. Email: dcardani@buena.com 

[8].Kotoulas L. y Andreadis I. Image analysis using moments. Laboratory of Electronics.
Section of Electronics and Information Systems Technology, Democritus University of 
Thrace, Greece. Email: {lkotoula, iandread}@ee.duth.gr 

EC-104     AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO



MODELO Y PROGRAMA PARA EL ANALISIS ENERGETICO Y EXERGETICO DEL 
CICLO BRAYTON  

Carlos G. Villamar  
Yoel J. Valera 
Alirio Rondón 
villamar@ula.ve
ingjosevalera@cantv.net
alirio_rs@hotmail.com 
Grupo de Motores Térmicos (GRUMOTE), Universidad de los Andes. Facultad de Ingeniería. 
Escuela de Ingeniería Mecánica. Mérida, Venezuela. 
Rafael Santos 
rsantosl@ula.ve
Grupo de TermoFluidoDinámica (TFD), Universidad de los Andes. Facultad de Ingeniería. 
Escuela de Ingeniería Mecánica. Mérida, Venezuela. 

Resumen: En este trabajo se presenta un modelo que permite determinar los principales 
parámetros de funcionamiento del ciclo Brayton, empleando diferentes combustibles, así como 
realizar su análisis energético y exergético. El modelo utiliza un método de cálculo basado en 
ecuaciones termodinámicas, tales como, conservación de la masa, Primera y Segunda Ley de la 
Termodinámica; las cuales permiten determinar la cantidad, calidad y degradación de la 
energía durante los procesos. Se considera que el fluido de trabajo se comporta como un gas 
ideal y que su composición así como sus propiedades tales como los calores específicos, los 
cuales son función de la temperatura y composición, cambian a lo largo del ciclo debido al 
proceso de combustión. Los resultados conseguidos permiten concluir que la suposición de que 
el fluido de trabajo es solo aire con calores específicos constantes y procesos de absorción y 
rechazo de calor de fuentes externas de energía, es aceptable ya que al comparar los resultados 
al emplear diferentes combustibles, se observa que los parámetros de operación tienen un 
comportamiento similar, adicionalmente de los resultados obtenidos se puede concluir que, de 
los combustibles estudiados el que más potencia produce, consume menos combustible y permite 
obtener una mayor eficiencia exergética, es el metano, consiguiendo adicionalmente con esto 
una reducción en las emisiones de dióxido de carbono. 
 
Palabras clave: Ciclo Brayton, Eficiencia, Disponibilidad, Energía, Exergía 
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1. INTRODUCCION 

El ciclo Brayton modela el funcionamiento de las turbinas de gas y su propósito es el de 
producir potencia al transformar la energía química contenida en el combustible en trabajo 
mecánico, por lo cual su rendimiento se expresa en términos de eficiencia térmica [1]. En este 
trabajo se presenta un modelo que permite realizar estudios energéticos basados en la Primera 
Ley de la Termodinámica y estudios exergéticos o de disponibilidad empleando la Segunda Ley 
de la Termodinámica, esto con el fin de comparar la eficiencia del ciclo bajo estudio desde dos 
puntos de vista: uno basado en la conservación de la energía y otro desde la calidad de la energía.

2. MARCO TEORICO 

Se considera que el fluido de trabajo se comporta como gas ideal y su composición cambia a 
lo largo del ciclo debido al proceso de combustión, por consiguiente sus propiedades tales como 
la entalpía y calores específicos son función de la temperatura y composición. Empleando las 
ecuaciones de la Primera y Segunda ley de la Termodinámica, aplicada a cada uno de los 
dispositivos del ciclo, considerando que todos ellos trabajan en estado estable y despreciando los 
cambios de energía cinética (Ec) y potencial (Ep) se obtiene las siguientes ecuaciones:
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entropía generada, la cual es una medida de las irreversibilidades. La Ec. (2) Considera que existe 
intercambio de calor con los alrededores en una tasa igual a 
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superficie del volumen de control, en este estudio se considera que la temperatura de la frontera 
del volumen de control es igual a la temperatura de los alrededores en cualquier punto [1][2].

Despreciando los efectos magnéticos, eléctricos de tensión superficial y nuclear, se dice que 
un sistema está en el estado muerto cuando este se encuentra en equilibrio termodinámico con sus 
alrededores, es decir; la temperatura (T0) y presión (p0) deben ser iguales a las de los alrededores, 
no debe existir variación de la cantidad de masa que se encuentra en cada fase y su composición 
química debe ser constante [2][3]. El análisis de disponibilidad requiere el empleo del término 
exergía (X), que representa el potencial de trabajo o la parte de la energía que puede convertirse 
en trabajo cuando un sistema que se encuentra en un estado inicial especificado es llevado 
reversiblemente hasta el estado muerto [3]. La cantidad de trabajo neto real que se obtiene de un 
sistema se conoce como trabajo útil (WU) o real y el trabajo reversible (Wrev) se define como la 
cantidad máxima de trabajo que puede producirse cuando un sistema realiza un proceso entre un 
estado inicial y uno final de manera  totalmente reversible, o el trabajo mínimo que requiere un 
dispositivo que consume trabajo; si el estado final es el estado muerto entonces el trabajo 
reversible es igual a la exergía [1][3]. Combinando las Ec. (1) y (2) se obtiene la Ec. (3).
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Al realizar un análisis de exergía, el primer paso es elegir un volumen de control (vc) apropiado y 
luego aplicarle un balance de exergía, tal como se observa en las Ec. (4) y (5). 

! ", , 2 1Q W m e m s destruida VC
X X X X X X X� � � � � � (4)

Los términos Xm,e y Xm,s, representan la exergía que entra y sale con la masa que atraviesa el vc  y 
los subíndices 1 y 2 representan el estado inicial y final respectivamente.  
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donde  la exergía de flujo (% ) expresada por unidad de masa para una sola corriente de fluido 
que entra y sale de un dispositivo de flujo permanente y despreciando los cambios de Ec y Ep, se 
obtiene al considerar la entrada del estado real y la salida del estado muerto [2].  

! " ! " ! " ! "0 0 0 0 0 0 0e e e eh T s h T s h h T s s% � � � � � � � � (6)
Para obtener el trabajo reversible se hace cero el término de exergía destruida, ~p��4*�  en la 

Ec. (3), dicho término representa la irreversibilidad, la cual siempre es una cantidad positiva o 
cero en los procesos reversibles. La eficiencia exergética, es distinta de la eficiencia tradicional 
empleada en el análisis de los diversos dispositivos y ciclos, también llamada eficiencia 
energética ya que esta última se cuantifica desde el punto de vista de la conservación de la 
energía, mientras que la eficiencia exergética mide la aproximación de un proceso o ciclo a su 
operación reversible y se expresa de forma general mediante la siguiente ecuación. 

recuperada suministrada

suministrada suministrada min

X X 1
X X

destruida destruida
II

su istrada

X X
X

* �
� � � � (7)

 
3. DESARROLLO DEL MODELO 

El modelo considera que el fluido de trabajo es solo aire durante las etapas previas a la 
combustión y una mezcla de productos de combustión en los procesos posteriores, cuya 
composición y propiedades serán función de la temperatura, tipo de combustible y la cantidad de 
cada especie formada o empleada. Se considera que por el compresor y los interenfriadores solo 
circula aire. Para determinar la temperatura de salida isentrópica del compresor se emplean las 
relaciones Tds y la ecuación de gases ideales, haciendo cero el cambio de entropía, para 
determina el calor específico y la entalpía se emplea el polinomio de cuarto grado propuesto por 
Cengel [2] el cual está en función de la temperatura, el estado de salida real se determina por 
medio de la eficiencia isentrópica, conociendo los estados inicial y final se puede determinan las 
potencias, irreversibilidad, exergía y eficiencia exergética empleando las Ec. (1) a la Ec. (7). Para 
analizar los interenfriadores empleados en el ciclo con el fin de reducir la temperatura de entrada 
del aire en cada etapa de compresión, se requiere realizar un balance de energía similar al que se 
hizo para el compresor, sabiendo que en estos dispositivo no hay trabajo, se asume que el calor 
absorbido por el fluido "frío" (aire del ambiente) es el mismo que el rechazado por el fluido 
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"caliente" (aire comprimido que circula en el ciclo). En este caso se considera que la temperatura 
de entrada del aire comprimido es la temperatura de salida real del compresor que le antecede y 
se asume que el enfriamiento se realiza hasta la temperatura mínima que es la de los alrededores. 
Por otro lado los regeneradores son intercambiadores de calor en donde un fluido caliente (gases 
de escape) y uno frió (aire comprimido del ciclo) fluyen en sentido opuesto sin que se produzca 
mezcla entre ellos. Su función en el ciclo es precalentar el aire que entra a la cámara de 
combustión con el fin de reducir el consumo de combustible, para el análisis de este dispositivo 
se considera que el regenerador se comporta como un intercambiador de calor con dos corrientes 
de fluido sin mezclarse. La(s) cámara(s) de combustión es el lugar donde se realiza la reacción de 
combustión entre el aire y el combustible inyectado, se asume que está bien aislada y no hay 
pérdidas de calor al ambiente, por lo tanto la temperatura de los productos será la máxima 
posible, dicha temperatura se conoce como la temperatura de llama adiabática. Se considera que 
la combustión es completa, ya que la relación aire combustible con que operan las turbinas de 
gas, es elevada lo que hace que las probabilidades de obtener combustión completa también lo 
sea [3, 5]. Al realizar el balance de energía se llega a la siguiente ecuación: 

! " ! " ! "0 0 0
1 1

n n

i f T T i f T T i f T Tcom bi iprod aire

N h h h N h h h N h h h
� �

# $ # $# $� � � � � � � �& ' & '( )( ) ( )
  (8)

Para determinar la entalpía de cada especie se emplea la Ec. (8), �!���2es la entalpía de 
formación que se obtienen de las tablas de propiedades publicadas por JANAF [6] ; ��� Y ���zes la 
diferencia de entalpía sensible referida al estado estándar de referencia: 100 kPa y 25°C; H
representa la entalpía y el subíndice prod indica productos o especies formadas, al considerar que 
los reactantes están formados por la mezcla aire - combustible para la primera cámara de 
combustión y para las cámaras de combustión posteriores se toma en cuenta la presencia de los 
gases de escape producidos en las cámaras de combustión anteriores, más la cantidad de 
combustible adicional suministrada en cada cámara, la cantidad de aire no se incrementa ya que 
las turbinas de gas operan comúnmente con relaciones aire - combustible de 50 o más [2], por lo 
tanto la cantidad de aire inicialmente admitida es suficiente para quemar el combustible adicional 
suministrado en las diversas cámaras de combustión con el fin de obtener la máxima temperatura 
posible. Para determinar la entalpía y calor específico de los combustibles, así como la entalpía 
de cada especie formada durante la combustión requieren el empleo las ecuaciones respectivas 
propuesta por Heywood [7] y Stephen [8], las cuales son función de la temperatura y 
composición del fluido de trabajo. Determinar la entalpía de los productos de los reactantes 
requiere conocer los moles de cada especie que participa en la reacción, para ello se plantea la 
ecuación de la reacción de combustión para cada cámara y luego se balancea, considerando que 
en la primera cámara solo hay aire y combustible mientras que en las cámaras de combustión 
posteriores ingresa aire, productos de combustión de la cámara de combustión anterior más el 
combustible adicional suministrado. La determinación de los parámetros de funcionamiento de 
las turbinas requiere seguir un procedimiento similar al de los compresores pero considerando 
que el fluido de trabajo es una mezcla de gases producto de la combustión. La exergía destruida 
durante todo el ciclo se determina realizando la sumatoria del producto de la temperatura de los 
alrededores y la  entropía generada en cada uno de los dispositivos, mientras que eficiencia 
exergética se obtiene entre el cociente de la potencia útil total y la reversible.  

El modelo descrito se implementó en un programa de computación [9], el cual puede 
descargarse en la siguiente dirección: 

EC-108       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



www.webdelprofesor.ula.ve/ingenieria/villamar/PROGRAMAS/ProgramasComputacion.htm 

4. RESULTADOS 
 

Se presenta una muestra de los resultados obtenidos empleando el programa desarrollado, se 
tomó como ejemplo un ciclo Brayton con dos etapas de compresión, dos de expansión y 
regeneración, se consideró que las condiciones ambientales eran de 27°C y 100 kPa, temperatura 
máxima del ciclo de 1200°C, relación de presión de cada etapa de compresión igual a 3, flujo 
másico de aire unitario, las eficiencias isentrópicas de los compresores, turbinas y regenerador 
fueron de  80%, 85% y 75% respectivamente, dichos valores se tomaron de condiciones 
promedio de operación en esta clase de dispositivos [1][2][3]. 

 
Tabla 1. Resumen de resultados. 

Combustible Hexano Metano Propano Octano Aire 

c [kW] = -277.31 -277.31 -277.31 -277.31 -277.5 

T [kW] = 714.12 720.02 715.42 713.83 677 

n [kW] = 436.81 442.71 438.11 436.52 399.4 

c [kg/s] 0.0217 0.0199 0.0212 0.0219 0 

�I = 0.4170 0.4009 0.4112 0.4165 0.4689 

�II = 0.8589 0.8600 0.8591 0.8588 0.8488 

Tabla 2. Potencia neta [kW] empleando 
diferentes combustibles en función de rp

rp 2 2.5 3 3.5 4 4.5 

netaMetano   308.11 386.35 442.70 485.04 517.76 543.57 

netaPropano 305.63 382.75 438.11 479.55 511.48 536.58 

netaOctano    304.77 381.50 436.52 477.66 509.32 534.17 

netaHexano   304.93 381.73 436.81 478.01 509.71 534.61 

netaAire         286.60 353.60 399.40 432.20 456.10 473.70 

 

En la se aprecia un resumen de los resultados obtenidos al emplear el modelo, utilizando 
diferentes combustibles, en la última columna se hace la comparación con un ciclo de aire con 
calores específicos constantes. Se puede observar que la mayor eficiencia exergética, mayor 
potencia neta y el menor consumo de combustible se obtiene al emplear metano como 
combustible, aunque su eficiencia energética es la menor de los casos mostrados. En la se aprecia 
que al aumentar la temperatura máxima todas las eficiencias, potencias y calores involucrados se 
incrementan como era de esperarse. En la se puede observar la variación de la eficiencia 
exergética al emplear diferentes combustibles en función de la relación de presiones. En la Tabla 
2, se observa que al aumentar  rp se incrementa el consumo de combustible, la eficiencia 
energética y la potencia neta, pero se reduce la eficiencia exergética 
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5. CONCLUSIONES 
 
El modelo presentado permite determinar los principales  parámetros de funcionamiento del 

ciclo Brayton mediante un análisis energético y exergético, con el fin de poder realizar su estudio 
desde dos puntos de vista distintos tales como la conservación de la energía y la degradación de 
la calidad de la energía. Se puede observar en la Tabla 1 que al hacer la suposición de que el ciclo 
Brayton opera como un ciclo de aire, con calores específicos constantes, los resultados obtenidos 
solo difieren en 0.06% y 5.44% al comparar la potencia del compresor y turbina respectivamente 
con los casos cuando se emplea el modelo propuesto con diferentes tipos de combustibles al 
tomar resultados promedios, además se observó que el comportamiento del ciclo de aire es igual 
al que se obtiene empleando diferentes combustibles, con esto se puede concluir que la 
suposición hecha en los estudios iniciales de la Termodinámica de que el ciclo Brayton opera 
solo con aire con calores específicos constantes y procesos de transferencia de calor, es válida, la 
ventaja de emplear esta suposición es que simplifica notablemente el análisis del ciclo en las 
etapas iniciales del estudio de la Termodinámica y permite una considerable disminución en la 
complejidad de los cálculos. De los resultados de las tablas 1 y 2 se puede concluir que el 
combustible que más potencia produce al emplearlo en el ciclo es el metano, así mismo consume 
menos combustible y tiene mayor eficiencia exergética, además el metano (CH4) al contener solo 
un átomo de carbono es el combustible que menos dióxido de carbono produce, reduciendo con 
esto el efecto sobre la contaminación atmosférica debido al efecto invernadero.  
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% Generación de data entrenamiento para 3 redes ANFIS la solución de la
% Cinemática Inversa de un brazo Robótico tipo PUMA  con 3GDL

L1=15;  %Longitud de eslabón 1
L2=30;  %Longitud de eslabón 2
L3=20;  %Longitud de eslabón 3

a1 = 0:0.1:pi/2; %Recorrido Angular de la Articulación 1
a2 = 0:0.1:pi/2; %Recorrido Angular de la Articulación 2
a3 = 0:0.1:pi/2; %Recorrido Angular de la Articulación 3

[A1, A2, A3] = meshgrid(a1, a2, a3);

%Ecuaciones de la Cinemática Directa de un Brazo Robótico Tipo PUMA 3GDL
x = cos(A1).*(L3* cos(A2 + A3)+L2 * cos(A2));
y = sin(A1).*(L3* cos(A2 + A3)+L2 * cos(A2));
z = L3*sin(A2+A3)+L2*sin(A2)+L1;

Data1 = [x(:) y(:) z(:) A1(:)]; % dataset x,y,z,A1, 3 IN  1 OUT para ANFIS1
Data2 = [x(:) y(:) z(:) A2(:)]; % dataset x,y,z,A2, 3 IN  1 OUT para ANFIS2
Data3 = [x(:) y(:) z(:) A3(:)]; % dataset x,y,z,A3, 3 IN  1 OUT para ANFIS3

ANFISEDIT % Abre el toolbox de neuro-fuzzy

% Cada Data se emplea como datos de entrenamiento para el toolbox anfisedit
�
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Abstract. A new method, based in scaling analysis, is used to calculate fractal dimension and 
local roughness exponent to characterize in vivo 3-D tumor growth in brain. Image acquisition 
was made according to the standard protocol used for brain radiotherapy and radiosurgery, i.e., 
axial, coronal and sagittal T1–weighted images, comprising brain volume for further magnetic 
resonance image (MRI) registration. Image segmentation was performed by application of k-
means procedure upon contrasted images. Tumors analyzed included glioblastomas, 
astrocytomas, metastases and benign brain tumors. The results show significant variations of the 
parameters according to tumor stage and histological origin. 

Keywords: Scaling analysis, tumor growth, fractal dimension, roughness exponent  

1. INTRODUCTION 

 The analysis and understanding of tumor growth has been the object of multidisciplinary 
research. In the last decade an increased number of complex physical - mathematical models have 
been published, with different approaches due to its multiscale nature. The simplest theoretical 
models involve only the total number of cells in the tumor, when they have been applied to this 
problem, growth is usually assumed to be exponential, gompertzian, or logistic [1]. Such models 
do not consider the spatial arrangement of the cells at a specific anatomical location, or the spatial 
spread of the cancerous cells. These spatial aspects are essential in estimating tumor growth since 
they determine the invasiveness of the tumor. Dynamic scaling is a technique that exploits the 
geometric properties of the growth fronts using different concepts of the theory of stochastic 
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processes and fractal geometry [2]. The approach used in the present work is based on the fractal 
nature and scale invariance of the boundary of the tumor. Tumor cells form colonies that can be 
characterized by a fractal dimension, which is a measure of the degree of complexity, allowing 
for the use of scaling analysis [3-6]. Recent studies of in vitro tumor cell colonies and resected 
tumor sections [4, 5] show that some kind of universality in tumor growth dynamics can be 
determined by evaluating their boundary geometrical properties through critical exponents. 

2. MATERIALS AND METHODS 

2.1 Image Selection and Processing 

 Image acquisition was made according to the standard protocol used for brain 
radiotherapy and radiosurgery, which consists essentially of contiguous, non-overlapping 
gadolinium enhanced magnetic resonance T1-weighted image slices acquired along any of the 
anatomical planes: axial, coronal or sagittal, comprising brain volume for further image 
registration with other imaging modalities, such as computed tomography. Only glioblastomas, 
astrocytomas, metastases and benign brain tumors were analyzed in this work. Tumor staging 
was assessed by histopathological results.  

Image segmentation of the tumor volume was performed slice by slice by the k-means 
algorithm [7]. Also known as unsupervised classification, the k-means technique looks for natural 
groupings in a multidimensional data set by employing a similarity or dissimilarity measure. 
Given m samples, each of which may be represented by a n - dimensional feature vector, the aim 
of the partitioned clustering method is to group the samples into k clusters such that the members 
of each cluster share similar features. Each cluster is labeled by a n- dimensional feature vector, 
which is the average of all the members in the cluster, defined as its centroid μ. 

In order to obtain surface points belonging to the tumor - host interface, segmented 
images were analyzed by a special algorithm that preserves voxel classification according to the 
k-means method and also preserves the geometrical features on the interface. Essentially this 
algorithm consists on the application of a 3x3 image mask filter over each of the previously 
segmented images comprising the tumor volume. The image mask filter acts as follows: if the 
central pixel of the 3x3 mask belongs to the segmented image then a sum over all the pixels 
within the 3x3 mask is performed, assigning one if the pixel belongs to the segmented image or 
otherwise, zero. If the mask sum is less than 9, the central pixel of the 3x3 mask belongs to the 
tumor-host interface. The final result is a 2D binary image including only interface pixels, 
stacking of these images leads to a 3D data set for the tumor-host interface, as depicted in Fig. 1. 

2.2 Scaling Analysis and Fractals 

Calculation of the tumor - host interface width. The dynamics of many physical systems 
exhibiting rough interfaces can be characterized by a set of critical exponents obtained from 
scale-invariant properties of certain physical quantities [2, 4, 5]. The interface width is given by 
the second order moment of the interface position as a function of the surface s and time t, 
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Figure 1- Tumor-host interface data points for a glioblastoma multiforme. 

where Σ represents the total tumor-host interface, s0  means the local average taken over  

interface subsets of size s and 
.

0 is the average over Σ. The sets Σ and s are associated to total 
surface area and spherical cap surface area respectively. Power law behavior is observed at small 
values of s, (compared to the surface area associated to the interface Σ) then Eq. (1) reduces to, 

              �  locssW �1      (2) 

where loc� is the local roughness exponent [4, 5]. In Fig. 2 it is shown the behavior of W(s) for 
glioblastomas. An analysis of the figure reveals that W(s) exhibits a power-law behavior at small 
scales as predicted by Eq. (3), and also an asymptotic saturation value, W(Σ) , where Σ is the total 
surface area of the tumor-host interface. 

Calculation of the fractal dimension of tumor-host interface. Since tumor-host interface
exhibits fractal geometry, it is relevant to calculate the fractal dimension, i.e., capacity dimension 
or Hausdorff dimension, df. It is frequently calculated by means of the well-known and popular 
box-counting algorithm originally proposed by Russel [8], such that the fractal dimension can be 
estimated by the limit [2, 9],

      � � 
� +
+

+ log
loglim

0

Nd f �
	�      (3) 

where N(ε) is number of boxes needed to completely cover the fractal structure. According to 
references [2, 9] there is a relationship between the fractal dimension and the local roughness 
exponent given by, 
             dd locf ���      (4) 
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Figure 2 – W(s) for a glioblastoma multiforme. 

where d is the Euclidean dimension of the space where the fractal structure is embedded. 
Equation (5) holds in general and can be used to check the accuracy of df and  

loc�  estimates.  

3. RESULTS AND DISCUSSION 

 Scaling analysis was applied to a total of 62 tumor lesions in the brain. The tumors were 
classified according to its histological characteristics into four groups: astrocytomas (10 cases), 
glioblastomas (7 cases), metastases (18 cases) and benign brain tumors (27 cases), such as 
meningiomas and acoustic Schawnnomas. Table 1 summarizes the results for the fractal 
dimension df and the local roughness exponent loc�  for the different histological groups.  

Table 1. Tumor-host interface measured parameters 

Type Cases df loc� r2(df) r2( loc� )
Glioblastomas 7 2.09 ± 0.10 0.90 ± 0.04 0.998& 0.999
Astrocytomas 10 2.10 ± 0.06 0.86 ± 0.06 0.997 0.997

Metastases 18 2.13 ± 0.05 0.82 ± 0.06 0.997 0.998
Benign Tumors 27 2.32 ± 0.03 0.67 ± 0.10 0.999 0.997

 In all cases the tumor-host interface exhibits fractal geometry characterized by a non-integer 
dimension in the range 2.1 – 2.32, which is consistent with what is expected for fractal interfaces 
embedded in a three dimensional Euclidean space [2, 9]. Analysis of Table 1 reveals not only a 
diminution of the roughness exponent, loc� , as we proceed from high grade malignant tumors, 
such as glioblastomas, through astrocytomas and metastases, but also an increase of the 
dispersion of this exponent. From the roughness exponent point of view, high grade tumors, i.e., 
grade IV, become more similar than for example, grades I through III. In the case of metastases, 
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an increase in the dispersion is expected due to the diverse histological origin and development in 
brain. For the glioblastoma group, loc�  = 0.90 ± 0.04, which results in good agreement with the 
obtained by Brú et al [5], and generally associated to a highly invasive tumor-host interface. In 
the case of benign tumors, the value of loc�  is the lowest, which is consistent with the slow 
invasive character of the smooth tumor-host interface. Inspection of Table 1 demonstrates that 
Eq. (4) holds for all the histological groups [2, 9]. Comparison of the roughness exponent values 
for the different histological groups clearly shows a significant difference between malignant and 
benign tumors. Since in an interface growth process, roughness and growth exponents 
characterize universality classes [2], it is possible to conclude that benign brain tumors belong to 
a different interface growth universality class than malignant tumors. Tumor growth numerical 
simulations were performed using the simulated brain database BrainWeb [1] and the results are 
depicted in Fig. 3. 

Figure 3 – Simulation of (a) High grade glioma, 7 years, loc� = 0.9651 and (b) Low grade glioma, 
20 years, loc� = 0.7183 using the BrainWeb simulated brain database [10]. 

4. CONCLUSIONS 

 In this work in vivo brain tumor growth is characterized by scaling analysis, employing 3-D
MRI data. Cases consisting of different types of tumors such as glioblastomas, astrocytomas, 
brain metastases and benign brain tumors were analyzed taking into account the morphology of 
the tumor-host interface to calculate their geometric dimensions, i.e. fractal dimension, and local 
roughness exponent loc� . The results show some similarities with some of the 2-D in vitro [4, 5]
and in vivo [5, 6] results. The general relation between the fractal dimension and the local 
roughness exponent, Eq. (4), was verified. As expected, the complexity of the tumor-host 
interface increases as the lesion becomes more aggressive, a fact that is reflected by the local 
roughness exponents. The difference in values of the local roughness exponent between 
malignant and benign tumors supports a possible difference in interface growth universality 
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classes. We hope that in the future the methodology developed in this work can be applied to 
understand primary tumor growth, through the analysis of brain metastases, and changes in tumor 
dynamics due to host tissue environment and the application of therapy, i.e., radiosurgery, 
radiotherapy or chemotherapy. 
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Abstract. El objetivo de este trabajo fue desarrollar un método para la segmentación 3–D de
los ventŕıculos cardiacos en imágenes de tomograf́ıa computarizada multicapa. El referido método
se estructuró en tres fases. En la primera, se excluyeron ciertas estructuras anatómicas colocando
un plano entre los ventŕıculos y las auŕıculas. En la segunda, se aplicó un realce por similari-
dad basado en los filtros: promediador, Gausiano y morfológicos (dilatación, erosión y black top
hat). En la última fase, los ventŕıculos fueron segmentados aplicando la técnica de crecimiento
de regiones. Esta técnica fue inicializada con un voxel semilla ubicado en cada ventŕıculo. La
posición de las semillas se obtuvo usando máquinas de soporte vectorial de mı́nimos cuadrados.
Estas semillas vienen dadas por marcadores detectados en base a atributos. Estos atributos son
calculados sobre vecindades circulares ubicadas en los centroides de cada ventŕıculo. La validación
del algoritmo se realizó usando seis bases de datos sintéticos en las que se simuló el ruido Poisson y
los artefactos presentes en bases de tomograf́ıa cardiaca y dos bases cardiacas reales para las cuales
se compararon las segmentaciones automáticas con las generadas manualmente por un cardiólogo.
El coeficiente de Dice y los errores de área y contorno fueron utilizados para determinar la calidad
de la segmentación. Los resultados obtenidos revelan el buen desempeño del método desarrollado.

Key words: Ventŕıculos, similaridad, máquinas de soporte vectorial, segmentación.
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1. Introducción

La Tomograf́ıa Computarizada MultiCapa (MSCT) es un técnica que utiliza rayos x para
generar imágenes del corazón y de los grandes vasos. Además fusionando estas imágenes mediante
técnicas de reconstrucción se pueden crear modelos 3–D del corazón. En MSCT cardiaca durante la
fase de adquisición ocurre la contaminación de las imágenes con ruido Poisson debido a la emisión
de fotones de la fuente de rayos x [1]. También se generan los artefactos streaks producido por
el paso de rayos x a través de estructuras que contienen hueso o medios de contraste y stairstep
generado durante la reconstrucción debido a una selección errónea de la fase de disparo del ECG o
a un solapamiento de las imágenes [2]. La figura 1 muestra estos artefactos en imágenes de MSCT.

(a) (b)

Figura 1: Vista coronal de los artefactos presentes en bases de MSCT cardiaca: (a) Streaks. (b) Stairstep.

Por otra parte, las enfermedades cardiovasculares son la primera causa de muerte en el mundo
occidental y provocan la mitad de las muertes en Europa [3]. Por esta razón el monitoreo de
la función cardiovascular es de vital importancia en el diagnóstico y tratamiento de este tipo
de enfermedades. Adicionalmente, para quantificar la función cardiovascular se debe obtener la
morfoloǵıa de los ventŕıculos del corazón empleando técnicas de segmentación.

Diversos investigadores han propuesto una variedad de técnicas para la segmentación de las
estructuras cardiacas. Aśı, Zheng et al. [4], proponen un método de segmentación de las cámaras
cardiacas en imágenes de MSCT. Para ello, emplean un atlas combinado con una metodoloǵıa de
clasificación supervisada basada en aprendizaje en espacios marginales. Este método está estruc-
turado en tres fases: localización de las cavidades cardiacas, estimación de la pose del corazón
y delimitación de los contornos. Este método es aplicado a 137 bases de tomograf́ıa cardiaca. El
máximo error punto-superficie fue de 1.57 ± 0.48 mm.

Kirisli et al. [5], presentaron un algoritmo guiado por multi–atlas para segmentar las cuatro
cavidades cardiacas en imágenes de tomograf́ıa. La robustez de este algoritmo se verificó sobre 243
bases de datos de validación. El coeficiente de Dice reportado fue de 0.94 ± 0.01 para el ventŕıculo
izquierdo (LV) y de 0.89 ± 0.01 para el ventŕıculo derecho.

La presente investigación es una extensión del trabajo desarrollado en [6]. Los aportes son:
a) Validación del algoritmo propuesto utilizando seis bases sintéticas. En estas bases se recreó el

ruido Poisson y los artefactos ya descritos, y se simuló la pared del LV y el miocardio mediante
conos. Estos conos fueron generados luego de analizar bases reales de tomograf́ıa cardiaca.

b) Incorporación de una máquina de soporte vectorial de mı́nimos cuadrados, basada en atrib-
utos, para detectar la posición de los voxeles semilla requeridos para segmentar los ventŕıculos
presentes en imágenes de tomograf́ıa cardiaca.
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2. Metodoloǵıa

2.1. Descripción de las bases de datos

Las bases de datos reales de MSCT utilizadas están conformadas por 20 volúmenes que
contienen información anatómica cardiaca 4D, 3D + tiempo, para un ciclo cardiaco completo y
fueron adquiridas en sincronización con la onda R de la señal electrocardiográfica. Cada volumen
está constitúıdo por 325 imágenes con voxeles de tamaño: 0.4882 mm × 0.4882 mm × 0.625 mm.
Cada imagen tiene una resolución espacial de 512×512 pixeles y fueron muestreadas a 12 bits por
pixel.

El ruido y los artefactos, presentes en tomograf́ıa cardiaca, fueron recreados en bases sintéticas.
En ellas el miocardio y la pared del LV fueron simuladas por un cono interno y otro externo, re-
spectivamente. Las bases Doble cono fueron generadas como se describe a continuación:

Doble cono original: consistió en la integración de un cono interno y otro externo en un
solo volumen de tamaño 256×256×50 voxeles. Estos conos se construyeron usando capas
circulares concentricas con radios que variaron de 11 a 60 pixeles (cono interno) y de 51 a
100 pixeles (cono externo). El nivel de gris (NG) de las capas del Cono interno fue 1500;
mientras que el del Cono externo fue de 1000. El NG del manto del Cono interno se obtuvo
al promediar 1500 y 1000; mientras que el NG del manto externo se obtuvo al promediar
1000 y 0 (0 es el NG del fondo de cada imagen). La representación binaria del cono interno
servirá como ground truth para validar las segmentaciones de las bases Doble cono.

Doble cono con artefacto streaks: este artefacto fue simulado disminuyendo en un valor
de 250 el nivel de gris de las capas 10 y 40 en ambos conos.

Doble cono con artefacto stairstep: se originó alterando las coordenadas del centro de
varias capas tanto en el cono interno como en el cono externo.

Doble cono con ambos artefactos : se construyó incorporando al Doble cono original los
artefactos ya mencionados.

Doble cono con ruido Poisson: se contaminó el Doble cono original con ruido Poisson
usando el algoritmo propuesto por Devroye [7].

Doble cono mixto: se construyó un doble cono incorporando al Doble cono original el
ruido Poisson y los artefactos. La figura 2 muestra vistas coronales de todas estas bases.

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Figura 2: Vista coronal para bases Doble cono: (a) Original. (b) Streaks. (c) Stairstep. (d) Dos artefactos. (e) Poisson. (f) Mixto.
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2.2. Preprocesamiento

Debido a la similitud de intensidades que presentan los ventŕıculos y auŕıculas cardiacas se
utilizó un plano, ubicado de acuerdo al procedimiento descrito en [6], de tal forma que esas
estructuras quedaran separadas apropiadamente.

Para minimizar los efectos del ruido Poisson y de los artefactos ya descritos las bases de datos
fueron procesadas, de manera independiente, con suavizado Gausiano, realce por similaridad y
filtraje de difusión anisotrópica.

Para el realce por similaridad se requiere de dos volúmenes que representan versiones suavizadas
del volumen de entrada. Uno de estos volúmenes se obtiene aplicando un filtro promediador sobre
el volumen de entrada. El otro volumen requerido se denomina black top hat y se obtiene filtrando
el volumen de entrada mediante la combinación de los filtros: Gausiano, dilatación y erosión. En
[6] se describe cada uno de estos filtros. Un volumen de similaridad es calculado mediante la suma
de las diferencias cuadráticas, intra e inter volumétrica, de los vecinos directos del voxel analizado.
Este volumen es procesado con un filtro Gausiano generando un volumen suavizado (S) en el que
se preservan los bordes y se realza la información interna a ellos.

2.3. Segmentación

Para realizar la segmentación 3–D de las bases de datos filtradas se utilizó crecimiento de
regiones [6]. La semilla para las bases de datos sintéticas fue ubicada en la posición (128, 128, 25);
mientras que en la base MSCT la ubicación de las semillas para la segmentación de los ventŕıculos
fue calculada usando una máquina de soporte vectorial de mı́nimos cuadrados (LSSVM) [8].

El conjunto de imágenes de entrenamiento consistió del 20% de las imágenes que componen
el volumen S. El entrenamiento se hizo en función de dos clases denominadas marcadores y no
marcadores. Los marcadores se obtienen haciendo coincidir el centroide de cada ventŕıculo, presente
en las imágenes de entrenamiento, con el centro de una vecindad circular de radio 10 ṕıxeles que
luego es vectorizada. Para estas vecindades vectorizadas se calculan los atributos: media (μ),
varianza (σ2), desviación estándar (σ) y mediana (me). Aśı, cada marcador se describe mediante
un vector de atributos dado por: Va = [ μ, σ2, σ,me ]. Por otra parte, los no marcadores son
representados por vectoresVa cuantificados en vecindades circulares, seleccionadas en las imágenes
de entrenamiento, que no contienen información acerca del centroide de cada ventŕıculo.

Los vectores soporte generados en el entrenamiento definen la superficie de decisión que clasifica
los patrones presentados a la entrada de la LSSVM en la fase de validación. En esta fase no se
detectaron falsos positivos ni negativos debido a que las LSSVM operaron sobre el volumen S
el cual está fuertemente preprocesado. Ello permitió obtener una tasa de aciertos del 100%. Por
último, si un vector de atributos es identificado como marcador, el centro de la vecindad circular a
la cual pertenece tal vector se hace corresponder con su posición en la imagen original, obteniéndose
aśı la localización de la semilla para cada ventŕıculo.

3. Validación

La calidad del proceso de segmentación fue cuantificada usando como métricas el coeficiente de
Dice y los errores de área y contorno. Las ecuaciones que rigen estas métricas se presentan en [6].
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4. Resultados

4.1. Resultados para las bases de datos sintéticas

El Cuadro 1 presenta los resultados obtenidos al calcular las métricas que determinan el de-
sempeño de los filtros respecto al proceso de segmentación de las 6 bases Doble cono. Al analizar
las columnas denominadas Streaks y Ambos artefactos, se observan valores elevados que son el
reflejo de segmentaciones de baja calidad. No obstante, se puede afirmar que el filtro anisotrópico
se impuso a las otras dos técnicas al procesar estas dos bases. Adicionalmente, el análisis de la
columna denominada Stairstep revela que el filtro anisotrópico superó a los otros dos filtros al
procesar esta base de datos.

Cuadro 1: Métricas para las bases Doble cono: Coeficiente de Dice (CD), Error de Área [EA (%) ] y Contorno [EC (%) ].

Streaks Stairstep Ambos artefactos Poisson Mixto
Filtro EA EC CD EA EC CD EA EC CD EA EC CD EA EC CD
Anisotrópico 85.83 85.93 69.94 2.81 3.53 98.26 85.83 86.79 69.64 0.15 0.99 99.51 0.16 1.77 99.12
Gausiano 147.23 147.23 57.60 26.93 26.93 88.13 153.61 153.61 56.56 4.49 4.89 97.50 0.39 1.89 99.06
Similaridad 112.95 112.95 63.91 26.79 26.79 88.19 100.68 100.72 66.50 0.07 0.77 99.62 0.03 1.53 99.24

La figura 3 presenta vistas axiales de la superposición del ground truth y las segmentaciones
obtenidas luego de procesar la base Doble cono mixto con las técnicas realce por similaridad,
Gausiana y anisotrópica, respectivamente. En la mencionada figura se visualiza una alta corre-
spondencia entre el ground truth y las segmentaciones obtenidas luego de aplicar las tres técnicas.
De manera complementaria, al analizar las columnas denominadas Poisson y Mixto del Cuadro
1, se puede afirmar que las tres técnicas de filtraje permitieron generar resultados satisfactorios.
También se puede apreciar que el realce por similaridad superó a las otras dos técnicas en el caso
del Doble cono con ruido Poisson y el Doble cono mixto.

(a) (b) (c)

Figura 3: Base Doble cono mixto. Ground truth + segmentación obtenida luego de: (a) Similaridad. (b) Gausiano. (c) Anisotrópico.

4.2. Resultados para las bases de datos reales

Los resultados cuantitativos para la validación de la segmentación sobre datos reales fueron
calculados en base a las segmentaciones manuales generadas por un cardiólogo y son presentados
en el Cuadro 2. El error de área obtenido para la segmentación del LV, mediante el algoritmo
desarrollado, supera al reportado en [9] el cual se ubica en 4.75 ± 0.01%; mientras que el coeficiente
de Dice es similar al obtenido en [5].

Cuadro 2: Resultados cuantitativos para las Cavidades Ventriculares segmentadas.

Error de Área (%) Error de Contorno (%) Coeficiente de Dice
μ ± σ μ ± σ μ ± σ

V entŕıculo Izquierdo 0.72 ± 0.66 11.94 ± 0.27 0.91 ± 0.03
V entŕıculo Derecho 9.71 ± 6.43 15.93 ± 1.51 0.87 ± 0.04
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5. Conclusiones

El realce por similaridad generó imágenes suavizadas en las que se preservaron los bordes y se
realzó la información contenida dentro de ellos haciendo posible una adecuada segmentación de
los ventŕıculos card́ıacos. Además, el uso de atributos sobre el volumen de similaridad suavizado
(S) permitió un desempeño excelente de la LSSVM en la detección de los marcadores necesarios
para la exacta ubicación de los voxeles semilla que inicializan el proceso de segmentación.

El algoritmo desarrollado, basado en realce por similaridad y crecimiento de regiones, es robusto
ante el ruido Poisson y los artefactos presentes en las bases procesadas.

Es necesaria una validación completa del algoritmo propuesto empleando un número importante
de bases de datos e incorporando otras métricas.
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MODELO DE CONOCIMIENTO PARA EL HALLAZGO DE INDICADORES DE 
GESTIÓN EN UNA UNIDAD ACADÉMICA, UTILIZANDO TÉCNICAS DE 

DESCUBRIMIENTO EN BASE DE DATOS (KNOWLEDGE DISCOVERY IN 
DATABASES O KDD). CASO DE ESTUDIO: UNIVERSIDAD NACIONAL 

EXPERIMENTAL DEL TÁCHIRA (UNET) 
Bernal J., Mary C. 
Timaure G., Rossana T. 
mbernal@unet.edu.ve
rttg@unet.edu.ve
Departamento de Informática, Universidad Nacional Experimental del Táchira 
Avenida Universidad, Paramillo, San Cristóbal – Estado Táchira - Venezuela 

Resumen. Los procesos de minería de datos, como herramientas para la generación de 
conocimiento (Knowledge Discovery in Databases o KDD), han sido aplicados exitosamente en 
diferentes áreas productivas y del saber humano. En el presente trabajo, se aplican técnicas de 
minería de datos para el análisis de datos académicos, sometiendo a estudio la información de los 
alumnos del pensum nuevo de la carrera Ingeniería en Informática de la Universidad Nacional 
Experimental del Táchira (UNET),  correspondientes al comportamiento curricular de los 
estudiantes de acuerdo con las Normas de Rendimiento Académico UNET, con el fin de 
encontrar relaciones, patrones ocultos, reglas o tendencias que los caractericen y que ayuden a la 
generación de  indicadores de interés para la gerencia universitaria académica construyendo un 
modelo de conocimiento que facilite la toma de decisiones. Obteniendo como resultado que las 
variables en estudio no inciden de forma significativa en el rendimiento académico según las 
consideraciones establecidas en los reglamentos internos de la institución, sin embargo evidenció 
indicadores de interés sobre la forma estructural del curriculum, tales como: las dependencias de 
contenidos, alta dispersión estudiantil, incidencia de las ciencias básicas matemática, física y 
química en el proceso enseñanza - aprendizaje de las materias del eje profesional, entre otros, 
concluyendo que existen un conjunto de evidencias que permiten generar modelos de 
procedimientos para gestionar el proceso de la administración académica.  

Palabras Clave: Knowledge Discovery in Databases, Minería de Datos, CRISP DM, Gestión 
Académica 
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1. INTRODUCCIÓN 

La presente investigación pretende apoyar el proceso de toma de decisiones basado en 
técnicas de KDD que permita utilizar los resultados del rendimiento estudiantil para conocer el 
grado de eficacia de los planes, programas y estrategias utilizadas en el proceso enseñanza-
aprendizaje  e investigar, con fines de orientación y de corrección, los factores que condicionan el 
rendimiento de todo el sistema académico, en relación con el proceso de aprendizaje del alumno. 
Para lograr este objetivo se aplicaron técnicas de minería de datos descriptiva que permitieron 
extraer el conocimiento de los datos. La investigación se desarrolló bajo la metodología CRISP 
DM (Cross Industry Standard Process for Data Mining). 

2. METODOLOGÍA 

El estudio se llevó a cabo utilizando la metodología de desarrollo CRISP DM (Cross 
Industry Standard Process for Data Mining), la cual propone un proceso jerárquico formado por 
varias tareas que ofrece la estructura necesaria para obtener resultados más rápidos en el proceso 
de minería de datos (Chapman, Clinton; 1999). 

2.1 Fase I – Comprensión del negocio 

La Universidad Nacional Experimental del Táchira (UNET) dispone de un sistema 
automatizado para la gestión académica de los estudiantes (Sistema de Control de Estudios y 
Evaluación). El mismo almacena en una base de datos la información personal y resultados 
académicos de los estudiantes en las diferentes asignaturas. A partir de la información que brinda 
este sistema y algunos datos que maneja la Unidad de Admisión de la UNET,  se conforma la 
materia prima de análisis de los datos considerados para el estudio

2.2  Fase II – Comprensión de los datos 

Los datos utilizados pertenecen a los lapsos académicos comprendidos entre el 2004-3 al 
2009-1, específicamente a la información personal y académica de los estudiantes que son 
matricula de la UNET en este periodo; tomando de estos la información de sus reportes 
académicos desde su ingreso hasta el semestre en el que actualmente se encuentran. La BD en 
estudio se encuentra en un servidor Oracle4 en la Coordinación de Control de Estudios y 
Evaluación.  

Tabla 1. Variables consideradas para el estudio 

Variable Significado Posibles Valores
UCC Unidades Crédito Cursadas 1 – 170
UCA Unidades Crédito Aprobadas 1 – 170
Ind Eficiencia Ind Eficiencia = UC Aprobadas / UC Cursadas 0 – 1
Ind Total Ind Acumulado * Ind Eficiencia * Ind 

Operatividad
1 – 9

Ind Efectividad Ind Efectividad = Ind Eficiencia * Ind 
Acumulado

1 – 9

Modalidad de ingreso Forma en la que ingreso a la universidad Admision Directa, 
Propedeutico, Convenio …

Lapso de ingreso Lapso en el que ingreso a la universidad 2004-3 / 2009-1
Puntaje de Admisión Nota con la cual fue admitido en la 1 – 100

VA-20       AVANCES EN SIMULACIÓN COMPUTACIONAL Y MODELADO NUMÉRICO 
 



universidad
Nota Bachillerato Promedio obtenido en bachillerato 1 – 20
Colegio Colegio de donde proviene Públicos y privados
Posición Lugar que obtuvo en el examen de ingreso a la 

universidad
1 - 70

Materias Materias del pensum Especificadas por codigo
Tipo Tipo de materia L. Laboratorio – T. Teorica
N_veces Número de veces que curso la materia 1,2,3,4,5 …
Lapso Lapso en el que vio la materia 2004-3 / 2009-1
Nota Nota obtenida en la materia 1 – 9

2.3 Fase III – Preparación de los datos. 

En primera instancia se realizo la integración de los datos de los diferentes orígenes en 
estudio (Control de Estudios y Unidad de Admisión), utilizando herramientas como WEKA 
3.5.7, Statgraphics Plus4 5.1 y Microsoft4 Office Excel, se realizó un análisis exploratorio y 
gráfico de los datos que permitió hacer un análisis descriptivo del dominio de estudio con el 
propósito de seleccionar las técnicas de preprocesado que más se ajusta a dichos datos, esto 
conllevo a realizar una análisis de los datos ausentes. También fueron detectados valores atípicos 
(outliers) los cuales fueron retenidos en la muestra salvo aquellos en los cuales su significancia 
no fue relevante, muchos de ellos respaldados por el estudió que se le hizo a las normas de 
rendimiento estudiantil UNET, a las consideraciones semestrales aprobadas en consejo 
universitario y a las consideraciones departamentales.  

2.4 Fase IV – Modelado 

Una vez seleccionados y preparados los atributos se pasó a determinar el modelo de 
minería de datos que mejor se ajusta a los datos de entrada primero utilizando técnicas 
estadísticas que permitieron analizar descriptivamente la data obteniendo apreciaciones 
relevantes acerca de cada una de las variables seleccionadas para el contexto en estudio. 

Tabla 2. Principales Coeficientes de Correlación entre las variables de estudio 
Atributos Estudiados Coeficiente de Correlación

Puntaje Admisión - Índice académico 0.32524245
Índice Académico - Índice de Efectividad 0.936577437

Posición - Índice Académico -0.319882544
Nota bachillerato - Índice Académico -0.028992035

La Tabla 2., demuestra una baja correlación entre las variables de estudio. Con este 
conocimiento de los datos se dió paso a la creación del modelo descriptivo en donde después de 
realizar diferentes pruebas se obtuvo una mejor calidad utilizando el Algoritmo Apriori del cual 
se pudieron extraer las siguientes reglas: 

1 iefec=3 200 ==> ia=M 199                conf:(1) 6 mod_ing=1 uc=1 233 ==> ua=1 216         conf:(0.93)
2 mod_ing=1 iefec=3 171 ==>ia=M 170      conf:(0.99) 7 iefi=3 251 ==> ia=M 231                 conf:(0.92)
3 ptos_adm=4 270 ==>mod_ing=1 253        conf:(0.94) 8 sexo=M mod_ing=1 ua=1 149 ==> uc=1 137  

conf:(0.92)
4 ptos_adm=4 ia=M 203 ==> mod_ing=1 190   

conf:(0.94)
9 sexo=M ptos_adm=4 167 ==> mod_ing=1 153 

conf:(0.92)
5 mod_ing=1 iefi=3 214 ==> ia=M 199       conf:(0.93) 10 sexo=M mod_ing=1 uc=1 150 ==> ua=1 137

conf:(0.91)
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Dichas reglas tienen un lado izquierdo con condicionales que debe cumplir, y un lado 
derecho con las consecuencias de cumplir estas condiciones. Se encuentran también usando un 
procedimiento de covering (cobertura). Sin embargo, en el lado derecho de las reglas, se 
contempló la aparición de cualquier par o pares atributo-valor, para lo cual se consideró cada 
combinación posible de pares atributo-valor del lado derecho, posteriormente fueron podadas 
usando cobertura (número de instancias predichas correctamente) y precisión (proporción de 
número de instancias a las cuales aplica la regla). (Seewald, 2009). En términos de 
probabilidades, el soporte y la confianza están dados por las siguientes fórmulas: lo expresado en 
(1) y (2). 

La fórmula de soporte está dada por la unión de dos probabilidades, es decir, el soporte de 
la regla (A U B) es equivalente a la probabilidad que se cumplan simultáneamente A y B. Por 
otro lado, la fórmula de confianza anterior está dada en términos de probabilidades
condicionales, la probabilidad de que ocurra B, dado que ocurre A. En realidad el interés se 
centra en reglas que tienen mucho soporte, por lo que se busca (independientemente de que lado 
aparezcan), pares atributo-valor que cubran  una gran cantidad de instancias. A estos, se les 
llama item-sets y a cada par atributo-valor ítem. Con esto lo que se pretende es encontrar 
asociaciones existentes en los datos de estudio que permitan encontrar patrones relevantes. 
Posteriormente se generaron las reglas revisando que cumplan con el criterio mínimo de 
confianza de la siguiente manera: 

Para cada conjunto de ítems, genera todos sus subconjuntos. 
Para cada subconjunto , genera una regla:     si:     

2.5 Fase V – Evaluación 

Con base en los criterios considerados  para la evaluación es importante tomar en cuenta: 
Soporte: El parámetro del algoritmo a priori, lowerBoundMinSupport es un decimal que 
representa el porcentaje mínimo de instancias que cubre una regla (para la que se cumple las 
condiciones) con respecto al total de instancias. Número total de instancias: 670, 
lowerBoundMinSupport: 0.2 (las reglas deben cubrir el 20% de 670 = 135) 

Si el soporte de las reglas es superior a 4, es tenida en cuenta. De lo contrario es eliminada. 
Para la investigación, se definió un soporte mínimo del 5%. Se escogió este valor debido al 
tamaño de población que se tiene, ya que para una regla que aplique a un 5%, se considera de 
importancia para los interesados en los resultados. Esto implica que la variable 
lowerBoundMinSupport tiene un valor de 0.05.  
Confianza: El parámetro de confianza es el otro valor a tener en cuenta, ya que muestra con qué 
grado de precisión una regla clasifica los registros para los cuales es aplicable. 

En la herramienta WEKA, para el caso de las reglas de asociación, el valor de confianza 
es mostrado para cada regla como parte de los resultados de la ejecución. Para el caso de esta 
investigación se tomó el valor de la confianza de un 91%. El valor de la confianza dará la 
precisión con la que se quiere que estén los resultados. Este valor se estableció de acuerdo con el 
número de reglas que resultaron después de aplicar los algoritmos de tal manera que se pudo 
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determinar el valor mínimo de confianza con el objetivo de tener las reglas necesarias para el 
desarrollo del estudio. 

3. DISCUSIÓN Y ANÁLISIS DE RESULTADOS 

El interés por el desempeño de los alumnos en su vida académica, que surge de 
numerosos y desfavorables indicadores de desgranamiento, abandono y bajo rendimiento 
académico, ha llevado a que en la actualidad se haga uso de las tecnologías emergentes para 
investigar sobre las causas que subyacen en esta problemática. La presente investigación 
comparte el resultado de otras investigaciones de sistemas universitarios en donde al igual se 
descubre que el sistema académico presenta serias deficiencias, y una de las consecuencias se 
manifiesta en que el piso cognitivo y actitudinal con el que ingresan los alumnos a la universidad, 
es muy bajo y atenta contra el rendimiento académico, además de contribuir a la extensión de la 
duración real de las carreras. Dentro de los resultados más relevantes del estudio, se observó que: 

El análisis de las variables significativas que finalmente quedaron incluidas en el modelo, 
demostró que variables como: nota obtenida por el estudiante en el examen de admisión, nota de 
egreso de estudios de bachillerato, modalidad de ingreso, unidad educativa donde realizó estudios 
de bachillerato por citar las más importantes, no inciden en el rendimiento del estudiante 
universitario tomando como medida el índice académico, resultado que coincide con los 
obtenidos por García, Peinado y Rojas (2007), en su trabajo “Variables académicas en estudiantes 
del ciclo de iniciación universitaria”, Caso de estudio Universidad Simón Bolívar Venezuela, 
donde concluyen que  las correlaciones observadas entre Índice Académico y los resultados en la 
prueba de admisión no fueron significativas. Estos resultados contrastan con los de Cortez y 
Palomar (2007), en su trabajo “El proceso de admisión como predictor del rendimiento 
académico en la educación superior”, Caso de estudio: Una universidad privada,  México y el de 
Alcover,  et al. (2003), en su trabajo “Análisis de rendimiento académico en los estudios de 
informática de la universidad politécnica de Valencia aplicando técnicas de minerías de datos”, 
donde en ambos trabajos se concluye que existe una correlación significativa entre el examen de 
admisión y el índice académico. Lo que conlleva a sugerir que deba revisarse la normativa de 
ingreso a la universidad para que variables como el promedio obtenido en bachillerato no sea 
tomada en consideración para la admisión de los estudiantes a los estudios de tercer nivel. En 
términos generales se puede apreciar que los aspectos relacionados con el rendimiento estudiantil 
no dependen estructuralmente de las variables académicas presentadas, el mismo puede 
explicarse por la deficiente formación previa en conocimientos de los alumnos ingresantes, sin 
embargo, este análisis conduce a que se pueda predecir el estado académico de los estudiantes 
después de que han cursado algunos semestres, permitiendo así generar cambios, incorporar 
mejoras y  descubrir tendencias que puedan apoyar la toma de decisiones institucional. 

Por otra parte, de acuerdo con  la gestión del conocimiento generada a partir del caso en 
estudio se logro determinar que debido al régimen de estudios que maneja la UNET, se ha 
perdido la homogeneidad de las cortes impidiendo realizar análisis de rendimiento en cuanto a las 
materias distribuidas por semestre para determinar los niveles de dificultad de un semestre en 
particular. Esto debido a los grados de lentificación de los estudiantes en el proceso académico 
demostrándose que una proporción escasa, a veces no observable de estudiantes logran culminar 
su proceso de escolaridad en el tiempo optimo. Lo que hace que exista un porcentaje de 
dispersión bastante elevado para cada cohorte. Se obtuvo que para la carrera de Ingeniería 
Informática de la UNET, el promedio en años de la carrera es de 7 años, valor que coincide con el 
obtenido por Jaffe (2008), en el trabajo “Racionalización de los programas de educación superior 
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ofrecidos por la Universidad”, caso de estudio Universidad Venezolana. Sin embargo, es 
importante destacar el contraste  con las estadísticas de educación  de la  Organización para la 
economía cooperación y desarrollo, donde la tendencia mundial para egresados de Ingeniería es 
recortar a 4 o 5 años la duración de las carreras. Debido a esto surge la necesidad de revisar e 
incorporar prelaciones curriculares y de contenido basadas en pre-requisitos y co-requisitos que 
impidan el avance en ciertas áreas de conocimiento versus la lentificación de otras.  Además de 
que  se realice por parte de las unidades académicas gestión con los datos que continuamente 
manejan que permitan mejorar el proceso de formación académica de los estudiantes. 

4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 

Para realizar un estudio como el descrito fue necesario hacer un estudio exhaustivo de la data 
por las fallas, inconsistencias y carencia de información encontrada en algunas fuentes de datos. 
Así mismo se encontró que existen variables del proceso académico que no son registradas 
(motivos de cambios de carrera, causas para retiros de asignaturas, actividades extracurriculares, 
entre otras) lo que conduce a un vacio de información clave para el desarrollo y la proyección en 
el ámbito académico. 

Después de realizar todas las pruebas de acuerdo con los criterios determinados, se pudo 
notar que el algoritmo de reglas de asociación cumple de una manera más completa con las 
expectativas que se tienen en el ámbito académico. La velocidad, la precisión en la predicción, la 
escalabilidad y la robustez de las reglas de asociación tuvieron una ventaja clara en los resultados 
comparado con los resultados que se obtuvieron con otros algoritmos estudiados y desarrollados 
en otras investigaciones. Estos criterios de comparación son un punto clave en el momento de 
tomar la decisión de elegir una técnica u otra. 
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