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La Divina Comedia, Inferno: Canto I

Nel mezzo del cammin di nostra vita mi ritrovai per una selva oscura, ché la diritta via

era smarrita.
Ahi quanto a dir qual era e cosa dura esta selva selvaggia e aspra e forte che nel pensier

rinova la paural
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Resumen

En este trabajo se formula la descripcién hamiltoniana de un sistema fisico en el
lenguaje de la geometria simpléctica. Tomamos completamente en cuenta los aspectos
globales de la formulacién hamiltoniana los cuales no son, generalmente, considerados en
la literatura fisica. Se prueba que un momento magnético en un campo magnético externo
y el campo clésico libre de Dirac, son descritos por dindmicas hamiltonianas que no vienen
de la estructura simpléctica tipica derivada de un lagrangiano.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecanica clasica a pesar de que no describe todos los fenémenos fisicos ya que es
un limite de la mecanica cuantica, describe una cantidad de situaciones de manera muy
precisa. Mas aun, usar mecanica cuantica en tales situaciones es inutil ya que la clasica las
describe en términos de variables mas adecuadas. Esto ha llevado a muchos a hacer afir-
maciones (un poco exageradas) de que el mundo es no lineal (cuando es totalmente lineal
desde el punto de vista de la cudntica). Por otro lado, aunque no necesario, la construc-
cién de la cuantica casi siempre parte de una teoria clasica. En particular, la formulacion
hamiltoniana juega un papel destacado en este sentido.

Uno de los problemas fundamentales donde la mecéanica clasica ha jugado un papel
distinguido es el caso especial de la mecanica celeste. Formalmente, en el estudio del
problema gravitatorio de N — cuerpos. Este problema llevé desde la época de Poincaré
a métodos que son caracterizados mayormente por el punto de vista geométrico-global.
El objetivo principal de esta tesis es formular la mecanica clasica en el lenguaje de la
geometria simpléctica. Esto nos permitird ver que la formulacion hamiltoniana es mas
general que la lagrangiana en cierto sentido. Con esta meta, tomaremos completamente
en cuenta los aspectos globales de la formulacién hamiltoniana los cuales, generalmente,
son despreciados en la literatura en fisica.

En mecanica clésica el espacio de estados de un sistema en general, tiene la estructura
de una variedad diferencial. En la formulaciéon hamiltoniana una estructura fundamental
sobre esta variedad es una forma simpléctica. Esto es lo que se conoce como una variedad
simpléctica. La mecédnica lagrangiana esta contenida en la mecanica hamiltoniana como
un caso especial (el espacio de fase es en este caso el fibrado cotangente de un espacio de
configuracion y la funcion hamiltoniana es la transformada de Legendre de la funcion la-
grangiana). Entonces, pueden existir sistemas dindmicos que no vienen de un lagrangiano
y si de un hamiltoniano.

Una estructura simpléctica impone restricciones sobre una variedad . Es decir, de la
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misma forma que una variedad puede no aceptar una métrica arbitraria, no necesariamen-
te, esta admite una forma simpléctica. Por lo tanto, es importante verificar que nuestro
espacio de estados admite una forma simpléctica antes de trabajar esta localmente. Es-
ta verificacién solo puede hacerse globalmente y de alli la importancia de los métodos
geométricos-globales.

La estructura simpléctica también tiene sus aplicaciones en variedades infinito dimen-
sionales. En este caso la situacion es mas delicada pero es una herramienta a considerar
cuando se trabaja la formulacién hamiltoniana en teoria clasica de campos. Evidentemen-
te, la situacién valida en dimension finita aparece aqui de nuevo pero repotenciada.

A continuacion describimos la organizacién de este trabajo. En el capitulo uno se
resume la descripcién usual de la mecénica clasica tal como aparece en los libros de texto
( ver, por ejemplo, [1] y [2]). En el capitulo dos, damos una breve introduccién a la teoria de
variedades diferenciales y a la vez incorporamos notacion que necesitaremos mas adelante.
En el capitulo tres, describimos la formulacion hamiltoniana desde el punto de vista de la
geometria simpléctica. En el capitulo cuatro, consideramos las formas simplécticas tipicas
sobre las variedades diferenciales definidas por fibrados cotangentes de las esferas S!, S?
y S%. En el capitulo cinco, estudiamos sistemas fisicos particulares descritos por una
formulacién lagrangiana con espacio de configuracién dado por las esferas S*,S? y S3.
Vemos que la formulacién hamiltoniana en los fibrados cotangentes T*S!, T*S? y T*S? se
derivan de la transformada de Legendre de una formulacion lagrangiana. En el capitulo
seis, se da un ejemplo de una formulaciéon hamiltoniana que no viene de una lagrangiana.
Este ejemplo ocurre en S? como espacio de fase. También discutimos la imposibilidad
de definir una forma simpléctica sobre las esferas {S?",n = 2,3,4,...}. En el capitulo
siete se discute el campo casico de Dirac en (3+ 1) y (1 + 1). Probamos que existe una
forma simpléctica que da la dindmica del campo clasico de Dirac. En este caso, se tiene
una formulacién lagrangiana (la cual es usual) y una hamiltoniana que no viene de la
lagrangiana. Finalmente, en el capitulo ocho, se discuten los resultados del trabajo.




Capitulo 2

Mecanica Clasica Local

La formulacién de la mecanica clasica, para sistemas con n grados de libertad, nor-
malmente se hace en un espacio que representa la posiciéon del sistema, este espacio se
denomina espacio de configuraciones.

2.1. Sistema De Coordenadas

La manera tipica de especificar la posicién del sistema es usando un sistema de coor-
denadas, ver por ejemplo [1],[2],[3],[4]. Un sistema de coordenadas es una correspondencia
uno a uno entre una parte del espacio de configuraciones y un subconjunto de R". De
manera tal que podemos considerar a esta parte del espacio de configuraciones del sistema
como si estuviese en este subconjunto. Este enfoque lo llamamos local porque no se toma
en cuenta todo el espacio de configuraciones.

Evidentemente, la configuracién del sistema no determina la evolucién del mismo. Hace
falta especificar las velocidades. Asi que el espacio de estados, normalmente, viene dado
por las posiciones y las velocidades, es decir, por un subconjunto de R?". Nuevamente,
esto es una descripcién local. Concretamente, este es el caso de la formulacion lagrangiana.
En esta formulacién,la dindmica esta determina por un escalar L (en lugar de vectores
fuerza), conocido como el lagrangiano.

2.2. Tratamientos Locales Clasicos

Consecuente con lo dicho anteriormente, respecto a la formulaciéon Lagrangiana, te-
nemos el principio de minima acciéon y por otro lado, la formulacién Hamiltoniana. A
continuacion se ilustran estos tratamientos:
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2.2.1. Principio De Minima Accion

El principio de minima accion establece de manera axiomatica que un sistema dinamico
esta caracterizado por una cantidad L, denominada Lagrangiano :

L= L(q,qt), (2.1)

donde, ¢ y ¢, designan las coordenadas generalizadas y las velocidades generalizadas que
definen el sistema de coordenadas en un subconjunto de R?*". La dindmica del sistema
esta dada por las ecuaciones de FEuler-Lagrange :

(8, — 0)L = 0. (2.2)

Estas ecuaciones se obtienen al considerar que la accién del sistema alcanza un extremo:

to
55:5/ dtL(q,q,t) = 0, (2.3)
t1

con t; y te dos instantes de tiempo fijos que caracterizan a los puntos ¢(¢1) y ¢(t2), siendo
estos los extremos de todas las curvas sobre las cuales se integra. La variacion se hace con
extremos fijos para curvas ¢(t) en el espacio de configuraciones.

2.2.2. Formulacion Hamiltoniana

La descripcion Hamiltoniana de un sistema, normalmente, se hace en términos de las
coordenadas generalizadas y los momenta del sistema ( un subconjunto de R**). Una
descripcion local también. Partiendo de una formulacion lagrangiana local, se puede ob-
tener el Hamiltoniano del sistema y los momenta via la transformada de Legendre, asi
obtenemos:

d(pigi — L) = —pidq; + ¢dp;.

De esta manera podemos definir el Hamiltoniano del sistema segin la transformada de
Legendre que aparece en la ultima ecuacion:

H = pig; — L.

Del diferencial del Hamiltoniano, se obtienen las ecuaciones dinamicas del sistema:

G =0, H, p;=—0,H. (2.4)
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En estas descripciones tipicas de la mecanica clasica se observan dos puntos débiles.
En efecto:

i. Se tiene que ambas formulaciones son completamente equivalentes. Esto ocurre de-
bido al tratamiento local de ellas, pero como veremos mas adelante, la formulacion
hamiltoniana es més general que la lagrangiana.

ii. La relacion (2.4) de las ecuaciones dindmicas, no es geométrica. Esto es, esta forma
no es valida globalmente, en general.

Puesto que la fisica es global (si es global es local, pero el inverso no es necesariamente
cierto), se debe formular ambas teorfas de una manera geométrica; es decir, independien-
te de coordenadas. Esto, como hemos mencionado, no se hace en los textos usuales de
mecanica cldsica (ver por ejemplo [1],[2], [3]). En las préximas secciones revisaremos los
conceptos necesarios para una formulacién geométrica de la teoria hamiltoniana, colocan-
do asi las bases para discutir nuestros objetivos.
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Capitulo 3

Variedades Diferenciables

La formulacion global de la mecanica clasica se hace en variedades diferenciables ya
que el espacio de estados, en general, no es un R?". En esta seccién, recordaremos, a la
vez que establecemos notacién, los conceptos basicos relacionados con variedades diferen-
ciables.

3.1. Localidad en el Espacio de Estados

Un sistema de coordenadas describiendo la posicion de un punto en el espacio es
una herramienta 1til en el estudio de los objetos geométricos; como ejemplo de objeto
geométrico podemos considerar la trayectoria de una particula, o en general la evoluciéon
de un sistema dinamico.

Usar coordenadas, permite aplicar los métodos del calculo diferencial e integral para
resolver los problemas concernientes al caso tratado ya que trabajamos en R"™. Sin embar-
go, la dindmica de un sistema es independiente del sistema de coordenadas usado y debe
poderse formular de forma geométrica.

Usualmente se requiere mas de un sistema de coordenadas para la descripcion global
del sistema. Como ejemplo podemos considerar el péndulo esférico planar, cuyo espacio
de configuraciones es la esfera S*. En efecto, para describir los puntos del circulo con un
sistema de coordenadas, definimos el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion:

22+’ =1, (3.1)

donde (z,y) son coordenadas cartesianas en el plano. Luego, cada punto P € S! estd
unicamente definido por un par de niimeros, las coordenadas cartesianas = y y. Para un
punto en S! no hay necesidad de dar las dos coordenadas. Si la coordenada x del punto P
es conocida, la segunda coordenada se puede encontrar facilmente a partir de la ecuacion:

y==+vV1-—a2
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Los puntos de S! estan descritos por un solo pardmetro, la coordenada cartesiana x. Para
ser mas precisos, sélo los puntos del hemisferio norte que satisfacen la relacién y > 0,
estan unicamente definidos por el parametro x. La manera andloga para el hemisferio
sur donde y < 0. En ambas descripciones z varfa en el intervalo (—1,1) del eje real. Sin
embargo, los puntos Py = (1,0) y P, = (—1,0) no estarfan incluidos en esta descripcion.
Mas atin, estos puntos son singularidades de las coordenadas introducidas. Es obvio que
estas no son singularidades fisicas ya que todos los puntos de S* son equivalentes. Aqui
vemos otro punto débil de los sistemas de coordenadas ya que ellos pueden introducir
singularidades ficticias.

Una pregunta natural seria : ; se puede introducir una parametrizacién que descri-
ba todos los puntos de S' ?. El pardametro # , igual al d4ngulo ente entre el eje x y el
radio-vector de un punto P € S, pareciera ser un buen candidato. Lamentablemente,
este parametro no esta inivocamente definido, pues sufre una discontinuidad en el punto
Py = (1,0). Entonces se puede ver que no existe parametrizacién alguna que sea continua
y que describa todos los puntos de S* por un abierto de R. Mas adelante, veremos que
esto tiene que ver con propiedades topolégicas, en el caso de St es la compacidad.

El ejemplo anterior demuestra que en general la posibilidad de describir los puntos de
un espacio con un sistema de coordenadas Unico es imposible, por lo tanto es necesario
usar diferentes sistemas de coordenadas para describir distintas partes del espacio. Una
pregunta surge: ;, Como entran en estos espacios los conceptos de andlisis matematico en
R™?. La respuesta a esta pregunta viene dada por el concepto de variedad diferenciable
que se tratara en las préximas secciones.

3.2. Globalidad en el Espacio de Estados

La dinamica de un sistema es un ente geométrico, por ende se espera que al pasar de
un sistema de coordenadas a otro, las ecuaciones de la dindmica no varien. Todas estas
consideraciones son tomadas en cuenta en la definicion de las estructuras matematicas
conocidas como variedades diferenciables.

Respecto a los aspectos globales podemos considerar el siguiente ejemplo:

Sea M = S! la circunferencia unidad con el parametro 6 escogido como una coordenada
local. Tratemos de buscar una funcién suave f definida sobre S! tal que :

a _

= 4(0), (32)

se satisfaga, donde ¢ es una funcién suave definida sobre S*. Si se resuelve este problema




3.3 Variedades Topoldgicas 27

en un entorno de un punto P € S* con coordenada 6, entonces cualquier antiderivada,

de la funcién g es una solucién. De manera global, el problema no siempre tiene solucion
en S*. De hecho, cualquier funcién suave sobre S* puede ser identificada con una funcién
periddica de periodo 27. Por tanto, la funcion f es solucién de 3.2, si la misma es periddica;
luego se tiene que cumplir:

0 — / " 0. (3.3)

0o

La relacion 3.3, es la condicién necesaria y suficiente para obtener una solucién del pro-
blema 3.2. Aca se puede ver que la existencia de la solucién depende de la estructura de
la variedad como un todo.

3.3. Variedades Topoldgicas

Las variedades topoldgicas son espacios topologicos que localmente se comportan
de manera similar a R", esto es, son localmente homeomorfas a R"™. En otras palabras,
cada punto de una variedad topolégica posee un entorno en el cual podemos establecer
un sistema de coordenadas. Diremos que un espacio topoldgico M tiene la estructura de
una variedad topoldgica si tiene un cubrimiento por cartas tal que cada uno de sus puntos
estd en al menos una carta. Una carta es un abierto U en el espacio Euclideano con
coordenadas:

q: (q17"'7qn)7

junto a una transformacién uno-a-uno, que define un homeomorfismo:

¢:U = ¢(U) C M.

3.4. Variedades Diferenciables

Supongamos que dos puntos p y p’, en R", en dos cartas U y U’ tienen la misma
imagen en una variedad topolégica M; entonces p y p’ tienen vecindades :

VvcU y V cU,

con la misma imagen en M. Tenemos asi las transformaciones:
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V1o V=V oV = V. (3.4)

Estas transformaciones estan dadas por n-funciones de n-variables:

d=d(q); v a=a(q).

Las cartas U y U’ se denominan compatibles si las transformaciones (3.4) son diferen-
ciables en R™.En la figura (3.1) se ilustra este punto:

>(U) wuy

| S - &, \
q U U q

Figura 3.1: Condicién de compatibilidad

Un atlas es la unién de cartas compatibles que cubren la variedad topoldgica; dos
atlas se denominan equivalentes si su unién es nuevamente un atlas.

Una variedad diferenciable es una clase equivalente de atlas. En este caso el nime-
ro n serd el mismo para todas las cartas de la variedad (suponemos que la variedad es
conexa), n se define como la dimensién de la variedad.

Notese que una variedad topoldgica puede tener mas de un atlas diferenciable. Basta
definir una relacién de equivalencia entre los atlas de una misma variedad topoldgica. Con
esta relacion de equivalencia podemos dar la definicion de estructura diferenciable. Una
estructura diferenciable para una variedad topolégica es una clase de equivalencia de
atlas a través de la relacion descrita previamente. Una n—variedad diferenciable es una
n—variedad topoldgica provista de una estructura diferenciable. Por brevedad, usualmen-
te nos referiremos a una variedad diferenciable simplemente como variedad.
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La unién de todos los atlas en una clase de equivalencia es también un atlas de la mis-
ma clase. Generalmente identificaremos la clase con dicho atlas maximal. Dado un atlas
para una variedad topoldgica, siempre podemos extenderlo al atlas maximal uniéndolo
con todos los atlas equivalentes a él. Asi pues, para ver que una variedad topoldgica es
diferenciable basta mostrar un atlas diferenciable para ella.

Una variedad topolédgica puede tener mas de una estructura diferenciable, basta con dar
dos atlas que no sean equivalentes, sin embargo, estas estructuras diferenciables diferentes
pueden ser difeomorficas. Asi que esencialmente las estructuras diferenciables seran las
mismas. Pero puede ocurrir que las estructuras diferenciables no sean difeomorficas. Como
ejemplo tenemos R*, quien admite infinitas estructuras diferenciables no difeomérficas
(para mas referencias ver capitulo 1, seccién 1.5 de [5]).

3.5. Encajamiento de una Variedad

El teorema de Whitney asegura que cualquier variedad puede ser encajada como sub-
conjunto de un espacio Euclideano de dimension superior a la dimensién de la variedad.

Teorema: Sea M una variedad de dimension n. Entonces existe m y un encajamiento
suave ¢ : M — R™

Para una demostracién de este teorema, en el caso de variedades compactas, ver [6]
pag 142-145.
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3.6. Esferas Como Variedades

A continuacién veremos que las esferas se pueden considerar como variedades. Esto lo
hacemos puesto que en este trabajo estudiaremos la formulacién Hamiltoniana sobre ellas.

3.6.1. St

Consideremos la superficie dada por la relacién: 22 4+ y? = 1 en R2. Esta superficie es

la circunferencia unidad en R?:

Figura 3.2: S*

Esta superficie es una variedad 1-dimensional ( la circunferencia que denotaremos por

S1).
S1 se puede describir con varios atlas:

El Atlas Polar

En el atlas polar, cada punto de S' se puede describir usando coordenas polares:

9(6) = (cos(9), sin6)).

Para cubrir completamente a S! se pueden considerar las cartas:
" (017¢1) 91 € <0727T)7
w (02,02) O € (—m, m).

Donde ¢, v ¢o son equivalentes a ¢, lo que cambia es su dominio.
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En la primera carta, se cubre todo S* salvo el punto (1,0):

Figura 3.3: Primera carta polar para S!

Por otro lado; en la segunda carta, se cubre todo S* salvo el punto (—1,0):

Figura 3.4: Segunda carta polar para S?
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Las dos cartas cubren toda la variedad. La interseccién de las dos cartas es

St — {(_170)7 (170)}

Figura 3.5: Condicién de compatibilidad para las cartas polares en S*
La condicién de compatibilidad esta dada por :

91 01 c (0,71')

0, — 27 0, € (71',27'(') (35)

Oy = 7' 0y = {
La condicién de compatibilidad entre estas cartas es infinitamente diferenciable; es decir,
la composicién ¢; ! o ¢; € C™. Luego, tenemos una estructura diferenciable para S*. Es
bueno recordar que S admite una sola estructura diferenciable salvo difeomorfismos.
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3.6.2. S2

Consideremos la superficie dada por la relacién 22 432+ 22 = 1 en R3. Esta superficie
es la esfera unidad en R3:

Figura 3.6: S?

Esta superficie es una variedad 2-dimensional (denotada por S?). S* se puede describir
con varios atlas:

El Atlas Esférico

En el atlas esférico, cada punto de S? se puede describir usando coordenas esféricas:

P(p,0) = (sen(f)cos(¢), sen(0)sin(p), cos(d)),

¢ € (0,2m), 0€(0,m),

en esta carta esférica, que es un homeomorfismo de un abierto de R? en S?, se cubre todo
S? menos el arco resaltado con los puntos en blanco:

00 Puntos no cubiertos por la carta polar

Figura 3.7: 17 carta polar para S!
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Para cubrir completamente S2, se puede considerar la carta esférica :

U1(p1,61) = (sin(601)cos(p1), cos(6y), sin(0y)sin(¢pr)),
donde 6; € (0,7) se mide tomando como referencia el eje y, por otro lado, ¢; € (—m, )
se mide tomando como referencia el eje x segun se indica en la figura (3.8):

000 Puntos no cubiertos por la carta polar

Figura 3.8: 2% carta polar para S?

La interseccién de estas dos cartas es S? sin los semiarcos resaltados en la figura (3.9)

unVv

Figura 3.9: Interseccién cartas polares para S?

La condicién de compatibilidad esta dada por :

(0, 0) =t oty = (arccos(sen(6y)sen(¢y)), arctg(ctg(6r)sec(ér))),

la cual es diferenciable como funcién de R%.Luego, tenemos una estructura diferenciable
para S2. Es bueno recordar que S? admite una sola estructura diferenciable salvo difeo-
morfismos.

Para ver otros atlas, ir a los apéndices A y B.
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3.7. Espacios Tangentes Sobre Variedades

En esta seccion discutimos cémo, a pesar de que no necesariamente es un espacio
vectorial , se puede hablar de vectores en una variedad. En efecto, los vectores existen,
no en la variedad misma, sino en el llamado espacio tangente asociado a cada punto de
la variedad. Aparte del espacio tangente, definimos transformaciones diferenciables junto
con ciertas ideas del calculo diferencial en R" extendido a una variedad.

3.7.1. Transformaciones Diferenciables

En lo siguiente, cuando usemos el término parametrizacion, nos referiremos a una car-
ta en una variedad y el homeomorfismo definido por ella.

Definicién: Sean N y M dos variedades de dimension n y m respectivamente. Una
transformaciéon ¢ : N — M es diferenciable en un punto p € N si con una parametrizacién
g:V CR™— M con p(p) € g(V), existe una parametrizaciéon f : U C R" — N con
p € f(U) tal que go(f(U)) C g(V) y la transformacién :

g_locpof:UCR"—>R’"7

es diferenciable en f~!(p). La transformacién ¢ es diferenciable en un abierto de N si este
es diferenciable en todos los puntos de este conjunto.

La transformacién g~ oo f es la expresiéon de ¢ en las parametrizaciones f y g. Dado
que el cambio de parametrizacion es diferenciable, la diferenciabilidad de ¢ no depende
de la escogencia de las cartas.

En particular; partiendo de la definicion anterior, podemos hablar de funciones dife-
renciables (¢ : M — R) y curvas diferenciables (¢ : I C R — M) sobre una variedad
(I C R denotard un abierto que contiene el origen,).

3.7.2. Vectores Tangentes A Una Variedad

En lo que sigue, se definira la nocién de un vector tangente a una curva diferenciable.
En el caso de una curva diferenciable a : I C R — S C R? sobre una superficie regular en
R3, el vector tangente (t) es sencillamente la velocidad de « como un vector libre en R>.
Dado que en una variedad cualquiera no se sabe su encajamiento, el ejemplo anterior no es
general; en este caso, necesitamos una propiedad caracteristica de los vectores tangentes,
la cual no dependa del encajamiento.
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Definicién: Sea « : (—¢,¢) — R™ una curva diferenciable en R", con a(0) =p € R" :

a(t):<x1(t),...,xn(t)), te(—ee), (1,...,a0) € R,

entonces:

M@z(ﬁ@L”4me:v€R@

Sea ¢ una funcion a valores reales en R", y diferenciable en un entorno de p. Entonces la
derivada de ¢ en la direccién de v en p, estda dada por:

4 (poa) = (@(0)2..)¢

= O, pdy;
t=0
La derivada en la direccién de v es un operador sobre funciones diferenciables, el cual de-

t=0

pende solo de v. Esta es la propiedad caracteristica de vectores que se usara para extender
este concepto en una variedad.

Definicién: Sea o : [ — M una curva diferenciable sobre la variedad M, con a(0) =
p € M, ysea D el conjunto de funciones diferenciables sobre M en p. El vector tangente
a la curva a en p esta dado por la transformacién &(0) : D — R dado por :

. d
aO)p=—(poa)l . peD.

Un vector tangente en p € M es un vector tangente a alguna curva diferenciable o : I — M
con a(0) = p.

A continuacién se mostrara que el conjunto de vectores tangentes a un punto p € M
generan un espacio vectorial real de dimensién m (m es la dimensiéon de M). Para ello,
tomemos una carta f : U C R™ — M alrededor de p = f(0,...,0). Entonces una curva
a: I — M y una funcién ¢ € D se pueden escribir como :

voflq) = (x1,...,2m), q=(v1,...,2m) €U, (3.6)

tenemos pues :
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de manera tal que el vector tangente &(0) en p estd dado por la transformacion:

&(0) = #;(0) (0%, )o-

Nétese que la transformacién (0,,)q es el vetor tangente a p para la curva :

i

T; — f(O,...,O,xi,O,...,O).
Definicién: Sea T el espacio vectorial generado por {(8%)0},2' =1,...,m.
Lema: El conjunto 7,M de vectores tangentes a M en p es igual a T.

Demostracién: De acuerdo a lo explicado anteriormente, 1, M C T. Por otro lado,
si v € Ty, entonces v = A;(0y,)o. Sea o : I — M, en la parametrizacién f con x; = \t.

i

Entonces &(0) = v; es decir, v € T,M .

Tenemos entonces que 7,M es un espacio vectorial. La escogencia de una parame-

trizacion f determina una base {(axi)o} para T,M. Luego T),M es un espacio vectorial

m-dimensional y se denomina como el espacio tangente de M en p. La base {(8xi)0} se

denomina base coordenada asociada a la parametrizacion f.

Diferencial de una Transformacién entre Variedades

Con la nocién de espacio tangente se puede definir el concepto del diferencial de una
transformacion ¢ : N — M.

Definicién: Sean N y M dos variedades y sea ¢ : N — M una transformacion
diferenciable. Para cada p € N, el diferencial de ¢ en p es la transformacién lineal

dgop : TpN — T(p(p)M,

la cual asocia a cada vector v € T,N el vector dy,(v) € Ty, M definido a continuacion.
Se escoge una curva diferenciable « : (—€,¢) — N, con a(0) = p, &(0) = v; luego:

d
dpy(v) = 2(poa)|
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3.7.3. Fibrado Tangente

Definicién: Sea M una variedad, consideremos el conjunto:

T™ = {(p,v)ip € Mve T,M},
es decir, TM es el conjunto de todos los vectores tangentes a M. A continuacién se vera
que este conjunto es también una variedad 2n-dimensional, y se denomina el fibrado tan-

gente de M.

Sea fo : Uy C R" — M una carta de M con (zf,...,2%) € U,. Para w € Ty, )M,

ren

q € U,, se tiene:

W = yf@x?

Definamos una transformacién F, : U, x R™ — T'M:

Fo(z®, ... 2% y%, ... y%) = (fa(m‘f,...,xg),yf@x?).

Teorema: Si {(Ua, fa)} es una estructura diferenciable para M, entonces {(Ua X

R", Fa)} es una estructura diferenciable para T'M.

Demostracién: Sea:

(p.v) € Fu(Ua x R") () Fs(Us x R™),

esto es,

(p,v) = <fa(qa7dfa(va)) = (f,@(%dfﬁ(vﬁ)>,

donde g, € Uy, qs € Up, vo,v3 € R". Entonces:

Fi' o Falgasva) = Fy'(falao): dfa(va)f),

= (55" o Sulao). U7 0 )0 )

Dado que fg ' o f, es diferenciable, entonces también lo es d( I5 Yo f,). Por lo tanto,
Fy Lo F, es diferenciable.n
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3.8. Formas Diferenciales

La mecénica hamiltoniana no se puede entender sin tener en cuenta los conceptos
de formas diferenciales. En lo que sigue revisaremos algunos aspectos de multiplicacion
exterior, diferenciacion exterior, integracion y el teorema de Stokes.

3.8.1. Formas

Definicién: Sea V' un espacio vectorial real y n-dimensional. Una forma de grado uno,
es una funcion lineal w : V' — R esto es :

w()\1171 + /\2172) = /\1&)(171) + )\2&}(272) 171,172 € V,

Definicién: Una forma de grado dos o 2 — forma es una funcién bilineal antisimétrica

w:VxV =R,
w2(?71, ?72) = —w2(172, ?71),
w2(>\1171 + )\21727 ?73) = )\1w2(171, 173) + /\2&)2(172, 273)

Definicién: Una forma de grado k o k — forma es una funcién de k vectores k-lineal y

antisimétrica,
k(- - . v k(= -
W0, T) = (—1)"w™(Uy, ..., 1),
k — I — — ki — — kit — —
w ()\1U1+>\2U1,U2,.--,Uk) = >\1C<J (U17U27"'7vk)+)\2w (U17U27"'7vk)7

donde :

0 sity,...,17 es una permutacion par

V= .. . o
1 siiq,...,7, es una permutacion impar

Producto Exterior de 1-formas

ean wy y we dos uno formas, su producto exterior se define mediante la accién sobre
S d f , ducto ext defi diante 1 b
un par de vectores v y U5 dada por :

(w1 Awo) (¥, 1T0) = M(l_{l) OJg(l_)})

wi (V) wa(th)
El producto exterior es una operacién bilineal antisimétrica. Ahora supongamos que es-
cogemos una base {¢é;}"_, del espacio vectorial y definamos la base dual en el espacio de
1 — formas tal que x;(¥) = v; con i = 1,...,n. El producto exterior de estas 1-formas
son las 2 — formas x; A x;. Tenemos Cy productos exteriores que son diferentes, esto es,

x; Nxjcon 1 < j.
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Puesto que el espacio vectorial de las 2 — formas es de dimension CF, cada 2 — forma
se puede escribir en términos del producto exterior de las 1 — formas : (z1,...,x,) . Es
decir,

w2:aijxi/\xj con 1<}

Producto Exterior de Varias 1-formas

Dadas k 1 — formas (w1, ...,wg), su producto exterior se define mediante su accién
sobre un conjunto de k vectores (1, ..., 7x) dada por:
w1 (01) wi (1)

(wl/\---/\wk)(ﬁl,...,ﬁk) =

Consideremos la multiplicacién exterior de k 1 — formas del tipo (z1,...,z,) ,

Tiy N+ Nwy, con 1 <1, <n,
si alguno de los indices se repite, la expresion anterior se anula a causa de la antisimetria
del producto exterior. Las siguientes formas son linealmente independientes,

Ty NNy, con 1 <13 <...<i,<n,

tenemos un total de C}' k — formas independientes. Este conjunto de k-formas forma una
base en el espacio de las k — formas puesto que la dimensién del espacio vectorial de las
k — formas es CF, por lo tanto, dada una k — forma w* tendremos:

k §
w = ail,,,ikxil A A l’ik.

1<iy <. <ip<n

3.8.2. Formas Diferenciales

Definicién: Una forma diferencial de grado 1 o 1 — forma sobre una variedad M es
una transformacién suave,

w:TM — R,

del fibrado tangente a la recta, lineal en cada espacio tangente.
El ejemplo més sencillo de una forma diferencial es el diferencial de una funcién.
Sea f: M — R una funcién sobre la variedad M. El diferencial df|, de f en z es una

transformacion lineal,

df, : TM, — R,
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del espacio tangente a M en x sobre la recta. Recordemos la definicion del diferencial de
una funcién sobre una variedad :

Sea v el vector velocidad de la curva z(t) : R — M; 2(0) = z y & = v. Por definicién :

d

df|x(v) = % 0

(),

en pocas palabras, el diferencial de una funcién sobre un punto de la variedad es una
1 — forma sobre el espacio (vectorial) tangente a la variedad en dicho punto. El diferencial
df de f sobre la variedad es una transformacién suave del fibrado tangente TM a la recta,

df : TM — R TM=|TM,,

esta transformacién es diferencial y es lineal sobre cada espacio tangente.

Forma General de una 1-forma Diferencial sobre R"

Teorema: Cada 1 — forma diferencial sobre R", con un sistema coordenado dado por
(x1,...,2,) , se puede escribir de manera tnica como :

w = a;(x)dx;,

donde los coeficientes a;(z) son funciones suaves y los dx; son los diferenciales de las
funciones coordenadas, es decir, 1 — formas. Mas aun ellas son la base dual a la base
coordenada {0;}!" ;. Es decir :

dLCZ(&]) = 51‘]‘

Definicién de k-formas Diferenciales

Definicién: Una k — forma diferencial w*|, en un punto x de la variedad diferencial
M es una k — forma exterior sobre el espacio tangente TM, a M en x. Si la forma
wk|, esta dada en cada punto z de la variedad M y si es diferenciable, entonces tenemos
definida una k — forma sobre la variedad M.

Esta definicién en el caso de 1 — formas (k = 1) coincide con nuestra definicién de
1 — formas diferenciales.

Consideremos una carta de la variedad diferencial M con coordenadas (xy,...,x,) y
consideremos también un punto x en la variedad. Las n 1 — formas dzq, ..., dz, forman
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una base del espacio de 1 — formas sobre el espacio tangente TM,. Consideremos el
producto exterior de las 1 — formas basicas,

estas C' formas constituyen una base del espacio de las k— formas exteriores sobre TM,,.

Teorema: Cada k — forma diferencial sobre M, en una carta (1, ...,x,), se puede
escribir de manera tinivoca en la forma:

Wk = Z iy (@)dxy, N Ndxy,,

11 <...<tp

donde a;, . ;, (z) son funciones suaves sobre M.

3.8.3. Integracion de Formas Diferenciales

En este apartado definiremos el concepto de cadena, frontera de una cadena y la
integracion de una forma sobre una cadena.

Comportamiento de Formas Diferenciales Bajo Transformaciones

Sea f : M — N una transformacion diferencial entre variedades suaves y sea w una
k — forma diferencial sobre N. Entonces surge de manera natural una k — forma definida
sobre M y se denota por f*w; definida por la relacién:

(f*CU)(Ul, e ,Uk) = w(f*vl. ey f*’ljk),
para cualquier vector tangente v; € TM,. En este caso f, es el diferencial de la transfor-

macién f.

Integracién de una k-forma sobre una Celda

Sea w una k — forma diferencial sobre una variedad n-dimensional M. Sea D un
poliedro k-dimensional convexo y acotado en un espacio k-dimensional euclideano RF.
Una celda k-dimensional o de M estd definida por el triplete o = (D, f, Or) que consiste
en :

1. Un poliedro convexo y acotado D C RF
2. Una transformacion diferenciable f : D — M

3. Una orientacién definida en R* denotada por Or
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Definicién: La integral de la k — forma w sobre la célula k-dimensional, es la integral

ol

La celda k-dimensional que difiere de o en la orientacién se denomina el negativo de

de la forma sobre el poliedro D

o y se denota por —o.

Cadenas
Definicién: Una cadena de dimension k sobre una variedad M consiste en una colec-
cién finita de celdas k-dimensionales o1, ..., 0, en M y enteros myq, ..., m, denominados
multiplicidades. Una cadena se denota por:

Cr, =m0+ -+ myo,.

Integrales sobre una Cadena

Sea w una k — forma y ¢ = Y m;o; una cadena sobre M. La integral de la forma w
sobre ¢, es la suma de las integrales sobre cada una de las celdas de la cadena pesadas
con sus respectivas multiplicadades:

Jo=Xm ]

Sea ¢ = (D, f,Or) una celda k-dimensional. Su frontera do es la (k — 1)-cadena :
do =Y 0, con o; = (D, f;, Or;), donde los D; son las caras (k — 1)-dimensionales de D.
Los f; son las restricciones de f a D; y Or; es tal que unida al vector normal n; a D; es

Frontera de una Cadena

equivalente a Or.
La frontera de una cadena ¢, esta dada por :
Ocy = d(myo; + -+ + mpo,) = mido; + -+ + m,.00,.

Teorema: La frontera de la frontera de una cadena es cero:

Oé?ck =0

Para la demostracién de este teorema, ver [4] y [7].

3.9. Derivada Exterior y Teorema de Stokes

En esta seccién nuestro objetivo es discutir la derivada exterior y el teorema de Stokes.
Aunque necesitaremos maéas precisiones, que las aqui expuestas, para los resultados que
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mas tarde necesitaremos, no elaboraremos con profundidad sobre estos puntos. Lo hace-
mos de esta forma por brevedad y para establecer notacion, terminologia y referencias
que usaremos mas adelante.

3.9.1. La Derivada Exterior

La derivada exterior de una k-forma w* : dw” sobre una variedad M es una (k+1) —
forma sobre M. En el caso de una 0 — forma f, la definicién de derivada exterior nos da
la 1 — forma df.

k

Si en un sistema de coordenadas locales (z1,...,z,) sobre M la forma w" se escribe

CO1mo:

k §
W = ail,..,,ikdxil N A dl’ik,

entonces su derivada exterior dw” se construye de la siguiente manera:

dot = "dag,, g, Adwi, A Ada,

3.9.2. Teorema de Stokes

Sea ¢ una (k + 1)-cadena, y w una k — forma sobre una variedad diferencial M,

entonces :
/ w = / dw.
oc c

Para un tratamiento més extenso de la derivada exterior y el teorema de Stokes, ver
las referencias : [4],[6],[7],[8],[9],[10],[11].




Capitulo 4

Variedades Simplécticas

La geometria de la formulaciéon Hamiltoniana reside en el concepto de variedad simplécti-
ca. En una variedad simpléctica existe un isomorfismo natural entre las 1-formas y los
campos vectoriales. El campo vectorial asociado, por el isomorfismo, al diferencial de una
0-forma, se denomina campo vectorial Hamiltoniano. En este capitulo, abordaremos
estas ideas fundamentales para el desarrollo de nuestro trabajo, en particular, escribimos
las ecuaciones de Hamilton en forma global (independiente de coordenadas).

4.1. Espacios Vectoriales Simplécticos

Sea V un espacio vectorial real.

Definicién: Una estructura simpléctica w sobre V' es una dos forma bilineal anti-
simétrica no degenerada. Es decir, w(v;,v) = 0 V U; € V entonces 0o = 0. Esta for-
ma se denomina también métrica antisimétrica, y a veces la denotaremos también por
[z,y] = —[y,z]. V junto a la estructura [,] se le denomina espacio vectorial simpléctico.

Ejemplos:

(1) Sean (p1,...,Pn,q1,---,qn) las bases duales ya definidas en la seccién (2.8.1) que
actian sobre R** y w? la 2 — forma,

w® = pi A g,

dado que esta forma es no degenerada y antisimétrica, se puede tomar como el producto
escalar antisimétrico : [z, y] = w?(z, y). De esta manera dotamos a R** con una estructura
simpléctica; esta estructura se denomina la estructura simpléctica estandar.
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(73) Los complejos son un espacio vectorial complejo de dimensién uno. Sin embargo,
los complejos son un espacio vectorial real de dimensién dos. De la misma forma, C" es
un espacio vectorial real de dimensién 2n. Una forma simpléctica puede definirse en C™
usando su producto interior usual,

en efecto, sea
w(@,@) = Im (7, )).

la antisimetria es obvia de la definicién, ademas w : C"™ x C™ — R. La no degeneracion se
sigue de las propiedades usuales del producto escalar.

4.1.1. La Base Simpléctica

Se puede probar que para una 2 — forma antisimétrica de rango r, forzosamente, r
tiene que ser par. Puesto que una estructura simpléctica implica que w es no degenerada,
entonces la dimensién de V debe ser 2n (Ver por ejemplo [12]).

Definicién: Una base simpléctica es un conjunto de 2n vectores ordenados, que forman
una base de V, e,,, €, (i =1,...,n) cuyo producto tiene la forma,

[epwepj] = [emveqj] = [e(ZNe(Ij] =0 [epﬂefh] =1
Teorema: Cada espacio vectorial simpléctico tiene una base simpléctica y todos los es-
pacios simplécticos de la misma dimensién son isomorfos simplécticamente.

4.2. Estructuras Simplécticas sobre Variedades

Sea M?" una variedad 2n dimensional. Una estructura simpléctica sobre esta variedad
es una 2 — forma diferencial, cerrada y no degenerada, esto es,

AW =0 VE£03q: X&) A0 En € TM,,
el par (M*" w?) se denomina variedad simpléctica.
Ejemplos:

(i)Consideremos R** como una variedad, con las coordenadas p; y ¢; y con la 2— forma
w? = Z dp; A dg;: se tiene que w? es cerrada y no degenerada, tenemos que (R?",w?) es
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una variedad simpléctica (es la del espacio vectorial anterior pero usando la estructura
diferenciable usual de R*").

(ii) Un ejemplo muy importante de variedad simpléctica es el caso de un fibrado
cotangente. Este es el caso que ocurre cuando la formulacion Hamiltoniana se obtiene
globalmente de una formulacion Lagrangiana. Dada su relevancia y debido a los detalles
técnicos este ejemplo lo consideraremos en la secciéon que sigue a continuacién.

Notemos que una forma simpléctica implica la existencia de un elemento de volumen
sobre la variedad. Por lo tanto, la variedad simpléctica es orientable. Esto quiere decir
que no toda variedad puede ser simpléctica. Un ejemplo obvio seria la cinta de Mobius la
cual es una superficie no orientable. Evidentemente, esto es un problema global porque
localmente en la cinta de Mobius existe una forma simpléctica. Sin embargo, la fisica es
global y por lo tanto los apectos geométricos no se pueden obviar.

4.3. Variedades Simplécticas y Dinamica

Para una variedad de configuraciones de un sistema dinamico, sabemos que en su
descripcion Lagrangiana se usa el fibrado tangente. El fibrado tangente es una variedad
pero no tiene una estructura simpléctica obvia a menos que tenga estructura adicional. Sin
embargo, el llamado fibrado cotangente, que explicamos a continuacion, es una variedad
simpléctica sin ninguna exigencia.

4.3.1. Fibrado Cotangente y su Estructura Simpléctica

Sea V una variedad diferenciable n-dimensional (en el caso de la formulacién Lagran-
giana V serfa el llamado espacio de configuracién).

Definicién: Una 1—forma en x se denomina también vector cotangente a V en x.
El conjunto de todos los vectores cotangentes a V en x forma un espacio vectorial n-
dimensional, dual a TV . Denotaremos a este espacio vectorial por T*V, y lo llamaremos
el espacio cotangente a V en x.

La unién de todos los espacios cotangentes forma el fibrado cotangente y se denota por
T*V. El fibrado cotangente tiene una estructura de variedad diferenciable con dimensién
2n; para ver esto consideraremos un punto del fibrado cotangente como dado por una
1—forma sobre el espacio tangente a V en un punto x, y el mismo punto x.

Si escogemos una carta en V que contenga al punto x con las coordenadas locales
q, entonces una 1-forma estda dada por n-componentes p. Las coordenadas ¢ y p forman
un sistema coordenado para una carta de T*V. Evidentemente, de este tipo de cartas se
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genera un atlas para el fibrado cotangente.

Consideremos la proyeccién f : T*V — V. Esta proyeccién es, obviamente, sobreyec-
tiva.

Teorema: El fibrado cotangente tiene una estructura simplética (global) que en las
cartas locales del fibrado cotangente descritas previamente tiene la forma :

w2 =dpNdq = dei/\dqi.
i=0
Demostracién: Sea £ € T(T*V), un vector tangente al fibrado contangente en el punto
p € T*V,. Laderivada f, : T(T*V) — TV manda un vector tangente al fibrado cotangente
en un vector tangente a la variedad diferencial en el punto x. Ahora definimos una 1-forma
sobre T*V por la relacion :

w'(€) = p(f.8),

en coordenadas locales esta 1-forma estd dada por w! = pdg. Tomando la derivada exterior
de esta uno forma; tenemos w? = dp A dq, la cual es cerrada y no degenerada.

4.3.2. Atlas Simpléctico

Definicién: Un atlas de una variedad M?*" se denomina simpléctico si la estructura
simpléctica estdndar w? = dpAdq es introducida en coordenadas locales, y su transferencia
de una carta a otra via la condicién de compatibilidad entre las mismas, es una transfor-
macién canonica. Localmente, toda variedad simpléctica admite una carta simpléctica en
una vecindad de cada punto de la misma. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema: En una vecindad de un punto, toda variedad simpléctica admite una carta
tal que la forma simpléctica asume la forma estandar de R?".

Evidentemente se tiene el siguiente resultado:
Corolario: Cada variedad simpléctica tiene un atlas simpléctico.

El teorema es el conocido teorema de Darbouzr. Notese que esto significa que local-
mente todas las variedades simplécticas de la misma dimensién son indistinguibles, luego
nuevamente los aspectos globales, normalmente ignorados en la literatura fisica, cobran
importancia a la hora de diferenciar las variedadades simplécticas. Observemos que este
resultado para variedades simplécticas contrasta con lo conocido de variedades Riema-
nianas o pseudoriemanianas que si pueden ser distinguidas localmente (por ejemplo, con
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el tensor de curvatura). El corolario se sigue del teorema de Darbouz y la estructura de
variedad diferenciable.

Notemos que el siguiente resultado también es cierto (ver por ejemplo [4]):

Teorema: Un atlas simpléctico define una estructura simpléctica sobre la variedad
M,

Finalmente, observemos que aunque en una variedad 2n — dimensional arbitraria (no
necesariamente simpléctica) podemos definir en un atlas cualquiera 2 — formas del tipo
Darbouz (en cada carta del atlas), esto no garantiza que exista una 2 — forma cerrada y
no degenerada definida globalmente. Si esto fuese cierto, toda variedad seria simpléctica
y ya hemos discutido que esto no es cierto (méas adelante veremos otros ejemplos). Vemos
entonces que la existencia de una forma simpléctica global en una variedad , por ejemplo,
en el fibrado cotangente, no es trivial y que las discusiones locales pueden inducir errores,
ya que localmente siempre se puede definir una 2 — forma tipo Darbouzx.

4.3.3. Campos Vectoriales Hamiltonianos

En este apartado veremos cémo una estructura simpléctica establece un isomorfismo
entre vectores del fibrado tangente y las 1-formas.

Definicién: A cada vector £ tangente a una variedad simpléctica (M, w?) en el punto
x, le asignamos una 1-forma w% sobre T'M, dada por :

wi(n) = ?(n,€) V€ TM,.

Dada esta construccién y el hecho de que w? es no degenerada, se sigue que la corespon-
dencia entre £ y wg es un isomorfismo.

Denotaremos al inverso de este isomorfismo por I, esto es, I : T*M, — TM,. Sea
H una funcién sobre una variedad simpléctica M?", dH es una 1-forma diferencial sobre
la variedad, y en cada punto de la misma, por el isomorfismo, tiene asociada un vector
tangente a la variedad. De esta manera obtenemos un campo vectorial IdH tangente la
variedad.

Definicién: El campo vectorial IdH se denomina campo vectorial Hamiltoniano y H
se denomina funciéon Hamiltoniana.

Vemos entonces que la estructura simpléctica define de manera global una dindmica
del sistema dado un hamiltoniano H via las curvas integrales, esto es:
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X =1dH.

Otra manera global de escribir la dindmica Hamiltoniana de un sistema esta dada por
la expresién:

dH = ixw? = w?( , X).

Notemos que cualquiera de estas dos tltimas representan (de manera equivalente) las
ecuaciones de la dinamica Hamiltoniana de forma geométrica y por lo tanto independiente
de cartas. Para una variedad simpléctica, en coordenadas locales p y ¢ (tipo Darbouz), la
matrix de transformacion que representa este isomorfismo esta dada por :

I = 01 )
-1 0
En una carta tipo Darboux, obtenemos las ecuaciones de Hamilton:

: H H
X —gaH —p— -2 290
0q dp

4.4. Variedades Simplécticas y Compacidad

Hemos visto que partiendo de una variedad de configuraciones M, su fibrado cotan-
gente es una variedad simpléctica. Esta construccién normalmente, en la literatura, lleva a
la creencia de que la formulacién Hamiltoniana es una forma equivalente (en otro espacio)
a la Lagrangiana. Sin embargo, esto no es cierto. Para ver esto tltimo, notemos que el
fibrado cotangente de M tiene dos peculiaridades :

= T*M es no compacto.

= La estructura simpléctica de T*M es tal que la 2 — forma es exacta.

Considerando estas caracteristicas, podemos ver que la formulacién Hamiltoniana es
mas general que la formulacién Lagrangiana. En efecto, basta dar un espacio de fases que
sea compacto o una forma simpléctica no exacta que definan una dinamica Hamiltoniana.
En lo que sigue exploramos estas dos posibilidades. Empezaremos por recordar el concepto
de compacidad.

4.4.1. Compacidad

Una Variedad M es compacta si para un cubrimiento arbitrario de abiertos {S,} :

M =S,
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existe un subcubrimiento finito {S;}¥, que la cubre:

M:U&

Teorema: Los fibrados cotangentes son variedades diferenciales no compactas.

Demostracion: Recordemos que en un espacio compacto, todo conjunto cerrado es
compacto. Luego para demostrar que un espacio no es compacto basta con probar la
existencia de un conjunto cerrado que no es compacto. Consideremos la proyeccion natural
del fibrado cotangente en la variedad. Esta funcién es continua. Asi que la imagen inversa
de un cerrado en la variedad es un cerrado en el fibrado cotangente. Consideremos un
punto q en la variedad, como conjunto, {¢}, es cerrado. Su imagen inversa en el fibrado
cotangente es {q} x T*M(q) que seria un cerrado. Este conjunto, 7*M (q) es homeomorfo
a R™ no es compacto. Asi, el espacio topolégico T*M no es compacto ya que posee un
conjunto cerrado que no es compacto.

4.4.2. Formas Exactas

Se dice que una k-forma diferencial es exacta, si la misma es la derivada exterior de una
(k-1)-forma. Como hemos mencionado, la 2 — forma simpléctica de un fibrado cotangente
es exacta. En el caso de una variedad compacta, tenemos el siguiente resultado:

Teorema: Las formas simplécticas definidas sobre variedades compactas no son exac-
tas.

Demostracion: Se sabe que una 2-forma w definida sobre una variedad simpléctica
es no degenerada si y solo si w"" es un elemento de volumen. Ahora, si ademés w = df3
es exacta, entonces :

WM = d (5 A w/\(n—l)) ’

es también una forma exacta. Esto se contradice con el teorema de Stokes, pues la integral
de la forma de volumen es positiva sobre toda la variedad :

0 # / W' = B AW =0,
M

oM
pues M es compacta.
Estos dos tltimos teoremas reafirman que una variedad simpléctica compacta no tiene

la estructura simpléctica que viene de un Lagrangiano. Por otro lado, variedades simplécti-
cas compactas existen. Por ejemplo, S? como veremos mas adelante, es una variedad
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simpléctica. Esto es, sobre S? existe una 2 — forma cerrada y no degenerada definida glo-
balmente. Luego, la formulacién Hamiltoniana es mas general que la Lagrangiana. Como
veremos, esta generalizacion no es meramente matematica sino que describe situaciones

fisicas.




Capitulo 5

Fibrado Cotangente de las Esferas

En este capitulo, queremos construir, ya que lo necesitaremos en el capitulo cinco, una
forma explicita para los atlas de los fibrados cotangentes de las esferas S', S? y S3. Tam-
bién construimos la forma simpléctica candnica asociada al fibrado cotangente de manera
explicita. Notemos que esta iltima se construye independientemente del lagragiano del
sistema. En efecto, dada esta forma simpléctica, con dar una funcién hamiltoniana sobre
el fibrado cotangente se obtiene una dindmica Hamiltoniana (la cual podria verse, si se
quiere, como que viene de un lagrangiano también). Usualmente, en la literatura fisica, se
obtiene la impresién de que para dar la forma simpléctica se necesita de un lagrangiano
cuando no es asi.

5.1. Fibrado Cotangente de S': T*S!

Consideremos una 1-forma w en una de las cartas polares de S'. En un punto de la
variedad, la forma esta dada por :

w=pdd peR

De acd, vemos que p € (—o00,00) y por lo tanto un atlas para el fibrado cotangente de
St est4 dado por:

Y1(01,p1) = (cos(01),sin(01),p1) p1€ R y 0, €(0,2m)

Vo(02,p2) = (cos(Ba), sin(s),p2) p2€ R y Oy € (—m,7)

La interseccién de estas dos cartas es no nula. La condicién de compatibilidad esta
dada por (3.5)y por la igualdad:

P1 = D2
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Dada una 1-forma w sobre el fibrado cotangente, por las condiciones de compatibilidad
y de la construccién general de la 2 — forma en un fibrado cotangente, vemos que:

w2 =dw = dpl A d(gl = dpz N d92,

define de manera global una 2 — forma no degenerada.

5.2. Fibrado cotangente de S?: T*5?

Consideremos una 1-forma en un punto dado (¢, 0) de S? :
w = pedd + pedf  ps,pp € R (5.1)
De acé se puede ver que un atlas para T*S? estd dado por las cartas:

V1 (¢1,01,p1,p2) = (sen(b1)cos(é1), sen(61)sin(¢r), cos(61),p1,p2) 01 € (0,7), 01 € (0,27),p1,p2 € R

U2(¢2, 02, p3, pa) = (sin(02)cos(¢2), cos(bs), sin(b)sin(¢2), ps, ps) 02 € (0,7),¢2 € (=7, 7), p3,ps € R
Al escribir la 1 — forma (5.1) en cada carta del fibrado cotangente obtenemos :
w1 = p1dfy + padn

wy = p3dBy + padps

Dado que:
02 - 62(017 gbl)

¢2 = ¢2(917 ¢1)

Tenemos entonces :

(g, 063, , 00
We = D3 (891d91 + 0¢1d¢1) + P4 (801 do, + 8¢1d¢1

. 892 6¢2 892 8¢2
= <891P3 + 691p4> do, + (8¢1p3 + 8¢1p4> doq
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En la region de interseccion de las cartas se verifica la condicion :

o 00
905 O

JE— + J—

) ¢1p3 96, 2

Luego, la 2 — forma global sobre T*S? vendrd dada por :
dw1 = dp1 A d@l + dpz VAN d¢1

dWQ = dpg A d(92 + dp4 VAN d¢2

5.3. Fibrado Cotangente de S*: T+*5°

De manera analoga para S® usando el atlas estereografico (ver apéndice A), tenemos :

W, = pldx% + pgdl’% + pgda:é

Wy = p4dxf + p5dx§ + dex§

En la region de interseccion de las cartas, la condicién de compatibilidad viene dada
por las relaciones :

ox? 0’ or?

P o= a—x%m + 8—$%ps + a_x%p6
z? o’ or3

P2 = 8—@1?4 + a—x%ps + a—x%pﬁ
_ Oxf N x3 N ox3

Luego, la 2 — forma global sobre T*S? vendra dada por :

wy = dpy Adx} + dpy A doy + dps A dxh

wo = dpy A dx] + dps A das + dpg A dag




56

Fibrado Cotangente de las Esferas




Capitulo 6

Formulacién Hamiltoniana en Esferas
como Espacio de Configuraciones

En este capitulo se considera a las esferas S*, S? y S3 como variedades de configuracio-
nes. En primera instancia se estudia su formulacion Lagrangiana en los fibrados tangentes,
después se estudia su formulacion Hamiltoniana en los fibrados cotangentes, ya definidos
en el capitulo anterior. El formalismo Lagrangiano usa la estructura del fibrado cotangente
para generar una dindmica via la transformada de Legendre al asignar un hamiltoniano en
el fibrado cotangente. En este sentido, la formulacién Lagrangiana en el fibrado tangente
es equivalente a una Hamiltoniana en el fibrado cotangente.

6.1. S' Como Variedad de Configuraciones

En esta seccién se usa el atlas polar para S*.

6.1.1. Particula Libre en S!
Formulacién Lagrangiana

El Lagrangiano de una particula libre en una carta de T'S* esta dado por :

1 .

La condicién de compatibilidad:

gl - é27

nos dice que los Lagrangianos son iguales en la regién de interseccién de las dos cartas
que cubren a T'S!. Por lo tanto, independientemente de la carta, el Lagrangiano seria:
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L= %méQ (6.2)

La ecuacién de Euler-Lagrange para este sistema nos arroja como solucion:

ezeo(t—t())—'—eo

Donde 90 y 0y son el estado del sistema en ty. De esta manera la descripcion del mo-
vimiento queda resuelta globalmente al usar las cartas en las regiones que estas describen
y tomando en cuenta el estado cuando entra a la regién descrita por cada carta.
Formulacién Hamiltoniana

Haciendo uso de la transformada de Legendre para construir el fibrado cotangente,

obtenemos :

pf):mé

2
H = ﬁj dH:@dpg
2m m

Al usar la estructura simpléctica, obtenemos :

()-8 (2)

De estas ecuaciones obtenemos la misma informacién que en la formulaciéon Lagran-
giana, con el cuidado debido de las cartas.

6.1.2. Particula con Gravedad en S’
Formulacién Lagrangiana
El Lagrangiano de una particula con gravedad en S', para cada carta estd dado por :

1 .
L= §m92 —mgsin(6)

La ecuacién de FEuler-Lagrange para este sistema nos arroja:

0 = —gcos(0)




6.2 S? Como Variedad de Configuraciones 59

Formulacién Hamiltoniana

Usando la transformada de Legendre obtenemos el Hamiltoniano :

Po = mé
2
H = ﬁ + mgsin(0)

2
dH = %dpg + mgcos(6)dd

De este hamiltoniano via la forma simpléctica se obtiene el siguiente sistema :

i\ (0 1) mgcos)
pe )\ -1 0 =

De estas ecuaciones, se recupera la obtenida previamente:

6 = —gcos(h)

6.2. S? Como Variedad de Configuraciones

6.2.1. Particula Libre en S?

En esta seccién se usa el atlas polar para S2.

Formulacién Lagrangiana

El Lagrangiano de una particula libre en S? es :

L = %m <sm2(9)gz.52 + 02)

1 o
L, = 3 (szn2(91)¢12 + 912>

Dado que T'S? es una variedad diferenciable, las condiciones de compatibilidad garan-
tizan que el lagrangiano se ha definido de manera global. Para una carta, las ecuaciones
de Euler-Lagrange llevan a la siguiente dindmica :

6 = sin(B)cos(0)d”

0 = 2cos(0)0¢+ sin(0)¢
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Formulacién Hamiltoniana

Haciendo uso de la transformada de Legendre obtenemos :

pp = mb, p¢,:msin2(9)$

1 Po
H = — (p?
2m (pg * sinz(ﬁ))
1 Po
H = —(p2 + "2
! 2m <p91 N sin2(91)>

En este caso, aplica el razonamiento anterior : dado que el fibrado cotangente 7*S? es
una variedad diferenciable, entonces las condiciones de compatibilidad garantizan que el
Hamiltoniano se ha definido de manera global. En una carta tenemos:

Py
sin?(0)

mdH = pydpe + dpy — pjesc’(B)cos(0)do

La forma simpléctica en esta carta nos lleva al sistema :

0 0 0 10 —pjesc’(0)cos(0)
e[ 0o 001 0

o | | -1 0 0 0 gi

Py 0 -1 070 sin?(0)

De este sistema de ecuaciones, se recupera la dinamica obtenida antes en la formulacién
Lagrangiana :

6 = sin(f)cos(0)¢?

0 = 2cos(0)0¢ + sin(6)p.

Una solucién de estas ecuaciones esté dada por § = 0,60 = 5y ng constante. Dada una
data inicial arbitraria, siempre se puede escoger un sistema de coordenadas tal que se
reproduce la situacién anterior (ya que la esfera es homogénea), luego todas las soluciones
son circulos de radio unidad recorridos con velocidad angular constante. El movimiento
queda descrito globalmente al usar las cartas que generan el atlas, tanto en la formulacion
Lagrangiana como en la Hamiltoniana, de manera obvia.
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6.2.2. Particula con Gravedad en S2

Formulacién Lagrangiana

El Lagrangiano de una particula con gravedad en S? es :

m (sin2(9)<ﬁ2 + 62) — mgcos(6)

Ll ==

DO | — N | —

m (sinQ(Gl)é12 + 912> — mgsin(6y)sin(¢r)

En una carta, las ecuaciones de Euler-Lagrange llevan a la siguiente dindmica :

0 = sin(f)cos(0)¢> + gsin(h)

0 = 2cos(h)0¢ + sin(0)¢

Formulacién Hamiltoniana

Haciendo uso de la transformada de Legendre obtenemos :

Py = mé, Do :msinz(Q)é
1 P>
H = — 2 ¢
o <p9 + sz’nQ(G)) + mgcos(0)

2
<p§1 + Py ) + mgsin(60y)sin(¢;)

sin?(6;)

s)-

En una carta tenemos:

mdH = pydpy + —o
S1

n?(6)

La forma simpléctica en esta carta nos lleva al sistema :

dpy — (m?gsin(0) + piesc®(0)cos(0)) do

0 0 0 10 —m?gsin(0) — piesc’(0)cos(0)
I 2 I O 0

o | | -1 0 0 0 Z];Z

Do 0 -1 00

sin?(0)
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De este sistema de ecuaciones, se recupera la dinamica obtenida antes en la formulacién
Lagrangiana :

0 = sin(f)cos(0)¢> + gsin(h)

0 = 2cos(9)9é+sin(9>¢a

el movimiento queda descrito globalmente al usar las cartas que generan el atlas, tanto
en la formulacién Lagrangiana como en la Hamiltoniana, de manera obvia.

6.3. S° Como Variedad de Configuraciones

6.3.1. Particula Libre en S°

En esta seccién se usa el atlas polar para S3.

Formulacién Lagrangiana

El Lagrangiano de una particula libre en S® es :

L = %m <¢512 + sin2(¢1)q522 + Sin2(¢1)sin2(¢2)qﬁ32>

L = %m (912 + sin2(91)922 + Si”2(91)5i”2<92)932>

Para una carta, las ecuaciones de Euler-Lagrange llevan a la siguiente dinamica :

b = sin(gn)cos(@n) (6 + sin*(62)ds”)
0 = 2608(¢1)¢.1¢'2+8in(¢1)$2—Sin(¢1)8in(¢2)008(¢2)§532

0 = sz’n(¢1)sz’n(¢2)¢;3 + 2cos(¢1)sin(¢2)<z51¢3 + 25in(¢1)cos(¢2)é2é3

Formulacién Hamiltoniana

Haciendo uso de la transformada de Legendre obtenemos :




6.3 S3 Como Variedad de Configuraciones 63

Dpy = me, Doy = msin®(¢1)pa, Dps = msin®(¢1)sin’(¢2)ds
_ 1 2 piz pé:&
i = 2m (p¢1 + sin?(¢q) + sin2(¢1)sm2(¢2))

1 Pi Pi
H, = — 2 2 3
! 2m (pgl * sin?(6y)  sin?(0;)sin?(0s)

En una carta tenemos:

_ Do DPos
mdH = p¢1dp¢1 + Sin2(¢1)dp¢2 + Sin2(¢1)sin2(¢2)dp¢3
2 2 3
~escH(9n)cos(0n) <p§>2 + %) 1o p¢i¢<;><¢)d¢

La forma simpléctica en esta carta nos lleva al sistema :

p2
—escH(o1)cos(61) (P2, + st )

Qﬁ.l O 0 O 1 0 O piscscg’(d)g)cos(dm)
o)) 0O 0 0 010 - sinZ(¢1)
s [_] 0 0 0 0001 0
pey | | -1 0 0 000 Do,
P 0 -1 0 000 Do __
& sin®(¢y)
Ds 0O 0 -1 000 Des
sin?(¢1)sin?(¢q)
De este sistema de ecuaciones, se recupera la dinamica obtenida antes en la formulacién
Lagrangiana :
. ‘ 2 , -2
b = sin(9)cos(@n) (6 + sin*(62)ds”)

0 = 2008(¢1)§51¢52 + 8in(¢1)¢5‘2 - sin(¢1)sin(¢2)cos(¢2)q§32

0 = sin(qbl)sm(gzﬁg)qgg + 2008(¢1)sin(¢2)$1q§3 + 23m(¢1)008(¢2)q52g53

El movimiento queda descrito globalmente al usar las cartas que generan el atlas, tanto
en la formulaciéon Lagrangiana como en la Hamiltoniana, de manera obvia.
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Finalmente, observemos que si nos quedamos con la descripcién en una carta del
fibrado cotangente (o del tangente en la formulacién Lagrangiana), tenemos lo que nor-
malmente se discute en la literatura fisica (ver, por ejemplo, [1] y [2]). En este capitulo
hemos ilustrado como va la descripcion global de la dindmica (lo cual ni siquiera se men-
ciona usualmente). En los capitulos que siguen veremos que los aspectos globales juegan
un papel mas importante cuando la variedad simpléctica no es un fibrado cotangente.




Capitulo 7

Formulacién Hamiltoniana en
Esferas como Espacio de Fases

En este capitulo se estudia a S? como espacio de fases, siendo este caso un ejemplo
de un sistema Hamiltoniano que no es formulado en un fibrado cotangente. También se
muestra que no existe formulacién Hamiltoniana admisible para S** con n = 2, 3,4, ...

7.1. S? Como Espacio de fases

7.1.1. Forma Simpléctica en S>

La esfera S? es una variedad orientable y riemanniana, asi que posee un elemento de
volumen (ver, por ejemplo [12]). Esto es, una 2 — forma que no se anula en ningin punto
de la variedad. Por lo tanto, esta 2— forma es no degenerada y cerrada pues la variedad es
2 — dimensional. Globalmente tenemos una forma simpléctica. En una carta, el elemento
de volumen en S? se escribe como :

w? = Ssen(0)dO A do.

Donde S es el radio de la esfera.

De lo dicho anteriormente, S? es una variedad simpléctica. Por lo tanto, se espera
poder describir situaciones fisicas que tengan a esta variedad como espacio de fases. A
continuacion veremos que la dindmica de un espin en un campo magnético uniforme vive
en esta variedad simpléctica.
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7.1.2. Formulacién Hamiltoniana en S?: Espin en un Campo
Magnético Uniforme.

Consideremos el comportamiento del dipolo magnético originado por el espin de una
particula cuando se le coloca en un campo magnético B en el eje z. Este sistema fisico
esta regido por la dinamica :

dg gstv g >
@ _ g 7
it T

de la ecuacién anterior se deduce (lo que muestra la consistencia con el vinculo, ya que S

es fijo) que el médulo de S no varfa con el tiempo, es decir :

S2+82+57 =87

luego esta dinamica vive en una esfera de radio S. La pregunta natural es si esta dindmica
es Hamiltoniana con la estructura simpléctica que se discutié previamente. Usando una
carta esférica, con B = Bk (en el eje z) obtenemos las siguientes relaciones:

f = 0 (7.1)

) gsty
= B
¢ h

Para obtener el Hamiltoniano de este sistema usamos la relacion global :

dH = ixw® = w?( , X)
En una carta, el campo vectorial Hamiltoniano del sistema estda dado por :
X = 939 + ¢0¢ (7.2)
Al reemplazar en la forma global de la dindmica obtenemos :
dH = ixw?® = Ssin(6) (q'sde - 0’d¢> (7.3)

Al usar (7.1) se obtiene :

—

dH = gsingBsm(H)dQ s H= —gS:bSBcos(H) — - B

La ecuacion anterior coincide con la energia de interaccion entre el momento magnéti-
co del spin ji y el campo magnético B.

De manera equivalente, se pudo partir, obviamente, del hamiltoniano y usar la forma
global de la dindmica para obtener (7.1); veamos :
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H = —,-B= —gs:bSBcos(Q)

dH = 95:” SBsin(6)do

gsg"’ SBsin(0)dd = sin(0) (¢d9 - éd¢) (7.4)
De la ecuacion (7.4) se obtine la dindmica del sistema:

=0 (7.5)

] gsly
= B.
¢ h

Asi vemos que la dinamica del espin en un campo magnético uniforme es Hamiltonia-
na. Como sabemos del capitulo 3, puesto que S? es compacta, esta dindmica hamiltoniana
no viene de la forma simpléctica heredada de un lagrangiano. En la literatura se consi-
guen descripciones lagrangianas que llevan a una formulacion simpléctica pero estas son
necesariamente locales.

7.2. S?" como Espacio de Fases

A continuacién queremos generalizar la situacién de S? a esferas de dimensién par
mayor que dos. Como veremos, esto no es posible. La razon de esta imposibilidad es
topoldgica y para mostrarlo usaremos el concepto de cohomologia de de Rham.

7.2.1. Cohomologia de de Rham

Las formas que son la imagen de otra forma via la derivada exterior son denominadas
exactas; y las formas cuya derivada exterior es nula, son llamadas cerradas. Dado que
d* = 0, se tiene que las formas exactas son cerradas.

La inversa a esta afirmacién en general no es verdad, las formas cerradas no tienen
que ser exactas.

La idea de la cohomologia de de Rham es clasificar los diferentes tipos de formas cerra-
das en una variedad; esto se hace con una relacién de equivalencia, donde dos elementos
de la clase equivalente, es decir, dos formas cerradas, son denominadas cohomologas si su
diferencia es una forma exacta.

Consideremos la siguiente notacion:
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Zin(M) = {we Q"(M)|dw =0}
Bip(M) = {we Q" (M)|Fr € Q' (M),w=dr}
Donde QF(M) es el conjunto de las k-formas definidas sobre la variedad M. El k-ésimo

espacio cohomoldgico de de Rham de M, se define como el espacio cociente de las formas
cerradas por las formas exactas (ver, por ejemplo [10]):

HSR(M) = ZgR(M)/B§R<M>

Ejemplo: Sea M = R, calculemos H(R). Es trivial chequear que, en este caso,
todas las 1-formas cerradas son exactas por lo tanto :

1
Hap(R) = {0}.
Esta situacién también es cierta en R™. Donde, toda forma cerrada necesariamente es

exacta. Sin embargo, esta no es la situaciéon en otras variedades donde la cohomologia es
no trivial.

7.2.2. Cohomologia de de Rham de las Esferas

Teorema: : La cohomologia de las esferas esta dada por :

R E=0,n
0, otros k

HC’?R(S”) = {

La demostracion de este teorema se puede realizar haciendo uso de la técnica de la
secuencia de Meyer-Vietoris; ver [10], [11], [13],[14], [15]. De este resultado tenemos el
siguiente teorema:

Teorema: : Las esferas (S?",n > 1) no admiten formas simplécticas globales.

Demostracién: Del teorema anterior se sigue que H2,(5*") = {0}. Por lo tanto,
toda 2-forma cerrada es exacta. Pero en la seccion (3.4.2) probamos que en una variedad
compacta, no existen formas simplécticas exactas definidas globalmente. Puesto que S?*
es compacto, tenemos que es imposible definir una forma simplécticag

El teorema anterior nos dice que es imposible tener una formulacion Hamiltoniana
sobre S?"(n > 1). Evidentemente, mucho menos una formulacién Lagrangiana. Formula-
ciones locales, como siempre, se pueden hacer pero la fisica es global.




Capitulo 8

El Campo de Dirac

En este capitulo queremos llevar la discusion del formalismo hamiltoniano tal cual
ha sido considerada en los capitulos anteriores, pero esta vez tomaremos como ejemplo
un sistema con infinitos grados de libertad. La formulaciéon hamiltoniana de este tipo de
sistemas es importante, no sélo para la dinamica clasica, sino para la construccién de su
teorfa cudntica (para la cual es una guia). Como ejemplo concreto vamos a estudiar el
campo clésico de Dirac. Lo consideraremos en (3+1) y (1+1) dimensiones. Demostraremos
que la dinamica asociada al campo clasico de Dirac es hamiltoniana construyendo la forma
simpléctica (global) explicitamente y su hamiltoniano.

8.1. La Ecuaciéon de Dirac

Histéricamente, la ecuacién de Dirac surge como una candidata para describir la
mecanica cuantica del electrén tomando en cuenta la relatividad especial de Einstein.
Esta ecuacion también se puede considerar como una dinamica clasica. Esto significa, que
en cada punto tenemos un campo (un espinor) bien definido en analogia a como se define
en cada punto del espacio un campo electromagnético clasico. Es decir, por ejemplo, que
hay una energia asociada a este campo cléasico a diferencia de la energia de una particula
cuantica que esta asociada con el espectro de un operador autoadjunto en un espacio de
Hilbert.

El campo clasico de Dirac tiene la forma de una columna de cuatro numeros complejos,

P(z) = W% (x)), a=1,234.

Se llama el biespinor de Dirac. La dinamica del campo clésico de Dirac vendria dada por
la ecuacién,

(1770, — m)y = 0. (8.1)
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Las matrices 4 x 4, v”, satisfacen la relacién de Dirac:

{v".7"} = 29" L,
donde {~v# A"} = H4Y + Ay (el anticonmutador de matrices), g"” es la métrica en el
espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas cartesianas, e I, denota la matriz (4 x 4)
unidad. La primera pregunta sobre las relaciones de Dirac es sobre la existencia de matrices
que la obedecen. Dirac demostrd que uno puede tomar, por ejemplo,

Y YD ( 0 —op > , Y YD ( o, 0 ) ) (8 )

donde oy es la matriz (2x2) unidad, y 0;, 7 = 1, 2, 3, son las matrices de Pauli. Las matrices
(8.2) son conocidas como la representacion de Dirac. Existe un teorema matematico el cual
garantiza que todas las matrices v* pueden ser obtenidas a partir de una representacién
arbitraria via una transformacion de similaridad. Luego, cualquier conjunto de matrices
de Dirac " puede ser obtenida de 7},

M= ATRA,

donde A es una matriz (4 x 4) no singular. Las soluciones de la ecuacién de Dirac (8.1)
con las diferentes escogencias de las matrices v* estan obviamente correlacionadas, esto
es

Y(w) = A p(),

donde 1p es solucion de (8.1) con las matrices v en la representaciéon de Dirac.

La dinamica clasica definida por la ecuacién de Dirac, siendo una ecuacién de primer
grado, tiene como espacio de estados, en un tiempo dado,los biespinores de Dirac. Estos
representan un campo clasico complejo. Por simplicidad supondremos que el estado son
funciones infinitamente diferenciables. Ademads, para que su energia sea finita (la energia
es conservada ya que hay invariancia frente a translaciones en el tiempo), exigiremos que,

/d3xw(a:)fyow(x) < +o0, (8.3)

para toda solucién de la ecuacién de Dirac, donde

U(w) = 9" (2)AT A"
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Donde + denota la operacién del adjunto del biespinor considerado como una matriz de
una columna compleja. Notemos que (8.3) no depende del tiempo ni de la representacién
de las matrices v*. En efecto,

/ Prd(en (@) = / drp (2) AT Ay ()
_ / P (a)d(a), (8.4)

lo cual nos dice que no depende de la representacion. Es facil, chequear que esta cantidad
es independiente del tiempo. Ademds (8.4) es obviamente definida positiva.

8.2. Formulaciéon Lagrangiana

Dada la dinamica del campo clasico de Dirac, definida en la seccién anterior, queremos
ver si esta dindmica es hamiltoniana. Como sabemos de lo visto a lo largo de este trabajo
no es forzozo que una formulacion hamiltoniana venga de una lagrangiana. En la literatu-
ra, usualmente, se considera a la ecuaciéon de Dirac como proveniente de un lagrangiano
(ver por ejemplo: [3] y [16]). Sin embargo, de esta formulacién lagrangiana no se puede
obtener (via una transformada de Legendre) una formulacién hamiltoniana como veremos
en breve.

Sea la densidad Lagrangiana :

L= L@y 00— 0,570) — mis (85

Tomamos como variable dindmicas independientes ¢ y ¥® . Asi, tenemos que el lagran-
giano (8.5) es una variable real y del principio variacional se obtienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange. De una de las ecuaciones de Euler-Lagrange recuperamos la ecuacion de
Dirac:

(iv"0, — m)y = 0.

Notemos, que aunque el lagrangiano es una funcion del fibrado tangente en variable real,
la dindmica esté definida no en el fibrado tangente sino en el espacio de configuracién.
Luego, procediendo de la manera usual, definimos los momentos canénicos conjugados :

i_
Py=0,L = " (8.6)
i
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Notemos que (8.6) nos dan un resultado anémalo ya que los momentos candénicos viven en
el espacio de configuracion (lo cual contradice que estos viven en un espacio diferente al
de configuracidn, esto es, en el fibrado cotangente ). Por lo tanto, no se puede obtener una
formulacion hamiltoniana geométrica a partir de la formulacién lagrangiana del campo de
Dirac. Esto es, pasar del fibrado tangente al fibrado cotangente.

En la siguiente seccion veremos que no es necesario partir de un lagrangiano para
obtener la ecuacion de Dirac. En efecto, obtendremos esta dinamica de una formulacién
hamiltoniana que no es el fibrado cotangente de la variedad de configuraciones de la
formulaciéon lagrangiana del campo de Dirac.

8.3. Formulacién Simpléctica del Campo de Dirac

De la seccién anterior vemos que no hay una formulacién simpléctica estandar (que
viva en un fibrado cotangente) que parte del lagrangiano de Dirac. En esta seccién de-
mostraremos que, efectivamente, la dindmica del campo de Dirac no reside en el fibrado
cotangente del espacio de configuracién del lagrangiano (8.5).

8.3.1. Forma Simpléctica

Tenemos que el campo clasico de Dirac, aunque es un sistema de infinitos grados
de libertad (distinto a lo estudiado en los capitulos anteriores), tiene como espacio de
configuracion un espacio vectorial complejo. Esto simplifica el tratamiento ya que, como
en el caso de C", veremos que hay una forma simpléctica. En efecto, en el espacio vectorial
del campo de Dirac , D, donde

D = {y*(z) € C*(R’) ® C*(R’) & C*(R’) & C™(R"), tal que se verifica (8.3)},

tenemos un producto escalar dado por :

(6l = / P, Vo € D.

Luego, similarmente al caso de C™, podemos definir la forma simpléctica sobre el espacio
vectorial real D (todo espacio vectorial complejo se puede considerar como real) dada por

w(@, ) = Im ((¢[¢))) -

El hecho de que w es una forma simpléctica en el espacio vectorial real D se sigue de las
propiedades usuales del producto escalar en el espacio vectorial complejo D .
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8.3.2. Dinamica Hamiltoniana en D

Tenemos entonces que D es un espacio vectorial simpléctico. Tenemos también la ecua-
ciéon de Dirac en D. La pregunta obvia es si el campo vectorial que genera la dindmica
del campo de Dirac viene dado por una funcién hamiltoniana via la forma simpléctica
definida en la seccion anterior. La respuesta es que si, como explicaremos a continuacion.

La dinamica de Dirac se puede ver incluida en el espacio de Hilbert H, donde:

H=L*R)® L*(R) o L*(R*) @ L*(R?)
Mas atin , como es bien conocido (ver [17]) esta dindmica es generada por un operador
autoadjunto en H. En el caso de la representacion de Dirac, este operador viene dado por

H0:< 7tri0'0_) —25'6)7

—ig -V —maoy

con dominio dado por (ver [17]) H'(R3)* C H, el primer espacio de Sobolev. Tenemos el
siguiente teorema ([12]):

Teorema: Sea H un espacio de Hilbert complejo y w(¢, ) = I'm ({(¢[¢)). Entonces:

= Un operador lineal Hy en H que genera una dindmica tipo Schrodinger es Hamilto-
niano si y solo si Hy es simétrico.

= La funciéon hamiltoniana asociada con H, esta dada por,
1
H = §<Ho¢|¢>-

Por lo tanto, al usar este teorema, se sigue que la dinamica del campo clasico de Dirac
es hamiltoniana y que el hamiltoniano viene dado por:

HY) = 3 (91 Hov).

Es decir, el hamiltoniano sera explicitamente:

H(p) = % / (V" Hop) P

Y P
- 5/{@[1 (=70 + m) W} &,

que coincide con la energia conservada calculada del teorema de Noether.
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8.3.3. Campo de Dirac en (1 +1)

La discusién anterior hecha en (3 + 1) no hace uso del caracter espinorial del campo
de Dirac. En efecto, podemos considerar el campo de Dirac en (1+ 1) donde ¢* (ver [18])
obedece la ecuacién de Dirac en (1 + 1) y no puede ser un espinor ya que en (1 + 1) no
hay espinores (ver [18]).

Toda la discusién anterior se lleva a cabo perfectamente en (1 + 1), ya que anédloga-
mente, existe un operador autoadjunto que genera el campo de Dirac en (1+1). De hecho,
todos los célculos son mas simples y no los repetiremos para no alargar innecesariamente

el trabajo.




Capitulo 9
Discusion

En este trabajo, hemos afrontado la problematica de la formulacién hamiltoniana
de teorias fisicas clasicas, con finitos o infinitos grados de libertad, en el lenguaje de la
geometria simpléctica. En particular, hemos discutido la relaciéon de la formulacion la-
grangiana y la hamiltoniana. La conclusién obvia es que la hamiltoniana y la lagrangiana
son equivalentes si el Lagrangiano es regular. Sin embargo, hay situaciones donde existe
la hamiltoniana y esta no viene de una lagrangiana. Ejemplos son, en finitos grados de
libertad, un espin en un campo magnético externo, y en infinitos grados de libertad, el
campo de Dirac.

En la discusion de la formulacion hamiltoniana hemos visto la importancia de los as-
pectos globales (geométricos) de esta. Normalmente, en la literatura fisica, no se toman
en cuenta los aspectos globales. De hecho, por ejemplo, se discute si un sistema es com-
pletamente integrable y no se menciona que esto tiene que ver con aspectos no locales (la
no existencia de suficientes constantes de movimiento globales). Otro aspecto que ilus-
tra la importancia de la globalidad es el teorema de Darboux. Efectivamente, variedades
simplécticas de la misma dimensién no se pueden distinguir localmente (cosa que no ocu-
rre en geometria Riemanniana, donde si pueden ser distinguidas localmente). En nuetro
trabajo, hemos visto que S?", n = 2,3,4,5,... no admite una formulacién simpléctica.
Este es un resultado global.

El problema de un espin en un campo magnético externo ha sido considerado en la
literatura. Este sistema fisico se considera desde el punto de vista relativista o sin rela-
tividad. En ambos casos, la formulacion lagrangiana es la herramienta fundamental. Sin
embargo, nuestros resultados del capitulo (6) demuestran que la dindmica de un espin
no proviene de una formulacién lagrangiana. Efectivamente, esta dindmica no vive en un
fibrado cotangente, ya que el espacio de fases es compacto. Por lo tanto, habria que revisar
estos estudios anteriores para ver como se comparan con nuestros resultados.

El resultado de que S** no admite una forma simpléctica definida globalmente tiene
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un origen topoldgico. Este resultado es conocido en la literatura matemética (ver, por
ejemplo, [19]). Notemos que la demostracién de la imposibilidad de una forma simpléctica
sobre S?" solo se puede hacer trabajando en una formulacién geométrica. A veces se ve
que se colocan en igual pie (en el mejor de los casos) a los métodos geométricos con los
métodos usando coordenadas. Mas atn, se enfatiza que los métodos de coordenadas son
preferibles ya que permiten calcular mas facilmente. Sin embargo, este resultado de impo-
sibilidad no puede ser mostrado con métodos de coordenadas. De lo cual se observa que
los métodos geométricos son fieles al problema mientras que los métodos de coordenadas
pueden introducir conclusiones espureas.

En el caso del campo clasico de Dirac, tenemos una formulacién lagrangiana y una
hamiltoniana que viene de una forma simpléctica. Lo nuevo es que la forma simpléctica
del campo de Dirac no viene de la estructura del fibrado cotangente que se obtiene nor-
malmente del lagrangiano. Como demostramos, este no es el caso. Existe la alternativa de
tratar este lagrangiano con la teoria de Dirac de vinculos para construir la formulacion
hamiltoniana. No obstante, el método de Dirac no lleva a una forma simpléctica como la
que hemos construido explicitamente en el capitulo 7.

Finalmente, en este trabajo hemos considerado la formulacién hamiltoniana desde el
punto de vista de la geometria simpléctica. Sin embargo, para obtener una formulacion
hamiltoniana , no es necesario una variedad simpléctica, otra posibilidad es una variedad
de Poisson. Una variedad de Poisson es, esencialmente, una variedad con un corchete
de Poisson. Evidentemente, toda variedad simpléctica es Poissoniana, pero al revés no
necesariamente es cierto.




Apéndice A

Atlas Estereografico Para las Esferas

A.l1. St

Consideremos el par de rectas que parten de los puntos (0,1) y (0, —1) e intersectan a
St en el punto (g, o). Con estas rectas podemos asignar a (g, yp) una coordenada z; y
Zo en los planos y = —1 y y = 1 respectivamente, segiin se ilustra en la siguiente figura:

(0.1)

(XY

=

{(0,-1) |

Figura A.1: Atlas estereogréfico para S*

La coordenada z; se obtiene al intersectar la recta I; con el plano y = (—1)".

Para i = 1, la ecuacién de la recta [; esta dada por:

(z,y) = t(xo,y0 — 1) + (0, 1)
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Al intersectar con el plano y = —1 obtenemos:

(z1,—1) = t(zo,y0— 1) +(0,1)

21]0
1=y

r, =

Con esta carta se cubre S' — {(0,1)}. Para tener un atlas, necesitamos otra carta la
cual en este caso, viene dada por la coordenada x,. Procediendo de manera analoga para
la recta [y, obtenemos:

(,y) = t(zo,y0+1)+(0,-1)

(x2,1) = t(xo,yo+ 1)+ (0,—1)

21‘0
1+

Ty =

A.1.1. Condicién de Compatibilidad

La intersecién de las dos cartas es S* — {(0,1), (0, —1)}. Dada una coordenada x; de
la primera carta, sabemos :

I —1o
Ty — 9

T

xo+yg =1

Con estas dos ecuaciones podemos expresar a xg y 3o en funcién de la coordenada xq:

41’1
Ty = —5
0 3 +4
2
= Al
Yo 2?4+ 4 (A1)

Haciendo uso de todas las relaciones encontradas, la condicion de compatibilidad estéa
dada por :
4
To = —
4o
Como podemos ver, la condicion de compatibilidad es infinitamente diferenciable en
la region de interseccién de las cartas.
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A2, 5"

Procediendo de manera ansloga al caso de S!, consideraremos el par de rectas que
pasan por los puntos (0,...,1) y (0,...,—1) e intersectan a S™ en el punto (zg1, ..., Zon).

Bajo estas consideraciones tenemos :

J}i _ 2!12'01'
! 1-— Ton
pio— e
2 1+ Lon
Asi tenemos un atlas para S™ cuya intersecion es S™ — {(0,...,1),(0,...

A.2.1. Condicion de Compatibilidad
Sabiendo que :
1- Ton ;

Top = x
9 1

n—1
2 2
Top, = 1-— Z L1
i=1
La condicién de compatibilidad estd dada por :
4o

- n—1
J o
§ 127
j=1

i
Ty

Como podemos ver, la condicion de compatibilidad es infinitamente diferenciable en
la region de interseccién de las cartas.Para mas referencias respecto a las proyecciones
estereograficas, ver capitulo 4, seccién 18 | ejemplo B.2 de [4], para una referencia mas

concisa ver [20].
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Atlas Estereografico Para las Esferas




Apéndice B

Atlas de las Proyecciones
Ortogonales Para las Esferas

B.1. St

Consideremos las cartas sobre S!' dadas por:

Ut = (y,+vV1-9?) ye(-1L1)
U = (y,—V1-9*) ye(-11)
Uy = (v, +V1—22) x€(-1,1)
U = (z,—V1-2?) z€(-1,1)

Las cartas U,+ y Uy+ se intersectan en el primer cuadrante:

Figura B.1: Atlas de las proyecciones ortogonales para S*

(B.1)
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La condicién de compatibilidad en esta region esta dada por :

y=vV1—22 x€(0,1)

Nuevamente la condicién es C* en x € (0,1).

B.2. S"

El atlas de las cipulas para una esfera n — dimensional:

n+1
Sar
i=1
esta dado por las cartas :
n+1
Uz]* = ,xk#,,—l—\l—fo
i=1,#j
n+1
_ 2
ij— = ”'7xk7éjv"'7_\1_zxi
i=1,%]

conk,j=1,...,n+ 1. Para mds referencias, ver pagina 194, ejemplo 5.3 de [10].
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