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Resumen

Se estudia la Gravedad Linealizada en la formulacién de Fierz-Pauli partiendo de la
accion de Einstein-Hilbert para obtener la accién de la teoria. Se encuentra el Hamil-
toniano asi como el algebra de Poisson entre las variables canénicamente conjugadas. Se
prueba que el conjunto de ligaduras originales mas las ligaduras provenientes de la fijacion
de calibre, constituyen un conjunto de segunda clase. Se escriben los corchetes de Dirac
para Gravedad Linealizada.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Una teoria de calibre puede ser considerada como aquella donde las variables dinamicas
no estan completamente determinadas por la dindmica del sistema. La indeterminacion
puede pensarse como andloga a la libertad que existe en la escogencia de diversos sis-
temas de referencia a la hora de describir un sistema fisico[l]. Las transformaciones de
éstas variables generadas por un cambio arbitrario en el marco de referencia son llamadas
transformaciones de calibre y las variables fisicamente relevantes, son aquellas que son
independientes de éstas transformaciones. A las mismas se les denomina observables]I].
Actualmente existen numerosas teorias de calibre en la Fisica, las cuales se encargan de
explicar comportamientos tanto clasicos como cuanticos en la naturaleza. Podemos citar
a la Electrodinamica cuantica como una teoria de calibre que explica el comportamiento
de una particula bosénica que es el foton, y la Relatividad General, que es otra teoria de
calibre encargada de explicar la gravedad no como una fuerza, sino como una manifes-
tacién de la curvatura del espacio-tiempol2, 3, 4]. E1 Modelo Esténdar incluye teorfas de
calibre dando una descripcién de la naturaleza a escalas microscépicas. De las dos teorias
de calibre mencionadas, la Relatividad General no es parte del Modelo Estandar debido
a que aun no hay un modelo cuéntico del espacio-tiempo[3], 4, [5, [6].

Para encontrar las ecuaciones de movimiento de una teoria de calibre se puede partir
de las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana. En la mayoria de los casos, una teoria
viene dada en la formulacién Lagrangiana ya que a ese nivel se pueden implementar facil-
mente todas las simetrias del sistemal2] [7]. Sin embargo si, entre otras cosas, el objetivo
es establecer las reglas de cuantizacion para un sistema fisico, se prefiere la Hamiltoniana.

El objetivo primordial en éste trabajo es obtener la formulaciéon Hamiltoniana a partir
de la Lagrangiana de teorias de calibre Abelianas, para luego establecer las reglas de cuan-
tizacion. Sin embargo, como los sistemas a considerar son teorias con vinculos, no todas
las variables dindmicas en el espacio de fases son relevantes[l, [7], por ésta razon, para
encontrar la formulacion Hamiltoniana de estos sistemas, es necesario aplicar un método
que tome en consideracién a los vinculos, nosotros estudiaremos el método de DiracI] [7].
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Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el capitulo II se esboza la
formulacién Canénica sin vinculos, introduciendo el momentum conjugado p® y ciertos
aspectos generales de dicha formulacién. Ya establecida la misma, encontraremos que ésta
formulacién es valida solamente cuando se pueden despejar todas las velocidades en fun-
cion del momentum conjugado, si esto no es posible realizarlo, es necesario la introduccion
de un método mas general que permita tratar con este problema. El método de Dirac nos
permite tratar con sistemas fisicos que presentan dicha caracteristica, dotando de nuevos
conceptos que generalizan la formulaciéon candnica sin vinculos y que cubren la falta de
generalidad del mismo.

A manera de ejemplo, en el capitulo III se estudia la formulacién Canoénica para la Elec-
trodindmica clésica sin fuentes en D = (34 1) dimensiones, encontrando el Hamiltoniano
de la teoria y el dlgebra entre los campos dinamicos. Se fija el calibre de Coulomb a fin de
eliminar las variables no dinamicas de la teoria y luego de esto se escriben los corchetes
de Dirac. Se presenta una formulacion alternativa que hace mas sencillo el calculo de los
corchetes de Dirac y que consiste en tomar desde el inicio al potencial Ag como multipli-
cador de Lagrange, debido a que el mismo no tiene dindmica en la teoria.

En el capitulo IV se realiza el estudio de la formulacién Canoénica para Gravedad Li-
nealizada. Para ello se parte de la accion de Einstein-Hilbert en el vacio para Relatividad
General y se construye una accién que describe la dindmica de un campo simétrico no ma-
sivo de espin 2 que es la accién de Fierz-Pauli sin masa. Utilizando el método de Dirac para
tratar con Lagrangianos singulares, se encuentra el Hamiltoniano y el dlgebra de Poisson
entre las variables candnicamente conjugadas. Se procede a fijar el calibre trasverso y sin
traza con el fin de establecer un conjunto de ligaduras de segunda clase, calculando asi
los corchetes de Dirac para las variables h,, v p? en Gravedad Linealizada. Finalmente
presentaremos algunas conclusiones y posibles extensiones de esta investigacion.




CAPITULO 2

FORMALISMO CANONICO

2.1. Formulacion Hamiltoniana de teorias de campos

Una teoria de campos puede estudiarse siguiendo dos formulaciones equivalentes, la
Lagrangiana y la Hamiltoniana [§,[9]. En la primera se parte de una densidad Lagrangiana
L que depende funcionalmente de los campos y de sus primeras derivadas espaciales y
temporales, es decir[8, [9] [10]

L[¢1,0atb1, b1, (2.1)

donde los indices I = 1,2,...,s y a = 1,2,3 etiquetan los campos y las coordenadas
espaciales respectivamente. Luego, la accion S de la teoria se escribe como

S = /dtL — /d‘*xc, (2.2)

que es un funcional que toma valores en el espacio de configuraciones dado por los campos
¢ y de sus derivadas temporales ér. A partir de la accién podemos encontrar la dindmica
de los campos siguiendo principio variacional que establece que “la evolucion temporal de
un sistema fisico es tal que, bajo variaciones infinitesimales, arbitrarias e independientes
de los campos que componen el sistema, que se anulan en los tiempos inicial y final y en
los bordes del volumen de integracion, la variacion de la accién es cero” [10]. Es decir

5S = 0. (2.3)

De ([2.3) se obtienen s ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas denominadas

ecuaciones de Euler-Lagrange
oL oL
— =0, == ] =0, 2.4

dpr " <a(3u¢1)> @4

donde p = 0,1,2,3 etiqueta las coordenadas espacio-temporales. Estas ecuaciones se
pueden escribir también en funcién del Lagrangiano total L[¢;, ¢;] del sistema dado por

L= / Pl (2.5)
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Para ello debemos introducir la derivada funcional. Sea F[¢] un funcional, entonces defi-
nimos

5Flg] = [ 5;2) 5(%), (2.6)
luego si
F= [ daf(6,0.0) (2.7)
entonces, integrando por partes y despreciando términos de borde se obtiene
SF = / P (gi; — 0, agf <b) 56, (2.8)
de donde se lee que
oF  Of of

% " 00 500 2

De esta manera si tomamos F' como Lpr, ¢;] v f como L(pr, udr, dr) se obtiene

oL oc o
0¢r Opr " 0(0utr)’

oL _ oL (2.10)
0¢r 091

Restando la primera ecuacién del conjunto anterior con la derivada temporal de la segun-
da, se obtienen finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange en funciéon de L ya que

SL_déL oL, oc
0pr dtégr  Opr " 0(0udr)
Por otro lado en la formulacién Hamiltoniana la dinamica esta descrita por 2s ecuacio-
nes de primer orden que se pueden obtener de la siguiente manera. Se define el momentum

conjugado como

oL

I

o= 2.11
99, (2.11)

y a continuacion se realiza una transformacién de Legendre para sustituir las velocidades
¢ por los momentos conjugados p’, obteniendo la densidad Hamiltoniana

M1, 0adr,p"] = p'd1r — LId1, 0utr, d1]. (2.12)

En funcién de la densidad Hamiltoniana la accién S del sistema viene dada por

S = /d3x(p1¢] — H[¢Iaaa¢lapl])7

de donde, al aplicar el principio de minima accién se obtienen las ecuaciones de Hamilton

. OH
¢I - 87]9]7
g OH ., OH

= G, 6“8(&@1)' (2.13)
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Si definimos el Hamiltoniano total del sistema como

Hlorp'] = [ dsHlor, 00610, (2.14)
las ecuaciones de Hamilton quedan escritas de la siguiente manera
. oH
¢I - $7
oH
—pl = ==, 2.15
p 50 (2.15)

Otra manera de describir la dindmica en la formulacién canénica, y que nos sera til
mas adelante, es mediante los Corchetes de Poisson, que para funcionales A[¢r, p!] v
Blor, p'] que toman valores en el espacio de fases se definen como sigue[10]

3 5B SA) SB()
(@), B@)} = [ = (&m ) apf<z>6¢1<z>>‘ (2.16)

Estos corchetes tienen las siguientes propiedades

» Antisimetria

{A, B} = —{B, A}. (2.17)
» Linealidad
{A+ B,C} ={A,C} +{B,C}. (2.18)
= Regla del producto
{A,BC} ={A,B}C +{A,C}B. (2.19)
= [dentidad de Jacobi
{{A,B},C} ={{B,C}, A} + {{C, A}, B}. (2.20)

Al emplear la definicién (2.16)), se puede mostrar que los corchetes entre las variables
candnicas vienen dados por

{01(2),04(¥)} = 0,

' (@).p" ()} = 0

{0:(),07(9)} = 0716°(@ - ). (2.21)
Por otra parte, en funciéon de los corchetes de Poisson, las ecuaciones de Hamilton
se pueden escribir asi

éf(fat) = {(bI(fvt)aH}a
pl(@,t) = {p'(7.t), H}. (2.22)
En general, para cualquier funcional del espacio de fases, su evoluciéon temporal viene
dada por
dA(t)
A(gr,p’ /d3 ( )+ 4]5‘]:?): A H}. 2.23
D) + S ()] = (A, (223
A partir de la teoria de campos en la formulacién Hamiltoniana en términos de los
corchetes de Poisson, se pueden aplicar las reglas de cuantizacién de Dirac y asi obtener
la teoria cuantica correspondiente como veremos en la siguiente seccion.
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2.2. Reglas de cuantizacién de teorias de campos

Una teoria clasica de campos puede ser cuantizada aplicando las reglas introducidas
por Dirac, que establecen lo siguiente (utilizando unidades naturales en donde ¢ = 1y

h=1)

= Los campos pasan a ser operadores que toman valores sobre un espacio de Hilbert.
Esto es

or — <ZBI,
pt = Pl (2.24)

= Los corchetes de Poisson de la teoria clasica pasan a ser conmutadores
» La evolucion de los estados fisicos estard dada por la Ecuacion de Schrodinger [11]

0
i |9) = H|¥). (2.26)

Se debe senalar que la formulacién Hamiltoniana y las reglas de cuantizacion que se
acaban de estudiar son véalidas dnicamente si todas las velocidades ¢; se pueden escribir
como funcién del espacio de fases (¢, p’). Si esto no es posible significa que deben haber
relaciones del tipo

Em(br,p") =0, (2.27)

denominadas ligaduras primarias, que surgen de la ecuacion y que conducen a que
no todas las variables del espacio de fases son independientes. En este caso se dice que el
Lagrangiano es singular y ocurre que el determinante del Jacobiano de la transformacion
entre q51 y p! es nulo. Esto es

2
.a ﬁ. =0. (2.28)
0p10¢,
En esa situacién la formulacién Hamiltoniana y las reglas de cuantizacion deben ser modi-
ficadas. En la siguiente seccion estudiaremos el método de Dirac para encontrar el Hamil-
toniano partiendo de Lagrangianos singulares y mas adelante veremos como se modifican
las reglas de cuantizacion.

2.2.1. Formulacién Hamiltoniana de Lagrangianos singulares me-
diante el método de Dirac

Para obtener las ecuaciones de movimiento de Hamilton cuando el Lagrangiano de la
teorfa es singular hay que enfrentar el problema de encontrar extremos de funcionales (en
este caso el funcional accién S) sujeto a ligaduras. Esto se resuelve utilizando el método
de multiplicadores de Lagrange, por lo que el principio de minima accién se debe aplicar
sobre

S = [da(p'or —H— "), (2.29)




2.2. REGLAS DE CUANTIZACION DE TEORIiAS DE CAMPOS 21

donde A™ son los multiplicadores de Lagrange. Notese que aunque no todas las variables
del espacio de fase son independientes ocurre que

oL oL

0H = —=—0¢1 + drop’ — <

8925 I a<aa¢l )
de manera que siempre podra considerarse la densidad Hamiltoniana como funcién de
los campos, sus gradientes y de los momentos conjugados. De esta manera, aplicando el
principio de minima accién sobre (2.29) y considerando ([2.30]), se obtienen las ecuaciones
de Hamilton

) 5(0u01). (2.30)

. OH 06,
¢I - ap _l_)\ ap[’
. OH OH o¢
= ——+9, — A2
P 0b1 " 00,01 Doy
Emlor,p'] = 0. (2.31)

Debe senalarse que la tltima ecuacién debe implementarse después de haber llevado a
cabo todas las derivaciones en alguna expresion que involucre las ligaduras. Para ilustrar
esta situacion, supongamos la siguiente relacion entre cantidades del espacio de fases

0
99

con &, una ligadura. Entonces, al derivar se obtiene

A(¢,p) = 77 (B(d,p) + am(d,p)ém(0,p)), (2.32)

0 0 0
Ag,p) = 7 B(¢,p) + é*m(@p)%am(cb,p) + am(czﬁ,p)%ﬁm(czﬁ,p). (2.33)
Luego, aplicando &, = 0 en esa solucién final se llega a
0
A(d,p) = - B(¢,p) + am(o,p) o~ §m(¢ p)- (2.34)

¢ 9¢

Para recordar este hecho, Dirac[ll [7] introdujo la notacién ~ que significa “debilmente
igual a”. En este sentido las ligaduras se expresan

£ ~ 0. (2.35)

De lo dicho anteriormente es directo probar que las ecuaciones de Hamilton se pueden
escribir como

: oH
¢I - Tplv
oH
Y
p 5¢I7

donde
= / B + / BrAmE,, = H + / BrATE,, (2.36)
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se denomina Hamiltoniano total modificado.
En términos de los corchetes de Poisson las ecuaciones de Hamilton se escriben como

Q.S.I = {Cbla}:[[ﬁbhpl]}»
p' = {p" Hl¢rp"]},
Em|br,p"] 0. (2.37)

donde debe recordarse que la tltima ecuacion se implementa después de haber resuelto
los corchetes ya que estos contienen derivadas.

Como paso siguiente en el método de Dirac, es necesario imponer la preservacién de
las ligaduras en el tiempo, esto es|[IL [7]:

Em = {&ms HY = {&n, HY + X {&0 &} = 0. (2.38)

De lo anterior puede ocurrir que

Q

1. Se obtenga una identidad 0 = 0
2. Se obtenga una expresion para los multiplicadores A™ = A™(¢y, p')

3. Surjan relaciones del tipo
Yelor, p'] =0, k=1,.. K

independientes de las ligaduras primarias. A estas ligaduras se les denomina secun-
darias.

4. Una inconsistencia

Si ocurre (1) o (2) termina el proceso de preservacién de vinculos. Si se obtiene (3) se
procede a la preservacion de las ligaduras secundarias y puede ocurrir cualquiera de los
casos anteriores. El proceso de preservacion de vinculos termina cuando no se obtengan
mas ligaduras secundarias. Si ocurre (4) la teoria debe ser descartada. Al final del proceso
de preservacion de ligaduras se tienen M ligaduras primarias y K ligaduras secundarias
para un total de M + K ligaduras. Sin embargo, como la distincién entre primarias y
secundarias no sera relevante en discusiones futuras, convendremos en decir que el nimero
total de ligaduras es M y que todas las ligaduras cumplen con

Em ~ 0. (2.39)

De esta manera, finalizado el proceso de preservacion de vinculos, las ecuaciones de Ha-
milton del sistema son ([2.37)).

El conjunto total de ligaduras puede ser dividido en ligaduras de primera y segunda
clase, que como veremos mas adelante juegan un papel mas relevante en el programa de
cuantizacion de Dirac. Una cantidad ¥ con valores en el espacio de fases se dice que es
de primera clase si tiene corchete de Poisson debilmente igual a cero con todas las demas
ligaduras de la teoria[ll, [7]. Esto es, aquellas que cumplen con

{3, &nlbr,p']} =0 Vm. (2.40)
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Por otra parte, si una cantidad X tiene corchete de Poisson no nulo con al menos una
de las ligaduras del conjunto, se dird que la misma es de segunda clase[ll, [7]. Es decir

(3, &nldrn p']} 20 para al menos un m. (2.41)

Con las definiciones anteriores podemos ahora dividir en dos grupos el conjunto de todas
las ligaduras como sigue

= Las ligaduras de primera clase, que denotaremos como ,, son
wa[ﬁbhpl] ~ 0 = 17"'7A' (242)

Se debe senalar que las ligaduras de primera clase estan relacionadas con la invarian-
cia local que posee la teoria, es decir, son las generadoras de las transformaciones
de calibre de los campos[l]. El generador viene dado por

O — / BrAp,, (2.43)

donde A® son funciones arbitrarias a determinar y 1, son todas las ligaduras de
primera clase del sistema. Este resultado es conocido como la conjetura de DiracI].

» Las ligaduras de segunda clase las denotaremos como g, es decir

Oslér,p'] = 0 f=1,..,B=M-—A. (2.44)

El préximo paso en nuestro programa es establecer las reglas de cuantizacion para
teorias con ligaduras como veremos a continuacion.

2.2.2. Reglas de cuantizacién para teorias con ligaduras

En esta seccion estableceremos las reglas de cuantizacion para los casos en que las
teorias de campos poseen ligaduras de primera y segunda clase.

Si todas las ligaduras son de primera clase, las reglas de cuantizaciéon son (utilizando
unidades naturales)

= Las variables canénicamente conjugadas pasan a ser operadores que toman valores
en un espacio de Hilbert

b1 — o1, (2.45)
pl — . (2.46)

= El conmutador entre las variables candénicas se puede obtener de los corchetes clasicos
de la siguiente manera

{1, 0"} = —i [(5[;1;]} ; (2.47)

donde el commutador debe cumplir

(61(@), 07 ()] = 167 16%(& - §). (2.48)
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= Se consideran kets fisicos de la teoria aquellos que cumplen con
Valor, p] W) =0 Va, (2.49)

es decir, los estados fisicos |¥), que son funcionales de onda, son aquellos tales que
son aniquilados por las ligaduras de primera clase. De tal manera que el espacio de
Hilbert fisico es un subespacio del original.

= La evolucion de los estados fisicos vendra dada por la ecuacion de Schrodinger
i§|\11> = H|T) (2.50)
o' ’ '

donde H estara dado por la relacion (2.36)). Resolviendo la ecuacién de Schrodinger

para un Hamiltoniano H encontramos la evolucion de los estados fisicos en el tiempo.

Es importante resaltar que la presencia de (2.49)) implica que (2.50)) sera

9
i |9) = H|Y). (2.51)

Si hay ligaduras de segunda clase se procede de la siguiente manera. En primer lugar
se construye la matriz Cy cuyos elementos estaran dados por

0 {01(2),0:()}  {01(2), 05(9)} -~ {61(2), 0s(9)}
{02(2), 61(9) } 0 {02(7),05(y)} -+ {62(7),0

(00,00} 1020} {00005} - 0

Como podemos observar, la matriz Cyy es antisimétrica por construccién y su determinan-
te no es igual a cero, ni siquiera debilmente[T], [7]. Esto se debe a que Cyy es antisimétrica
y todo determinante de cualquier matriz antisimétrica es cero si la dimension de la misma
es impar. El proximo paso en el programa es calcular la inversa de la matriz Cyy, y con
ella, construir los corchetes de Dirac que se definen comolll [7, [11]
[A@), B = {AW), B} - [ d* [ @y{A@), 0@} C.HE Di0«(7). B}
(2.52)
Se puede demostrar que los corchetes de Dirac cumplen con las propiedades usuales de
los corchetes de Poisson, es decir

» Antisimetria

(A, B}Y = —{B, A}". (2.53)

s Linealidad
{A—l—B,C}* ={A4, C}*+{B,C’}*. (2.54)

= Regla del producto
{A,BC} ={A,B}'C+{A,C}'B. (2.55)
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s [dentidad de Jacobi
{{A,B}*,C}* = {{370}*7A}* + {{C’A}*’B}* (256)
Ademas de estas propiedades, se tiene que
= Si f es una cantidad de primera clase, entonces

{9, 1} = A9, /1,

es decir, el corchete de Dirac coincide con el corchete de Poisson. Esto se debe a que
al desarrollar el corchete de Dirac existe un término igual a

L), WY = Lol F@} = [ da [ @y{g@), 0.@)}CH @ D0, F6)),

que se anula ya que {0y(¥), f (gj’)} = 0, por ser f una cantidad de primera clase.
Esto implica que la evolucién estard descrita por

g={g9.H}Y ={g H}, (2.57)
ya que el Hamiltoniano H es de primera clase.

» Se cumple que {0,,11}" = 0, donde IT es cualquier funcién del espacio de fases.
Para demostrar esta propiedad desarrollamos el corchete de Dirac ([2.52))

a1} = {0, )} — [ @ [ dyl0u(@), 0,3)}CHE 7100, TUE))
= {0(). 1)}~ [ d /d3ycasm> O @, )00 (). 1)),
de donde obtenemos
Wu@) )Y = {0l T} — [ dn [ 6" %@~ P{0.(7), 110}
éea@), ()} — {0a(#). 11(5)}

>

(2.58)

Esta propiedad nos indica que el corchete de Dirac entre las ligaduras de segunda
clase y cualquier funcién del espacio de fases es cero, lo que implica que las ligaduras
pueden ser consideradas como igualdades fuertes

98[¢Iapl] ~0— 08[¢Iapl] = 0. (259)

En este caso las reglas de cuantizacion son

= Las variables canénicamente conjugadas pasan a ser operadores que toman valores
en un espacio de Hilbert

ér — 61, (2.60)
ph —pl. (2.61)
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= El conmutador entre las variables candnicas se puede obtener de los corchetes de
Dirac como

{gbfapl}* — =1 {Qghﬁl} ) (262)
donde se debe satisfacer ([2.48|).
= Se consideran kets fisicos de la teoria aquellos que cumplen con

Yalor,p’] W) =0 Vo, (2.63)

donde observamos como nuevamente los estados fisicos son tales que son aniquilados por
las ligaduras de primera clase. Estos estados representan un subespacio del espacio de
Hilbert.

» La evolucién de los estados fisicos estara dada por la ecuacion de Schrodinger
0 ) = H|¥) (2.64)
i— = : :
ot

= Los operadores correspondientes a las ligaduras de segunda clase deben ser cero en
virtud de que los corchetes de Dirac ya estan establecidos.

Ya establecidas las bases del método de Dirac, en la siguiente seccién procedemos a
desarrollar la formulacién Canoénica para la Electrodindmica clasica sin fuentes en D =
(3 + 1) dimensiones, aplicando dicho método a manera de ejemplo.




CAPITULO 3

FORMULACION HAMILTONIANA PARA LA
ELECTRODINAMICA CLASICA SIN FUENTES EN D=(3+1)
DIMENSIONES

El Campo Electromagnético estd descrito por un conjunto de ecuaciones fundamen-
tales conocidas como las ecuaciones de Maxwell[I0] [IT], [12]. Las mismas relacionan dos
campos vectoriales tridimensionales: el campo eléctrico E(f, t) y el campo magnético
é(f, t), las cuales describen los fendmenos de origen electromagnético en la naturaleza.
A nivel de teoria de campos, la Electrodindmica cldsica, es una teoria de calibre Abe-
liana que esta formulada en funcién de un cuadripotencial A, que transforma bajo la
representacion de espin 1 del grupo de Lorentz, cuyas componentes estan representadas
por el potencial escalar ¢ y el vectorial A. Es posible expresar las ecuaciones de Maxwell
de manera que se manifieste la covariancia Lorentz. Para ello se introduce un tensor de
tipo (g) llamado tensor de campo Electromagnético [}, cuyas componentes representan
los campos eléctricos y magnéticos respectivamente[10, [IT, [I3]. Con este tensor podemos
construir una accién (que por construccién es un escalar de Lorentz) donde, al aplicar el
principio variacional reproduzca las ecuaciones de Maxwell[13].

La Electrodinamica clasica presenta dos simetrias fundamentales, una de ellas es la si-
metria Lorentz que condujo a la Relatividad Especial y la segunda la simetria bajo
transformaciones de calibre locales, que resulta de gran interés a nivel de interacciones
fundamentales[10]. La ultima simetria estd relacionada con el hecho de que al realizar la
cuantizacion Canodnica y postular que la evolucién de los estados fisicos esta dada por la
ecuacion de Schrodinger, tendremos que la solucion de la misma representa los estados
cuanticos para el fotén, que es justamente el bosén de calibre mediador de las interac-
ciones electromagnéticas[2], [10, IT]. Aparte de estas simetrias, encontramos que la teoria
exhibe dualidad entre los campos eléctricos y magnéticos, la cual consiste en rotaciones
que pertenecen al grupo especial ortogonal en dos dimensiones SO(2), que intercambian
el tensor de campo F),, con su dual xF),,.
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Este capitulo esta dedicado a la formulacion Hamiltoniana de Lagrangianos singulares,
que estudiamos anteriormente, para la Electrodinamica clasica sin fuentes en D =3+ 1
dimensiones. Obtendremos la dindmica de la teoria para el caso de tener presentes liga-
duras de primera clase. Posterior a esto, teniendo la dindamica dada por el Hamiltoniano y
las ligaduras de primera clase, se fijara el calibre de Coulomb con la intencién de eliminar
los grados de libertad no relevantes de la teoria y con esto proceder a escribir los corchetes
de Dirac entre los campos dinamicos de la teoria.

Al final del capitulo presentaremos una Formulaciéon Candnica alternativa para la Electro-
dindmica que conduce a los mismos corchetes de Dirac entre las variables canénicamente
conjugadas y que consiste en tomar al campo Ay como multiplicador de Lagrange en vez
de una variable dindmica de la teoria.

Para encontrar el Hamiltoniano de la teoria, partimos de la accién de Maxwell sin fuentes
en D = 3+ 1 dimensiones[10} 1T}, T2, [13]

1
§=—-3 / d*zF,, F" = / d*zL, (3.1)
donde L es la densidad Lagrangiana, F),, es el tensor electromagnético dado por
F,=0,A,—0,A,. (3.2)

y A, son los cuadripotenciales de la teoria, donde p, v = 0, 1,2, 3 . Debe sefialarse ademas
que en los calculos realizados en este capitulo se utilizara la métrica 7, = diag(—+ ++).

Para leer claramente las velocidades y asi poder definir los momentos conjugados para
pasar a la formulacién Hamiltoniana, hacemos la descomposicién en D = 341 dimensiones
de la densidad Lagrangiana, obteniendo

1 1

L=—-Fy,F" - -F"F, 3.3
2 0. 4 by ( )
donde
FCLO — an
1
B* = §gabCFbc, (3.4)
y a,b=1,2,3. Luego los momentos conjugados seran
oL
pO = S = Oa
0Ay
oL :
“ = — =K"= A,=E"+0,A. 3.5
P 94, ° (3:5)

Como se puede observar la igualdad para el momentum conjugado p° constituye una
ligadura primaria en virtud de que no es posible despejar Ay en funcién del momento
conjugado p° o de 9,A,,. Esta ligadura sera denotada como

& =p"=~0. (3.6)
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En términos del momento conjugado E* y de las componentes espaciales del tensor de

campo F),,, la densidad Lagrangiana £ se escribe
L = 1(A — 0,Ao) (A® — 0" A°) _lpep,
92 a a<10 4 a
1 1
= —E°E"— ~F"F,,. :
2 4 (3.7)

Lo préximo es obtener la densidad Hamiltoniana a partir de (3.7)) mediante una transfor-
macion de Legendre, es decir

H = E°A,—L
1 a a 1 ab a 1 2 312 a
= 5 [E E'+oF Fab} + B0, Ay = 5 [\E| + 1B ] +E9, A (38)
Luego integrando la densidad Hamiltoniana en todo el espacio, se obtiene el Hamiltoniano
total de la teoria
3 1 a a 1 ab a
H:/dx(Q [EE +5F Fab} —AoaaE>, (3.9)

de manera que el Hamiltoniano modificado que contiene la ligadura primaria (3.6) es
}N[ - H —|— )\151
17 =2 = 2
— 5 [1BF+ 187 - A0duB" + Ve, (3.10)

A este nivel las ecuaciones de movimiento del sistema son

Aa = {Amf{}a
E* = {E* H},
& ~ 0, (3.11)

con el algebra fundamental entre las variables canénicas dada por

{Au(@), A} = {E"(@), E"(5)} =0,
{Ao(@), E°(} = 0*(@—9),
{Au2), B' ()} = —~{BE"(), Au@)} = 0"0°(F — 7). (3.12)

Procedemos a preservar la ligadura (3.6)) en el tiempo
&~ {&(D), H()} ~ 0. (3.13)

De lo anterior se obtiene
05 E(7) = 0. (3.14)

Esta igualdad constituye una ligadura secundaria que denotaremos como

& = 0PEY(T) = 0. (3.15)
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Esta ligadura secundaria, conocida como la ligadura de Gauss, indica que el campo eléc-
trico debe ser trasverso. La preservacion de esta ligadura secundaria conduce a

&2 = {07 E°(7), H(y)} ~ 0, (3.16)

de donde se obtiene una igualdad 0 = 0. Ahora, como no se obtienen mas ligaduras, el
proceso de preservacion de las mismas termina aqui. Si se calcula el corchete de Poisson
entre las ligaduras obtenidas, notamos que

{6(@), &0} = {P°(@), 97E"(5)} = 0, (3.17)

de donde se concluye que son de primera clase. Esto hace que el Hamitoniano H sea
también de primera clase. Por otro lado estas ligaduras generan las transformaciones de
calibre local de la teoria. Para ver esto, procedemos a definir el generador

o — / BN + A2,), (3.18)
donde A! y A? son funciones. Ahora, sustituyendo las ligaduras en el generador obtenemos
o = / Br(ALp° + A20,E9), (3.19)

Con lo anterior calculamos la transformaciéon de calibre del campo A,

Ay = Ay + 65 A, (3.20)

donde
bpAa = {Au(), (7))} = 7).

con —A(Z) = Q(&). De esta manera
A = A, + 0,9, (3.21)

que es justamente la transformacion de calibre usual para el campo A,. Si se realiza el
mismo procedimiento para el campo E“, encontramos

E' = E* + 64 E°, (3.22)

donde
do E* = {E*(Z),2(y)} = 0, (3.23)

de manera que £ es invariante de calibre y por lo tanto un observable en Electrodindmica.

Para resumir lo que hemos obtenido en esta seccién, podemos decir que al realizar la
formulaciéon Hamiltoniana de la Electrodinamica clasica siguiendo el método de Dirac se
obtiene un conjunto de ligaduras de primera clase que generan las transformaciones de
calibre local de la teoria. En la siguiente seccion realizaremos una fijacion de calibre con
la finalidad de obtener un conjunto de ligaduras de segunda clase y asi una descripcion
de la teoria en términos de los verdaderos grados de libertad.




3.1. LIGADURAS DE SEGUNDA CLASE Y CORCHETES DE DIRAC
PARA LA ELECTRODINAMICA CLASICA 31

3.1. Ligaduras de segunda clase y corchetes de Dirac
para la Electrodinamica clasica

En esta seccién procederemos a la fijacién de calibre de los campos de la Electrodina-
mica. Como se sabe[l], siempre se pueden escoger tantas ligaduras de fijacién de calibre
como ligaduras de primera clase existan, esto con el fin de eliminar todos los grados de
libertad esptrios de la teoria, ademas de conducir a un conjunto de ligaduras de segunda
clase. Inspirados en la ligadura de Gauss, convendremos en fijar el calibre de Coulomb que
implica que la parte espacial del campo de calibre A, es trasverso. El calibre de Coulomb
es

0"A, = 0. (3.24)

Previo a la fijacion del calibre de Coulomb, es necesario verificar que se cumplan tres
requerimientos fundamentales. El primero es que el parametro 2 en la transformacion
de calibre del campo A, exista y sea unico. El segundo requerimiento es que el
calibre se preserve en el tiempo y por iltimo, que la fijaciéon debe ser consistente con las
ecuaciones de movimiento para los campos A, y E°.

Para verificar el primer requerimiento, partimos de la transformacién de calibre ([3.21))
para el campo A,
A, = A, + 0.0

Si tomamos la divergencia en la expresion anterior y utilizamos el calibre de Coulomb,
obtenemos

0%A, = —0%0,1),
de manera tal que el parametro de la transformacion existe, es tinico y esta dado por

QO =-V 204, (3.25)
donde V=2 representa el inverso del operador Laplaciano, esto es

1 d>x

Tan ) jE—gl

\VA (3.26)

Verifiquemos la segunda situaciéon donde se exige que el calibre se preserve en el tiempo,
para ello

{054.(7), H(y)} =0, (3.27)

es decir

{03A.(2), H(y)} = O E*(%) — V3Ao(7),

donde al utilizar la ligadura de Gauss y en vista de que los campos tienden a cero en
el infinito espacial, obtenemos que al exigir que el calibre de Coulomb se preserve en el
tiempo, necesariamente se tiene que cumplir que para todo tiempo ¢

Ay = 0. (3.28)
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Por ultimo veamos que al fijar calibre no entramos en contradicciéon con las ecuaciones
canénicas de movimiento. Para ello, las ecuaciones de movimiento (3.11]) para los campos
A,y E¢ en el calibre de Coulomb se reducen a

Aa = Ea?
Ee = —V72A,. (3.29)
Al tomar la divergencia de la ecuacién de movimiento para el campo A,, observamos
O*A, = 0,E°, (3.30)

donde ambos lados de la ecuacion son cero. El izquierdo en virtud del calibre de Coulomb
ya que podemos expresar dicho término como Jy(0%A,), y el derecho por la ligadura de
Gauss.

Tomando la divergencia de la ecuaciéon de movimiento para el campo E%, obtenemos

0, B = —V20"A,, (3.31)

donde se observa que el lado izquierdo se puede expresar como Jy(9,E*), que es igual a
cero en virtud de la ligadura de Gauss. Por otra parte, el lado derecho tambien se anula
debido al calibre de Coulomb. Esto demuestra entonces que la escogencia del calibre de
Coulomb no contradice las ecuaciones de movimiento para los campos dindmicos de la
teoria E® y A,, con lo que se completa los tres requerimientos planteados al momento de
fijar calibre.

De la fijacion de calibre se obtiene entonces el conjunto de ligaduras

0, = p" =0,

0, = 0,E" =0,

0; = Ag=0,

0, = 0"A, =0, (3.32)

que son de segunda clase, en virtud de que

{62,0.3 = Vi*(T-79),
[0,0,) = (@ —y). (3.33)
El préximo paso en el programa para tratar teorias con ligaduras de segunda clase, consiste

en construir la matriz de Dirac que, utilizando los corchetes entre las ligaduras (3.33)) viene
dada por

0 0 -1 0
L 0 0 0 V2 L
CD<xvy) = 1 0 0 0 (53<SL’ _y)
0 -VZ 0 0

Ahora para escribir los corchetes de Dirac es necesario encontrar la inversa de la matriz
anterior, la cual obtendremos de la siguiente manera. Sea Cyy los elementos de Cp(Z, 7))

—\ —

y (Cyer(Z,7)) " los de la inversa Cp(Z, %), entonces debe cumplirse que

[ @ (Coa@ 2)(Corar(2,)) " = 7087 = ). (3.34)




3.1. LIGADURAS DE SEGUNDA CLASE Y CORCHETES DE DIRAC
PARA LA ELECTRODINAMICA CLASICA 33

Al realizar la multiplicacion de matrices (3.34]), se encuentra que los elementos de matriz
(Cysr(Z, 37))_1 distintos de cero y que cumplen con lo anterior, deben ser de la forma

Cis(Z, )~ = ad®(@—17),
Cu(Z, i)~ = BT —17),
Ca(Z,5)”" = 8@ — ),
Co(@, )" = pd*&— 1), (3.35)

3

con «,3,7 v p escalares a determinar. Para encontrar «, sustituimos el elemento de matriz

Ci3(Z,7) " en la relacién (3.34)
[ EACaE N Calzm) ™ = 8-
[ @%@ - e’ E-7) = 8@ -5 (3.36)
de donde se observa que
a=1, (3.37)
por lo que el elemento de matriz Cy3(Z, 37)‘1 es
Cis(7.9) " = 87T~ ). (3.38)

Ahora, para determinar [, sustituimos el elemento de matriz Coy(Z, gj)fl en la relacion
(3-34)

[ EACu@ DN CaE) 7 = 8E )
[ BVt @ - 2B E-g) = &E-7), (3.39)
de donde
=-V3?% (3.40)

z

y de esta manera, el elemento de matriz Cyy(Z, %) " serd entonces
Coy(T, )" = —V203(& — §), (3.41)
donde el operador V2 se entiende como el inverso del operador laplaciano, esto es

1

V2PF )=
e

Luego, como la matriz de Dirac es antisimétrica, se sigue inmediatamente que

7= _17
p = V33 (3.42)
por lo que los elementos de matriz inversos restantes seran

Ca(Z.9) = —8°@@ -9,

Cu(f.9) = V87 —9). (3.43)
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Finalmente la inversa de la matriz de Dirac es
0 0 1 0
e |00 0 =V gL

0 V20 0

Procedemos a calcular los corchetes de Dirac a tiempos iguales entre los campos dinamicos
de la teoria A, y E%, Los mismos definidos en ([2.2.2]) son

[A@), B = {AW@), B} - [ d* [ @y{A@), 0@} C.HE Di0«(@), BG)),

entonces

—~
N
IS
—
—
&
o
—~
<
S~—
—
I

{Au(@), B' ()}
= [ & [ @A), 6@} (910, B W)}
— [ d [ @A), 60} Ol (7 7){60.(7)

/ &z / d*y{ Au ("), 05(2)}C3 (F, ) {61 (7)
— [ & [ @A), (@)} (7 0)0:@), By

donde al resolver cada uno de los corchetes de Poisson involucrados, obtenemos finalmente
1

Eb
E(y

—
—

[AL), B ) = (00, — 8°,6%)6% (i — §) — At (3.44)
ademas de B . ) .
{Au(@"), ()} = {Eu(a"), E'(y))} =0. (3.45)

En virtud de que los corchetes de Dirac entre las ligaduras de segunda clase y cualquier
funcion del espacio de fases es cero, procedemos a fijar el conjunto de ligaduras como
igualdades fuertes

0 = po =0,

Oy = 0,E*=0,

03 = Ay=0,

0, = 04,=0. (3.46)

De esta manera, el Hamiltoniano de la teoria tendra la siguiente forma
H= ;/d% 1B+ 157, (3.47)
y las ecuaciones de movimiento del sistema seran
Ag={As, HY = {A,, H},
E*={E* H}" ={E* H}. (3.48)
En la siguiente seccién estudiaremos una forma alternativa para la aplicacion del método

de Dirac que conduce a un conjunto reducido de segunda clase, lo que hace mas facil
encontrar los corchetes de Dirac de la teoria.
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3.2. Formulacion Alternativa de la Electrodinamica

Clasica. Reglas de cuantizacion.

En esta seccion construiremos una formulacion alternativa para la Electrodinamica
que conducird a los mismos corchetes de Dirac obtenidos en la seccién anterior. Para
ello no consideraremos al potencial Ay como variable dinamica, ya que al realizar la
descomposicion en D = (3 + 1) dimensiones de la densidad Lagrangiana, no aparecen
derivadas temporales de dicho campo. De esta manera solo se obtiene el momentum
conjugado asociado al potencial A,, donde al aplicar el principio de minima accién en

S = / d'(E°A, — H),

con

1/ - .
M= (|E|2 + |B|2) — AgD,E". (3.49)
se obtiene

Ay = E, (%) — 07 Ay (D),
Eo = —V2AY(T) + OLOSAL(T),
0B ~ 0 (3.50)

La ultima ecuacion del conjunto anterior corresponde a la ligadura de Gauss y puede
probarse que se preserva en el tiempo y que es de primera clase. Ahora, si fijamos el
calibre de Coulomb el conjunto de ligaduras

0, = 8,1E“%0,
by = 8°A, ~0, (3.51)

serd de segunda clase.
Luego la matriz de Dirac vendra dada por

0 Vi
Cp(Z,9) = %7 —7)
2
-Vz 0
que es un matriz 2 X 2 y no 4 x 4 como se obtuvo anteriormente. Para hallar su inversa,

se seguira la misma estrategia de la seccion anterior, con la ventaja de que la cantidad de
ligaduras de segunda clase es menor. Al usar (3.34]) se obtiene que

Cio(T,§) = ad*(@-7),

Cn(@ ) = p0*(T - g), (3.52)
con a y p escalares a determinar. Puede mostrarse que a = —V;? y en virtud de que
la matriz de Dirac es antisimétrica se sigue inmediatamente que p = —a = V2. De lo
anterior

0 —V3?
Cp~'(7,9) = %7~ 7)

% 0
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Al calcular los corchetes de Dirac se obtiene
- - * =g 1
Ad@), B ()} = 0% (ZF—§) — 0L0————
{A), B ()} (F 1)~
{A(2), A()} = {E.(2),E"(y)} =0, (3.53)

que coinciden con ([3.44]) y (3.45]), donde se consider6 al potencial Ay como variable dina-

mica de la teoria.

En vista de las propiedades que satisfacen los corchetes de Dirac senaladas en ([2.2.2)),
el conjunto de ligaduras de segunda clase ([3.51]) pueden ser consideradas como igualdades
fuertes, esto es

0,E° = 0,
oA, = 0. (3.54)

Llegado a este punto donde estan establecidos los corchetes de Dirac, las reglas de cuan-
tizacion serdan (usando unidades naturales)

= Los campos dindmicos de la teoria pasan a ser operadores cuyo dominio toman
valores en un espacio de Hilbert

s Fl conmutador de la teoria cudntica se obtiene de los corchetes de Dirac como
{A,, Eb}* — —i[fla, Eb],

= Los kets fisicos de la teoria son aquellos que son aniquilados por las ligaduras de
primera clase, es decir

0, E° |W) = 0.

donde la evolucion de los estados fisicos vendra dada por la ecuacion de Schrodinger
P 3
— V) = H |U).
i |U) = D)

= Los operadores correspondientes a las ligaduras de segunda clase son cero en virtud
que los corchetes de Dirac entre los campos dinamicos (3.53)) ya estan establecidos.

Para resumir lo obtenido en esta seccién podemos decir que se hiz6é una descripcion de la
Electrodinamica clasica con ligaduras de segunda clase, obteniendo los corchetes de Dirac
y las reglas de cuantizacion en este caso. Los grados de libertad fisicos de la teoria residen
en la parte trasversa de los campos A, y E*, donde el potencial Ay es el multiplicador de
Lagrange para la ligadura de Gauss.

Aunque los corchetes de Dirac siguiendo ambas formulaciones resultaron ser totalmente
equivalentes, la ventaja de seguir la metodologia de esta seccion radica que al considerar
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los verdaderos grados de libertad, el rango de la matriz de Dirac es menor, lo que conlleva
a que el célculo de su inversa (y con ella, la obtencién de los corchetes de Dirac), sea mas
sencillo de realizar. Por esta razén, llevaremos a cabo esta formulacién alternativa en el
siguiente capitulo, cuando estudiemos la formulaciéon Hamiltoniana en Gravedad Lineali-
zada, que conducird a invertir una matriz 4x4 en vez de una 8 x 8, y que corresponde al
problema central de este trabajo.




Formulacion Hamiltoniana para la Electrodinamica Clasica sin fuentes en
38 D=(3+1) dimensiones




CAPITULO 4

GRAVEDAD LINEALIZADA

A nivel clasico, la teoria que describe los fenémenos gravitacionales es la Relativi-
dad General de Einstein, que considera al campo gravitatorio como una manifestacion de
la curvatura del espacio-tiempo[13, 14, [15]. Las relaciones fundamentales de esta teoria
son las ecuaciones de Einstein, las cuales vinculan la geometria del espacio-tiempo con
la materia que la genera. Las mismas son altamente no lineales, por lo que solo existen
pocas soluciones exactas a estas. Entre las soluciones podemos citar a la de Schwarzs-
child que describe un espacio-tiempo estatico con simetria esférica en el vacio, la solucién
de Robertson-Walker la cual esta dada por una métrica que describe un universo en ex-
pansioén, homogéneo y isétropo y la soluciéon de Reissner-Nordstrom que representa un
espacio-tiempo exterior a un objeto cargado esféricamente simétrico[3], 13, 14, [I5]. Por
otro lado existe una formulacion linealizada que permite obtener soluciones perturbati-
vas a las ecuaciones de Campo de Einstein, la cual consiste en descomponer la métrica
espacio-temporal g,,, en la métrica plana de Minkowski 7, més una perturbacion h,, que
es un campo no masivo simétrico que transforma bajo la representacién de espin 2 del
grupo de Lorentz. Las soluciones generadas (en un calibre) en esta aproximacién, llamada
aproximacion de campos débiles, son ecuaciones de ondas cléasicas, por lo que la solucion
viene dada por ondas planas[13, [14] [I5]. En este punto se introduce el concepto de ondas
gravitacionales. Actualmente la Fisica experimental ha avanzado con pasos gigantes en la
busqueda de métodos experimentales que logren medir o detectar dichas ondas[15].

En este capitulo estudiaremos la Formulacion Candnica para Gravedad Linealizada ha-
ciendo uso del método de Dirac para tratar con Lagrangianos singulares, obteniendo el
Hamiltoniano de la teoria, las ecuaciones canénicas de movimiento y el algebra que satis-
facen los campos dinamicos dada por los corchetes de Dirac.




40 Gravedad Linealizada

4.1. Aspectos generales de la Relatividad General y
la Accion de Fierz-Pauli

Las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio

1
G/“/ = R,uy — igw/R = 0, (41)
pueden ser derivadas via un principio variacional partiendo de la accion de Einstein-
Hilbert, que usando unidades naturales donde la constante de gravitaciéon universal toma

el valor G =1 es[14] [15]
1

S / d'zRy/ =g, (4.2)
167 Jumr

donde el espacio-tiempo M es una variedad orientada semi-Riemanniana, g el determinan-

te del tensor métrico g,,, y R el escalar de curvatura. Estas ecuaciones dictan la dindmica

del tensor métrico g,, y conectan la geometria del espacio-tiempo con la densidad de ma-

teria existente. A su vez, en términos de las componentes del tensor de Riemann R“

el tensor de Ricci y el escalar de curvatura se pueden escribir respectivamente como

S

Qurps

R;UJ = Ra;wa/a
R = 0, R',,. (4.3)

Por otra parte, las componentes del tensor de Riemann R*,,, se definen tomando el
conmutador de derivadas covariantes, es decir

[VM VV]VA - R)\p;vau (44)

donde la derivada covariante V, actuando sobre un vector contravariante V* defini-
do en un espacio N dimensional sobre un sistema de coordenadas curvo X? (u,v,p =
0,1,2,...,N) se define como[I3], 14, [15]

v,V =9,V" +1%,, V", (4.5)
y de esta manera las componentes del tensor de Riemann resultan ser[13] 14, [15]
R“Vap = al/F'u‘ozp - aar'uup + Faapl_wl/cr - Faupruaa’ (46>

donde I'*,, son los simbolos de Christoffel, que en funcién del tensor métrico g, estan
dados por[13], [14]

1
]-—Wup = 59“/\{@9@ + apg)\l/ - a)\gup}- (47)

Para obtener soluciones perturbativas de las ecuaciones de campo de Einstein, consi-
deramos una pequena perturbacion h,, < 1 alrededor de la métrica plana de Minkowski
N = diag(— + ++)[13] 14, 15, 16]

Gu = nuu+huva
g = " —=h, (4.8)
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de donde se observa que hasta primer orden en h,, se obtiene

9" Gup = 07 (4.9)

Las ecuaciones de movimiento para Gravedad Linealizada se pueden obtener via el
principio variacional sobre la accién de Fierz-Pauli[13]. Esta accion se deriva de la de
Einstein-Hilbert suponiendo (4.8)) y tomando en cuenta las siguientes consideraciones|[13]

1. Los indices se suben y se bajan con la métrica n,, y n*”.

2. Conservaremos términos a primer orden en la perturbacién h,, a nivel de las ecua-
ciones de movimiento y a segundo orden a nivel Lagrangiano. Debido a esto se sigue
que

Vb = 0,0, (4.10)

donde ¢ es un campo del orden de h,

En lo que sigue, tomaremos en cuenta las consideraciones anteriores para escribir la
accién (4.2)) en términos de h,,. En primer lugar el determinante del tensor métrico g,
viene dado por[I3]

1 v /V/ [N
g = Eg“ MgV Gup! Guv' AN Gpp' 5 (4'11>

de donde, en la aproximacion de campos débiles y tomando solo contribuciones a primer
orden se obtiene

1 / /
_ UUAp .V LUUAP A
g = —1+ Z!E En Aphwf + et e, phw

1 / 1 /
+ EENVA/JENV)\P hpp, + IsuuApgu Vkphuu’ + O(hQ),

= —(1+h)+0O(h?), (4.12)

donde h = n*h,,, es la traza del campo h,,. Luego, haciendo un desarrollo en serie de
potencias notamos que

V=g=1+ ;h+0(h2). (4.13)

Por otro lado, para escribir el escalar de Ricci en términos de h,, es necesario obtener
las expresiones perturbativas para los simbolos de Christoffel , sustituir en (|4.6]) para
obtener las componentes del tensor de Riemann y finalmente usar . De los
simbolos de Christoffel en la aproximacion de campos débiles vienen dados por

1
F'uup = iguk{augkp + apg)\u - akgyp}
1

- 5(77#)\ - hﬂ)\){avg)\p + apg)\zl - a)\gup}7

1
= 5{ayh“p + 0,h*, — 0"hy, — W0, by, — W20,k + R ONR,, ), (4.14)
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donde hemos mantenido las contribuciones a segundo orden porque, como veremos mas
adelante, van a contribuir en la accién. Ahora, sustituyendo los simbolos arriba escritos
en la expresion para las componentes del tensor de Riemman (4.6) obtenemos

Rt = ;{8,,6,\h“p + 0,0,h"'\ — 0,0"hy, — O\OL W', — O\O,h", + 0\0"hy)p }

+ i{@,\ho‘p@,jh“a + O\h* ,0ahM, — Oxha O R, + O,h* N0 h" o + O,h* \Ou W', }
+ i{apho‘,\(‘?“hm — 0%h,0 0" o — 0%hp,0u bty + 0%hy, 0" By — O, R ,00NRY o}
+ i{&,hap(()“h,\a — 0, h® ,0ah" \ — 0,h% 0Nk o — Oph%,0ahH \ + 0,h% 0" hya }
+ i{@o‘h,,p&\h“a + %Ry 0ahtsy — 0%hyp0"haa t + O(R?). (4.15)

Finalmente, al reemplazar las componentes en se obtiene

R =0"9,h", — 0,0,h"" — ;Gph“yauh"p + i@”h,,,ﬁuh”p + iaahppaah“u + O(h*), (4.16)
que al combinar con y sustituir en (4.2) conduce a la accién de Fierz-Pauli

smwy_/d%(;gUW%uﬁx—@mu@mW}+iﬁwmﬁmmp—aw%amm}+om%),
(4.17)

que es un funcional que dicta la dindmica del campo no masivo h,, en Gravedad Lineali-
zada. Lo proximo sera obtener el Hamiltoniano a partir de esta accion y obtener las reglas
de cuantizacién cuando el conjunto total de ligaduras del sistema es de segunda clase.
Estos y otros aspectos se estudian a continuacion.

4.2. Formulacion Hamiltoniana en Gravedad
Linealizada

Partiendo de la accién de Fierz-Pauli
1 1
Slhuw] = /d4x§{ﬁuh“”8phw — 0"hf,0"hy } + 1{8“hpp8uhag — 0’W" 0phy },
se observa que la densidad Lagrangiana viene dada por
1 1
L= 5{8Mlz“”8’3fL,,l, — O"h?,0"hy } + 1{8“h”pauhc’a — 0°h" 0, h,, } (4.18)
Ahora procederemos a realizar la descomposicion en (3+1) dimensiones (término a tér-

mino) de (4.18]) con la finalidad de leer claramente las velocidades. El primer término

sera

Ot 0Phy, = Oph* 0 hoo + Ioh*0"hag + oh**0°hoy + Ooh* O hay
+ 0,070 hgg + 0,h%0hgy + 0uh™ hay + Ogh™® 0 he. (4.19)
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El segundo término resulta ser

8Mhppavhw/ — aOhOOaOhOO 4 aOhooaahOa 4 aOhaaaOhOO 4 8Oh“aabh0b
+ 0°h%0 hao + 0RO hay + 0P,  hao + 0RO he.  (4.20)

Para el tercer término obtenemos

O"h? ,0,h%y = 0°R%00h% + 0°hPo0oh + O°h,06h% + O°h,Ooh",
4+ 0°h%00,h% + 0*hP00.h% 4+ 0°hPy0,h% + R y0.hC .. (4.21)

Finalmente, para el cuarto término se tiene

PR Dphy, = °hP0hoo + 20°h*Ophoe + O°h*Ophay
4+ 0°h%0,hog + 20°h%° 0 hgy + 0Py ha. (4.22)

Combinando (4.19)), (4.20), (4.21) y (4.22)), la densidad Lagrangiana (4.18]) toma la si-

guiente forma

L = 0yhd’hgy — Oohoad"h™y + ;{aahboaah% — 0%hoaO’hos}
+ i{@oh“baohab — Oghdoh} + ;hoo{aaaah — 9°0hap} + T,

donde hemos definido el siguiente funcional

7= ;{aahaba%,,c — 0“hOhg.} + i{@“h@ah — 0°hP°0, by} (4.23)
Luego, la acciéon de Fierz-Pauli separada en espacio y tiempo es

S = [ d*e(@hdho, — doh™hon) + ;(8“h0b8ah0b — 9"houd"hon)

+ i(@gh“bﬁohab — Ophooh) + ;hoo((‘?“aah — 0°0"hay) + T. (4.24)
Notese que en la accion anterior no aparecen derivadas temporales de los campos hgg v hoq,
por esta razén, al igual que en la formulacién Hamiltoniana alternativa de la seccion [3.2]

no los consideraremos como campos dinamicos de la teoria. En base a esto, el momentum
conjugado p® asociado al campo hg;, viene dado por

w_ 9L : (4.25)
ahab
de donde obtenemos
1
P = 5 {_abhao — 0%’ + Oph®® — nabaoh} + %0, (4.26)

por lo que
Doh®® = 2p™ + O°h%y + 0°hby — n%p, (4.27)
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donde p es la traza de p®. Luego, la densidad Hamiltoniana dada por
H = p™Ohay — L, (4.28)

queda expresada en funcién de los campos dindmicos de la teoria como

1
H = Ho — 20,0,p™ — §V(8“8ah — 0°0"hay), (4.29)
donde:
ab 1 2
Ho = p"par — 50" — I, (4.30)

y ademas hemos definido con v y v, a hgy y hop respectivamente. Es oportuno senalar
que los mismos estan relacionados con las funciones Lapso y Shift que se obtienen como
multiplicadores de Lagrange al realizar la formulaciéon ADM de la Relatividad General[15],
17]. En funcién de la densidad Hamiltoniana, la accién de Fierz-Pauli queda escrita
como

. 1
S, p™, v, 1] = / diy {pabhab — Ho -+ 20" — S0 0 hey 8“8ah)} o (431)

de donde, al aplicar el principio de minima accién, se obtienen las ecuaciones de movi-
miento para los campos hq, v p®

haoy = {hapy HY = 2pap — N,
-ab ab 1 a cb 1 C ab 1 b ac 1 a cb 1 b ac 1 ab qcqd
p = (P HY = 0994 — 9°9,ht + ~8P9,hC + = 9°0h + ~8P9,h — —p®Pd9 Ny
4 2 4 4 4 2
1

1
- 5aaabh + 5nabacach, (4.32)

con
& = 0°0hgy, — 0°0,h ~ 0,
£b2 — aapab

¢
o

(4.33)

donde el Hamiltoniano total es
1
1= [ d% {7—[0 — 20" — S0 0ah aaabhab)} , (4.34)
y el algebra canénica dada por
ab (= a’'b (= 1 a’ b a’ b 3/ —
(@0 )} = 5 (678" +0%08"0) 8% — ).
{ha(D), haw ()} = {p™(@). 0™ ()} = 0. (4.35)

Notese que las dos ecuaciones del conjunto (4.33)) son las ligaduras escalares y vecto-
riales para Gravedad Linealizada. Se puede probar que estas ligaduras se preservan en el
tiempo. En efecto para la ligadura escalar tenemos

& ={&, H} = 0u0yp™" ~ 0,
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que se anula en virtud del conjunto (4.33]). De la preservacion en el tiempo de la ligadura
vectorial obtenemos

1 / J / ! / / / / / / / /
= {¢), H} = SR WY o — 0¥ 0y 0°hY o + 070" 0 gy — 3 0% 0 By
— 090y0"h + 0¥ 0,0 h} = 0.

Por otra parte, las ligaduras escalares y vectoriales (4.33]) forman un conjunto de primera
clase, es decir

{080hay(T) — 020TH(E), ™" (§)} = 0, (4.36)

por lo que son las generadoras de las transformaciones de calibre de la teoria. Para ver
esto, comenzamos definiendo el generador

= [da(Ng+A%E), (4.37)
donde A! y A2, son funciones. Sustituyendo (4.33]) en el generador obtenemos
o = / dx (A (0" hay — 0'Dul)) + / B (A20,p™). (4.38)
Con el generador definido, la transformacion de calibre del campo hg, sera
Ry = hap + 0ahap, (4.39)
donde
Sohar = (ha@), O} = {hal@), [ @ADL (7))

= 5(32’5/\%(5) + Oy A% (D),

por lo que finalmente
By = hay + OTA%(F) 4+ OF A%, (T). (4.40)
Procedamos ahora a encontrar la transformacion de calibre para el momentum conjugado
p? . para ello
Pay = D™ + dap™, (4.41)
donde

ap™ = (@), 0@} = (0”@, | dYN G0 0 ha () — O ()
— _OORA@) + RO (D),

y finalmente
P = pt— QBANE) + VA (@), (4.42)

En resumen, hemos obtenido la accién de Fierz-Pauli para Gravedad Linealizada par-
tiendo de la de Einstein-Hilbert, para luego encontrar el Hamiltoniano y las ecuaciones
de movimiento de la teoria siguiendo el tratamiento de Lagrangianos singulares. En la
siguiente seccion nos ocuparemos de la fijacion de calibre de los campos, esto con la fina-
lidad de hacer una descripcion en donde el conjunto de ligaduras sea de segunda clase y
asi definir los corchetes de Dirac para Gravedad Linealizada.
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4.3. Fijacion de calibre en Gravedad Linealizada

En vista de la ligadura vectorial del conjunto (4.33)), el momentum conjugado p® es
trasverso, esto sugiere que un calibre adecuado para el campo dindmico h,, es

gy = 0. (4.43)

Para fijar el otro calibre, debemos notar que la ligadura escalar senalada en (4.33), no es
otra cosa que la traza de la parte trasversa del campo hg,. Para demostrar este hecho,
realizamos la descomposicién Helmholtz del campo h,,, donde se propone que para campos
con buen comportamiento, el mismo se puede descomponer en su parte longitudinal mas
su parte trasversal[12]. La descomposicién trasverso-longitudinal del campo hgy, serd

hay = R 4 hE | (4.44)

con hit® v hL la parte trasversa y longitudinal respectivamente. Proponemos que la parte
longitudinal de hy;, viene dada por

hE = Oy + Oyda. (4.45)

Al sustituir (4.45)) en (4.44), puede demostrarse que

1V—Qé‘b(‘fé)dhcd}, (4.46)

dp =V 20Ny, — 5

por lo que las partes trasverso-longitudinal del campo h,;, estaran dadas por

1

1
hL, =V 2{0Oshe — iv_QﬁaﬁbQCOdhcd + 0“Ophae — §V_28b6a808dhcd}, (4.47)
hf17"bas = hab - V_Z{acaahcb + v_Qaaabacadhcd - acabhat?}‘ (448>
Al tomar el Laplaciano de la traza de h}** se obtiene
V2hires = —V2(9°0°hay — V2h), (4.49)

que es justamente el laplaciano de la ligadura escalar &;. Lo que significa que
V2! 2 0, (4.50)

asi que necesariamente h'"* = (. De esta manera, proponemos que la traza de la parte
trasversa del momento conjugado p"* = 0 como la otra fijacién de calibre, o de manera
equivalente

0a0pp™ — 0"0,p = 0. (4.51)

Por lo tanto, el conjunto de ligaduras por fijacion de calibre es

hay = 0,
0,0,p™ — 0°Dep = 0. (4.52)
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Se puede verificar que el conjunto (4.52)) se preserva en el tiempo, en efecto, para el primer
calibre tenemos

{03ha(T), H(Y)} = 0,

que determina la expresién para el multiplicador v,
1
vy = Za,,v*p, (4.53)
mientras que para la preservacion del segundo calibre obtenemos
{0707 p™ (7) — 0807 p(7), H(P)} ~ 0 ~ —20808w(7), (4.54)

lo que indica que el multiplicador v asociado a la ligadura escalar es igual a cero.

Lo préximo es verificar que la escogencia del conjunto de calibres no entra en
contradicciéon con las ecuaciones de movimiento . Tomando la divergencia de la
ecuacion para hg, se obtiene

aO(aaabhab) = aaabpab — 0"Oap,

que es una identidad debido al conjunto (4.52). La ecuacién de movimiento para p®
tomando en cuenta (4.52)) se reduce a

1

2éab _ §{nabv2h . v2hab o aaabh}7
donde al tomar la divergencia encontramos
1
D0 (0ap™) = —§V28ahab, (4.55)

que es una identidad debido a la ligadura vectorial y al calibre fijado para el campo hy,.
Por otra parte, se encuentra que las funciones A%, y A en (4.40) y (4.42) son

A%(F) = —vgag{hab(fw;v;afaghbc(f)},
1 Lo
A@) = SV (@) — V()] (4.56)

Como notamos, la escogencia de los calibres (4.52) es consistente en la teorfa. Podemos
decir entonces que el conjunto de ligaduras de primera clase mas las ligaduras provenientes
de la fijacién de calibre vendra dado por

0 = 0°0hap — 0"9gh =0,

0’y = aapab ~ 0,

03 = 0.0,p™ — 0"Dup = 0,

O = 0%hg =0, (4.57)

donde se puede verificar que el conjunto total de ligaduras (4.57)) es de segunda clase. En
efecto, los corchetes no nulos seran

{017 63} = _{837 01} = 2v:2i'v§'53(f - g)a
Loz L
{gbg, 941)/} = —{94[,/, 9b2} == 5 [8;883 — 6blv%;} 53(1’ — y) (458)

El siguiente paso en nuestro estudio consiste en construir los corchetes de Dirac para la
teoria con las ligaduras de segunda clase indicadas en (4.5§)).
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4.4. Corchetes de Dirac para Gravedad Linealizada

En esta seccién procedemos con el célculo de los corchetes de Dirac para Gravedad
Linealizada. Para ello se debe calcular previamente la inversa de la matriz de Dirac dada
por

0 0 2V4i 0
. 0 0 0 3[owVE+adf] | o .
Cp(Z, 2) _avt 0 0 0 (2 — 2),
0 —3[o0Vit+owf] 0 0
cuyos elementos de matriz corresponden a (4.58)).
Como sabemos, los elementos de la matriz inversa deben cumplir con
/ B 2(Co (T, ) (Cgn (7, 7)) ) = 6°0%(F — 7). (4.59)
lo que conlleva a que los tnicos elementos de matriz no nulos sean
013(_‘7 ?7)71 = ()'/63(‘% - g)v (460)
Coa(Z.9) = Bomd* (T~ ), (4.61)
Ca(29)" = 10°(F -9, (4.62)
CaoZ9) " = pomd* (T =), (4.63)

con los escalares «, v y las matrices By, v pom por determinar. Para encontrar el escalar
. . . - —»—1 .,
«, sustituimos el elemento de matriz Cy3(Z, %) en la relacién (4.59), de esta manera

/d?’z(Cgl(f, 2))(Ci3(Z, yﬁ))f1 = /dsz(—2V§53(f — N(ad*(Z—17)) =@ —7), (4.64)
donde, para que se cumpla la relacién anterior, a debe satisfacer

1
= —§V§4, (4.65)

N\ —

.. — 1 ,
por lo que el elemento de matriz inverso C3(Z,¥) " serd

- 1 S
Cis(2,9) ' = =5 V7' (7 ). (4.66)

En vista de que la matriz inversa de Dirac es antisimétrica, nos permite calcular inmedia-
tamente el escalar v, obteniendo

v==-V;, (4.67)

: : - —»—1
y con esto el elemento de matriz inverso Cs;(Z, %)

N
C51(2,9) = §Vz453<z — 7). (4.68)
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-\ —

Para determinar la matriz fy,, sustituimos el elemento de matriz Coy (2, 9)
(4.59))

1 .,
en la relacion

[ dC0(E 2y Ca G = 00 (E = )

[ ol 50— O AOE D) . = D) (469

2 z7x m
roponemos que el elemento de matriz inverso Cyy(Z, %) ', tiene la siguiente forma
y prop q 24\%,Y) o g

Coa(Z,9) "y = (A5 + TE0)3% (2 — 1), (4.70)

bm

donde Sy, = (Ai;g + Fj;,?{) Al sustituir (4.70]) en (4.69) y desarrollar, encontramos

1 25 ca 2TET naab ST AaabTEIN 32 A3 = A _ sa 3=
[ (6N 5 VA - R — OSOUTEN O (T - 2)5°(7 ) = 6°0*(F 7).

. (4.71)
donde al fijar la matriz A;Y como
AT = —20°,,V32,
y la sustuimos en (4.71]), llegamos a
1 L
— SN+ ROl = —0s0r v
es decir o .
TEd — G5 0IV ", (472)
donde finalmente
Cou(%,2) 1y, = {=26" V22 + 0500V 416 (2 — ). (4.73)
La antisimetria de la matriz inversa de Dirac implica que
Cao(Z, )" = {20°0 V22 = 0LO7VZ1}0%(2 — 7). (4.74)
Con ({4.66)), (4.68), (4.73]) y (4.74)), se construye la inversa de la matriz de Dirac
0 0 —iv! 0
PR 0 0 0 {-28°,V2+ 020V
0 {26°,V2—-020/v_"} 0 0

Procedemos ahora a calcular los corchetes de Dirac entre los campos dindmicos he, v p®,
esto es

{ha@) 9™ @Y = {ha(a). 0™ (7))
[ @ [ dy{hale). 0.&}CHE D0 ). 0" W)},
(4.75)
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donde los tnicos términos no nulos seran

- *
/

{han(@), " ()Y = (). 5" ()
= [ @ [ @yl @ HCAE D @) ()

— /d3x/d3y{hab !E ,X3(f)}(031)_1(fa g){Xl(?j)apa,b,(?j)}'
(4.76)

Desarrollando el segundo término de (4.76)) encontramos

— [ & [ @y (=20 {ha@), 7 @V V28 E ~ DO (), (7))
+ [ d [ @y (Ol (@)OFONV 6 E — DR, 0 ()

(4.77)
El tercer término de (4.76)) sera
1 a a / _ - R = a o —
= 3 / d*x / d*y (8582-837 BV (2 — 7)0* (& — )6° (] — y’))
1 - _ a’ / — s o a . —
= 1 [ @ [ dy (naVFoy 08 - 26 - 9o - o)
1 3 3 a’'bt!
+ §/dzx/dy(77ab77 ) (4.78)
Finalmente al resolver (4.77) y (4.78]), e introducir el resultado en - ), llegamos a
5 a/ / 5 * ]. aa/ a / a a CLI / . a / a/ _
{ha (), p ’ @y = *{77 Moy + 1 ’ Naty — 7 b77a'b' — 0303 77bb sz - 858;%77 bva
— OV — YN VL + 0508 08 V!
+ 0% YN+ 02 O V26 (E — ), (4.79)
donde ademas se puede probar que
{ha(@), 07" ()} = 0,
{pab(f)>pa ’ (?j)} = 0. (480)
Las ecuaciones (4.79) y (4.80), constituyen los corchetes de Dirac para Gravedad Linea-

lizada en la formula(non de Fierz-Pauli. Es importante hacer notar que si se hubieran
considerado hgy y hgy como campos dindmicos de la teoria, la matriz de Dirac (asi como
su inversa) hubiese sido de dimensién 8 x 8, aunque, como se estudié en la seccién , los
corchetes de Dirac resultantes serian equivalentes, ya que justamente la introduccién de
las ligaduras de fijacién de calibre reduce el espacio de fases a uno donde solo se consideran
los verdaderos grados de libertad, que para Gravedad Linealizada, resultan ser la parte
trasversa y sin traza de los campos hq v p®.
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Por otro lado, como los corchetes de Dirac entre las ligaduras de segunda clase y
cualquier funcién perteneciente al espacio de fases es cero, podemos fijar el conjunto de
ligaduras como igualdades fuertes

0“Ophay — 0“Oyh 0,
8apab = 0,
DaOpp™ — 8"0ap = 0,
0%hay = 0, (4.81)
por lo que el Hamiltoniano para Gravedad Linealizada es
H = /d% (0w — p* — I} (4.82)

La teoria queda descrita por el Hamiltoniano (4.82)) y por el algebra dada por los corchetes
de Dirac entre las variables hy, y p®.

Ya establecidos los corchetes de Dirac, las reglas de cuantizacién para Gravedad Lineali-
zada con ligaduras de segunda clase son

= Los campos dindmicos hq, v p® pasan a ser operadores que toman valores en algin
espacio de Hilbert.

= los corchetes de Dirac pasan a ser conmutadores, es decir

~

hab — haba
)
pab N ﬁab:_ih(sh 7
ab
{hay, p™" Y = —iklhay, P77 (4.83)

= La evolucion de los estados fisicos vendra dada por la ecuacion de Schréodinger
zg V) = /d3x {ﬁabﬁab — P - f} |W) . (4.84)
ot

Se debe senalar que la realizacion en concreto de los kets fisicos no es parte de este
trabajo, sin embargo, como se sabe, existe una representacion en el espacio de Fock que
conduce a los estados cuanticos de Gravitones libres[18] [19]. Hasta aqui hemos completado
el programa propuesto que era la Formulacion Hamiltoniana de la teoria de Fierz-Pauli
con ligaduras de segunda clase y las reglas de cuantizacion a la Dirac.
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CAPITULO b

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudiaron diversos aspectos del método de Dirac para tratar con
teorias donde el Lagrangiano es singular, asi como las reglas de cuantizacién que permiten
pasar de un modelo clasico a uno cuantico, cuando en el sistema hay presentes ligaduras
de primera y segunda clase. El programa de Dirac surge como una generalizacion de la
formulaciéon Canénica para Lagrangianos no singulares, en donde todas las variables del
espacio de fases son independientes. En el caso contrario, para hallar las ecuaciones de
movimiento de Hamilton, es necesario aplicar el principio de minima accién sobre un fun-
cional que considere las ligaduras del sistema.

Primeramente, a manera de ejemplo, se hizo uso del método de Dirac para la Elec-
trodinamica Clasica sin fuentes en D = (3 + 1) dimensiones, hallando el Hamiltoniano
total, las ecuaciones de movimiento y un conjunto de ligaduras de primera clase. Se fijo el
calibre de Coulomb en donde se exige que la parte espacial del cuadripotencial A, debe
ser trasverso, esto con la finalidad de obtener cuatro ligaduras de segunda clase para luego
proceder al calculo de los corchetes de Dirac entre los campos A, y E®. Se propuso una
via alternativa en donde, considerando al potencial Ay como multiplicador de Lagrange,
se llegaban a los mismos corchetes de Dirac que el caso anterior. Esta consideracion fue
hecha ya que al realizar la descomposicion en espacio y tiempo de la accion de Maxwell,
no aparecen derivadas temporales que involucraran a dicho campo. Esta formulacién al-
ternativa resulté de mucha utilidad ya que el orden de la inversa de la matriz de Dirac
es menor, lo que implica que el cdlculo de los corchetes de Dirac sea mas sencillo de realizar.

Lo préximo fue proceder con el estudio de la formulacion Candnica en Gravedad Linea-
lizada. Para ello se partio de la accion de Einstein-Hilbert y se realizé una descomposicion

del tensor métrico g,, en la métrica plana de Minkowsky 7,,, mas una perturbacion h,,,,
encontrando la accion[17]

1 1
Sh,] = / &y (2{athauhx = OO} + O Ty O — ORI+ O(h3)> ,

que describe la evolucion de un campo simétrico no masivo de espin 2 y que es conoci-
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da como la accion de Fierz-Pauli para Gravedad Linealizada. Partiendo de la misma se
encontro el Hamiltoniano total para la teoria

H= / & {7—[0 — 20, Bup® — ;y(aaaah - 8“6bhab)} ,

y las ecuaciones de movimiento para los campos dindmicos hq, v p® asi como dos liga-
duras (escalares y vectoriales) de primera clase. Para pasar del conjunto de primera clase
obtenido a uno de segunda clase y eliminar grados de libertad espurios, realizamos la
descomposicion Helmholtz, llegando a que un calibre apropiado es que la traza de la parte
trasversa del momentum conjugado debe ser cero, es decir pt"® = 0. Con el conjunto de
segunda clase, se construyeron los corchetes de Dirac para Gravedad Linealizada. La teo-
ria cudntica se obtiene al aplicar las reglas de cuantizacion sobre los campos dinamicos de
la teoria, donde los estados fisicos vendran dados como funcionales de onda que conducen
a los estados cudnticos para Gravitones libres[I8], [19].

Los verdaderos grados de libertad fisicos para gravedad linealizada resultan en las dos
polarizaciones del Graviton. Estas aparecen cuando de las nueve componentes del campo
ha tres desaparacen en virtud de que el mismo es simétrico en sus indices, y otras 4
desaparecen debido a que la traza de la parte trasversa del campo es cero, quedando
2 grados de libertad fisicos en Gravedad Linealizada. Como una posible extension de
este trabajo debe mencionarse el estudio de representaciones cuanticas geométricas, al
estilo de la representacion de ciclos, que sean consistentes con la invariancia de calibre.
Una propuesta en este sentido se encuentra en [20], en la que se consideran funcionales
dependientes de ciertas combinaciones de ciclos (“madejas”), en términos de los cuales el
algebra cuantica admite una representacion satisfactoria.
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