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Mayo-2015

Caracas-Venezuela





Dedicatoria

Primero a Dios creador del Universo por todo el valor, fuerza, enerǵıa y mo-
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RESUMEN

Estudiamos dos modelos mecánico cuánticos análogos a la teoŕıa topológica

masiva vectorial en D = 2+1 dimensiones. A través del estudio de las variables

del sistema establecimos una buena comparación entre ambos modelos. Los

modelos estudiados correspondieron al Lagrangiano proveiente de la fuerza de

Lorentz en los casos cuando la masa es distinto de cero y en el ĺımite cuando

la masa va a cero. Empleamos en dicho estudio el formalismo Lagrangiano y

Hamiltoniano de la mecánica, además de los corchetes de Poisson y de Dirac.

Resolvimos la ecuación de Schrödinger en ambos ĺımites.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el siglo XVII Isaac Newton formuló sus leyes de la mecánica. Por medio de ellas se

describen y predicen el movimiento de los cuerpos visibles en el universo, incluyendo el de

los planetas del sistema solar [1]. A pesar de este gran avance, a comienzos del siglo XX

se descubrió que varias de las conclusiones teóricas deducidas de las leyes de Newton, no

estaban de acuerdo con algunas formulaciones obtenidas en la teoŕıa electromagnética y

en fenómenos atómicos, fundamentados en hechos experimentales. Las discrepancias die-

ron lugar a la mecánica relativista de Einstein quién revolucionó los conceptos de espacio

y tiempo, y de la mecánica cuántica.

Siguiendo la idea anterior, para la descripción de la dinámica de un sistema, partimos

de la idea de cuerpo, o un conjunto de ellos los cuales representan un sistema de puntos

materiales o de part́ıculas puntuales. En este caso, el sistema puede variar en el transcurso

del tiempo, y se dice que está cambiando su estado. La situación descrita se caracteriza por

la prefijación simultánea de las posiciones (las coordenadas) y de las velocidades de todas

sus part́ıculas que conforman ese sistema [1, 2]. Por tanto, en un sistema clásico es impor-

tante la determinación de la posición y la velocidad como función del tiempo y del espacio.

Visto de esta perspectiva, el estudio de cualquier sistema f́ısico comienza con la inter-

acción de unas part́ıculas con otras, las cuales se dan por medio del campo de fuerzas. Por

tanto en lugar de decir que una part́ıcula ejerce acción sobre otra, puede sustituirse por

la idea que esta part́ıcula crea un campo en torno suyo; de tal forma que otra part́ıcula

que se encuentre en él actuará cierta fuerza. Ahora bien, las fuerzas que en un instante

dado actúan sobre una part́ıcula no se determinan por su posición en dicho instante. En

este caso, el cambio de posición de una de las part́ıculas se refleja en las demás al cabo

de cierto tiempo, esto significa que el campo cobra realidad f́ısica, ya no se puede hablar

de interacciones directas entre part́ıculas que se encuentran a cierta distancia entre śı.

La interacción, en cada instante, se puede producir únicamente entre puntos contiguos

del espacio (acción próxima). Por esta razón debemos hablar de la interacción entre una

part́ıcula y el campo y de la interacción entre éste y otra part́ıcula [3].
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Ubicados en este contexto, para el estudio dinámico de un sistema, recurriremos a la

teoŕıa clásica de campos, y por medio de ella al igual que en la mecanica clásica dispone-

mos de diferentes tipos de formulaciones: Lagrangiana y Hamiltoniana. Por medio de ellas

es posible tratar la mecánica desde puntos de vista más generales y de forma equivalente.

Si bien el estudio de estos procedimientos se reduce al de las leyes de Newton, en mu-

chas ocasiones, se emplean por su facilidad en la formulación y esto ayuda a dar solución

de muchos problemas tanto teóricos como prácticos en áreas, como mecánica cuántica,

mecánica estad́ıstica, mecánica celeste y electrodinámica.

Con relación a lo antes expuesto, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

corresponden a un sistema de ecuaciones de segundo orden mediante en el cual es posible

escribir las aceleraciones en funcion de las coordenadas y velocidades generalizadas siem-

pre y cuando la matriz Hessiana en las velocidades es no singular. De igual manera, esta

condición de no singularidad aparece a la hora de realizar el formalismo Hamiltoniano de

manera uńıvoca cuando dicha matriz es no singular, en este caso decimos que el Lagran-

giano es regular, de lo contrario decimos que es singular.

En la actualidad, la mayoria de las teoŕıas de campol como las conocemos, están expre-

sadas en términos de su formulación Lagrangiana, y como se sabe de la mecánica clásica

elemental, para pasar de esta formulación a la Hamiltoniana se utiliza la transformada de

Legendre,en donde es necesario conocer todos los momentos en términos de las coordena-

das y las velocidades generalizadas. Sin embargo, en la mayoria de las teoŕıas de campo

que se conocen y que tienen interés f́ısico, esto no es posible. A este tipo de teoŕıas en

las que no todos las momenta se expresan en términos de las coordenadas y velocidades

generalizadas, se les conoce como teoŕıas singulares.

Atendiendo a los elementos antes expuestos, para este tipo de sistemas existe el forma-

lismo de Dirac el cual permite obtener de forma uńıvoca el Hamiltoniano y la dinámica del

sistema que se estudia con la inclusión de los v́ınculos. En este tipo de teoŕıas, a partir de

la definición de los momentos generalizados, se obtienen relaciones que se llaman v́ınculos,

los cuales aparecen cuando en el sistema no es posible despejar el momento generalizado

del sistema en función de las coordenasdas y de las velocidades; de ellos se hablarán re-

petidamente en lo sucesivo.

La presente investigación tiene como finalidad hacer un estudio de los sistemas regula-

res y singulares en sistemas análogos al descrito por la teoŕıa topológica masiva con enfásis

al modelo tipo Chern-Simons por el medio de la formulación Lagrangiana y Hamiltoniana

con la finalidad de encontrar las ecuaciones de movimiento ecuación de Schrödinger. Para

lograr esto la investigación la organizamos de la siguiente manera: En el caṕıtulo 2 des-

cribiremos la teoŕıa clásica necesaria para el proceso de cuantización. Presentaremos una
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revisión sobre los conceptos desarrollados en los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano

de la mecánica tanto para sistemas regulares como para singulares por medio del estudio

por separado en los problemas del oscilador armónico (sistemas de finitos grados) y de la

acción autodual (para sistemas de infinitos grados de libertad). Esto incluye el uso de los

corchetes de Poisson para describir los sistemas regulares y poder despejar las velocidades

generalizadas como función del momento y los corchetes de Dirac, para los singulares,

en donde despejar las velocidades en función del momento, no es posible. Por medio de

ellos construimos el Hamiltoniano correspondiente y encontramos las ecuaciones de movi-

miento del sistema. Luego de resueltas estableceremoss una relación de equivalencia entre

las ecuaciones de movimiento obtenidas aplicando el formalismo Lagrangiano con las que

obtuvimos del formalismo Hamiltoniano, en ambos ejemplos.

El caṕıtulo 3 estudiaremos la Teoŕıa tipo Chern-Simons en 2 + 1 dimensiones para el

Lagrangiano de Lorentz no relativista de una part́ıcula de masa m y de carga q bajo la

acción de un campo magnético uniforme externo con la adición de un término potencial

en los casos m 6= 0 y otro m = 0. Compararemos el Lagrangiano proveniente de la teoŕıa

de Maxwell-Chern-Simons con su análogo mecánico cuántico. Dividiremos los sistemas

obtenidos en regulares y singulares y aplicaremos los formalismos Lagrangiano y Hamil-

toniano, desarrollados en el caṕıtulo anterior con la finalidad de encontrar las ecuaciones

de Euler-Lagrange como se hace en la mecánica clásica. Luego deencontrarlas y resolver-

las, desarrollaremos el ĺımite de masa nula para encontrar la equivalencia de las soluciones

obtenidas en ambos modelos.

En el caṕıtulo 4 resolvemos la ecuación Schrödinger para los modelos descritos en el

caṕıtulo anterior realizando sobre el Hamiltoniano una separación de variables en coorde-

nadas polares. Buscamos las autofunciones asociadas y los autovalores y conseguimos la

solución de la ecuación diferencial en función de los polinomios de Laguerre y comparamos

estos resultados en los casos descritos en el ĺımite de masa nula.

Finalmente en el caṕıtulo 5 presentaremos las conclusiones de la investigación.
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Caṕıtulo 2

Formulación canónica de la mecánica

Este caṕıtulo tiene como finalidad comenzar el estudio de los sistemas clásicos regulares

y singulares para finitos e infinitos grados de libertad. Esto se logrará desarrollando el

formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano de la mecánica clásica para el estudio dinámico

del sistema. Presentaremos el álgebra de los corchetes de Poisson y los de Dirac en busca

de obtener las ecuaciones de movimiento del sistema. En este caso definiremos los v́ınculos

(primarios y secundarios, además de los v́ınculos de primera y segunda clase) y todas las

relaciones importantes para el estudio de sistemas con estas caracateŕısticas. Seguidamente

aplicaremos dichos resultados al estudio de dos ejemplos.

2.1. Formulación Lagrangiana y Hamiltoniana para

finitos grados de libertad

2.1.1. Lagrangiano para un sistema mecánico

Consideremos un sistema dinámico descrito por un conjunto de variables pertenecien-

tes al espacio de fases (qi, pi), en este caso el estado del sistema es caracterizado por los

valores de estas variables, es decir, por un punto en el espacio de configuraciones. Ahora

bien, el sistema puede cambiar con el tiempo y esto lo podemos caracterizar a través

de qi(t) y q̇i(t), esto quiere decir, que la evolución del sistema es representada por una

trayectoria en el espacio de configuraciones.

En este caso el formalismo Lagrangiano se construye en términos de coordenadas ge-

neralizadas qi(t) y sus resultados y predicciones deben ser independientes del sistema

coordenado usado. Esto significa que las ecuaciones de movimiento, a partir de las cuales

se extrae toda la información relevante deben ser invariantes bajo transformaciones de

coordenadas del espacio de configuración. Por lo tanto, bajo una transformación de coor-

denadas del espacio de configuración el nuevo Lagrangiano debe dar origen a la misma

dinámica.

En la mecánica clásica un sistema con un número finito de grados de libertad se
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describe por medio de una función L llamada Lagrangiano del sistema [1, 3, 4, 5, 6, 7].

Dicha cantidad depende de las coordenadas, las velocidades y del tiempo.

L = L(qi, q̇i, t), i = 1, 2, ..., s, (2.1)

donde las qi son coordenadas generalizadas, las q̇i son velocidades generalizadas, las cuales

sirven para describir el sistema mecánico y s el número de variables dinámicas para

describir el sistema.

Todo sistema mecánico tiene asociado un objeto llamado la acción [1, 3, 7, 8, 9]

S =

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt, (2.2)

y la evolución en el espacio de configuraciones (qi, q̇i) se da en trayectorias cuya variación

dejan invariante la acción, δS = 0.

La variación de la acción cuando cuando se perturba una trayectoria es

δS = δ

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt,

=

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i
)
dt = 0. (2.3)

Como δq̇ = d
dt
δqi, realizamos una integración por partes en el segundo término de (2.3)

δS =
∂L

∂q̇i
δqi |t2t1 +

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqidt = 0. (2.4)

Escogiendo que la perturbación se anule en t1 y t2, si las variaciones δqi son generales,

entonces el factor en la integral se anula. Obtenemos aśı las ecuaciones de Euler-Lagrange

Li ≡
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, (2.5)

las cuales corresponden a un sistema de ecuaciones de segundo orden. Esto se ve expĺıci-

tamente si desarrollamos (2.5)

Li ≡ − ∂2L

∂qj∂q̇i
q̇j − ∂2L

∂q̇j∂q̇i
q̈j +

∂L

∂qi
− ∂2L

∂t∂q̇i

= 0,

reorganizándola

q̈j
∂2L

∂q̇j∂q̇i
=

∂L

∂qi
− q̇j ∂2L

∂q̇j∂qi
− ∂L

∂t∂q̇i
. (2.6)

Si el determinante de la matriz ∂2L
∂q̇i∂q̇j

es distinto de cero, significa que la matriz posee

inversa y podemos emplear este resultado para encontrar las aceleraciones generalizadas

en función de las velocidades y las coordenadas.
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2.2. Hamiltoniano para un sistema mecánico

El primer aspecto a considerar es reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange, de se-

gundo orden, en una manera que involucre sólo derivadas de primer orden, en este caso

emplearemos el formalismo Hamiltoniano.

Ubicados espećıficamente en la necesidad de reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange

de una manera más sencilla, en el apéndice A se introduce el concepto de transformada

de Legendre de una función. Partimos del Lagrangiano dado por (2.1), en este caso el Ha-

miltoniano se define como su transformada de Legendre tomando a las q̇i como variables

activas.

En este sentido

H =
(
piq̇

i − L
)
|pi= ∂L

∂q̇i
, (2.7)

H representa el Hamiltoniano del sistema y pi = ∂L
∂q̇i

representa el momento generalizado

asociado a la coordenada generalizada qi, el cual también es conocido como momento

conjugado. El punto de partida del formalismo Hamiltoniano es introducir el momento

pi canónicamente conjugado a la coordenada qi. Apreciamos que la ecuación (2.7) no

depende de las q̇i.

Por otro lado el Hamiltoniano del sistema es:

d
(
piq̇

i − L
)
|pi= ∂L

∂qi
=

(
dpiq̇

i + pidq̇
i − ∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂q̇i
dq̇i − ∂L

∂t
dt

)
= q̇idpi −

∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂t
dt. (2.8)

De aqúı tenemos en cuenta las ecuaciones (2.5) con ṗi = ∂L
∂qi

, obtenemos las relaciones

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, −∂L

∂t
=
∂H

∂t
. (2.9)

Que constituyen un sistema de ecuaciones de primer orden para las qi’s y pi’s.

2.3. Corchetes de Poisson

Definimos para F y G, funciones que dependen de qi y pi

F ≡ F (qi, pi, t); G ≡ G(qi, pi, t),

en este caso el corchete de Poisson entre ambas funciones es

{F,G} ≡
(
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
, (2.10)
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donde los ı́ndices repetidos siguen la convención de Einstein para la suma.

De donde se obtienen los corchetes fundamentales

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij. (2.11)

El corchete de Poisson satisface las siguientes propiedades

1. Antisimetŕıa:

{F,G} = −{G,F}

2. Bilinealidad:

{C1F1 + C2F2, G} = C1{F1, G}+ C2{F2, G}

3. Propiedad del producto:

{F1F2, G} = F1{F2, G}+ {F1, G}F2

4. Existencia de elementos neutros:

{F,C} = 0

5. Identidad de Jacobi:

{F, {G,M}}+ {G, {M,F}}+ {M, {F,G}} = 0

Como consecuencias importantes tenemos que

{qi, F} =
∂F

∂pi
; {pi, F} = −∂F

∂qi
. (2.12)

Para una función en F en el espacio de fases (pi, q
i, t) resulta que

dF

dt
=

(
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi

)
+
∂F

∂t
, (2.13)

= {F,H}+
∂F

∂t
. (2.14)

Sustituyendo las ecuaciones de Hamilton en (2.14) obtenemos

dF

dt
=

(
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂F

∂t
.

La cantidad entre paréntesis comparando con (2.10) resulta ser

{F,H} =

(
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
, (2.15)
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por tanto la ecuación (2.15) nos permite hallar la derivada temporal de F usando el

corchete de Poisson entre H y F más la derivada parcial respecto al tiempo

dF

dt
= {F,H}+

∂F

∂t
(2.16)

Si el objeto F no depende expĺıcitamente del tiempo y

{F,H} = 0,

se tiene que F es constante de movimiento.

2.4. Formulación de la Mecánica. Sistemas regulares

y sistemas singulares

2.4.1. Sistemas regulares

En forma general para el estudio de sistemas mecánicos, asumimos de entrada que en

un sistema regular es posible despejar todas las velocidades q̇i como función del momento,

las coordenadas y el tiempo.

Para aclarar la situación descrita con anterioridad, identificamos la acción del sistema.

S =

∫
dtL(qi, q̇i, t),

ahora bien el momento canónico es

pi =
∂L

∂q̇i
(2.17)

y podemos obtener

q̇i = q̇i(qi, pi, t).

En este orden de ideas para despejar las q̇i es necesario según el teorema de la función

implicita que det( ∂2L
∂qiqj

) 6= 0. Siguiendo el orden de la idea anterior, como ejemplo resol-

veremos el problema del oscilador armónico simple en una dimensión.

Ejemplo. Oscilador armónico simple en una dimensión

Estudiemos el problema del oscilador armónico simple en una dimensión. El tipo de

potencial es V (x) = 1
2
mω2x2.

El Lagrangiano es

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2,
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el cual depende de x y ẋ.

Aplicamos el formalismo Lagrangiano . De las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0

−mω2x−mẍ = 0

=⇒ ẍ = −ω2x.

Pasamos ahora al formalismo Hamiltoniano. En este sentido el momento generalizado es.

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ.

Podemos apreciar que ∂2L
∂q̇i∂q̇i

6= 0 por tanto el sistema es regular. De aqúı obtenemos las

velocidades en función del momento.

ẋ =
p

m

Construimos el Hamiltoniano

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2,

donde ω representa la frecuencia clásica de un oscilador descrito por una constante de

elongación k, que según la Ley de Hooke es de la forma ω =
√

k
m

. En este caso los

corchetes de Poisson fundamentales son:

{x, p} = 1; {x, x} = 0; {p, p} = 0.

y verificando

ẋ = {x,H}
=

p

m
(2.18)

ṗ = {p,H}
= −mω2x (2.19)

Aśı sustituyendo (2.18) en (2.19) obtenemos

ẍ = −ω2x,

que corresponden a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.4.2. Sistemas singulares

Planteamos la existencia de los sistemas llamados singulares, para los cuales la matriz

Hessiana es singular, esto es, det( ∂2L
∂q̇i∂q̇j

) = 0. Por esta razón en este tipo de sistemas aplicar
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el formalismo Lagrangiano no permite despejar todas las aceleraciones de las ecuaciones

de Euler-Lagrange estableciéndose una serie de relaciones nuevas entre las coordenadas y

las velocidades, las cuales llamaremos v́ınculos.

Con respecto al formalismo Hamiltoniano al calcular la transformada de Legendre

podemos verificar que no tampoco es posible expresar las velocidades como función del

momento lo cual lleva además a la aparición de funciones arbitrarias en la solución (v́ıncu-

los). La aparición de estas funciones es frecuente en teoŕıas de calibre.

En vista de lo anterior, debemos trabajar con una nueva herramienta para realizar

el estudio de sistemas con v́ınculos. En este caso empleamos el método de Dirac, el cual

permite de manera consistente pasar del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano recu-

perando información clave para el estudio de la dinámica del sistema.

2.4.3. Sistemas con v́ınculos. Vı́nculos primarios y secundarios

En la formulación variacional de la mecánica clásica admitimos que las ecuaciones de

Euler-Lagrange se integran sin dificultad. Esto es posible, siempre que la matriz Hessiana

cumpla con la condición condición det( ∂2L
∂q̇i∂q̇j

) 6= 0. En caso contrario, estaremos hablando

de Lagrangianos de sistemas singulares.

Consideremos por ahora las relaciones

Φm(qi, q̇i) = 0 con m = 1, 2, ...;M < s. (2.20)

Sin embargo para el formalismo Lagrangiano, si hablamos de la condición de singulari-

dad, las relaciones provenientes de (2.20) son los v́ınculos del sistema. En concreto existen

m = s−M aceleraciones no despejadas con s número de coordenadas generalizadas para

la descripción del sistema y M las aceleraciones despejadas del sistema.

En el caso del formalismo Hamiltoniano consideremos el Lagrangiano

L = L(qi, q̇i, t) i = 1, 2, ..., s, (2.21)

donde no es posible despejar todas las velocidades como función del momento. Ahora bien

pi =
∂L

∂q̇i
,

y en cual despejamos r velocidades

q̇I = q̇I(qi, pi, q̇
α), I = [i1, i2, ...; ir]

siendo I una partición de r ı́ndices de las i′s y α correspondiente a las velocidades que

no pudieron despejarse. Como se afirmó arriba al sustituirse en la definición del momento

obtenemos relaciones
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Φm(qi, pi) = 0, (2.22)

con m = 1, 2, ...,M. llamadas v́ınculos primarios (2.22) los cuales restringen la dinámica

a un sub-espacio de dimensión (2s−M) del espacio de fases, el cual era de dimensión 2s

y son caracteŕıstica propia del Lagrangiano singular.

En particular definimos el Hamiltoniano canónico (HC)

HC = (q̇ipi − L)|pi= ∂L

∂q̇i
, (2.23)

depende sólo de los (q′s, p′s, t). A fin de continuar con el análisis de H, le sumamos una

combinación de los v́ınculos primarios

H = HC + λmφ
m, (2.24)

y m corre por todos los v́ınculos. Para ser más espećıficos la cantidad H la conocemos

como el Hamiltoniano y λm los multiplicadores de Lagrange asociados a cada v́ınculo.

De igual modo la acción

S =

∫ t2

t1

(q̇ipi −HC − λmφm), (2.25)

contiene el Hamiltoniano e igualmente obtenemos las ecuaciones de movimiento partiendo

del principio variacional

q̇i =
∂HC

∂pi
+ λm

∂φm

∂pi
,

ṗi = −∂HC

∂qi
− λm

∂φm

∂qi
,

φm(qi, pi) = 0.

Aśı mismo las nuevas ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las de Euler-Lagrange y

lo más importante es que son compatibles con los v́ınculos.

Consecuencias importantes de lo anterior

{φm, φm′} no tiene rango cero, permite despejar algunos λm.

La hipersuperficie φm = 0 no se intersecta con la hipersuperficie {φm, H} = 0.

Aparecen v́ınculos adicionales llamados secundarios.

En caso que suceda la segunda condición, se tendrán k v́ınculos nuevos de la forma

φk
′
(qi, pi) = 0 con k′ = [M+1, ...,M+k], los cuales también se les exige que se mantengan

sobre la trayectoria del sistema.

φ̇k
′
= {φ′k, H}|Γ1 = 0. (2.26)
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Avanzando en nuestro razonamiento, aplicamos (2.26) y conduce a las situaciones des-

critas. En particular si aparecen nuevos v́ınculos los llamaremos terciarios, por lo que

a estos también se les exigirá que se conserven en el tiempo. Repetiremos el proceso

sucesivamente hasta que no aparezcan nuevos v́ınculos.

Como resultado de lo anterior aparecen un conjunto de v́ınculos

φa = {φ1, φ2, ...φA}, (2.27)

en donde inclúımos los M primarios y los A−M restantes (secundarios, terciarios, entre

otros.)

2.4.4. Vı́nculos de primera y segunda clase

De la misma forma como ocurrió en los v́ınculos primarios y secuandarios. existen dos

tipos de v́ınculos, los cuales aparecen al estudiar sistemas con restricciones (ligaduras).

Tenemos un v́ınculo de primera clase el cual genera transformaciones de calibre y otro

llamado v́ınculo de segunda clase el cual usamos para construir el corchete de Dirac, que

en teoŕıas que presentan restricciones vendŕıa a sustituir al corchete de Poisson cuando se

desea encontrar la evolución dinámica del sistema.

A continuación consideremos la matriz obtenida de los corchetes de Poisson de los

v́ınculos {φm, φn}.

0 rango({φm, φn})m (2.28)

En efecto {φm, φn} es anti-simétrica y su rango es par, rango({φm, φn}) = 2I = R. Segui-

damente se eligen nuevos v́ınculos, los cuales son combinaciones lineales de los originales,

de modo tal que podamos diagonalizar por bloques la matriz {φm, φn}.
Escribimos la matriz que contiene los v́ınculos de primera clase φm

{φm, φn} =

(
χR×R OR×k

Ok×R Ok×k

)
.

De esta manera Hamiltoniano extendido es

HE = HC + λmφ
m + θnχ

n (2.29)

El cual contiene los v́ınculos primarios y secundarios φm y los de primera y segunda clase

χn Recordemos que la derivada temporal de una función genérica F (~q, ~p) es

Ḟ =
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi,

=
∂F

∂qi

(
∂HC

∂pi
+ λm

∂φm

∂pi

)
+
∂F

∂pi
,

= {F,HC}+ λm{F, φm}, (2.30)
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además este resultado en (2.29) la ecuación (2.30) toma la forma

Ḟ = {F,HE} ≈ {F,HC}+ λm{F, φm}+ θn{F, χn}. (2.31)

Las ecuaciones de Hamilton contienen funciones desconocidas ~λ. Debemos tener pre-

sente que se está tratando con un sistema de v́ınculos, lo cual significa que no todas las

coordenadas canónicas son independientes y por tanto las ecuaciones de Hamilton (2.29)

y (2.30) tampoco lo son.

En realidad para calcular la evolución de las variables canónicas empleamos el Hamil-

toniano extendido y lo proyectamos sobre la variedad de los v́ınculos.

q̇i = {qi, HE}|Γ1 ,

ṗi = {pi, HE}|Γ1 ,

φm = 0,

De igual modo la presencia de multiplicadores arbitrarios en las ecuaciones de movimiento,

significa que las variables ~q(t) y ~p(t) no se pueden determinar en forma única a partir de

los valores iniciales qi(0) y pi(0). La información f́ısica acerca de un sistema es obtenida

de las funciones A(~q, ~p), definidas sobre la superficie de los v́ınculos y tales funciones son

las cantidades observables del sistema. Se infiere que el estado f́ısico de un observable

es determinado por el conjunto completo de cantidades observables del sistema en ese

instante.

2.4.5. Condiciones de consistencia

La evolución de las variables canónicas del espacio de fases contiene funciones arbitra-

rias y se pueden hacer expĺıcitas por medio de las condiciones de consistencia [4]. En este

caso exigimos que la dinámica del sistema tenga lugar sobre Γ1.Sin embargo, es posible

que la dinámica no permanezca en la superficie sino en los alrededores, y es probable

que existan contribuciones de la vecindad.Por tanto se hace necesario que dichos v́ınculos

permanezcan constantes por lo que las derivadas temporales deben ser débilmente cero.

φ̇µ ≈ {φµ, HC}+ λη{φµ, φη} ≈ 0, (2.32)

χ̇ν ≈ {χν , HC} ≈ 0. (2.33)

A partir de (2.32) determinamos algunos de los multiplicadores de Lagrange λη.

2.4.6. Corchetes de Dirac.

Admitamos lo siguiente

φl ≈ 0,
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con l = 1, ..., w < k representan los v́ınculos secundarios, los cuales se han obtenido

usando las ecuaciones de movimiento.

Dirac postuló que para estudiar esete tipo de relaciones se puede emplear un formalis-

mo parecido al desarrollado para v́ınculos primarios [4]. Existe un Hamiltoniano canónico

HC y un conjunto de v́ınculos, primarios y secundarios, los cuales describen el sistema

mecánico. Conveniente separar los v́ınculos en primera y segunda clase y aplicar nueva-

mente las condiciones de consistencia.

Como consecuencia de lo anterior es posible que aparezcan nuevos v́ınculos y el proce-

dimiento se deba repetir hasta llegar a la situación en la que no aparezcan nuevos v́ınculos,

y es aqúı donde hemos satisfecho las condiciones de consistencia.

Postulamos el Hamiltoniano extendido. La evolución temporal viene dada por el Ha-

miltoniano que contiene todos los v́ınculos (primarios y secundarios, junto con los de

primera y segunda clase).

HE = HC + λµφ
µ + θνχ

ν .

Recordemos que la evolución temporal de la Función genérica F (~q, ~p)

Ḟ = {F,HE} ≈ {F,HC}+ λµ{F, φµ}+ θν{F, χν},

bajo las condiciones de consistencia dadas en primer lugar por (2.33) la cual se satisface

automáticamente y no generan nuevos v́ınculos. En cambio para (2.32) eso no se puede

verificar a simple vista, ante esta situación definimos

CAB ≡ {ψA, ψB},

la cual representa la matriz obtenida de los corchetes de Poisson con v́ınculos de segunda

clase y por definición es regular. Del cálculo elemental existe una matriz inversa CBC la

cual satisface

CABC
BC = δCA .

Tenemos

λµ ≈ −Cµη{φη, HC}

Notése que podemos despejar los multiplicadores de Lagrange λµ asociados a los v́ınculos

primarios.

Consideremos nuevamente la evolución temporal

Ḟ ≈ {F,G} − {F, ψA}CAB{ψB, G}+ θµ{F, χν}.

Definimos la siguiente relación

{F,G}∗ = {F,G} − {F, ψA}CAB{ψB, G}. (2.34)
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La ecuación (2.34) representa el corchete de Dirac y como se ha expuesto anteriormente

para sistemas con v́ınculos es mucho más útil que el corchete de Poisson.

Como resultado de lo anterior la evolución temporal de F es

Ḟ ≈ {F,HC}∗ + θν{F, χν} (2.35)

En consecuencia logramos describir la dinámica del sistema singular empleando el

formalismo Hamiltoniano con la ayuda de los corchetes de Dirac.

Para terminar los corchetes de Dirac tiene como propiedades

1. Antisimetŕıa

{F,G}∗ = −{G,F}∗.

2. Biinealidad:

{a1F1 + a2F2, G}∗ = a1{F1, G}∗ + a2{F2, G}∗.

3. Regla de Leibniz:

{F1F2, G}∗ = {F1, G}∗F2 + F1{F2, G}∗.

4. Identidad de Jacobi:

{F1, {F2, F3}∗}∗ + {F2, {F3, F1}∗}∗ + {F3, {F1, F2}∗}∗ = 0.

Para G de primera clase y F arbitrario

{F,G}∗ = {F,G}.

En particular para el Hamiltoniano

{F,H}∗ = {F,H}.

Lo anterior significa que es posible obtener las ecuaciones de movimiento del sistema

empleando los corchetes de Poisson o los de Dirac. Por tanto el corchete de Dirac

es el corchete de Poisson solamente para las variables relevantes del espacio de fase.

La evolución temporal del funcional F de variables canónicas se obtiene mediante

dF

dt
= {F,H}∗.
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2.5. Formulación Lagrangiana y Hamiltoniana para

infinitos grados de libertad

2.5.1. Formalismo Lagrangiano para infinitos grados de libertad

Con respecto al caso de sistemas con infinitos grados de libertad el ı́ndice i de coorde-

nadas representa un sistema continuo y toma valores en cada punto de la variedad espacial

de dimensión D. Por otro lado el ĺımite al continuo los estudiamos aśı

qi(t) → Qa(t, ~x), ~x ε RD (2.36)

En este caso las derivadas espaciales aparecen como diferencias en los valores de Qa en

puntos cercanos

Qa(t, ~x+4~x) − Qa(t, ~x) ∼ 4~x · ~∇Qa (2.37)

Asumimos que las coordenadas generalizadas pueden tener una etiqueta a discreta adi-

cionalmente [6]. Ejemplos de esto

Qa ∼ φ(t, ~x) (campo escalar)

∼ Aµ(t, ~x) (potencial vector).

La acción será

S =

∫
Ω

dtL(Qa, ∂µQa, x
µ), (2.38)

donde ∂µQa = (Q̇a, ~∇Qa) y xµ = (t, ~x).

El nuevo Lagrangiano con el cambio queda escrito aśı

L =

∫
dDxL(Qa, ∂µQa, X

µ), (2.39)

la suma en la parte espacial la expresamos como una integral, el śımbolo representado

por L lo conocemos como densidad lagrangiana. Como S depende de Qa(x) en toda la

región de Ω, decimos que es un funcional de Qa, por tanto

S = S[Qa] (2.40)

A su vez los puntos estacionarios (δS = 0) se obtienen

0 =

∫
dt

[
δL

δQa

Qa +
δL

δQ̇a

δQ̇a

]
=

∫
dtdDx

[(
∂L
∂Qa

− ∂µ
∂L

∂∂µQa

)
δQa + ∂µ

(
∂L

∂∂µQa

δQa

)]
. (2.41)
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Repetimos los pasos realizados para el caso de finitos grados de libertad, para δQa arbitra-

rias tenemos que δS = 0, lo cual efectivamente implican las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L
∂Qa

− ∂µ
∂L

∂∂µQa

= 0. (2.42)

Podemos determinar el momento generalizado de la misma forma que en el caso finitos

grados de libertad.

Πa(x) =
∂L
∂Q̇a

. (2.43)

2.5.2. Formalismo Hamiltoniano para infinitos grados de liber-

tad

Para sistemas regulares el formalismo Hamiltoniano viene dado por las relaciones

H =

∫
dDx(ΠaQ̇a − L) ≡

∫
dDxH, (2.44)

donde H representa densidad Hamiltoniana.

Comprobamos que las ecuaciones de Hamilton se generalizan como

Q̇(x)
a =

∂H
∂Πa(x)

; Πa(x) = − ∂H
∂Qa(x)

. (2.45)

Los corchetes de Poisson entre dos variables A = [Qa,Π
a] y B = [Qb,Π

b] vienen dados

por la relaciones

{A,B} =

∫
dDx

[
δA

δQa(x)

δB

δΠa(x)
− δA

δΠa(x)

δB

δQa(x)

]
.

Además las ecuaciones de movimiento son

Q̇a(x) = {Qa(x), H}, Π̇a(x) = {Πa(x), H}.

Los corchetes fundamentales serán en este caso

{Qa(x), Qb(y)} = 0; {Πa(x),Πb(x)} = 0; {Qa(x),Πb(y)} = δD(~x− ~y);

Debemos recalcar que el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano para sistemas sin-

gulares se explicará por medio de un ejemplo con la acción autodual [10, 11].
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Ejemplo. La Acción Autodual

El siguiente ejemplo trata del estudio de sistemas con infinitos grados de libertad pero

ahora en sistemas singulares. En este caso discutimos el paso del formalismo Lagrangiano

al formalismo Hamiltoniano con la ayuda de los corchetes de Dirac. Considereremos la

acción autodual

S = −m
2

∫
d3x

(
εµνλAµ∂νAλ +mAµA

µ
)

(2.46)

donde εµνλ es el śımbolo de Levi-Civita. Por otra parte empleamos la densidad Lagrangia-

na (2.39) para encontrar las ecuaciones de movimiento y compararlas con las obtenidas

empleando el formalismo Hamiltoniano.

L = −mεij
(
A0∂iAj +

1

2
ȦiAj

)
+
m2

2
(A0A0 − AiAi) , (2.47)

con i, j representando ı́ndices espaciales y se han hecho algunas integrales por partes

teniendo en cuenta que los campos se anulan en el infinito.

El siguiente aspecto trata de aplicar el formalismo Lagrangiano a esta acción. En

particular usamos la ecuación (2.42) y obtenemos

∂L
∂Aµ

= −m
2
εµνλ∂νAλ −m2Aµ,

∂L
∂∂νAµ

= −m
2
ελνµAλ.

Tenemos

∂L
∂Aµ

− ∂ν
∂L

∂∂νAµ
= −m

2
εµνλ∂νAλ −m2Aµ − ∂ν

(
−m

2
ελνµAλ

)
,

de donde obtenemos las ecuaciones de movimiento.

−εµνλ∂νAλ −mAµ = 0 (2.48)

Se infiere que el Lagrangiano es singular, pues de

∂L
∂Ȧµ

= −m
2
ελ0µAλ.

Se observa que ∂2L
∂ȦνȦµ

= 0.

Prosigamos el análisis de este sistema con el formalismo Hamiltoniano. En primer

partiendo de la descomposición 2 + 1 de la acción

S2+1 =

∫
d3x

[
−mεij

(
A0∂iAj +

1

2
ȦiAj

)
− m2

2
(−A0A0 + AiAi)

]
+ terminos de borde.
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Recordemos que el momento viene dado por

Πµ(x) =
∂L
∂Ȧµ

.

De aqúı obtenemos

Π0 = 0; Πi = −m
2
εijAj, (2.49)

observamos que no es posible depejar las velocidades del sistema en función del momento.

Dicho lo anterior definimos los v́ınculos primarios φ y φi como

φ0 = Π0; φi = Πi +
m

2
εijAj, (2.50)

a continuación construimos el Hamiltoniano canónico

HC =

∫
d2x

[
mεijA0∂iAj −

m2

2
(A0A0 − AiAi)

]
. (2.51)

El Hamiltoniano es entonces

H = HC +

∫
d2xλµφ

µ, (2.52)

el cual contiene los v́ınculos primarios encontrados hasta ahora.

En relación con los v́ınculos, postulamos los corchetes fundamentales

{Aµ(x),Πν(y)}|xν=yν = δνµδ
2(~x− ~y); {Aµ(x), Aν(y)}|xν=yν = 0; {Πµ(x),Πν(y)}|xν=yν = 0

(2.53)

A su vez la relación de consistencia sobre el primer v́ınculo primario (débilmente cero) es

φ̇ = {φ,H}

=

∫
d2y

{
−mεij∂yi Ajδ2(x− y) +m2Ay0δ

2(x− y)
}

= −mεij∂iAj +m2A0 ≈ 0, (2.54)

acorde con la teoŕıa desarrollada obtenemos un término que no es cero, dicho lo anterior

identificamos un nuevo v́ınculo (secundario).

φ̇ = −mεij∂iAj +m2A0 ≈ 0, (2.55)

si escogemos χ = φ̇0

m
escribimos lo siguiente

χ = −εij∂iAj +mA0. (2.56)
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Del mismo modo inspeccionamos la consistencia en el segundo v́ınculo primario

φ̇i = {φi, H}

=

∫
d2y

{
Πi +

m

2
εijAj,

m2

2
AkAk +mA0ε

kl∂kAl + λk

(
Πk +

m

2
εklAl

)}
= −m2Ai + λj

m

2
εij − λj

m

2
εji −mεji∂jA0

≈ 0, (2.57)

la preservación del v́ınculo primario φi representa una condición para determinar los

multiplicadores de Lagrange (λi) de tal manera que

λi = ∂iA0 −mεijAj. (2.58)

Resta aplicar las condiciones de consistencia sobre χ

χ̇ = {χ,H}

=

∫
d2y{mA0 − εij∂iAj, λΠ0 + λpΠ

p}

=⇒ λ =
1

m
εij∂iλj

Tomamos en cuenta (2.58) y la antisimetŕıa de εij

λ =
1

m
εij∂i(∂jA0 −mεjkAk)

= ∂iAi. (2.59)

La preservación del segundo v́ınculo nos permite despejar el multiplicador λ. Dado que

no aparecen nuevos v́ınculos el proceso termina aqúı.

En resumen, hemos obtenido dos v́ınculos primarios,

φ = Π0; φi = Πi +
m

2
εijAj,

un v́ınculo secundario

χ = εij∂iAj −mA0 (2.60)

y se despejaron los multiplicadores de Lagrange

λ = ∂iAi; λi = ∂iA0 −mεijAj

La teoŕıa presenta solamente restricciones de segunda clase. Construimos la matriz ΨA,

la cual tiene como entradas

ΨA ≡ (φ, χ, φi). (2.61)
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Desarrollamos los corchetes de Poisson para estas cantidades

{φ, φ} = 0; {φ, φk} = 0; {φ, χ} = −mδ2(x− y)

{φi, χ} = εij∂jδ
2(x− y); {φi, φk} = mεikδ2(x− y). (2.62)

La matriz CAB(x, y) = {ΨA(x),ΨB(y)}|x0=y0 es de la forma

CAB(x, y) =

 0 −m 0

m 0 εkl∂l
0 εik∂j mεik

 δ2(x− y)

Señalamos a CBC(y, z)como la matriz inversa de CAB(x, y)

CBC(y, z) =

 A D Gl

B E Hl

Ck Fk Ikl


Desarrollando encontramos la matriz inversa es

CBC(y, z) =

 0 1
m

1
m2∂k

− 1
m

0 0
1
m2∂i 0 −1

m
εik

 δ2(y − z)

Ahora aplicamos los corchetes de Dirac a todas las variables del sistema

{A0(x), A0(y)}∗|x0=y0 = {A0(x), A0(y)} −
∫
d2zd2w{A0(x),Ψ(z)l}Clk(z, w){Ψk(w), A0(y)}

= −
∫
d2zd2w{A0(x), φ0(z)}C00(z, w){φ0(w), A0(y)}

= 0, (2.63)

{Ai(x), Aj(y)}∗|x0=y0 = {Ai(x), Aj(y)} −
∫
d2zd2w{Ai(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w), Aj(y)}

= −
∫
d2zd2w{Ai(x), φ0(z)}C00(z, w){φ0(w), Aj(y)}

= − 1

m
εijδ

2(~x− ~y), (2.64)

{A0(x), Ai(y)}∗|x0=y0 = {A0(x), Ai(y)} −
∫
d2zd2w{A0(x),Ψl(z)]Clk(z, w){Ψk(w), Ai(y)}

=
1

m2
∂kδ

2(~x− ~y), (2.65)

{A0(x),Π0(y)}∗|x0=y0 = {A0(x),Π0(y)} −
∫
d2zd2w{A0(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Π0(y)}

= δ2(~x− ~y)− δ2(~x− ~y)

= 0 (2.66)
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{A0(x),Πi(y)}∗|x0=y0 = {A0(x),Πi(y)} (2.67)

−
∫
d2zd2w{A0(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Πi(y)}

= −
∫
d2zd2w{A0(x), φ0(z)}C0B(z, w){χB(w),Πi(y)}

−
∫
d2zd2w{A0(x), φ0(z)}C0k(z, w){φk(w),Πi(y)}

= − 1

2m
εij∂jδ

2(~x− ~y), (2.68)

{Ai(x),Πi(y)}∗|x0=y0 = {Ai(x),Πj(y)} −
∫
d2zd2w{Ai(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Πj(y)}

=
1

2
δji δ

2(~x− ~y) (2.69)

{Π0(x),Π0(y)}∗|x0=y0 = {Π0(x),Π0(y)} −
∫
d2zd2w{Π0(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Π0(y)}

= −
∫
d2zd2w{Π0(x), χB(z)}CBB(z, w){χB(w),Π0(y)}

= 0, (2.70)

{Π0(x),Πi(y)}∗|x0=y0 = {Π0(x),Πi(y)} −
∫
d2zd2w{Π0(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Πi(y)}

=

∫
d2zd2w{Π0(x), χB(z)}CBB(z, w){χB(w),Πi(y)}

= 0 (2.71)

{Πi(x),Πj(y)}∗|x0=y0 = {Πi(x),Πj(y)} −
∫
d2zd2w{Πi(x),Ψl(z)}Clk(z, w){Ψk(w),Πj(y)}

= −m
4
εijδ2(~w − ~y), (2.72)

Comprobamos que los corchetes de las variables canónicas con los v́ınculos dan cero, como

es de esperar.

{Ai(x), φj(y)}∗ = {Ai(x),Πj(y)}∗ +
m

2
εjk{Ai(x), Ak(y)}∗,

=
1

2
δji δ

2(~x− ~y)− 1

2
δji δ

2(~x− ~y),

= 0, (2.73)

{Πi(x), φj(y)}∗ = {Πi(x),Πj(y)}∗ +
m

2
εjk{Πi(x), Ak(y)}∗

= −m
4
εijδ2(~x− ~y) +

m

4
εijδ2(~x− ~y),

= 0. (2.74)

De las ecuaciones podemos verificar que el corchete de Dirac de las variables canónicas

Aµ y Πµ con los v́ınculos φm son cero y pueden sustituirse en todas partes.

Los resultados obtenidos son consistentes con los v́ınculos de la teoŕıa. En efecto

{F (x),ΨA(y)}|xν=yν = 0



40 Formulación canónica de la mecánica

para cualquier función de las variables del espacio de fases. Podemos entonces sustituir

los v́ınculos sin ningún problema de consistencia.

El siguiente paso es encontrar la acción y Hamiltoniana extendidas, las cuales dan la

evolución dinámica del sistema. La acción extendida es por definición,

SE =

∫ t2

t1

dt(ȦµΠµ −HE)

donde HE es el Hamiltoniano extendido el cual contiene todos los v́ınculos, primarios y

secundarios, de primera clase y de segunda clase. El Hamiltoniano extendido viene dado

por

HE =

∫
d2x(HC + λmφ

m + ρχ).

Se tiene

SE =

∫
d3x[Ȧ0Π0 + ȦiΠ

i −
(
mA0ε

ij∂iAj −
m2

2
(A0A0 − AiAi)

)
− λΠ0

−λi
(

Πi +
m

2
εijAj

)
− ρ(mA0 − εij∂iAj)].

Realizamos una variación sobre la acción anterior y la igualamos a cero

δSE =

∫ t2

t1

dt[Π0δȦ0 + Ȧ0δΠ
0 + ΠiδȦi + ȦiδΠ

i −
(
mδ(A0ε

ij∂iAj)−
m2

2
δ(A0A0 − AiAi)

)
−λδΠ0 − Π0δλ−

(
Πi +

m

2
εijAj

)
δλi − λiδ

(
Πi +

m

2
εijAj

)
−(mA0 − εij∂iAj)δρ− ρδ(mA0 − εij∂iAj)] = 0,

desarrollando las variaciones, agrupando términos semejantes y haciendo cero en la fron-

tera los términos de divergencia, encontramos las siguientes ecuaciones de movimiento,

δSE
δA0

: −Π̇0 −mεij∂iAj +m2A0 −mρ = 0, (2.75)

δSE
δΠ0

: Ȧ0 − λ = 0, (2.76)

δSE
δAi

: −Π̇i −mεij∂jA0 −m2Ai +
m

2
εijλj + εij∂jρ = 0, (2.77)

δSE
δΠi

: Ȧi − λi = 0, (2.78)

δSE
δλ

: Π0 = 0, (2.79)

δSE
δλi

: Πi +
m

2
εijAj = 0, (2.80)

δSE
δρ

: εij∂iAj −mA0 = 0. (2.81)
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A partir de estas relaciones podemos despejar las momentas y sustituir los v́ınculos obte-

niendo (Π0 = 0, Πi = −m
2
εijAj). Por tanto

SE =

∫
d3x

[
−m

2
εijȦiAj −mA0ε

ij∂iAj +
m

2
(A0A0 − AiAi)

]
=

∫
d3x

[
−m

2
(εµνλAµ∂νAλ +mAµA

µ)
]
,

que corresponde a la acción original.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıas tipo Chern-Simons

3.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior trabajamos con el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano

para el estudio dinámico de sistemas con finitos e infinitos grados de libertad y pudimos

describir los sistemas regulares y singulares empleando los corchetes de Poisson y los de

Dirac. En ambos casos obtuvimos las ecuaciones de movimiento y las resolvimos tanto

para el oscilador armónico como para la acción autodual.

En el siguiente caṕıtulo fundamentalmente estudiaremos los modelos tipo Chern-

Simons por medio de un modelo mecánico cuántico análogo a esa teoŕıa. Para lograr

esto utilizaremos el Lagrangiano no relativista de una part́ıcula cargada que se mueve en

presencia de un campo de fuerza externo con la adición de un término potencial.

En este orden de ideas, el modelo descrito con anterioridad se estudiará para los

valores ĺımite de la masa de la part́ıcula los cuales son m 6= 0 y para m = 0 [12, 13, 14].

El resultado obtenido en ambos casos se comparará con el obtenido en el modelo de la

teoŕıa topológica masiva, el cual incluye el término de Chern-Simons. Aplicaremos los

formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano para ambos casos. Reconoceremos en ambos

modelos cuando el sistema es regular o singular y emplearemos la teoŕıa de los corchetes

expuestas en el caṕıtulo para describir la dinámica del sistema.

3.2. Teoŕıas tipo Chern-Simons. Modelo m 6= 0

A continuación los modelos estudiados se describen por el Lagrangiano no relativista

de una part́ıcula de carga q de masa m en presencia de un campo de fuerza (magnético

B), cuyas ecuaciones de movimiento corresponderán a las de la fuerza de Lorentz. En este

caso

L =
m

2
q̇2 − e

c
q̇ · A(q)− eV (q). (3.1)
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Con la finalidad de simplificar el análisis del problema tenemos que el movimiento de la

part́ıcula es en dos dimensiones i = 1, 2, y simétrico bajo rotaciones. Luego abordarmos los

casos más sencillos que corresponderán al problema en dos dimensiones con un potencial

de la forma Ai(q) = εijqjA(q) y V (~q) = V (q). Para simplificar más consideraremos un

campo magnético constante, Ai(q) = −B
2
< 0 y un potencial cuadrático V (q) = k

2
q2 > 0.

El Lagrangiano será

L =
m

2
q̇iq̇i +

e

2c
εijqiq̇j − k

2
qiqi, (3.2)

tomando e = c = h̄ = 1 reescribimos la ecuación anterior como

L =
m

2
~̇q 2 +

B

2
~q × ~̇q − k

2
~q 2. (3.3)

Este Lagrangiano puede compararse con el caso de la teoŕıa topológica masiva. En este

caso la densidad Lagrangiana es

L = −1

4
FµνF

µν − µ

2
Aµε

µνλ∂νAλ

= −F0iF0i −
1

4
FµνFµν − µε0ijA0∂iAj −

µ

2
εijAiȦj + terminos de borde. (3.4)

Dicha densidad cambia como una divergencia si hacemos la transformación de calibre

Aµ → Aµ + ∂µΛ. En este paso ponemos escoger el calibre A0 = 0, quedando.

L =
1

2
ȦiȦi −

1

4
FijFij +

µ

2
εijȦiAj + t.b.

=
1

2
ȦiȦi −

1

2
εij∂iAjεkl∂kAl +

µ

2
εijȦiAj

≡ 1

2
~̇A 2 − 1

2
(~∇× ~A)2 − µ

2
( ~̇A× ~A) (3.5)

donde hemos introducido la notación ~A× ~B ≡ εijAiBj. Notemos que el término cinético

y el potencial (3.3) son análogos a los del término de Maxwell y la parte con la velocidad

es análogo al término de Chern-Simons. Ahora bien, si reescalamos en A →
√

κ
µ
A y

hacemos µ → ∞, el término de Maxwell desaparece y sobrevive el de teoŕıa reducida de

Chern-Simons.

Retomamos nuevamente el Lagrangiano proporcionado por la ecuación (3.2). El primer

paso seŕıa verificar si el sistema descrito es regular o no. Para esto aplicamos ∂2L
∂q̇i∂q̇j

6= 0.

Es fácil comprobar que

∂2L

∂q̇i∂q̇j
= δijm 6= 0,

el sistema es regular.

∂L

∂qi
=

B

2
εij q̇j − kqi

∂L

∂q̇i
= mq̇i − B

2
εijqj.
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A continuación las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan escritas

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= −mq̈i +Bεij q̇j − kqi = 0.

De este modo tenemos

q̈i =
B

m
εij q̇j − k

m
qi (3.6)

Por otra parte si hacemos uso del formalismo Hamiltoniano el momento conjugado es.

pi = mq̇i − B

2
εijqj.

En efecto el sistema es regular. De esta manera despejamos todas las velocidades

q̇i =
1

m

(
ṗi +

B

2
εijqj

)
,

y el Hamiltoniano será

H = (piq̇i − L)|pi= ∂L

∂q̇i

=
pi

m

(
pi +

B

2
εijqj

)
− 1

2m

(
pi +

B

2
εijqj

)(
pi +

B

2
εikqk

)
− B

2m
εijqi

(
pj +

B

2
εjkqk

)
+
k

2
qiqi

=
1

2m

(
pi +

B

2
εijqj

)(
pi +

B

2
εikqk

)
+
k

2
qiqi. (3.7)

En este sentido los corchetes de Poisson fundamentales son:

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij.

Aśı que las ecuaciones de movimiento conforme a la teoŕıa se escriben como

ṗi = {pi, H}

=
B

2m
εij
(
pj +

B

2
εjkqk

)
− kqi (3.8)

q̇i = {qi, H}

=
1

m

(
pi +

B

2
εijqj

)
, (3.9)

De (3.8) y (3.9)

q̈i =
1

m

(
ṗi +

B

2
εij q̇j

)
=

1

m

(
B

2m
εij
(
pj +

B

2
εjkqk

)
− kqi +

B

2
εij q̇j

)
=

B

m
εij q̇j − k

m
qi. (3.10)



46 Teoŕıas tipo Chern-Simons

En consecuencia si µ → ∞ en (3.5) corresponderá a la teoŕıa de Chern Simons pura

que en el espacio reducido es µ
2
~̇A× ~A. Conforme a los pasos desarrollados, resolvimos las

ecuaciones de Euler-Lagrange. Por consiguiente definimos las variables z(t) y p(t) como

las nuevas coordenadas generalizadas y momento generalizado

z(t) = q1 + iq2, (3.11)

p(t) = p1 + ip2. (3.12)

En concreto realizamos las derivadas respecto al tiempo

ż(t) = q̇1 + iq̇2, (3.13)

ṗ(t) = ṗ1 + iṗ2. (3.14)

De (3.9)

q̇1 =
1

m

(
p1 +

B

2
q2

)
q̇2 =

1

m

(
p2 − B

2
q1

)
. (3.15)

Como resultado de esto escribimos

ż(t) =
1

m

(
p1 +

B

2
q2

)
+

i

m

(
p2 − B

2
q1

)
=

1

m
p(t)− iB

2m
z(t). (3.16)

De donde se infiere que

ṗ1 =
B

2m

(
p2 − B

2
q1

)
− kq1,

ṗ2 = − B

2m

(
p1 +

B

2
q2

)
− kq2. (3.17)

Por lo cual

ṗ(t) = − B

2m

(
−p2 +

B

2
q1

)
− kq1 + i

B

2m

(
p1 − B

2
q2

)
− ikq2,

= −
(
k +

B2

4m

)
z(t)− iB

2m
p(t). (3.18)

A continuación definimos

ω(t) =
1

m2
p(t),

por lo que z(t) y ω(t) tienen las mismas unidades y reescribimos (3.16) y (3.18)

ż(t) = mω(t)− iB

2m
z(t) (3.19)

ω̇(t) = − 1

m

(
k

m
+

B2

4m2

)
z(t)− iB

2m
ω(t) (3.20)
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Sea Z la matriz con dependencia en z(t) y ω(t)

Z =

(
z(t)

ω(t)

)

Por consiguiente derivamos la matriz respecto del tiempo

Ż =

(
ż(t)

ω̇(t)

)

Luego Ż

Ż =

(
− iB

2m
m

− 1
m

(
k
m

+ B2

4m2

)
− iB

2m

)
Z

Teniendo en cuenta lo anterior definimos la matriz

A =

(
− iB

2m
m

− 1
m

(
k
m

+ B2

4m2

)
− iB

2m

)

Si

α =

(
α1

α2

)
es un autovalor de A con autovalor λ, sucede que Anα = λnα y

eAtα =
∞∑
n=0

1

n!
Antnα

=
∞∑
n=0

1

n!
λntnα

= eλtα.

De esta manera debemos encontrar los autovalores de A. Para esto consideremos el de-

terminante det(A− λI) = 0

det

(
− iB

2m
− λ m

− 1
m

(
k
m

+ B2

4m2

)
− iB

2m
− λ

)
= 0,

o bien

(
iB

2m
+ λ)2 +

(
k

m
+

B2

4m2

)
= 0,

=⇒ iB

2m
+ λ = ±i

√(
k

m
+

B2

4m2

)
.
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De donde

λ = −i
(
B

2m
∓ Ω

)
(3.21)

con

Ω =

√(
k

m
+

B2

4m2

)
(3.22)

Si consideramos Z(t) = αeλt, resulta que Ż = λαeλt = AZ. Aśı las soluciones son de la

forma Z = αeλt donde α y λ son los autovectores correspondientes al autovalor λ.

Z = eλt

(
α1

α2

)
Derivamos

Ż = λeλt

(
α1

α2

)
Tenemos lo siguiente

Ż(t) = λα1e
λt

=

(
− iB

2m
α1 +mα2

)
eλt (3.23)

ω̇(t) = λα2e
λt

=

(
−Ω

m
α1 −

iB

2m
α2

)
eλt (3.24)

Tenemos entonces

A− λI =

(
− iB

2m
− λ m

− 1
m

Ω − iB
2m
− λ

)
Desarrollando la matriz anterior obtuvimos un sistema de ecuaciones para α1 y α2(

− iB
2m

+
iB

2m
∓ iΩ

)
α1 +mα2 = 0,

−Ω

m
α1 +

(
− iB

2m
+
iB

2m
∓ iΩ

)
α2 = 0.

En este caso obtenemos

∓iΩα±1 +mα±2 = 0,

−iΩ
2

m
α±1 ∓ iΩα±2 = 0. (3.25)

Comprobamos

α±2 = ±im
Ω
α+

1 (3.26)
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Por tanto

α± = α±1

(
1

± iΩ
m

)
Es de subrayar que el resultado obtenido permite escribir el valor de la constante de

integración α1 para la coordenada z(t)

z = C+α+eiλ
+t + C−α−e−iλ

−t

La solución para z(t) y ω(t) es

z(t) = e−i
B

2m
t(C+α+

1 e
iΩt + C−α−1 e

−iΩt) (3.27)

ω(t) = e−i
B

2m
t

(
iΩ

m

)
(C+α+

1 e
iΩt − C−α−1 e−iΩt), (3.28)

En efecto C±α± = η± por lo cual las ecuaciones (3.27) y (3.28) toman la forma

z(t) = e−i
B

2m
t(η+eiΩt + η−e−iΩt),

ω(t) = e−i
B

2m
t

(
iΩ

m

)
(η+eiΩt − η−e−iΩt).

En particular para t = 0

z(0) = η+ + η−,

ω(0) =
iΩ

m
(η+ − η−).

Por otra parte

z(0)− im

Ω
ω(0) = 2η+,

z(0) +
im

Ω
ω(0) = −2η−. (3.29)

De donde resulta

z(t) = e−i
Bt
2m

[
1

2

(
z(0)− p(0)

mΩ

)
eiΩt +

1

2

(
z(0) +

p(0)

mΩ

)
e−iΩt

]
,

= e−i
Bt
2m

(
z(0)cosΩt+

p(0)

mΩ
senΩt

)
. (3.30)

De igual modo para p(t)

p(t) = imΩe−i
Bt
2m

[
1

2

(
z(0)− ip(0)

mΩ

)
eiΩt − 1

2

(
z(0) +

ip(0)

mΩ

)
e−iΩt

]
,

= e−i
Bt
2m (p(0)cosΩt−mΩz(0)senΩt) . (3.31)
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3.3. Teoŕıas tipo Chern-Simons. Modelo m→ 0

A continuación trabajamos con el modelo correspondiente al ĺımite m → 0. Recor-

damos que en este modelo no es posible despejar todas las velocidades en función del

momento, por tanto, estamos en la presencia de un sistema singular.

En este sentido partimos del Lagrangiano dado en (3.2) y evaluando condición descrita

obtenemos

L0 =
B

2
~q × ~̇q − 1

2
k~q 2

= −B
2
εij q̇iqj − k

2
qiqi, (3.32)

Verificamos que es singular ya que ∂2L
∂q̇i∂q̇j

= 0.

En este momento usamos la expresión para el momento canónico

pi =
∂L

∂q̇i
= −B

2
εijqj, (3.33)

en efecto encontramos un v́ınculo primario

φi = pi +
B

2
εijqj. (3.34)

Seguidamente el Hamiltoniano canónico se escribe como

H0 =

(
piq̇i +

B

2
εij q̇iqj +

k

2
qiqi
)
|pi=−B

2
εijqj

H0 =
k

2
qiqi. (3.35)

Luego de incluir el v́ınculo primario se transforma en el Hamiltoniano

H =
k

2
qiqi + λiφi, (3.36)

el cual sirve para describir la evolución temporal de las variables del espacio de fases. En

este sentido Ḟ = {F,HE} con F función arbitraria de las variables del espacio de fases.

Con referencia al álgebra de Poisson canónica entre las qi y pi tenemos

{qi, pj} = δij, {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0

Puesto que debemos exigir que los v́ınculos se conserven, será útil calcular

{φi, φj} =

{
pi +

B

2
εilql, pj +

B

2
εjkqk

}
= εijB (3.37)
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A todo esto

φ̇i = {φi, H}
0 = −kqi + λkεikB,

de donde

λi = − k
B
εijqj, (3.38)

Pues bien la relación anterior permite encontrar el multiplicador de Lagrange asociado al

v́ınculo primario. En vista que no aparecen nuevos v́ınculos el proceso termina acá.

Además la ecuación (3.37) indica que los v́ınculos obtenidos son de segunda clase y

usamos los corchetes de Dirac. Empecemos por considerar la matriz Cij ≡ {φi, φj}. En

este caso la matriz inversa es Cik = εikC, con C a conseguir. Desarrollamos la expresión

siguiente

CijC
jk = δki ,

= εijδkBC,

= −δki BC,

de aqúı

C = − 1

B
. (3.39)

Significa que la matriz inversa es Cik = − 1
B
εik. Calculamos los corchetes de Dirac:

{qi, qj}∗ = {qi, qj} − {qi, φj}Cjl{φl, qj},

= −δij(−
1

B
εjl)(δjl ),

= − 1

B
εij, (3.40)

{qi, pj}∗ = {qi, pj} − δikCkl{φl, pj}, ,

= δij −
1

B
εil
B

2
εlkδkj ,

=
1

2
δij (3.41)

{pi, pj}∗ = −{pi, φk}(−
1

B
εkl){φl, pj},

= −εkmB
2

(−δim)

(
− 1

B
εkl
)
B

2
εlnδjn,

= −B
4
εij. (3.42)
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Del mismo modo

{qi, φj}∗ = {qi, pj}∗ +
B

2
{qi, qk}∗,

= 0. (3.43)

{pi, φj}∗ = {pi, pj}∗ +
B

2
εjk{pi, qk}∗,

= 0. (3.44)

Efectivamente se pueden sustituir antes o después de calcular los corchetes de Dirac.

En śıntesis tenemos para la teoŕıa reducida (m→ 0) lo siguiente

{qi, qj}∗ = − i
B
εij {qi, pj}∗ = 1

2
δij {pi, pj}∗ = −B

4
εij

A su vez ls evolución temporal de la variable qi la obtenemos de los corchetes de Poisson

q̇i = {qi, HC}

= − k
B
εijqi. (3.45)

Recordamos que definimos z(t) como

z(t) = q1 + iq2.

A continuación pasamos a resolver la expresión

ż(t) = − k
B

(q2 − iq1),

= i
k

B
(q1 + iq2),

= i
k

B
z(t).

En particular z(t) al integrar es

z(t) = z(0)ei
k
B
t. (3.46)

De igual manera para p(t) encontramos

p(t) = p1 + ip2,

=
B

2
(−q2 + iq1),

= i
B

2
z(0)ei

k
B
t,

= p(0)ei
k
B
t. (3.47)

Llegamos al punto en el que debemos verificar śı es posible relacionar el modelo m 6= 0

con el dado por m→ 0. En concreto haremos uso de (3.30) y (3.31)

z(t) = e−i
B

2m
t

(
z(0)cosΩt+

1

mΩ
p(0)senΩt

)
,

p(t) = e−i
B

2m
t (p(0)cosΩt−mΩz(0)senΩt)
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Aśı que para m = 0 los v́ınculos obtenidos fueron

p1 = −B
2
q2; p2 =

B

2
q1. (3.48)

Recordemos que

Ω =

(
B2

4m2
+
k

m

) 1
2

=
B

2m

(
1 +

4mk

B2

) 1
2

.

Para el ĺımite m→ 0

Ω ≈ B

2m

(
1 +

2mk

B2
− m2k2

2B4
+ ...

)
,

≈ B

2
+
mk

B
− m2k2

2B4
+ ...

Tenemos que para m→ 0, Ω ≈ B
2m

+ k
B
− m2k2

2B4 + ...

Por otro lado debemos recordar que para m→ 0 el valor de z(t) y p(t) son

z(t) = z(0)e
ikt
B ,

p(t) = p(0)e
ikt
B .

Ahora bien

mΩ ≈ m

(
B

2m
+
k

B
− m2k2

2B4
+ ...

)
≈ B

2
+
mk

B

También

1

mΩ
≈ 2

B

(
1 +

4mk

B2

)− 1
2

,

≈ 2

B
− 4mk

B3
.

De modo que

Ω ≈ B

2
+
k

B

mΩ ≈ B

2
1

mΩ
≈ 2

B

Aśı que para m→ 0 tenemos que p(0) = iB
2
z(0)
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Como resultado de esto escribimos (3.30) y (3.31) bajo el ĺımite de masa nula.

z(t) −→ e−
iBt
2m

(
z(0)

(
eiΩt + e−iΩt

2

)
+
iB

2
z(0)

2

B

(
eiΩt − e−iΩt

2i

))
=

z(0)

2

(
e−

iBt
2m

(
ei(

B
2

+ k
B )t + e−i(

B
2

+ k
B )t

2

)
+ e−

iBt
2m

(
ei(

B
2

+ k
B )t − e−i(

B
2

+ k
B )t

2

))
= z(0)ei

k
B
t (3.49)

y para m→ 0, tenemos que z(0) = −2i
B
p(0)

p(t) = e−
iBt
2m

(
p(0)

(
ei(

B
2

+ k
B )t + e−i(

B
2

+ k
B )t

2

)
− B

2

(
−2ip(0)

B

)(
ei(

B
2

+ k
B )t − e−i(

B
2

+ k
B )t

2

))
= p(0)e

ikt
B (3.50)

De acuerdo con el ĺımite m→ 0, encontramos aśı la conexión para ambos modelos. Esto

quiere decir que las soluciones encontradas en (3.30) y (3.31) son también válidas para el

otro modelo sólo en el ĺımite de m = 0, (3.49) y (3.50).



Caṕıtulo 4

Ecuación de Schrödinger en los

modelos tipo Chern-Simons

4.1. Introducción

El propósito del caṕıtulo es el estudio de la ecuación de onda para un sistema f́ısico

determinado por el Hamiltoniano de una part́ıcula de masa m y potencial de la forma U(r)

con la finalidad de encontrar la evolución dinámica del sistema a través del tiempo. En este

sentido encontramos las autofunciones Ψ y los autovalores de la enerǵıa E correspondientes

a los modelos m 6= 0 y m = 0. En particular tenemos el Hamiltoniano

H =
1

2m

(
pi +

B

2
εijqi

)(
pi +

B

2
εikqk

)
+
k

2
qiqi.

De manera puntual y con fines prácticos, escribimos el Hamiltoniano en coordenadas

polares y por medio de un cambio de variables en coordenadas polares separamos la

solución en su parte radial y angular. Seguidamente evaluamos la parte radial para valores

finitos e infinitos y encontramos la solución radial. De igual forma encontramos la solución

para la parte angular. Finalmente construimos la autofunción Ψ empleando los Polinomios

de Laguerre tanto para el modelo del sistema regular m 6= 0 y el otro dado para m = 0

correspondiente al sistema singular.

4.2. La Ecuación de Schrödinger. Modelo m 6= 0

El Teorema de Noether permite obtener de manera sistemática cantidades conservadas

[4]. Siguiendo esta idea, consideramos transformaciones infinitesimales de coordenadas las

cuales dejan inalteradas las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En consecuencia el Lagrangiano invariante es

t −→ t +4t,
qi −→ qi +4qi.
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Además

4qi = δqi + q̇i4t.

Para rotaciones

4t = 0; δqi = −εijqj.

El teorema de Noether indica

G(t) = L4t+
∂L

∂q̇i
δqi, (4.1)

Recordemos que el Lagrangiano para el caso de m 6= 0 es

L =
m

2
q̇iq̇i +

B

2
εijqiq̇j − k

2
qiqi.

Debemos subrayar que las ecuaciones searán las mismas bajo transformaciones infinitesi-

males cuando para el Lagrangiano se verifique

δL = −mεij q̇iq̇j − kεijqiqj +
B

2
qiq̇j +

B

2
qiq̇j,

con lo que δL = 0. Aśı

G(t) =
∂L

∂q̇i
εijqj = −εijpiqj = M

Consideramos ahora el paso a la cuantización

{qi, pj} = i[qi, pj]. (4.2)

En este momento desarrollamos la ecuación anterior

qipj − pjqi = iδij,

pjqi = qipj − iδij.

Está claro que el momento angular M toma la forma

M = −εijpiqj,
= −εij(qjpi − iδij),
= −εijqjpi = εijqipj (4.3)

En este sentido con la ayuda de (4.2) postulamos las reglas de conmutación

[qi, pj] = iδij; [qi, qj] = 0; [pi, pj] = 0. (4.4)
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De igual modo buscamos los conmutadores del momento angular con las otras cantidades

teniendo presente las reglas de conmutación[
M, pi +

B

2
εijqj

]
=

[
εklqkpl, pi +

B

2
εijqj

]
,

= εkl
[
qkpl, pi +

B

2
εijqj

]
,

= εkl
{[
qk, pi

]
pl +

B

2
εijqk

[
pl, qj

]}
,

= iεklδkipl − iB
2
εijqkδljεkl

= iεilpl − iB
2
qi.[

M,
k

2
qiqi
]

=
k

2
εkl[qkpl, qiqi],

=
k

2
εklqk[pl, qiqi],

=
k

2
{qi[pl, qi] + [pl, qi]qi},

=
k

2
(−2iεklqkql) = 0.

Ahora bien el conmutador de M con H es

[M,H] =
1

2m

(
pi +

B

2
εijqj

)[
M, pi +

B

2
εikqk

]
+

1

2m

[
M, pi +

B

2
εijqj

](
pi +

B

2
εikqk

)
+

[
M,

k

2
qiqi
]
,

=
1

2m

(
pi +

B

2
εijqj

)(
iεilpl − iB

2
qi
)

+
1

2m

(
iεilpl − iB

2
qi
)(

pi +
B

2
εijqj

)
+ 0,

= 0.

Después el Hamiltoniano se expresa

H =
1

2m

(
pi +

B

2
εijqi

)(
pi +

B

2
εikqk

)
+
k

2
qiqi

=
1

2m
pipi +

B

4m
εijqjpi +

B

4m
εikpiqk +

B2

8m
qiqi +

k

2
qiqi,

=
1

2m
pipi +

B

2m
M +

m

2

(
B2

4m2
+
k

m

)
qiqi,

=
1

2m
pipi +

B

2m
M +

m

2
Ω2qiqi.

con Ω2 =
(
B2

4m2 + k
m

)
.
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De igual modo definimos

M |N, n > = n|N, n >,
H|N, n > = E(N, n)|N, n > .

Ahora podemos decir que las coordenadas y momenta son operadores que obedecen ciertas

reglas de conmutación.

pi = −i ∂
∂qi

Además tenemos

pipi =⇒ −4, qiqi =⇒ |q|2.

Con 4 el laplaciano en ciertas coordenadas y qi el término asociado a la velocidad al cua-

drado, parte del potencial cuadrático. El siguiente punto es resolver el problema mecánico

cuántico. La ecuación de Schrödinger en coordenadas polares es(
− 1

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
+
mΩ2

2
r2

)
Ψ(r, θ) =

(
E +

B

2m
n

)
Ψ(r, θ) (4.5)

Como V (~r) = mΩ2

2
~q2 es par las soluciones tienen paridad definida. Buscamos soluciones

de la forma Ψ(r, θ) = eiαθR(r). Ahora bien en la coordenada R se obtuvo lo siguiente

− 1

2m
R′′ − 1

2mr
R′ +

α2

2mr2
R +

m

2
Ω2r2R =

(
E +

nB

2m

)
R,

o bien

R′′ +
1

r
R′ +

(
nB + 2mE − m2α2

r2
− Ω2r2

)
R = 0

Introducimos la variable ω = mΩr2 y entonces

dR

dr
=
dω

∂r

∂R

∂ω
= 2mΩr

dR

dω
,

d2R

dr2
= 2mΩ

dR

dω
+ 4mΩr2d

2R

dω2
,

1

r

dR

dr
= 2mΩ

dR

dω
,

y aśı

4mΩω
d2R

dr2
+ 4mΩ

dR

dr
+

(
nB + 2mE − mΩα2

ω
−mΩω

)
R = 0

ω
d2R

dr2
+
dR

dr
+

(
nB + 2mE

4mΩ
− α2

4ω
− ω

4

)
R = 0 (4.6)
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De esta manera estudiamos el comportamiento de la solución de la ecuación diferencial

para valores de ω pequeños y grandes. Evaluamos (4.6) en los ĺımites ω →∞ y ω → 0.

Para el ĺımite de ω →∞ suponemos

R = ωbeaω
(

1 +
c

ω
+ ...

)
En este caso la paridad deberá aprecer en ωb ya que en eaω y la serie son pares. Buscamos

las derivadas respecto a ω

dR

dω
= ωbeaω

(
a+

ac+ b

ω
+ ...

)
d2R

dω2
= ωbeaω

(
a2 +

2ab+ a2c

ω
+

2abc− ac− b
ω2

+ ...

)
.

Agrupamos el lado izquierdo de la ecuación diferencial

ω
d2R

dω2
+
dR

dω
= ωbeaω

(
a2ω + (a+ 2ab+ a2c) +

2abc

ω
+ ...

)
Para la parte derecha(

Λ− α2

4ω
− ω

4

)
ωbeaω

(
1 +

c

ω
+ ...

)
= ωbeaω

(
−ω

4
+
(

Λ− c

4

)
+
cΛ− α2

4
− d

4

ω
+ ...

)
,

con Λ =
(
nB+2mE

4mΩ

)
. De aqúı apreciamos:

ω : a2 − 1

4
= 0,

ω0 : a+ 2ab+ a2b+ Λ− c

4
= 0,

ω−1 : 2abc+ cΛ− α2

4
− d

4
= 0.

Para ω →∞ por inspección

a2 − 1

4
= 0 =⇒ a = ±1

2
.

También

a(1 + 2b) = −Λ

1 + 2b = ∓2Λ

=⇒ b = −1

2
∓ Λ

2

Por tanto cuando ω →∞

R(ω) = eaωωb
(

1 +
c

ω
+ ...

)
(4.7)



60 Ecuación de Schrödinger en los modelos tipo Chern-Simons

con:

a = ±1

2
; b = −1

2
∓ Λ

2

Para ω −→ 0 ponemos R(ω) = ωσ(1 + aω + ...). En este caso

dR

dω
= σωσ−1(1 + aω + ...) + ωσ(a+ ...)

d2R

dω2
= σ(σ − 1)ωσ−2(1 + aω + ...) + 2σωσ−1(a+ ...) + ωσ(b+ ...)

Luego:

ω
d2R

dω2
+
dR

dω
= σ2ωσ−1(1 + aω + ...) + (2σ + 1)ωσ(a+ ...) + ωσ+1(b+ ...)

y además para el otro lado de la ecuación diferencial(
Λ− α2

4ω
− ω

4

)
ωσ(1 + aω + ...) = −α

2

4
ωσ−1(1 + aω + ...) + Λωσ(1 + aω + ...)

−1

4
ωσ+1(1 + aω + ...).

Tomamos el coeficiente de ω con menor orden

σ2 − α2

4
= 0, =⇒ σ = ±α

2
,

esto conduce a

R(ω) = ω
|α|
2 (1 +D′ω + ...)

La solución es para

ω >> 1 =⇒ R(ω) = e−
ω
2 ω

Λ
2
− 1

2

(
1 +

c

ω
+ ...

)
,

ω << 1 =⇒ R(ω) = ω
|α|
2 (1 +D′ω + ...).

La solución que obtuvimos

R(ω) = e−
ω
2 ω

|α|
2 Q(ω), (4.8)

Y la paridad de la misma aparece en ω
α
2 pues e

−ω
2 y la serie son pares. Es fácil comprobar

que además cumple con los argumentos hechos desde un principio

ω → 0 =⇒ Q(ω) finita,

ω →∞ =⇒ Q(ω) ≈ ω
1
2

(−1+ 1
Ω

(E+Bn
2m

)).
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Debemos buscar Q(ω). Admitamos la solución por medio de series

Q(ω) =
n∑
l=0

alω
l =⇒ Q(ω)′ =

n∑
l=1

lalω
l−1 =⇒ Q(ω)′′ =

n∑
l=2

l(l − 1)alω
l−2.

dichas relaciones las sustituimos en la ecuación diferencial

∞∑
l=0

[l(l + 1)al+1 + (l + 1)(1+|α|)al+1 − lal +
1

2Ω

(
E +

Bn

2m
− Ω(1+|α|)

)
al]ω

l = 0

de esta manera apreciamos la regla de recurrencia

(l + 1)(l + 1+|α|)al+1 −
1

2Ω

[
E +

Bn

2m
− Ω(2l+|α|+ 1)

]
al = 0.

A continuación tomamos el caso l = 0

(1+|α|)a1 +

[
1

2Ω

(
E +

Bn

2m

)
− 1

2
(|α|+ 1)

]
a0 = 0.

Lo cual significa

a1 = −
[

1
2Ω

(
E + Bn

2m

)
− 1

2
(|α|+ 1)

]
1+|α|

a0.

De igual manera tomamos l = 1

2(2+|α|)a2 +
1

2Ω

[
E +

Bn

2m
− Ω(2+|α|+ 1)

]
a1 = 0,

obtenemos

a2 =

[ 1
2Ω

[−λn + Ω(2+|α|+ 1)]

2(2+|α|)
[− 1

2Ω
λn + 1

2
(|α|+ 1)]

1+|α|

]
a0,

donde λn = (E + Bn
2m

).

En definitiva

al =
[l − 1 + 1+|α|

2
− λn

2Ω
][l − 2 + 1+|α|

2
− λn

2Ω
]...[1+|α|

2
− λn

2Ω
]

l!((l − 1) + 1+|α|)((l − 2) + 1+|α|)...(1+|α|)
a0.

Consideremos la función hipergeométrica confluente M(a, b, z) [15, 16] con la forma

M(a, b, z) = 1 +
az

b
+

(a)2z
2

2!(b)2

+
(a)3z

3

3!(b)3

+ ...
(a)lz

l

l!(b)l
.

M(a, b, z) representa una solución independiente de la ecuación

z
d2M

dz2
+ (b− z)

dM

dz
− aM = 0, (4.9)
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la cual tiene una singularidad regular en z = 0 y otra irregular en z →∞. Además

(a)l = a(a+ 1)(a+ 2)...(a+ n− 1) , (a)0 = 1.

Señalamos que el valor de al es

al =
[1+|α|

2
− λn

2Ω
]l

(1+|α|)ll!
a0.

La solución radial Q(ω) queda

Q(ω) = a0M

(
1+|α|

2
, 1+|α|, ω

)
.

De igual manera una solución complementaria para (4.9) la representa la ecuación de

Kummer [15, 16]

U(a, b, c) =
π

sen(πb)

[
M(a, b, z)

Γ(1 + a− b)Γ(b)
− z1−bM(1 + a− b, 2− b, z)

Γ(a)Γ(2− b)

]
.

Sustituyendo las expresiones para a,b y z provenientes de la ecuación diferencial (4.9) (ver

ápendice D), parte de la solución obtenida es:

U

(
1+|α|

2
, 1+|α|, ω

)
=

π

sen(1+|α|)π

[
M(1+|α|

2
, 1+|α|, ω)

Γ(1− |α|
2

)Γ(1+|α|)

]

− π

sen(1+|α|)π

[
ω−|α|

M(1− |α|
2
, 1−|α|, ω)

Γ(1+|α|
2

)Γ (1−|α|)

]
(4.10)

La solución para la ecuacion de Schrödinger en coordendas polares depende de los

valores de (a, b, c).

Lo anterior lo podemos pareciar en el siguiente cuadro

M(a, b, c) Parámetros m,n enteros y positivos

Serie convergente para todo a,b y c a 6= −m b 6= −n
Polinomio de grado m en z a = −m b 6= −n

Polo simple en b = −n a 6= −m b = −n
a = −m b = −n

m > n

Indefinida a = −m b = −n
m ≤ n

Cuadro 4.1: Parámetros m y n de la ecuación de Kummer

Para el caso de

1+|α|
2
− λn

2Ω
= −m,

1+|α|
2

+m =
λn
2Ω

.
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con m = 0, 1, 2, .... La serie se corta luego de am. Si además

1+|α| ≥ 0. (n 6= −m),

la serie es infinita. Sin embargo, la misma converge śı

alω
l

al−1ωl−1
= ω

(
1

l
−

Ω(1+|α|)+λn
2Ω

l

)
.

Luego

alω
l

al−1ωl−1
=

ω

l

(
1−

(
Ω(1+|α|) + λn

2Ω

))
que→ 0 cuando l→∞.

Sin embargo la condición asintótica cuando ω →∞ no se satisface. Aqúı

E(N, n) +
Bn

2m
= Ω(2N+|α|+ 1) N = 0, 1, 2, ...

Aśı

E(N, n) = Ω(2N+|α|+ 1)− Bn

2m
N = 0, 1, 2, ... (4.11)

La solución la conectamos con los polinomios asociados de Laguerre [15, 16]

M(−N,α + 1, x) =
N !

(α + 1)N
LαN(x).

Reescribimos Q(ω) en función de los polinomios de Laguerre

Q(ω) = a0M(−N,α + 1, x) = a0
N !

(α + 1)N
LαN(x).

pero tenemos

a0 =
(1+|α|)N

N !
,

=
(1+|α|)(1+|α|+ 1)...(1+|α|+N − 1)

N !
,

recordamos las propiedades de la función Γ

N ! = Γ(N + 1),

Γ(z + 1) = zΓ(z) = z(z − 1)Γ(z − 1),

(s+ 1)(s+ 2)...(s+ p) =
Γ(s+ p+ 1)

Γ(s+ 1)
,

escribimos nuevamente a0

a0 =
Γ(1+|α|+N)

Γ(1+|α|)Γ(N + 1)
.
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Escribimos Q(ω) de la siguiente forma

Q(ω) = L
|α|
N (ω).

Tenemos que la solución es

Ψ(ω, θ) = Ae±iαθe−
ω
2 ω−

|α|
2 L
|α|
N (ω),

con L
|α|
N solución de la ecuación diferencial

ωL
(|α|)′′
N (ω) + (| α | +1− ω)L

(|α|)′
N (ω) +NL

|α|
N (ω) = 0, (4.12)

recordemos que

α = n; l = N.

La solución completa para la ecuación de Schrödinger en términos de los polinomios

asociados de Laguerre (Apéndice D) es

〈q|N, n〉 =

√
N !

π(N+|n|)!
(mΩ)

1+|n|
2 r|n|einθe

−mΩr2

2 LnN

(
mΩr2

2

)
. (4.13)

4.3. Solución de la Ecuación de Schrödinger. Modelo

m −→ 0

El panorama general hasta este momento es el siguiente hemos encontrado la autofun-

ción (4.13) y los niveles de enerǵıa asociados a la ecuación de Schrödinger para el modelo

m 6= 0. Los compararemos con el proveniente del ĺımite m −→ 0.

Siguiendo la idea anterior debemos encontrar la relación

mΩ = m

(
B

2m
+
k

B

)
=

B

2
+
km

B
.

En este caso, sustituyendo en (4.13) la autofunción para el ĺımite m→ 0 se reduce a

〈q|N, n〉 =

√
N !

π(N+|n|)!

(
B

2

) 1+|n|
2

r|n|einθe
−Br2

4 LnN

(
Br2

4

)
,

si empleamos los polinomios de Hermite (Apéndice C) la solución es

un(x) =

(√
K

πB

1

2nn!

) 1
2

Hn

(√
k

B
x

)
e−

k
2B
x2

, (4.14)
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la cual podemos comparar con la obtenida por medio de los polinomios de Laguerre. Ahora

bien los niveles de enerǵıa para el modelo vienen dados por la ecuación (4.11)

E(N, n) =
B

2m
(2N+|n| − n+ 1) +

k

B
(2N+|n|+ 1)

La solución diverge cuando m → 0. Los niveles de enerǵıa son finitos sólo para N = 0 y

n > 0

E(0, n) =
B

2m
(2(0) + n− n+ 1) +

k

B
(2(0) + n+ 1),

=
B

2m
+
k

B
(n+ 1). (4.15)

Para el ĺımite m→ 0 todos los estados con N > 0, aśı como aquellos con N = 0 y n < 0

están separados por un espacio infinito y desacoplados de los provenientes de N = 0,

n ≥ 0. Estos estados sobrevivientes son aquellos cuyo momento angular se encuentra

alineado con el campo magnético externo, y están en correspondencia con cada uno de

los estados de la teoŕıa reducida. Ellos llevan niveles de enerǵıa finitos, proporcionados

por una resta que se realiza sobre el Hamiltoniano. La parte infinita es, evidentemente,
B

2m
; mientras que la parte finita es k

2B
en la parte reducida el valor correspondiente a los

niveles de enerǵıa viene dada por

E0(n) =
k

B

(
n+

1

2

)
; n = 0, 1, ..., etc. (4.16)

En cuanto al espectro del momento angular apreciamos una similar discrepancia en cuanto

a la presencia de numeros semienteros. Para la teoŕıa completa m 6= 0 el espectro del

momento angular comprende todos los números enteros positivos y en el caso de la teoŕıa

reducida m = 0 sólo admite número semi-enteros positivos en su espectro. Esta es una

diferencia muy importante en la acción de simetŕıa de rotación para ambos modelos.

La solución en el ĺımite m→ 0 con N = 0 y n ≥ 0

〈q | 0, n〉m→0 =

(
B

2π

) 1
2
(
B

2

) |n|
2 r|n|√

n!
ei|n|θe−

Br2

4 .
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta investigación usamos como referencia el modelo de la teoŕıa topológica masi-

va [11, 12] y se extendió su estudio al comportamiento de las teoriás tipo Chern-Simons

empleando un modelo mecánico cuántico análogo a éste, al cual aplicamos por separado

los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano.

Enfatizamos la importancia del estudio del formalismo Lagrangiano y del formalismo

Hamiltoniano en diferentes teoŕıas y su aplicación en algunas de las ramas de la f́ısica a

través de ejemplos referidos a la mecánica clásica (oscilador armónico), teoŕıa de campos

(acción autodual) y teoŕıas más complejas (topológica masiva con Chern-Simons).

En cuanto al estudio del modelo de la teoŕıa topológica masiva nos fijamos en el pro-

blema del Lagrangiano de Lorentz para una part́ıcula de carga q y de masa m bajo la

acción de un campo magnético externo y con un potencial escalar de forma cuadráti-

ca. Obtuvimos a partir de la acción del sistema, el Lagrangiano para el caso m 6= 0 y

seguidamente pudimos despejar las velociades en función del momento y de las coorde-

nadas. Aplicamos los corchetes de Poisson y encontramos las ecuaciones de movimiento

del sistema, las cuales pudimos resolver a continuación, por tanto este sistema es regular.

Luego de esto aplicamos el formalismo Hamiltoniano a este mismo caso, aqúı construimos

el Hamiltoniano y trabajando nuevamente los corchetes de Poisson pudimos encontrar

las ecuaciones de movimiento y las resolvimos. Acto seguido comparamos los resultados

obtenidos entre ambos formalismos desarrollados, esto quiere decir, que por medio de los

corchetes de Poisson pudimos pasar del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano sin per-

der información del estado del sistema durante el proceso.

Sin embargo, una situación diferente fue para el modelo m = 0. Obtuvimos un sistema

singular, ya que no pudimos despejar todas las velocidades del sistema como función del

momento generalizado. Aqúı definimos el álgebra de los v́ınculos, los cuales en un prin-

cipio eran primarios. A partir de éstos, se construyó la matriz CAB teniendo como base

v́ınculos de segunda clase. Luego de esto se empleó el formalismo de Dirac para encontrar
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los vińculos y las ecuaciones de dinámicas de Euler-Lagrange aplicando el formalismo

Hamiltoniano. Al final pudimos comprobamos que las ecuaciones obtenidas empleando el

formalismo Lagrangiano y el formalismo Hamiltoniano son equivalentes ya que usamos

como herramienta el álgebra de los corchetes de Dirac. En ambas situaciones encontramos

las ecuaciones de movimiento y vinculamos los resultados con la teoŕıa desarrollada. Lue-

go de esto, comparamos la solución de la posición y del momento correspondientes para

ambos modelos y pudimos verificar que en el ĺımite de m = 0 ambas soluciones coinciden,

lo cual no siempre ocurre.

Finalmente una vez planteada la ecuación de Schrödinger procedimos a resolverla por

medio de una serie de cambios. La solución que obtuvimos permitó encontrar los niveles

de enerǵıa del sistema y la solución general del sistema para el caso m 6= 0. Verificamos

que las soluciones de la ecuación de Schrödinger en ambos cosos son iguales solamente en

el ĺımite de m = 0.



Apéndice A

Transformada de Legendre

A.1. Introducción

En este apéndice reproducimos lo presentado en el libro de Métodos Matemáticos para

la Mecánica Clásica de Arnold [17] citado en los apuntes del Curso de Introducción a la

Teoŕıa Clásica de Campos [6].

A.2. Generalidades. Una variable

Consideremos una curva y = f(x) con la condición que y” > 0. En cada punto de la

curva se puede asignar la Transformada de Legendre de f como

L(f) ≡ g(p), (A.1)

la cual representa una función g de la variable nueva p, esta se construye como se muestra

en la figura (A.1). Partiendo del gráfico de f(x), consideramos la recta y = px y sea

x = x(p) el punto de la curva más alejado a la recta. Entonces

Figura A.1: Transformada de Legendre, tomada del libro de Arnold
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g(p) = F (p, x(p)), (A.2)

con

F (p, x) ≡ xp− f(x) (A.3)

El punto x(p) se define por la condición ∂F
∂x

= 0 i.e. p = f ′(x). Cuando f es convexa este

punto es único.

La transformada de Legendre de f(x) es por tanto una función de p, y no de x. Esta

transformada es útil cuando se desea a partir de una función dada, otra cuya variable

independiente sea la derivada de la primera.

A.2.1. Transformada de Legendre para funciones con una varia-

ble

Presentamos una serie de funciones con una variable y buscaremos la Transformada

de Legendre asociada a la nueva función g.

1. Tomemos la función: y(x) = f(x) = mx2, con m una constante positiva. Entonces

y(x) = mx2

=⇒ f ′(x) = 2xm

=⇒ f ′′(x) = 2m > 0.

Empleamos la relación (A.3)

∂F

∂x
=

∂

∂x
[px−mx2]

0 = p− 2mx

=⇒ x(p) =
p

2m
.

La transformada correspondiente de esta función es

g(p) = F (p, x(p))

= x(p)p− f(p)

=
p2

2m

2. f(x) = 1
α
xα. Tenemos

F (x, p) = xp− f(x)

= xp− 1

α
xα

=⇒ x(p) = p
1

α−1 ,
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la Transformada de Legendre asociada a esta función es

g(p) = F (x(p), p)

= x(p)p− f(p)

pp
1

α−1 − 1

α
p

1
α−1 = p

α
α−1

(
1− 1

α

)
,

utilizamos la siguiente relación

1

α
+

1

β
= 1 con α > 0 y β > 0

1

β
= 1− 1

α

=
α− 1

α
.

Obtenemos

g(p) =
1

β
pβ

A.3. Transformada de Legendre para funciones con

varias variables

Sea f(~x) una función variable vectorial convexa de ~x = (x1, ...xn). Esto significa que la

forma cuadrática< −∂2f
∂~x2 d~x, d~x > es definida positiva. Llamamos F (~p, ~x) =< ~p, ~x > −f(~x)

Lf(~x) ≡ g(~p)

= maxF (~p, ~x), (A.4)

esta condición implica que ~p = ∂F
∂~x

.

Podemos hacer también una Transformación de Legendre respecto a un conjunto de

variables: sea f = f(~x, ~w, t) la transformada de Legendre respecto a las ~x es

Lf = g(~p, ~w, t) ≡ < ~p, ~x(p) > −f(~p, ~w, t) (A.5)

con ~x(p) obtenida a partir de:

∂f

∂~x
= ~p (A.6)

Considerando la variación de g respecto a la nueva variable activa ~p

δg = <
∂g

∂~p
, δ~p >

= < ~x, δ~p > + < δ~x, ~p > − <
∂f

∂~x
, δ~x >

= < ~x, δ~p > + < ~p− ∂f

∂x
, δ~x >
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y usando (A.6) se obtiene

∂g

∂~p
= ~x (A.7)

esta ecuación es similar a (A.6) y afirma que si se realiza una Transformación de Legendre

respecto a p reobtenemos f . A las variables respecto a las cuales se hace la transformación

se les llama variables activas y a las otras se les llama pasivas. En este caso las ~x...

Miremos ahora que H(pi, q
i, t) es la transformada de Legendre de L(q̇i, qi, t). La com-

paración es trivial, f es L y se toma como variables activas a q̇i.

La función

F (pi, q̇
i, qi, t) ≡ piq̇

i − L(q̇i, qi, t),

es maximizada cuando

pi =
∂L

∂q̇i
. (A.8)

Aśı

H(pi, q
i, t) = [q̇ipi − L(q̇i, qi, t)]|pi= ∂L

∂q̇i
,

de donde:

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

(A.9)



Apéndice B

Sistemas de Coordenadas y

Separación de variables

B.1. Introducción

Es sabido que la Helmholtz Homogénea (o de Laplace) se puede separar en once

sistemas de coordenadas ortogonales [15, 18]. Aqúı nos ocuparemos solamente del sistema

de coordenadas polares.

B.2. Sistema de Coordenadas Polares

Para describir un vector con precisión se deben conocer longitudes, direcciones, ángu-

los, proyecciones o componentes espećıficas. Usamos normalmente para esto un Sistemas

de Coordenadas Ortogonales. Ahora bien, un Sistema de Coordenadas(S.C.) se define co-

mo aquella función que asigna uńıvocamente en cada punto de una región del espacio una

terna de números reales. A este número de coordenadas reales se les llama coordenadas

del punto. En este caso no se trabajará con una terna de números reales, sino con dos,

descritos por las variables (ρ, φ).

La situación general en dos dimensiones se indica en la figura B.1. Estamos interesados

en la conducta funcional de los campos, cerca del origen y en puntos alejados en tanto

sea esto posible.

La geometŕıa sugiere el emplear un sistema de coordendas diferente al cartesiano, que

describa el movimiento angular y radial (polar). La ecuación de Laplace en dos dimensio-

nes utilizando coordendas polares (ρ, φ) toma la forma [19]:

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
= 0. (B.1)
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Figura B.1: Sistema de Coordenadas Polares, tomado del libro Electrodinámica de Jackson

Para usar el método de separación de variables, sustituimos:

Ψ(ρ, φ) = R(ρ)Ψ(φ)

= RΨ,

en la ecuación anterior y después de multiplicar este resultado por ρ2

Φ
, obtenemos :

ρ

R

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
+

1

Ψ

∂2Ψ

∂φ2
= 0. (B.2)

Como uno de los términos depende de ρ y el otro de φ por separado, entonce cada uno

de ellos debe ser una constante:

ρ

R

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
= ν2

1

Ψ

∂2Ψ

∂φ2
= −ν2. (B.3)

Las soluciones de estas ecuaciones son:

R(ρ) = aρν + bρ−nu (B.4)

Ψ(φ) = Acos(νφ) +Bsen(νφ)

B.2.1. Ejemplo de aplicación. Hamiltoniano en coordenadas po-

lares

El Hamiltoniano de un sistema bajo la acción de la Fuerza de Lorentz fue estudiado

en el caṕıtulo 4 y se escribe como

H(pi, q
i) =

1

2m
pipi −

B

2m
M +

(
B2

8m
+
k

2

)
qiqi (B.5)
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Retomando las definiciones

Ω2 =
B2

4m2
+
k

m
E(N, n) | N, n > = H | N, n >

E(N, n) +
B

2m
n = Ω(2N + |n|+ 1)

q = ρ

El Hamiltoniano toma la siguiente forma

Ω(2N + |n|+ 1)Ψ =

(
1

2m
∇+

m

2
Ω2qiqi

)
Ψ

Donde el operador ∇ está escrito en coordenadas polares

∇ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂

∂ρ

Proponemos una solución para este problema de ecuaciones diferenciales del tipo

Ψ(ρ, φ) = R(ρ)M(φ)

≡ RM (B.6)

La ecuación toma la forma

M

2mρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂R

∂ρ

)
+

R

2mρ2

∂2M

∂φ2
+
m

2
Ω2ρ2RM = ΩRM (B.7)

Dividimos después la ecuación entre Ψ ≡ RM y agrupamos los términos

2mρ2

[
1

2Rm

∂2R

∂ρ2
+

1

2mRρ

∂R

∂ρ
+
m

2

(
Ωρ2 − 1

)
Ω

]
= − 1

M

∂2M

∂φ2
= λ (B.8)

La solución de la parte angular tiene es

M(φ) = Aeiλφ. (B.9)

Para la parte radial

1

R(ρ)

∂2R(ρ)

∂ρ2
+

1

R(ρ)ρ

∂R(ρ)

∂ρ
− 2mΩ

(
1− m

2
Ωρ2

)
=

λ2

ρ2

En este caso

∂2R(ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂R(ρ)

∂ρ
+

[
−2mΩ

(
1− m

2
Ωρ2

)
− λ2

ρ2

]
R(ρ) = 0

Proponemos otro cambio para la parte radial

ρ′ = mΩρ2; R = R(ρ)
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Luego

∂R

∂ρ
=

∂R

∂ρ′
∂ρ′

∂ρ

= 2mΩρ
∂R

∂ρ′
= 2

ρ′

ρ

∂R

∂ρ′

∂2R

∂ρ2
=

∂

∂ρ

(
∂R

∂ρ

)
= 2

∂

∂ρ

(
ρ′

ρ

∂R

∂ρ′

)
= 2mρΩ

[
2

ρ

∂R

∂ρ′
+ 2

ρ′

ρ

∂2R

∂ρ′2
− 2

ρ′

ρ

∂ρ

∂ρ′
∂R

∂ρ′

]
Las expresiones anteriores se sustituyen:

ρ′
∂2R

∂ρ′2
+

[
1− ρ′

ρ′
∂ρ

∂ρ′

]
∂R

∂ρ′
+

ρ′

2mρ2Ω

∂R

∂ρ′
+

mΩ

4mΩ

[
ρ′ − 2− λ

ρ′

]
R = 0

ρ′
∂2R

∂ρ′2
+

[
1− ρ′

ρ′
∂ρ

∂ρ′
+

1

2

]
∂R

∂ρ′
+

1

4

[
ρ′ − 2− λ

ρ′

]
R = 0

Pero:

ρ′

ρ

∂ρ

∂ρ′
=

mΩρ2

ρ

1

2mΩρ
=

1

2

Por tanto

ρ′
∂2R

∂ρ′2
+
∂R

∂ρ′
+

[
1

2
− 1

4
ρ′ − 1

4

λ

ρ′

]
R = 0 (B.10)

Pero evaluando la ecuación anteior en los ĺımites ρ→ 0 y despues en ρ→∞
Para ρ→ 0

∂2R

∂ρ′2
+

1

ρ′
∂R

∂ρ′
− 1

4

ν2

ρ′2
R = 0 (B.11)

Cuya solución es:

R(ρ′) = ρ′
n
2 (B.12)

Para ρ→∞
∂2R

∂ρ′2
− 1

4
R = 0 (B.13)

De donde se obtiene que:

R(ρ′) = e
ρ′
2 (B.14)

La solución de la parte radial de este problema es:

Rn(ρ) = A(mΩρ2)
n
2 e−

mΩρ2

2 LnN(mΩρ2) (B.15)

LnN(mΩρ2) el polinomio de Laguerre asociado y ρ′ = mΩρ2



Apéndice C

Oscilador Armónico en Mecanica

Cuántica

C.1. Solución del problema mecánico-cuántico

Partimos del Hamiltoniano en 1+1

H =
1

2m
P 2 +

mω2

2
X2. (C.1)

Postulamos la relaciones

[X,P ] = ih̄, [X,X] = 0, [P, P ] = 0 (C.2)

Como H es una cantidad conservada que no depende del tiempo, es fácil comprobar que

es la enerǵıa del sistema.

H|ϕ > = E|ϕ >(
− h̄

2m

d2

dx2
+
mω2

2
X2

)
ϕ = Eϕ. (C.3)

Donde V (x) = mω2

2
X2. La ecuación (C.3) es la de Schrödinger. En este caso los autovalores

son mayores al mı́nimo de V (x). Tenemos los observables adimensionados

X̂ =

√
mω

h̄
X, P̂ =

√
1

mh̄ω
P, Ĥ =

1

h̄ω
H

Se puede comprobar

[X̂, P̂ ] = i

El Hamiltoniano queda como sigue

Ĥ =
1

2
(X̂2 + P̂ 2) (C.4)
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Postulamos los conumutadores de creación (a) y aniquilación (a+) como sigue

a =
1√
2

(X̂ + iP̂ ), a+ =
1√
2

(X̂ − iP̂ ) (C.5)

En este caso tenemos lo siguiente:

X̂ =
1√
2

(a+ + a), P̂ =
1√
2

(a+ − a) (C.6)

El Hamiltoniano toma la forma

Ĥ =

(
a+a+

1

2

)
,

= N +
1

2
. (C.7)

Con N = a+a y el conmutador [a, a+] = 1 Usamos el método polinomial. Si cambiamos

X̂ = βX; P̂ =
1

βh̄
P, (C.8)

donde β =
√

mω
h̄

.

Ahora bien X̂|ζX̂ >= X̂|ζX̂ >. Con

< ζX̂′ , ζX̂ > = δ(X̂ − X̂ ′) (C.9)

En este caso tenemos ∫ ∞
∞

dX̂|ζX̂ >< ζX̂ | = 1

Ahora bien

X|ζX̂ > =
1

β
X̂|ζX >

=
X̂

β
|ζX̂ >

Donde |ζX̂ > es el autoestado de X con autovalor X̂
β

Aśı si X̂ = βX con |X > y |ζX̂ > proporcionales∫ ∞
∞

dX|X >< X| = 1∫ ∞
∞

dX̂

β
|X =

X̂

β
>< X =

X̂

β
| = 1
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Por tanto |X >= | X̂
β
>=
√
β|ϕ > Si

ϕ̂(X̂) = < ζX̂ |ϕ >,

=
1

β
< X =

X̂

β
|ϕ > .

=
1

β
ϕ

(
X =

X̂

β

)
(C.10)

Continuamos otra vez con la ecuación de Schrödinger unidimensional

1

2

(
− d2

dX̂2
+ X̂2

)
ϕ̂ = εϕ̂

De aqúı obtenemos (
d2

dX̂2
− (X̂2 − 2ε)

)
ϕ̂ = 0 (C.11)

La solución propuesta para esta ecuación diferencial es G(X̂) = e±
X̂2

2 que satisface

d2

dX̂2
G(X̂) =

d

dX̂
(e±

X̂2

2 X̂)

= e±
X̂2

2 X̂2 ± e±
X̂2

2

= (X̂2 + 1)e±
X̂2

2 . (C.12)

Aśı
(

d2

dX̂2
− (X̂2 + 1)

)
G± = 0. Si evaluamos la solución obtenida para el ĺımite X̂2 →∞,

obtenemos X2 + 1 ∼ X̂2 ∼ X2 − 2ε.

En este caso G es acotada. Tomamos lo siguiente

ϕ̂(X̂) = e−
X̂2

2 h(X̂) (C.13)

Como e−
X̂2

2 es par y ϕh(X̂) deben tener paridad definida. Esto significa que h(X̂) se

tomará como sigue

h(X̂) = X̂p(a0 + a2X̂
2 + ...a2mX̂

2m + ...) (C.14)

con a0 6= 0. Finalmente la paridad de h(X̂) la tiene X̂p
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Apéndice D

Ecuación Hipergeométrica

Confluente

D.1. Introducción

Consideramos la ecuación diferencial homogénea de segundo orden ordinaria

u′′(z) + P (z)u′(z) +Q(z)u(z) = 0, (D.1)

el estudio de ella es de gran importancia en f́ısica como el electromagnetismo, mecánica

cuántica, mecánica clásica, termodinámica, entre otras. Sus soluciones son tan importantes

que algunas de ellas se les llama funciones especiales. Para la resolución de esta ecuación

tenemos presente lo siguiente:

Si las funciones P(z) y Q(z) permanecen finitas (anaĺıticas) en z = a, entonces este

punto es un punto ordinario de la ecuación diferencial.

Cuando P (z) y Q(z) divergen (no anaĺıticas) a medida que z → a, entonces este

punto es un punto singular de la ecuación diferencial. En este caso se divide en dos

clases de puntos; singular regular o no esencial, cuando P (z) y Q(z) divergen

a medida que z → a, pero (z − a)P (z) y (z − a)2P (z) permanecen finitas en z = a

y singular irregular o esencial en caso contrario.

D.2. Hipergeométrica Confluente

Estudiamos ahora la ecuación diferencial ordinaria en el punto z0 = 0 [15, 20]

zψ′′(z) + (c− z)ψ′(z)− aψ′(z) = 0, (D.2)

la cual aparece en muchos casos importantes en f́ısica. Tiene un punto singular regular

en z = 0 y otro singular irregular en z =∞. Sus ráıces son 0 y (1− c).
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Buscamos una solución de la forma (caso c 6= 0)

ψ(z) = (z − z0)r
∞∑
n=0

cn(z − z0)n. (D.3)

Ahora bien si r = 0 y z0 = 0, la ecuación (C.2), reducimos la cantidad términos y

obtenemos:

∞∑
n=0

n(n− 1 + c)cnz
n−1 −

∞∑
n=0

(n+ a)cnz
n = 0, (D.4)

la cual mediante un cambio de variables, podemos reescribirla aśı

∞∑
n=0

[(n+ 1)(n+ c)cn+1 − (n+ a)cn]zn = 0, (D.5)

obtenemos la relación de recurrencia:

cn+1 =
(n+ a)

(n+ 1)(n+ c)
cn; c 6= 0,−1,−2, ...; n = 0, 1, 2, ... (D.6)

Escojamos c0 = 1, y llamamos a la solución M(a, c, z), la cual también se le conoce

como: F (a, c, z), F (a | c | z), φ(a, c, z), 1F1(a, c, z); la misma es:

M(a, c, z) =
Γ(c)

Γ(a)

∞∑
n=0

Γ(a+ n)

Γ(c+ n)

zn

n!
; (D.7)

con | z |< ∞ c 6= 0,−1,−2, ...,. La solución M(a, c, z) se le denomina función Hiper-

geométrica confluente. Dicha función es anaĺıtica en todo el plano complejo finito ya

que si a = 0,−1,−2, ..., M(a, c, z) es un polinomio.

En el caso en que a 6= 0,−1,−2, ..., entonces | cn+1zn+1

cnzn
|→n→∞= 0, ∀ z y por tanto

converge en todo el plano complejo finito.

Para el otro caso,(1−c) no sea un entero, la solución buscada será de la forma z1−cg1(z),

lo cual sustituimos en la expresión (C.1)

zg′′1(z) + [(2− c)− z]g′1(z)− (a− c+ 1)g1(z) = 0, (D.8)

que tiene como solución M(a− c+ 1, 2− c, z). Finalmente la solución de (F.1) es

ψ(z) = c1M(a, c, z) + c2z
1−cM(a− c+ 1, 2− c, z) (D.9)

Podemos también encontrar la solucion de la ecuación diferencial (C.1) por el méto-

do de transformadas integrales. En este caso intentaremos la solución con el núcleo de

Laplace. Esto es, buscar una solución de la forma:

ϕ(z) =

∫ t2

t1

eztv(t)dt, (D.10)
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donde debemos determinar v(t) y el camino de extremos t1 y t2.

Definimos el operador diferencial formal L o Lz como:

Lz ≡ p0(z)
d2

dz2
+ p1(z)

d

dz
+ p2(z), (D.11)

donde p0, p1, p2 representan funciones dependientes de z. Además definimos el operador

adjunto formal de Lz estrella asociado a Lz; denotado por L∗z como:

L∗zψ(z) =
d2

dz2
[p0(z)ψ(z)]− d

dz
[p1(z)ψ(z)] + [p2(z)ψ(z)], (D.12)

Empleando (C.10) a partir de (C.1), obtenemos

Lzezt = [zt2 + (c− z)t− a]ezt

=

[
(t2 − t) ∂

∂t
+ ct− a

]
ezt. (D.13)

Resulta

Mt = (t2 − t) d
dt

+ (ct− a), (D.14)

dondeMt es un operador de la formaMt = α(t) d
2

dt2
+ β(t) d

dt
+ γ(t). El operador adjunto

asociado es

M∗
tv(t) = − d

dt
[(t2 − t)v(t)] + [ct− a]v(t) = 0, (D.15)

tomamos g(t) ≡ (t2 − t)v(t) la ecuación anterior toma la forma

d

dt
g(t) =

ct− a
t2 − t

g(t), (D.16)

integrando resulta en

Ln(
g(t)

A
) = Ln(t− 1)c + Ln(t)a + Ln(t− 1)−a

g(t) = Ata(t− 1)c−a

obtenemos

v(t) = Ata−1(1− t)c−a−1, (D.17)

A ∈ C es una constante arbitraria. Si Rc > Ra > 0, entonces la función se anulara en

t1 = 0 y t2 = 1. Si Escogemos el camino que se extienda desede t1 = 0 y t2 = 1 a lo

largo del eje real positivo, tendremos que la solución de la Hipergeométrica confluente

vendrá dada por:

ϕ(z) = A

∫ 1

0

eztta−1(1− t)c−a−1dt, (D.18)
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la cual es uniformemente convergente z ∈ C [15].

Ahora lo que toca es relacionar (C.17) con (C.6). Para eso debemos recordar que

ezt =
∑∞

n=0
(zt)n

n!
, tendremos:

ϕ(z) = A
∞∑
n=0

(zt)n

n!

∫ t2

t1

ta−1(1− t)c−a−1dt, (D.19)

Multiplicando el numerador y el denominador convenientemente y teniendo presente las

propiedades de la función beta:

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(t− 1)b−1dt

B(a, b) =
Γ(a)Γ(a)

Γ(a+ b)
,

junto con

Γ(n+ 1) = n!

La ecuación (C.18) toma la forma

ϕ(z) =

[
A

Γ(c− a)Γ(a)

Γ(c)

]
Γ(c)

Γ(a)

∞∑
n=0

Γ(a+ n)

Γ(c+ n)Γ(n+ 1)
zn, (D.20)

tendremos que ϕ(z) = M(a, c, z). Entonces:

M(a, c, z) =
Γ(c)

Γ(c− a)
Γ(a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1dt, (D.21)

donde A = Γ(c)
Γ(c−a)Γ(a)

.

Ahora si escogemos el camino desde t1 = −∞ y hasta t2 = 0, obtendŕıamos otra

solución para la ecuación de la Hipergeométrica confluente:

ϕ(z) = A

∫ 0

−∞
eztta−1(1− t)c−a−1dt, (D.22)

si se hace el cambio t→ −t en (C.21) y escogemos A = −(1)−a+1

Γ(a)
obtenemos otra solución

de la forma:

U(a, c, z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
0

e−ztta−1(1 + t)c−a−1dt Ra > 0, Rz > 0, c ∈ C

. (D.23)

El estudio de esta ecuación comienza aśı. Realizamos el cambio 1 − t = u en (C.17) y

obtenemos ∫ 1

0

eztta−1(1− t)c−a−1dt = ez
∫ 1

0

e−zuuc−a−1(1− u)a−1du, (D.24)

de donde se sigue que M(a, c, z) = ezM(c− a, c,−z), válida para Rc > Ra > 0. Sin em-

bargo, por continuación anaĺıtica, es una relación válida ∀a y ∀c con c 6= 0,−1,−2, ..., etc.

Por medio de esto, se ha obtenido la llamada transformación de Kummer [15, 16]
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D.2.1. Ejemplo de Aplicación

Consideramos el potencial de un oscilador armónico en tres dimensiones, esto es:

U(r) =
1

2
mω2r2; ω ∈ R+. (D.25)

Definimos las relaciones

α2 ≡ mω

h̄

λ ≡ 2E

h̄ω
(D.26)

La ecuación radial de la Ec. de Schrödinger la escribimos

d2Rl(r)

dr2
+
dRl(r)

dr
+

[
2m

h̄2 (E − U(r))− l(l + 1)

r2

]
Rl(r) = 0; h̄,m ∈ R+,(D.27)

efectuamos el cambio

Rl(r) ≡
ul(r)

r
, (D.28)

la cualmos transforma en la ecuación radial reducida

d2ul(r)

dr2
+

[
2m

h̄2 (E − U(r))− l(l + 1)

r2

]
ul(r) = 0. (D.29)

Empleamos las relaciones (C.9) y (C.10) en la ecuación anterior obtenemos:

u′′l (r) +

[
λα2 − α4r2 − l(l + 1)

r2

]
ul(r) = 0. (D.30)

Para la ecuación anterior proponemos el cambio

ul(r) = rl+1e−
α2r2

2 yl(r), (D.31)

y obtenemos:

y′′l (r) + 2

[
l + 1

r
− α2r

]
y′l(r) +

[
λα2 − 2α2

(
l +

3

2

)]
yl(r) = 0. (D.32)

Finalmente efectuamos los siguientes cambios

ρ ≡ α2r2

wl(ρ) ≡ yl(r), (D.33)

obtendremos la EDO:

ρw′′l (ρ) +

[(
l +

3

2

)
− ρ
]
w′l(ρ)−

[
1

2

(
l +

3

2

)
− λ

4

]
wl(ρ) = 0. (D.34)
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La solución para la ecuación (C.18) con l número natural, pero no aśı (l + 3
2
)es usando

(C.8)

wl(ρ) = c′1M

(
1

2

(
l +

3

2

)
− λ

4
, l +

3

2
, ρ

)
+ .

c′2ρ
−l− 1

2M

(
1

2

(
−l +

1

2

)
− λ

4
,−l +

1

2
, ρ

)
La solución general considerando (C.12),(C.15), (C.17) y (C.19) será por tanto:

Rl(r) = c1e
−α

2r2

2 (αr)lM

(
1

2

(
l +

3

2

)
− λ

4
, l +

3

2
, α2r2

)
+c2e

−α
2r2

2 (αr)−l−1M

(
1

2

(
−l +

1

2

)
− λ

4
,−l +

1

2
, α2r2

)
; l ∈ N

. (D.35)



Apéndice E

Ecuación Diferencial de Laguerre

E.1. Ecuación Generalizada de Laguerre

Consideramos ahora

zφ′′(z) + (α + 1− z)φ′(z) + βφ(z) = 0, (E.1)

con β ∈ C;α ∈ R y α > −1; z ∈ C.

La ecuación anterior corresponde a un caso particular de la Hipergeométrica Confluen-

te si realizamos los cambios c = α + 1 y a = β, y es de suma importancia en mecánica

cuántica para el estudio de los átomos hidrogenoides [15] con una solución M(−β, α+1, z).

Ella multiplicada por un coeficiente, se denomina función generalizada de Laguerre

y viene dada por:

Lαβ(z) =
Γ(α + 1− β

Γ(α + 1)Γ(β + 1)
M(−β, α + 1, z), (E.2)

con α > −1; β, z ∈ C.

Para β = n = 0, 1, 2..., obtenemos de la relación anterior polinomios de grado n,

llamados polinomios generalizados de Laguerre

Lαn(z) =
Γ(α + 1− n

Γ(α + 1)Γ(n+ 1)
M(n, α + 1, z), (E.3)

donde M(n, α + 1, z) es la función Hipergeométrica confluente.

Desarrollamos Lαn(z) en potencias de z, se obtiene

Lαn(z) =
Γ(α + 1 + n)

Γ(α + 1)n!

Γ(α + 1)

Γ(−n)

n∑
r=0

Γ(r − n)

Γ(α + 1 + r)

zr

r!

=
n∑
r=0

Γ(α + 1 + n)Γ(r − n)zr

Γ(α + 1 + r)Γ(−n)n!r!
,
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pero: ĺımε→0
Γ(r−n+ε)
Γ(−n+ε)n!

= (−1)r

(n−r)! , entonces tendremos:

Lαn(z) =
n∑
r=0

(−1)r
Γ(α + 1 + n)

Γ(α + 1 + r)(n− r)!r!
zr; α > −1; z ∈ C; n = 0, 1, 2..., (E.4)

si α ≡ k = 0, 1, 2, entonces Γ(k + 1 + n) = (k + n)!;Γ(k + 1 + r) = (k + r)!, se obtiene:

Lkn(z) =
n∑
r=0

(−1)r
(k + n)!

(n− r)!(k + r)!r!
zr; z ∈ C; n = 0, 1, 2..., (E.5)

además tenemos:

Lkn(z) =
(n+ k)!

n!k!
M(−n, k + 1, z), z ∈ C; n = 0, 1, 2..., (E.6)

Para el caso especial, α = 0; se denomina función de Laguerre; esto es:

Lβ(z) ≡ L0
β(z) = M(−β, 1, z); β, z ∈ C, (E.7)

donde, Lβ(z) es la solución de otra ecuación importante en f́ısica, la ecuación diferencial

de Laguerre y está dada por:

xφ′′(x) + (1− x)φ′(x) + 2nφ(x) = 0, (E.8)

con n = 0, 1, 2, 3..., la misma se obtiene a partir de la ecuación generalizada imponiento

las condiciones α = 0 y β = 2n. Ahora bien si β = n = 0, 1, 2, ..., los polinomios Ln se

denominan polinomios de Laguerre y vienen dados por la expresión

Ln(z) = M(−n, 1, z)

=
n∑
r=0

(−1)r
n!zr

(r!)2(n− r)!
; β, z ∈ C; n = 0, 1, 2, ... (E.9)

Partiendo de (D.6) si n = 0, tenemos

Lα0 (z) = 1; z ∈ C; n = 0, 1, 2, ... (E.10)

Probamos lo siguiente, sea Ln(z) = M(−n, 1, z), tomemos la derivación corespondiente y

entonces:

dk

dzk
Ln+k(z) =

dk

dzk
M(−n− k, 1, z)

=
Γ(−n)Γ(1)

Γ(−n− k)Γ(k + 1)
M(−n− k, 1, z), (E.11)

pero

ĺım
n→0

Γ(−n+ ε)

Γ(−n− k + ε)
= (−1)k

(n+ k)!

n!
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comparamos este resultado con (D.7) y sustituyendo en (D.12) obtnemos

Lkn(z) = (−1)k
dk

dzk
Ln+k(z), z ∈ C; n, k = 0, 1, 2, ... (E.12)

o también

Lαn(z) = ez
z−α

n!

dn

dzn
(e−zzn+α), z ∈ C; α > −1 n = 0, 1, 2, ... (E.13)

con k = α. La ecuación (D.14) se conoce como la fórmula de Rodrigues.

Algunas propiedades de los polinomios de Laguerre:

Ln+1(z) = (2n+ 1− z)Ln(z)− n2Ln−1(z)

L′n(z)− nL′n−1(z) + nLn−1(z) = 0

d
dz
Lαn(z)− d

dz
Lαn−1(z) + Lαn−1(z) = 0

Cuadro E.1: Propiedades de los polinomios de Laguerre



90 Ecuación Diferencial de Laguerre



Bibliograf́ıa
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