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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Notacion

N el conjunto de los nimeros naturales.

R el conjunto de los nimeros reales.

w el conjunto de los ordinales finitos (ver capitulo 2, en algunos casos identificaremos a N con

w).
» P(w) el conjunto de partes de omega.

= 2“ el conjunto de todas las funciones f : w — 2 o el conjunto de todas las sucesiones de ceros

y unos.

w

= WY el conjunto de todas las funciones f : w — w o el conjunto de todas las sucesiones de

numeros naturales.
» [w]¥ el conjunto de todos los conjuntos infinitos de naturales.
= Ny el cardinal de un ordinal numerable infinito.
= N; el menor cardinal de un ordinal no numerable.
= ¢ el cardinal del continuo.

» 2% e] cardinal de P(w).
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1.2. Introduccién

El presente trabajo tiene como objetivo investigar determinadas caracteristicas combinatorias del
cardinal del continuo (c), basadas en el capitulo Combinatorial Cardinal Characteristics of the Con-

tinuum del libro Hand Book of Set Theory [1].

Para comprender de donde surge la motivacién para hacer este estudio de las caracteristicas com-
binatorias del cardinal del continuo, es necesario citar el primer teorema relacionado con el tema, que
es el resultado de Cantor, que dice que “ la cardinalidad ¢ del continuo es igual a 280, y por lo tanto

éste es estrictamente mayor que la cardinalidad de Ny de los ntimeros naturales”.

Esta distincion entre Ry y ¢, fue puesta en buen uso, en especial en el andlisis real, donde se tienen
muchas propiedades tiles que sélo se dan en conjuntos numerables y dejan de ser ciertas si estas se
extienden a conjuntos de cardinal c.

Algunas de estas propiedades son:

1.- La recta real no puede ser cubierta por una cantidad numerable de conjuntos nunca densos (El

teorema de Categoria de Baire).

2.- La unién de una cantidad numerable de conjuntos cada uno de medida de Lebesgue cero, tiene

medida cero.

3.- Dada una cantidad numerable de sucesiones de numeros reales, entonces, existe una sucesion

que eventualmente domina a cada una de estas.

4.- Dada una cantidad numerable de sucesiones acotadas de ntimeros reales S, =< Tj n > new
(k € w), existe un subconjunto infinito A C N tal que todas las subsucesiones < zj 5, > nca

convergen.

Cada uno de estos resultados serian falsos si la hipétesis de numerabilidad fuese debilitada, es

decir, si en vez de tomar una cantidad numerable de conjuntos se toma una cantidad no numerable.
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Algunas de las preguntas que uno se puede formular son: ;Hasta qué punto esta hipétesis puede ser
debilitada para permitir que se satisfagan dichas propiedades?, y si de ser posible, ;hasta cudnto?.

(Existe algin cardinal no numerable para el cual estos resultados permanecen ciertos?

Si se acepta la Hip6tesis del Continuo (HC), la respuesta a esta pregunta es trivial, ya que todos
los resultados son falsos para 2%, porque hay que recordar que la HC dice que 2% = R;. Pero en
vista de que la hipétesis del continuo no es demostrable, ni refutable por los axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (ZFC), se puede preguntar jqué pasa si la
HC es falsa? de ser asi, entonces existen cardinales estrictamente entre Ny y ¢ y por ende deja de ser

evidente la respuesta a las preguntas realizadas anteriormente.

No sélo no es evidente, ademas no se puede decidir en ZFC. Por ejemplo, es consistente con ZFC
que ¢ = Ng y todos los resultados citados anteriormente sean ciertos para N, pero también es con-
sistente que ¢ = No y todos los resultados citados fallen para N;. Lamentablemente esto hace que
no se pueda decir mucho acerca de extender estos resultados a cardinales méas grandes, pero a pesar
de esto se puede encontrar conexiones interesantes y profundas entre las extensiones de diferentes
resultados. Por ejemplo, si el resultado de medida de Lebesgue mencionado anteriormente se satisface
para un cardinal x, entonces los resultados acerca de la categoria de Baire y eventual dominacién

serian ciertos para conjuntos de cardinal k.

En principio nos referiremos a “continuo”, como la recta real R o el intervalo [0,1] en R. En la

practica es comun en la teoria de conjuntos, identificar a R con los espacios 2%, w* y [w]®.

Dada una propiedad, diremos que su cardinal caracteristico es el menor cardinal de un con-

junto que la satisface.

Los propiedades que se trabajaran son:

» Familias Dominantes: (D C w®) es una familia dominante, si para todo f € w* existe g € D tal

que f <* g. (donde f <* g si para todo n existe un m tal que si n > m entonces f(n) < g(n)).

» Familias No Acotadas: (B C w*) es una familia no acotada si no existe g € w* tal que g * > f

para todo f € B.
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Familias Separadoras : un conjunto X C w separa a un conjunto infinito ¥ C w si ambos
Y NX yY — X son infinitos. Se dice que una familia .S de subconjuntos de w es una familia
separadora si para cada conjunto infinito Y C w existe al menos un conjunto X € S que lo

separe.

Homogeneidad: Un conjunto H C w es homogéneo para una funcién f : [w]™ — k (es decir una
particién de [w]|™ en k piezas) si f es constante en [H|™. H es casi homogéneo para f si existe

un conjunto finito F' tal que H — F' es homogéneo para f.

Familias Inseparables: una familia R de subconjuntos infinitos de w es inseparable, si no existe
un unico conjunto S C w, que separe a todos los conjuntos de R. Es o — inseparable, si no

existe una cantidad numerable de conjuntos que pueda separar a todos los elementos de R.

sus respectivos cardinales caracteristicos son:

0 = min{|D| : D es una familia dominante}.

b = min{|B| : B es una familia no acotada}.

s = min{|H| : H es una familia separadora}.

Sea F' una familia de particiones de |[w]|™ en dos clases. Decimos que F' es no-homogénea si

(VA Cw)(3f € F)(A no es casi homogéneo para f). Entonces:

par, = min{|F|: F es no homogénea}.

t = min{|R| : R es una familia inseparable}.

te = min{|R| : R es una familia o-inseparable}.



1.2 Introduccién 5

De estos cardinales, se estudiaran las relaciones combinatorias con respecto al cardinal del con-

tinuo en ZFC +-HC.

Este trabajo se distribuye de la siguiente manera:

= En los capitulos 2, 3 v 4 se presentaran las nociones sobre las que se fundamenta este trabajo.

= En los capitulos 5 y 6 se estudiaran las relaciones combinatorias mencionadas anteriormente.
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Capitulo 2

Axiomas de la Teoria de Conjuntos:

En este capitulo se vera la Teor{a Axiomatica de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de
FEleccion (ZFC), basicamente por conjuntos se dara a entender una coleccién de objetos que satisfacen
una propiedad dada, es decir el conjunto de animales, seres humanos etc, esta nocién de conjunto

serd formalizada hasta llegar a una definicién que se pueda derivar de los axiomas de (ZFC).

2.1. Lenguaje de la Teoria de Conjuntos.

Para desarrollar de manera precisa la Teoria de Conjuntos de ZFC, se usard el lenguaje del calculo
de predicado de primer orden. Aparte del predicado de igualdad, el lenguaje de la Teoria de Conjuntos
consiste del predicado binario € de la relacién de pertenencia. La exposiciéon que aqui se presenta se

basa en las referencias [7] y [4].

Las férmulas de la Teoria de Conjuntos estan construidas a partir de las férmulas atémicas:
T € vy, xT=1y

A partir de las féormulas atémicas, se define el resto de las férmulas asf:

1. Toda férmula atémica es una férmula;

2. Si ¢ y ¢ son férmulas, entonces 1 ¢ y ¢ V 1 son féormulas;

3. Si ¢ es una féormula y x es una variable, V& ¢ es una féormula.

Ademas, se utilizardn varias abreviaciones para simplificar la escritura. Si ¢ y 1 son férmulas, se

escribird ¢ A 1 para abreviar - ( (- @) A (14))),
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¢ — 1 para abreviar (1 ¢) A 9,

¢ <> 1 para abreviar (¢ — psi) A (¢Y < @),

Jx ¢ para abreviar 1 (V (- ¢)),

(3z € X)¢ para abreviar 3z(z € X A ¢), y finalmente

(Vz € X)¢ para abreviar Vz(z € X — ¢)

Se dice que una variable aparece en una férmula ¢ ligada por un cuantificador (V o 3), si aparece
en la férmula bajo el alcance de ese cuantificador; en caso contrario, aparece libre. Mas formalmente,

se definen las variables libres de una férmula por induccion.

Definicion 2.1.1 Si ¢ es una férmula atémica, las variables libres de ¢ son todas las variables que
aparecen en ¢. Las variables libres de (= ¢) son las variables libres de ¢. Las variables libres de (¢ V )
son las variables libres de ¢ y las variables libres de 1. Las variables libres de la formula ¥V ¢ son

todas las variables libres de ¢ excepto x ya que ésta, aparece bajo el alcance de un cuantificador.

Cuando se escribe ¢(zq, ...,zy), se quiere expresar que las variables libre de ¢ estdn entre
X1y ey Ty

Se expresara por 3!z ¢ que existe un dnico z tal que ¢(z), es decir, Iz (d(z) A (Vyo(y) — ==
y))-

Todos los axiomas de ZFC pueden expresarse en este lenguaje formal.

Una relacién binaria dada por una férmula ¢(x,y) es una relacion funcional siVz (3y é(z,y) —
VzVw (o(z,z) Aoz, w) — z=w)), es decir, para todo z, si existe y tal que ¢(z,y), entonces existe

un tnico y tal que ¢(z,y).

2.2. Clases.

A continuacién se dard una introduccién informal de lo que es una clase. Se hace por razones
practicas, ya que es mas facil manipular clases, que féormulas:

Si ¢(x, p1, ..., pn) €s una férmula, llamamos a:

C ={z: ¢(x p1, .., pn)}

la clase C.

Los miembros de la clase C, son todos aquellos conjuntos = que satisfacen ¢(x, p1, ..., pn):
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x € C siysolosi¢(z, p1, ..., Pn).

Dos clases son consideradas iguales si tienen los mismos elementos, es decir:

SiC ={z: ¢(x,p1,...on)}, D ={x : Y(x, p1,...,pn)}. entonces C = D siy solo si para

todo x se tiene que:

¢(‘T7 b1, 7pn) A 1/1(3?7 b1, 7pn)

Se dice que C' es una subclase de D si:
C C D siy solo si para todo x, x € C implica x € D,

La clase universal, es la clase de todos los conjuntos:

Se definen las siguientes operaciones de clases:

CND={{x:2¢€CANuzec D},

CUD ={x:2€ CVzxe D}

C—-—D={z:2¢€CANx¢ D}

UC ={x:2 € S paraalgin S € C} = J{S : S € C}

Todo conjunto puede ser considerado una clase.

Si S es un conjunto, la formula x € S y la clase
{z :x € S}.

El conjunto S es tnico y estd determinado por sus elementos como se verd en el Axioma de
Extensionalidad.

Una clase que no es un conjunto, es una clase propia.
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2.3. Axiomas de ZFC.

2.3.1. Axioma de Extensionalidad.
Si X e Y tienen los mismos elementos, entonces X = Y:
Vu(ue X <ueY)— X =Y.

De manera inversa, X = Y siu € X < u € Y, es un axioma del calculo de predicado. De donde

se puede concluir que:
X =YsiysolosiVu(u € X < u €Y).

Este axioma determina la idea béasica de lo que es un conjunto: Un conjunto estd determinado por

sus elementos.

2.3.2. Axioma del Conjunto Vacio.

Eziste un conjunto que no tiene ningun elemento.

JaVy(y & z).

Por el axioma de extensionalidad este conjunto es tinico, y lo denotaremos por ().

2.3.3. Axioma de Pares.

Para cualquier a y b existe un conjunto {a,b} que contiene exactamente a y b:
VaVbIcVa(z € c <> o =a V x = D).
Por Extensionalidad, se tiene que el conjunto ¢ es unico, lo que permite definir al par:
{a,b} =eltnicoctalqueVa(z € c <+ v =a V x = D).
El conjunto unitario {a} es el conjunto:
{a} = {a,a}.
En vista de que {a,b} = {b,a}, se define un par ordenado como:
(a,0) = {{a},{a,b}}.

que satisface la siguiente condicidn:
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(a,b) = (bya) siysélosia=byb=a.
De manera inductiva se tiene:

(aab, C) = ((a,b),c),
(a,b,c,d) = ((a,b,c),d),

(a17 ceey an+1) - ((a17 ceey an)aan—l—l)
y al igual que antes, se puede concluir que dos n-tuplas (a1, ...,a,) y (b1, ..., by,) son iguales si y s6lo

siag =b1...a, = by.

2.3.4. Axioma de Separacion.

Sea ¢(u,p) una formula del lenguaje de la Teoria de Conjuntos. Para cualquier X y p, existe un

conjunto Y = {u € X : ¢(u,p)}:
VXVpIdYVu(u €Y < u e X A ¢(u,p)).
Para cada férmula ¢(u,p), se tiene un Axioma de Separacién. El conjunto Y antes mencionado, es
tnico por el Axioma de Extensionalidad.
Una forma general del Axioma de Separacion es: Dada una formula ¢ (u, p1, ..., pn), entonces
VXVpr..Vp,3YVu(u € Y < u € X A Y(u,p1,...,0n))-
Esta, se puede deducir de la anterior tomando ¢(u,p) como:

3pla ey Elpn(p: (plv SR pn)/\ ¢(U7p1, HRY) pn))

entonces, dado X y p1, ..., pn, sea

Y ={ueX:ou(p,-.. )}
Si se toma la clase C = {u : ¥ (u,p1, ...,pn)} se tiene por la generalizacién anterior que:
VXAV (CNX =Y)

De donde se deduce que la interseccién de una clase C' con cualquier conjunto, es un conjunto.
Una consecuencia del Axioma de Separacién es que la interseccién y la diferencia entre dos

conjuntos es un conjunto; se definen entonces las siguientes operaciones:
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XNY={fueX:ueY} y X-Y={ueX:u¢VY}

Se dice que dos conjuntos X, Y son disjuntos si X (Y =0

Si C es una clase no vacia de conjuntos, se tiene que:
NC=M{X:XeC}={u:uec Xparacada X € C}

Nétese que (] C' es un conjunto (ya que es subconjunto de cualquier X € ().

Otra consecuencia del Axioma de Separacidn, es que la clase universal V es una clase propia, ya

que en caso contrario, se tendra que:
S={zeV:zx ¢z}

seria un conjunto.

2.3.5. Axioma de Unioén.
Para cualquier X existe un conjunto cuyos elementos son los elementos de los elementos de X:
VX3IYVu(u € Y < Jz(z € X ANu € z2))
por lo anterior se tiene que, para todo X existe un tinico conjunto:
Y={u:3ze X)uezt=J{z:2¢€ X}

la union de X, a tal conjunto Y lo de notaremos por | J X.

Ahora se puede definir la unién entre conjuntos:
XUY = U{X, Y}, XUYy~z=UX,Y 72} etc,
De manera similar se tiene:
{a,b,c} = {a, b} U{c}
en general:

{a1, .., an} = {a1} U ... U{an}

Dados dos conjuntos X e Y definimos su diferencia simétrica como:

XAY = (X-Y) U - X).
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2.3.6. Axioma del conjunto de partes.

Para cualquier X existe un conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de X:
VX3YVu(u € Y+ ucC X).

Se dice que un conjunto U es un subconjunto de X, U C X, si:
Vz(z € U = z € X)

El conjunto de todos los subconjuntos de X,

se llama partes de X.
Usando el Axioma de Partes se pueden definir otras nociones bésicas de la teoria de conjuntos.
Dados dos conjuntos X e Y, se define X x Y, el producto cartesiano de X e Y, como:
XxY={(z,y):ze XNyeY}={ue P(P(XUY)): Jady(u=(z,y) A ¢(z,y))}

donde ¢(z,y) :==(r € X)AN(y€ Y).
Entonces X x Y es un conjunto por el Axioma de Separacién. De manera general, se define el

producto cartesiano de conjuntos Xj, ..., X;+1 como:
X1 X oo X Xpy1 = (X1 X oo x X)) X Xpp
entonces:
X1 X oo x Xy ={(z1, .o yxn) 21 € Xi Aol Az € Xy}
Abreviado como:

X" =X x...x X
—_—

n veces

Una relacion n-aria R es un conjunto de n-tuplas. R es una relacién en X si R C X™.

En el caso de que R es binaria, tenemos que (x,y) €R se escribird como = R y.
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Si R es una relacién binaria, entonces el dominio de R es el conjunto:
dom(R) = {u : Jv(u,v) € R}
y el rango de R es el conjunto:
ran(R) = {v : Ju(u,v) € R}

Una relacién binaria f es una funcion si (z,y) € fy (x,2) € f implica y = z; el tnico y tal que

(x,y) € feselvalorde fen x se usard la notacion estandar de y = f(x) para representar lo anterior.

Una funcién f es sobreyectiva en X si dom(f) = X, es inyectiva si f(z) = f(y) implica que x = y.

El conjunto de todas las funciones de X en Y se denotard por Y. Es un conjunto por el axioma

de separacién ya que:
YX¥ C P(X xY)

Una relacién binaria R en X x X es una relacion de equivalencia, si satisface las siguientes

propiedades:

1. Reflexividad: (a,a) € R para todo a € X;
2. Simetria: Dados a,b € X, si (a,b) € R entonces (b,a) € R;
3. Transitividad: Dados a,b,c € X, si (a,b) € Ry (b,c) € R entonces (a,c) € R.

Si R es una relacién de equivalencia en X y a € X, la clase de equivalencia de a (respecto a la

relacién R) es el conjunto:

[alr = {b € X: (a,b) € R}

2.3.7. Axioma del Infinito.

Para poder enunciar el El Azioma del Infinito, antes se definird que es un conjunto inductivo, en

el capitulo de ordinales se dara un ejemplo.

Definicion 2.3.1 Se dice que un conjunto es inductivo si:
ASM0e SA (NVxe S)zu{z} € 5)

Axioma del Infinito: Eziste un conjunto inductivo.



2.3 Axiomas de ZFC. 15

2.3.8. Axioma de Reemplazo.

Si F' es una funcion, entonces para todo conjunto X, tenemos que F(X) es un conjunto.
En nuestro lenguaje de la teoria de conjuntos se diria que para cada férmula ¢(z,y,p), se

tendra que la férmula (2.1) es un axioma de reemplazo:

VaVyVz(o(z,y,p) A d(z,2,p) = y=2) = VXIYVy(y €Y & (o € X)¢(z,9,p). (2.1)

2.3.9. Axioma de Eleccién.

Axioma de Eleccién. Todo conjunto no wvacio de conjuntos no wacios, tiene una funcion
selectora.
Donde si § es un conjunto y () ¢ S, entonces una funcidn selectora para S es una funcién f con

dominio &, tal que:

para todo X € S.

El axioma de eleccion trae varias consecuencias; entre ellas cabe destacar:

Lema 2.1 de Zorn: Sea u un conjunto ordenado tal que todo subconjunto bien ordenado de u tiene

una cota superior. Entonces u tiene un elemento maximal.

Definicion 2.3.2 Una familia A de conjuntos es de cardcter finito si para cada conjunto a, a € A

si y sélo si cada subconjunto finito de a estd en A.

Lema 2.2 (de Tukey): Existe un miembro maximal de cada familia no vacia de caracter finito.

Demostracion : Veamos que el Lema de Zorn implica el Lema de Tukey.
Si A es de caracter finito y C es una cadena en A (es decir, un subconjunto de A totalmente
ordenado por la relacién C), entonces UC' es una cota superior de C. (Nétese que UC estd en A por

ser ésta de cardcter finito). Entonces existe un elemento maximal de A.
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Teorema 2.1 (de Tychonoff): El producto de espacios topolégicos compactos es compacto con

respecto a la topologia producto.

Demostracion : Recordemos que un espacio topologico T es compacto si para toda familia b de
subconjuntos de 7' con la propiedad de interseccién finita se tiene que N{B : B € b} # () (Aqui, B*
es la clausura de B; y recordemos que una colecciéon de conjuntos tiene la propiedad de interseccién
finita si toda subcoleccién finita tiene interseccién no vacia).

Sea {T; : i € I} una coleccién de espacios topolégicos compactos, y sea T' el espacio producto.
Sea b una familia de subconjuntos de T con la propiedad de interseccién finita. Como la coleccién
de familias de subconjuntos de T' con la propiedad de interseccién finita es de caracter finita, por el
Lema de Tukey, se puede suponer que b es maximal con la propiedad de interseccién finita.

Por ser b maximal, todo subconjunto de T que contiene un miembro de b estd en B, y la interseccién
de dos miembros de b estd también en b. Y ademds, si un conjunto intersecta a todo miembro de b,
entonces esta en b.

Dado 7 € I, el conjunto de proyecciones de miembros de b al espacio T; tiene la propiedad de
interseccion finita, por lo tanto se puede tomar un punto x; en la interseccién de las clausuras de esas
proyecciones N{P;[B] : B € b}.

Sea ahora x = (x; 11 € I).

Veamos que x € N{B : B € b}. Cada vecindad U de z; intersecta a P;[B] para cada B en b, por
lo que P, [U]N B # () para cada B € b. De aqui que P; ![U] € b, y como b tiene la propiedad de la
interseccién finita, intersecciones finitas de conjuntos de ese tipo estan en b.

Entonces, toda vecindad de x perteneciente a la base de la topologia producto es un elemento de
b y por eso intersecta a todo elemento de b. Entonces, se puede concluir que © € B* para cada B de

b.



Capitulo 3

Ordinales:

En este capitulo se presenta una introduccién de los niimeros ordinales, basado en las referencias

[41,[7] v [8].

3.1. Ordenes.

Definicion 3.1.1 Una relacién binaria R en un conjunto P, es un orden parcial(débil) si:
i) Vo € P(x Rx);
ii) Ve,ye P(xRy NyRx — = = y);
iii) Vo,y,2 € P(eRy NyRz — zRz).
(Esto es, R es una relacién del tipo <).
Se dice que R es una relacion de orden parcial estricto en A si:
i) Vo € P-(x Rx);
ii) Ve,y € P(xRy — ~yRx);
iii) Va,y,2 € P(xRy N\yRz — zRz).

(En este caso se tiene una relacién del tipo <).

Ejemplos:

1. P = Ry R =< (el orden usual en los niimeros reales)

17
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2. P =N x Ny Resel orden dado por (n,m)R(p,q) <= n <pV (n=pAm < q)

Definicion 3.1.2 Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, X es un subconjunto no vacio

de P,y a € P, entonces:

a es un elemento mazimal de X sia € Xy (Vo € X)a £ z;

= a es un elemento minimal de X sia € Xy (Vo € X))z £ a;

a es el menor elemento de X sia € Xy (Vo € X)(z = aV a < x);

a es el mayor elemento de X sia € Xy (Vo € X)(z = aV a< x);

a es una cota inferior de X si (Vo € X)(xz = aV a < z);

a es una cota superior de X si (Vo € X)(x = aV z < a);

= a es el supremo de X si a es el menor de las cotas superiores de X;

a es el infimo de X si a es la mayor de las cotas inferiores de X;

Si (P,<) vy (Q,<) son conjuntos parcialmente ordenados y f : P — @, entonces f preserva el

orden si x < y implica f(z) < f(y).

Definicion 3.1.3 Dos conjuntos ordenados (P,<) y (Q, <) son isomorfos si existe una biyeccién

f: P — Q tal que:

r <y f(z) < f(y)

para todo par de elementos x,y € P.

La funcién f es un isomorfismo de P en Q. Si el isomorfismo es de P en el mismo, se dice que f

es un automorfismo de (P, <).



3.2 Buen Orden. 19

3.2. Buen Orden.

Definiciéon 3.2.1 Un orden parcial < sobre un conjunto P es un buen orden, si todo subconjunto

no vacio de P tiene un menor elemento. En este caso diremos que P es un conjunto bien ordenado.

Lema 3.1 Si (W, <) es un conjunto bien ordenadoy f : W — W preserva el orden, entonces f(z) > x

para cadax € W.

Demostracion :  Si se asume que el conjunto X = {x € W : f(x) < x} es distinto de vacio, por
ser W un conjunto bien ordenado y X C W, existe z € X tal que z es el menor elemento de X. Si
w = f(z) entonces w < z; como f preserva el orden se tendrd que f(w) < f(z) de donde f(w) < w
por tanto X no posee primer elemento, lo que es una contradiccién ya que X C W y W estd bien

ordenado; de donde f(z) > . O
Corolario 3.1 El unico automorfismo de un conjunto bien ordenado es la identidad.

Demostracién : Sea f : W — W un automorfismo. Como f y f~! preservan el orden se tiene por
lema (3.1) que f(x) > xy f~1(x) > = respectivamente, de donde f(z) = = que es lo que se queria

demostrar. 0

Corolario 3.2 Si dos conjuntos bien ordenados Wy, Wy son isomorfos, entonces el isomorfismo de
W1 en Ws es Unico.

1

Demostracion : Sean f, g dos isomorfismos de W7 en Ws. Entonces g~ o f es un automorfismo de

W1. Por (3.1) se tendrd que ¢! o f es igual a la identidad de donde g = f. O

Definicion 3.2.2 SiS C W es segmento inicial propio, existeu € WtalqueS = {x € W: z < u}.

Es decir , el segmento inicial de W esta determinado o dado por wu.

Lema 3.2 Ningun conjunto bien ordenado W es isomorfo a un segmento inicial propio del mismo.

Demostracion : Sea S un segmento inicial propio de W y f un isomorfismo de W en S. Tomando
ran(f) = {z : x <u} =38, conu € W, se tendra que f(u) < u, que es una contradiccién con (3.1).

Por lo que S no es isomorfo a W. 0
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Teorema 3.1 Si Wi y Wy son conjuntos bien ordenados, entonces se satisface solo uno de los

siguientes casos:
i) Wi es isomorfo a Wo;
ii) W1 es isomorfo a un segmento inicial de W;

iii) W5 es isomorfo a un segmento inicial de W7.

Demostracion : Para u; € Wi con i = 1, 2, se tomard a W;(u;) como el segmento inicial de W; dado

u;. Sea
f=A{(z,y) € W1 x Wy : Wi(x) es isomorfo a Wa(y)}

Veamos que f es una funcién (de manera similar se demuestra que f es inyectiva), es decir, si
(x,y) € fy(x,2z) € f entonces y = z. Sea f el isomorfismo de Wi(z) a Wa(y) y g el isomorfismo de
Wi(x) a Wa(z), si suponemos que z # y y sin perdida de generalidad se toma a y < z tendriamos
que g~! o f es un isomorfismo entre Wa(z) y Wa(y) lo que es una contradiccién ya que Wa(z) es un
segmento inicial de Wa(y) y por lema (3.2) ningtin conjunto bien ordenado es isomorfo a un segmento
inicial de si mismo, de donde y = z.

Para ver que f preserva el orden, sea h un isomorfismo entre Wi(z) en Wa(y), v z < x, entonces

Wi(z) es isomorfo a Wa(h(z)).
» Sidom(f)=Wiyran(f) = Wa se tiene el caso (i).

» Siran(f) # Wa , sea yo el menor elemento de Wy — ran(f), entonces ran(f) = Wa(yp) =
{y € Wy : y < yp} esto es cierto ya que si y1 < y2 y y2 € ran(f) entonces y; € ran(f).
Veamos que W; = dom(f), Supéngase lo contrario, sea x( el menor elemento de W; — dom(f),
entonces Wi(xo) es isomorfo a Wa(yp) de donde (zg, yo) € f, lo que es una contradiccién ya

que yo ¢ ran(f), por lo tanto dom(f) = Wi.

» De manera similar tomando dom(f) # Wi, se tendra que el caso (iii) se satisface.

Por (3.2) se tiene que los tres casos son excluyentes.

Si Wy y Wy son isomorfos, se dice que son del mismo tipo de orden.
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3.3. Numeros Ordinales.

Definicion 3.3.1 Decimos que un conjunto T es transitivo, si todo elemento de T' es un subconjunto

de T.
Definicion 3.3.2 Un conjunto es un numero ordinal si es transitivo y estd bien ordenado por €.

Lema 3.3 (i) 0 =0 es un ordinal.
(ii) Sia € B esuny (3 es un ordinal, entonces a es un ordinal.
(iii) Si v # 8 son ordinales y o C 3, entonces « € f3.

(iv) si «, 8 son ordinales, entonces pasa una de las siguientes a C 3, § C a0 a = f.

Demostracion : Por definicién se tiene (i) y (ii).

(iii) Si @ C B, sea ¢ el menor elemento del conjunto f — a. Como « es transitivo, se sigue que «
es un segmento inicial de § dado por §. Entonces a = {£ € f: { < §} =6, y por lo tanto « € S.

(iv) Es claro que, a N 8 es un ordinal, sea § = aN 3. Entonces 6 = a o § = beta, ya que de lo
contrario, § € a, y 6 € (3, por (iii). De donde § € 4§, lo que es una contradiccién con la definicién de

ordinal. O
Teorema 3.2 Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un dnico ordinal.

Demostracion : Dado un conjunto W bien ordenado, se obtendra un ordinal que es isomorfo a el de
la siguiente manera: Definiendo a F'(x) = « si « es isomorfo al segmento inicial de W dado por z.
Si tal « existe, entonces es unico. Entonces por el axioma de reemplazo, F(WV) es un conjunto. Para
cada x € W, tal « existe (de otra manera considérese el menor elemento de x para que tal alpha no
exista). Si § es el menor 0 # F(W), entonces F'(W) = 0 y se tendrd un isomorfismo de W en 4.

La unicidad viene dada por el lema (3.2) O

Si a = f+ 1, entonces o es un ordinal sucesor. Si a no es un ordinal sucesor, entonces a

a=sup{f: B < a} = Ua, se le dice un ordinal limite.

Definicion 3.3.3 Se dice que el menor ordinal limite distinto del 0 es w. Los ordinales menores que
w, se les llama ordinales finitos, o numeros naturales.

Especificamente se tendra que:
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0=10, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2} ete.

Un conjunto X es finito si existe una funcién 1-1 entre X y algiin n € w. X es infinito si no es

finito.
Teorema 3.3 (Induccién Transfinita). Sea C una clase de ordinales y asumamos que:
(i) 0 €C;
(ii) si a € C, entonces a + 1 € C;
(iii) si « es un ordinal limite distinto de cero y 8 € C para todo 8 < «, entonces « € C.
Entonces C es la clase de todos los ordinales.

Teorema 3.4 (Recursién Transfinita). Si F’ es una relacién funcional, para todo ordinal a y todo
conjunto a, existe una unica funcién definida en {5 : 8 < a} tal que

7(0) = a.

f(B)=F(fB)paral < B < «



Capitulo 4

Numeros Cardinales

4.1. Conjuntos Equipotentes

Para orientar la idea de cudndo dos conjuntos A y B poseen la misma cantidad de elementos. Se
verd el siguiente ejemplo: Si se quiere determinar que el conjunto de todas las personas que van para
un teatro tiene el mismo nimero de elementos que el conjunto de todas las butacas que hay en éste,
sin necesidad de tener que chequear cuantos hay en cada uno basta con ver que a cada persona se le
puede asignar una y solo una butaca y que cada butaca estd ocupada por una y solo una persona; de
esta manera, sin necesidad de contarlos a todos se podra determinar si tienen la misma cantidad de
elementos. Esa idea tiene mas sentido, si ahora en vez de tomar finitas personas y butacas se toman
infinitas, seria imposible contarlas a cada uno, pero si es posible determinar la relacién anterior. Véase
las referencias [4], [7] y [8].

Con lo anterior se da paso a la siguiente definicién:

Definicion 4.1.1 Los conjuntos A y B son equipotentes si existe una funcion biyectiva de A en B.

Se denota esto por A v~ B.

Sean los siguientes ejemplos:

= Los conjuntos A = {0,{0}} y B = {{0},{{0}}} son equipotentes ya que; sea f(0) = {{0}},
FH0}) = {{{03}1}-

» {0} vy {0,{0}} no son equipotentes.

= El conjunto de todos los ntmeros reales positivos es equipotentes al conjunto de todos los

numeros reales negativos; sea f(x) = —x para todos los nimeros reales positivos.

23
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Teorema 4.1 Se veréan las siguientes propiedades:
a) A es equipotente a A.
b) Si A es equipotente a B, entonces B es equipotente a A.

c) Si A es equipotente a B y B es equipotente a C, entonces A es equipotente a C.

Demostracion : a) La identidad es una biyeccién de A en A.
b) Si f es una biyeccién de A en B, entonces f~! es una biyeccién de B en A.

c) Si f es una biyeccién de A en By g es una biyeccién de B en C, entonces go f es una biyeccién

de Aen C.
O

Definicion 4.1.2 Escribiremos A < B si existe una funcién inyectivade Aen By A< Bsi A< B
y A~ B.

Teorema 4.2 (Cantor). Para todo conjunto X, X < P(X)

Demostracion : La funcién f(z) = {z} es claramente una inyeccién de X en P(X). Falta por probar
que no existe una funcién sobreyectiva de X en P(X).

Sea f una funcién inyectiva de X en P(X). Consideremos el conjunto S ={z € X : =z ¢ f(z)},
Veamos que S no estd en el rango de f. Supongamos que S = f(z) para algin z € X. Por definicién
de S, z € Ssiysolosiz¢ f(z)de donde se tendrd que z € S siy solosi z ¢ S, lo que es una

contradiccién. Esto prueba que f no puede ser sobreyectiva, de donde X < P(X). O

Teorema 4.3 (Schroeder-Bernstein). Si A S By B < A, entonces A ~ B

Demostracion : Sean f: A — By g: A— B inyectivas.

Claramente, B es equipotente con Ran(g) C Ay go f es una inyeccién de A en Ran(g), luego
|A] < |Ran(g)|- O

Entonces, para demostrar el teorema basta probar el siguiente lema:



4.2 Cardinales 25

Lema 4.1 SiC C Ay A< C entonces A~ C

Demostracion : Sea h : A — C una inyeccién.
Si Ag = A—C, A1 = h[Ao], y en general A, = h[A,](h[B] = {x : = = h(a) para algin
a € B}), y se define F: A — C de la manera siguiente: Dado a € A,

a, siadl, An

h(a), en otro caso

Veamos que F' es una biyeccién:

(1) F es inyectiva; es decir si a # b entonces F'(a) # F(b).

Hay varios casos que considerar; Sean a #* b elementos de A.

(i) Sia ¢ UA, y b¢ UA, entonces, F(a) =ay F(b) = b; como a # b, entonces F(a) # F(b).

(ii) Sia ¢ UA, y b€ UA, entonces F(a) =ay F(b) = h(b). Se tendra que a ¢ U A, y h(b) € UA,,
entonces F'(a) # F(b).

(iii) Sia € UA, y b € UA, se tendrd F(a) = h(a) y F(b) = h(b) pero como h es inyectiva,
h(a) # h(b).

(2) F es sobreyectiva: es decir, para cada ¢ € C existe un a € A tal que F(a) = c.

Sea c € C,sicé¢ UA,, entonces F(c) = c. Si en cambio, ¢ € U A,,, se observara que como ¢ € C,
c¢ Ag=A—C,yce A paraalgin 1 < p. Por lo tanto existe d € A,_; tal que F(d) = h(d) = c.
]

4.2. Cardinales

Definicion 4.2.1 Un ordinal « es un cardinal si no es equipotente a ningtin ordinal menor (es decir,

no es equipotente a ninguno de sus elementos).

Ejemplo: Todo ordinal finito es un cardinal. w es un cardinal, perow +1, w +n(n € w), w+w,

w - w, w* no son cardinales ya que cada uno de éstos es equipotente a w.
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Si un conjunto = se puede bien ordenar, entonces existe un unico cardinal o equipotente a x.
A este cardinal se le llama cardinalidad de x, que denotaremos por |z|. En Efecto, si = estd bien
ordenado, entonces su tipo de orden es el tinico ordinal isomorfo a x con ese orden, pero todo ordinal

[ es equipotente a un tnico cardinal, el menor ordinal equipotente a f.
Lema 4.2 Si |A| = k, entonces |P(A)| = 2"~.

Demostracion : Para todo X C A, sea C la funcién definida por 1siz e X yOsiz e A—-X. La
funcién f : P(A) — {0, 1} es una correspondencia biyectiva entre P(A) y {0,1}4 O

El Teorema de Cantor ahora se podra formular de la siguiente manera:
Kk < 2F para todo cardinal k.

Todo nimero natural es un cardinal (un cardinal finito); y si S es un conjunto finito entonces
|S| = n para algin n € w.
El ordinal w es el menor cardinal infinito.

Denotaremos a los cardinales infinitos con la letra X con subindices.

4.3. Aritmética de Cardinales.

A continuacién se definirdn la suma, producto y exponenciaciéon de cardinales, y se enunciara

algunas propiedades relevantes de estos.

Definicion 4.3.1 La Suma de Cardinales se definird de la siguiente manera:
Dados cardinales k y A, se dice que k + A = p si existen conjuntos disjuntos A y B tales que

Al =k, |Bl=Ayu=|AUB|.

Definicion 4.3.2 El Producto de Cardinales se definird de la siguiente manera:

Se dird que k- A\ = p si existen conjuntos A y B tales que |A| =k, |B|=\Ay u=]A x B|.

Definicion 4.3.3 La Exponenciacion de Cardinales se definird de la siguiente manera:

k* = p si existen conjuntos A y B tales que |A| =k, |[B| =Xy pu = |AP|.

En el siguiente teorema daremos algunas de las propiedades de estas operaciones:
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Teorema 4.4 Sean k, A, i cardinales, y sea I un conjunto.
l- K+ A=A4+K, A K= XK.
2- k+A+p)=K+N)+p, 8- (A-p)=(K+-A)p.
3.- Sik < A, entonces kK +pu < A+ py también k- p < X p.
4- k- A+ p)=K- A+ K- p.
5.- Para todo i € I k; = K entonces ) ;. ; ki = |I| - K.
6.- 21l = |P(1)|.
7 M = g R

8- (K- A =gt A

4.4. Cofinalidad.

Sea a > 0 un ordinal limite. Se dice que una sucesion creciente (a¢ : & < ), tal quef es un ordinal
limite, es cofinal en « si el lim¢_,g3 a¢ = . De manera similar A C « es cofinal en o, si sup A = a.

Si « es un ordinal limite infinito, la cofinalidad de « es:

cof(a) = el menor ordinal limite 5 tal que existe una sucesién creciente (ag¢ : & < ) con

lime_g ae = .
Es claro que cof(a) es un ordinal limite, y que cof(a) < a.
Lema 4.3 cof(cof(a)) = cof(a)

Demostracion : Si(ag : £ < ) es cofinalen ay ({(v) : v < §) es cofinal en 3, entonces (ag(,) : v < 0),
es cofinal con «.

O

Definicion 4.4.1 Se dice que el cardinal infinito & es reqular si cof (k) = k, si cof (k) < k, entonces,

K es singular.
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Lema 4.4 Un cardinal infinito s es singular si y solo si existe un cardinal A\ < s y una familia
{S¢ : € < A} de subconjuntos de x tal que |S¢| < k para cada { < A, y & = UgcrSe. El menor cardinal

A que satisface tal condicién es cof (k).

Demostracion : Existe una sucesion creciente (ag : § < cof(x)) tal que lime_,cop(rye = K. Sea
A= cof(k), y S¢ = a¢ para todo & < A.

Supdngase que se satisface la condiciéon dada al inicio, y sea A < k el menor cardinal para el que
existe una familia {S¢ : £ < A} tal que kK = UgrSe v [Se| < & para cada £ < A. Para todo § < A,
sea (¢ el tipo de orden de U,¢S,. La sucesién (B¢ : £ < A) es no decreciente, por minimalidad de A,
fe < K para todo & < . Se debe demostrar que limg e = , de esta manera se tendra que cof(x) < .

Sea 8 =lim¢_,f¢. Existe una funcién 1-1 de K = UgxSe en A x 3: Si a € &, sea f(a) = (£,7),
donde £ es el menor £ tal que v € Sg y v es el tipo de orden de S¢Na. Como A < Ky |[Ax 3| = A-|f],
se sigue que 3 = k.

O

Lema 4.5 Sea H un conjunto cuyo cardinal es x entonces existen conjuntos He C B con cardinal

menor que k tal que H = U§<cof(,{) He.

Demostracion : Por definicién de cardinalidad, existe una funcién f : kK — H biyectiva, por lema 4.4
tenemos que £ = g cop({Ke + ke < K} tomando los He = f | k¢ se tendrd que H = g op(x) He

que es lo que se quiere demostrar. O

4.5. Numeros Reales.
Teorema 4.5 El conjunto de todos los ntimeros reales es no numerable.

Demostracion : Recordemos antes que cada ntimero real tiene una tinica expansion decimal es decir,
si x es un namero real, x = N, x1 X2 T3 T4 T5 . ... Supongamos entonces que R es numerable, es decir
existe una biyeccién f entre este y los ntimeros naturales. Usando f, reordenamos los elementos de

R de la siguiente forma (vamos a tomar en consideracién a los z;; de este arreglo):

= N z11 12 T13 Ti4 T15 ...
= Ny x21 @22 T23 T4 T25 ...
= N3 x31 32 T33 T34 T35 ...

= Ni 41 T42 T4z Taa  T4s ...
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Para cada i, sea y; # x;; entonces témese el nimero y = 0,y; y2ys3 ... véase que y # f(1) ya
que x11 # y11 de igual modo y # f(n) para cualquier n € N ya que x,,, # y, por tanto existe un
nimero real que no pertenece a nuestro arreglo, de donde se puede concluir que R es no numerable.

g

4.5.1. La Cardinalidad del Continuo.

Sea ¢ el cardinal del conjunto R. Como el conjunto Q de los niimeros racionales es denso en R, todo
niimero real r es igual al sup{q € Q : ¢ < r} y como Q es numerable nos queda que ¢ < |P(Q)| < 2%,

Sea C (el Conjunto de Cantor), el conjunto de todos los nimeros reales de la forma X2 ;a, /3",
donde cada a,, = 0 0 2. Obtenemos a C removiendo del intervalo cerrado [0, 1], los intervalos abiertos
(1/3,2/3), (1/9,2/9), (7/9,8/9), etc. C es 1-1 con el conjunto de todas las w—sucesiones de ceros y
dos, de donde |C| = 2%0,

Por lo tanto ¢ > 2% usando el Teorema de Schroeder-Bernstein podemos concluir que:
¢ = 2%,

Por el Teorema de Cantor, tenemos que ¢ > Ng. Cantor conjeturo que cualquier conjunto de
numeros reales o es numerable o tiene la cardinalidad del continuo. En ZFC, todo cardinal infinito
es un R, para algin ¢, y por tanto 280 > X;. De donde la conjetura de cantor se convierte en la

siguiente sentencia:
20 = Ny
conocida como la Hipdtesis del Continuo (HC).

En otras palabras, la HC nos dice que todo conjunto de numeros reales es finito, numerable o

tiene la cardinalidad de los niimeros reales.

La hipdtesis generalizada del continuo (HGC) es la afirmacién, para todo «
2NO‘ = Na+1.

En 1936, Kurt Godel demostré que si la teoria de ZF es consistente, entonces la negacién de la HC

no es demostrable a partir de los axiomas de esa teoria. Esto lo hizo construyendo una clase, llamada la
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clase de los conjuntos constructibles y denotada por L, que tiene la propiedad siguiente: si suponemos
que los axiomas de ZF valen en nuestro universo de conjuntos, entonces también valen en L, y més
aun, en L también vale la HGC y el Axioma de Eleccién. La clase de los conjuntos constructibles
tiene, por decirlo de una manera poco precisa pero quizas sugestiva, solamente aquellos conjuntos
que es necesario tener para poder satisfacer los axiomas. En particular, alli solo hay X; subconjuntos
de w, y por lo tanto esa cantidad de ntimeros reales.

Mucho después, en 1964, Paul Cohen demostré que la HC tampoco es demostrable a partir de los
axiomas de ZFC, con esto se completd la demostracion de la indecidibilidad de la HC en la teoria de
ZFC. Cohen también demostré que el Axioma de Eleccién es indemostrable en ZF. La via que uso
Cohen para obtener sus resultados fue también la de construir un modelo apropiado de ZF, y para
ello desarrollo una técnica llamada forcing que ha sido una de las herramientas mas tutiles para el

desarrollo de la teoria de conjuntos durante la segunda mitad del siglo.



Capitulo 5

Funciones Crecientes:

En este capitulo se define lo que son las familias dominantes y no acotadas, se estableceran las

relaciones combinatorias que existen entre sus cardinales caracteristicos (ver introduccion).

También se estudiaran las condiciones necesarias que debe satisfacer w® para que se pueda obtener
la igualdad de estos cardinales. Para complementar el estudio de estos cardinales investigaremos la
relacién de estos con el o—ideal generado por los subconjuntos compactos de w* que llamaremos K.

Los resultados de este trabajo serdan en ZFC' +—-HC.

Este capitulo se basa en las referencias [1], [2], [3] v [7].

5.1. Familias Dominantes y No Acotadas

A continuacién se presentaran los dos conceptos base de este capitulo:

Definicion 5.1.1 Se dice que una familia D C w* es una familia dominante, si para todo f € w¥

existe g € D tal que f <* g. Denotaremos al cardinal caracteristico de las familias dominantes como:
0 = min{|D| : D es una familia dominante}

Definicion 5.1.2 Se dice que una familia B C w® es una familia no acotada si no existe g € w¥
tal que g * > f para todo f € B. Denotaremos al cardinal caracteristico de las familias no acotadas

CcOomao:

b = min{|B| : B es una familia no acotada}

31
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El siguiente lema establece la relacién entre (5.1.1) y (5.1.2). También servird para determinar la

primera relacién que se dard en este trabajo entre sus cardinales.
Lema 5.1 Toda familia dominante es una familia no acotada.

Demostracion : Sea D una familia dominante, supongamos que es acotada. Entonces existe g € w®
tal que g * > f para todo f € D, como D es una familia dominante existe h € D tal que g+ 1 <* h
por tanto g <* h de donde g no acota a D lo que es una contradiccion.

O

Un detalle interesante es que de haberse tomado la relacién de orden “para todo” es decir, f < g
si Vo (f(z) < g(z)) se tendria que b seria numerable, esto se debe a que la familia de funciones
constantes no serfa acotada por algin g € w*. Cabe destacar que 0 seguiria manteniéndose, ya que
con este nuevo orden, cualquier familia dominante D seguiria siendo dominante. Solo bastaria hacer
modificaciones finitas a cada uno de los elementos de D para conseguir la relacién deseada. En el

lema que se vera a continuacion se demostrard que al usar el orden <* se tendra que b > N.
Lema 5.2 Toda familia numerable F C w®, es acotada.

Demostracion : Sea F = {fo, f1, ...} se definird a ¢ € w* como g(n) = max{fr(n) : k < n},
veamos que fr <* g para todo f; € F, sea fi, € F tomando m = ko; se tendra que si m < n entonces

Jro(n) < max{fr(n) : k <n} de donde fi, <* g. Esto demuestra que F es acotada.

Por los lemas anteriores se puede concluir que X; < b < 9.

De igual manera veremos en el siguiente teorema, que se puede establecer una relacién entre estos

cardinales y sus respectivas cofinalidades:

Teorema 5.1 Los cardinales b y 0 se encuentran relacionados de la siguiente manera:
Ry < cof(b) =b< cof(d) <d< ¢

Demostracion : En el lema (5.2) se vio que toda familia numerable es acotada, por tanto ¥y < b.

Veamos que cof(b) = b:
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Sea B una familia no acotada de cardinal b, por lema 4.5 se tiene que para todo & < cof(b) si
B¢ C By |Be| < b entonces B = |J Be.

Como cada B¢ tiene cardinal menor que b entonces dado Be existe f; € w® que lo domine.

Sea G = {f¢ : fc domina a B¢}, veamos que G es una familia no acotada: Supongamos que no
lo es, es decir existe h € w* que domina a G, pero de ser esto cierto, entonces h domina a cada B¢ y
por tanto domina a la unién es decir a B, lo que es una contradiccién. Por lo tanto cof(b) > b, como

por definicién tenemos que cof(b) < 0 entonces se puede concluir que cof(b) = b.

Veamos ahora que b < cof():

Sea D una familia dominante de cardinalidad 9, por lema 4.5 se tiene que para todo & < cof ()
si D¢ C Dy |D¢| < 0 entonces D = |J De.

Como cada Dy tiene cardinal menor que 0, entonces dado un D existe un fe € w® tal que este
no se encuentra dominado por ningin g € Dg.

Témese G = {fe¢ : f¢ no sea dominado por D¢}, veamos que G es una familia no acotada:
Supongamos que no lo es, es decir existe h € w* que domina a G.

Ahora veamos que h no es dominado por D, para esto supongamos que existe g € D que domina
a h, como g € D entonces existe & < cof(d) tal que g € Dy, pero para D¢ se sabe que existe f € w*
tal que f £* g para todo g € Dg¢ a su vez por construccién f <* hy como h <* g entonces f <* g,
lo que es una contradicciéon de donde h no es dominado por D, pero D es una familia dominante por
lo tanto hay otra contradiccion pero esta vez con el hecho de que h puede acotar a G, de donde se

concluye que G es una familia de funciones no acotadas es decir b < cof(?). 0

Haciendo uso de [12], la técnica de forcing y asumiendo la hipdtesis generalizada del continuo

(GCH) se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.2 Asumiendo GCH, sea b’, 9’ y ¢’ cualquiera de los tres cardinales que satisfacen que:

N1 < cof(b) =< cof (07) < < ¢, y cof(¢)> RNo.

Entonces existe una extension del universo que satisface que b=06,0=0"y c=¢".

Definicion 5.1.3 Una escala en w® es una familia dominante bien ordenada por <*.
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Teorema 5.3 b =0 si y solo si existe una escala en w®.

Demostracion : Sea D = {f¢ : £ < b} una familia dominante de cardinal b. Se quiere construir una
familia dominante que esté bien ordenada por <* como D es una familia de conjuntos indexada por
un ordinal, se sabe que tiene un primer elemento: sea fy € D dicho elemento por ser D una familia
dominante, tenemos que existe gy € D tal que fy <* gy entonces tomando Dy = {go, fo, f1} por ser

Dy finito existe hg € w* que lo acote.

Como D es una familia dominante, existe g3 € D que domina a hg, ahora tomando a
Dy = {fo, f1, f2,90,91} por ser este finito existe hy € w® que acote a D;. Como he € w“ existe

g2 € D que domina a hs.

Suponiendo que tenemos definido g,, por induccién, se tiene que:

D, ={fo, --- fns fu+1, 90, ---,gn} es finito y acotado por h,, como h, € w® tenemos que existe
gn+1 € D tal que hy, <* gn41, (Cabe destacar que por la forma como estamos construyendo el con-

junto, tenemos que si i < j entonces g; <* g; y ademas f; <* g;).

Sea £ < b, supongamos que para todo n < &, g, estd definido. Tenemos que si n < § < b se

tendra que:

De ={gn:n< & U{fr: 1< &) como |De| < b existe he € w* que acota a De¢ y de igual manera

existe g¢11 € D que domina a hg.

Por induccién transfinita supongamos definidos a g¢ € w® con { < by sea G = {ge € D¢ : £ < 0},

de donde hemos obtenido una familia dominante que satisface las siguientes propiedades:
= Dado ff €D, fg <* ge.
" gy <P ogesin <&

Con lo que demostramos la primera implicacién del teorema.
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Ahora veamos la otra implicacién: Sea H = {h¢ : £ < 0} una familia dominante bien ordenada
por <* y sea B = {f¢ : £ < b} una familia no acotada de tamano b. Sea g¢ = min{h € H : f¢ <* h}
para £ < by G = {ge: £ < b}, es claro que es una familia no acotada de cardinal b.

Veamos que G es una familia dominante, para eso sea f € w* como H es dominante entonces
existe he € H tal que f <* hg por ser G no acotada existe g¢ € G tal que g¢ £ f pero como G C H
y H esta bien ordenado por <* entonces h¢ <* g¢ de donde f <* g¢, con lo que podemos concluir

que G es una familia dominante, por tanto b = 9 que es lo que se queria demostrar.

Antes de continuar se recordara la definicién de ideal:

Definicion 5.1.4 Un ideal 7 en un conjunto no vacio S, es una colecciéon de subconjuntos de S tal

que:
»eZyS¢T.
m SiXeZyY e entonces XUY € T.
s SiX,)YCS, XeZlyY C X,entoncesY € 7.

Se dice que un ideal Z es un o-ideal, si para una cantidad numerable de X,, € Z com n € N se

tiene que la unién de ellos esta en Z, es decir:

oo
U xnez
n=0

Definicion 5.1.5 Sea Z un o—ideal propio de subconjuntos de un conjunto X, que contiene todos

los elementos unitarios de X.

La aditividad de Z, add(Z) , es el menor cardinal de una coleccién de conjuntos en Z cuya

unién no esta en 7

El nimero de cubrimiento de Z, cov(Z) , es el menor niimero de conjuntos en Z cuya unién es

X.

La uniformidad de Z, non(Z) , es la menor cardinalidad de una coleccién de subconjuntos en

X cuya union no estd en 7.

la cofinalidad de Z, cof(Z) , es el menor cardinal de un subconjunto B de Z tal que, todo

elemento de Z es un subconjunto de algin elemento de B. A tal B se le llamard, la base de Z.
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Si tomamos a Z como un o-ideal se tendria que 8; < add(Z).

Ahora estudiaremos las relaciones que existen entre estos cardinales:

Lema 5.3 Sea T un o-ideal propio de subconjuntos de un conjunto X, que contiene todos los

elementos unitarios de X, entonces:

add(Z) < non(Z) < cof(Z).

Demostracion : Veamos que:

» add(Z) < non(7).

SeaH={J:JCZyUJ¢Z}yK={A:AC XyA¢ T} Veamos que K C H:

Sea A € K. Entonces A C Xy A ¢ Z. Como A C X, entonces A = |J{{z} : © € A}
Sea J = {{z} : z1 € A}, entonces A = UJ, por hipdtesis tenemos que Z, tiene todos los
conjuntos unitarios de X, entonces J C Z de donde |J J ¢ Z como |J| = |A| se tiene que,
|Al € {|J| : J € H}. Por tanto, min{|J| : J € H} < min{|A] : A € K}, de donde
add(Z) <non(Z).

non(7Z) < cof (7).

SeaH={B: BCIAN(NM{€cTIIkC B(e€r))yK={A:ACXNA¢ T}, scaBe H
veamos que existe A € K tal que B C A, como B C Z entonces por definicién de ideal se
tiene que B C X. Basta con tomar a A como la unién de B con una unién no numerable de
elementos unitarios de X, en vista de que todos los elementos unitarios de X son elementos de
7 se tiene que la unién no numerable de estos no pertenece a Z, entonces A ¢ Zy B C A. Por

lo tanto se tiene que para cualquier B € H existe A € K que lo contiene, de donde H C K.

O

Lema 5.4 Sea T un o-ideal propio de subconjuntos de un conjunto X, que contiene todos los

elementos unitarios de X, entonces:

add(Z) < cov(Z) < cof(Z).

Demostracion : Veamos que:
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» add(Z) < cov(Z).
SeaH={J:JCZIyuJ=X},K={J:JCZyUJ ¢ I}. Veamosque H C K:
Sea J € H entonces |J J = X pero z ¢ Z por tanto, J € K de donde H C K. De donde
add(Z) < cov(Z).

s cov(Z) < cof(Z).

SeaA={J:JCcZyUJ=X}yB={J:JCZIAVYeecZIIdC J(e C )}, veamos
que B C A:

Sea J € B, como T contiene todos los elementos unitarios de X y por hipétesis se tiene que todo
elemento de Z es subconjunto de algtin conjunto subconjunto de J, se concluye que |J J = X,

de donde J € A. Por tanto cov(Z) < cof(Z).

De los lemas (5.3) y (5.4) se puede concluir que:

Teorema 5.4 Sea Z un o-ideal propio de subconjuntos de un conjunto X, que contiene todos los

elementos unitarios de X, entonces:
N; <add(Z) < min{cov(Z),non(Z)} < maz{cov(Z),non(Z)} < cof(Z)

El o-ideal que se va a estudiar es el o-ideal K., generado por los subconjuntos compactos de w®;
es decir, el ideal de los conjuntos que se pueden cubrir por una cantidad numerable de conjuntos
compactos, recordemos que un conjunto es compacto si todo cubrimiento por abiertos tiene un

subcubrimiento finito.
Teorema 5.5 add(K,) = non(K,) = by cov(K,) = cof(K,) =0

Demostracion :  Como todo subconjunto del espacio discreto w es compacto si y solo si es finito, se
tiene por el teorema de Tychonoff que todo subconjunto de w* es compacto si es cerrado y es producto
de subconjuntos finitos de w. No hay pérdida de generalidad si en vez de tomar subconjuntos finitos,

se tomasen segmentos iniciales, de esta manera tenemos que todos los conjuntos de la forma:

{few:f<g}=TIlcul09(n)]
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Son compactos y todo conjunto compacto estd incluido en alguno de esa forma. De esto sigue
que todos los conjuntos de la forma { f € w¥: f <* g} ( con <* en vez de <) estdn en K, y todo
subconjunto de K, es subconjunto de alguno de esos.

Ahora se usardn estas afirmaciones para demostrar el teorema.
» add(K,) = non(K,) = b.

Veamos que b < add(K,) :
Sea B una familia de conjuntos de K, cuya unién no esté en K, ademds |B| = add(K,).

Como B C K, sabemos que para todo X € B existe gx € w* tal que

X={few: f<"gx}.

Sea F = {gx : X € B}. Veamos que F es una familia no acotada: Para eso supongamos lo
contrario, es decir existe f € w* tal que f domina gx para todo X € B.

Entonces tomando H = {g € w* : g <* f} se tiene que X C H, para todo X € B, por lo tanto
UBC H.

Como H es un conjunto compacto tenemos que ‘H € K,, y como K, es un o—ideal tenemos que
UB € K, lo que es una contradiccién con nuestra eleccién inicial de F, por tanto F es una familia

no acotada, de donde b < |F| = |B| =add(K,).

Ahora veamos que non(K,) < b :

Sea F una familia no acotada de cardinal b. Se quiere ver que F ¢ K.

Supéngase que F € K., entonces este se puede escribir de la forma {f € w* : f <* h} de donde
g <* h para todo g € F, lo que es una contradicciéon ya que F es una familia no acotada. Por tanto

F ¢ Ky, de donde non(K,) < |F| = b.

Por lema (5.3) se sabe que add(K,) < non(K,) de donde se puede concluir que:
add(K,) = non(K,) = b.
» cov(K,) = cof(K,) = 0.

Veamos que cov(K,)> 0, para eso sea C una familia de subconjuntos de K, cuya unién cubra w®

de cardinal cov(K,), es decir:
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w? = J{Y : Y €C}, |C] =cov(K,).

De manera andloga a la demostracion anterior, se tiene que para todo Y € C existe gy € w* tal

que Y = {f € w¥: f <* gy}, de donde se tiene que:
w = J{few: f<"gy} paratodoY € C.

Es claro que D = {gy : Y € C} es una familia dominante, ya que de no serlo existirfa f € w*
tal que f ¢ U{f € w : f <* gy} = w¥ lo que serfa una contradiccién, por tanto se tiene que:

cov(Ky)> |D| = |C| =0.

Ahora veamos que cof (K,) < 0. Sea D una familia de dominante de cardinal .
Sea B={{f: f<*g}: ge€ D}, veamos que B es una base de K, sea X € K, por lo tanto X

es de la forma:
X =1leol0,he(n)] = {f €w® : f <* h,} para algin hy € w*.

Entonces como D es una familia dominante, existe gx € D tal que h, <* g. Tomando a
By ={f:f<* gy} setiene que {f: f <" h,} C Bx, de donde B es base de .

Por lo tanto cof (K,) < |B| = 9, que es lo que se queria demostrar.

Por lema (5.4) se sabe que cov(K,) < cof(K,) de donde se puede concluir que

cov(K,) = cof (K,) = 0.

Definicion 5.1.6 Dados a,b € w con a < b, el intervalo I = [a, b) es el conjunto de los n € w tal

quea < nymn<b.

Definicion 5.1.7 Una particion en intervalos de w (PI) , es una coleccién infinita J de intervalos
I, = [in,int1) con n € w tal que UT = U{l, :n € w} = w.

Siempre se supondra que los intervalos se encuentran enumerados por el orden natural, es decir
0= 0eip < int1.

Se dice que una particién en intervalos {I,, : n € w} domina a otra particién en intervalos

{Jn : n € w} si existe m € w tal que para todo n > m existe k € w tal que Jy C I,.
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Una familia B de particiones en intervalos es no acotada, si no existe una PI que domine a todas
las PI de B.
Una familia D de particiones de intervalos es dominante, si para cualquier PI, existe una PI en

D que la domine.

Teorema 5.6 0 es el menor cardinal de una familia de particiones en intervalos dominante.

b es el menor cardinal de una familia en particiones de intervalos no acotada.

Demostracion : Supdngase que se tiene una familia de particiones en intervalos F dominante.
Entonces, a cada una de las particiones en intervalos {I,, = [in ,in+1)} en F, se le va asociar a
la funcién f € w* definida de la siguiente manera: si x € I, entonces f(x) = in12 — 1, (es decir; si
x € I, entonces f(x) es el ultimo elemento de I,,41).
Ahora se va a demostrar que la familia K de todas las funciones f, forman una familia dominante.
Con eso tendriamos nuestra primera desigualdad: 0 < [F]|.
Para eso se va a construir una particién de intervalos que nos ayudara a encontrar, dado g € w®,
cual f € K domina a g.

Sea J = {Jn = [Jn,Jn+1) : n € w} dicha particién, dada por:

= Jo = [jo,71) donde jo = 0y 51 > g(0).

» J1 = [j1,j2) donde j3 se tomard de la siguiente manera: Sea k; = max{g(x): = € (JoU {j1})}

entonces:
, k142, si ki >n5
J2 =
j1+1, en otro caso
» De manera general J, = [jp, jn+1), donde
) kn+2, si ky, > jn
In+1 =

Jn+1, en otro caso

Con esto se tiene que si x € J, entonces g(x) € Jo11 0 g(x) < Jnt1-
Sea Z € F una particién en intervalos que domine a 7, y sea f la funcién asociada a Z, se verd que
g(x) <* f(a).

Sea I, € Z el menor intervalo tal que existe J, € J contenido en I,,.
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Queremos ver que a partir de k se tiene que g(x) < f(z). Por construccién si x € Jj se tiene que
g(x) € Jri1 0 g(x) < jgy1 como Ji C I, se tiene por ser Z dominante que Jiyq satisface tres de los

siguientes casos:

1- Jky1 C Inyr
2.- Jk+1 c I,

3.- Jr41 esta estrictamente contenido en la unién de I, e Iy, es decir i < Jry1 < tpy1 €

int1 < Jk+2 < int2

Sea ko = min{k : (3n)(Jr C 1)}, mo = Ji-

Veamos que para todo = > my, se tiene que f(z) < g(x).

Seantalque xz € I, y x € J, donde k > kg, por lo anterior tenemos que: Para los casos 2 y 3 es
claro que g(z) < f(x) ya que f(x) es exactamente el ultimo elemento de I,+1. En el caso 1 también
es facil ver que se satisface la desigualdad ya que g(z) < jrio < f(z) < inpt2. Con esto obtenemos
que g(z) <* f(x) y por lo tanto que ? < |K| = |F]|.

Para demostrar la otra implicacién (0 > |F]), se comienza con una familia dominante D C w* de
cardinal d (sin perdida de generalidad todas las funciones de D serdn estrictamente crecientes), tal
que a cada g € D se le asocia a una particién de intervalos Jy = {Jn = [jn,Jn+1) : 7 € w} de la
misma manera que se hizo en la parte anterior con g.

Veamos que la familia P = {J; : g € D} es dominante:

Para esto, sea Z = {I,, = [in,in+1) : 7 € w} una particién de intervalos cualquiera, veamos que
existe J € P tal que J domina a 7.

Primero se asociara a la particion de intervalos Z una funcién, de la misma manera que se hizo
antes con f.

Luego como f € w* existe g € D tal que f <* g, debemos ver que el intervalo J € P asociado a
g domina a Z.

Recordemos que f <* g si existe m tal que = < n entonces f(n) < g(n).

Sea m tal que f <* g entonces si m < z tenemos que f(z) < g(x) en particular para j, > =
tenemos que f(jn) < g(jn) < jnt1 — 1, esto es por construcciéon de J, ya que g(z) esta en algin J,
para x < n.

Ademas jy, € I, es decir iy, < jn < im+1, a suvez f(jn) = im2 — 1 de donde f(jn) < imi2 <

Jn+1 COMO i1 < 4o entonces Iny+1 C Jny, que es lo que queriamos demostrar.



42

§5. Funciones Crecientes:

De donde se puede concluir que d = |F]|.



Capitulo 6

Familias Separadoras y Homogeneidad

En este capitulo, se estudiaran algunas relaciones que existen entre las familias separadoras y
familias homogéneas de conjuntos de numeros naturales. Véase las referencias [1]. Al igual que en el

capitulo anterior estaremos trabajando en ZFC +-HC.

6.1. Familias Separadoras y Homogéneas

Definicion 6.1.1 Se dice que un conjunto X C w separa a un conjunto infinito ¥ C w si ambos

Y NXyY — X son infinitos.

Definicion 6.1.2 Se dice que una familia S de subconjuntos de w es una familia separadora si

para cada conjunto infinito ¥ C w existe al menos un conjunto X € S que lo separe.
Sea s = min{|S| : S es una familia separadora}
Teorema 6.1 Xy < s

Demostracion : Supdngase que existe una familia separadora numerable.

Sea S = {5, }icw dicha familia, se quiere construir un conjunto K, C w tal que este no es separado
por ninguno de los S; € S.

Sea K1 C w infinito, como S es una familia separadora, existe S1 € S tal que Sy separa a K7 es
decir S1 N K7 y K1 — 57 son infinitos, tomando a Ko = Y — 57 como K5 es un conjunto infinito de w

y KN S1 = () entonces existe So € S tal que So lo separe, por tanto Ko — Sy y KoM Sy son infinitos.

43
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De manera general si se tiene definido hasta K, como este es infinito, se tiene que existe S, € S
que lo separe, de donde K,,+1 = K, — Sy, cabe destacar que ningin S; € S separaa K,4+1sii < n+1
y ademds K; C K sii < j.

Por induccién supongamos definidos a K, con n € w y sea K, = N;c, K;.

Antes de continuar veamos que K, es infinito, para eso supongamos que N;c, K; es finito, es decir
existe algin ¢ € w tal que K; es finito, por construccién este es de la forma K; = K; 1 — 5; pero .S;
separa a K;_ 1 es decir K;_1 — 5; es infinito, lo que es una contradiccién y por tanto K, es infinito.

Ahora por ser K, C w infinito deberfa existir S; € S que lo separe pero K,NS; = () para cualquier
i € w lo que es una contradiccién ya que S es una familia separadora. De donde se concluye que s es

mayor igual a Ny.

Teorema 6.2 s <0

Demostracion :  Se quiere ver que existe una familia dominante D de cardinal ? que sea separadora.
Por el teorema (5.6) se puede construir una familia de particiénes de intervalos dominante D, de
cardinal 2. A cada particién de intervalos [[ = {I, : n € w} en D), se asociard con la unién
o(I1) = U,, I2n es decir la unién de los intervalos pares de [].

Vamos a demostrar que estos 9 conjuntos ¢(]]) constituyen una familia separadora:

Dado un subconjunto arbitrario X de w, asociemos a X una particién en intervalos (X)) en la cual
cada intervalo posee al menos un elemento de X. Como D), es una familia dominante de particiones
en intervalos, se sabe que existe [[ € D, tal que [[ domina a ¢(X).

Si se tiene que cada intervalo de ¢(X) estd contenido en algun intervalo de ][ (salvo una cantidad
finita de estos) es claro entonces, que cada intervalo de [] posee al menos un elemento de X.
Ahora tomando ¢(]]) se obtendra un conjunto, cuya interseccién con X es infinita y ademds como
(o(ID)¢ = U,, Ion+1 entonces X N (¢(I]))¢ es infinita de donde ¢(]]) separa a X por tanto D es una
familia separadora.

O

Cabe destacar del teorema anterior, que los propiedades bésicas de la construcciéon de ¢ y ¢ de
la demostracion, dejan que:

Para cualquier particién de intervalos || y cualquier conjunto infinito X C w se tiene que si:

[ domina a ¢(X) = ¢(X) separa a X.
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Definicion 6.1.3 Decimos que un conjunto H C w es homogéneo para una funcién f : [w]” — k

es decir, una particién de [w]™ en k piezas, si f es constante en [H]".
Definicion 6.1.4 Decimos que H es casi homogéneo para una particion f : [w]® — k si existe un

conjunto finito F tal que el conjunto A = H — F es homogéneo para f.

Llamaremos a pat,, el menor cardinal de una familia de particiones P = {f : f es una particion
de [w]™ en 2 clases} tal que no existe un conjunto H que sea casi homogéneo con todas las f € P.

Nétese que par; es s, y que la definicién de par,, permaneceria igual, si se usara una cantidad
finita de piezas, ya que tal particién pudiera ser reemplazada por una cantidad finita de particiones
de 2 piezas.

La necesidad de usar casi homogéneo en vez de homogéneo en la definiciéon de patr, esta en que
es posible definir una familia numerable de particiones tales que no existe un conjunto que sea ho-

mogéneo para todas al mismo tiempo.

Teorema 6.3 para todo nimero n > 2, par,, = min{b,s}.

Demostracion : Nétese que par, < par,, si m < n. Esto se debe a que cualquier particién de
[w]™ — 2 se puede ver como una particién de [w]™ si se ignora los tltimos n — m elementos cuando
se estd evaluando la funcion.

Se verd primero que party < b: Sea B una familia no acotada de cardinal b, sin pérdida de
generalidad vamos a tomar a cada g € B como mondétona creciente, y a cada g la vamos a asociar a
una particién de [w]? tal que a el par {z < y} le asignamos el 0 si g(x) < y y 1 si sucede lo contrario.
Notese, que un conjunto homogéneo de clase 1 tiene que ser finito, ya que de lo contrario, de ser
infinito, si tomédsemos z como el primer elemento, se tendria que g(z) > g(y) para cualquier y > x a
pesar de nuestra eleccién de que cada g fuese mondtona creciente.

Vamos a demostrar que no existe H C w infinito que sea casi homogéneo para todas esta
particiones de manera simultanea.

En vista de que la clase 1 es finita, supéngase que H es infinito y esta casi contenido en la clase
0 de todas las particiones asociadas a las funciones g € B.

Considérese la funcion h tal que a cada nimero natural x lo mande al segundo miembro de H

que esté por encima de x es decir, para cada x, vamos a tener que: x < y < h(z) con y y h(x) en H.
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Como H es casi homogéneo, se tendrd que para cada g € B existe un z lo suficientemente grande
tal que g(y) < h(z) y por monotonia de g, g(z) < h(z) de donde g <* h para toda g € B, lo que es
una contradiccién ya que B es no acotada. Con esto tenemos que par,, < min{b,s}.

2 2 de cardinal

Se vera ahora que par, > min{b,s}. Dada una familia de particiones f¢ : [w]
k < min{b,s}, se debe conseguir un conjunto infinito que es casi homogéneo con todas ellas. Para

eso0, considérese las siguientes funciones:

fentw = 200 = feln, o}

Como el niimero de estas funciones es k- Ry < s, entonces existe un conjunto infinito A C w en el
que son casi constantes, es decir f¢,(z) = je¢(n) para todo x > g¢(n) en A. Ademds como k < s se
puede conseguir un B C A en el que cada j¢ es constante, es decir je(n) = i¢, n > be para algin bg
en B. Como también x < b entonces se tiene que existe una funcién h que acota a cada ge¢, a partir de
cierto entero c¢. Sea H = {x¢, x1,...} un subconjunto infinito de B de forma tal que h(z,) < zp41
para todo n. Veamos que H es casi homogéneo para cada f¢: si # < y son elementos de H mayores

que be y c¢, entonces y > h(x) > ge(x) y de esta manera fe({z,y}) = fe(y) = je(v) = ic.
(]

Definicion 6.1.5 Una familia R de subconjuntos infinitos de w es inseparable si no existe un

subconjunto de w que separe a todos los elementos de R.
vt = min{R : R es una familia inseparable }.
Teorema 6.4 b <t

Demostracion : Al igual que en el teorema(6.2), se tomard a ¢ como la funcién que manda una
particiéon de intervalos a la unién de sus intervalos pares, ademads sea 1 la funcién que manda un
conjunto infinito X C w a una particiéon de intervalos tal que todo intervalo contenga al menos un
elemento de X.

Sea R una familia inseparable de cardinal t, se quiere ver que no existe una particién de intervalos
I que domine a todas las particiones (X ) para X € R, con esto se demostraria que b < t ya que
b es el menor cardinal de una familia particiones de intervalos no acotada por una sola particién de
intervalos.

Pero se sabe por el teorema (6.2), que si [[ dominase a todos los ¥(X), entonces ¢(]]) separaria
a todos los X € R, lo que seria una contradiccién ya que R es una familia inseparable, por tanto

b <, que es lo que se queria demostrar. O
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