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Introducción

En el siglo pasado en el año de 1829 P.L. Dirichlet [9], demostró que toda

función real a valores en R definida por medio de un número finito de partes

monótonas tiene serie de Fourier puntualmente convergente en R. Este resultado es

conocido hoy como: Criterio de Dirichlet sobre la convergencia de series de Fourier.

Aśı por primera vez y rigurosamente se obtuvo una demostración de la conjetura

planteada en el año 1807 por Fourier, referente a la representatividad de una

función arbitraria por medio de series trigonométricas. Este resultado aparece en

el trabajo de Fourier sobre la teoŕıa anaĺıtica del calor [10]. Según B. Nagy [44], la

historia del desarrollo de la teoŕıa de las series de Fourier comienza a partir de una

disputa ocurrida alrededor de la mitad del siglo XVIII, entre D’Alembert, Euler y

D. Bernoulli, respecto al problema de la cuerda vibrante.

En el año 1881 C. Jordan [14], definió la noción de función de variación acotada

y demostró que ellas se pueden representar como diferencia de funciones monótonas,

obteniendo la validez del teorema de Dirichlet para esta clase de funciones.

La noción dada por C. Jordan ha sido generalizada de varias direcciones,

dependiendo de su utilidad en el contexto de algunas teoŕıas. De La Vallée Poussin

[58] en el año 1908, definió la clase de funciones con segunda variación acotada

y demostró que se pueden representar como diferencias de funciones convexas.
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Introducción 9

M. T. Popoviciu [46] en el año 1937, generalizó los resultados de De La Vallée

Poussin a órdenes superiores, por medio de las funciones con la k-ésima variación

acotada (k ∈ N). Estas nociones están enmarcadas en el contexto de la teoŕıa de

funciones reales. Mientras que en la teoŕıa de las series de Fourier, podemos citar

de p-variación y φ−variación en el sentido Wiener y la Λ−variación introducida

por D. Waterman [59]-[60] en el año 1972 y la más general la Φ−variación acotada

introducida por M. Scharmm y D. Waterman, conocido en la literatura matemática

como la variación en el sentido de Scharmm [56].

En el año 1910 F. Riesz [47] definió otra noción de función con p-variación

acotada (1 < p < ∞) y demostró que estas se corresponden con aquellas funciones

absolutamente continuas con derivada en el espacio Lp. Yu. T. Medvedev [36] en

el año 1953, generalizó esta noción y el Lema de Riesz a la clase de funciones con

φ−variación acotada, donde φ es una φ−función convexa que satisface la llamada

condición ∞1. Aśı las variaciones dadas por F. Riesz y Yu. T. Medvedev están

situadas en la teoŕıa del análisis funcional.

N. Merentes, en el año 1991 en [37] caracteriza la clase RV(p,2) de funciones,

cuya derivada u′ es absolutamente continua en [a, b] y u′′ ∈ Lp[a, b], por medio de

la noción de (p,2)-variación acotada (1 < p < ∞) en el sentido de Riesz, la cual

puede considerarse como una combinación de las nociones dadas por De La Vallée

Poussin y de F. Riesz.

Cuando queremos determinar existencia de soluciones en espacios de funciones,

de ecuaciones diferenciales, integrales o funcionales, muchas veces intentamos aplicar

el llamado método de contracción de Banach-Caccioppoli [22]-[21] a los operadores

asociados a tales ecuaciones. En general uno de estos operadores es el operador de
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composición asociado a una función f : [a, b]×R → R. En este caso, la condición de

contracción se convierte en una condición de Lipschitzidad global para este operador.

En el año de 1982 J. Matkowski [22], demostró que el método de Banach-Caccioppoli

no puede ser aplicado en el espacio Lip[a, b], para hallar soluciones a ecuaciones

no-lineales donde este explicitamente el operador de composición. Más precisamente

Matkowski demostró que el operador de composición F , asociado a f : [a, b]×R → R,

actúa y es globalmente Lipschitz en el espacio Lip[a, b] si y sólo si la función f tiene

la forma:

f(t, x) = g(t)x + h(t) (t ∈ [a, b], x ∈ R), (0.1)

donde las funciones g y h ∈ Lip[a, b]. En consecuencia,

Fu(t) = g(t)u(t) + h(t),

y aśı F es lineal en el espacio Lip[a, b].

J. Matkowski y sus alumnos han demostrado la validez de este resultado en otros

espacios, como por ejemplo:

- J. Matkowski (1984) [24], para el espacio Cn[a, b] de las funciones n-veces

continuamente diferenciables.

- A. Matkowska (1984) [34], para el espacio Hα[a, b] de las funciones Hölderianas

en [a, b] de orden 0 < α < 1.

- J. Matkowski y J. Mís (1984) [32], para el espacio BV [a, b] de las funciones de

variación acotada en [a, b]. En este caso la fórmula 0.1 es válida sustituyendo

la función f por su regularización a izquierda.
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- M. Lupa (1989) [19], para el espacio HαC
n[a, b] de las funciones con n-ésima

derivada Hölderiana en [a, b] de orden α, con 0 < α < 1.

- A. Sieczko (1989) [57], para el espacio ACn[a, b] de las funciones con n-ésima

derivada absolutamente cont́ınua en [a, b].

- J. Knop (1992) [15], para el espacio LipCn[a, b] de las funciones con n-ésima

derivada Lipschitziana en [a, b].

En 1991 N. Merentes [37],obtuvo el resultado de J. Matkowski para el espacio

RVφ[a, b] de las funciones de φ−variación acotada en el sentido de Riesz.

En una investigación conjunta con J. Matkowski, tambien obtuvo los siguientes

resultados:

- J. Matkowski y N. Merentes (1993) [30], para el espacio RV(p,2)[a, b] de las

funciones de (p, 2)−variación acotada en [a, b].

- J. Matkowski y N. Merentes (1993) [31], para el espacio W n
p [a, b] de Sobolev

Unidimencional de orden n ∈ N.

- A. Matkowska, J. Matkowski y N. Merentes (1994) [35], para el espacio Cn[a, b]

de las funciones n-veces continuamente diferenciable.

En este último resultado se utiliza una técnica de inmersiones entre espacios de

funciones y aśı evita la llamada regla de la cadena para derivadas de orden superior,

con lo cual se obtiene una demostración,más didáctica y sencilla.

En estos resultados el operador de composición F actúa de un espacio en

śı mismo, sin embargo en muchos casos, es conveniente clarificar la conducta de

este operador entre espacios distintos. En este sentido, N. Merentes con S. Rivas
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[41], pudieron verificar la validez del resultado de J. Matkowski cuando el operador

actúa entre los espacios RVp[a, b] (1 < p < ∞) y BV [a, b].

Como hemos observado, la condición de Lipschitzidad global para el operador

de composición F conlleva a que el operador F sea af́ın en el espacio.

En al año 2010, J. Matkowski sustituye la condición de globalmente Lipschitz

en el operador de composición por la condición de uniformemente continuo (ver

definición 1 de [27], [26]) obteniendo los mismos resultados que fueron comenta-

dos anteriormente, algunos de ellos fueron demostrados por miembros del grupo de

ecuaciones diferenciales de la escuela de Matemáticas de la Universidad Central de

Venezuela, en colaboración con J. Matkowski y sus alumnos, el lector interesado en

el tema puede consultar los siguientes trabajos:

- A. Azócar, A. Guerrero, J. Matkowski, N. Merentes, (2010) [2] Uniformly con-

tinuous set-valued composition operators in the space of continuous functions

of bounded variation in the sense of Wiener.

- J. Matkowski, (2011) [29] Uniformly bounded composition operators between

general Lipschitz functions normed spaces.

- J. Matkowski, (2009) [27] Uniformly continuous superposition operators in the

Banach space of Hölder functions.

Recientemente, en el año 2011 el mismo J. Matkowski [29] sustituye la hipótesis

de uniformemente continuo en el operador de composición por el de uniformemente

acotado (vea definición 1 de este trabajo) y obtiene la misma condición (0.1) para

la función f : [a, b] × R → R generadora del operador de composición o para

regularizacion izquierda f− de f . Un lector interesado en este tema puede consultar
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las siguientes referencias [29], [11]

En este trabajo especial de grado en el caṕıtulo 4, damos, a nuestro juicio, una

contribución al tema, obteniendo que el espacio RV(p,2) con (1 < p < ∞), satisface

la condición de J. Matkowski bajo la hipótesis de que el operador de composición

F asociado a f : [a, b] × R → R , sea uniformemente acotado RV(p,2), con lo cual se

debilitan las hipótesis dadas en el trabajo [30] .

Para concluir esta introducción, daremos información de la forma como es-

tructuramos este trabajo especial de grado. Lo hemos dividido en cinco caṕıtulos

subdividiendo cada uno de ellos en secciones, no muy extensas en la mayoŕıa de los

casos. A nuestro juicio, esto permitirá una lectura más ágil del texto.

En el caṕıtulo 1 se comienza introduciendo la noción de funciones de Variación

Acotada dada por Camile Jordan en 1881 (ver [14]) con algunos ejemplos de este

espacio, para luego exponer la noción de Segunda Variación Acotada dada por

de La Valée Poisson en 1908 (ver [58]) en la cual presentaremos varios ejemplos

y resultados que caracterizan tales funciones, entre ellas que ésta clase tiene

estructura de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y álgebra de

Banach.

En el caṕıtulo 2 expondremos la noción de k-Variación Acotada, que fue

introducida por Popoviciu en el año 1934 (ver [46]), como una generalización de

la noción de Segunda Variación Acotada, además se mostrarán varios ejemplos

de estas funciones y también haremos expĺıcitamente demostraciones de algunas

propiedades que satisfacen las funciones de k-Variación Acotada, entre ellas que

tiene estructura de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y álgebra
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de Banach, aśı como otros resultados importantes con respecto a este espacio.

En el caṕıtulo 3 presentaremos la noción de p-Variación Acotada (1 < p < ∞),

(ver [47]) dada por F. Riesz en 1910 para luego exponer aśı una generalización de

ésta, es decir, la noción de (p, 2)-Variación Acotada (1 < p < ∞), presentada por N.

Merentes en el año 1992 (ver [38]), y de igual modo enunciaremos y demostraremos

algunos resultados relevantes de este espacio de funciones.

En el caṕıtulo 4 demostraremos que el operador de composición uniforme-

mente acotado que aplica el espacio de funciones de (p, 2)-variación acotada en

el sentido de Riesz en śı mismo satisface la condición de J. Matkowski y asi es

lineal en este espacio. Cabe destacar, que este resultado es una nueva contribu-

ción al tema de el Operador de Nemytskij en RV(p,2)[a, b] el cual es un trabajo

realizado por S. Rivas, F. Armao y J. Rojas y será enviado a una revista venezolana.

En el caṕıtulo 5 se expone en este trabajo especial de grado, como una nueva

contribución al tema de el Operador de Composición uniformemente acotado en el

espacio de las funciones con (p, k)-Variación Acotada en el sentido de Riesz, el cual

es un trabajo realizado por F. Armao, D. G lazowska, S. Rivas y J. Rojas (ver [48]),

que pronto será enviado a una revista extranjera. El concepto de (p, k)-variación

(1 < p < ∞, k ∈ N) es introducido y estudiado en ([43]). Utilizando esta noción,

se presentan varios teoremas en los cuales imponiendo condiciones al operador

de composición H, que está asociado a una función h : [a, b]xR → R, se puede

garantizar que esta última es una función af́ın con respecto a la segunda variable,

con lo que se cumple la representación de J. Matkowski.

Para finalizar, queremos comentar que los resultados expuestos en este trabajo
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de grado están en varios art́ıculos de investigación realizados entre 1910 y el año 2011

y la presentación en un solo folleto puede considerarse un aporte pedagógico para la

comprensión del tema, algunos de estos art́ıculos son: S. Rivas, J. Rojas, F. Armao

Uniformly Bounded Composition Operatores in the Banach Space of bounded (p, k)

in the sense of Riesz, (Por aparecer).(ver [48]), J. Matkowski, Uniformly bound-

ed composition operators between general Lipschitz functions normed spaces(Por

aparecer) (ver [29]), F. Riesz, Untersuchungen über Systeme integrierbarer functio-

nen(1910)(ver [47]), M. T. Popoviciu, Sur quelques propriétés des fonctions d’une

variaable réelle convexes d’order superior(1933)(ver [46]), A.M. Russell, Functions

of bounded kth variation(1973)(ver [51]) y además las referencias bibliográficas que

estan en el trabajo de grado.



Caṕıtulo 1

Funciones con Segunda Variación

Acotada

En el presente caṕıtulo se describe la noción de variación acotada introduci-

da por Camille Jordan en [14]. Se hace referencia a algunos resultados importantes

acerca de este espacio de funciones, con la finalidad de que sea más didáctico. Tam-

bién expondremos la noción de segunda variación acotada que fue introducida por

De La Vallée Poussin en el año de 1908 en [58], presentándose algunos resultados

acerca del comportamiento de las funciones de este espacio y finalizamos con la

demostración de que toda función con segunda variación acotada se puede escribir

como la diferencia de funciones convexas.

1.1. Funciones con Variación Acotada

En el año de 1881, Camille Jordan en [14], introduce el concepto de función de

variación acotada en un intervalo [a, b], de la siguiente manera:

Definición 1.1. (variación acotada) Sea u : [a, b] → R. Dada una partición de [a, b]

16
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de la forma:

π : a = t0 < t1 < t2 < ... < tn = b

Se define

σ(u;π) :=
n∑

j=1

|u(tj) − u(tj−1)|

y

V (u; [a, b]) := sup
π

σ(u;π),

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones π del inter-

valo [a, b]. Si V (u; [a, b]) < ∞ se dice que la función es de variación acotada.

Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y la misma es un espacio normado

con la norma:

∥u∥BV [a,b] = |u(a)| + V (u; [a, b]), u ∈ BV [a, b].

A continuación, se presentarán algunos ejemplos que ilustran la definición de

BV [a, b]. En estos ejemplos consideraremos particiones π del intervalo [a, b] del tipo:

π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b

Ejemplo 1.2. Consideremos c ∈ R y la función constante u en [a, b], definida por

u(t) = c para todo t ∈ [a, b].
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Entonces, la variación de la función u en el intervalo [a, b] viene dada por

V (u) = V (u; [a, b])

= sup
π

n∑
j=1

|u(tj) − u(tj−1)|

= sup
π

n∑
j=1

|c− c|

= 0

donde π, es el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Ejemplo 1.3. Dada una función u : [a, b] −→ R, monótona entonces:

V (u; [a, b]) = |u(b) − u(a)|

En efecto, si la función es monótona creciente, entonces:

V (u; [a, b]) =
n∑

j=1

|u(tj) − u(tj−1)|

=
n∑

j=1

u(tj) − u(tj−1)

= u(b) − u(a).

Aśı,

V (u) = u(b) − u(a) = |u(b) − u(a)|.

Ahora, si la función u : [a, b] −→ R es monótona decreciente, usando el mismo
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argumento anterior obtenemos que la variación es:

V (u) = u(a) − u(b) = |u(a) − u(b)| = |u(b) − u(a)|.

Lo cual concluye la demostración.

Ejemplo 1.4. Consideremos la función identidad u : [a, b] −→ R, es decir,

u(t) = t t ∈ [a, b].

Entonces, la variación de la función u en el intervalo [a, b] es dada por

V (u; [a, b]) = sup
π

n∑
j=1

|u(tj) − u(tj−1)|

= sup
π

n∑
j=1

|tj − tj−1|

= sup
π

n∑
j=1

(tj − tj−1)

= (tn − t0)

= b− a.

donde π, es el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Daremos un ejemplo de una función continua que no es de variación acotada.

Ejemplo 1.5. Consideremos la función u : [0, 1] −→ R, definida mediante la sigu-

iente expresión:

u(t) =

 t sen(π
t
), si 0 < t ≤ 1

0 si x = 0.
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La función u es continua en [0, 1]. Dada la partición

π =

{
0,

2

2n + 1
,

2

2n− 1
, · · · , 2

7
,
2

5
,
2

3
, 1

}

del intervalo [0, 1]. Se obtiene

n∑
j=1

|u(tj) − u(tj−1)| =

∣∣∣∣u( 2

2n + 1

)
− u(0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣u( 2

2n− 1

)
− u

(
2

2n + 1

)∣∣∣∣+

+ · · · +

∣∣∣∣u(2

5

)
− u

(
2

7

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣u(2

3

)
− u

(
2

5

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣u(1) − u

(
2

3

)∣∣∣∣
=

2

2n + 1
+

(
2

2n− 1
+

2

2n + 1

)
+ · · · +

(
2

5
+

2

7

)
+

(
2

3
+

2

5

)
+

(
2

3

)

= 2

(
2

2n + 1

)
+ 2

(
2

2n− 1

)
+ · · · + 2

(
2

5

)
+ 2

(
2

7

)
+ 2

(
2

3

)

= 4

((
1

2n + 1

)
+

(
1

2n− 1

)
+ · · · +

(
1

5

)
+

(
1

7

)
+

(
1

3

))
.

Luego como esta serie

(
1

2n + 1

)
+

(
1

2n− 1

)
+ · · · +

(
1

5

)
+

(
1

7

)
+

(
1

3

)
=

∞∑
n=1

1

2n + 1

diverge, por lo tanto, la sucesión de sumas parciales {Sn}, donde

Sn =
1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · +

1

2n− 1
+

1

2n + 1
,

no esta acotada. Aśı
∑n

j=1 |u(tj) − u(tj−1)| puede ser arbitrariamente larga toman-

do n suficientemente grande, entonces V (u, [0, 1]) −→ ∞ por lo tanto u no es de

variación acotada.



Cap. 1 Funciones con Segunda Variación Acotada 21

Uno de los resultados más importante dado por C. Jordan cuando introduce el

concepto de variación acotada en [14] es el teorema que veremos a continuación.

Para más detalles ver [1].

Teorema 1.6. (Jordan [14]) Una función u ∈ BV [a, b] si y sólo si existen funciones

u1, u2 en [a, b] monótonas tales que u = u1 − u2.

La relevancia del resultado anterior radica en que un gran número de propiedades

de las funciones monótonas se pueden transferir a las funciones que tiene variación

acotada: existencia de ĺımites laterales, conjunto de discontinuidades numerable y las

mismas son de salto, Riemann-integrabilidad, existencia de la derivada casi siempre

en [a, b] y la convergencia puntual de su serie de Fourier.

1.2. Funciones con Segunda Variación Acotada

De La Vallée Poussin en el año de 1908 en [58], generalizó la noción de variación

acotada dada por C. Jordan en 1881, introduciendo la noción de segunda variación

acotada en un intervalo [a, b], de la manera siguiente:

Definición 1.7. (segunda variación acotada) Sea u : [a, b] → R. Dada una partición

de [a, b] de la forma:

π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b

Se define

σ2(u; π) =
n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣ ,
y

V 2(u; [a, b]) := sup
π

σ2(u; π), (1.1)
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donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones π del inter-

valo [a, b]. El número V 2(u; [a, b]) se denomina segunda variación de la función u en

el intervalo [a, b]. Si V 2(u; [a, b]) < ∞ se dice que la función es de segunda variación

acotada. Esta clase de funciones se denota por BV 2[a, b].

Observación 1.8. Intuitivamente la segunda variación mide la variación de la

derivada de la función en forma discreta.

Definición 1.9. Dada una función u : [a, b] → R, la segunda diferencia dividida

respecto a los puntos t0, t1 ∈ [a, b] con t0 ̸= t1, se define mediante la siguiente

expresión:

u[t0, t1] :=
u(t1) − u(t0)

t1 − t0
.

Utilizando la notación anterior, la noción de segunda variación acotada, en el

sentido de De La Vallée Poussin, expresada en la ecuación (1.1), queda de la siguiente

forma:

V 2(u) = V 2(u; [a, b]) = sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|, (1.2)

donde:

u[tj+1, tj+2] =
u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

,

u[tj, tj+1] =
u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj
.

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones π del

intervalo [a, b] que tiene la forma: π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b.

A continuación, presentaremos varios ejemplos que muestran como se calcula la

segunda variación acotada para algunas funciones.
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En estos ejemplos consideraremos particiones π del intervalo [a, b] del tipo: π :

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

Ejemplo 1.10. Sea c ∈ R y u : [a, b] → R la función constante definida de la

siguiente forma: u(t) = c, para todo t ∈ [a, b], con lo cual tenemos que:

V 2(u) = V 2(u; [a, b]) = sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣ c− c

tj+2 − tj+1

− c− c

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

|0 − 0|

= 0.

En consecuencia, la función constante tiene segunda variación acotada cero en

[a, b].

Ejemplo 1.11. Sea u : [a, b] → R la función identidad definida de la siguiente

forma:

u(t) = t para todo t ∈ [a, b],

con lo cual tenemos que:

V 2(u) = V 2(u; [a, b]) = sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣tj+2 − tj+1

tj+2 − tj+1

− tj+1 − tj
tj+1 − tj

∣∣∣∣



Cap. 1 Funciones con Segunda Variación Acotada 24

= sup
π

n−2∑
j=1

|1 − 1|

= 0.

En consecuencia, la función identidad tiene segunda variación acotada cero en

[a, b].

Ejemplo 1.12. Sea u : [a, b] → R la función cuadrática definida por:

u(t) = t2 para todo t ∈ [a, b],

entonces, de (1.1) se tiene que:

V 2(u) = V 2(u; [a, b]) = sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣(tj+2)
2 − (tj+1)

2

tj+2 − tj+1

− (tj+1)
2 − (tj)

2

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣(tj+2 − tj+1)(tj+2 + tj+1)

tj+2 − tj+1

− (tj+1 − tj)(tj+1 + tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

|tj+2 − tj|

= 2(b− a).

de donde, la función cuadrática tiene segunda variación acotada.

1.2.1. Propiedades del Espacio BV 2[a, b]

A continuación, se demuestran algunas propiedades de las funciones de segun-

da variación acotada, que permitirán conocer algunas caracteŕısticas de las mismas.
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Podemos considerar la función V 2(·; [a, b]) : BV 2[a, b] → R, definida por

u → V 2(u; [a, b]), tal que asocia a cada función u ∈ V 2[a, b] su segunda variación

acotada.

Proposición 1.13. Consideremos V 2(·) la función de variación cuadrática definida

sobre la clase BV 2[a, b] entonces:

1. V 2(·) es una función positiva.

2. V 2(·) es una función par.

3. V 2(·) es una función convexa, es decir, V 2(αu+ βv) ≤ αV 2(u) + βV 2(v) para

todo α, β ∈ [0, 1], tal que α + β = 1.

Demostración

Sea π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b].

1. Esto es consecuencia de la definición de V 2(u).

2. Para demostrar que V 2(·) es una función par, debemos demostrar que:

V 2(u; [a, b]) = V 2(−u; [a, b]) para todo u ∈ V 2[a, b].

De (1.2) obtenemos lo siguiente:

V 2(−u) = sup
π

n−2∑
j=1

| − u[tj+1, tj+2] − (−u[tj, tj+1])|
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= sup
π

n−2∑
j=1

| − (u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|

= V 2(u).

Con lo cual, hemos demostrado que efectivamente V 2(·) es una función par.

3. Para demostrar que V 2(·) es una función convexa, se debe cumplir la siguiente

desigualdad:

V 2(αu + βv) ≤ αV 2(u) + βV 2(v),

donde α, β ∈ [0, 1] y α + β = 1 con u, v ∈ V 2[a, b].

De la noción de segunda variación acotada y utilizando las propiedades del

supremo, obtenemos lo sigue:

V 2(αu + βv) = sup
π

n−2∑
j=1

|(αu + βv)([tj+1, tj+2]) − (αu + βv)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|αu[tj+1, tj+2] + βv[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1] − βv[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|αu[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1] + βv[tj+1, tj+2] − βv[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|α(u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]) + β(v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1])|
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≤ α sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|

+ β sup
π

n−2∑
j=1

|v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1]|

= αV 2(u) + βV 2(v).

Por lo tanto, V 2(·) es una función convexa. ♣

Observación 1.14. De la Proposición 1.13 (parte 2 y 3), se tiene que V 2[a, b] es

un conjunto simétrico y convexo.

De la Proposición 1.13 (parte 3), tenemos que como α + β = 1, la siguiente

desigualdad se cumple:

αV 2(u) + βV 2(v) < V 2(u) + V 2(v),

y con lo cual se puede presentar el siguiente:

Corolario 1.15. Sean α, β ∈ [0, 1] tales que α+ β = 1 con u, v ∈ V 2[a, b] entonces:

V 2(αu + βv) ≤ V 2(u) + V 2(v).

Proposición 1.16. La clase de funciones de segunda variación acotada BV 2[a, b]

es un espacio vectorial, es decir, BV 2[a, b] satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo u, v ∈ BV 2[a, b] entonces u + v ∈ BV 2[a, b].

2. Para todo u, v, h ∈ BV 2[a, b], se tiene que V 2((u + v) + h) = V 2(u + (v + h)).
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3. Existe una función nula, l(x) ∈ BV 2[a, b], definida como l(x) = 0 para todo

x ∈ [a, b] tal que V 2(u + l) = V 2(u), para todo u ∈ BV 2[a, b].

4. Para todo u ∈ BV 2[a, b], existe −u ∈ BV 2[a, b] definido como −u : [a, b] → R,

tal que (−u)(x) = −u(x), entonces V 2(−u + u) = V 2(l).

5. Para todo u, v ∈ BV 2[a, b], se tiene que V 2(u + v) = V 2(v + u).

6. Para todo α ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], se tiene que αu ∈ BV 2[a, b].

7. Para todo α, β ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], se tiene que V 2(α(βu)) = |αβ|V 2(u)

8. Para todo α, β ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], se tiene que V 2((α+β)u) = V 2(αu+βu).

9. Para todo α ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], se tiene que V 2(α(u + v)) = V 2(αu + αv).

10. Para cualquier u ∈ BV 2[a, b] y el escalar 1, se tiene que V 2(1u) = V 2(u).

Demostración

La demostración que expondremos a continuación es bastante expĺıcita dado que

comprobaremos las diez propiedades enunciadas; sin embargo, basta con hacer las

demostraciones de las propiedades 1 y 6 para obtener que es un espacio vectorial.

1. Sean u, v ∈ BV 2[a, b], entonces demostraremos que la suma de dos funciones

con segunda variación acotada pertenece a la clase de funciones con segun-

da variación acotada, en efecto, utilizando la definición y las propiedades del

supremo, obtenemos:

V 2(u + v) = sup
π

n−2∑
j=1

|(u + v)([tj+1, tj+2]) − (u + v)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] + v[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1] − v[tj, tj+1]|



Cap. 1 Funciones con Segunda Variación Acotada 29

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1] + v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|(u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]) + (v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1])|

≤ sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]| + sup
π

n−2∑
j=1

|v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1]|

= V 2(u) + V 2(v)

< ∞.

Con lo cual tenemos que u + v ∈ BV 2[a, b].

2. La asociatividad de funciones de la clase BV 2[a, b]. Sean u, v, h ∈ BV 2[a, b].

De la noción (1.2) y de la propiedad del supremo, se tienen las siguientes

igualdades:

V 2((u + v) + h) = sup
π

n−2∑
i=1

|((u + v) + h)([tj+1, tj+2]) − ((u + v) + h)([tj, tj+1])|,

= sup
π

n−2∑
j=1

|(u + v)([tj+1, tj+2]) + h[tj+1, tj+2]

−((u + v)([tj, tj+1]) + h[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] + v[tj+1, tj+2] + h[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]
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−v[tj, tj+1] − h[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] + (v + h)([tj+1, tj+2])

−(u[tj, tj+1] + (v + h)([tj, tj+1]))|

= sup
π

n−2∑
j=1

|(u + (v + h))([tj+1, tj+2]) − (u + (v + h))([tj, tj+1])|

= V 2(u + (v + h)).

3. Para la función nula l(x) ∈ BV 2[a, b], definida como l(x) = 0 para todo

x ∈ [a, b], debemos demostrar que para cualquier función u ∈ BV 2[a, b], la

segunda variación de la suma de u con la función nula es igual a la segunda

variación de la función u. En efecto se tiene que:

V 2(u + l) = sup
π

n−2∑
j=1

|(u + l)([tj+1, tj+2]) − (u + l)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] + l[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1] − l[tj, tj+1]|,

como l(x) = 0 para todo x ∈ [a, b] entonces l[tj+1, tj+2] = 0 y l[tj, tj+1] = 0

para todo j ∈ [1, ..., n− 2], de donde se deduce que:

V 2(u + l) = sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]| = V 2(u).

4. Se define el inverso aditivo de u como −u : [a, b] → R tal que (−u)(x) =

−u(x), con lo cual debemos demostrar que:

V 2(−u + u) = V 2(l).
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En efecto, por definición de segunda variación acotada se tiene que:

V 2(−u + u) = sup
π

n−2∑
j=1

|(−u + u)([tj+1, tj+2]) − (−u + u)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

| − u[tj+1, tj+2] + u[tj+1, tj+2] − (−u[tj, tj+1] + u[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|0 − 0|

= sup
π

n−2∑
j=1

|l[tj+1, tj+2] − l[tj, tj+1]|

= V 2(l).

5. La suma de funciones en la clase BV 2[a, b] es conmutativa ya que para u, v ∈

BV 2[a, b] se obtiene lo siguiente:

V 2(u + v) = sup
π

n−2∑
j=1

|(u + v)([tj+1, tj+2]) − (u + v)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] + v[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1] − v[tj, tj+1]|

V 2(u + v) = sup
π

n−2∑
j=1

|v[tj+1, tj+2] + u[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1] − u[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|(v + u)([tj+1, tj+2]) − (v + u)([tj, tj+1])|

= V 2(v + u).



Cap. 1 Funciones con Segunda Variación Acotada 32

6. Sean α ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], entonces:

V 2(αu) = sup
π

n−2∑
j=1

|αu[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|α(u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|α||u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|

= |α| sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|

= |α|V 2(u).

Con lo cual αu ∈ BV 2[a, b].

7. Sean α, β ∈ R y u ∈ BV 2[a, b] entonces se tiene:

V 2(α(βu)) = sup
π

n−2∑
j=1

|α(βu[tj+1, tj+2]) − α(βu[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|(α(β(u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]))|

= sup
π

n−2∑
j=1

|αβ(u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1])|

aśı que,

V 2(α(βu) = V 2((αβ)u)

= |αβ|V 2(u).
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8. Considerando α, β ∈ R y u ∈ BV 2[a, b], entonces:

V 2((α + β)u) = sup
π

n−2∑
j=1

|(α + β)(u([tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|(α + β)u([tj+1, tj+2] − (α + β)u[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|αu[tj+1, tj+2] + βu[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1] − βu[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
j=1

|αu[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1] + βu[tj+1, tj+2] − βu[tj, tj+1]|

Aśı, obtenemos que

V 2((α + β)u) = sup
π

n−2∑
j=1

|(αu + βu)([tj+1, tj+2]) − (αu + βu)([tj, tj+1])|

= V 2(αu + βu).

9. Sean α ∈ R y u, v ∈ BV 2[a, b], se quiere verificar que V 2(α(u+ v)) = V 2(αu+

αv), entonces:

V 2(α(u + v)) = sup
π

n−2∑
i=1

|α(u + v)([tj+1, tj+2]) − α(u + v)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
i=1

|α(u[tj+1, tj+2] + v[tj+1, tj+2]) − α(u[tj, tj+1] + v[tj, tj+1])|
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= sup
π

n−2∑
i=1

|αu[tj+1, tj+2] + αv[tj+1, tj+2] − αu[tj, tj+1] − αv[tj, tj+1]|

= sup
π

n−2∑
i=1

|(αu + αv)([tj+1, tj+2]) − (αu− αv)([tj, tj+1])|

= V 2(αu + αv).

10. Para cualquier u ∈ BV 2[a, b] y el escalar 1 se debe cumplir que V 2(1u) =

V 2(u), por lo tanto:

V 2(1u) = sup
π

n−2∑
j=1

|(1u)([tj+1, tj+2]) − (1u)([tj, tj+1])|

= sup
π

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]|

= V 2(u). ♣

Hemos demostrado que la clase de funciones BV 2[a, b] se puede dotar de una

estructura de espacio vectorial. El siguiente resultado nos permite deducir que las

funciones de segunda variación acotada son Lipschitz.

Definición 1.17. Una función u : [a, b] → R es Lipschitz si existe una constante

finita K > 0, tal que

Lb
a(u) = sup

t,s∈[a,b]
t̸=s

∣∣∣∣u(s) − u(t)

s− t

∣∣∣∣ ≤ K.

La clase de las funciones Lipschitz en [a, b] es un espacio vectorial denotado por
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Lip[a, b]. Este espacio vectorial es un espacio de Banach con la norma:

∥u∥Lip := |u(a)| + Lb
a(u), u ∈ Lip[a, b].

Teorema 1.18. ( Russell 1970 ver [50]) BV 2[a, b] ⊂ Lip[a, b].

Demostración:

Sea u ∈ BV 2[a, b] y π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b una partición del intervalo

[a, b], entonces existe una constante K, tal que:

n−2∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]| ≤ K,

sea c un punto tal que a < c < b, con lo cual tenemos que:

|u[c, b] − u[a, c]| ≤ K.

Supongamos que x1 ̸= c es un punto de [a, b]. Si a ≤ x1 < c, entonces:

|u[c, b] − u[x1, c]| ≤ K,

por lo tanto, existe una constante k1 tal que |u[x1, c]| ≤ k1, a ≤ x1 < c.

De manera similar, existe una constante k2, tal que, |u[c, x1]| ≤ k2, c ≤ x1 < b.

Ahora consideramos la subpartición a ≤ x1 < x2 ≤ b. Si x1 es el punto c, entonces

u[x1, x2] está acotada por la constante k2, sin embargo si x2 es el punto c, u[x1, x2]

esta acotada por k1. Si a ≤ x1 < x2 ≤ c, entonces:

|u[x1, x2]| ≤ |u[x1, x2] − u[x2, c]| + |u[x2, c]| ≤ K + k1.
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Similarmente, si c ≤ x1 < x2 ≤ b, |u[x1, x2]| ≤ K + k2. Finalmente si a ≤ x1 <

c < x2 ≤ b, entonces:

|u[x1, x2]| ≤ |u[x1, x2] − u[a, x1]| + |u[a, x1] − u[x1, c]| + |u[x1, c]| ≤ 2k + k1.

De aqúı obtenemos que u ∈ Lip[a, b], con lo cual BV 2[a, b] ⊂ Lip[a, b]. ♣

Lema 1.19. (Caracterización de Riesz)

Una función real g está en la clase BV 2[a, b] si, y sólo si, g es absolutamente

continua y existe una función h ∈ BV [a, b] tal que

g(x) = g(a) +

x∫
a

h(x) dx.

Observación 1.20. De la definición de segunda variación acotada podemos obser-

var que si la función tiene regularidad, es decir, si existe la derivada y además es

continua entonces, ésta mide la variación de la derivada.

Observación 1.21. La condición de Lipschizidad de las funciones con segunda

variación acotada, nos permite garantizar la continuidad de la función y la existencia

de las derivadas laterales de cada punto del intervalo [a, b]. Además, toda función

con segunda variación acotada, tiene variación acotada en el sentido de Jordan, es

decir, BV 2[a, b] ⊂ BV [a, b]. Ya que, es conocido el siguiente resultado (ver [40]):

BV 2[a, b] ⊂ Lip[a, b] ⊂ AC[a, b] ⊂ BV [a, b],

donde AC[a, b] es el espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo

[a, b].
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A continuación, presentamos unos ejemplo que muestran que las contensiones

anteriores son propias.

Ejemplo 1.22. Consideremos la función h : [0, 1] → R definida por:

h(t) =

 0 si t = 0

t sin 1
t

si t ̸= 0.

Sea

g(t) =

∫ t

0

h(t)dt

entonces,

g′(t) = h(t)

es acotada y aśı, g(t) es Lipschitz, pero no es de segunda variación acotada ya que

g′(t) /∈ BV .

Por lo tanto, BV 2[a, b] ( Lip[a, b].

Ejemplo 1.23. Consideremos la función de escalón unitario u : [−1, 1] → R

definida por:

u(t) =

 1 si t ≥ 0

0 si t < 0.
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Luego, para cualquier partición π := −1 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 se tiene que

n∑
i=1

|u(ti) − u(ti−1)| = 1

por lo que, la función u es de variación acotada.

Además u no es absolutamente continua, entonces AC[a, b] ( BV [a, b].

Ejemplo 1.24. Consideremos la función u : [0, 1] → R definida por:

u(t) :=
√
t

Es claro que la función u es continua en [0, 1] y como u es creciente, tenemos

que la función u tiene variación acotada en [0, 1].

Pero u /∈ Lip[a, b], ya que:

∣∣∣∣u(t) − u(0)

t− 0

∣∣∣∣ =

√
t

t
=

1√
t

no es acotada en ningún entorno del cero. Por lo tanto existen funciones continuas

y de variación acotada en el intervalo [a, b], que no son Lipschitz.

En consecuencia, del teorema anterior se presenta el siguiente corolario.

Corolario 1.1. Si u ∈ BV 2[a, b] entonces u es acotada en [a, b].

A continuación, demostraremos que el espacio BV 2[a, b] se puede dotar de una

estructura de espacio normado, mediante la siguiente definición:

Definición 1.25. El funcional ∥ · ∥BV 2[a,b] : BV 2[a, b] → R se define de la siguiente

forma:

∥u∥BV 2[a,b] = |u(a)| + |u′
+(a)| + V 2(u, [a, b]).
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Este funcional tiene sentido ya que por la condición de Lipschizidad, se garantiza

que los términos |u(a)| y |u′
+(a)| existen. Veremos que de este funcional se deduce

una norma y que por lo tanto (BV 2[a, b], ∥ · ∥BV 2) es un espacio normado.

Proposición 1.26. ∥ · ∥BV 2 es una norma.

Demostración: Sean u, v : [a, b] → R tales que u, v ∈ BV 2[a, b] y λ ∈ R, entonces:

1. ∥u∥BV 2 ≥ 0.

Porque |u(a)| ≥ 0, |u′
+(a)| ≥ 0 y V 2(u; [a, b]) ≥ 0.

2. ∥u∥BV 2 = 0 si y sólo si u = 0.

Si ∥u∥BV 2 = 0 implica que ∥u∥BV 2 = |u(a)|+|u′
+(a)|+V 2(u; [a, b]) = 0 entonces

se tiene que: |u(a)| = 0 y |u′
+(a)| = 0 de donde u(a) = 0 y u′

+(a) = 0 y

sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣ = 0,

considerando la siguiente partición π : a = t1 < t2 = c < t ≤ b, tendremos

que:

∣∣∣∣u(t) − u(c)

t− c
− u(c) − u(a)

c− a

∣∣∣∣ = 0.

considerando el ĺımite cuando c → a, y utilizando las condiciones anteriores,

obtenemos lo siguiente:
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0 = ĺım
c−→a

∣∣∣∣u(t) − u(c)

t− c
− u(c) − u(a)

c− a

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣u(t) − u(a)

t− a
− u′

+(a)

∣∣∣∣

entonces:
u(t) − u(a)

t− a
= 0.

de donde se sigue que u(t) = 0 para todo t ∈ [a, b], con lo cual u = 0.

Ahora si u = 0 implica que u(t) = 0 para todo t ∈ [a, b], por lo tanto,

∥u∥BV 2 = 0.

3. ∥λu∥BV 2 = |λ|∥u∥BV 2 , es decir:

∥λu∥BV 2 = |λu(a)| + |λu′
+(a)| + V 2(λu, [a, b]).

Obsérvese que en la parte 6 de la proposición 1.16 se tiene que

V 2(λu; [a, b]) = |λ|V 2(u; [a, b]).

Entonces:

∥λu∥BV 2 = |λ||u(a)| + |λ||u′
+(a)| + |λ|V 2(u, [a, b])

= |λ|(|u(a)| + |u′
+(a)| + V 2(u, [a, b]))

= |λ|∥u∥BV 2 .
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4. ∥u + v∥BV 2 ≤ ∥u∥BV 2 + ∥v∥BV 2 .

Por la parte 1 de la proposición 1.16 se tiene que

V 2(u + v) = V 2(u) + V 2(v).

Por la desigualdad anterior y de la definición de la norma ∥ · ∥BV 2[a,b], resulta

que:

∥u + v∥BV 2 = |u(a) + v(a)| + |u′
+(a) + v′+(a)| + V 2(u + v, [a, b])

≤ |u(a)| + |v(a)| + |u′
+(a)| + |v′+(a)| + V 2(u, [a, b]) + V 2(v; [a, b])

= (|u(a)| + |u′
+(a)| + V 2(u, [a, b])) + (|v(a)| + |v′+(a)|V 2(v; [a, b])

= ∥u∥BV 2 + ∥v∥BV 2 ,

por lo tanto,

∥u + v∥BV 2 ≤ ∥u∥BV 2 + ∥v∥BV 2 .

Con lo cual ∥ · ∥BV 2[a,b] es una norma. ♣.

Teorema 1.27. El espacio (BV 2[a, b], ∥ · ∥BV 2) es un espacio de Banach.

Demostración:

Sea {un}n≥1 una sucesión de Cauchy en (BV 2[a, b], ∥·∥BV 2), entonces dado ε > 0,

existe N(ε), tal que si n,m ≥ N(ε), se tiene que:

∥un − um∥BV 2[a,b] < ε.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que un(a) = um(a) = 0, u′
n(a) =

u′
m(a) = 0, con n ≥ 1. De donde tenemos que:

V 2(un − um) < ε para todo n,m ≥ N(ε).
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Considerando la partición π de la forma: π : a = t1 < t2 = c < t3 = x < t4 = b,

de la definición de la segunda variación acotada y de la desigualdad anterior, tenemos

lo siguiente:

ε >

∣∣∣∣(un − um)(x) − (un − um)(c)

x− c
− (un − um)(c) − (un − um)(a)

c− a

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(un − um)(b) − (un − um)(x)

b− x
− (un − um)(x) − (un − um)(c)

x− c

∣∣∣∣
>

∣∣∣∣(un − um)(x) − (un − um)(c)

x− c
− (un − um)(c) − (un − um)(a)

c− a

∣∣∣∣
>

∣∣∣∣(un − um)(x) − (un − um)(c)

x− c

∣∣∣∣− ∣∣∣∣(un − um)(c) − (un − um)(a)

c− a

∣∣∣∣ .

De donde:

ε +

∣∣∣∣(un − um)(c) − (un − um)(a)

c− a

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣(un − um)(x) − (un − um)(c)

x− c

∣∣∣∣ .

Considerando el ĺımite cuando c → a en la desigualdad anterior, obtenemos la

siguiente relación:

ε + |(un − um)′(a)| >
∣∣∣∣(un − um)(x) − (un − um)(a)

x− a

∣∣∣∣
ε|x− a| > |(un − um)(x)|,

considerando que |b− a| > |x− a|, obtenemos que:

ε|b− a| > |(un − um)(x)|.
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Entonces la sucesión {un}n≥1 es una sucesión de Cauchy en R. Como R es com-

pleto, se tiene que toda sucesión de Cauchy converge, es decir, existe el ĺımite de la

sucesión, y lo denotaremos de la siguiente forma:

ĺım
n→∞

un(x) = u(x) ∀x ∈ [a, b],

y un(x) − um(x) tiende a un(x) − u(x) en [a, b] cuando m → ∞.

A continuación, demostraremos que un converge bajo la norma ∥·∥BV 2 , por lo

tanto se tiene lo siguiente:

∥un(x) − u(x)∥BV 2 =
∥∥∥un(x) − ĺım

m→∞
um(x)

∥∥∥
BV 2

= ĺım
m→∞

∥un(x) − um(x)∥BV 2 .

Ahora considerando el ĺımite cuando n → ∞ en ambos lados de la igualdad,

tenemos que:

ĺım
n→∞

∥un(x) − u(x)∥BV 2 = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

∥un(x) − um(x)∥BV 2

= 0

de donde, ĺım
n→∞

∥un(x) − u(x)∥BV 2 = 0, lo que implica que un converge a u en la

norma ∥ · ∥BV 2 , luego (BV 2[a, b], ∥ · ∥BV 2) es un espacio de Banach ♣.

A continuación, expondremos un resultado que permite demostrar que BV 2[a, b]

posee una estructura de álgebra de Banach. Con tal fin nos basaremos, en un re-

sultado del año 1987 dado por L. Maligranda y W. Orlicz ([20] ó [40]), que permite

deducir que estos espacios de Banach poseen una estructura de álgebra de Banach.

Lema 1.28 (Maligranda - Orlicz, [20] ó [40]). Sea (X, ∥ · ∥) el espacio de Banach
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de funciones acotadas u : [a, b] → R, tal que es invariante para el producto usual de

funciones y

∥uv∥ ≤ ∥u∥∞∥v∥ + ∥v∥∞∥u∥ u, v ∈ X.

Entonces, el espacio X con la norma:

∥ · ∥1 := ∥ · ∥ + ∥ · ∥∞,

es un álgebra de Banach. Además si la convergencia en la norma ∥ · ∥1 implica la

convergencia en la norma ∥ · ∥∞, entonces la normas ∥ · ∥1 y ∥ · ∥∞ son equivalentes.

Además, si existe c > 0 tal que ∥u∥∞ ≤ c∥u∥, u ∈ X, entonces X con la norma

∥ · ∥2 := 2c∥ · ∥ es un álgebra de Banach.

Ahora utilizaremos este Lema 1.28 para demostrar que el espacio BV 2[a, b] es

un álgebra de Banach.

Teorema 1.29. (BV 2[a, b], ∥ · ∥BV 2) es un álgebra de Banach.

Demostración:

Veamos que la norma || · ||BV 2 satisface las hipótesis del Lema de Maligranda-

Orlicz. Sean u, v ∈ BV 2[a, b] entonces
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V 2(uv) = sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2)v(tj+2) − u(tj+1)v(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1)v(tj+1) − u(tj)v(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2)v(tj+2) + u(tj+2)v(tj+1) − u(tj+2)v(tj+1) − u(tj+1)v(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1)v(tj+1) + u(tj+1)v(tj) − u(tj+1)v(tj) − u(tj)v(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2)(v(tj+2) − v(tj+1)) + v(tj+1)(u(tj+2) − u(tj+1))

tj+2 − tj+1

− u(tj+1)(v(tj+1) − v(tj)) − v(tj)(u(tj+1) − u(tj))

tj+1 − tj

∣∣∣∣
= sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2)(v(tj+2) − v(tj+1))

tj+2 − tj+1

− u(tj+1)(v(tj+1) − v(tj))

tj+1 − tj

+
v(tj+1)(u(tj+2) − u(tj+1))

tj+2 − tj+1

− v(tj)(u(tj+1) − u(tj))

tj+1 − tj

∣∣∣∣
≤ sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣∥u∥∞ (v(tj+2) − v(tj+1))

tj+2 − tj+1

− ∥u∥∞ (v(tj+1) − v(tj))

tj+1 − tj

+
∥v∥∞ (u(tj+2) − u(tj+1))

tj+2 − tj+1

− ∥v∥∞ (u(tj+1) − u(tj))

tj+1 − tj

∣∣∣∣
≤ sup

π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣∥u∥∞(v(tj+2) − v(tj+1)

tj+2 − tj+1

− v(tj+1) − v(tj)

tj+1 − tj

)

+ sup
π

n−2∑
j=1

∥v∥∞
(
u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− (u(tj+1) − u(tj))

tj+1 − tj

)∣∣∣∣∣
= ∥u∥∞ V 2(v) + ∥v∥∞ V 2(u).
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Luego,

∥uv∥BV 2 = |(uv)(a)| + |(uv)′(a)| + V 2(uv)

= |u(a)v(a)| + |u′(a)v(a) + u(a)v′(a)| + V 2(uv)

≤ 2|u(a)v(a)| + |u′(a)v(a)| + |u(a)v′(a)| + V 2(uv)

≤ ∥u∥∞|v(a)| + ∥v∥∞|u(a)| + ∥u∥∞|v′(a)|

+∥v∥∞|u′(a)| + ∥u∥∞V 2(v) + ∥v∥∞V 2(u)

= ∥u∥∞∥v∥BV 2 + ∥v∥∞∥u∥BV 2 .

Aplicando el Lema 1.28 resulta que BV 2[a, b] es un álgebra de Banach con la

norma:

∥ · ∥1 := ∥ · ∥BV 2 + ∥ · ∥∞,

que es equivalente a la norma ∥ · ∥BV 2 . ♣

Lema 1.30. ( Russell 1973 ver [51]) Sea u ∈ BV 2[a, c], u ∈ BV 2[c, b], donde

a < c < b, entonces u ∈ BV 2[a, b], y

V 2(u; [a, b]) ≤ V 2(u; [a, c]) + V 2(u; [c, b]).

Lema 1.31. (Russell 1970 ver [50]) Si u es una función convexa en el intervalo

[a, b] y a ≤ x ≤ y ≤ b, entonces

g(x) ≤ g(y)

Finalizaremos este caṕıtulo presentando una caracterización de las funciones con

segunda variación acotada en el siguiente teórema.
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Teorema 1.32. (Russell 1970 ver [50]) u ∈ BV 2[a, b], si y sólo si se puede expresar

como diferencia de funciones convexas.

Demostración:

Sea u ∈ BV 2[a, b]. Como u ∈ Lip[a, b] ⊂ AC[a, b], entonces, u es absolutamente

continua, en consecuencia la derivada u′ existe en un conjunto E ⊂ [a, b], tal que

[a, b] − E tiene medida de Lebesgue cero. Para cada x ∈ E, definimos las funciones

p y q, definida de la siguiente manera:

p(x) =
1

2
[V 2(u; [a, x]) + u′(x)].

q(x) =
1

2
[V 2(u; [a, x]) − u′(x)].

Entonces u′(x) = p(x) − q(x), x ∈ E.

Consideremos x1 y x2 ∈ E tal que x1 < x2, entonces utilizando el lema 1.30

tenemos que

2[p(x2) − p(x1)] = V 2(u; [a, x2]) − V 2(u; [a, x1]) + u′(x2) − u′(x1)

≥ V 2(u; [x1, x2]) − |u′(x2) − u′(x1)|

≥ 0.

De forma análoga se prueba que q(x2)−q(x1) ≥ 0. Aśı p, q son funciones crecientes

y no negativas en E. En [a, b]−E podemos definir funciones p, q de manera tal que

sean funciones crecientes y acotadas en [a, b]. Como u es absolutamente continua en

[a, b], se tiene:
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u(x) − u(a) =

∫ x

a

u′(t)dt

=

∫ x

a

p(t)dt−
∫ x

a

q(t)dt,

donde cada una de estas integrales son funciones convexas (ver [51]).

Ahora supongamos que u = u1 − u2, siendo u1 y u2 funciones convexas y de-

mostremos que u ∈ BV 2[a, b], para lo cual se debe demostrar que toda función

convexa tiene segunda variación acotada. En efecto, sea v : [a, b] → R una función

convexa y a ≤ x < y ≤ b, entonces por lema 1.31 se tiene que v[x, y] es creciente en

x. Además, las derivadas laterales de v existen en [a, b] y

v′+(x) ≤ v[x, y] ≤ v′−(x).

Sea π: a = t1 < t2 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b], entonces:

sup
π

n−2∑
j=1

|v[tj+1, tj+2] − v[tj, tj+1]| = v[b, tn−1] − v[a, t2]

≤ v′−(b) − v′+(a).

Por lo tanto v ∈ BV 2[a, b]. ♣



Caṕıtulo 2

Funciones con k-Variación Acotada

En el presente caṕıtulo se describe la noción de k-Variación Acotada, que

fue introducida en el año de 1934 por M. T. Popoviciu ([46] ó [51]), como una

generalización de la noción de segunda variación acotada. Se introduce la clase de

las funciones con k-variación acotada y se demuestra que tiene una estructura de

Banach. Aśı como también se presentan algunos resultados importantes referentes

a este espacio de funciones.

2.1. Funciones con k-Variación Acotada

Comenzaremos este caṕıtulo abordando el concepto de k-diferencia dividida de

una función, que permitirá expresar de forma más didáctica la noción de k-variación

acotada en el sentido de Popoviciu, para lo cual se presentarán algunos resultados

expuestos en [40] acerca de esta definición.

Definición 2.1. Dada una función u : [a, b] → R, y k + 1 puntos t0, t1, . . . , tk,

distintos del intervalo [a, b], se define la k-ésima diferencia dividida de la función u

respecto a los k+ 1 puntos como el número u[t0, t1, . . . , tk] expresado recursivamente

49
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de la siguiente forma:

1. u[t0] = u(t0), si k = 0.

2. u[t0, t1] :=
u(t1) − u(t0)

t1 − t0
, si k = 1.

3. u[t0, . . . , tk] :=
u[t1, . . . , tk] − u[t0, . . . , tk−1]

tk − t0
, si k > 1.

Es conocido (ver [40]) que la noción anterior también puede expresarse mediante:

u[t0, . . . , tk] =
k∑

j=0

u(tj)
k∏

i̸=j

(tj − ti)

.

Esta última expresión nos asegura que la noción de k-diferencia dividida de los

puntos t0, t1, . . . , tk, no dependen del orden en que aparecen los puntos t0, t1, . . . , tk.

Definición 2.2. Sean k ≥ 1 un entero, u : [a, b] → R y π: a = t1 < t2 < · · · < tn =

b. Se define el número

σk(u; π) :=
n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]|,

y se tiene que u tiene k-variación acotada en el intervalo [a, b] si:

V k(u) = V k(u; [a, b]) := sup
π

σk(u; π),

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones

π del intervalo [a, b].

El número V k(u; [a, b]) se denomina k-variación de la función u en el intervalo

[a, b] y la clases de funciones con k-variación acotada es denotada por BV k[a, b].
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A continuación, se presentan algunos resultados acerca de la k-diferencia divi-

dida, los cuales servirán de introducción al espacio de funciones con k-variación

acotada (en este caso omitiremos su demostración, pero se pueden consultar las

referencias para mayor claridad). A. M. Russell en [51] nos presenta uno de estos

resultados, en el siguiente teorema:

Teorema 2.3. (Russell 1973 en [51])

u[t0, . . . , tk] = αu[t0, . . . , ts, y, ts+1, . . . , tk−1] + βu[t1, . . . , ts, y, ts+1, . . . , tk],

donde los coeficientes α y β son positivos, independientes de u, y α + β = 1; más

precisamente,

α =
(y − t0)

(tk − t0)
y β =

(tk − y)

(tk − t0)
.

Este resultado nos permite expresar la k-diferencia dividida de una función co-

mo la combinación de otras dos funciones con k-diferencia dividida, pero con una

partición particular en donde se le añade un punto fijo a la misma.

Proposición 2.4. (Russell 1973 en [40]) Sean k ≥ 1 un entero, π una partición de

[a, b] y π′ es un refinamiento de π. Dada u : [a, b] → R se tiene σk(u, π) ≤ σk(u, π′)

k ≥ 1.

Para concluir esta sección presentaremos la noción de k-variación acotada.

En el año de 1934 M. T. Popoviciu ([46] ó [51]) obtiene una generalización de

la noción de segunda variación acotada, introduciendo el espacio vectorial BV k[a, b]

con k ≥ 1, de las funciones que tienen k-variación acotada, de la siguiente forma

(utilizando la definición de k-diferencia divididas):
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2.2. Propiedades del Espacio de funciones con k-

Variación Acotada

Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con k-variación acotada

BV k[a, b], está dotado de una estructura de espacio vectorial, tal como se expresa

en el siguiente resultado:

Proposición 2.5. La clase de funciones de k-variación acotada BV k[a, b], es un

espacio vectorial, es decir, BV k[a, b] satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo u, v ∈ BV k[a, b] entonces u + v ∈ BV k[a, b].

2. Para todo α ∈ R y u ∈ BV k[a, b], se tiene que αu ∈ BV k[a, b].

Demostración

1. Sean u, v ∈ BV k[a, b]. De la definición de k-variación acotada y las propiedades

del supremo, tenemos:

V k(u + v) = sup
π

n−k∑
j=1

|(u + v)([tj+1, . . . , tj+k]) − (u + v)([tj, . . . , tj+k−1])|

= sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] + v[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]

−v[tj, . . . , tj+k−1]|
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= sup
π

n−k∑
j=1

|(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]) + (v[tj+1, . . . , tj+k]

−v[tj, . . . , tj+k−1])|

≤ sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+K−1]|

+ sup
π

n−k∑
j=1

|v[tj+1, . . . , tj+k] − v[tj, . . . , tj+k−1]|

= V k(u) + V k(v).

Con lo cual tenemos que la suma de las funciones u y v está en BV k[a, b].

2. Sean α ∈ R y u ∈ BV k[a, b] entonces αu ∈ BV k[a, b], ya que:

V k(αu) = sup
π

n−k∑
j=1

|αu[tj+1, . . . , tj+k] − αu[tj, . . . , tj+k−1]|

= sup
π

n−k∑
j=1

|α(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1])|

= sup
π

n−k∑
j=1

|α||u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]|

= |α| sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]|

= |α|V k(u).

Con lo cual αu ∈ BV k[a, b].

De lo anterior deducimos que el conjunto de funciones que tienen k-variación

acotada en el intervalo [a, b] es un espacio vectorial. ♣
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A continuación, se presenta algunos resultados relacionados con este espacio de

funciones (ver [51]), que permitirán comprender algunas caracteŕısticas del mismo.

Proposición 2.6. Si u ∈ BV k[a, b], k ≥ 1 entero, entonces la función de k variables

u[·, · · · , ·] es acotada.

Demostración:

Sea u ∈ BV k[a, b]. Denotemos V = V k[a, b]. Se quiere demostrar que la k-ésima

diferencia dividida es acotada. Sean a1, a2, . . . , ak ∈ [a, b] puntos fijos y y1, y2, . . . , yk,

tales que a ≤ y1 < y2 < · · · < yk ≤ b, entonces

|u[y1, y2, . . . , yk]| < 2V + |u[a1, a2, . . . , ak]|.

Obsérvese que para cualquier colección de puntos a ≤ x1 < x2 < · · · < x2k ≤ b

se tiene:

|u[xk+1, xk+2, . . . , x2k] − u[x1, x2, . . . , xk]| < V. (2.1)

Supongamos que existe un yk, tal que yk < b y consideremos los puntos

yk+1, yk+2, . . . , y2k. Aśı obtenemos un nuevo refinamiento {xi}2ki=1 donde xi = yi para

todo i, considerando desigualdad (2.1), para este refinamiento tenemos que:

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k] − u[y1, y2, . . . , yk]| < V. (2.2)

Nuevamente considerando la desigualdad (2.1), pero ahora para el refinamiento

{xi}2ki=1 donde xi = ai (1 ≤ i ≤ k) y xi = yi (k + 1 ≤ i ≤ 2k), obtenemos:

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k] − u[a1, a2, . . . , ak]| < V. (2.3)
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Sumando las desigualdades, (2.2) y (2.3) obtenemos:

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k]−u[y1, y2, . . . , yk]|+|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k]−u[a1, a2, . . . , ak]| < 2V,

de donde se genera lo siguiente:

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k] − u[a1, a2, . . . , ak]| < 2V,

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k]| − |u[a1, a2, . . . , ak]| < 2V,

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k]| < 2V + |u[a1, a2, . . . , ak]|,

|u[yk+1, yk+2, . . . , y2k]| < 2V + A.

Por lo tanto la función de k-variables es acotada . ♣

Observación 2.7. El caso en que yk = b se efectúa de manera análoga añadiendo

un punto extra al refinamiento y considerando el Teorema 2.3 de la sección 2.1 de

este caṕıtulo.

De la Proposición 2.6, se desprende el siguiente Corolario.

Corolario 2.8. Si u ∈ BV k+1[a, b], k ≥ 1 entero entonces la función de k+1 vari-

ables u[·, · · · , ·] es acotada.

Teorema 2.9. (Russell 1973 [51]) Sea k ≥ 1 entero, entonces BV k+1[a, b] ⊆

BV k[a, b].

Demostración:

Sea π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b una partición de [a, b] con almenos k + 1

puntos, y u ∈ BV k+1[a, b]. De la definición de k-variación tenemos que existe un C1
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tal que:
n−k−1∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k+1] − u[tj, . . . , tj+k]| ≤ C1

por el Corolario 2.8 sabemos que la función de k + 1 variables u[tj+1, . . . , tj+k+1]

es acotada, aśı, por la definición de k-diferencia dividida, obtenemos que:

u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k](xj+k − xj)
−1

es acotada, por una constante que denominaremos C2, entonces:

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]| ≤ C2

n−k∑
j=1

(xj+k − xj),

ahora esta expresión está acotada por C2k(b− a) con lo cual u ∈ BV k[a, b]. ♣

Teorema 2.10. Si u ∈ BV 3[a, b] entonces u′ existe y es continua en [a, b].

Demostración:

Demostraremos este hecho, utilizando el resultado demostrado en la Proposición

2.6, que asegura que la k-diferencia dividida de una función es acotada . Entonces

considerando k = 3 en la Proposición 2.6 y a = t1 < t2 < t3 = b tenemos que

u[t1, t2, t3] es acotada. Entonces existe una constante M tal que:

|u[t1, t2, t3]| ≤ M cuando a = t1 < t2 < t3 = b,

por lo tanto como la k-diferencia dividida no depende del orden en que aparecen los

puntos:

∣∣∣∣u(t2) − u(t1)

t2 − t1
− u(t3) − u(t1)

t3 − t1

∣∣∣∣ ≤ M |t2 − t3|. (2.4)



Cap. 2 Funciones con k-Variación Acotada 57

Ahora si a < t2 < t1 < t3 < b, y considerando la desigualdad (2.4)

∣∣∣∣u(t2) − u(t1)

t2 − t1
− u(t3) − u(t1)

t3 − t1

∣∣∣∣ ≤ M(|t2 − t1| + |t1 − t3|).

Como BV k[a, b] ⊂ BV [a, b], con k ≥ 1 entero existen las existen las derivadas

laterales de u. Si tomamos en la desigualdad anterior ĺımite cuando t2 → t1− y

t3 → t1+ . Tenemos u′
+(t1) = u′

−(t1) con lo cual u′(t1) existe.

Por otra parte si a < t1 < t2 < t3 < t4 < b, entonces:

|u[t1, t2] − u[t3, t4]| ≤ |u[t1, t2] − u[t2, t3]| + |u[t2, t3] − u[t3, t4]|

≤ M |t2 − t3| + M |t2 − t4| < 2M |t4 − t1|.

Si t2 → t1 y t3 → t4 tenemos que:

|u′(t1) − u′(t4)| ≤ 2M |t4 − t1|,

de donde se obtiene la continuidad de u′ en (a, b). Claramente u′ es continua por la

izquierda y por la derecha de a y b respectivamente, lo que finaliza la demostración.

♣

Teorema 2.11. Si u ∈ BV k[a, b] con k ≥ 3 entonces u(r) es continua y pertenece

a BV k−r[a, b] con r = 1, 2, ..., k − 2. Además, u(k−1) existe, excepto posiblemente en

un conjunto de medida cero.

Demostración:

Sea u ∈ BV 3[a, b], entonces por el Teorema 2.9 las derivadas laterales existen

en [a, b], por lo tanto existe la derivada u′ y es continua en [a, b]. Entonces

u′ ∈ BV k−1[a, b] (ver Teorema 9 de [51]). Para el caso en que k ≥ 4 aplicamos

argumentos similares al caso anterior, para mostrar que u′′ es continua y pertenece a
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BV k−2[a, b]. De igual forma para ver que u(r) es continua y pertenece a BV k−r[a, b]

donde k − r ≥ 2. La existencia de u(k−1) se obtiene observando que esta función

pertenece a BV 2[a, b] y satisface la condición de Lipschitzidad de orden 1. ♣

Observación 2.12. Por el Teorema 2.9 se tiene que BV k[a, b] ⊂ Lip[a, b] para k ≥ 2

entero, lo cual nos permite garantizar la continuidad de toda función en el espacio

de funciones con k-variación acotada, aśı como también la existencia de la deriva-

da laterales, por otro lado del Teorema 2.11, tenemos que u(k−1) es absolutamente

continua.

Definición 2.13. La función ∥·∥BV k : BV k[a, b] → R k ≥ 1 se define de la siguiente

forma:

∥u∥BV k :=
k−1∑
j=0

|uj(a)| + V k(u).

Está función esta bien definida ya que a través de la observación 2.12, se

garantiza la existencia de los términos
k−1∑
j=0

|uj(a)|.

Teorema 2.14. ∥ · ∥BV k es una norma.

Demostración:

1. ∥u∥BV k ≥ 0. Es decir, debemos demostrar que

∥u∥BV k[a,b] =
k−1∑
j=0

|uj(a)| + V k(u; [a, b]) ≥ 0.

Entonces, como sabemos que para todo j, |uj(a)| ≥ 0 y que V k(u, [a, b]) ≥ 0

por definición, se tiene que en efecto ∥u∥BV k ≥ 0.
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2. ∥u∥BV k = 0 si y sólo si u = 0.

Para el caso k = 1, se tiene el espacio de la funciones con Variación Acotada

BV [a, b], en donde ∥ · ∥BV [a,b] es una norma [40] con lo cual esta propiedad es

válida.

El caso k = 2, se tiene la clase de funciones BV 2[a, b] y cuyo resultado fue

demostrado en el caṕıtulo anterior.

A continuación, se demostrará que para el caso k = 3 el resultado es válido y

luego se procederá a demostrarlo para cualquier k. Entonces:

Si ∥u∥BV 3 = 0 implica que:

2∑
j=0

|u(j)(a)| + V3(u) = 0,

es decir, |u(a)| = |u′(a)| = |u′′(a)| = 0 y V3(u) = 0. De donde:

V3(u) = sup
π

n−3∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j+3∑

i=j+1

(u)(ti)
j+3∏
p ̸=i

(ti − tp)

−
j+2∑
r=j

(u)(tr)
j+2∏
p̸=r

(tr − tp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Si la partición π : a = t1 < t2 < t3 < t ≤ b, tenemos lo siguiente:



Cap. 2 Funciones con k-Variación Acotada 60

u(t2)

(t2 − t3)(t2 − t)
+

u(t3)

(t3 − t2)(t3 − t)
+

u(t)

(t− t2)(t− t3)
− u(t1)

(t1 − t2)(t1 − t3)

− u(t2)

(t2 − t1)(t2 − t3)
− u(t3)

(t3 − t1)(t3 − t2)
| = 0,

puesto que u(t1) = 0 se sigue que:

∣∣∣∣ u(t2)

(t2 − t3)(t2 − t)
+

u(t3)

(t3 − t2)(t3 − t)
+

u(t)

(t− t2)(t− t3)

−
u(t2)

(t2−t1)(t2−t3)

t3 − t2
− u(t3)

(t3 − t1)(t3 − t2)
| = 0

∣∣∣∣∣ ,
considerando que u′(t1) = 0

∣∣∣∣ u(t2)

(t2 − t3)(t2 − t)
+

u(t3)

(t3 − t2)(t3 − t)
+

u(t)

(t− t2)(t− t3)
− u(t3)

(t3 − t1)(t3 − t2)

∣∣∣∣ = 0,

aplicando ĺım
t2→t1

, y que u(t1) = 0 obtenemos:

∣∣∣∣ u(t3)

(t3 − t1)(t3 − t)
+

u(t)

(t− t1)(t− t3)
− u(t3)

(t3 − t1)(t3 − t1)

∣∣∣∣ = 0,

agrupando u(t3):

∣∣∣∣ −u(t3)

(t3 − t1)2
(t− t1)

(t− t3)
+

u(t)

(t− t2)(t− t3)

∣∣∣∣ = 0,
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con lo cual:
u(t)

(t− t2)(t− t3)
=

u(t3)

(t3 − t1)2
(t− t1)

(t− t3)
,

considerando ĺım
t3→t1

:

ĺım
t3→t1

u(t)

(t− t2)(t− t3)
= ĺım

t3→t1

u(t3)

(t3 − t1)2
(t− t1)

(t− t3)

u(t)

(t− t2)(t− t1)
= ĺım

t3→t1

u(t3)

(t3 − t1)2
,

aplicando L’Hopital de lado derecho de la igualdad, queda la siguiente expre-

sión:

ĺım
t3→t1

u(t3)

(t3 − t1)2
= ĺım

t3→t1

u′(t3)

2(t3 − t1)
,

como u′(t1) = 0 se tiene:

ĺım
t3→t1

u(t3)

(t3 − t1)2
=

1

2
ĺım
t3→t1

u′(t3) − u′(t1)

(t3 − t1)
=

1

2
u′′(t1) = 0.

por lo tanto:
u(t)

(t− t2)(t− t3)
= 0,
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entonces:

u(t) = 0 para todo t ∈ [a, b],

lo que implica que u = 0.

Para la otra implicación, si u = 0, claramente
2∑

j=0

|u(j)(a)| = 0 y V3(u) = 0,

por lo tanto ∥u∥BV 3 = 0.

Como los cálculos que se deben realizar para k > 3, pueden resultar muy

extensos y poco didácticos, se presentará una simplificación de los mismos,

utilizando el resultado dado por A. M. Russell en [53], donde se demuestra

que si una función u : [a, b] → R tiene k-variación acotada en el intervalo [a, b]

y u(k−1)(x) es absolutamente continua entonces:

V k(u; [a, b]) =
1

(k − 1)!

∫ b

a

|u(k)(t)|dt.

De la Observación 2.12, conocemos que uk−1(x) es Absolutamente Continua,

aśı que podemos utilizar este resultado. Con lo cual:

Si ∥u∥BV k = 0, implica que:
∑k−1

j=0 |uj(a)| = 0 y V k(u) = 0. De donde:

V k(u; [a, b]) =
1

(k − 1)!

∫ b

a

|uk(t)|dt = 0,

y claramente esto implica que u = 0.

Para la otra implicación si u = 0, es inmediato que BV k = 0.
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3. ∥λu∥BV k = |λ|∥u∥BV k .

Entonces, por la definición de k-variación acotada, se tiene:

V k(λu; [a, b]) = sup
π

n−k∑
j=1

|λu[tj + 1, . . . , tj + k] − λu[tj, . . . , tj + k − 1]|

= sup
π

n−k∑
j=1

|λ(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1])|

= sup
π

n−k∑
j=1

|λ||(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1])|

= |λ| sup
π

n−k∑
j=1

|(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1])|

= |λ|V k(u; [a, b]).

Por otro lado, también se tiene que:

k−1∑
j=0

|λu(j)(a)| =
k−1∑
j=0

|λ||u(j)(a)|

= |λ|
k−1∑
j=0

|u(j)(a)|.

Entonces,

∥λu∥BV k = |λ|
k−1∑
j=0

|u(j)(a)| + |λ|V k(u, [a, b])

= |λ|

(
k−1∑
j=0

|u(j)(a)| + V k(u, [a, b])

)
= |λ|∥u∥BV k .

4. ∥u + v∥BV k ≤ ∥u∥BV k + ∥v∥BV k .
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Primero debemos observar lo siguiente, utilizando la definición de k-variación
acotada y las propiedades del supremo, obtenemos:

V k(u + v) = sup
π

n−k∑
j=1

|(u + v)([tj+1, . . . , tj+k]) − (u + v)([tj, . . . , tj + k − 1])|

= sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] + v[tj+1, . . . , tj+k]

−u[tj, . . . , tj+k−1] − v[tj, . . . , tj+k−1]|

= sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]

+v[tj+1, . . . , tj+k] − v[tj, . . . , tj+k−1]|

= sup
π

n−k∑
j=1

|(u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1])

+(v[tj+1, . . . , tj+k] − v[tj, . . . , tj+k−1])|

≤ sup
π

n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]|

+ sup
π

n−2∑
j=1

|v[tj+1, . . . , tj+k] − v[tj, . . . , tj+k−1]|

= V k(u) + V k(v).

Ahora, considerando esta observación:

∥u + v∥BV k =
k−1∑
j=0

|u(j)(a) + v(j)(a)| + V k(u + v, [a, b])

≤
k−1∑
j=0

|u(j)(a)| + |v(j)(a)| + V k(u, [a, b]) + V k(v, [a, b])

=

(
k−1∑
j=0

|u(j)(a)| + V k(u, [a, b])

)
+

(
k−1∑
j=0

|v(j)(a)| + V k(v, [a, b]

)
= ∥u∥BV k + ∥v∥BV k .
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Por lo tanto

∥u + v∥BV k ≤ ∥u∥BV k + ∥v∥BV k .

Con lo cual ∥ · ∥BV k es una Norma. ♣

Observación 2.15. Si dotamos al espacio BV k[a, b] de la norma ∥ · ∥BV k , se

tiene que (BV k[a, b], ∥ · ∥BV k) es un espacio normado. También es conocido que

(BV k[a, b], ∥ · ∥BV k) es un espacio de Banach (ver [52]).

A continuación, consideraremos un caso particular a través del siguiente subes-

pacio:

BV k∗[a, b] = {u;u ∈ BV k[a, b], u(a) = u′(a) = · · · = u(k−1)(a) = 0},

para el cual se demostrará que con la norma definida anteriormente se tiene un

espacio de Banach.

Teorema 2.16. (BV k∗[a, b], ∥ · ∥BV k) es un espacio de Banach.

Demostración:

Sea {un}n≥1 una sucesión de Cauchy en (BV k∗[a, b], ∥ · ∥BV k), entonces dado

ε > 0, existe N, tal que si n,m ≥ N , se tiene que:

∥un − um∥BV k < ε.

de donde:

V k(un − um) ≤ ε para todo n,m ≥ N,

entonces para la partición π: a = t1 < t2 < · · · < th = x < · · · < tn = b se tiene que:
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ε > sup
π

n−k∑
j=1

|(un − um)([tj+1, . . . , tj+k])− (un − um)([tj , . . . , tj+k−1])|

= sup
π

n−k∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j+k∑

i=j+1

(un − um)(ti)
j+k∏
p̸=i

(ti − tp)

−
j+k−1∑
r=j

(un − um)(tr)
j+k−1∏
p̸=r

(tr − tp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j+k∑
i=h

(un − um)(ti)
j+k∏
p̸=i

(ti − tp)

−
j+k−1∑
r=h−1

(un − um)(tr)
j+k−1∏
p ̸=r

(tr − tp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(un − um)(th)
j+k∏
p ̸=h

(th − tp)

j+k∑
i=h+1

(un − um)(ti)
j+k∏
p̸=i

(ti − tp)

−
j+k−1∑
r=h−1

(un − um)(tr)
j+k−1∏
p̸=r

(tr − tp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(un − um)(x)


1

j+k∏
p̸=h

(th − tp)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ahora si se define a C de la siguiente forma:

C =

∣∣∣∣∣
j+k∏
p ̸=h

(th − tp)

∣∣∣∣∣ ,
obtenemos que:

|un(x) − um(x)| < ε C.
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Entonces la sucesión un es una sucesión de Cauchy en R, y aśı, como R es

completo, se tiene que toda sucesión de Cauchy converge, es decir, que existe el

ĺımite de la sucesión, y lo denotaremos de la siguiente forma:

ĺım
n→∞

un(x) = u(x) ∀x ∈ [a, b],

y un(x) − um(x) tiende a un(x) − u(x) en [a, b] cuando m → ∞.

Ahora se debe verificar que un converge bajo la norma ∥·∥BV k , por lo tanto se

tiene lo siguiente:

∥un(x) − u(x)∥BV k =
∥∥∥un(x) − ĺım

m→∞
um(x)

∥∥∥
BV k

= ĺım
m→∞

∥un(x) − um(x)∥BV k

ahora aplicando el ĺımite cuando n → ∞ en ambos lados de la igualdad, tenemos

que:

ĺım
n→∞

∥un(x) − u(x)∥BV k = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

∥un(x) − um(x)∥BV k

= 0.

De donde ĺım
n→∞

∥un(x) − u(x)∥BV k = 0, lo que implica que un converge a u en la

norma ∥ · ∥BV k , luego (BV k∗[a, b], ∥ · ∥BV k) es un espacio de Banach ♣.

Observación 2.17. Considerando el mismo subespacio BV k∗[a, b], Russell demues-

tra en [54] que es un álgebra de Banach conmutativa, utilizando la siguiente norma:

∥u∥∗k := αkV
k(u),



Cap. 2 Funciones con k-Variación Acotada 68

donde:

αk = 2k−1(b− a)k−1(k − 1)!.

A continuación, presentaremos la siguiente definición, que nos permitirá intro-

ducir la generalización de la descomposición de Jordan, para la k-variación acotada

expuesto por Russell en [51].

Definición 2.18. Una función u definida sobre [a, b] es llamada k-convexa en [a, b]

si y sólo si u[t0, . . . , tk] ≥ 0 para todo punto to, t1, . . . , tk en [a, b]. Una función

será llamada 0-convexa si es no-negativa en [a, b].

De esta definición obtenemos el siguiente teorema que nos permitirá expresar

funciones que tengan k-variación acotada como diferencia de funciones k-convexas.

Teorema 2.19. Si k ≥ 1 y u ∈ BV k[a, b], entonces u puede ser expresada como la

diferencia de funciones k-convexas.

Demostración:

Para el caso k = 1 es la variación clásica de Jordan y el caso k = 2 fue demostrado

en el caṕıtulo anterior. Supongamos que k ≥ 3. Por el Teorema 2.11 sabemos que

u(k−1)(x) existe, excepto posiblemente en un conjunto de medida cero. Sea S un

conjunto donde uk−1(x) existe. Entonces para x ∈ S, se define:

2p(x) = (k − 1)!V k(u; [a, x]) + u(k−1)(x).

2q(x) = (k − 1)!V k(u; [a, x]) − u(k−1)(x).
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Sean x1 y x2 pertenecientes a S, con x2 > x1. Entonces:

2[p(x2) − p(x1)] ≥ (k − 1)!V k(u; [x1, x2]) − |u(k−1)(x2) − u(k−1)(x1)|

≥ (k − 1)!|u[ys, . . . , ys+k−1] − u[y0, . . . , yk−1])| − |u(k−1)(x2) − u(k−1)(x1)|.

Donde π = {y0, y1, . . . , ys, ys+1, . . . , ys+k−1} es una partición de [x1, x2]. Por el

Teorema 2.11 sabemos que u(r)(x) es continua para r = 1, 2, ..., k − 2, y viendo los

términos de la desigualdad, tenemos que [p(x2) − p(x1)] ≥ 0. Por lo tanto p y q son

funciones no decrecientes en S. En [a, b] − S podemos definir p, q tales que sean no

decrecientes. Con lo cual:

u(k−1)(x) = p(x) − q(x).

Usando lo expuesto en el Teorema 14 de [51] (si u(k−1)(x) = q(x), donde q es una

función creciente, entonces u es k-convexa ), lo cual finaliza la demostración. ♣

Para finalizar este caṕıtulo se presenta otra definición de k-Variación Acotada,

considerando particiones del intervalo [a, b], dadas por “bloques”(ver [40]), con la

cual, sin embargo se obtiene el mismo espacio BV k[a, b].

Entonces considerando una función u : [a, b] → R, k un entero positivo y π una

partición de [a, b], tal que

π : a ≤ t1 < . . . < tk ≤ tk+1 < · · · < t2k ≤ t2k+1 < · · · < tkn ≤ b (2.5)

Se define el número:

σ̂k(u, π) = σ̂k(u) :=
n−1∑
j=1

∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣ ,
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y se dice que u tiene k-variación acotada en el intervalo [a, b] si el número:

V̂ k(u; [a, b]) = V̂ k(u) := sup
π

σ̂k(u, π),

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones

π del intervalo [a, b] de la forma (2.5).

El número V̂ k(u; [a, b]) se denomina k-variación de la función u en el intervalo

[a, b] y el Espacio Vectorial de tales funciones se denotará por B̂V
k
[a, b].



Caṕıtulo 3

Funciones con (p, 2)-Variación

Acotada

En este caṕıtulo introducimos el concepto de (p, 2)-variación acotada dada por N.

Merentes en 1992 (ver [38]), la cual es generalizada de la p−variación en el sentido de

Riesz [47]. Se demuestra que una función u : [a, b] → R es de (p, 2)-variación acotada

(1 < p < ∞), si y sólo si u′ es absolutamente continua sobre [a, b] y u′′ ∈ Lp[a, b].

Más aún, se muestra que la (p, 2)-variación de una función u sobre [a, b] esta dada

por

V 2
p (u; [a, b]) = ||u′′||pLp[a,b]

.

3.1. Funciones de p-variación acotada en el senti-

do de Riesz.

Comenzaremos esta sección introduciendo el concepto de p-variación acotada

dado en 1910 por F.Riesz en ([47]). Luego, veremos la noción de la clase Ap[a, b]

introducida por F. Riesz en ese mismo trabajo, aśı como también una caracterización

71
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de las funciones de p-variación acotada.

Definición 3.1. Sea u : [a, b] → R. Para una partición de [a, b] de la forma: π : a =

t0 < t1 < · · · < tm = b sea

σ̂(p,2)(u;π) :=
n∑

j=1

|u(tj) − u(tj−1)|p

|tj − tj−1|p−1
(1 < p < ∞)

El número

Vp(u; [a, b]) := sup
π

σp(u;π),

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones π de [a, b], y es llamado

la p-variación en el sentido de Riesz de la función u sobre [a, b].

Si Vp(u; [a, b]) < ∞, se dice que la función u tiene p-variación acotada (o finita)

en el sentido de Riesz. Denotaremos por RVp[a, b] al espacio de Banach de todas las

funciones u : [a, b] → R donde Vp(u; [a, b]) < ∞ y la norma esta dada por

||u||p := |u(a)| + (Vp(u; [a, b]))
1

p .

Definición 3.2. Sea u : [a, b] → R. Se dice que u ∈ Ap[a, b] si y sólo si u es una

función absolutamente continua en [a, b] y u′ ∈ Lp[a, b].

Lema 3.3. (Riesz [47]) Una función real u definida sobre el intervalo [a, b] pertenece

a la clase Ap[a, b] (1 < p < ∞) si y sólo si Vp(u; [a, b]) < ∞. Además,

Vp(u; [a, b]) = ||u′||pLp[a,b]
.

Recordemos la definición de segunda variación acotada dada en el caṕıtulo 1,

donde una función u : [a, b] → R se dice que es de segunda variación acotada en el
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sentido de De La Vallée Poussin, si el número

V 2(u; [a, b]) = sup
π

n−2∑
j=1

∣∣∣∣u(tj+2) − u(tj+1)

tj+2 − tj+1

− u(tj+1) − u(tj)

tj+1 − tj

∣∣∣∣ , (3.1)

es finito, donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones π

del tipo: π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b. Al espacio de estas funciones se le denota

por BV 2.

Entre las propiedades que se demuestran en el caṕıtulo 1 sobre el espacio BV 2, se

tiene que éste es un espacio vectorial (ver proposición 1.16). Además, por el teorema

1.27 BV 2 es un espacio de Banach con la norma:

∥u∥BV 2 = |u(a)| + |u′
+(a)| + V 2(u; [a, b]).

Ahora, consideremos la partición π̂ definida por bloque:

π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 < · · · < t2n ≤ b. (3.2)

Se tiene entonces que

σ̂2(u, π̂) :=
n−1∑
j=1

|u[t2j+1, t2j+2] − u[t2j−1, t2j]| ,

V̂ 2(u; [a, b]) := sup
π̂

σ̂2(u, π̂),

y se denota al espacio de las funciones u que verifican V̂ 2(u; [a, b]) < ∞ por B̂V
2
[a, b].

De esta forma, utilizando particiones π̂ por bloques, tenemos una nueva manera de

obtener el espacio de las funciones de segunda variación acotada.

El siguiente lema relaciona a los espacios BV 2[a, b] y B̂V
2
[a, b].
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Lema 3.4. (ver [18]). Sea u : [a, b] → R una función. Entonces:

V̂ 2(u; [a, b]) ≤ V 2(u; [a, b]) ≤ 6V̂ 2(u; [a, b]);

y en consecuencia

BV 2[a, b] = ˆBV 2[a, b], k ∈ N.

Demostración:

Sea u ∈ ˆBV 2[a, b]. Si a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b. Consideremos números b1, b2, c1, c2,

tales que:

t1 < b1 < b2 = t2 , t2 < c1 < c2 = t3.

Entonces:

|u[t2, t3] − u[t1, t2]| = |u[t2, t3] − u[b1, b2] + u[b1, b2] − u[c1, c2] + u[c1, c2] − u[t1, t2]|

≤ |u[t2, t3] − u[b1, b2]| + |u[b1, b2] − u[c1, c2]| + |u[c1, c2] − u[t1, t2]|

≤ 3V̂ 2(u; [t1, t3]).

De esta manera tenemos que si π : a ≤ t1 < · · · < tn ≤ b es una partición de

[a, b], entonces:
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n−k∑
j=1

|u[tj+1, tj+2] − u[tj, tj+1]| ≤
n−k∑
j=1

3V̂ 2 (u; [tj, tj+2])

= 3
([

V̂ 2 (u; [t1, t3]) + V̂ 2 (u; [t2, t4]) + V̂ 2 (u; [t3, t5])
]

+
[
V̂ 2 (u; [t4, t6]) + V̂ 2 (u; [t5, t7]) + V̂ 2 (u; [t6, t8])

]
+ . . .

+
[
V̂ 2 (u; [tn−4, tn−2]) + V̂ 2 (u; [tn−3, tn−1]) + V̂ 2 (u; [tn−2, tn])

])
= 3

([
V̂ 2 (u; [t1, t3]) + V̂ 2 (u; [t4, t6]) + . . . + V̂ 2 (u; [tn−4, tn−2])

]
+ . . .

+
[
V̂ 2 (u; [t3, t5]) + V̂ 2 (u; [t6, t8]) . . . + V̂ 2 (u; [tn−2, tn])

])
.

De esta manera resulta: σ2(u, π) ≤ 6V̂ 2 (u; [a, b]) y concluimos que

V 2(u; [a, b]) ≤ 6V̂ 2 (u; [a, b]) .

En consecuencia u ∈ BV 2[a, b] y aśı se obtiene que

ˆBV 2[a, b] ⊂ BV 2[a, b]. (3.3)

Por otra parte, si u ∈ BV 2[a, b] y

π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 ≤ t5 < . . . < t2n ≤ b

es una partición del intervalo [a, b], entonces de la desigualdad triangular, resulta:

|u[t2j+1, t2j+2] − u[t2j−1, t2j]| = |u[t2j+1, t2j+2] − u[t2j, t2j+1] + u[t2j, t2j+1] − u[t2j−1, t2j]|

≤ |u[t2j+1, t2j+2] − u[t2j, t2j+1]| + |u[t2j, t2j+1] − u[t2j−1, t2j]|

=
1∑

i=0

|u[t2j−i+1, t2j−i+2] − u[t2j−i, t2j−i+1]| .
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De esta forma tenemos:

V̂ 2(u; [a, b]) ≤
n−1∑
j=1

|u[t2j, t2j+1] − u[t2j−1, t2j]|

≤
n−1∑
j=1

1∑
i=0

|u[t2j+i−1, t2j−i+2] − u[t2j−i, t2j−i+1]|

≤ V 2(u; [a, b]).

Aśı obtenemos que V̂ 2(u, [a, b]) ≤ V 2(u, [a, b]) y por lo tanto u ∈ B̂V
2
[a, b]. En

consecuencia
BV 2[a, b] ⊂ ˆBV 2[a, b]. (3.4)

Luego, por (3.3) y (3.4) se tiene que BV 2[a, b] = B̂V
2
[a, b]. ♣

3.2. Funciones de (p, 2)-variación acotada en el

sentido de Riesz.

A continuación, introduciremos la definición de la (p, 2)-variación acotada en

el sentido de Riesz (ver [38]), y daremos una caracterización de la clase A(p,2)[a, b]

(1 < p < ∞) en términos de este concepto.

Definición 3.5. Sea u : [a, b] → R una función. Se denota por A(p,2)[a, b] a la clase

de las funciones u tales que u′ es absolutamente continua en [a, b] y u′′ ∈ Lp[a, b].

Definición 3.6. Sea u : [a, b] → R una función y 1 < p < ∞. Para una partición π̂

de la forma

π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 < · · · < t2n ≤ b. (3.5)
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sea

σ̂2
p(u; π̂) :=

n∑
j=1

∣∣∣∣u(t2j+2) − u(t2j+1)

t2j+2 − t2j+1

− u(t2j) − u(t2j−1)

t2j − t2j−1

∣∣∣∣p 1

(t2j+2 − t2j−1)p−1
,

y

V̂(p,2)(u; [a, b]) := sup
π̂

σ2
p(u; π̂),

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones π̂ de la forma (3.5).

El número V̂(p,2)(u; [a, b]) es llamado la (p, 2)-variación en el sentido de Riesz

de la función u sobre [a, b]. Si V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞, se dice que la función u tiene

(p, 2)-variación acotada (o finita) y el conjunto de estas funciones se denota por

R̂V (p,2)[a, b].

Lema 3.7. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Si V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞,

entonces u tiene segunda variación acotada y

V̂ 2(u; [a, b]) ≤ (b− a)1−
1
p (V̂(p,2)(u; [a, b]))

1
p .

Demostración:

Sea π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 < · · · < t2n ≤ b una partición de [a, b].

Sea p > 1 y q ∈ R tal que q = p
(p−1)

, entonces por desigualdad de Hölder se tiene

que

m∑
j=1

∣∣∣∣u(t2j+2) − u(t2j+1)

t2j+2 − t2j+1

− u(t2j) − u(t2j−1)

t2j − t2j−1

∣∣∣∣ |t2j+2 − t2j−1|1−
1
p

|t2j+2 − t2j−1|1−
1
p
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≤

(
m∑
j=1

∣∣∣∣u(t2j+2 − u(t2j+1))

t2j+2 − t2j+1

− u(t2j) − u(t2j−1)

t2j − t2j−1

∣∣∣∣p 1

(t2j+2 − t2j−1)p−1

) 1
p

·

(
m∑
j=1

|t2j+2 − t2j−1|

)1− 1
p

.

Considerando el supremo sobre todas las particiones π̂ de la forma (3.5) y por las

definiciones de segunda variación acotada y de (p, 2)-variación acotada en el sentido

de Riesz obtenemos que:

V̂ 2(u; [a, b]) ≤ (V̂(p,2)(u; [a, b]))
1
p |b− a|1−

1
p .

Puesto que V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞, entonces V̂ 2(u; [a, b]) < ∞. Aśı u tiene segunda

variación acotada en el intervalo [a, b]. ♣

Corolario 3.8. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Si V̂(p,2)(u; [a, b]) <

∞, entonces u es absolutamente continua sobre [a, b] y u puede ser expresada como

una diferencia de dos funciones convexas.

Lema 3.9. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Si V̂ 2(u; [a, b]) < ∞,

entonces existe la derivada u′(x0) para todo x0 ∈ (a, b).

Demostración:

Por corolario 3.8 y dado que V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞, entonces por las propiedades

estandar de las funciones convexas, se tiene que existe una derivada por la derecha

u′
+(x0) para todo x0 ∈ [a, b), y una derivada por la izquierda u′

−(x0) para todo

x0 ∈ (a, b].
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Supongamos que no existe la derivada u′(x0) en todo punto x0 ∈ (a, b), es decir,

existe x0 ∈ (a, b) tal que:

αx0 := |u′
+(x0) − u′

0(x0)| > 0.

Por la definición de (p, 2)-variación tenemos que

V̂(p,2)(u; [a, b]) ≥ ĺım
h→x0

∣∣∣∣u(x0 + h) − u(x0)

h
− u(x0) − u(x0 − h)

h

∣∣∣∣p 1

2p−1|h|p−1

=
|αx0|p

2p−1
ĺım
h→x0

1

|h|p−1
= +∞.

Luego, V̂(p,2)(u; [a, b]) ≥ ∞, lo que contradice nuestra hipótesis de que

V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞. Por lo tanto, debe existir una derivada u′(x0) para todo punto

x0 ∈ (a, b). ♣

Lema 3.10. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Si V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞,

entonces u′ ∈ R̂V p[a, b]. Además,

Vp(u
′; [a, b]) ≤ V̂(p,2)(u; [a, b]).

Aśı, u′ es absolutamente continua sobre [a, b] y u′′ ∈ Lp[a, b], es decir, u ∈

A2
p[a, b].

Demostración:

Sea π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 < · · · < t2n ≤ b una partición de [a, b]. Sea h > 0

tal que
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0 < h ≤ mı́n

{
t2j+2 − t2j−1

2

}m

j=1

.

Por la definición de (p, 2)-variación tenemos que

m∑
j=1

∣∣∣∣u(t2j+2) − u(t2j+2 − h)

h
− u(t2j−1 + h) − u(t2j−1)

h

∣∣∣∣p 1

|t2j+2 − t2j−1|p−1
≤ V(p,2)(u; [a, b]).

Haciendo h tender a 0, y como por lema 3.9 tenemos que la derivada u′(x0) existe

para todo x0 ∈ (a, b), se tiene:

m∑
j=1

|u′(t2j+2) − u′(t2j−1)|p

|t2j+2 − t2j−1|p−1
≤ V(p,2)(u; [a, b]).

Ahora, por el lema (3.3) tenemos que u′ ∈ BVp[a, b] y por lo tanto

Vp(u
′; [a, b]) = ||u′′||pLp[a,b]

≤ V̂(p,2)(u; [a, b]). ♣

Lema 3.11. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Si u ∈ A(p,2)[a, b],

entonces u ∈ R̂V (p,2)[a, b]. Además,

V̂(p,2)(u; [a, b]) ≤ ||u′′||pLp[a,b]
.

Demostración

Sea π̂ : a ≤ t1 < t2 ≤ t3 < t4 < · · · < t2n ≤ b una partición de [a, b].

Sean τ+j y τj− puntos en los intervalos (t2j+1, t2j+2) y (t2j−1, t2j). Supongamos
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que u′ es continua en [a, b] por lo tanto

∣∣∣∣u(t2j+2) − u(t2j+1)

t2j+2 − t2j+1

− u(t2j) − u(t2j−1)

t2j − t2j−1

∣∣∣∣p = |u′(τ+j ) − u(τ−j )|p =

∣∣∣∣∣
∫ τ+j

τ−j

u′′(σ)d(σ)

∣∣∣∣∣
p

≤
∫ t2j+2

t2j−1

|u′′(σ)|pd(σ)

≤
∫ t2j+2

t2j−1

|u′′(σ)|pd(σ) · (t2j+2 − t2j−1)
p−1

Aśı,

V̂(p,2)(u; [a, b]) := sup
π̂

σ̂(p,2)(u; [a, b]) ≤ ||u′′||pLp[a,b]
♣

Teorema 3.12. Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función. Una función

real u definida sobre el intervalo [a, b] pertenece a la clase A(p,2)[a, b], si y sólo si

u ∈ R̂V (p,2)[a, b]. Además,

V̂(p,2)(u; [a, b]) = ||u′′||pLp[a,b]
.

Demostración:

Supongamos que u es una función real definida en [a, b] tal que u ∈ R̂V (p,2)[a, b].

Luego, por lema 3.11 u ∈ RV(p,2)[a, b], y además

V̂(p,2)(u; [a, b]) ≤ ||u′′||pLp[a,b]
. (3.6)

Sea u ∈ R̂V (p,2)[a, b]. Luego, por definición de las funciones de (p, 2)-variación

acotada en el sentido de Riesz, se tiene que V̂(p,2)(u; [a, b]) < ∞, y por el lema 3.10

u ∈ R̂V (p,2)[a, b].
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Además, por la parte final de la demostración del mismo lema 3.10 tenemos que

Vp(u
′; [a, b]) = ||u′′||pLp[a,b]

≤ V̂(p,2)(u; [a, b]). (3.7)

Finalmente, por (3.6) y (3.7) obtenemos

V̂(p,2)(u; [a, b]) = ||u′′||pLp[a,b]
. ♣



Caṕıtulo 4

Operador de Composición

uniformemente acotado en

RV(p,2)[a, b]

En este caṕıtulo comenzaremos introduciendo la definición de operador de

composición. Luego, caracterizaremos el operador de composición que aplica el es-

pacio de funciones de (p, 2)-variación acotada en el sentido de Riesz en śı mismo,

como combinación lineal de funciones en el mismo espacio. También se introducirá la

definición de operador de composición uniformemente acotado dado recientemente

por J. Matkowski en [29], para luego caracterizar el operador de composición uni-

formemente acotado entre espacios de Banach de las funciones de (p, 2)-variación

acotada en el sentido de Riesz.

4.1. Operador de Composición

Definición 4.1. Sea [a, b] un intervalo de la recta real. Denotaremos por R[a, b]

al conjunto de todas las funciones u : [a, b] → R. Para una función h tal que h :

83



Cap. 4 Operador de Composición uniformemente acotado en RV(p,2)[a, b] 84

[a, b] × R → R, la aplicación H : R[a, b] → R[a, b] definida por

H(u)(x) = h(x, u(x)), u ∈ RI , (x ∈ I),

es llamada el operador de composición (superposición o Nemytskij) generado por h.

El operador ha sido estudiado por muchos autores en diferentes espacios. Por

ejemplo, en [22] se demuestra que

Teorema 4.2. (Condición de Matkowski) Si H aplica el espacio de Banach de fun-

ciones reales Lipschitzianas (Lip[a, b], || · ||Lip[a,b]) en śı mismo, entonces es global-

mente Lipschitziano con respecto a la norma Lip[a, b], es decir, existe una constante

c ≥ 0 tal que

||H(u1) −H(u2)||Lip[a,b] ≤ c||u1 − u2||Lip[a,b], u1, u2 ∈ Lip[a, b]

si y sólo si existen α, β ∈ Lip[a, b] tales que:

h(x, y) = α(x)y + β(x) (4.1)

Resultados similares han sido obtenidos para el espacio de funciones Hölderianas

[23], para el espacio de funciones diferenciables [24], para el espacio de funciones de

variación acotada [32], para el espacio de funciones de convexidad acotada [16], para

el espacio de funciones acotadas generalizadas en el sentido de Wiener-Young-Orlicz

[6], para el espacio de funciones acotadas generalizadas en el sentido de Riesz-Orlicz

incluyendo peso [4], y en otros ([8], [5], [3], [7], [25], [37]). En [26] Matkowski demostro

que la expresión 4.1 se cumple si la Lipschitz continuidad de H es reemplazada por

continuidad uniforme (ver [2], [12], [28], [27]), y recientemente en el año 2011, bajo

condiciones muy generales, [29] Matkowski demostró que para el espacio de Hölder,
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la lipschitzidad de H puede ser reemplazada por una condición mucho más débil de

acotación uniforme en el operador H.

4.2. Operador de Composición uniformemente

acotado en RV(p,2)[a, b]

A continuación, expondremos un lema que se utiliza en las demostraciones de los

teoremas 4.4 y 4.6 y sus corolarios, que a nuestro juicio son los resultados principales

del trabajo de grado. Este lema se encuentra demostrado en [62].

Lema 4.3. (ver lema 3 de [62] ). Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función del

espacio RV(p,2)[a, b], entonces existe una constante positiva s(p, k), tal que:

∥u∥Lip ≤ s(p, k) ∥u∥(p,2) , u ∈ RV(p,2)[a, b].

A continuación, exponemos varios resultados que nos servirán para demostrar

que el espacio RV(p,2)[a, b], satisface la condición de Matkowski, bajo la condición de

que el operador de composición H, sea uniformemente acotado.

Teorema 4.4. Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, y h : [a, b] × R → R una función dada,

tal que para cada t ∈ [a, b], la función h(t, ·) : R → R es continua respecto a la

segunda variable. Si el operador de composición H generado por h aplica el espacio

RV(p,2)[a, b] en śı mismo y verifica la desigualdad:

∥H(u) −H(v)∥(p,2) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,2)

)
, u, v ∈ RV(p,2)[a, b],

para alguna función γ : [0,∞) → [0,∞), entonces existen funciones α, β ∈
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RV(p,2)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Demostración:

Dado x ∈ R fijo la función constante u(t) = x, t ∈ [a, b], está en RV(p,2)[a, b].

Ahora bien, como H aplica el espacio RV(p,2) en śı mismo, entonces por hipótesis

H(u) = h(·, x) ∈ RV(p,2)[a, b], y aśı h(·, x) es continua para cada x ∈ R .

Sean s, s ∈ [a, b], s < s, x1, x2, x1, x2 ∈ R y consideremos las funciones:

ui(t) =
xi − xi

s− s
(t− s) + xi, i = 1, 2.

Estas funciones son segmentos de rectas que pasan por los puntos (s, x1) y (s, x1)

en el caso de u1 y por los puntos (s, x2) y (s, x2) en el caso de u2. De esta manera,

resulta que ambas funciones tienen (p, 2)−variación acotada. Además:

∥u1 − u2∥(p,2) =

∥∥∥∥x1 − x1

s− s
(t− s) + x1 −

x2 − x2

s− s
(t− s) − x2

∥∥∥∥
(p,2)

=

∥∥∥∥x1 − x1 − x2 + x2

s− s
(t− s) + x1 − x2

∥∥∥∥
(p,2)

Por otra parte como ui ∈ RV(p,2)[a, b], i = 1, 2 entonces H(ui) ∈ RV(p,2)[a, b], i =

1, 2, por lo tanto por el lema 4.3, resulta que

∥H(u1) −H(u2)∥Lip ≤ K ∥H(u1) −H(u2)∥(p,2) .
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donde K = 3s(k) max
{

1, (b− a)1/2
}
.

De esta manera por hipótesis, resulta que:

||H(u1) −H(u2)||Lip ≤ K||H(u1) −H(u2)||(p,2) ≤ Kγ ∥u1 − u2∥(p,2)

como

||H(u1) −H(u2)||Lip ≥
∣∣∣∣H(u1)(s) −H(u2)(s) −H(u1)(s̄) + H(u2)(s̄)

s− s̄

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣h(s, u1(s)) − h(s, u2(s)) − h(s̄, u1(s̄)) + h(s̄, u2(s̄))

s− s̄

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣h(s, x1) − h(s, x2) − h(s̄, x̄1) + h(s̄, x̄2)

s− s̄

∣∣∣∣
entonces

|h(s, x1) − h(s, x2) − h(s, x1) + h(s, x2)|
|s− s|

≤ Kγ ∥u1 − u2∥(p,2) .

Fijemos constantes p, q ∈ R y pongamos x1 = x2 = p+q
2

, x1 = p, x2 = q, entonces

de la desigualdad anterior, se concluye que:

∥u1 − u2∥(p,2) = |x1 − x2|

y ∣∣∣∣h(s, p + q

2

)
− h(s, q) − h(s, p) + h

(
s,
p + q

2

)∣∣∣∣ ≤ Kγ |x1 − x2| . |s− s| .

Por la continuidad de h en la primera variable, tomando ĺımite cuando s → s,

resulta:
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∣∣∣∣h(s, p + q

2

)
− h(s, q) − h(s, p) + h

(
s,
p + q

2

)∣∣∣∣ = 0.

Aśı, agrupando y despejando tenemos

2h

(
s,
p + q

2

)
= h(s, p) + h(s, q), s ∈ [a, b].

Como la función h(t, ·) es continua y verifica la ecuación de Jensen (ver [17], p.

315) existen funciones α, β : [a, b] → R, tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R. (4.2)

Puesto que para cada x ∈ R, la función h(·, x) ∈ X , entonces de la ecuación

(4.2) tenemos:

Si consideramos x = 0 obtenemos que

h(t, 0) = β(t)

luego como h(t, ·) ∈ RV(p,2)[a, b] entonces β(t) ∈ RV(p,2)[a, b].

Si consideramos x = 1 se tiene que

h(t, 1) = α(t)1 + β(t)

despejando

α(t) = h(t, 1) − β(t)

como h(t, 1) y α(t) ∈ RV(p,2)[a, b] y RV(p,2)[a, b] es un espacio vectorial entonces

α(t) ∈ RV(p,2)[a, b]. ♣



Cap. 4 Operador de Composición uniformemente acotado en RV(p,2)[a, b] 89

En [29] J. Matkowski presenta la siguiente definición.

Definición 4.5. (ver [29]) Sean Y, Z espacios métricos (o normados ). Una función

H : Y → Z es uniformemente acotado si dado un número t > 0, existe γ(t) ≥ 0, tal

que para cualquier conjunto B ⊂ Y, tenemos:

diamB ≤ t =⇒ diamH(B) ≤ γ(t).

Usando esta definición y haciendo una adaptación de la demostración del teorema

3 de [62], podemos reformular el teorema 4.4 de la siguiente forma.

Teorema 4.6. Sea a, b ∈ R (a < b), p > 1 un número entero y h : [a, b] × R → R,

tal que para cada t ∈ [a, b], la función h(t, ·) : R → R es continua respecto a

la segunda variable. Si el operador de composición H generado por h aplica el

espacio RV(p,2)[a, b] en śı mismo y es uniformemente acotado, existen funciones

α, β ∈ RV(p,2)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Demostración:

Consideremos t ≥ 0 y funciones arbitrarias u, v ∈ RV(p,2) tal que ||u−v||(p,2) ≤ t.

Como diam{u, v} ≤ t, por la acotación uniforme de H se tiene que diamH({u, v}) ≤

γ(t), es decir,

||H(u) −H(v)||(p,2) = diamH({u, v}) ≤ γ(||u− v||(p,2))

por lo tanto, por el teorema 4.4 podemos escribir a h de la siguiente manera

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R. ♣
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En el siguiente corolario, cambiamos del teorema anterior, la condición de con-

tinuidad de la función h en la segunda variable, por las condiciones de continuidad

por la derecha en cero de la función γ y que además γ(0) = 0.

Corolario 4.7. Sean a, b ∈ R (a < b), y p > 1 entero. Si el operador de com-

posición H generado por h aplica el espacio RV(p,2)[a, b] en śı mismo y existe una

función continua por la derecha γ : [0,∞) → [0,∞) tal que γ(0) = 0 y se verifica la

desigualdad:

∥H(u) −H(v)∥(p,2) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,2)

)
, u, v ∈ RV(p,2)[a, b],

entonces existen funciones α, β ∈ RV(p,2)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Haciendo una demostración similar al teorema 2 de [27] se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 4.8. Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, entero. Si el operador de composición

H generado por h aplica el espacio RV(p,2)[a, b] en śı mismo y es uniformemente

continuo, respecto a la norma ∥.∥(p,2), entonces existen α, β ∈ RV(p,2)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Además si tomamos γ(t) = ct, para algún c > 0, obtenemos el resultado del

teorema 1 de [39].

Demostración:
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Supongamos que H es uniformemente continuo con respecto a la norma ∥·∥(p,2).

Entonces, para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo u, v ∈ RV(p,2)[a, b]

∥u− v∥(p,2) ≤ δ ⇒ ∥H(u) −H(v)∥(p,2) ≤ ε

Por lo tanto, se sigue que la función γ : [0,∞) → [0,∞), la continuidad del

módulo de H

γ(t) := sup{∥H(u) −H(v)∥(p,2) : ∥u− v∥(p,2) ≤ t}, t ≥ 0

está correctamente definida.

Como H es uniformemente continuo, entonces H es continuo y por lo tanto γ

también lo es, en particular es continuo en 0.

Por otra parte, si t = 0, entonces

γ(0) : = sup{∥H(u) −H(v)∥(p,2) : ∥u− v∥(p,2) ≤ 0}

= sup{∥H(u) −H(v)∥(p,2) : ∥u− v∥(p,2) = 0}

de donde u = v, y por lo tanto γ(0) = 0.

Además,

∥H(u) −H(v)∥(p,2) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,2)

)
, u, v ∈ RV(p,2)[a, b]

Por lo tanto, por el teorema 4.4 se sigue el resultado del corolario. ♣

Comentario:

Haciendo una revisión detallada sobre el operador de composición con las
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propiedades de globalmente lipschitziano, uniformemente continuo o uniforme-

mente acotado en el espacio RV(p,2)[a, b] de funciones de (p, 2)-variación acotada

(1 < p < ∞) en el sentido de Riesz - De La Vallée Poussin, tenemos que estos

resultados parecen ser nuevos en el tema y, es por ello, que escribiremos un art́ıculo

para someterlo al arbitraje correspondiente en una revista especializada en el tema.



Caṕıtulo 5

Operador de Composición

uniformemente acotado en

RV(p,k)[a, b]

En este caṕıtulo caracterizamos el operador de composición uniformemente aco-

tado que actúa entre los espacios de Banach de las funciones acotadas con (p, k)-

variación acotada en el sentido de Riesz. Se presentan varios teoremas que impo-

nen condiciones al operador de composición H, que está asociado a una función

h : [a, b] × R → R, para aśı poder garantizar que esta última es una función af́ın

con respecto a la segunda variable, es decir, que se cumple la representación de

Matkowski.

5.1. Funciones con (p, k)−variación acotada

En esta sección introducimos el concepto de (p, k)-variación acotada dada por

N. Merentes, J. Sánchez y S. Rivas (ver [43]), aśı como también algunos resultados

necesarios para una mejor comprensión del tema expuesto.

93
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Del caṕıtulo 2 podemos recordar que una función u : [a, b] → R tiene k-variación

acotada en el intervalo [a, b], si el número

V k(u; [a, b]) := sup
π

σk(u;π) :=
n−k∑
j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k] − u[tj, . . . , tj+k−1]|,

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones π de [a, b] del

tipo:

π : a = t1 < t2 < · · · < tn = b.

El espacio de las funciones u que tienen k-variación acotada se denota por

BV k[a, b]. Como propiedades de este espacio se tiene que es un espacio vectorial

(ver proposición 2.5), y que BV k+1[a, b] ⊆ BV k[a, b] (ver teorema 2.9). Además, por

[52] el espacio BV k[a, b] es un espacio de Banach con la norma:

∥u∥k := |u(a)| +
k−1∑
j=1

|uj
+(a)| + V k(u).

A continuación, se muestra una nueva forma de obtener el espacio de las funciones

con segunda variación acotada considerando particiones por bloques del tipo:

π̂ : a ≤ t1 < . . . < tk ≤ tk+1 < · · · < t2k ≤ t2k+1 < · · · < tkn ≤ b (5.1)

Donde

V̂ k(u; [a, b]) := sup
π̂

σ̂k(u) :=
n−1∑
j=1

∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣ .

y al conjunto de las funciones tales que V̂ k(u; [a, b]) < ∞1 se le denota por B̂V
k
[a, b].

El lema que se muestra a continuación relaciona los espacios BV k[a, b] y
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B̂V
k
[a, b].

Lema 5.1. Sean p > 1 y k ∈ N, entonces:

V̂ k(u; [a, b]) ≤ V k(u; [a, b]) ≤ 3kV̂ k(u; [a, b]);

y en consecuencia BV k[a, b] = B̂V
k
[a, b], k ∈ N.

Demostración:

Sea u ∈ ˆBV k[a, b]. Si a ≤ t1 < · · · < tk+1 ≤ b. Consideremos números

b1, · · · bk, c1, · · · , ck, tales que:

t1 < b1 < · · · < bk = t2 , tk < c1 < · · · < ck = tk+1.

Entonces:

|u[t2, · · · , tk+1] − u[t1, · · · , tk]| ≤ |u[t2, · · · , tk+1] − u[b1, · · · , bk| + |u[b1, · · · , bk] − u[c1, · · · , ck|

+ |u[c1, · · · , ck] − u[t1, · · · , tk]|

≤ 3V̂ k(u; [t1, tk+1])

De esta manera tenemos que, si π : a ≤ t1 < · · · < tn ≤ b es una partición de

[a, b], entonces:

n−k∑
j=1

|u[tj+1, · · · , tj+k] − u[tj, · · · , tj+k−1]| ≤
n−k∑
j=1

3V̂k (u, [tj, tj+k])

≤ 3
([

V̂ k (u; [t1, t1+k]) + · · · + V̂ k (u; [t1+k, t1+2k])
]

+
[
V̂ k (u; [t2+k, t2+2k]) + · · ·

+V̂ k (u; [t2+2k, t2+3k])
]

+ · · · +
[
V̂ k (u; [tn−2k, tn−k]) + · · · + V̂ k (u; [tn−k, tn])

])
= 3

([
V̂ k (u; [t1, t1+k]) + V̂ k (u; [t2+k, t2+2k]) + · · · + V̂ k (u; [tn−2k, tn−k])

]
+ · · ·

+ · · · +
[
V̂ k (u; [t1+k, t1+2k]) + V̂ k (u; [t2+2k, t2+3k]) · · · + V̂ k (u; [tn−k, tn])

])
.
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Aśı se tiene que σk(u, π) ≤ 3kV̂ k (u; [a, b]) y concluimos que

V k(u; [a, b]) ≤ 3kV̂ k (u; [a, b])

En consecuencia u ∈ BV k[a, b] y aśı se obtiene que B̂V k[a, b] ⊂ BV k[a, b]. Por

otra parte, si u ∈ BV k[a, b] y

π̂ : a ≤ t1 < · · · < tk ≤ tk+1 · · · < t2k ≤ t2k+1 < · · · < tnk ≤ b

es una partición del intervalo [a, b], entonces de la desiguladad triangular, resulta:

∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣

≤
∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]

∣∣
≤
∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[tjk, tjk+1 · · · , tjk+k−1]

∣∣
+ |u[tjk, tjk+1 · · · , tjk+k−1] − u[tjk−1, tjk, tjk+1, · · · , tjk+k−2]|

+ · · · +
∣∣u[tjk−k+2, tjk−k+3 · · · , tjk,tjk+1] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]

∣∣
=

k−1∑
i=0

∣∣u[tjk−i+1, · · · , t(j+1)k−i] − u[tjk−i, · · · , t(j+1)k−i−1

∣∣ .

De esta forma tenemos:

n−1∑
j=1

∣∣u[tjk, · · · , t(j+1)k−1] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣ ≤

n−1∑
j=1

k−1∑
i=0

∣∣u[t(j−1)k+i+1, · · · , t(j+1)k−i] − u[tjk−i, · · · , t(j+1)k−ii−1

∣∣ ≤
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V k(u; [a, b]).

Aśı, obtenemos que V̂ k(u; [a, b]) ≤ V k(u; [a, b]).

Este lema nos garantiza que BV k[a, b] = B̂V
k
[a, b], k ∈ N. ♣

Definición 5.2. Sean u una función tal que u : [a, b] → R, p un número real en

[1,∞) y k ≥ 1 un número entero. Dada una partición π̂ de la forma:

π̂ : a ≤ t1 < . . . < tk ≤ tk+1 < · · · < t2k ≤ t2k+1 < · · · < tkn ≤ b. (5.2)

definimos

σ̂(p,k)(u, π̂) :=
n−1∑
j=1

(∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣
)p ∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣
y

V̂(p,k)(u; [a, b]) = V̂(p,k)(u) := sup
π̂

σ̂(p,k)(u, π̂).

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones π̂ de la forma (5.2).

Al número V̂(p,k)(u; [a, b]) lo llamamos la (p, k)−variación de u en [a, b]. Cuando

V̂(p,k)(; [a, b]) < ∞, entonces se dice que u es de (p, k)−variación acotada, y deno-

tamos al espacio de tales funciones como RV(p,k)[a, b]. En este espacio definimos la

siguiente norma:

∥u∥(p,k) = |u(a)| +
∣∣u′

+(a)
∣∣+ · · · +

∣∣∣u(k−1)
+ (a)

∣∣∣+
(
V̂(p,k)(u; [a, b])

)p
,

En [43] también se demuestra que para 1 < p < ∞ y k ∈ N, una función

u : [a, b] → R tiene (p, k)−variación acotada si y solo si u(k−1) pertenece a AC[a, b]

y u(k) pertenece a Lp[a, b]. Al espacio de tales funciones se le denota por A(p,k)[a, b].
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5.2. Operador de Composición Uniformemente

Acotado en RV(p,k)[a, b]

A continuación, presentamos un conjunto de propiedades relacionadas con la

clase V̂(p,k) y el espacio generado por esta clase de funciones.

Lema 5.3. ([48]) Sean p > 1, k ∈ N y u : [a, b] → R una función del espacio

RV(p,k)[a, b], entonces:

V̂ k(u; [a, b]) ≤ (b− a)1−1/p
(
V̂(p,k)(u; [a, b])

)1/p
Demostración:

Sea π̂ : a ≤ t1 < · · · < tk ≤ tk+1 < · · · < t2k ≤ t2k+1 < · · · < tkn ≤ b una

partición del intervalo [a, b]. Sea p > 1 y q ∈ R tal que q = p
(p−1)

, entonces por

desigualdad de Hölder se tiene que:

n−k∑
j=1

∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣ 1q ∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣ 1q

≤

(
n−k∑
j=1

∣∣u[tjk+1, · · · , t(j+1)k] − u[t(j−1)k+1, · · · , tjk]
∣∣p∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣p−1

) 1
p
(

n−k∑
j=1

∣∣t(j+1)k − t(j−1)k+1

∣∣) 1
q

.

Tomando supremo sobre todas las particiones π̂ de la forma 5.7, se obtiene que

V̂ k(u; [a, b]) ≤ (b− a)1−1/p
(
V̂(p,k)(u; [a, b])

)1/p
.♣
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Los siguientes lemas serán de gran utilidad en las demostraciones del Teorema

5.8 y los respectivos corolarios.

Lema 5.4. ([16], lema 2) Sea u : [a, b] → R una función del espacio BV 2[a, b]

entonces,

∥u∥Lip ≤ ∥u∥BV 2 .

Lema 5.5. ([62]) Sean u : [a, b] → R una función del espacio BV 2[a, b], k ∈ N tal

que k ≥ 3, entonces u ∈ BV k−1[a, b] y

V k−1(u; [a, b]) ≤ k(b− a)(V k(u; [a, b]) + |uk−1
+ (a)|). (5.3)

Demostración:

Sea k ≥ 3 un número entero arbitrario, y sea u una función en BV k[a, b]. Se

sigue del teorema 10 de [51] que u ∈ BV k−1[a, b], entonces V k−1(u; [a, b]) < ∞.

Sea π =: a = t1 < · · · < tn = b; n ≥ k + 1 una partición fija de [a, b]. Por la

definición de diferencia dividida de orden k, se tiene que

|u[ti+1, · · · , ti+k] − u[ti, · · · , ti+k−1]| = (ti+k − ti)|u[ti, · · · , ti+k]|. (5.4)

Fijemos i ∈ {3, · · · , n− k + 1} y tomemos k − 1 puntos distintos pertenecientes

al intervalo (a, ti) tal que

a < t1 < t2 < · · · < tk−1 < ti
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Aśı, por la definición de V k(u; [a, b]) se tiene

−|u[a, t1, · · · , tk−1]| + |u[ti, · · · , ti+k]| ≤ |u[a, t1, · · · , tk−1| − |[ti, · · · , ti+k]|

≤ V k(u; [a, b]).

Haciendo tender los puntos t1, · · · , tk−1 a a se tiene

|[ti, · · · , ti+k]| ≤ V k(u; [a, b]) + |u(k−1)(a)|,

donde el ĺımite existe porque u es diferenciable por la derecha en a (ver [46], [61]

observación 1).

Usando nuevamente la definición de V k(u; [a, b]) y por (5.5) tenemos

V k−1(u; [a, b]) = sup
P

m−k∑
i=1

|u[ti+1, · · · , ti+k] − u[t, · · · , ti+k−1]|

= sup
P

m−k∑
i=1

(ti+k − ti)|u[ti, · · · , ti+k]|

≤ sup
P

m−k∑
i=1

(ti+k − ti)(V
k(u; [a, b]) + |u(k−1)(a)|)

≤ k(b− a)(u) + |u(k−1)(a)|.)

lo que completa la demostración del lema. ♣

Lema 5.6. ([62]) Sean u : [a, b] → R una función del espacio BV k[a, b]yk ≥ 2 un

entero. Entonces existe una constante positiva s(k), tal que:

∥u∥Lip ≤ s(k) ∥u∥k . (5.5)

Demostración:
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Por lema (5.4) la desigualdad (5.5) es válida para k = 2 con s(2)=1. A con-

tinuación realizaremos la demostración del lema por inducción. Supongamos que el

lema es cierto para algún k ∈ N, k > 2 y consideremos u ∈ BV k+1[a, b] arbitrario.

Concluimos del lema (5.5) que u ∈ BV k[a, b] y además que

V k(u) ≤ (k + 1)(b− a)(Vk+1(u) + |u(k)
+ (a)|

Luego, por la definición de la norma ∥·∥k tenemos

V k(u) ≤ (k + 1)(b− a)∥u∥k+1,

Como

|u(a)| ≤ ∥u∥k+1, |u(i)
+ (a)| ≤ ∥u∥k+1, i = 1, · · · , k − 1 (5.6)

entonces, utilizando nuevamente la definición de la norma ∥·∥k y por las desigual-

dades de (5.6) obtenemos

||u||k = |u(a)| + · · · +
∣∣∣u(k−1)

+ (a)
∣∣∣+ V k(u; [a, b])

≤ ∥u∥k+1 + · · · + ∥u∥k+1 + (k + 1)(b− a)∥u∥k+1

≤ ((k + 1)(b− a) + k + 1)||u||k+1 (5.7)

Supongamos que existe s(k) > 0 tal que

Lb
a + |u(a)|
s(k)

≤ ∥u∥k,
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por lo tanto, por desigualdad (5.7) tenemos que

Lb
a(u) + |u(a)| ≤ s(k + 1)∥u∥k+1,

donde s(k + 1) = s(k)((k + 1)(b − a) + k + 1). Aśı, por inducción completamos la

demostración. ♣

Lema 5.7. ([48]) Sean k ≥ 2, 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función del espacio

RV(p,k)[a, b], entonces existe una constante positiva s(p, k), tal que:

∥u∥Lip ≤ s(p, k) ∥u∥(p,k) , u ∈ RVp,k[a, b]. (5.8)

Demostración:

Como u ∈ RV(p,k)[a, b], i = 1, 2, entonces por proposición 4.1 se tiene que u ∈

RV(p,k)[a, b], i = 1, 2. Luego, por lema 5.6, existe una constante positiva tal que

∥u∥Lip ≤ s(k) ∥u∥k

= s(k)[|u(a)| + · · · +
∣∣uk−1

+ (a)
∣∣+ Vk((u), [a, b])].

Por lema 5.1, para k=1 se tiene

∥u∥Lip ≤ 3s(k)[|u(a)| + · · · +
∣∣uk−1

+ (a)
∣∣+ V̂k(u; [a, b])]

Ahora, utilizando el lema 5.3 tenemos que

∥u∥Lip ≤ 3s(k)(b− a)1−
1
p [|u(a)| + · · · +

∣∣uk−1
+ (a)

∣∣+ (V̂(p,k)(u))
1
p ]
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Como p > 1, entonces

∥u∥Lip = 3s(k)(b− a)1−
1
p [|u(a)| + · · · +

∣∣uk−1
+ (a)

∣∣+ (V̂(p,k)(u))p]

Entonces, por definición de la norma ∥.∥(p,k) obtenemos

∥u∥Lip ≤ s(p, k) ∥u∥(p,k) (5.9)

donde s(p, k) = 3s(k)max{1, (b− a)1−
1
p}. ♣

Los resultados que se exponen a continuación nos servirán para demostrar que

el espacio RV(p,k)[a, b], satisface la condición de Matkowski, bajo la condición de que

el operador de composición H, sea uniformemente acotado.

Teorema 5.8. ([48]) Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, k ≥ 2, entero y h : [a, b]×R → R,

tal que para cada t ∈ [a, b], la función h(t, .) : R → R es continua respecto a la

segunda variable. Si el operador de composición H generado por h aplica el espacio

RV(p,k)[a, b] en śı mismo y verifica la desigualdad:

∥H(u) −H(v)∥(p,k) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,k)

)
, u, v ∈ RV(p,k)[a, b],

para alguna función γ : [0,∞) → [0,∞) , entonces existen funciones α, β ∈

RV(p,k)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Demostración:

Para x ∈ R fijemos la función constante u(t) = x, t ∈ [a, b], la cual está en

RV(p,k)[a, b] y por tanto H(u) = h(., x) ∈ RV(p,k)[a, b] y aśı, h(., x) es continua para

cada x ∈ R .
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Sean s, s ∈ [a, b], s < s, x1, x2, x1, x2 ∈ R y consideremos las funciones:

ui(t) =
xi − xi

s− s
(t− s) + xi, i = 1, 2.

Estas funciones son segmentos de rectas que en el caso de u1 pasan por los puntos

(s, x1) y (s, x1) y en el caso de u2 por los puntos (s, x2) y (s, x2). De esta manera,

resulta que ambas funciones tienen (p, k)−variación acotada.

Además,

∥u1 − u2∥(p,k) =

∥∥∥∥x1 − x1 − x2 + x2

s− s
(t− s) + x1 − x2

∥∥∥∥
(p,k)

. (5.10)

Por lema 5.7 tenemos que

∥H(u1) −H(u2)∥Lip ≤ s(p, k) ∥H(u1) −H(u2)∥(p,k) (5.11)

donde s(p, k) = 3s(p, k)max{1, (b− a)1−
1
p}.

Como ui(s) = xi y ui(s) = xi y por desigualdad (5.10) se tiene que

∣∣∣∣h(s, x1) − h(s, x2) − h(s, x1) + h(s, x2)

(s− s)

∣∣∣∣ ≤ Kγ ∥u1 − u2∥(p,k)

Sean p, q ∈ R constantes fijas, y sean x1 = x2 = p+q
2
, x1 = p, x2 = q, entonces de

la desigualdad anterior se concluye que

∥u1 − u2∥(p,k) = |x1 − x2|

y ∣∣∣∣h(s,
p + q

2
) − h(s, q) − h(s, p) + h(s,

p + q

2
)

∣∣∣∣ ≤ s(p, k)γ(|x1 − x2|) |s− s|
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Por la continuidad de h en la primera variable, tomando ĺımite cuando s → s

resulta

2h(s,
p + q

2
) = h(s, p) + h(s, q), s ∈ [a, b]

Como la función h(t, .) es continua y verifica la ecuación de Jensen (ver [17],

p.315), existen funciones α, β : [a, b] → R, tal que

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R (5.12)

Puesto que, para cada x ∈ R, la función h(·, x) ∈ RV(p, k)[a, b] entonces de la

ecuación (5.12) tenemos

β(t) = h(s, 0), α(s) = h(t, 1) − β(t), s ∈ [a, b]

De donde resulta que α, β ∈ RV(p,k)[a, b]. ♣

Definición 5.9 (definición 1, [29]). Sean Y, Z espacios métricos (o normados ).

Una función H : Y → Z es uniformemente acotado si dado un número t > 0, existe

γ(t) ≥ 0, tal que para cualquier conjunto B ⊂ Y, tenemos:

diamB ≤ t =⇒ diamH(B) ≤ γ(t).

Teorema 5.10. ([48]) Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, k ≥ 2, entero y h : [a, b]×R →

R, tal que para cada t ∈ [a, b], la función h(t, .) : R → R es continua respec-

to a la segunda variable. Si el operador de composición H generado por h aplica

el espacio RV(p,k)[a, b] en śı mismo y es uniformemente acotado, existen funciones

α, β ∈ RV(p,k)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.
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Demostración:

Consideremos un t ≥ 0 y u, v ∈ RV(p,k)[a, b] arbitrarias tales que

∥u− v∥(p,k) ≤ t

Luego, diam {u, v} ≤ t, y como H es acotado uniformemente por la definición

5.9 se tiene que diamH({u, v}) ≤ γ(t).

Entonces

∥H(u) −H(v)∥(p,k) ≤ diamH({u, v}) ≤ γ(∥u− v∥)(p,k)

por lo que el resultado de este teorema se sigue del teorema 5.8. ♣

Proposición 5.11. Si la función γ : [0,∞) → [0,∞) es continua en el 0 por la

derecha y γ(0) = 0, entonces la condición de continuidad de h con respecto a la

segunda variable puede ser omitida.

Demostración:

Para x, x ∈ R arbitrarios fijos, definimos el par de constantes u, u : [a, b] → R de

la siguiente manera:

u(t) = x, u(t) = x, t ∈ [a, b]. (5.13)

Entonces u, u ∈ RV(p,k)[a, b] y,

||u− u||(p,k) = |x− x|. (5.14)

Además, por hipótesis H(u) = h(·, x) y H(u) = h(·, x) pertenecen a RV(p,k)[a, b].
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Por lema 5.7 tenemos que

∥H(u) −H(u)∥Lip ≤ s(p, k) ∥H(u) −H(u)∥(p,k) (5.15)

donde s(p, k) = 3s(p, k)max{1, (b− a)1−
1
p}

Como

∥H(u) −H(u)∥Lip = Lb
a(H(u) −H(u)) + |(H(u) −H(u)(a)|

entonces, por hipótesis y por (5.14) y (5.15) tenemos

Lb
a(H(u) −H(u)) + |(H(u) −H(u)(a)| ≤ s(p, k)γ(||u− u||(p,k))

= s(p, k)γ(|x− x|)

Por lo tanto,

Lb
a(H(u) −H(u)) ≤ s(p, k)γ(|x− x|)

y

|(H(u) −H(u)(a)| ≤ s(p, k)γ(|x− x|)

Teniendo en cuenta (5.13), para todo s ∈ [a, b] obtenemos∣∣∣∣h(s, x) − h(s, x) − h(a, x) + h(a, x)

(s− a)

∣∣∣∣ ≤ s(p, k)γ(|x− x|)

y

|h(s, x) + h(a, x)| ≤ s(p, k)γ(|x− x|).
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Por la desigualdad triangular obtenemos

|h(s, x) + h(s, x)| ≤ |h(s, x) − h(s, x) − h(a, x) + h(a, x)| + |h(a, x) + h(a, x)|

=

∣∣∣∣h(s, x) − h(s, x) − h(a, x) + h(a, x)

(x− a)

∣∣∣∣ |x− a| + |h(a, x) + h(a, x)|

≤ s(p, k)γ |x− x| |x− a| + s(p, k)γ |x− x|

donde

|h(s, x) + h(s, x)| ≤ s(p, k)γ |x− x| (|x− a| + 1)

Luego, la continuidad de γ en 0 y la igualdad γ(0) = 0 implica que h es continua

con respecto a la segunda variable. ♣

Siguiendo las ideas de la proposición anterior, obtenemos los siguientes corolarios

del teorema 5.10, donde se reemplaza la condición de que la función h es continua

en la segunda variable por la hipótesis de continuidad por la derecha en cero de la

función γ y que además γ(0) = 0

Corolario 5.12. Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, k ≥ 2, entero. Si el operador de

composición H generado por h aplica el espacio RV(p,k)[a, b] en śı mismo y existe

una función continua por la derecha γ : [0,∞) → [0,∞) tal que γ(0) = 0 y se

verifica la desigualdad:

∥H(u) −H(v)∥(p,k) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,k)

)
, u, v ∈ RV(p,k)[a, b],
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entonces existen funciones α, β ∈ RV(p,k)[a, b], tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Demostración:

Por la proposición 5.11 tenemos que la continuidad de γ en 0 y la igualdad

γ(0) = 0 implican que h es continua con respecto a la segunda variable.

Luego, por teorema 5.8 se obtiene la demostración del corolario. ♣

Corolario 5.13. Sean a, b ∈ R (a < b), p > 1, k ≥ 2, entero. Si el operador de com-

posición H generado por h aplica el espacio RV(p,k)[a, b] en śı mismo y es uniforme-

mente continuo, respecto a la norma ∥.∥(p,k), entonces existen α, β ∈ RV(p,k)[a, b],

tales que:

h(t, x) = α(t)x + β(t), t ∈ [a, b], x ∈ R.

Además si tomamos γ(t) = ct, para algún c > 0, obtenemos el resultado del

teorema 1 de [39].

Demostración:

Supongamos que H es uniformemente continuo con respecto a la norma ∥·∥(p,k).

Entonces, para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo u, v ∈ RV(p,k)[a, b]

∥u− v∥(p,k) ≤ δ ⇒ ∥H(u) −H(v)∥(p,k) ≤ ε

Por lo tanto, se sigue que la función γ : [0,∞) → [0,∞), la continuidad del

módulo de H

γ(t) := sup{∥H(u) −H(v)∥(p,k) : ∥u− v∥(p,k) ≤ t}, t ≥ 0

está correctamente definida.
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Como H es uniformemente continuo, entonces H es continuo y por lo tanto γ

también lo es, en particular es continuo en 0.

Por otra parte, si t = 0, entonces

γ(0) : = sup{∥H(u) −H(v)∥(p,k) : ∥u− v∥(p,k) ≤ 0}

= sup{∥H(u) −H(v)∥(p,k) : ∥u− v∥(p,k) = 0}

de donde u = v, y por lo tanto γ(0) = 0.

Además,

∥H(u) −H(v)∥(p,k) ≤ γ
(
∥u− v∥(p,k)

)
, u, v ∈ RV(p,k)[a, b]

Por lo tanto, por el teorema 5.8 se sigue el resultado del corolario. ♣

Comentario:

Aśı como se hizo con los resultados obtenidos en el caṕıtulo 4 para el espacio

RV(p,2)[a, b], se hizo una revisión detallada sobre el operador de composición con las

propiedades de globalmente lipschitziano, uniformemente continuo o uniformemente

acotado en el espacio RV(p,k)[a, b] de las funciones de (p, k)-variación acotada (1 <

p < ∞) en el sentido de Riesz, y concluimos que estos resultados parecen ser nuevos

en el tema, por lo que escribiremos un art́ıculo para que sea sometido al arbitraje

correspondiente en una revista especializado en el tema.



Conclusiones y Recomendaciones

En el presente Trabajo Especial de Grado, se expuso expĺıcitamente la noción

de segunda variación acotada en el sentido de De La Vallée Poussin y, además, se

demostró que la clase de funciones con segunda variación acotada se puede dotar de

una estructura de espacio vectorial, aśı como también de una norma que hace que

sea un espacio normado, un espacio de Banach y un álgebra de Banach.

Se presentó la noción de las funciones de k-variación acotada en el sentido de

Popoviciu , como una generalización de la noción de segunda variación acotada y

de igual modo se demostró que el espacio de funciones con k-variación acotada es

un espacio vectorial y posee una norma que hace que esta clase de funciones sea

un espacio normado, un espacio de Banach y un álgebra de Banach. Otro resultado

importante es que si una función pertenece a BV k[a, b], entonces esta puede ser es-

crita como la diferencia de funciones k-convexas, con lo cual se le pueden transferir a

estas funciones con k-variación acotada las propiedades de las funciones k-convexas.

Por otro lado, se introdujo la noción de (p, 2)-variación acotada introducida por

N. Merentes en el año de 1992, la cual surge como una generalización del concepto

de p-variación acotada en el sentido de Riesz, y se obtiene como uno de los re-

sultados más importantes que, una función u pertenece a RV(p,2) si y sólo si u′ es

absolutamente continua en el intervalo [a, b] y u′′ ∈ Lp[a, b]. Luego como una nueva

contribución del tema al operador de composición en RV(p,2)[a, b] se demostró que el

operador de composición uniformemente acotado que aplica el espacio de funciones
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de (p, 2)-variación acotada en el sentido de Riesz en śı mismo satisface la condición

de J. Matkowski y aśı es lineal en este espacio (este trabajo fue realizado por S. Ri-

vas, F. Armao y J. Rojas y sera eviando a una revista especializada para someterlo

al arbitraje correspondiente).

El resultado más relevante de este trabajo, es una nueva contribución al tema

del operador de composición uniformemente acotado en el espacio de las funciones

con (p, k)-Variación Acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu, donde se obtiene

que tal espacio, denotado por RV(p,k)[a, b] satisface la condición de Matkowski bajo

la condición de que el operador de composición, sea uniformemente acotado. Este

resultado es un trabajo realizado por F. Armao, D. G lazowska, S. Rivas y J. Rojas,

el cual será enviado pronto a una revista extranjera especializada en el tema.

Finalmente, el trabajo con estos espacios de funciones de variación acotada,

brinda la oportunidad de introducirse en una linea de investigación con gran campo

de acción, ya que es conocido que existen otros tipos de generalizaciones de estos

espacios de funciones con variación acotada, como lo son: la variación en el sentido

de Wiener, en el sentido de Waterman, en el sentido de Schramm, entre otros.
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[33] J. Matkowski and M. Wróbel, Uniformly bounded Nemytskij operators generat-

ed by set-valued functions between generalized Hölder function spaces. Enviado
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