UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

Sobre Operadores de Composicién Uniformemente Acotado en Espacios

de Funciones de Variacion Acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu.

Trabajo Especial de Grado presentado ante la ilustre
Universidad Central de Venezuela por la Br. Jessi-
ca L. Rojas A. para optar al titulo de Licenciada en
Matemaética.

Tutor: Dr. Nelson Merentes

Caracas, Venezuela

Octubre, 2011



II

Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de
Venezuela como integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Gra-
do titulado “Sobre Operadores de Composicion Uniformemente Acotado
en Espacios de Funciones de Variacién Acotada en el sentido Riesz-
Popoviciu”, presentado por la Br. Jessica L. Rojas A., titular de la Cédula
de Identidad 17.983.336, certificamos que este trabajo cumple con los requisitos
exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar al titulo de Licenciada

en Matematica.

Dr. Nelson Merentes

Tutor

Dr. Jose Luis Sanchez.

Jurado

Msc. Sergio Rivas

Jurado



II1

Dedicatoria

A mis padres Lisbeth y Rafael, por todo su amor y apoyo.



v

Agradecimientos

Agradezco a Dios por haberme dado la sabiduria y la fortaleza para que fuera

posible alcanzar este triunfo.

A mis padres, por su amor y su dedicacion para darme la formacion que me hace
ser mejor persona cada dia. Por su apoyo incondicional y por creer en mi durante

toda mi vida, porque gracias a ello puedo obtener este triunfo. Los amo.

A toda mi familia, en especial a mi tia Chichita y a mi tia Amarilis por el gran
carino que siempre me brindan. A mi prima Adri, por todos los momentos que

hemos pasado juntas.

A mi mejor amiga Mary, por ser una amiga fiel y sincera que siempre ha estado

a mi lado para apoyarme, tanto en las buenas como en las malas.

Al Profesor Nelson Merentes, por su sabiduria, apoyo, paciencia y toda la
ayuda prestada durante la tutoria de este trabajo. También quiero agradecer a los
profesores Jose Luis, Azdcar y Sergio que también me brindaron su ayuda durante

la realizaciéon de esta tesis de grado.



A las muchachas, Maria, Odalis y Zorely por todo lo que me ayudaron durante
la elaboracién de la tesis, sin pedir nada a cambio. En especial, quiero agradecer a
Francy, por ser mi companera de clases y amiga, que me brindo su ayuda y apoyo

a lo largo de la carrera.

A todas aquellas personas que ya no forman parte de mi vida, pero que de una u
otra manera me ayudaron y dejaron una huella en mi memoria, también les quiero

dar las gracias.



Indice general

. Funciones con Segunda Variaciéon Acotada

1.1. Funciones con Variacion Acotada . . . . . . . . . .. ...
1.2. Funciones con Segunda Variacién Acotada . . . . . . .. ... .. ..

1.2.1. Propiedades del Espacio BV?[a,b] . . . . .. ... .. ... ..

. Funciones con k-Variaciéon Acotada
2.1. Funciones con k-Variacion Acotada . . . . . . . . . . . ... ..

2.2. Propiedades del Espacio de funciones con k-Variacién Acotada . . . .

Funciones con (p,2)-Variacién Acotada

3.1. Funciones de p-variacién acotada en el sentido de Riesz. . . . . . . ..

3.2. Funciones de (p, 2)-variacién acotada en el sentido de Riesz. . . . . .

. Operador de Composicién uniformemente acotado en RV(;)[a,b]

4.1. Operador de Composiciéon . . . . . . . . .. ... ...

4.2. Operador de Composicién uniformemente acotado en RV{,2)[a,b] . . .

. Operador de Composicién uniformemente acotado en RV, )a, ]

5.1. Funciones con (p, k)—variacién acotada . . . . . . . ... ... .. ..

5.2. Operador de Composicién Uniformemente Acotado en RV, [a,b] . .

16
16
21
24

49
49
52

71
71
76

83
83
85

93
93
98



INDICE GENERAL 7

Bibliografia 113



Introduccion

En el siglo pasado en el ano de 1829 P.L. Dirichlet [9], demostré que toda
funcién real a valores en R definida por medio de un numero finito de partes
mondétonas tiene serie de Fourier puntualmente convergente en R. Este resultado es
conocido hoy como: Criterio de Dirichlet sobre la convergencia de series de Fourier.
Asi por primera vez y rigurosamente se obtuvo una demostracion de la conjetura
planteada en el ano 1807 por Fourier, referente a la representatividad de una
funcién arbitraria por medio de series trigonométricas. Este resultado aparece en
el trabajo de Fourier sobre la teoria analitica del calor [10]. Segin B. Nagy [44], la
historia del desarrollo de la teoria de las series de Fourier comienza a partir de una
disputa ocurrida alrededor de la mitad del siglo XVIII, entre D’Alembert, Euler y

D. Bernoulli, respecto al problema de la cuerda vibrante.

En el ano 1881 C. Jordan [14], definié la nocién de funcién de variacién acotada
y demostrd que ellas se pueden representar como diferencia de funciones monétonas,

obteniendo la validez del teorema de Dirichlet para esta clase de funciones.

La nociéon dada por C. Jordan ha sido generalizada de varias direcciones,
dependiendo de su utilidad en el contexto de algunas teorias. De La Vallée Poussin
[58] en el ano 1908, definié la clase de funciones con segunda variacién acotada

y demostré que se pueden representar como diferencias de funciones convexas.
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M. T. Popoviciu [46] en el afio 1937, generalizé los resultados de De La Vallée
Poussin a érdenes superiores, por medio de las funciones con la k-ésima variacion
acotada (k € N). Estas nociones estdn enmarcadas en el contexto de la teoria de
funciones reales. Mientras que en la teoria de las series de Fourier, podemos citar
de p-variacion y g—variacién en el sentido Wiener y la A—variacion introducida
por D. Waterman [59]-[60] en el afio 1972 y la mds general la ®—variacién acotada
introducida por M. Scharmm y D. Waterman, conocido en la literatura matematica

como la variacién en el sentido de Scharmm [56].

En el ano 1910 F. Riesz [47] definié otra nocién de funcién con p-variacién
acotada (1 < p < 00) y demostré que estas se corresponden con aquellas funciones
absolutamente continuas con derivada en el espacio L,. Yu. T. Medvedev [36] en
el ano 1953, generaliz6 esta nocion y el Lema de Riesz a la clase de funciones con
p—variaciéon acotada, donde ¢ es una p—funcién convexa que satisface la llamada
condicién oo;. Asi las variaciones dadas por F. Riesz y Yu. T. Medvedev estan

situadas en la teoria del andlisis funcional.

N. Merentes, en el ano 1991 en [37] caracteriza la clase RV[,2) de funciones,
cuya derivada v’ es absolutamente continua en [a,b] y v’ € Lyla,b], por medio de
la nocién de (p,2)-variacién acotada (1 < p < oo) en el sentido de Riesz, la cual
puede considerarse como una combinacion de las nociones dadas por De La Vallée

Poussin y de F. Riesz.

Cuando queremos determinar existencia de soluciones en espacios de funciones,
de ecuaciones diferenciales, integrales o funcionales, muchas veces intentamos aplicar
el llamado método de contraccién de Banach-Caccioppoli [22]-[21] a los operadores

asociados a tales ecuaciones. En general uno de estos operadores es el operador de
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composicién asociado a una funcién f : [a,b] x R — R. En este caso, la condicién de
contraccion se convierte en una condicién de Lipschitzidad global para este operador.
En el afio de 1982 J. Matkowski [22], demostré que el método de Banach-Caccioppoli
no puede ser aplicado en el espacio Lip|a,b], para hallar soluciones a ecuaciones
no-lineales donde este explicitamente el operador de composicién. Mas precisamente
Matkowski demostré que el operador de composicién F, asociado a f : [a, )] xR — R,
actia y es globalmente Lipschitz en el espacio Lip[a, b] si y sélo si la funcién f tiene

la forma:
flt,x) =gt)x + h(t) (t€[a,b], x €R), (0.1)
donde las funciones g y h € Lip[a, b]. En consecuencia,
Fu(t) = g(t)u(t) + h(t),
y asi F' es lineal en el espacio Lip|a, b].
J. Matkowski y sus alumnos han demostrado la validez de este resultado en otros
espacios, como por ejemplo:

- J. Matkowski (1984) [24], para el espacio C"[a,b] de las funciones n-veces

continuamente diferenciables.

- A. Matkowska (1984) [34], para el espacio H,a, b] de las funciones Holderianas

en [a,b] de orden 0 < o < 1.

- J. Matkowski y J. Mi$ (1984) [32], para el espacio BV [a, ] de las funciones de
variacién acotada en [a, b]. En este caso la férmula 0.1 es valida sustituyendo

la funciéon f por su regularizacion a izquierda.
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- M. Lupa (1989) [19], para el espacio H,C"[a,b] de las funciones con n-ésima

derivada Holderiana en [a, b] de orden o, con 0 < o < 1.

- A. Sieczko (1989) [57], para el espacio AC™[a, b] de las funciones con n-ésima

derivada absolutamente continua en [a, b].

- J. Knop (1992) [15], para el espacio LipC"[a,b] de las funciones con n-ésima

derivada Lipschitziana en [a, b].

En 1991 N. Merentes [37],0btuvo el resultado de J. Matkowski para el espacio

RV,[a,b] de las funciones de ¢—variacion acotada en el sentido de Riesz.

En una investigacion conjunta con J. Matkowski, tambien obtuvo los siguientes

resultados:

- J. Matkowski y N. Merentes (1993) [30], para el espacio RV{;)a,b] de las

funciones de (p,2)—variacién acotada en [a, b].

- J. Matkowski y N. Merentes (1993) [31], para el espacio W'[a,b] de Sobolev

Unidimencional de orden n € N.

- A. Matkowska, J. Matkowski y N. Merentes (1994) [35], para el espacio C"[a, b]

de las funciones n-veces continuamente diferenciable.

En este ultimo resultado se utiliza una técnica de inmersiones entre espacios de
funciones y asi evita la llamada regla de la cadena para derivadas de orden superior,

con lo cual se obtiene una demostracion,mas didactica y sencilla.

En estos resultados el operador de composicion F' actia de un espacio en
si mismo, sin embargo en muchos casos, es conveniente clarificar la conducta de

este operador entre espacios distintos. En este sentido, N. Merentes con S. Rivas
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[41], pudieron verificar la validez del resultado de J. Matkowski cuando el operador

actia entre los espacios RV, [a,b] (1 < p < o0)y BV]a,b).

Como hemos observado, la condicién de Lipschitzidad global para el operador

de composicion F' conlleva a que el operador F' sea afin en el espacio.

En al ano 2010, J. Matkowski sustituye la condiciéon de globalmente Lipschitz
en el operador de composicién por la condicién de uniformemente continuo (ver
definicién 1 de [27], [26]) obteniendo los mismos resultados que fueron comenta-
dos anteriormente, algunos de ellos fueron demostrados por miembros del grupo de
ecuaciones diferenciales de la escuela de Matematicas de la Universidad Central de
Venezuela, en colaboracion con J. Matkowski y sus alumnos, el lector interesado en

el tema puede consultar los siguientes trabajos:

- A. Azécar, A. Guerrero, J. Matkowski, N. Merentes, (2010) [2] Uniformly con-
tinuous set-valued composition operators in the space of continuous functions

of bounded variation in the sense of Wiener.

- J. Matkowski, (2011) [29] Uniformly bounded composition operators between

general Lipschitz functions normed spaces.

- J. Matkowski, (2009) [27] Uniformly continuous superposition operators in the

Banach space of Holder functions.

Recientemente, en el ano 2011 el mismo J. Matkowski [29] sustituye la hipdtesis
de uniformemente continuo en el operador de composicion por el de uniformemente
acotado (vea definicion 1 de este trabajo) y obtiene la misma condicién (0.1) para
la funcion f : [a,b] x R — R generadora del operador de composicién o para

regularizacion izquierda f~ de f. Un lector interesado en este tema puede consultar
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las siguientes referencias [29], [11]

En este trabajo especial de grado en el capitulo 4, damos, a nuestro juicio, una
contribucién al tema, obteniendo que el espacio RV(, ) con (1 < p < 00), satisface
la condicién de J. Matkowski bajo la hipdtesis de que el operador de composiciéon
F asociado a f : [a,b] x R — R, sea uniformemente acotado RV, ), con lo cual se

debilitan las hipdtesis dadas en el trabajo [30] .

Para concluir esta introduccién, daremos informacién de la forma como es-
tructuramos este trabajo especial de grado. Lo hemos dividido en cinco capitulos
subdividiendo cada uno de ellos en secciones, no muy extensas en la mayoria de los

casos. A nuestro juicio, esto permitird una lectura mas agil del texto.

En el capitulo 1 se comienza introduciendo la nocién de funciones de Variacion
Acotada dada por Camile Jordan en 1881 (ver [14]) con algunos ejemplos de este
espacio, para luego exponer la nocién de Segunda Variacion Acotada dada por
de La Valée Poisson en 1908 (ver [58]) en la cual presentaremos varios ejemplos
y resultados que caracterizan tales funciones, entre ellas que ésta clase tiene
estructura de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y algebra de

Banach.

En el capitulo 2 expondremos la nocion de k-Variacion Acotada, que fue
introducida por Popoviciu en el ano 1934 (ver [46]), como una generalizacién de
la nocién de Segunda Variacién Acotada, ademds se mostraran varios ejemplos
de estas funciones y también haremos explicitamente demostraciones de algunas
propiedades que satisfacen las funciones de k-Variacién Acotada, entre ellas que

tiene estructura de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y édlgebra
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de Banach, asi como otros resultados importantes con respecto a este espacio.

En el capitulo 3 presentaremos la nocién de p-Variacién Acotada (1 < p < 00),
(ver [47]) dada por F. Riesz en 1910 para luego exponer asi una generalizacién de
ésta, es decir, la nocién de (p, 2)-Variaciéon Acotada (1 < p < o0), presentada por N.
Merentes en el ano 1992 (ver [38]), y de igual modo enunciaremos y demostraremos

algunos resultados relevantes de este espacio de funciones.

En el capitulo 4 demostraremos que el operador de composicién uniforme-
mente acotado que aplica el espacio de funciones de (p,2)-variacién acotada en
el sentido de Riesz en si mismo satisface la condicion de J. Matkowski y asi es
lineal en este espacio. Cabe destacar, que este resultado es una nueva contribu-
cion al tema de el Operador de Nemytskij en RV|,2)[a,b] el cual es un trabajo

realizado por S. Rivas, F. Armao y J. Rojas y sera enviado a una revista venezolana.

En el capitulo 5 se expone en este trabajo especial de grado, como una nueva
contribucion al tema de el Operador de Composiciéon uniformemente acotado en el
espacio de las funciones con (p, k)-Variacién Acotada en el sentido de Riesz, el cual
es un trabajo realizado por F. Armao, D. Glazowska, S. Rivas y J. Rojas (ver [48]),
que pronto serd enviado a una revista extranjera. El concepto de (p, k)-variacién
(1 < p < 00,k € N) es introducido y estudiado en ([43]). Utilizando esta nocion,
se presentan varios teoremas en los cuales imponiendo condiciones al operador
de composicién H, que estd asociado a una funcién h : [a,blzR — R, se puede
garantizar que esta ultima es una funcién afin con respecto a la segunda variable,

con lo que se cumple la representacion de J. Matkowski.

Para finalizar, queremos comentar que los resultados expuestos en este trabajo
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de grado estan en varios articulos de investigacién realizados entre 1910 y el ano 2011
y la presentacion en un solo folleto puede considerarse un aporte pedagogico para la
comprensién del tema, algunos de estos articulos son: S. Rivas, J. Rojas, F. Armao
Uniformly Bounded Composition Operatores in the Banach Space of bounded (p, k)
in the sense of Riesz, (Por aparecer).(ver [48]), J. Matkowski, Uniformly bound-
ed composition operators between general Lipschitz functions normed spaces(Por
aparecer) (ver [29]), F. Riesz, Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer functio-
nen(1910)(ver [47]), M. T. Popoviciu, Sur quelques propriétés des fonctions d’une
variaable réelle convexes d’order superior(1933)(ver [46]), A.M. Russell, Functions
of bounded kth variation(1973)(ver [51]) y ademas las referencias bibliogréficas que

estan en el trabajo de grado.



Capitulo 1

Funciones con Segunda Variacion

Acotada

En el presente capitulo se describe la nocién de variaciéon acotada introduci-
da por Camille Jordan en [14]. Se hace referencia a algunos resultados importantes
acerca de este espacio de funciones, con la finalidad de que sea mas didactico. Tam-
bién expondremos la nocion de segunda variacion acotada que fue introducida por
De La Vallée Poussin en el afio de 1908 en [58], presentandose algunos resultados
acerca del comportamiento de las funciones de este espacio y finalizamos con la
demostracion de que toda funcion con segunda variacién acotada se puede escribir

como la diferencia de funciones convexas.

1.1. Funciones con Variaciéon Acotada

En el ano de 1881, Camille Jordan en [14], introduce el concepto de funcién de

variacién acotada en un intervalo [a, b], de la siguiente manera:

Definicién 1.1. (variacion acotada) Sea u : [a,b] — R. Dada una particion de [a, b]

16
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de la forma:

Tia=ty<t; <ty <..<t,=0b

Se define
o(u;m) = Z |ult;) — u(tj1)]

V(u; [a, b]) := sup o (u; ),

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones m del inter-

valo [a,b]. St V(u;[a,b]) < co se dice que la funcidn es de variacidn acotada.

Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y la misma es un espacio normado

con la norma:
lull Bviap = lu(a)| + V(u;[a,b]), ue€ BVla,bl.

A continuacion, se presentaran algunos ejemplos que ilustran la definicion de
BV]a,b]. En estos ejemplos consideraremos particiones 7 del intervalo [a, b] del tipo:

Tra=tg<t1 <---<t,=0>

Ejemplo 1.2. Consideremos ¢ € R y la funcion constante u en |a,b], definida por

u(t) =c para todo t € [a,b].
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Entonces, la variacion de la funcion u en el intervalo [a,b] viene dada por

Viu) = V(u;a,b])

donde 7, es el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Ejemplo 1.3. Dada una funcién u : [a,b] — R, mondtona entonces:
V(usla,b]) = |u(b) —u(a)|

En efecto, si la funcion es mondtona creciente, entonces:

Viwslat) = 3 fulty) = ult;)

Ast,

Ahora, si la funcion u : [a,b] — R es mondtona decreciente, usando el mismo
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argumento anterior obtenemos que la variacion es:
V(u) = u(a) = u(b) = |u(a) — u(b)| = [u(b) — u(a)].

Lo cual concluye la demostracion.

Ejemplo 1.4. Consideremos la funcion identidad u : [a,b] — R, es decir,

u(t) =t t € [a,b].

Entonces, la variacion de la funcion u en el intervalo [a,b] es dada por

V(uifa b)) = sup ) lu(ty) —ult;)|

donde 7, es el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Daremos un ejemplo de una funciéon continua que no es de variacién acotada.

Ejemplo 1.5. Consideremos la funcion u : [0,1] — R, definida mediante la sigu-

iente expresion:
tsen(%), si 0<t<1

0 st x=0.

u(t) =



Cap. 1 Funciones con Segunda Variacién Acotada 20

La funcion u es continua en [0,1]. Dada la particion

L, 2 2 2221
' 2n+1'2n—1" 7’53

del intervalo [0, 1]. Se obtiene

Z lu(t;) —u(tj1)| =

Luego como esta serie

() () v () () (B) - 2w

diverge, por lo tanto, la sucesidn de sumas parciales {S,}, donde

S—1+1+1+ + L + L
"3 5 7 m—1 2n+1’

no esta acotada. Asi )7, |u(t;) — u(t;-1)| puede ser arbitrariamente larga toman-
do n suficientemente grande, entonces V(u,|[0,1]) — oo por lo tanto u no es de

variacion acotada.
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Uno de los resultados mas importante dado por C. Jordan cuando introduce el
concepto de variacién acotada en [14] es el teorema que veremos a continuacién.

Para mas detalles ver [1].

Teorema 1.6. (Jordan [14]) Una funcion uw € BV [a,b] siy solo si existen funciones

uy, us en la,b] mondtonas tales que u = uy — us.

La relevancia del resultado anterior radica en que un gran niimero de propiedades
de las funciones mondétonas se pueden transferir a las funciones que tiene variacion
acotada: existencia de limites laterales, conjunto de discontinuidades numerable y las
mismas son de salto, Riemann-integrabilidad, existencia de la derivada casi siempre

en [a,b] y la convergencia puntual de su serie de Fourier.

1.2. Funciones con Segunda Variacién Acotada

De La Vallée Poussin en el ano de 1908 en [58], generalizé la nocién de variacién
acotada dada por C. Jordan en 1881, introduciendo la nocién de segunda variacién

acotada en un intervalo [a, b], de la manera siguiente:

Definicién 1.7. (sequnda variacion acotada) Sea u : [a,b] — R. Dada una particion

de [a,b] de la forma:

T:a=t <ty <---<t,=b

Se define

n—2

o?(u;m) = Z

=1

u(tjze) —ultjrn)  u(tjz1) — u(ty)
tivz — tjs tiv1 — 1

Y

<

V3(u; [a, b]) := sup o*(u; ), (1.1)

™
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donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones m del inter-
valo [a,b]. El nimero V?(u;[a,b]) se denomina sequnda variacién de la funcién u en
el intervalo [a,b]. Si V?(u;[a,b]) < oo se dice que la funcidn es de sequnda variacion

acotada. Esta clase de funciones se denota por BV?|a,b].

Observacion 1.8. Intuitivamente la sequnda variacion mide la variacion de la

derivada de la funcion en forma discreta.

Definicién 1.9. Dada una funcion u : |a,b] — R, la sequnda diferencia dividida
respecto a los puntos to,t; € [a,b] con ty # ti, se define mediante la siguiente

expresion.:
u(ty) — u(to)

U[to,tl] = tl — to

Utilizando la notacion anterior, la nocion de segunda variacion acotada, en el

sentido de De La Vallée Poussin, expresada en la ecuacién (1.1), queda de la siguiente

forma:
n—2
V() = V2 (u;[a,b]) = sup Y fultjir, tie] — ulty, tj4]l, (1.2)
T =1
donde:
u(t; — ul(t;
ultjs1,tjyo] = ( fZ) t( ]H)v
j+2 — Uit
u(t; — ul(t;
U[tj,tj+1] _ ( ]+1> ( J).

L1 —
donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones 7 del

intervalo [a, b] que tiene la forma: m:a =1t <ty <--- <t, =0b.

A continuacién, presentaremos varios ejemplos que muestran como se calcula la

segunda variacién acotada para algunas funciones.
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En estos ejemplos consideraremos particiones m del intervalo [a, b] del tipo: 7 :

a=ty<t;1<---<t,=b

Ejemplo 1.10. Sea ¢ € R y u : [a,b] — R la funcion constante definida de la

siguiente forma: u(t) = ¢, para todo t € [a,b], con lo cual tenemos que:

n—2
Vi) = V2(u; [a,b]) = S“PZ u(tjyo) —u(tjs) B u(tjpr) — ul(t))
o T =1 tj+2 - tj+1 t]’+1 — tj
n—2
c—=¢C c—cC
= sup —
L Livo —tjx1  tjp1 — L5
n—2
= sup Z |0 — 0]
m =1

=0.
En consecuencia, la funcion constante tiene sequnda variacion acotada cero en
la, b].

Ejemplo 1.11. Sea u : [a,b] — R la funcidn identidad definida de la siguiente

forma:

u(t) =t para todo t € [a,b],

con lo cual tenemos que:

n—2
tivo) — ult; tii1) — ult;
Va(u) = V3w o)) = sup Y |2l = 0lho) _ultin) Z ulh)
L j+2 — Ljt1 jr1 —
n—2
— sup Live —tip1  tjp1 — 5
tiva =t i — 1

™ le
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n—2
= supz |1 —1]
s =1

=0.

En consecuencia, la funcion identidad tiene sequnda variacion acotada cero en

[a, b].

Ejemplo 1.12. Sea u : [a,b] — R la funcion cuadrdtica definida por:
u(t) = t* para todo t € [a,b],

entonces, de (1.1) se tiene que:

n—2
t: 2 _ t. 2 t 2 " 9
V() = V2(u; [a,b]) = sup Y (tj2)® = (441> (t21)* — (1))
T = tj+2 - tj—‘,—l tj+1 — tj
n—2
= sup Z (tir2 — tjz1)(Ljso + tip1) B (tigr — ;) (tj1 +t5)
=1 lit2 —tjn ti—t;

n—2
= sup Z [tjre — L]

=2(b—a).
de donde, la funcion cuadrdtica tiene sequnda variacion acotada.

1.2.1. Propiedades del Espacio BV?[a,b]

A continuacion, se demuestran algunas propiedades de las funciones de segun-

da variacién acotada, que permitiran conocer algunas caracteristicas de las mismas.
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Podemos considerar la funcién V?2(+;[a,b]) : BV?[a,b] — R, definida por
u — V?(u;[a, b)), tal que asocia a cada funcién u € V?[a,b] su segunda variacién

acotada.

Proposicién 1.13. Consideremos V?(+) la funcidn de variacion cuadrdtica definida

sobre la clase BV?[a,b] entonces:

1. V2(-) es una funcién positiva.
2. V2(-) es una funcién par.

3. V2(-) es una funcién conveza, es decir, V*(au+ Bv) < aV?(u) + BV?2(v) para

todo a, € [0,1], tal que a+ B = 1.

Demostracion

Seam:a=t <ty<---<t,=>buna particién del intervalo [a, b].

1. Esto es consecuencia de la definicién de V?Z(u).

2. Para demostrar que V?(-) es una funcién par, debemos demostrar que:

V2%(u; [a,b]) = V*(—u; [a,b]) para todo u € V?[a,b).
De (1.2) obtenemos lo siguiente:

n—2
Vi (—u) = sup Y[ —ultr,tyro] — (—ult, )|
LA
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= SUPZ| — (ultj+ 1, o] — ulty, tj44])|

= sup Z ultjir, tjrol — ulty, tja]]
T S

= V3(u).

Con lo cual, hemos demostrado que efectivamente V?(+) es una funcién par.

3. Para demostrar que V2(+) es una funcién convexa, se debe cumplir la siguiente

desigualdad:

V2 (au + Bv) < aV(u) + BV3(v),

donde o, 3 € [0,1] y a+ 8 =1 con u,v € V?[a,b].

De la nociéon de segunda variacion acotada y utilizando las propiedades del

supremo, obtenemos lo sigue:

VZ(au + Bv)

sup Z |(u + Bo)([tj11, t42]) = (au + Fo)([t;, )]

n—2
sup Z aultji1, tjiol + Boltjir, tive] — aulty, tja] — Bulty, tj41]

s =
n—2

SUPZ laultjir, tie] — aulty, L] + Boltyir, tyva] — Bulty, ty4a]|
7=1

SUPZV@ tirts b2 — ulty, ta]) + B[t tira] — o[ty L))l
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n—2

< asup Z [ultjsrs tie] — ulty, tj41]

n—2

+ Bsup > [vltjer, o] — vlts, ]l

= aV?(u)+ BV3(v).

Por lo tanto, V?(+) es una funcién convexa. &

Observacién 1.14. De la Proposicién 1.13 (parte 2 y 3), se tiene que V?[a,b] es

un conjunto simétrico y convero.

De la Proposicién 1.13 (parte 3), tenemos que como « + 3 = 1, la siguiente

desigualdad se cumple:
aV?(u) + V2 (v) < V2(u) + VZ(v),

y con lo cual se puede presentar el siguiente:

Corolario 1.15. Sean a, 8 € [0,1] tales que o+ 3 =1 con u,v € V?[a,b] entonces:

V2 (au+ Bv) < V2(u) + V3(v).
Proposicién 1.16. La clase de funciones de sequnda variacién acotada BV?[a,b]
es un espacio vectorial, es decir, BV?[a,b] satisface las siguientes propiedades:
1. Para todo u,v € BV?[a,b] entonces u+v € BV?[a,b].

2. Para todo u,v,h € BV?[a,b], se tiene que V?((u+v) +h) = V3(u+ (v+h)).
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3. Eriste una funcion nula, [(z) € BV?[a,b], definida como I(z) = 0 para todo
z € [a,b] tal que V*(u+1) = V?(u), para todo u € BV?[a,b).
4. Para todo u € BV?[a,b], existe —u € BV?[a,b] definido como —u : [a,b] — R,
tal que (—u)(z) = —u(z), entonces VZ(—u +u) = V3(I).
5. Para todo u,v € BV?[a,b], se tiene que V*(u+v) = V(v +u).
6. Para todo o € R yu € BV?[a,b], se tiene que au € BV?[a,b).
7. Para todo o, € R y u € BV?[a,b], se tiene que V*(a(Bu)) = |aB|V?(u)
8. Para todo o, B € R yu € BV?a,b], se tiene que VZ((a+ B)u) = VZ(au+ fu).
9. Para todo o € R y u € BV?[a,b], se tiene que V*(a(u +v)) = VZ(au + av).
10. Para cualquier u € BV?a,b] y el escalar 1, se tiene que V*(1u) = VZ(u).
Demostracion

La demostracién que expondremos a continuacion es bastante explicita dado que

comprobaremos las diez propiedades enunciadas; sin embargo, basta con hacer las

demostraciones de las propiedades 1 y 6 para obtener que es un espacio vectorial.

1.

Sean u,v € BV?[a,b], entonces demostraremos que la suma de dos funciones
con segunda variacion acotada pertenece a la clase de funciones con segun-
da variacion acotada, en efecto, utilizando la definicion y las propiedades del

supremo, obtenemos:

V2t o) = s 3 Gt o)enstysal) — G o) )

n—2

= sup Z ultjsr, o] + vt Gpa] — ulty, ta] — o[ty tj1a]|
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n—2
= sup Z [ultivi, tjva] — ulty, tipa] + vltira, typa] — vlts, tjl|

™ =1

n—2
= sup Z [(ultjra, tjrel — ulty, tiva]) + (Vftj1, tie] — vlty, tial)]

n—2 n—2
< sup Z |ultjr1, tjre] — ulty, tj4]| + sup Z V[tj1, tja] — vt tj]]
T =1 T =1

= V’(u)+ V2(v)

< Q.

Con lo cual tenemos que u+ v € BV?[a, b].

2. La asociatividad de funciones de la clase BV?[a,b]. Sean u,v,h € BV?[a,b.

De la nocién (1.2) y de la propiedad del supremo, se tienen las siguientes

igualdades:
VA((utv)+h) = sup i |((w + ) + h)([tj11, tj+2]) — ((w+0) + h)([), ta])l;

T

n—2
= sup Z |(w+ ) ([Ej41, tira]) + A, t42]
=1

—((u+0)([t;, tj41]) + hlt;, tj41])]
n—2
= sup Z [ultjsrs tiva] + 0tjn, tie] + hltjn, tie] — ulty tj]

™ ]:1
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—[ty, tin] = hlty, ta]
n—2
= sup > [ultjia,tiro] + (0 + ) ([, 140])
L1

—(ult, tja] + (v + h)([t), tj41]))]

= sup Dt WA B ([t tye]) = (u+ (v + R) ([, )]

j=1

= V*(u+ (v+h)).

3. Para la funcién nula I(z) € BV?[a,b], definida como I(x) = 0 para todo
x € [a,b], debemos demostrar que para cualquier funcién u € BV?[a,l], la
segunda variacion de la suma de w con la funciéon nula es igual a la segunda

variacién de la funcién u. En efecto se tiene que:

VAt D) = sup 3 [ Do tyea) — (e D il

n—2
= SUPZ [ultjsrs tiva] + Utjns tiga] — ulty, tia] — Ut tiall,
T =1
como [(x) = 0 para todo x € [a,b] entonces [[tj11,tj42] = 0y l[t;, t;41] =0

para todo j € [1,...,n — 2], de donde se deduce que:

n—2

V2wt 1) = sup »_ [ultjpr, tigo] — ulty, ]| = V2(u).

=1

4. Se define el inverso aditivo de u como —u : [a,b] — R tal que (—u)(z) =

—u(z), con lo cual debemos demostrar que:

V3 (—u+u) = V().
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En efecto, por definicion de segunda variacion acotada se tiene que:

Vi (cutu) = sgrpz_jl(—wu)([tjﬂ,tm])—(—u+u)([tj,tj+1])|
= SHPZ| i, tiao] + ultjin, tiae] — (—ulty, t] + ulty, t41])]

= supz |0 — 0
T =1

o
= sup Y [I[tjs1,tjea] — Ut b

= V().

5. La suma de funciones en la clase BV?[a, b] es conmutativa ya que para u,v €

BV?[a, b] se obtiene lo siguiente:

Viu+o) = SHPZ|U+U tivas tiral) = (u+0)([t, 1544])]

n—2

= SUPZ ultjsrs tiva] + 0t tia] — ulty, tjea] — vt tj41]
L
n—2

V2(U + U) = Sup Z ’U[t]url, tj+2] + U[t]url, tj+2] — U[t]’, tj+1] — U[tj, thrlH
™ j—l

= supZ| v+ u)( J+1, g+2]) - (U‘i‘u)([tjvtjﬂ])‘

= V2 (v—i—u).
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6. Sean o € Ry u € BV?[a,b], entonces:

V(o)

n—2

sup Z laultjir, o] — aulty, t]|

SHPZ |a(ultjr, tjro] — ulty, tj])l

n—2
SHPZ‘QHU i+ L] — ulty, ]|
7j=1
n—2
‘04|SUPZ’U j+1s tire] = ulty, Gl
7j=1
| V2(u).

Con lo cual cu € BV?[a, b].

7. Sean o, f € Ry u € BV?|[a,b] entonces se tiene:

asi que,

V¥ (a(Bu))

n—2
sup Z |a(Bultjsr, tj4]) — a(Bult;, tj])|
Slip2| [, o] — ulty tja]))|

Supz laB(ultjrr, tjra] — ulty, tj])]

ViHa(Bu) = V¥((aB)u)
= |aBlV?(w).
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8. Considerando a, 8 € Ry u € BV?[a,b|, entonces:

Vi((a+B)u) =

SUPZ\ a + B)(u([tj1, teo] — ulty, tja])]

SUPZ| + B)ul[tjr1, tiva] — (o + B)ult), tjsal]

n—2

SUPZ |aultjsr, to] + Bultysr, tao] — aulty, ti4a] — Pulty, t]|
7j=1
n—2

SUPZ loultyyr, tipa] — aulty, tjna] + Bultjpr, tive] — Bulty, tj]|

Asi, obtenemos que

V2((a + B)u)

= supz [(au + Bu)([tjr1, tira]) — (u+ Bu)([t), tjz1])]

= V2 (au + Bu).

9. Sean a € Ry u,v € BV?[a,b], se quiere verificar que V?(a(u+v)) = V2(au +

av), entonces:

Via(u+v)) =

SUPZ lo(u +v)([tj41, tj12]) — alu+v)([t),tj41])]

SUPZW tir1s to] + v[tj1, Gao]) — aulty, 4] 4 oft;, ta])]
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n—2

= sup Y _|auftyyr,tyye] + avltji, by — aulty, ] — avlt, |
T =1

n—2

= sup > [+ av)([t, tsa]) = (@ = av) ([, t])|

= V*au+ av).

10. Para cualquier u € BV?[a,b] y el escalar 1 se debe cumplir que V?(1u) =
V?(u), por lo tanto:

n—2

V(1) = Sup Y1) ([tys1sty40]) = (L) ([t t541))]

Jj=1
n—2

= sup 3 |uftjpr, ta] — ulty, ]|

= V3(u). &

Hemos demostrado que la clase de funciones BV?[a,b] se puede dotar de una
estructura de espacio vectorial. El siguiente resultado nos permite deducir que las

funciones de segunda variacion acotada son Lipschitz.

Definicién 1.17. Una funcion u : [a,b] — R es Lipschitz si existe una constante

finita K > 0, tal que

—u(t
LP(u) = sup M‘ <K
t,s€a,b] s—t
t#s

La clase de las funciones Lipschitz en [a, b] es un espacio vectorial denotado por
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Lip[a, b]. Este espacio vectorial es un espacio de Banach con la norma:
lull 1 = |u(a)| + L (), u € Lipla,b].

Teorema 1.18. ( Russell 1970 ver [50]) BV?[a,b] C Lip|a,b).

Demostracion:
Sea u € BV?[a,b] y m:a =1 <ty <- - <t, =>buna particién del intervalo

[a, b], entonces existe una constante K, tal que:

n—2
Z ultjrr, tjre] — ulty, tj]| < K,
j=1
sea ¢ un punto tal que a < ¢ < b, con lo cual tenemos que:
lule, b] — ufa, ]| < K.
Supongamos que x; # ¢ es un punto de [a,b]. Si a < z; < ¢, entonces:
|ule, b] — ulzy, ]| < K,

por lo tanto, existe una constante ky tal que |ulxy, ]| <k, a <z <ec.
De manera similar, existe una constante ko, tal que, |ulc,z1]| < ks, ¢ <ay <.

Ahora consideramos la subparticion a < x1 < x9 < b. Si x; es el punto ¢, entonces
ulzy, o] estd acotada por la constante ks, sin embargo si 3 es el punto ¢, uf[zy, zs]

esta acotada por k. Si a < z1 < x5 < ¢, entonces:

|u[z1, o] < Julwy, wo] — ulzs, ¢ + |ulzz, | < K 4 k.
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Similarmente, si ¢ < x1 < xg < b, |ulxy, z3]| < K + k. Finalmente si a < 21 <

c < x9 < b, entonces:
|U[[E1,$2]| < |’LL[£L‘1,[E2] - u[a,x1]| + |U[CL,ZE1] - U[l’l,CH + |U[ZL’1,C]| < 2k + kl‘

De aqui obtenemos que u € Lip|a, b], con lo cual BV?[a,b] C Lipla,b]. &

Lema 1.19. (Caracterizacion de Riesz)
Una funcion real g estd en la clase BV?[a,b] si, y sdlo si, g es absolutamente

continua y existe una funcion h € BV]a,b] tal que

T

o(a) = gla) + [ hia)do.
Observacion 1.20. De la definicion de sequnda variacion acotada podemos obser-
var que st la funcion tiene reqularidad, es decir, si existe la derivada y ademds es

continua entonces, ésta mide la variacion de la derivada.

Observacion 1.21. La condicion de Lipschizidad de las funciones con sequnda
variacion acotada, nos permite garantizar la continuidad de la funcion y la existencia
de las derivadas laterales de cada punto del intervalo [a,b]. Ademds, toda funcion
con sequnda variacion acotada, tiene variacion acotada en el sentido de Jordan, es

decir, BV?[a,b] C BVla,b]. Ya que, es conocido el siguiente resultado (ver [40]):
BV?[a,b] C Lipla,b] C AC[a,b] C BV]a,b),

donde ACla,b| es el espacio de las funciones absolutamente continuas en el intervalo

[a, b].
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A continuacién, presentamos unos ejemplo que muestran que las contensiones

anteriores son propias.

Ejemplo 1.22.  Consideremos la funcién h: [0,1] — R definida por:

A
0 st t=0
h(t) = L
tsiny si t#0.
Sea
t
o(t) = / h(t)dt
0
entonces,

es acotada y ast, g(t) es Lipschitz, pero no es de sequnda variacién acotada ya que
g'(t) ¢ BV.
Por lo tanto, BV?[a,b] C Lip|a,b].

Ejemplo 1.23. Consideremos la funcion de escalon unitario u : [—1,1] — R

definida por:

1 st t>0
u(t) = e

0 s t<0. oof
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Luego, para cualquier particion m:= —1 =ty <t; <--- <t, =1 se tiene que

> lults) —u(ti) =1
i=1
por lo que, la funcion u es de variacion acotada.
Ademds u no es absolutamente continua, entonces AC|a,b] C BV [a,b].

Ejemplo 1.24. Consideremos la funcion u : [0,1] — R definida por:
u(t) ==Vt

FEs claro que la funcién u es continua en [0,1] y como u es creciente, tenemos
que la funcion u tiene variacion acotada en [0, 1].

Pero u ¢ Lipla,b], ya que:

Vi

no es acotada en ningun entorno del cero. Por lo tanto existen funciones continuas

u(t)—u(O)': Vi1

t—0 NG

y de variacion acotada en el intervalo [a,b], que no son Lipschitz.
En consecuencia, del teorema anterior se presenta el siguiente corolario.
Corolario 1.1. Siu € BV?[a,b] entonces u es acotada en [a,b).

A continuacién, demostraremos que el espacio BV?[a, b] se puede dotar de una

estructura de espacio normado, mediante la siguiente definicién:

Definicién 1.25. El funcional || - || py2(ap) : BV?[a,b] — R se define de la siguiente
forma:

lull sveiay = [u(a)] + [y (a)| + V(u, [a, ).
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Este funcional tiene sentido ya que por la condicién de Lipschizidad, se garantiza
que los términos |u(a)| y |v/, (a)| existen. Veremos que de este funcional se deduce

una norma y que por lo tanto (BV?[a,b], | - ||zy2) es un espacio normado.
Proposicién 1.26. || - ||gy2 es una norma.
Demostracién: Sean u, v : [a,b] — R tales que u,v € BV?[a,b] y X € R, entonces:
L. |lullgyvz > 0.

Porque |u(a)| > 0, |u’+(a)| >0y V*(u;la,b]) > 0.

2. |Ju|lpy2 =0 siy sélosiu=0.

Si ||ul|py2 = 0 implica que ||ul|gy2 = |u(a)|+|u/ (a)|+V?(u; [a, b]) = 0 entonces

se tiene que: |u(a)| =0y |/ (a)| =0 dedonde u(a) =0y v/ (a) =0 y

n—2

sup

s

u(tjpe) —ultjvn)  u(tjz1) — u(ty)
tiva — ljm tiv1 — 1

=0,

j=1
considerando la siguiente particiéon 7 : a = t; < t5 = ¢ < t < b, tendremos

que:

u(t) —ule)  u(c) —u(a)

t—c c—a

=0.

considerando el limite cuando ¢ — a, y utilizando las condiciones anteriores,

obtenemos lo siguiente:
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entonces:

de donde se sigue que u(t) = 0 para todo ¢ € [a, ], con lo cual v = 0.

u(t) —u(e) _ ufc) —u(a)

0 = lim
c—a t—c c—a
u(t) — u(a)
= |—— ()

u(t) — u(a)
t—a

=0.

Ahora si v = 0 implica que u(t) = 0 para todo t € [a,b], por lo tanto,

||U||Bv2 =0.

3. ||/\U||Bv2 = |)\H|U||Bv2, es decir:

Obsérvese que en la parte 6 de la proposicion 1.16 se tiene que

Entonces:

IMullpva = [Mu(a)] + |Md ()] + V(A [a, b]).

VE(u; [a, b)) = [N[V2(u; [a, b]).

ullpy= = [Alu(a)] + [l (a)] + [V (u, [a, b])

= [Alllullzv=.

Al (Jula)] + [y (a)] + V2(u, [a, 0]))
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4. fJu+vl g2 < |lullgyv + [|v]|pye.

Por la parte 1 de la proposicion 1.16 se tiene que

Viu+v) = Viu)+ V3i(v).

Por la desigualdad anterior y de la definiciéon de la norma || - || gy2[q), resulta
que:
lutvllsv = lula) +v(a)| + [ (a) + v/ (a)] + V(u+ v, [a,b])

< lu(@)] + [o(a)| + v (@) + [v ()] + V*(u, [a, B]) + VE(v3 [a, b])
= (lu(a)] + [y ()| + V*(u, [a,])) + (|v(a)] + [0y () [V*(v; [a, b])

= |lullsvz + ([l Bv2,

por lo tanto,

|u+ vl gve < |lullpvz + |lv] By

Con lo cual || - || py2[q, €5 Una norma. &
Teorema 1.27. El espacio (BV?[a,b], | - ||pv2) es un espacio de Banach.
Demostracion:
Sea {uy, }n>1 una sucesion de Cauchy en (BV?[a,b], ||- || py2), entonces dado & > 0,

existe N (g), tal que si n,m > N(e), se tiene que:

_ a, .
Hun um||BV2[ b] <€

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u,(a) = uy,(a) = 0, u/ (a) =

ul.(a) =0, con n > 1. De donde tenemos que:

V3, —uy) <e  para todo n,m > N(e).
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Considerando la particion 7 de la forma: m:a =t <ty =c<tz3=x <ty =0b,
de la definicién de la segunda variacion acotada y de la desigualdad anterior, tenemos

lo siguiente:

[ ) (@) = (= )(©) (1t = )(€) — (0 — )]
N (u, — fm;(zfz : iun — U ) () B (up, — ;m_)(% : iun — Um) ()
|G = ) (@) = (= 0)(©) (= ) () = (1 — ) (0)
|- ) 1 = 1)(E)| | 1)) — (0= 1)) |
De donde:
[0 = ) (©) = (= ) (@)] [t = ) () = (0 = )()|

Considerando el limite cuando ¢ — a en la desigualdad anterior, obtenemos la

siguiente relacion:

(Un = U ) (1) — (Up — up)(a)

e+ [(un — um)'(a)| >
elz — al > [(un — um) ()],

considerando que |b — a| > |z — al, obtenemos que:

elb —al > [(up, — um)(x)|.
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Entonces la sucesién {u, },>1 es una sucesién de Cauchy en R. Como R es com-
pleto, se tiene que toda sucesion de Cauchy converge, es decir, existe el limite de la

sucesion, y lo denotaremos de la siguiente forma:

lim u,(z) =u(z) Vz € la,b],

Y Un(x) — Uy (x) tiende a u,(x) — u(x) en [a,b] cuando m — oco.

A continuacién, demostraremos que u, converge bajo la norma ||-|| g, por lo

tanto se tiene lo siguiente:

up(z) — lim um(x)HBW

[un(@) = w(@)| g2 = ‘ m—00

= 7%1_1;%0 |tn (2) = um ()] g2 -

Ahora considerando el limite cuando n — oo en ambos lados de la igualdad,

tenemos que:

T fun(z) = u(@)lpys = M 1 [fun(2) = (@) gy
=0

de donde, lim |Ju,(z) —u(x)| 52 = 0, lo que implica que u,, converge a u en la
n—oo

norma || - || gy2, luego (BV?[a,b], || - ||sv2) es un espacio de Banach .

A continuacién, expondremos un resultado que permite demostrar que BV?|a, 0]
posee una estructura de algebra de Banach. Con tal fin nos basaremos, en un re-
sultado del ano 1987 dado por L. Maligranda y W. Orlicz ([20] 6 [40]), que permite

deducir que estos espacios de Banach poseen una estructura de algebra de Banach.

Lema 1.28 (Maligranda - Orlicz, [20] 6 [40]). Sea (X, | - ||) el espacio de Banach
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de funciones acotadas u : [a,b] — R, tal que es invariante para el producto usual de
funciones y

[uv]l < flullool[ol] + [[ollcclfull . v € X.

Entonces, el espacio X con la norma:

A= 1 1 Tlees
es un dlgebra de Banach. Ademds si la convergencia en la norma || - ||y implica la
convergencia en la norma || - || s, entonces la normas || - ||1 v || - |leo Son equivalentes.

Ademds, si existe ¢ > 0 tal que ||ullo < c||ull,u € X, entonces X con la norma

| - [l2 := 2¢]|| - || es un dlgebra de Banach.

Ahora utilizaremos este Lema 1.28 para demostrar que el espacio BV?[a,b] es
un algebra de Banach.
Teorema 1.29. (BV?[a,b],| - ||zv2) es un dlgebra de Banach.

Demostracion:

Veamos que la norma || - || gy2 satisface las hipdtesis del Lema de Maligranda-

Orlicz. Sean u,v € BV?[a, b] entonces
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n—2
Viuw) = supy u(tj2)v(tjre) — ultjp)v(tjcn) — wltjn)o(ti) — ult;)v(t))
m tivo —ljt1 Liv1 — t;
_ supnzf u(tjy2)v(tvn) + ultjro)v(tjvn) — utjv2)v(tjv) — ultjpr)o(ti4)
T =1 tive = tjt1
Cu(lr)v(ten) + utie)v(ty) — ultj)o(ty) — u(t;)v(t)
ti+1 — 1
n—2
= swpy u(tj2) (0(tj12) = v(tj1)) + v(ti) (ultjve) — ultj))
s =1 tj+2 — tj—‘,—l
Cu(l) (V) — () — o(ty) (ultjen) — ult))) ’
i1 —
n—2
—— u(tyy)(W(tjve) — v(tj1)  ultjpr) () — v(t)))
m S tive =t ti+1 —
+ v(tjp)(u(tjee) —ultjvn)) o) ((te) — U(tj))‘
tive — it tiv1 — 1
n—2
< sy Jullo (0(j42) —v(Ei11))  lulle (0(tj41) — v(E;))
- ox =t tit2 —tjn1 tiv1 — 15
o ol (ultiee) = ultin)) _ [lvllo (ultin) —u(tj))‘
tiv2 =t tiv1 — t;
<

n—2
sup E
s =1

ful (22l =) _ o) 2200

j+2 T tj—|—1 tj+1 — t]

" Sl}rpz ol (u(tj+2) —utip1)  (utj) — u(tj)))|

Liya — tjt tiv1 —t;

|l V(W) + [Jv]| o V2(w).
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Luego,

luvllpve = [(wo)(a)] + |(uwv)(a)] + V*(uv)
= [u(a)v(a)] + [u'(a)v(a) + u(a)v'(a)] + V*(uv)

< 2fu(a)v(a)] + [u'(a)v(a)] + [u(@)v' (@) + V*(uv)

IN

[ulloclv(@)] + [|vlloolula)| + [ulloc] v’ (a)]
Hvllolt ()] + ulloeVE(v) + 0]l V(1)

= Mullscllvllzve + lvlleollullzv2

Aplicando el Lema 1.28 resulta que BV?[a,b] es un dlgebra de Banach con la

norma:

|-l =1 -llBv2 + | - oo

que es equivalente a la norma || - || gy2. &

Lema 1.30. ( Russell 1973 ver [51]) Sea u € BV?a,c], u € BV?[c,b], donde

a < c<b, entonces u € BV?[a,b], y
V2 (us [a,b]) < V(u; [a, c]) + V2 (u; [e, ]).

Lema 1.31. (Russell 1970 ver [50]) Si u es una funcién convera en el intervalo

la,b] ya <x<y<b, entonces

g(z) < g(y)

Finalizaremos este capitulo presentando una caracterizacion de las funciones con

segunda variacién acotada en el siguiente tedérema.
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Teorema 1.32. (Russell 1970 ver [50]) u € BV?[a,b], si y sdlo si se puede expresar

como diferencia de funciones convezxas.

Demostracion:

Sea u € BV?[a,b]. Como u € Lipla,b] C AC|a,b], entonces, u es absolutamente
continua, en consecuencia la derivada u' existe en un conjunto £ C la,b], tal que
la,b] — E tiene medida de Lebesgue cero. Para cada x € F, definimos las funciones
Py q, definida de la siguiente manera:

p(a) = 5[V (s fa, 2]) + ' (2)).

N~ N

q(z) = 5[V (s [a, z]) — ' (2)].

Entonces v/ (x) = p(x) — q(x), = € E.
Consideremos x; y o € E tal que x7 < x9, entonces utilizando el lema 1.30

tenemos que

2[p(x2) — pla1)] = VZ(u;[a,z0]) — VZ(u; [a, 21]) 4+ ' (22) — /(1)
> V3u; 21, m3]) — |u/ (22) — o (21))]
> 0.

De forma andloga se prueba que q(z3)—q(x1) > 0. Asi p, g son funciones crecientes
y no negativas en E. En [a,b] — E podemos definir funciones p, ¢ de manera tal que
sean funciones crecientes y acotadas en [a, b]. Como u es absolutamente continua en

[a, b], se tiene:
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(@) — ua) = / o (1) dt
— [ st~ [ atae
donde cada una de estas integrales son funciones convexas (ver [51]).

Ahora supongamos que u = u; — us, siendo u; y us funciones convexas y de-
mostremos que u € BV?[a,b], para lo cual se debe demostrar que toda funcién
convexa tiene segunda variacién acotada. En efecto, sea v : [a,b] — R una funcién
convexa y a < z < y < b, entonces por lema 1.31 se tiene que v[z,y] es creciente en

z. Ademas, las derivadas laterales de v existen en [a,b] y
V() < ol g] < v (2).

Sea m: a=1t; <ty <---<t,=>buna particién del intervalo [a, b], entonces:

n—2
sup Z [W[tj1, tive] — vlty, tiall = v[btn-a] — vla, ts]
LA

IA
G\
—~
S
~—~—
|
<
+~
—~
S
~—

Por lo tanto v € BV?[a, b]. &



Capitulo 2

Funciones con k-Variacion Acotada

En el presente capitulo se describe la nocién de k-Variacién Acotada, que
fue introducida en el ano de 1934 por M. T. Popoviciu ([46] 6 [51]), como una
generalizacién de la nociéon de segunda variacion acotada. Se introduce la clase de
las funciones con k-variacién acotada y se demuestra que tiene una estructura de
Banach. Asi como también se presentan algunos resultados importantes referentes

a este espacio de funciones.

2.1. Funciones con k-Variacion Acotada

Comenzaremos este capitulo abordando el concepto de k-diferencia dividida de
una funcién, que permitira expresar de forma mas didactica la nociéon de k-variacion
acotada en el sentido de Popoviciu, para lo cual se presentaran algunos resultados

expuestos en [40] acerca de esta definicion.

Definicién 2.1. Dada una funcion u : [a,b] — R, y k + 1 puntos to,tq,..., 1,
distintos del intervalo [a,b], se define la k-ésima diferencia dividida de la funcion u

respecto a los k+1 puntos como el nimero ulty, ty, ..., tx] expresado recursivamente

49
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de la siguiente forma:

1. ulto) = u(ty), si k=0.

t1) — u(t
2. ulty, t1] == w, sik=1.
1 — to

U[tl, PN ,tk] - U[to, ce ,tk_l]

3. U[to,...,tk] = t ¢
— Lo

, st k> 1.

Es conocido (ver [40]) que la nocién anterior también puede expresarse mediante:

k
ulty, . ..t Z -
7=0

Esta tltima expresiéon nos asegura que la nocién de k-diferencia dividida de los

puntos tg, t1, ..., 1, no dependen del orden en que aparecen los puntos tg, t1,. .., .

Definicién 2.2. Sean k > 1 un entero, u: [a,b) > R ym:a=1t <ty <---<t,=

b. Se define el numero

n—=k
o (uym) = Z \wltjsr, . tige] — ulty, .. tipr-1]],
j=1
y se tiene que u tiene k-variacion acotada en el intervalo [a,b] si:

VF(u) = V*(u; [a, b)) == sup o*(u; 1),

™

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones

7 del intervalo [a,b].

El ntimero V*(u; [a,b]) se denomina k-variacién de la funcién u en el intervalo

[a,b] y la clases de funciones con k-variacién acotada es denotada por BV*[a, b].
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A continuacién, se presentan algunos resultados acerca de la k-diferencia divi-
dida, los cuales servirdn de introduccién al espacio de funciones con k-variacion
acotada (en este caso omitiremos su demostracién, pero se pueden consultar las
referencias para mayor claridad). A. M. Russell en [51] nos presenta uno de estos

resultados, en el siguiente teorema:

Teorema 2.3. (Russell 1973 en [51])

U[to, RN ,tk] = OéU[t(), Ce ’ts7y,t5+1, RN ,tkfl] + 5u[t1, e ,ts,y,is+1, c. ,tk],

donde los coeficientes o y 8 son positivos, independientes de u, y o + f = 1; mds
precisamente,

o= (y —to) y B= (te —v)

(tk — to) (te —to)
Este resultado nos permite expresar la k-diferencia dividida de una funcién co-
mo la combinacion de otras dos funciones con k-diferencia dividida, pero con una

particién particular en donde se le anade un punto fijo a la misma.

Proposicién 2.4. (Russell 1973 en [40]) Sean k > 1 un entero, ™ una particion de
[a,b] y 7' es un refinamiento de w. Dada u : [a,b] — R se tiene o (u, 7) < o*(u, ')

kE>1.
Para concluir esta seccion presentaremos la nocion de k-variacion acotada.

En el ano de 1934 M. T. Popoviciu ([46] 6 [51]) obtiene una generalizacién de
la nocién de segunda variacién acotada, introduciendo el espacio vectorial BV*[a, b]
con k > 1, de las funciones que tienen k-variacion acotada, de la siguiente forma

(utilizando la definicién de k-diferencia divididas):
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2.2. Propiedades del Espacio de funciones con k-

Variacion Acotada

Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con k-variacién acotada
BV*[a,b], estd dotado de una estructura de espacio vectorial, tal como se expresa

en el siguiente resultado:

Proposicién 2.5. La clase de funciones de k-variacién acotada BV*[a,b], es un

espacio vectorial, es decir, BV*[a,b] satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € BV*[a,b] entonces u +v € BV*[a,].

2. Para todo o € R y u € BV*[a,b], se tiene que au € BV*[a, b].

Demostracion

1. Sean u,v € BV*[a,b]. De la definicién de k-variacién acotada y las propiedades

del supremo, tenemos:
n—k
VEu+o) = sup Y [(u+0) ([t tisk]) = @+ 0) ([, teri])]
s =1

n—k
= Ssup Z |u[tj+1, R 7tj+k] + U[tj+1, BN 7tj+k] - u[tj, e »tj—l-k—l]
[t

—U[tj, e ,tj+k_1]|



Cap. 2 Funciones con k-Variacién Acotada 53

= sup Z [(ultjer, - tier] —ulty o tee]) + (s ]
—ltj, s e
< SUP Z ultjsrs - tyen] —ulty, ot
+SUPZ DILZTSTRUNS SN ][ AN vt |

= V) 4+ VF*(v).

Con lo cual tenemos que la suma de las funciones u y v estd en BV*[a, b].

2. Sean o € Ry u € BV¥[a,b] entonces cu € BV*[a,b], ya que:
VF(au) = sup Z laultjt, ..., tjwk] —aulty, ..., tjk1]|

= SUPZ la(ultjpr, oo tiew] = ulty, oo tjen—a])|

= SUPZWHU 4t b =ty ]|
= ’@’SUPZ’U s tie] —ulty, o ]|
= !04|Vk(u)‘

Con lo cual au € BV*[a,b].

De lo anterior deducimos que el conjunto de funciones que tienen k-variacién

acotada en el intervalo [a, b] es un espacio vectorial. &
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A continuacion, se presenta algunos resultados relacionados con este espacio de

funciones (ver [51]), que permitirdn comprender algunas caracteristicas del mismo.

Proposicién 2.6. Siu € BV*[a,b], k > 1 entero, entonces la funcién de k variables

ul, -+ -] es acotada.
Demostracion:

Sea u € BV*[a,b]. Denotemos V = V¥[a,b]. Se quiere demostrar que la k-ésima
diferencia dividida es acotada. Sean ay, as, . .., ax € [a,b] puntos fijos y y1, o, - - - , Yk,

tales que a < y; < yo < -+ <y < b, entonces

|U[y1=y27 s 7y/€]| <2V + |U[(11,CL2, s 76Lk”-

Obsérvese que para cualquier coleccion de puntos a < 17 < 9 < -+ < Top < b
se tiene:

|u[Tht1, Thra, - oy Top] — wlxy, Tay ... 2] < V. (2.1)

Supongamos que existe un g, tal que yp < b y consideremos los puntos
Yk+1, Ykt2, - - - » Yok Asi obtenemos un nuevo refinamiento {z; fﬁl donde x; = y; para

todo ¢, considerando desigualdad (2.1), para este refinamiento tenemos que:

|u[yk+l7 Yk+25 - - - 7y2k] - u[ylu Ya, - - 7Z/k” <V (22>

Nuevamente considerando la desigualdad (2.1), pero ahora para el refinamiento

{2;}2* donde z; = a; (1 <i<k)yx; =y (k+1<i<2k), obtenemos:

[W[Ykt1, Yktas - - - Yor] — wlar, ag, ... )| < V. (2.3)
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Sumando las desigualdades, (2.2) y (2.3) obtenemos:

|U[yk+layk+27 cee ,y%]—u[yl,ym e ;%HHU[%H,?JH% e ;y2k]_u[alaa27 e 7ak]| <2V,

de donde se genera lo siguiente:

|u[yk+17 Yk+2, - - - 7y2k] - U[Cll, a2, . .. 7ak” < 2‘/7
[W[Ykt1, Yrtas - - - Yar)| — [ufar, az, ..., ai]| <2V,
‘u[yk+17yk+27 s ,kaH <2V + |u[a17 ag, . .. 7046”7

|u[yk+17 Yk+25 -+ - aka” <2V + A.

Por lo tanto la funcién de k-variables es acotada . &

Observacion 2.7. FEl caso en que yr = b se efectia de manera andloga anadiendo
un punto extra al refinamiento y considerando el Teorema 2.3 de la seccion 2.1 de

este capitulo.
De la Proposicién 2.6, se desprende el siguiente Corolario.

Corolario 2.8. Siu € BV*a, b], k > 1 entero entonces la funcién de k+1 vari-

ables u[-,--- ,-] es acotada.

Teorema 2.9. (Russell 1973 [51]) Sea k > 1 entero, entonces BV*"'[a,b] C
BV*[a,1)].
Demostracion:

Seam:a =1t <ty <- <t,=>buna particion de [a,b] con almenos k + 1

puntos, y u € BV*"a, b]. De la definicién de k-variacién tenemos que existe un C)
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tal que:
n—k—1
lultjr, .. tipnea] —ulty, .. ]| < C
1

J
por el Corolario 2.8 sabemos que la funcién de k + 1 variables u[tji1, ..., 1541]

es acotada, asi, por la definicién de k-diferencia dividida, obtenemos que:
U[tj_H, c. atj—i-k] — U[t]’, N 7tj+k]($j+k — l’j)_l

es acotada, por una constante que denominaremos Cy, entonces:

n—k n—k
D olultjen, oty = ulty, el < Co ) (@i — @),
j=1 j=1
ahora esta expresién estd acotada por Cok(b — a) con lo cual u € BV*[a,b]. &

Teorema 2.10. Si u € BV3[a,b] entonces u' eriste y es continua en |a,b].
Demostracion:

Demostraremos este hecho, utilizando el resultado demostrado en la Proposicion
2.6, que asegura que la k-diferencia dividida de una funcion es acotada . Entonces
considerando £ = 3 en la Proposicion 2.6 y a = t; < ty < t3 = b tenemos que

ulty, ta, t3] es acotada. Entonces existe una constante M tal que:

|ulty, ta,t3]] < M cuando a =1t <ty <t3 =0,

por lo tanto como la k-diferencia dividida no depende del orden en que aparecen los

puntos:

u(ty) —u(ty)  ults) — u(t)
t2 - tl t3 - tl

< Mty —ts]. (2.4)
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Ahora si a < ty < t; < t3 < b, y considerando la desigualdad (2.4)

U(tg) —U(tl) U(tg) —U(t1>
— < M(|ty —t t1 — 1t3]).
ty— 1 — < M([tz = ta] + [t — t3])

Como BV*[a,b] C BV]a,b], con k > 1 entero existen las existen las derivadas
laterales de u. Si tomamos en la desigualdad anterior limite cuando to — t;- y
t3 — t1+. Tenemos v/, (t1) = u’_(t1) con lo cual u'(t1) existe.

Por otra parte si a < t; < ty < t3 <ty < b, entonces:

|U[t1, t2] - U[tg, t4]| |U[t1, t2] - u[t2) t3]| + ‘u[t27 t3] - U[t37 t4]|

IN

A

Mltz —t3| —|—M|t2 —t4| < 2M’t4 —t1|

Sity — t1 y t3 — t4 tenemos que:
' (t1) — ' (ta)] < 2M |ty — 1],

de donde se obtiene la continuidad de u’ en (a,b). Claramente u’ es continua por la

izquierda y por la derecha de a y b respectivamente, lo que finaliza la demostracion.

&

Teorema 2.11. Si u € BVF¥[a,b] con k > 3 entonces u'") es continua y pertenece
a BVF[a,b] conr =1,2,....k — 2. Ademds, u'*~Y) emiste, excepto posiblemente en

un conjunto de medida cero.
Demostracion:

Sea u € BV3[a,b], entonces por el Teorema 2.9 las derivadas laterales existen
en [a,b], por lo tanto existe la derivada u' y es continua en [a,b]. Entonces
u' € BVFa,b] (ver Teorema 9 de [51]). Para el caso en que k > 4 aplicamos

argumentos similares al caso anterior, para mostrar que u” es continua y pertenece a
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BV*2[a,b]. De igual forma para ver que u") es continua y pertenece a BV*"[a, b]
donde k — r > 2. La existencia de u*~Y se obtiene observando que esta funcién

pertenece a BV?[a,b] y satisface la condicién de Lipschitzidad de orden 1. &

Observacioén 2.12. Por el Teorema 2.9 se tiene que BV*[a,b] C Lip|a, b] para k > 2
entero, lo cual nos permite garantizar la continuidad de toda funcion en el espacio
de funciones con k-variacion acotada, asi como también la existencia de la deriva-
da laterales, por otro lado del Teorema 2.11, tenemos que u*~Y es absolutamente

continua.

Definicién 2.13. La funcion ||-|| gy : BV*[a,b] — R k > 1 se define de la siguiente

forma:

[ull v r—ZW (@)] + V¥ (u).

Esta funcién esta bien definida ya que a través de la observacion 2.12, se

k—1

garantiza la existencia de los términos Z |u? (a)|.
=0

Teorema 2.14. || - |gy+ es una norma.

Demostracion:

1. |lu||gyx > 0. Es decir, debemos demostrar que

k—1

lull viian = D [ (@)] + V*(u; a,0]) > 0.

J=0

Entonces, como sabemos que para todo j, |u’(a)| > 0y que V*(u,[a,b]) > 0

por definicién, se tiene que en efecto ||u||gyr > 0.
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2. |Ju|lpyr = 0 siy sélo si u=0.

Para el caso k = 1, se tiene el espacio de la funciones con Variacién Acotada
BVla,b], en donde || - || gv{az €s una norma [40] con lo cual esta propiedad es

valida.

El caso k = 2, se tiene la clase de funciones BV?[a,b] y cuyo resultado fue

demostrado en el capitulo anterior.

A continuacién, se demostrara que para el caso k = 3 el resultado es vélido y

luego se procederd a demostrarlo para cualquier k. Entonces:

Si ||u|| pys = 0 implica que:

[\

> uD(a)| + Vs(u) =0,

J=0

es decir, |u(a)| = |v/(a)| = |u"(a)] =0y V3(u) = 0. De donde:

Vi(u) = SITIFPZ Z j+:§u>(ti) - Z j+2<u>(tr> =0.
A | (CE AR [ (G

p#i p#ET

Si la particion 7 :a = t; <ty < t3 <t < b, tenemos lo siguiente:
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u(ts) u(ts) u(t) _ u(ty)
U(tz) N U(tg,) | _ O,

(= t)(ta—ts)  (ts—t1)(ts — La)

puesto que u(t;) = 0 se sigue que:

u(ty) u(ts) u(t)
(ta—t3)(ta =) (ta—ta)(ts—1) (t—t2)(t —1t3)

u(t2)

B (to—t1)(t2—t3) i u<t3) ‘ -0
t3 — to (ts — t1)(t3 — t2) ’
considerando que u'(t;) =0
u(tz) u(ts) u(t) u(ts)

(t2 —t3)(t2 — 1) (ts —t2)(t3 — 1) i (t—ta)(t—ts)  (ts —t1)(ts — 1)

=0,

aplicando lim , y que u(t;) = 0 obtenemos:
to—t1

u(ts) u(t) u(ts)

(ts —t1)(ts—t)  (t—t1)(t—1t3) (t3—1t1)(t5 —t1)

=0,

agrupando u(ts3):
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con lo cual:
u) _uft) (t—h)

(t—ta)(t —t3)  (tz—1)*(t —t3)

considerando lim :
tz3—t1

gy ull) (=)
t3—t1 (t — tz)(t — tg) t3—t1 (tg — t1)2 (t — t3)

wt) L ulty)

(t—ta)(t —t1)  tohr (ts —£1)2

aplicando L’Hopital de lado derecho de la igualdad, queda la siguiente expre-

sion:

t "t
i ) M’
t3—t1 (tg — t1)2 l3—t1 2(t3 — tl)

como u'(t;) = 0 se tiene:

lim uts) 1 . W(ty) —u/(t) 1
t3—t1 <t3 — t1)2 2 tzs—ty (tg — tl) 2

por lo tanto:
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entonces:

u(t) =0 para todo t € [a, b,

lo que implica que u = 0.
2
Para la otra implicacién, si u = 0, claramente Z WP (a)| = 0y Va(u) = 0,

=0
por lo tanto ||u|gys = 0.

Como los calculos que se deben realizar para k > 3, pueden resultar muy
extensos y poco didécticos, se presentara una simplificacion de los mismos,
utilizando el resultado dado por A. M. Russell en [53], donde se demuestra
que si una funcién u : [a, b] — R tiene k-variacién acotada en el intervalo [a, b]

y u(k_l)(x) es absolutamente continua entonces:

Vi) = = /|u D)dt.

De la Observacién 2.12, conocemos que u*~!(z) es Absolutamente Continua,

asi que podemos utilizar este resultado. Con lo cual:

Si ||u||gyx = 0, implica que: Z?;S |u?(a)] = 0y V¥(u) = 0. De donde:
V¥(u; [a,b]) = (=] /|u )|dt =0,

y claramente esto implica que u = 0.

Para la otra implicacién si u = 0, es inmediato que BV* = 0.
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3. [[Aullpyve = [Alllull pys.

Entonces, por la definicién de k-variacion acotada, se tiene:

n—=k
VEOw; [a,b]) = supZ])\ut 1t k] = Mty .t 4 k= 1]
j=1
= SUPZ’)\ ity s bir] — ulty, oo tjan—a])|

= SUPZ’)\H Lty s bk — ulty, oo tje—a])|

= ’)‘|SUPZ| bty tir] —ufty, oo tyae—a])|

= |)\|Vk(U;[a7b])-
Por otro lado, también se tiene que:
k—1 k—1
Y oD@ = D A[ut(a)
§=0 5=0
k—1
= A [ (a)
5=0
Entonces,
[Aullpye = IAIZW (@) + NV (u, [a,b])

= A (ZW ()] + V*(u, [aab])>

= [Alllullpy+-

4 lu+vllpyr < flullpvr + [0l sy
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Primero debemos observar lo siguiente, utilizando la definicién de k-variacién
acotada y las propiedades del supremo, obtenemos:

Viute) = s 3t (e tas) = b o)+ k1))

n—k
= SUPZ ultjsrs - tjan] H 0t k]
L
—U[tj, R ,tj+k—1] - 'U[tj, R 7tj+k:—1”
n—k
= SUPZ [ultjpr, - tiew] —ulty, .otk
La—1
+U[tj+1, N ,tj+k] — U[tj, PN atj-i-k—l”
n—k
= Ssup Z |(U[tj+1, PN atj—i-k] - U[tj, Ce 7tj+k—1])
La—

+(U[tj+1, PN 7tj+k] — U[tj, PN atj—i—k—l])l

IN

n—k
sup Z |U[tj+1, e 7tj+k] — U[t]‘, R 7tj+k—1]|
L—

n—2
—i—SupZ |U[tj+1, . 7tj+k} — ’U[tj, . 7tj+k—1”
-

= VFu) +V¥*w).

Ahora, considerando esta observacion:

N

-1
lu+vllpye = [ (@) + vV ()| + V*(u+ v, [a,0])

x> .
Il
- o

[ (a)] + [0 ()] + V*(u, [0, 8]) + VE(v, [a, B])

IA
jing

N

-1

I
Ing

o

|u(j)(a)| + V¥*(u, [a, b])) + <Z ]v(j)(a)| + V¥, ]a, b])

= |lullgvr + ||v] By«
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Por lo tanto

|u+ vl gve < lullgys + [|v]lgys.

Con lo cual || - ||py+ es una Norma. )
Observacién 2.15. Si dotamos al espacio BV*[a,b] de la norma | - ||gyx, se
tiene que (BV¥[a,b],| - |lgvr) es un espacio normado. También es conocido que

(BV¥[a,b], || - |lgvr) es un espacio de Banach (ver [52]).

A continuacion, consideraremos un caso particular a través del siguiente subes-

pacio:
BVk*[a,b] ={u;u € ka[a, b,u(a) =u'(a) =--- = u(kfl)(a) =0},

para el cual se demostrara que con la norma definida anteriormente se tiene un

espacio de Banach.

Teorema 2.16. (BV**[a,b],] - ||gy+) es un espacio de Banach.
Demostracion:
Sea {u,}n>1 una sucesion de Cauchy en (BV**[a,b],| - ||gy+), entonces dado

e > 0, existe N, tal que si n,m > N, se tiene que:
||un - UmHBVk <E.

de donde:

VF(u, —um) <e  para todo n,m > N,

entonces para la particiébn m: a =t <ty < --- <t =x < --- < t, = b se tiene que:
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k| j+k j+k—1
K 3 ’ (tn, — upm)(tr)

= supz Z %_ Z Jt+k—1
j=1 |i=j+1 H(ti—tp) = H (tr — tp)

pF#i p#T
I (R R | KCR
pF#i p#T
(tn — ) (th) X (tn — ) () e (tn — ) (1)
H(th_tp) H(ti_tp) H (tr —tp)
p#h p#t p#T
> |~ ) @) | g
H(th_tp)
p#h

Ahora si se define a C' de la siguiente forma:

Jjt+k

H(th - tp)

p#h

C:

Y

obtenemos que:

|tun () — um(x)| < e C.
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Entonces la sucesion u,, es una sucesion de Cauchy en R, y asi, como R es
completo, se tiene que toda sucesion de Cauchy converge, es decir, que existe el

limite de la sucesion, y lo denotaremos de la siguiente forma:

lim u,(z) =u(z) Vz € la,b],

Y Un(x) — Uy (x) tiende a u,(x) — u(x) en [a,b] cuando m — oo.

Ahora se debe verificar que u,, converge bajo la norma |||/ 5+, por lo tanto se

tiene lo siguiente:

up(z) — lim um(x)HBVk

[un(2) — u(@) || gye = ‘ m—00

=l [un(®) = (@) |y

ahora aplicando el limite cuando n — oo en ambos lados de la igualdad, tenemos

que:

T fun() = w(@)llpye = Hm 1 [fun(z) = ()]

= 0.

De donde lim |ju,(z) — u(2)|| gy = 0, lo que implica que u, converge a u en la
n—oo

norma || - || gyx, luego (BV**[a,b], || - || gy+) es un espacio de Banach &,

Observacién 2.17. Considerando el mismo subespacio BV**[a, b], Russell demues-

tra en [54] que es un dlgebra de Banach conmutativa, utilizando la siguiente norma:

lulli =V (u),
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donde:
o =287 b — o)k — 1)

A continuacién, presentaremos la siguiente definicién, que nos permitira intro-
ducir la generalizacion de la descomposicién de Jordan, para la k-variacién acotada

expuesto por Russell en [51].

Definicién 2.18. Una funcion u definida sobre |a,b] es llamada k-convexa en [a, D]
si y solo si ulty,...,tx] > 0 para todo punto t,,ti,...,tx en [a,b]. Una funcion

serd llamada O-convexa si es no-negativa en |a,b)].

De esta definiciéon obtenemos el siguiente teorema que nos permitird expresar

funciones que tengan k-variacion acotada como diferencia de funciones k-convezas.

Teorema 2.19. Si k > 1 yu € BV¥[a,b], entonces u puede ser expresada como la

diferencia de funciones k-convexas.
Demostracion:

Para el caso k = 1 es la variacién clasica de Jordan y el caso k = 2 fue demostrado
en el capitulo anterior. Supongamos que k£ > 3. Por el Teorema 2.11 sabemos que
u(k_l)(:v) existe, excepto posiblemente en un conjunto de medida cero. Sea S un

conjunto donde u*~1(z) existe. Entonces para x € S, se define:
2p(z) = (k — 1)!WV*(u; [a, z]) + u*~V (z).

20(x) = (k — 1)!V*(us [a, a]) — u®D(a),
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Sean w1 y xo pertenecientes a S, con w9 > x1. Entonces:

v

2[p(w2) — p(x1)] (k = DIWV*(us [y, 2a]) — [u® D (22) = u*"V (1))

> (k= Dulys, - - Yserar] = ulyo, -, yp1])| = [l (@) — u* D (zy)].

Donde m = {yo, Y1, -+, Ys, Yst1,- - -, Ystk—1} €S una particion de [z, z5]. Por el
Teorema 2.11 sabemos que u(™(z) es continua para r = 1,2,....,k — 2, y viendo los
términos de la desigualdad, tenemos que [p(z2) — p(z1)] > 0. Por lo tanto p y g son
funciones no decrecientes en S. En [a, b] — S podemos definir p, ¢ tales que sean no

decrecientes. Con lo cual:

u"V(z) = p(x) — q(x).

Usando lo expuesto en el Teorema 14 de [51] (si u*~Y(z) = ¢(x), donde q es una

funcién creciente, entonces u es k-convexa ), lo cual finaliza la demostracién. &

Para finalizar este capitulo se presenta otra definicién de k-Variacién Acotada,
considerando particiones del intervalo [a,b], dadas por “bloques” (ver [40]), con la

cual, sin embargo se obtiene el mismo espacio BV *[a, b].

Entonces considerando una funcién u : [a,b] — R, k un entero positivo y 7 una

particién de [a, b], tal que
Tra<t) <...<tp<tpi1 < <to <topi1 <+ <t <b (2.5)

Se define el numero:

n—1
b\_k(ua 7T) = a—\k(u) = Z ’u[tijrla T >t(j+1)k:} - u[t(jfl)ker e 7tjk]| )
7j=1
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y se dice que u tiene k-variacién acotada en el intervalo [a, ] si el nimero:

VE(u; [a,b]) = VF(u) := sup 6" (u, 7),

s

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones

7 del intervalo [a,b] de la forma (2.5).

El nimero V*(u;[a,b]) se denomina k-variacién de la funcién u en el intervalo

[a,b] y el Espacio Vectorial de tales funciones se denotara por BAVk[a, b].



Capitulo 3

Funciones con (p,2)-Variaciéon

Acotada

En este capitulo introducimos el concepto de (p, 2)-variacién acotada dada por N.
Merentes en 1992 (ver [38]), la cual es generalizada de la p—variacién en el sentido de
Riesz [47]. Se demuestra que una funcién u : [a, b] — R es de (p, 2)-variacién acotada
(1 < p < o0),siysélosiu es absolutamente continua sobre [a,b] y u” € Ly[a, b].
Mads atn, se muestra que la (p, 2)-variacién de una funcién u sobre [a, b] esta dada
por

Vi (us [a, b]) = [Ju”||;

p Lylab]”

3.1. Funciones de p-variaciéon acotada en el senti-

do de Riesz.

Comenzaremos esta seccién introduciendo el concepto de p-variacién acotada
dado en 1910 por F.Riesz en ([47]). Luego, veremos la nocién de la clase Ay[a, b

introducida por F. Riesz en ese mismo trabajo, asi como también una caracterizacion

71
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de las funciones de p-variacion acotada.

Definicién 3.1. Sea u : [a,b] — R. Para una particion de [a,b] de la forma: 7 : a =

to<t; <---<t,=>bsea

Ju(t; )l
Op2)(u;m) == Z t—t |p1 (1<p<oo)

El numero

Vy(u; [a, b)) := sup o, (u; ),

™

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones w de [a,b], y es llamado
la p-variacion en el sentido de Riesz de la funcion u sobre [a,b].

Si Vi, (u; a, b)) < 0o, se dice que la funcion u tiene p-variacion acotada (o finita)
en el sentido de Riesz. Denotaremos por RV,[a,b] al espacio de Banach de todas las

funciones u : [a,b] — R donde V,(u; [a,b]) < 0o y la norma esta dada por

”d\’—‘

[lullp == u(a)] + (Vo (u; [a, b])) 7.

Definicién 3.2. Sea u : [a,b] — R. Se dice que u € Apla,b] si y sdlo si u es una

funcion absolutamente continua en [a,b] y v € Ly[a,b].

Lema 3.3. (Riesz [47]) Una funcion real u definida sobre el intervalo [a, b] pertenece

a la clase Apla,b] (1 < p < o0) siy sdlo si V,(u;[a,b]) < co. Ademds,

Vp(u; [a,b]) = ||ul||]£p[a,b]'

Recordemos la definicion de segunda variacién acotada dada en el capitulo 1,

donde una funcién u : [a,b] — R se dice que es de segunda variacion acotada en el
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sentido de De La Vallée Poussin, si el niimero

n—2

V*(u; [a, b]) = sup

™

utjpe) —ultj)  ultjpr) —ulty)
ti+e — tj41 tiv1 — 1

, (3.1)

J=1

es finito, donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones 7
del tipo: m:a =t <ty < --- < t, = b. Al espacio de estas funciones se le denota
por BV2

Entre las propiedades que se demuestran en el capitulo 1 sobre el espacio BV?, se
tiene que éste es un espacio vectorial (ver proposicién 1.16). Ademads, por el teorema

1.27 BV? es un espacio de Banach con la norma:
lull v = lu(a)] + Ju'y (@) + VZ(u; [a, b]).
Ahora, consideremos la particién 7 definida por bloque:
Tra<t;<ty<tg<ty<--<ty, <bh. (3.2)

Se tiene entonces que

n—1

Ga(u, 7) := Y |ultajsr,tajyn] — ultaj 1, ta5]],
j=1

V2(u; [a, b]) := sup G(u, 7),

. . . = .~ 2
y se denota al espacio de las funciones u que verifican V?(u; [a, b]) < oo por BV [a, b].
De esta forma, utilizando particiones 7 por bloques, tenemos una nueva manera de
obtener el espacio de las funciones de segunda variacién acotada.

El siguiente lema relaciona a los espacios BV?[a,b] y BV’ la, b].
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Lema 3.4. (ver [18]). Sea u : [a,b] — R una funcion. Entonces:

A

V2(u;[a, b)) < V2(u; [a,b]) < 6V2(u; [a, b]);

Y en consecuencia

BV?[a,b] = BV2[a,b], k € N.

Demostracion:

Sea u € sz[a, bl. Sia <t <ty <ty <b. Consideremos nimeros by, b, ¢y, ca,

tales que:
t1<b1<b2:t2,t2<01<02:t3.
Entonces:
|U[t2, tg] — U,[tl, t2]| = |U[t2, tg] — U[bl, bz] + U[bl, bg] - U[Cl, CQ] + U[Cl, CQ] - U[tl, t2]|
< ‘U[tg, tg] — U[bl, bQ” + ’U[bl, bg} — U[Cl, CQH + ‘U[Cl, CQ] — U[tl, tz”
< 3V2(us [ty ts)).
De esta manera tenemos que si 7 :a < t; < --- < t, < b es una particién de

[a, b], entonces:
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B

n—

(]

n—k
ultjirs tiva] = ulty, tiall <3V (s [ty t12))
j=1

.

/\l.

= 3 [f/? (u; [t1, ts]) + V2 (u; [ta, ta]) + V2 (u; [ts, t5])]

o (V2 (s ) + V2 (s s, 1) + V2 (s o )] + .

(V2 st tuma]) + V2 (o)) + V2 (1 oo, 1))
= 3 ([f/? (us [ty ts]) + V2 (us [ta, tg)) + ... + V2 (u; [tn_4,tn_2])] ...

- {‘72 (s [ts, ts]) + V2 (u; [te, ts]) ... + V> (u; [t"‘2’t”])]> '

De esta manera resulta: oy(u, 7) < 6V2 (u; [a,b]) y concluimos que

V2(u; [a, b)) < 6V (u; [a,b)).

En consecuencia u € BV?[a,b] y asi se obtiene que
BV?[a,b] € BV?[a,b). (3.3)

Por otra parte, si u € BV?[a,b] y

%:agtl<t2§t3<t4§t5<...<t2n§b

es una particién del intervalo [a, b], entonces de la desigualdad triangular, resulta:

[ultoji1, tojral — ultaj—1,tos]l = [ultajir, tojra] — ultay, tajia] + ultay, tajia] — ultej 1, ta]]

< ultajn, tojpe] — ultag, taja]| + [ultey, tajp1] — ultoj_1, ta]|
1

= Z [ultoj—it1, toj—ive] — wltaj—i, toj_iv1]] .
i=0
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De esta forma tenemos:

V2(us [a,0) < ) fultag, tajia] — ultaj 1, toj]]

n—1
|u

7=1
n—1 1

< ZZ Ultojrio1, toj—ite) — ultaj—i, taj—it1]|
j=1 i=0

< V*(u;[a,0]).

Asf obtenemos que V2(u, [a,b]) < V2(u, [a,b]) y por lo tanto u € BAVQ[a, b]. En

consecuencia

BV?[a,b] € BV2[a, ). (3.4)

Luego, por (3.3) y (3.4) se tiene que BV?[a,b] = BAVQ[a, b]. L

3.2. Funciones de (p,2)-variacion acotada en el
sentido de Riesz.

A continuacién, introduciremos la definicién de la (p,2)-variacién acotada en
el sentido de Riesz (ver [38]), y daremos una caracterizacién de la clase A, 9 [a, ]

(1 < p < o0) en términos de este concepto.

Definicién 3.5. Sea u : [a,b] = R una funcion. Se denota por A,2)(a,b] a la clase

de las funciones u tales que u' es absolutamente continua en [a,b] y u” € Lyla,b)].

Definicién 3.6. Sea u : [a,b] — R una funcion y 1 < p < co. Para una particion ©

de la forma

%Iaftl<t2§t3<t4<"'<t2n§b. (35)
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Sea

n

u(tajra) — ullyiyr)  ulty) —ulty1) |’ 1
lojro — tojq1 loj — toj—1 (tojao — toj_1)P~t’

j=1

Vipa) (13 [a, 8]) = sup o7 (u; 7),

donde el supremo es considerado sobre todas las particiones T de la forma (3.5).
El nimero 17(7,72)(11; [a,b]) es llamado la (p,2)-variacion en el sentido de Riesz
de la funcion u sobre [a,b]. Si V(p’g)(u; [a,b]) < oo, se dice que la funcion u tiene

(p, 2)-variacion acotada (o finita) y el conjunto de estas funciones se denota por

E‘\/(p’g) [CL, b] .

Lema 3.7. Sean 1 < p < oo yu : [a,b] = R una funcién. Si \7(p72)(u; [a,b]) < oo,

entonces u tiene sequnda variacion acotada y

hSAL

V2(us [a,0]) < (b— @) # (Vi) (13 [0, b)) 7

Demostracion:

SeaT:a <t <ty <t3<ty<- <ty <buna particién de [a,b].

Seap>1yqe€Rtal queq= (pf 7y, entonces por desigualdad de Holder se tiene

que

_1
u(tyjya) — ultyrn)  ulty) — ulty; 1) [tyjra =ty a|' "7

o — o ot 1-1
t2]+2 t2]+1 t2j tQ]—l |t2j+2 — tgj_1| P

J=1
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3=

Ultajer — ultojr1))  ulty) —ulty-—1)|"

lojyo — tojq1 to; — loj—1

(5

1
(t2je — t2j1)p1>
1—1
m P
: <Z |toj10 — t2j1’> .
=1

Considerando el supremo sobre todas las particiones 7 de la forma (3.5) y por las
definiciones de segunda variacién acotada y de (p, 2)-variaciéon acotada en el sentido

de Riesz obtenemos que:
. ~ 1 1
V2 (ui[a,8]) < (Vipay (u; [a, 0]))#[b — af 7.

Puesto que ‘7(1,,2) (u; [, b]) < oo, entonces V2(u; [a,b]) < co. Asf u tiene segunda

variacién acotada en el intervalo [a,b]. &

Corolario 3.8. Sean 1 < p < o0 y u : [a,b] — R una funcion. Si ‘7@,2) (u; [a,b]) <
00, entonces u es absolutamente continua sobre [a,b] y u puede ser expresada como

una diferencia de dos funciones convexas.

Lema 3.9. Sean 1 < p < 0o y u : [a,b] — R una funcién. Si V2(u;[a,b]) < oo,

entonces existe la derivada u'(xo) para todo xy € (a,b).
Demostracion:

Por corolario 3.8 y dado que YA/(p’g)(u; la,b]) < oo, entonces por las propiedades
estandar de las funciones convexas, se tiene que existe una derivada por la derecha
v (zg) para todo zy € [a,b), y una derivada por la izquierda u’ (z() para todo

xo € (a,b].



Cap. 3 Funciones con (p, 2)-Variacién Acotada 79

Supongamos que no existe la derivada u/(zg) en todo punto zq € (a,b), es decir,

existe zo € (a,b) tal que:
Oy = U (20) — up(xo)| > 0.

Por la definicién de (p, 2)-variacién tenemos que

~ ' . |u(zo +h) —ulzg)  w(we) —ulzg —h) [ 1
Voo (uile.t)) = lim h - h 2r-1|p[p~1

Luego, XA/(p,g)(u; [a,b]) > oo, lo que contradice nuestra hipétesis de que
17(1772)(u; [a,b]) < oo. Por lo tanto, debe existir una derivada u/(zo) para todo punto

zo € (a,b). &
Lema 3.10. Sean 1 < p < oo yu: [a,b] — R una funcion. Si ‘/}@72) (u; [a,b]) < oo,
entonces u' € Evp[a, b]. Ademds,
Vo(u's [a, b]) < Vi) (u; [a, b]).
Asi, v es absolutamente continua sobre [a,b] y u” € Lyla,b], es decir, u €
AZla,b].
Demostracion:

Seam:a <ty <ty <t3<ty<--+ <ty <buna particién de [a,b]. Sea h > 0

tal que
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0 < h<mm{w}m
- 2

Por la definicién de (p, 2)-variacién tenemos que

1

taj42 — toj_q P71

u(tajy2) — (752y+2 —h) ulty—1 +h) —u(ty—1) |’
h

>

Jj=1

< Vip2) (u; [, b))

Haciendo h tender a 0, y como por lema 3.9 tenemos que la derivada u'(zg) existe

para todo xg € (a,b), se tiene:

m

t — t
Z |/ (B2542) — /(a5 —1) P < Vip2)(u; [a, b]).

|toj4o — toj_q [Pt

Ahora, por el lema (3.3) tenemos que v’ € BV, a,b] y por lo tanto

V(' [a,0]) = ["lfs oy < Vi (0, 0)). &b

Lema 3.11. Sean 1 < p < 00 y u : [a,b] = R una funcion. Si v € Ay la,b],

entonces u € EX\/(,,’Q) [a,b]. Ademds,

Vip2)(u;fa,b]) < HUHHL,,[a b*

Demostracion

Seam:a <t <ty <t3<ty<- <ty <buna particién de [a,b].

Sean Tj+ y 7;— puntos en los intervalos (fyj11,t2j12) v (t2j-1,%2;). Supongamos
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que u' es continua en [a, b] por lo tanto

U(taja) — ultajrr)  ulty) — ults;—1)|"

lojr2 — t2j41 taj —t2j1 i
t25+2
< [T i
toj—1
toj42 )
< [T WOP) - (g — )
toj—1
Asi,

Vip (u; [a,0]) := sup G (us a, b]) < [[u"[[7 0 o

Teorema 3.12. Sean 1 < p < o0 y u : [a,b] — R wuna funcion. Una funcion
real w definida sobre el intervalo [a,b] pertenece a la clase Ay, g)la,b], si y sélo si

u € ET/(M) [a,b]. Ademads,

Vip2) (u; [a, b]) = ||u”||22p[a7b]‘

Demostracion:

Supongamos que u es una funcién real definida en [a, b] tal que u € Ev(m) la,b].

Luego, por lema 3.11 u € RV, a,b], y ademas
Vip (u; [a, 0]) < [[u”|[7, o y- (3.6)

Sea u € EY\/(M) [a, b]. Luego, por definicién de las funciones de (p,2)-variacién
acotada en el sentido de Riesz, se tiene que ‘7@,2) (u; [a,b]) < 0o, y por el lema 3.10

u e E‘\/(pz) [a, b]
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Ademas, por la parte final de la demostracion del mismo lema 3.10 tenemos que
Vo(u's [a, 0]) = [[u"I7, 105 < Ve (s [a, ]). (3.7)
Finalmente, por (3.6) y (3.7) obtenemos

‘/(p,Q) (U7 [CL, b]) = ||UN| ’ip[a,b]’ *



Capitulo 4

Operador de Composicién

uniformemente acotado en

RV'(p,Q) [(I, b]

En este capitulo comenzaremos introduciendo la definicién de operador de
composicion. Luego, caracterizaremos el operador de composicion que aplica el es-
pacio de funciones de (p, 2)-variacién acotada en el sentido de Riesz en si mismo,
como combinacion lineal de funciones en el mismo espacio. También se introducira la
definiciéon de operador de composicién uniformemente acotado dado recientemente
por J. Matkowski en [29], para luego caracterizar el operador de composicién uni-
formemente acotado entre espacios de Banach de las funciones de (p, 2)-variacién

acotada en el sentido de Riesz.

4.1. Operador de Composicion

Definicién 4.1. Sea [a,b] un intervalo de la recta real. Denotaremos por Rla,b]

al conjunto de todas las funciones u : [a,b] — R. Para una funcién h tal que h :

83
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[a,b] x R = R, la aplicacion H : Rla,b] — Rla,b] definida por
H(u)(z) = h(z,u(x)), weR!, (zel),

es llamada el operador de composicion (superposicion o Nemytskij) generado por h.

El operador ha sido estudiado por muchos autores en diferentes espacios. Por

ejemplo, en [22] se demuestra que

Teorema 4.2. (Condicion de Matkowski) Si H aplica el espacio de Banach de fun-
ciones reales Lipschitzianas (Lipla,b],|| - ||Liplas)) €n s mismo, entonces es global-
mente Lipschitziano con respecto a la norma Lip|a,b|, es decir, existe una constante

c >0 tal que
[H (u1) = H(u2)||Lipfap) < cllur — uallLipiap;, w1, uz € Lipla, b]
si y sdlo si existen o, f € Lipla,b] tales que:

Wz, y) = a(z)y + B(z) (4.1)

Resultados similares han sido obtenidos para el espacio de funciones Holderianas
[23], para el espacio de funciones diferenciables [24], para el espacio de funciones de
variacion acotada [32], para el espacio de funciones de convexidad acotada [16], para
el espacio de funciones acotadas generalizadas en el sentido de Wiener-Young-Orlicz
[6], para el espacio de funciones acotadas generalizadas en el sentido de Riesz-Orlicz
incluyendo peso [4], y en otros ([8], [5], [3], [7], [25], [37]). En [26] Matkowski demostro
que la expresion 4.1 se cumple si la Lipschitz continuidad de H es reemplazada por
continuidad uniforme (ver [2], [12], [28], [27]), y recientemente en el ano 2011, bajo

condiciones muy generales, [29] Matkowski demostré que para el espacio de Holder,
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la lipschitzidad de H puede ser reemplazada por una condicién mucho mas débil de

acotacion uniforme en el operador H.

4.2. Operador de Composicion uniformemente
acotado en RV, 9)a,b]

A continuacion, expondremos un lema que se utiliza en las demostraciones de los
teoremas 4.4 y 4.6 y sus corolarios, que a nuestro juicio son los resultados principales

del trabajo de grado. Este lema se encuentra demostrado en [62].

Lema 4.3. (ver lema 3 de [62] ). Sean 1 < p < oo yu: [a,b] = R una funcion del

espacio RV, 2)[a,b], entonces existe una constante positiva s(p, k), tal que:
ull s, < s(p, k) llull o),  u € RVipgla,bl.

A continuacién, exponemos varios resultados que nos serviran para demostrar
que el espacio RV, 2)[a, b], satisface la condicién de Matkowski, bajo la condicion de

que el operador de composicion H, sea uniformemente acotado.

Teorema 4.4. Sean a,b € R(a <b),p>1, yh:[a,b] x R = R una funcion dada,
tal que para cada t € [a,b], la funcion h(t,-) : R — R es continua respecto a la
sequnda variable. Si el operador de composicion H generado por h aplica el espacio

RVip2)la,b] en si mismo y verifica la desigualdad:

1H () = HO o <7 (lu=vlga), wo € RVipala,bl,

para alguna funcion vy : [0,00) — [0,00), entonces existen funciones o, €
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RV(,9)[a,b], tales que:

h(t,x) = a(t)z + B(t), t € [a,b], x € R.

Demostracion:

Dado = € R fijo la funcién constante u(t) = x, ¢ € [a,b], esta en RV, |a,b].
Ahora bien, como H aplica el espacio RV(;,9) en si mismo, entonces por hipdtesis
H(u) = h(-,x) € RV{p9a,b], y asi h(-,x) es continua para cada x € R .

Sean s,5 € [a,b], s <S, x1,T9,%T1,T2 € Ry consideremos las funciones:

() = t— i =12
u;i(t) . (t—s)+a, 1

Estas funciones son segmentos de rectas que pasan por los puntos (s, z1) y (3, Z1)
en el caso de u; y por los puntos (s,zs) y (5,T2) en el caso de uy. De esta manera,

resulta que ambas funciones tienen (p,2)—variaciéon acotada. Ademds:

r1— T Ty — X2

—(t—s)+x —

t—s)—x
s—3S s—S ( ) 2

lur = wall, 5)

(p,2)
T1— T — Tg+ Ta

t_ _
o (t—8)+ 21 — 2o

(p:2)

Por otra parte como u; € RV, 9[a,b], i = 1,2 entonces H(u;) € RV(,9a,b], i =

1,2, por lo tanto por el lema 4.3, resulta que

[ H (u1) — H(u2)ll;, < K || H(ur) — H(uz)|| 0 -
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donde K = 3s(k) max {1, (b — a)'/?} .

De esta manera por hipdtesis, resulta que:

[|H (u1) — H(u2)l[Lip < K[|H(u1) — H(u2)l|p2) < K7 [lr — uzll, 9

E () — Hlw) gy, > | L)) = H2)(o) = Hn)(©) + M)
| Plsn(s) = hls,ua(s) = b5 m(3)) + A5 w(5)) ‘
(s, @) = h(s, @) — f_l(g, 1) + (3, 7,)

entonces

|h(s,z1) — h(s,x2) — h(5,T1) + h(3,T2)|
s — 5|

< Ky flun = U2H(p,2) :

ptq

Fijemos constantes p, ¢ € Ry pongamos x; = T = 51, T1 = p, 12 = ¢, entonces

de la desigualdad anterior, se concluye que:

Jur — U2H(p,2) = |71 — 2

‘h (s,%) —h(s,q)—h(?,p)—i—h(?,p;_q)‘ < Kvy|xy —xs|.|s—3].

Por la continuidad de h en la primera variable, tomando limite cuando 5 — s,

resulta:
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‘h (#%) (s, q) — h(s,p) + h (3, ﬁ%)‘ —0.

Asi, agrupando y despejando tenemos

2h <5, #) = h(s,p) + h(s,q), s € [a,b].

Como la funcién h(t,-) es continua y verifica la ecuacién de Jensen (ver [17], p.

315) existen funciones «, 3 : [a,b] — R, tales que:

h(t,x) = a(t)z + B(t), te€la,b], x €R. (4.2)

Puesto que para cada z € R, la funcién h(-,z) € X , entonces de la ecuacién

(4.2) tenemos:

= Si consideramos x = 0 obtenemos que

h(t,0) = B(t)

luego como h(t,-) € RV|,2)[a,b] entonces 5(t) € RV, |a,b].

= Si consideramos x = 1 se tiene que
h(t,1) = a(t)l+ p(t)
despejando
a(t) = ht, 1) - B(t)

como h(t,1) y a(t) € RV(p9la,b] y RV(pa2[a,b] es un espacio vectorial entonces
a(t) € RVipola,bl. s
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En [29] J. Matkowski presenta la siguiente definicién.

Definicién 4.5. (ver [29]) Sean'Y, Z espacios métricos (o normados ). Una funcion
H:Y — Z es uniformemente acotado si dado un nimero t > 0, existe y(t) > 0, tal

que para cualquier conjunto B C'Y, tenemos:

diam B <t = diam H(B) < 7(t).

Usando esta definicion y haciendo una adaptacion de la demostracion del teorema

3 de [62], podemos reformular el teorema 4.4 de la siguiente forma.

Teorema 4.6. Sea a,b € R(a < b), p > 1 un nimero entero y h : [a,b] x R — R,
tal que para cada t € la,b], la funcion h(t,-) : R — R es continua respecto a
la sequnda variable. Si el operador de composicion H generado por h aplica el
espacio RV, 9 la,b] en si mismo y es uniformemente acotado, existen funciones

o, € RV, 9)a,b], tales que:

h(t,z) = a(t)z + B(t), t € [a,b], x € R.

Demostracion:

Consideremos ¢t > 0 y funciones arbitrarias u,v € RV, 2 tal que ||u—v||p2) < t.
Como diam{u,v} < t, por la acotacién uniforme de H se tiene que diamH ({u,v}) <

~(t), es decir,

1H (u) = H()l|p2) = diamH ({u, v}) < y([[u = vl|p2)

por lo tanto, por el teorema 4.4 podemos escribir a i de la siguiente manera

h(t,z) =a(t)x + B(t), t € [a,b], z€R. &



Cap. 4 Operador de Composicién uniformemente acotado en RV, 2)[a,b] 90

En el siguiente corolario, cambiamos del teorema anterior, la condicién de con-
tinuidad de la funcién A en la segunda variable, por las condiciones de continuidad

por la derecha en cero de la funcién v y que ademés v(0) = 0.

Corolario 4.7. Sean a,b € R(a < b), y p > 1 entero. Si el operador de com-
posicion H generado por h aplica el espacio RV, [a,b] en si mismo y existe una
funcion continua por la derecha v : [0,00) — [0,00) tal que v(0) = 0 y se verifica la

desigualdad:

|H(w) = H©) o) <7 (6 =vlga) w0 € RVpalal],

entonces existen funciones a, B € RV, 2)[a,b], tales que:

h(t,z) = a(t)z + B(t), t € [a,b], x € R.

Haciendo una demostracién similar al teorema 2 de [27] se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 4.8. Sean a,b € R(a <b), p > 1, entero. Si el operador de composicion
H generado por h aplica el espacio RV(,q[a,b] en si mismo y es uniformemente

continuo, respecto a la norma ||.||(p72), entonces existen o, 3 € RV, 9[a,b], tales que:

h(t,x) = a(t)z + B(t), t € [a,b], x € R.

Ademads si tomamos 7(t) = ct, para algin ¢ > 0, obtenemos el resultado del

teorema 1 de [39].

Demostracion:
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Supongamos que H es uniformemente continuo con respecto a la norma ||+, 5)-

Entonces, para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo u,v € RV|;9)[a, ]

lu=vllpay <0 = [[H(u) - H() <e

|| (p,2) =

Por lo tanto, se sigue que la funcién v : [0,00) — [0,00), la continuidad del

modulo de H
V(t) == sup{[|H(u) — H)| (9 : lu —vll0 <t} 20

estd correctamente definida.
Como H es uniformemente continuo, entonces H es continuo y por lo tanto ~
también lo es, en particular es continuo en 0.

Por otra parte, si ¢ = 0, entonces

20) s = sup{{|H(u) = H)l 2 : llu = vl < 0}

= sup{[|H(uw) = H(v)l|, ) : [lv = vl 9) = 0}

de donde u = v, y por lo tanto v(0) = 0.

Ademas,

[1H (u) — H(v)|

p2) =7 (||u - U||(p,2)> , u,v € RV )la, b]

Por lo tanto, por el teorema 4.4 se sigue el resultado del corolario. &

Comentario:

Haciendo una revision detallada sobre el operador de composicion con las
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propiedades de globalmente lipschitziano, uniformemente continuo o uniforme-
mente acotado en el espacio RV{;)[a,b] de funciones de (p,2)-variacién acotada
(1 < p < o) en el sentido de Riesz - De La Vallée Poussin, tenemos que estos
resultados parecen ser nuevos en el tema y, es por ello, que escribiremos un articulo

para someterlo al arbitraje correspondiente en una revista especializada en el tema.



Capitulo 5

Operador de Composicién

uniformemente acotado en

Rv(p,k) a, b

En este capitulo caracterizamos el operador de composicién uniformemente aco-
tado que actia entre los espacios de Banach de las funciones acotadas con (p, k)-
variacién acotada en el sentido de Riesz. Se presentan varios teoremas que impo-
nen condiciones al operador de composicion H, que estd asociado a una funcién
h :[a,b] x R — R, para asi poder garantizar que esta ultima es una funcién afin
con respecto a la segunda variable, es decir, que se cumple la representacion de

Matkowski.

5.1. Funciones con (p, k)—variaciéon acotada

En esta seccién introducimos el concepto de (p, k)-variaciéon acotada dada por
N. Merentes, J. Sanchez y S. Rivas (ver [43]), asi como también algunos resultados

necesarios para una mejor comprension del tema expuesto.

93
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Del capitulo 2 podemos recordar que una funcién u : [a,b] — R tiene k-variacién

acotada en el intervalo [a, b], si el nimero

-

n—

VE(u; [a, b)) i=sup oy (us ) i= Y ultjer, oty = ulty oty

es finito, donde el supremo es considerado sobre todas las particiones 7 de [a, b] del
tipo:

Tra=t <ty <---<t,=0b

El espacio de las funciones u que tienen k-variaciéon acotada se denota por
BV*[a,b]. Como propiedades de este espacio se tiene que es un espacio vectorial
(ver proposicién 2.5), y que BV¥™[a, b] C BV*[a,b] (ver teorema 2.9). Ademés, por

[52] el espacio BV*[a,b] es un espacio de Banach con la norma:
B=1
lullx = lu(a)] + ) [y (@)] + VE(w).

J=1

A continuacién, se muestra una nueva forma de obtener el espacio de las funciones

con segunda variacion acotada considerando particiones por bloques del tipo:
Toa<t; <...<tp <tpy1 < - <top <topy1 <+ <tlpn<bh (5.1)

Donde

n—1
VE(u; [a, b)) := sup or(u) = Z |u[tjk+17 L tgrnk] — ultGovks, ,tij .
T =1

y al conjunto de las funciones tales que V*(u; [a, b]) < ool se le denota por BV la, b].

El lema que se muestra a continuacién relaciona los espacios BV*[a,b] y
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BV [a,b].

Lema 5.1. Sean p > 1 y k € N, entonces:
V(s [a, b)) < V*(us [0, B]) < 3KV (u; [a, 0]);

y en consecuencia BV*[a,b] = BV [a,b], k € N.

Demostracion:
Sea u € BVF[a,b]. Si a < t; < --+ < tgy1 < b. Consideremos nimeros
by, - bg,cq,- -+ ,ck, tales que:

1 < b1 < 0 K bk =b, < < - < = tk+1.

Entonces:
|U[t2,“‘ 7tk+1]_u[t17"' atkH S |u[t27 atk-l—l]_u[bla"' 7bk|+|u[b1a ,bk]—U[Cl,“'
+ |U[Cl,"' 7Ck]_u[t17.“ 7tk]|
< 3VR(u; [t1, tra])
De esta manera tenemos que, si 7 :a < t; < --- < t, < b es una particién de

[a, b], entonces:

n—k n—k
D ultyen st =ty el < 3Vi(u, [t 1))
j=1 j=1

<3 ([Vk (s [t1, trw]) 4 - - - 4+ VF (s [tran, t1+2k]>} + [Vk (u; [torrs toyor]) + - -
FVE (u; [taon, t2+3k])} +- 4 [Vk (s [tn—sis tai]) + - + V" (w3 [t tn])])
=3 (V¥ (s Tt taal) + V% (0 [t o) + -+ V7 (0 oot a])| -+

+o 4t [Vk (w; [tk tror]) + vk (u; [tatok, tossk]) -+ + vk (w; [tk tn])D -

» Ck
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Asi se tiene que oy (u, 7) < 3kV* (u; [a, b]) y concluimos que
V¥ (u; [a,b]) < 3KV (u; [a, b))

En consecuencia u € BV*[a,b] y asi se obtiene que BV*[a,b] € BV*[a,b]. Por

otra parte, si u € BV*[a,b] y
Tra<t; < - <t <tpgrer <lop Stopyr <0 <tlpp < b

es una particién del intervalo [a, b], entonces de la desiguladad triangular, resulta:

ultjesn - tgrnr) = ultGonren ot
<ultjern, - s tgrr] = ultGovres - Ll |
< ultjrsn, - tgann] = ultjes tgsr - tirra]|
+ lultjns tigrr - tiprnaa] = wltje-1s tig tikrr, - Likgn2]]
o fultjeokrs tkores st tire] = wltgoneen ot
-1
= ‘U[tjkfzdrl’ s tgank—i] — Wtk 7t(j+1)k—i—1‘ .
=0

De esta forma tenemos:

n—1
Z ’U[tjk, o tgane—1] — ultGoks1, ,tij <
=1

S

|
—
T
—

|u[t(j—1)k+i+1; o k=) — W[tk 7t(j+1)k—ii—1‘ <

<
Il

—_
-
Il

o
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VE(u; [a, 0]).
Asi, obtenemos que V*(u; [a,b]) < V*(u; [a, b]).
Este lema nos garantiza que BV*[a,b] = BV la,b], ke N. &

Definicién 5.2. Sean u una funcion tal que u : [a,b] — R, p un nimero real en

[1,00) y k > 1 un ndmero entero. Dada una particion © de la forma:

Troa<ty<...<tp<tpy <- - <top <topy1 < -+ <tg, <0 (5.2)
definimos
n—1 } p
ult jk+15 " (j—i—l)k] U[t(j Dk+15 """ ﬂfij
o(u,m) = LGk — TG—1)k+1
G k) ;( ‘tj+1k_t]1k+1‘ |tk — 1)

~

Vipa (w3 [a,0]) = Vi () := sup 0 (u, 7).

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones © de la forma (5.2).
Al nimero ‘A/(pyk)(u; [a,b]) lo llamamos la (p, k)—variacion de u en [a,b]. Cuando
17(p7k)(; [a,b]) < oo, entonces se dice que u es de (p, k)—variacion acotada, y deno-
tamos al espacio de tales funciones como RV, [a,b]. En este espacio definimos la

siguiente norma:

_ ~ p
lully = lu(@)] + [ (@)] 4+ + [ulf 0 (@)] + (Vi s [a,8)))

En [43] también se demuestra que para 1 < p < oo y k € N, una funcién
u : [a,b] — R tiene (p, k)—variacién acotada si y solo si u*~ pertenece a AC|[a, b]

y u'®) pertenece a L,[a,b]. Al espacio de tales funciones se le denota por A iyla,bl.
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5.2. Operador de Composicion Uniformemente

Acotado en RV, ;[a, b]

A continuacién, presentamos un conjunto de propiedades relacionadas con la

clase XA/(p,k) y el espacio generado por esta clase de funciones.

Lema 5.3. ([48]) Sean p > 1, k € N y u : [a,b] — R wuna funcién del espacio
RV, la,b], entonces:

~

V4, 8]) < (6 )% (Vi (o 8)))

Demostracion:

Sea T :a <t < - <ty <tpyr < o0 < top <oy < -+ < tgp < buna
particién del intervalo [a,b]. Sea p > 1y ¢ € R tal que ¢ = ﬁ, entonces por

desigualdad de Holder se tiene que:

t k:] 1
] |tk — tG-nrsn |

k
Z |U[tjk+1a e >t(j+1)k] - U[t(jfl)k+1> o

1
=1 |tk — tG-nka]

Sl

n—=k
< <Z ultiper, - s tgor] — wltGoner, - atijp)
j=1

[tk — tg-vp |

n—k %
(Z [t — t(j_l)k+1\> :

j=1

Tomando supremo sobre todas las particiones 7 de la forma 5.7, se obtiene que

VF(u; [a,b]) < (b—a)t =1/ (%k) (u; [a, b])>1/p *
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Los siguientes lemas serdan de gran utilidad en las demostraciones del Teorema

5.8 y los respectivos corolarios.

Lema 5.4. ([16], lema 2) Sea u : [a,b] — R una funcién del espacio BV?|a,b]
entonces,

HuHLip < lullgye -
Lema 5.5. (/62]) Sean u : [a,b] — R una funcién del espacio BV?[a,b], k € N tal
que k >3, entonces u € BV* a,b] y

VA (w3 [a,]) < k(b — a)(VF(us [a, B]) + [u (a)]). (5-3)

Demostracion:

Sea k > 3 un nimero entero arbitrario, y sea u una funcién en BV¥[a,b]. Se
sigue del teorema 10 de [51] que u € BV*"[a, b], entonces V*1(u; [a, b]) < cc.
Seam=:a=1 <---<t, =>b n>k+1 una particién fija de [a,b]. Por la

definicion de diferencia dividida de orden k, se tiene que
\wltive, - tigk) — ults, - tige—a]| = (Gige — ta)|ults, - tige) | (5.4)

Fijemos i € {3,--- ,n —k+ 1} y tomemos k — 1 puntos distintos pertenecientes

al intervalo (a,t;) tal que

a<ty<ty<- <t <t
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Asi, por la definicién de V*(u; [a,b]) se tiene

IN

lufa, 1, te_1| — |[tir - 5 tivkl|

< V¥us[a,b]).

—|u[a,E, R 7 ’ + |u[ti7 T 7ti+k]|

Haciendo tender los puntos t1,--- ,t;_; a a se tiene
[t s tasal| < VF(us [a,B]) + [u® P (a)],

donde el limite existe porque u es diferenciable por la derecha en a (ver [46], [61]
observacién 1).

Usando nuevamente la definicién de V*(u;[a, b]) y por (5.5) tenemos

m—k
VN u;[a,b]) = sup Z [ultive, - s tigk] — ult, - tipp]]
i=1

m—k
= sup Z(ti+k = t)|ults, -+ tiga]|
=1

< s S (tise — 1) (VA o, 8) + D @)
< k(b—a)(w) + [u*(a)].)

lo que completa la demostracién del lema. &

Lema 5.6. ([62]) Sean u : [a,b] — R una funcién del espacio BV*[a,blyk > 2 un

entero. Entonces existe una constante positiva s(k), tal que:
[ull i < s(R) Jlull - (5.5)

Demostracion:
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Por lema (5.4) la desigualdad (5.5) es valida para k = 2 con s(2)=1. A con-
tinuacion realizaremos la demostracion del lema por induccién. Supongamos que el
lema es cierto para algin k € N, k > 2 y consideremos u € BV**1[a, b] arbitrario.

Concluimos del lema (5.5) que u € BV¥[a,b] y ademas que
VHu) < (k +1)(b = a)(Viga (u) + [ul(a)
Luego, por la definicién de la norma ||-||, tenemos
VEu) < (k+1)(b = a)lullis1,
Como
u(@)| < llullisr, [ (@) < luller,  i=1,-- k=1 (5.6)

entonces, utilizando nuevamente la definicién de la norma ||-||, y por las desigual-

dades de (5.6) obtenemos

llle = fu(@)] + -+ [ul ™ (@)| + V" (us [o, 8]
<l + ol + e+ 16— o) fullon

< (D0 = a) +k+ Dlulle (5.7)

Supongamos que existe s(k) > 0 tal que

L% + Ju(a)|

<
< Ml
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por lo tanto, por desigualdad (5.7) tenemos que
Ly(u) + [u(a)] < s(k + 1),

donde s(k + 1) = s(k)((k+ 1)(b — a) + k + 1). Asi, por induccién completamos la

demostracién. &

Lema 5.7. ([48]) Sean k > 2,1 <p < oo yu: [a,b] = R una funcion del espacio

RVipyla,b], entonces existe una constante positiva s(p, k), tal que:
[ullpip < s, F) Nlullry, € BVpla, b (5.8)

Demostracion:

Como u € RV, ra,b], i = 1,2, entonces por proposicién 4.1 se tiene que u €

RV, 1la,b], i = 1,2. Luego, por lema 5.6, existe una constante positiva tal que

||uHLip < (k) [lull

= s(k)[|u(@)] + -+ [ul" (@) | + Vi((u), [a, B])].
Por lema 5.1, para k=1 se tiene

lully, < Bs(R)u@)] + -+ [u (@) | + Vi(u; a,0])]

Ahora, utilizando el lema 5.3 tenemos que

lull, < 3s(k)(b—a)#[fu(@)] + - + [t (@)] + (Vi (u)7]
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Como p > 1, entonces
1-1 - 3
lull iy = 3s(B)(b—a) " [Jula)] + - + [uf™ (@) | + (Vipy (u))”]
Entonces, por definicién de la norma |[.[|, ;) obtenemos

lull Ly < s k) Nullgr (5.9)

donde s(p, k) = 3s(k)ymaz{l,(b—a) "7} &
Los resultados que se exponen a continuaciéon nos serviran para demostrar que
el espacio RV{, x)|a, b], satisface la condiciéon de Matkowski, bajo la condicién de que

el operador de composicion H, sea uniformemente acotado.

Teorema 5.8. ([48]) Sean a,b € R(a <b),p> 1,k > 2, enteroy h : [a,b] xR — R,
tal que para cada t € [a,b], la funcion h(t,.) : R — R es continua respecto a la
sequnda variable. Si el operador de composicion H generado por h aplica el espacio

RVipy[a,b] en si mismo y verifica la desigualdad:

V@) = H@ll gy <7 (0 =0l g0) w0 € RVpplab),

para alguna funcidn vy : [0,00) — [0,00) , entonces existen funciones a,f €

RV 1la,b], tales que:

h(t,z) = a(t)z + B(t), t € [a,b], x € R.
Demostracion:
Para x € R fijemos la funcién constante u(t) = x,t € [a,b], la cual estd en

RVipyla,b] y por tanto H(u) = h(.,x) € RV, r)la,b] y asi, h(.,x) es continua para
cadaz € R .



Cap. 5 Operador de Composicién uniformemente acotado en RV(, r)[a,b] 104

Sean s,3 € [a,b], s <3, x1,22,T1,T2 € R y consideremos las funciones:

wt) =" )t i =1,2.

S§— S

Estas funciones son segmentos de rectas que en el caso de u; pasan por los puntos
(s,z1) y (5,71) y en el caso de uy por los puntos (s,z2) y (5,72). De esta manera,
resulta que ambas funciones tienen (p, k)—variacién acotada.

Ademas,

s — s S St T e YU SRS (5.10)
(p:k) S—3
(p:k)
Por lema 5.7 tenemos que
[H (ur) = H(uo)ll iy, < s(p k) [H (ua) = H(uz)ll, (5.11)

donde s(p, k) = 3s(p, k)mazx{1, (b — a)l_%}.
Como u;(s) = z; y u;(5) =; y por desigualdad (5.10) se tiene que

h(s,z1) — h(s,x2) — h(3,77) + h(3,T2)
(s =)

< K flur =z 5

Sean p,q € R constantes fijas, y sean x; = Ty = %,fl = p,xy = ¢, entonces de

la desigualdad anterior se concluye que

Jur — u2||(p,k2) = |71 — 22

Ptyq
2

h(s, 250y — n(s.q) - h(s,p) + h(5.

y )| < s k(a1 = ) |s =5
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Por la continuidad de h en la primera variable, tomando limite cuando 5 — s

resulta
p+q

2h(s, 5

) = h(s,p) +h(s,q), s€ la,b

Como la funcién h(t,.) es continua y verifica la ecuacién de Jensen (ver [17],

p.315), existen funciones «, 5 : [a,b] — R, tal que

h(t,z) = a(t)x + B(t),t € [a,b],z € R (5.12)

Puesto que, para cada = € R, la funcién h(-,z) € RV(p,k)[a,b] entonces de la

ecuacién (5.12) tenemos

B(t) = h(s,0), «afs)=nh(t,1)—p(t), sé€]a,b]

De donde resulta que «, 5 € RV, py[a,b]. &

Definicién 5.9 (definicién 1, [29]). Sean Y, Z espacios métricos (o normados ).
Una funcion H 1Y — Z es uniformemente acotado si dado un nimero t > 0, existe

~(t) > 0, tal que para cualquier conjunto B C'Y, tenemos:

diam B <t = diam H(B) < ~(t).

Teorema 5.10. ([48]) Sean a,b € R(a <b),p>1, k > 2, entero y h: [a,b] x R —
R, tal que para cada t € [a,b], la funcion h(t,.) : R — R es continua respec-
to a la sequnda variable. Si el operador de composicion H generado por h aplica
el espacio RV, pla,b] en si mismo y es uniformemente acotado, existen funciones

a, B € RVipryla,bl, tales que:

h(t,z) = a(t)x + B(t), t € |a,b], v € R.
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Demostracion:

Consideremos un ¢t > 0y u,v € RV, a, b] arbitrarias tales que
lu = vllpu <1

Luego, diam {u,v} < t, y como H es acotado uniformemente por la definicién
5.9 se tiene que diam H({u,v}) < ().

Entonces
[ H (w) — H(v)|(pp) < diam H({u,v}) < y([lu— szp,k)

por lo que el resultado de este teorema se sigue del teorema 5.8. &

Proposicién 5.11. Si la funcién v : [0,00) — [0,00) es continua en el 0 por la
derecha y v(0) = 0, entonces la condicidn de continuidad de h con respecto a la

sequnda variable puede ser omitida.

Demostracion:

Para z,T € R arbitrarios fijos, definimos el par de constantes u, % : [a,b] — R de

la siguiente manera:
u(t) =xz, u(t) ==, tE€la,bl. (5.13)
Entonces u,u € RV, [a,b] v,
lu =[x = |z — 7. (5.14)

Ademds, por hipétesis H(u) = h(-,x) y H(u) = h(-,T) pertenecen a RV, |a, b].
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Por lema 5.7 tenemos que
[H(u) = H@)|,, < s(p k) [H(w) = H@)|, (5.15)

donde s(p, k) = 3s(p, k)maz{1, (b — a)l_%}

Como
1H (w) = H (@), = La(H(w) — H(@)) + [(H(u) — H(@)(a)
entonces, por hipdtesis y por (5.14) y (5.15) tenemos

Lo(H (u) — H(@)) + |(H(u) — H(@)(a)|

IN

s(p, k) y(|lw — @l | p,r))

= s(p,k)y(lz =)

Por lo tanto,

y
[(H(u) — H@)(a)] < s(p.k)v(lz —=|)
Teniendo en cuenta (5.13), para todo s € [a, b] obtenemos
h(s,z) — h(s,z - Z)(a DT e — )
y

|h(s, %) + h(a,T)| < s(p, k)y(|z —Z]).
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Por la desigualdad triangular obtenemos

|h(s,z) + h(s,T)] < |h(s,z) — h(s,T) — h(a,x) + h(a,T)| + |h(a,z) + h(a,T)|

_ h(s,z) — h(s, @) — h(a,z) + h(a,T) 5 — al + |h(a,2) + h(a, T)|
(x —a) ’ ’

IN

s(p, k)ylx —Z| |z — al + s(p, k) |z — 7|
donde
\h(s,z) + h(s,T)] < s(pk)y|le —Z|(Jz —al +1)

Luego, la continuidad de v en 0 y la igualdad v(0) = 0 implica que h es continua

con respecto a la segunda variable. &

Siguiendo las ideas de la proposicién anterior, obtenemos los siguientes corolarios
del teorema 5.10, donde se reemplaza la condiciéon de que la funcién h es continua
en la segunda variable por la hipétesis de continuidad por la derecha en cero de la

funcién v y que ademds v(0) = 0

Corolario 5.12. Sean a,b € R(a < b), p > 1, k > 2, entero. Si el operador de
composicion H generado por h aplica el espacio RV, ky(a,b] en si mismo y existe
una funcion continua por la derecha 7 : [0,00) — [0,00) tal que v(0) = 0 y se

verifica la desiqualdad:

VH @) = H@) gy <7 (1= vl )+ 00 € RVla, 8],
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entonces existen funciones a, B € RV, [a,b], tales que:

h(t,z) = a(t)x + B(t), t € |a,b], v € R.

Demostracion:

Por la proposicién 5.11 tenemos que la continuidad de v en 0 y la igualdad
~(0) = 0 implican que h es continua con respecto a la segunda variable.

Luego, por teorema 5.8 se obtiene la demostracién del corolario. &

Corolario 5.13. Sean a,b € R(a <b),p > 1, k > 2, entero. Si el operador de com-
posicion H generado por h aplica el espacio RV, |a,b] en si mismo y es uniforme-
mente continuo, respecto a la norma H.H(p’k), entonces existen o, 8 € RV, pla,b],
tales que:

h(t,z) = a(t)x + B(t), t € |a,b], v € R.

Ademads si tomamos 7(t) = ct, para algin ¢ > 0, obtenemos el resultado del
teorema 1 de [39].

Demostracion:

Supongamos que H es uniformemente continuo con respecto a la norma |[-[|, ;-

Entonces, para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo u,v € RV, |a, b]
lu=vllpm <0 = [H@w —H@)p <e

Por lo tanto, se sigue que la funcién v : [0,00) — [0,00), la continuidad del

modulo de H

V(t) = sup{[[H(u) = H() || u =0l )y <t} £20

esté correctamente definida.
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Como H es uniformemente continuo, entonces H es continuo y por lo tanto ~
también lo es, en particular es continuo en 0.

Por otra parte, si t = 0, entonces

70) = = sup{[|H(u) = H)| 0 * [lv =0l 4y < O}

= sup{||H(u) - H(“)H(p,k) lu - /U“(pJC) =0}

de donde u = v, y por lo tanto v(0) = 0.

Ademas,

1H () = H) o <7 (lu=vllp), o€ RVpplab

Por lo tanto, por el teorema 5.8 se sigue el resultado del corolario. &

Comentario:

Asi como se hizo con los resultados obtenidos en el capitulo 4 para el espacio
RV, 9)]a, b, se hizo una revisiéon detallada sobre el operador de composicién con las
propiedades de globalmente lipschitziano, uniformemente continuo o uniformemente
acotado en el espacio RV(,)[a,b] de las funciones de (p, k)-variacién acotada (1 <
p < 00) en el sentido de Riesz, y concluimos que estos resultados parecen ser nuevos
en el tema, por lo que escribiremos un articulo para que sea sometido al arbitraje

correspondiente en una revista especializado en el tema.



Conclusiones y Recomendaciones

En el presente Trabajo Especial de Grado, se expuso explicitamente la nocién
de segunda variacién acotada en el sentido de De La Vallée Poussin y, ademas, se
demostré que la clase de funciones con segunda variacion acotada se puede dotar de
una estructura de espacio vectorial, asi como también de una norma que hace que
sea un espacio normado, un espacio de Banach y un algebra de Banach.

Se present6 la nocion de las funciones de k-variacién acotada en el sentido de
Popoviciu , como una generalizacién de la nocién de segunda variacion acotada y
de igual modo se demostrd que el espacio de funciones con k-variacion acotada es
un espacio vectorial y posee una norma que hace que esta clase de funciones sea
un espacio normado, un espacio de Banach y un algebra de Banach. Otro resultado
importante es que si una funcién pertenece a BV*[a, b], entonces esta puede ser es-
crita como la diferencia de funciones k-convexas, con lo cual se le pueden transferir a
estas funciones con k-variacion acotada las propiedades de las funciones k-convexas.

Por otro lado, se introdujo la nocién de (p, 2)-variaciéon acotada introducida por
N. Merentes en el ano de 1992, la cual surge como una generalizacion del concepto
de p-variaciéon acotada en el sentido de Riesz, y se obtiene como uno de los re-
sultados mas importantes que, una funcién u pertenece a RV{, ) si y s6lo si u' es
absolutamente continua en el intervalo [a,b] y v” € L,|a, b]. Luego como una nueva
contribucion del tema al operador de composicién en RV{;2)[a, b] se demostré que el

operador de composicion uniformemente acotado que aplica el espacio de funciones

111
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de (p, 2)-variacién acotada en el sentido de Riesz en si mismo satisface la condicién
de J. Matkowski y asi es lineal en este espacio (este trabajo fue realizado por S. Ri-
vas, F. Armao y J. Rojas y sera eviando a una revista especializada para someterlo
al arbitraje correspondiente).

El resultado mas relevante de este trabajo, es una nueva contribucién al tema
del operador de composicién uniformemente acotado en el espacio de las funciones
con (p, k)-Variacién Acotada en el sentido de Riesz-Popoviciu, donde se obtiene
que tal espacio, denotado por RV, )[a, b] satisface la condicién de Matkowski bajo
la condicién de que el operador de composicion, sea uniformemente acotado. Este
resultado es un trabajo realizado por F. Armao, D. Glazowska, S. Rivas y J. Rojas,
el cual sera enviado pronto a una revista extranjera especializada en el tema.

Finalmente, el trabajo con estos espacios de funciones de variacién acotada,
brinda la oportunidad de introducirse en una linea de investigaciéon con gran campo
de accién, ya que es conocido que existen otros tipos de generalizaciones de estos
espacios de funciones con variacién acotada, como lo son: la variaciéon en el sentido

de Wiener, en el sentido de Waterman, en el sentido de Schramm, entre otros.
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