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INTRODUCCION

En el siglo XIX més precisamente en 1807 Fourier (ver [14]) estudié el problema de
la transferencia del calor en placas bidimensionales, mediante el cual conjeturé que toda
funcién (lo que se entendia en aquel entonces por funcién) podia tener una representacion
por medio de series trigonométricas, esta conjetura fue respondida formalmente mediante
una prueba matemética en 1829 por Dirichlet (ver [12]) quien demostré que toda funcién
real a valores en R definida por medio de un nimero finito de partes mondtonas tiene
serie de Fourier puntualmente convergente en R. Este resultado es hoy conocido como el
criterio de Dirichelt sobre la convergencia de las series de Fourier. Asi por primera vez y
rigurosamente se obtuvo una demostracion de la conjetura planteada en el ano 1807 por
Fourier (ver [14]).

En el ano 1881 Jordan (ver [15]) realiza un estudio critico del Trabajo de Dirichelt y
descubre en dicho Trabajo, la nocién de funcién de Variacién Acotada, la cual introduce
y demuestra que para esta clase de funciones es valida la conjetura de Fourier. Ademas
demuestra que la funcién: u : [a,b] — R tiene Variacién Acotada en [a,b] si y sélo si
u es diferencia de funciones monétonas (actualmente este resultado es conocido como
el Teorema de Representacién de Jordan). Esta nocién ha sido generalizada de varias

maneras, dependiendo del espacio que se este considerando.
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Resultados y propiedades de las funciones de variacién acotada y sus generalizaciones
aparecen en forma dispersa en libros y articulos de investigacion y algunos de ellos (ver
[18]) son obtenidos recientemente.

Entre los objetivos de este Trabajo Especial de Grado esta presentar de manera sen-
cilla y en una sola monografia, varios resultados que aparecen en diferentes articulos de
investigacion, algunos de vieja data y otros recientes, por ejemplo las tres formas cono-
cidas de caracterizar las funciones de Variacion Acotada: el primero de ellos es el clasico
Teorema de Representacién de Jordan de 1881 (ver [15]) como diferencia de funciones
mondtonas, luego la caracterizacién hecha por el Gran Banach en 1925 (ver [1]) mediante
el llamado indicatriz de Banach y por ultimo un resultado reciente logrado por Chistyakov
en 2001 (ver [8]) que relaciona las funciones de Variacién Acotada por medio de lo que se
conoce como la representacién canénica como composiciéon de funciones no decreciente
con funciones Lipschizianas. A nuestro juicio esto es un aporte didactico en la
presentacion del tema.

El Trabajo Especial de Grado lo hemos divido en tres capitulos: en el primero se define
la nocién de funciones de Variaciéon Acotada dadas en un intervalo cerrado y expondremos
propiedades como la monotonia, acotacion, semi-aditividad, cambio de variable, entre
otras. Ademas, expondremos que se puede dotar de una estructura de espacio de Banach
y algebra de Banach.

En el segundo Capitulo estudiamos una generalizacién del concepto de Variacién
Acotada introduciendo la clase llamada ¢- Variacion Acotada en el sentido de Wiener
donde ¢ es una p-funcion, se exponen algunas propiedades de estas ¢-funciones, también
demostraremos que ésta clase es un espacio de Banach en algunos casos se preservan las
propiedades dadas en el Capitulo 1, considerando el rango es un espacio métrico o un
espacio de Banach. Ademds presentamos relaciones entre las p-funciones de tal manera
de tener comparacién de inclusiones en esta clases V,,(I; M ). Es de hacer notar que la
llamada condiciéon A, es necesaria y suficiente para que sea un espacio vectorial. También

expondremos al final del capitulo que el espacio BV, [I; M] generado por la clase anterior
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se puede dotar de una estructura de espacio de Banach.

Concluimos el Trabajo Especial de Grado en el tercer Capitulo donde veremos una
nueva representacion canénica que generaliza el resultado clasico de Sierpinski (ver [20])
quien demostrod, que toda funcion regular en un intervalo es la composicién de una funcién
interna monodtona no decreciente con una funciéon continua.

El resultado de Sierpinski fue demostrado por Chistyakov (ver [8]) al caso de fun-
ciones de Variacién Acotada sustituyendo la continuidad por la Lipschitzidad local, con

la demostracion de este resultado concluimos el capitulo 3 y el Trabajo Especial de Grado.



CAPITULO 1

NOCIONES DE VARIACION DE FUNCIONES

En el ano de 1881 C. Jordan [15] introduce la nocién de funciones de variacién
acotada en un intervalo [a,b] y demuestra el llamado Teorema de Descomposicion de
Jordan, el cual asegura que una funcién u : [a,b] — R es de variacién acotada en
[a,b] si, y sélo si, es diferencia de funciones monétonas. En este Capitulo expondremos
varias propiedades de las funciones de variacién acotada, como por ejemplo, acotacion,
monotonia, cambio de variable, regularidad, entre otras; demostrando que ésta clase
de funciones se puede dotar de una estructura de espacio vectorial, espacio normado,

espacio de Banach y algebra de Banach.

Concluimos el capitulo exponiendo un resultado de Banach del ano 1925 (ver [1])
que caracteriza las funciones de variaciéon acotada mediante la indicatriz de Banach, el
cual es utilizado para obtener resultados referentes a la convergencia de las series de

Fourier de funciones de variacién acotada.

11
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1.1 Funciones de Variacion Acotada

Definicién 1.1.1. (El espacio BV]a,b]) En el ano de 1881 C. Jordan [15] presenta el
concepto de funcion de variacion acotada en un intervalo [a,b], como aquellas funciones

u: [a,b] — R, tales que el nimero:

n
v(w) = v(u; [a,b]) = sup  _ fu(t;) — u(t; )|
T =1
es finito, donde el supremo es tomado sobre el conjunto I de todas las particiones
[Mia=ty<ti <---<t,=0b.

Esta clase de funciones es denotada por BV[a,b] y, con las operaciones usuales de
funciones, tiene una estructura de dlgebra. Mds ain, es un espacio de Banach con la
norma sigquiente:

|l Bvias) = [u(a)] + V(u), u € BVla,bl.
A continuacién se presentaran ejemplos que ilustran la definicién de BV[a, b].
Ejemplo 1.1.1. Consideremos ¢ € R y la funcion constante u en |a,b], definida por

u(t) = ¢, t € [a,b].

Entonces la variacién acotada de la funcion u en el intervalo |a,b] viene dada por

V(u) =V(u[a,b]) = S%PZ |u(t;) — u(tj—1)|
= SII}IPZ!C—C!
— 0, "

dondell:a=ty <t; <---<t,=0b, es el conjunto de todas las particiones del intervalo

la, b].
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Ejemplo 1.1.2. Consideremos u : [a,b] — R, la funcion identidad, es decir,
u(t) =t t € la,bl.

Entonces, la variacion de la funcion u en el intervalo [a,b] es dada por:

V(u;la,b]) = Slrllpz |u(t;) — u(tj-1)]
j=1
= supz |tj — t]’,1|
n

n

= Ssup Z(tj — tj—l)
II =1

= (tn - tU)

= b—a,

donde el supremo es considerado sobre el conjunto 11 formado por las particiones de |a, b].

Observaciéon 1.1.1. Los conjuntos de Cla,b] de las funciones continuas en
la,b] y BV[a,b], de las funciones de variacion acotada en [a,b], no son comparables re-

specto a la inclusion.

Daremos ejemplos de una funcién continua que no es de variacion acotada, y una

funcién acotada que no es de variaciéon acotada

Ejemplo 1.1.3. Consideremos la funcion u : R — R definida por

0, st t=0
u(t) = 1
) tsin (Z)’ si t#0.

Considerando la particion:

II:t=0<1t; = 2 < <t —2<t—1
n0 1_(2n+1)7r - "o

A
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Figura 1.1:

Entonces, u es continua en [0,27] y no es de variacion acotada en [0, 27].
Ejemplo 1.1.4. Consideremos u : [a,b] — R definida por
1

u(t) = ’
0, si t=irracional, t € [a,b].

si t = racional, t € la,b,

Entonces, u es acotada y no es de variacion acotada.

En efecto, sean >0 € N y [a,b] un intervalo cerrado en R, vamos a construir una
n+2

particion P = {to,t1,...,ty,i2} de [a,b] tal que V (u,[a,b]) > g |u(t;) — u(ti—1)| > n de
i=1
la manera siguiente:
Definimos tg = a. Como entre dos cualesquiera numeros reales existe un niumero
racional y uno irracional, escojemos t; como un numero irracional entre a y b.
ty como un numero racional entre t; y b y asi sucesivamente, to;11 lo escojemos
como un numero irracional entre to; y b. Elegimos ty; como un niumero racional entre

toi—1 y b y finalmente t,, o = 0.
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Asi hemos construido una particion que comienza con a, luego se alternan nimeros

racionales e irracionales hasta que finalmente termina en b. Ahora consideremos la suma
n+2

Z lu(t;) — u(t;_1)| de la siguiente manera:
i=1

n+2

Vi(u;a,b]) = ZIU(ti)—U(ti—lﬂ

n+1

Z u(ts) — u(ti-1)|
= Julte) —u(t)| + - + [ultni1) — ults)]

= [1=0[+[0—1|+---]1—0

v

= 1+1+1+-+1

= Nn.

Por lo tanto, V (u;[a,b]) es arbitrariamnete grande por lo tanto V (u; [a,b]) = oo.

Es decir u no es de variacion acotada.

1.2 Propiedades de Funciones de Variacién Acotada

A continuacion, enunciaremos y demostraremos varias propiedades de las funciones
de variacién acotada, las cuales permiten darle una estructura de espacio normado a la
clase BVa,b] de funciones de variacién acotada.

Estas propiedades, conjuntamente con la dadas en la proposiciéon 3, nos permiten

obtener el Teorema de Representacién Candnica dado por Chistyakov por medio de fun-

ciones mondtonas y Lipschitzianas (ver [7]).
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Proposicién 1.2.1. Para u € BV{a,b] se cumplen las siguientes propiedades:
(a) V(u;[a,b]) > 0.
(b) V(u;[a,b]) = 0si y solo si u = cte.
(¢) V(u;[a,b]) = V(=u,la,b]).
(d) lu(a) —u()] < V(u;la,b]).
() llulloo < lu(a)l + V (u; [a, b]).
(f) V(u+v;ifa, b)) < V(u;a,b]) + V(v;[a, b))
(h) Cada funcién mondtona u pertenece a BV{a,b] con V (u; [a,b]) = |u(b) — u(a)].

Demostracion.
Propiedad (a).
En primer lugar, por definicion del modulo se tiene que |u(t;) — u(tj—1)| > 0 para

cualquier 7 =0,1,...,n, con n € N, por lo tanto
V{u; [a, b]) = sup > lulty) = ult;)| =0,
j=1

donde el supremo es considerado sobre todas la particiones Il :a =ty <t; <---<t,=0b

del intervalo |a, b].

Propiedad (b).
Supongamos que V (u, [a, b]) = sup Z |u(tj) —u(tj_1)| = 0, entonces por la definicion
n 4
7j=1

de variacion acotada se tiene que
V(u; [a,b]) = sup > fult;) — u(t;1)| >0,
moi
donde el supremo es considerado sobre todas las posibles particiones

Mia=ty<---<t,=b, delintervalo |[a,b].
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En consecuencia, considerando x € |a,b] y la particion
Hxia:t0<t1:l'<t2:b,

resulta que

por lo tanto

u(a) = u(x) = u(b) para todo x € [a,b],

y de esta manera obtenemos que u es constante en [a,b].

Reciprocamente, si w = c es constante, entonces del ejemplo (1) obtenemos que

V(u;[a,b]) = 0.

Propiedad (c).

Consideremos u € BV [a,b]. Entonces,

V(=u;a, b]) ::S%PE:K_U@ﬂ)_(_U@Fﬂ”

Propiedad (d).
Consideremos la particion I, definida por I, 1 a =ty < t; = b del intervalo [a,b]

y de la definicion de variacion, se tiene que
|u(b) — u(a)| < V(u; [a, b]).

Propiedad (e).

Supongamos que u € BV[a,b],t € (a,b] y consideremos la particion
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Ht:a:t0<t1:t<t2:b.
Entonces, de la definicion de la nocion de variacion acotada se deduce que
[u(t) —u(a)| + [u(b) — u(t)| < V(u;[a,b]).

Ast,
|u(t) — u(a)] < V(u;[a, b]),

Yy en consecuencia

u(®)] < fua)| + V(u; [a, b]);

luego la funcion u es acotada y ademds
[ulloe = sup |u(t)| < |u(a)] + V(u; [a, b]).

te(a,b]

Propiedad (f).

La variacion es subaditiva, es decir,

V(u+ v;la,b]) < V(u;la,b]) + V(v;la, b)), Yu,ve BVia,b]

para u,v : [a,b] — R.

En efecto, para u,v € BV[a,b] se considera
V(utoifab]) = i (w4 v)(t;) = (u+ ) (E-1)]
= Zn; [u(ty) + v(t;) — u(tj—1) — v(t;-1)l
= Zi; [(u(t;) = ultj—1)) + (v(t;) — v(tj-1))]

< Z u(t;) — ult; 1)] + Z [o(t;) = v(tj-1)]

— V(wa )+ V(i [0, 5).

Propiedad (g).
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Cada funcion mondtona u : [a,b] — R pertenece a BVa,bl, y
V(u;a, b]) = |u(b) — u(a)l.

En efecto, la funcidn u : [a,b] — R es mondtona creciente. Entonces,

Vufa,0]) = Y fulty) = u(t)]

= Zu(tj) — u(tj-1)
u(b) — u(a).

Ast,
V(u) = u(b) — u(a) = [u(b) — u(a)|.

Ahora, si la funcion u : [a,b] — R es mondtona decreciente. Usando el mismo

argumento anterior obtenemos que la variacion es:
V(u) = u(a) = u(b) = |u(a) — u(b)| = [u(b) — u(a)].

Lo cual concluye la demostracion.

A continuacién ilustraremos con un ejemplo que en la propiedad (f) puede no

cumplirse la igualdad.

Ejemplo 1.2.1. Para u(t) =t y v(t) = —t se tiene

V(w;[0,1]) = V(v;[0,1]) =1,

pero,

V(u+v;]0,1]) = 0.
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En la propiedad (g) demostramos que cada funcién mondtona pertenece a

BV |a, b], cabe preguntarse si ocurre lo contrario.

El préoximo ejemplo ilustra que existen funciones de variacién acotada que no son

monaotonas.

Ejemplo 1.2.2. Sea {q1,q> ...} una numeracion del conjunto de los niimeros racionales

Q con 0 < g < 1. Definimos u : [0,1] — R por:

27k ara t=ry ,
u(t) = p k

0, en otro caso.

De manera que u no es mondtona en cualquier intervalo [a,b] C [0,1]. Por otra

parte, se tiene que V(u;[0,1]) =2, por lo tanto u € BV|[0, 1].
Para visualizar esto, sea 11 : {to, t1, ..., tm_1,tm} una particion arbitraria de [0, 1].

Para cualquier k € N nos encontramos con un indice j = j(k) de manera que

Tk € (tj—1,tj41), esto implica que

Z [u(ty) —ult—1)| + |u(tjta) — u(ty)]

< su w(xr) — inf  w(x) + su w(xr) — inf  wu(z
B tj,lgggtj ( ) tj—1<x<t; ( ) tj§x§€j+1 ( ) tj<wz<tji1 ( )

m—1

2m+1 -1
—k

< 2) 2 =2

k=1
< 2

Lo cual demuestra que V(u;[0,1]) < 2, entonces u € BV[0,1].

Para demostrar que V(u;[0,1]) = 2 construiremos una particion. Fijemos n € N

y reorganicemos los primeros m puntos racionales Ti,7r3,...,7, en orden creciente,
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entonces 11 <19 < --- <1y, Luego, definimos la particion
So = 07 §1:=T1, 83 =72, 85 =1T13,...,82m—1 = Tn, Sop = 17

y un punto irracional,

Sg € (51,83), S4 € (83,85), S6 € (85,57), -, S2n—2 € (S2n-3, S2n-1)-
Para la particién correspondiente P = {sq, 51, ..., 5o} € B([0,1]) obtenemos
~ 2n 2n
V(u; Py = ) fuls;) —ulsj)] =2) 27
j=1 j=1
1
1— (= 2n
()
N 1
1— =
2
= 2(1—-27%").

Que puede tomarse arbitrariamente cerca de 2, eligiendo n lo suficientemente

grande.

Concluimos que la variacion total de u en [0,1] es precisamente 2.

Las funciones de variacion acotada satisfacen otras propiedades, las cuales estan

contenidas en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.2. Supongamos que u € BV |a,b]. Entonces, se cumplen las siguientes

propiedades:

(i) Propiedad de acotacién. Para t,s € [a,b] se tiene que

u(s) — u(t)] < sup{Ju(s’) —u(t')| : &', ¢ € [a,b]} <V (u;[a, b]).

(ii) Propiedad de monotonia. Sean t,s € [a,b] tales que t < s. Entonces

Vi(w; la, 1)) < V(u;la, s]), V(w; [s,0]) < V(u; [t,0]) y V(s [t s]) < V(u;[a, b]).
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(i7i) Propiedad de semi-aditividad. Consideremos uw € BV[a,b] yt € (a,b].

Entonces

V(u; la,t]) + V(u; [t,0]) < V(u;la,b]).

(iv) Propiedad de cambio de variable. Sean u € BVa,b],[c,d] C [a,b] y una

funcion i : [e,d] — [a, b] tal que 1p es mondtona. Entonces
V(u;9([e,d])) = V(uo ;e d]).
Demostracion:

(i) Propiedad acotacidn.

Veamos que para t, s € |a,b] se tiene la siguiente desigualdad:
u(s) — u(t)] < sup{lu(s’) —u(t')]: &', 1" € [a,]}.

Esta desigualdad es directa de la definicion del supremo.

Sean t',s" € [a,b] y iy una particion dada por:
Mup:a=tg<t1 =t <ty=5 <ty=0,

del intervalo [a,b]. Entonces,

Por lo tanto

sup {Ju(s) — ult)]} < sup 3 ults) — u(ty )]
t,SE[a,b} H[a,b] le

En consecuencia
sup{[u(s) — u(t')] - 5"t € a, b} < V(u; [0,1).

Asi, se tiene

[u(s) = u(t)] < sup{[u(s’) —u(t)] : &', 1" € [a, b]} <V (u;[a, b]).
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(ii) Propiedad de monotonia
Consideremos t,s € [a,b] tales que t < s y las particiones 11, y Iy g, dadas
por: Il a =1ty <ty <--- <t, =ty Uy : 1, U{s}.

Entonces,

Vi(u;la,t]) = SIITIPZ|U(tj)—U(tj—1)|

< sup Z [u(t;) — u(tj—1)| + |u(s) —u(t)]
< %UPZW(Q)—U(%AH
< V(us[a, ).

Ahora comprobemos que
Vi(u; [s,0]) < V(u;[t, b]).

Consideremos t, s € [a,b], tales que t < s, y las particiones sy y Iy dadas
por:

H[S’b]IS:t1<t2<"'<tn:b,

Hyp:t=tg <ti=s<ty<---<tl, =0

Entonces

V(ui[s,0]) = sup Y fulty) = ult;-1)]

IN
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Finalmente, comprobemos que
Vi(u; [t s]) < V(u;a, b]).
Consideremos t, s € [a,b] tal que t < s, y las particiones Il g y Il dadas por

H[t,s]:t:tIStQS"'<tn—1:S7

Entonces
Viwlhs]) = rs{gggru@j)—u(wr
< Jult) — o]+ sup Z ulty) = ults )|+ fufb) — u(s)
S S fufty) — u(t 1)
< V(yu;][zl,b])-

(iii) Propiedad de semi-aditividad.

Consideremos t € (a,b] y las siguientes particiones .y, Iy dadas por:

Hgg:ra=<ty <ty < - <t =t

Hyp it =50 <51 <+ <ty =0

Como Iljaq C Il y gy C g C gy, se tiene que:

k n n
sup Y futy) = ult;1)| +sup D fulty) = ulty)] < sup Y Julty) — ult;1)],
Miay) 521 Wity ;-1 a5

donde el supremo es escogido sobre el conjunto de todas las particiones Ilj,y.
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En consecuencia, por la definicion de variacion acotada, concluimos que

V(u,[a;t]) + V(u; [t,0]) < V(u;[a,b]).

(iv) Propiedad cambio de variable.

Probemos que se cumplen las siguientes desigualdades:

V(wo;[e,d]) < V(ustp([e,d]));
V(u;9(le,d])) < V(uwole,d]).

Sean u € BV[a,b] y % una funcién mondtona, la cual podemos suponer que

es no-decreciente en [c,d]. Si consideramos la particion . q dada por:
Heg:c=tyg < <t,=d,
del intervalo [c,d], tenemos por la monotonia de 1) que
a < P(ty) <(t1) < - <P(ty) <tpy1 =b,

constituyen una particion del intervalo [a,b]. De modo que

V(woryfe,d)) = sup Y |uot(t;) —uorp(t;_y)]

IN

sup Z Ju(t) — u(t;-1)]
Iy (e, a1 j=1

Vi(w; 9(le, d]))

IN

donde el supremo ( sup ) es considerado sobre el conjunto de todas las particiones
I ((e,ap)
Iy (c,ap de la forma:

~

a=Y(ty) = to< < Y(tp—1) = tno1 < ¢(£n) =t,=0.
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Veamos que

~

V(w (e, d))) = sup Y [ully) — ulty-)].

Hdmﬂ)j:1

Consideremos la particion Iy e,q) dada por yeq) @ a < fo<t;<---<t,=h.
Entonces, existe t; € [c,d] tal que ¥(t;) = t;, de nuevo por la monotonia de la

aplicacién v, se obtiene y(ea) C eq y por lo tanto,

n

~

Vg o(le,d))) = sup > |ully) = u(t;)|
Ly (e,ap =1

n

= sup Z!u(w(tj))—u(w(tj—l))l

H¢dmﬂ)j:1

= sup Z|u0¢(tj)—uo¢(tjfl>|

Hwﬂaﬂ)j:1

IN
n
=
T
=
O
<
—~
QH-
~—
|
S
O
<
—~
Q@F
L
=

IN

V(uo ;e d]).

En todo lo anterior, el dominio de las funciones u consideradas son intervalos
cerrados, es decir, el Dominio u = [a,b]. La nocién de variacién acotada es posible
también extenderla a otro tipo de dominio, por ejemplo, un subconjunto £ C R no vacio

(el subconjunto F no necesariamente es cerrado).

Definicién 1.2.1. Sea uv: E C R — R.

Entonces, la variacion de una funcion u en un subconjunto E de R no vacio, se

define de la manera siguiente:

V(u; E) = SI&PZ lu(t;) — u(tj-1)l,
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donde 11 es el conjunto de las particiones de E, dadas de la manera siguiente:
H(E) = {{tj}?:o C E: tj—l < tj,con nec N}

Definicién 1.2.2. Se dice que u: E — R tiene variacion acotada si V(u, E) < oo.
Esta clase de funciones se denota por BV|[E).

Para t,a,b € E se definen E; , E;,", E® de la manera siguiente:
E; ={seFE:s<t},
Ef ={seE:s>t},
E' =E'nE, =En]ab].

Las funciones de variacién acotada en £ C R no vacio, también satisfacen las

propiedades de las proposiciones (1) y (2) dadas anteriormente, asi como la siguiente.

Proposicién 1.2.3. Dados a,b € R tales que a <b y u € BV[E]. Entonces:

(v) (Regularidad) V(u; E) = sup{V(u; E?) :a,b € F,a < b}.

Demostracidn.

Al igual que la propiedad (iv) de la proposicion anterior, demostraremos que
se cumplen las siguientes desigualdades:
V(w;E) > sup{V(u; E’):a,be E,a<b},
V(w; E) < sup{V(u;E®):a,b€ E,a <b}.

Por la monotonia de V (e) (demostrada en la propiedad (ii)) y por estar E° C E,

es inmediato que
V(u; E) > sup{V(u; E®) : a,b € E,a < b}.
Ahora veamos que

V(u; E) <sup{V(u; E®) :a,b € E,a < b}.
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Consideremos o € R tal que o < V(u; E), se tiene que existe una particion

I, ={t;}y € II(E) tal que t;—1 <t; y, ademds,
D lu(ty) = u(t 1) > a.
j=1
De esta manera, si Il € TI(E}"), obtenemos que
V(u Efr) =) u(ty) —u(t—)] > o
j=1

En particular, si consideramos to =a y t, =b, resulta que

V(u Ey) > Z lu(t;) — ultj-1)l-

Por lo tanto,

n

sup{V(u; E?) : a,b € E,a < b} > sup Z lu(t;) — u(tj—1)]

() 00)

V(u; E).

v

Como consecuencia,
V(w; E) = sup{V(u; E’) : a,b € E,a < b}.
U

(vi) Denotemos que: i=1inf E € RU{-00} y s=supFE € RU{oc}, entonces son

validas las siquientes propiedades de los limites:
(a) Sis & E, se tiene que

V(u; E) = lim V(u; E;).

E>t—s
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Demostracién.

Igual que en la propiedad anterior, verifiquemos que se cumple

V(w, E) > lim V(u; E;),

E>t—s

V(u; E) < lim V(u; E;).

~ E3t—s
Como s = supE &€ FE, entonces s es un punto limite de E. Debido a
la propiedad de monotonia, la funcion E > t — V(u; E; ) € [0,00) es no

decreciente y esto implica que,

Egiris V(u; E;)  existe en [0,00).

Por lo tanto,

lim V(u;E;) < V(u; E).

Est—ss

Ahora verifiquemos que

V(u; E) < lim V(u; E;).

EsSt—s

Adicionalmente, usando la propiedad de Regularidad, obtenemos que para

cualquier a < V(u; E) se cumple lo siguiente:

V(w;EY) >a, con a,beE y a<b<s.

Entonces

V(w E7) > V(u; EY) > a,
para cualquier t € EN(b,s) # 0. Luego

lim  V(u; E;) lim  V(u; E)

E>t—s E>t—s

sup{V (u; E®) : a,b € E,a < b}

(AVARNY,

v

V(u; E).
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(b) Consideremos i & E, entonces:

V(i E)= lim V(u;E}).

Est—si

Demostracién.
Verifiquemos que se cumplen las siguientes desigualdades:

V(wE) > lim V(u;E)

Est—i

V(wE) < lim V(u;El).

T E>t—si

Como i = Inf E & FE,entonces i es un punto limite de E, luego de la
monotonia de la funcion E > t — V(u; E;") € [0,00) es no decreciente y

esto implica que

7 . + .
Eéltriz‘/(w E;") existe en [0,00).

De éste modo

lim V(w E") < V(u; E).

Est—si

Ahora comprobemos que

V(u; E) < lim V(u; EJ).

E>t—i

Usando la propiedad de Regularidad, se tiene que para cualquier

a < V(u; E) se cumple
V(w;E))>a, con a,beEE y i<a<hb.

De esa forma

V(u,Ef) > V(uE) > «

para cualquier t € EN (i,a) # 0.

V(u; BF) 2 V(u; By),
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luego

lim V(u;E) > lim V(u; EY)

E>t—s E>t—i

> sup{V(u; E?) :a,b € E,a <b}

> V(u; E).

En consecuencia

V(u; E) = lim V(u; E;").

Est—>i

OJ

(c) Consideremos i ¢ Fys & E. Esto implica que en adicién a las propiedas (a)
y (b) resulta:

. o 7 . by / 7 . b
Vi B) = i pebme Vi o) = o | ol VB

= lim lim V(u;EY).

E>a—1 E3b—s

Demostracion.

Por hipotesis se tiene que s = sup E € E; entonces, debido a la propiedad

(a) tenemos:

V(u; E) = lim V(u; Ey).

E3b—s

Como i =Inf E ¢ E, E? = (E; ), utilizando (b) se obtiene lo siguiente:

VwE) = lm ( lim V(i E)))!

E>a—i E3b—s

= lim lim (V(u;E;))f

E>a—1 E35b—s a

= lim  lim V(u;EY).

E>a—1 E3b—s



Cap. 1 Funciones de Variacién Acotada 32

1.3 BV]a,b| es un espacio de Banach.

En esta seccién se prueba que el conjunto BV [a, b] tiene estructura de espacio vec-
torial, con las propiedades usuales de funciones, espacio normado y espacio de Banach.
Ademés, mostraremos explicitamente el Teorema de Representacién de Jordan (ver [15]),
el cual asegura que una funcién u tiene variaciéon acotada en un intervalo [a,b] si y solo
si la funcion v es diferencia de funciones mondtonas.

Veamos la estructura de espacio vectorial. Para ello es necesario que se cumplan

ocho propiedades, que estan expresadas en el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. Sea R el cuerpo de los nimeros reales, entonces BV [a,b] es un espacio
vectorial sobre R.

Demostracion.

Como BVa,b| es un subconjunto del espacio vectorial de todas las funciones

definidas en |a,b], entonces es suficiente demostrar que
Va, y u,ve BVia,b] au+ v € BV]a,b].

Sin embargo, para un mejor entendimiento del lector, demostraremos todos los

axiomas que definen un espacio vectorial.

Para verificar que BV [a,b] es un espacio vectorial sobre R, deben cumplirse los

siguientes ariomas:
(i) Para todo u,v se cumple que u+v € BV]a,b).
(i1) u+ (v+w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € BV|a,b].
(111) Hay un 0 en BV|a,b], tal que w+ 0 =0+ u = u, para todo uw € BV [a, b.
(iv) Para todo w € BV[a,b] hay un —u en BV]a,b], tal que u + (—u) = 0.

(v) Para todo o, 3 en R y u en BV[a,b], se tiene que o+ (5 -u) = (a - ) - w.
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(vi) Para todo o, 3 en R y u en BV[a,b], se tiene que (a+ ) -u=a-u+ (- u.
(vii) Para todo o en R y u en BV{a,b], se tiene que - (u+v) =a-u+a-v.
(viii) Para todo w en BV]a,bl], se tiene que 1 -u = u.

(1) Sean u,v € BV[a,b], entonces
Viutv) = sup Z |(u(t;) +v(t;)) — (u(tj-1) + v(tj1))|
= SUPZ |(u(ty) — ultj—1)) + (v(t;) — v(tj-1))]

< supZ|u —u31|+supZ|v

= V(y [a b]) + V(u;[a, b]) <

luego

u+v € BV]a,b].

(11) Sean u,v,w € BV [a,b], entonces

Viu+(v+w) = sup Z [(u(ty) + [v(t;) +w(t))]) — (u(tj—1) + [o(tj-1) +w(t;-

= SHPZ| )] +w(t;) = ([ultj—1) + v(tj-1)] + wit;-

= V((u+v) + w).

Por otro lado,

n

)]l

1)

V(lutov)+w) = sup D I([ulty) +v(t)] +w(ty)) = ([wlti—1) + v(t;-)] + w(ty-))]

IN
n
=
T
=
=~
—+
<
~
|
=
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n
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j=1 j=1
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Luego por (i) V((u+v)+w) < oo, y por la hipdtesis V(w) < oo, entonces
V((u+v)+w) <V(u+v)+ov(w) < oo.

Asi
u+ (v+w)=(u+v)+we BVia,bl.

(111) Sean 0 y u en BV[a,b], entonces la siguiente expresion es vdlida
V{u+0) = sup > Iulty) +0) = (ulty—1) +0)]
j=1
= sup D 10+ ut;1)) = (04 ult;1))l
j=1

= sup > _Ju(t;) — ult;_1)|.
Lt
Por lo tanto,

V(w+0) = V(0+u)

= V(u) < o0o;

en CONSecuUencla

u+0=04u € BV]a,b.

() Sea uw € BV][a,b], entonces
Viu+t(-u) = Slrllpz |(u(t;) + (—ult;)) — (u(tj-1) + (u(t;-1)))]

= s[ﬁpz |(u(t]) — u(tj)) - (U(tj—l) - u(tj—l))’

= 0<o0;

por lo tanto u+ (—u) =0 € BV]a,b)].
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(v) Sean o, € R yu € BV]a,b], entonces

Por otra parte,

Via-(B-u)) = sup Z oo (B - ulty) —a- (6 -ultj-1))|

= Yl Au(t) — (o Butts )
= V({(a-p)-u).

Vila-f)-u) = sup Z (- Blulty) = (- Bult;)]

= s%p Z |(a U(tg—lm
= supZ|( (tj-1))l
- supZ] i) —u(tj—1))| < oo

como resultado o - (B -u) = (a- ) -u € BV|[a,b].

(vi) Sean o, 3 € R

V(e +5)-

u)

IN

IN

u € BV]a,b], entonces

sup D [(ar+B) - u(ts) = o+ 0) - ut;)
Sﬁpz o u(ty) + 8- ulty)] — [a-ultj—1) + B ul(t;-1)]|
sup Z [ u(ty) = a-u(ty1)] +[8 - ulty) = B - u(t;)]]

sup > fa - ult;) — - ulty-)| + sup Y |8+ ulty) = B+ ult;-)] < 00
j=1 j=1

V(e -u) + V(8- u) < oo.

Consiguientemente

(a+p) - u=a-u+ [ -u € BVa,b.
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(vii) Sean u,w € BV]a,b] y a € R, entonces
Vi (e u) = 3l ult) 0it) - () + )
= Y (o ulty) — o w(t)) — (ot )+ wlt )
_ Via-u+ a-u)
Luego
Vieutaw) = s%pf; - ults) — 0 w(ty)) — (- ulty ) + - wlty 1)
- Yl ult) - a(t) + 0wt =it )

< Slrllpz - ult;) —a-ultj-1)| - SII}IPZ |- w(t;) +a-w(tj-1)] < oo,
j=1 j=1
= V(o -u) + V(ia-w) < oo;

ast

a-(u+w)=a-u+a-w € BVia,b|.

(viii) Sea w € BV[a,b] y 1 € R de modo que
V(l-u) = Slrllpz 1 u(t;) — 1 u(tj-)]
j=1

= s[l}[pz |u(tj) - u(tj—1>|

= V(u);

concluyendo que

l-u=u € BV]a,b.
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Hemos visto hasta este momento que BV|[a, b] es un espacio vectorial.

Ahora probaremos que BV[a, b] es un espacio normado, para lo cual definiremos la

siguiente funcién || - || pyie, del espacio BVa,b] a valores en R por

||l Bviap = [u(a)] + V (u;[a,b]), para todo v € BV]a,b].

Teorema 1.3.2. El funcional || - ||pvey @ BVl]a,b] — R es una norma, es decir,

| - [|Bviay satisface las siguientes propiedades:

(a) ||ullpviap = 0 para todo v € BV|a,b],

(b) ||ullBvias =0 siy solo siu =0,

(c) || Aul|Bviay = |A|-||w|Bviey para todou € BV |a,b] y para todo escalar X € R,

(@) u+ wllpvias < lullpvian + lwllsvis para todou,w € BV a,b).
Demostracién.

(a) Sea uw € BV|a,b|, entonces

[ull Bvias) = lula)] + V (u; [a, b]).

De la definicion del médulo |u(a)| > 0 y por la proposicion (1.2.1) de funciones

con variacion acotada, se tiene que V(u;[a,b]) > 0, obteniendo asi
[ullBviasr = lu(a)] + V (u; [a, b]) = 0.
(b) Si ||ullBviep = 0 se tiene que

lu(a)| + V(u;la, b)) = 0 siy solo si

@] = 0y Viufab))=0.

De esta forma por la proposicion (1), obtemos que u es constante e igual a cero.

En consecuencia,

|u||gvias =0 siy solosi u=0.
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(¢c) Como u € BV]a,b] y A € BV|a,b], entonces

Aull = [Au(a)] + V(Au; [a, b])
= [Alua)[ + [ALV (u; [a, ])
= [Al(Ju(a)[ + V(u; [a, b]))

= Al llullsyviay -

(d) Supongamos que u,w € BV]a,b].

Como BV|a,b| es un espacio vectorial, se tiene

|lu+wlpvey = [ula)+w(a)]+V(u+w)

= |u(a) +w(a)| + S%P Z [(u(ty) +w(ty) — (u(tj—1) + w(tj—1))|

= |u(a) + |+SupZ|u ) —ultj-) |+SupZ|w (tj-1)]

= Ju(a) +w(a)| +V(u ,[a,b]HV( @, 0]).

Luego, debido a la desigualdad triangular, tenemos:

A

lu+wllpviay < |u(@)] + w(a)] + V(u; [a,b]) + V(w; [a, b])
< (lul@)l + V(u; [a, 0])) + (lw(a)| + V(w; [a, b]))

IN

||UHBv[a,b] + ||w||Bv[a,b]-

A continuacién demostraremos que el espacio BV [a, b] es completo.
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Teorema 1.3.3. El espacio (BVa,bl, | - ||Bviay) es un espacio de Banach.
Demostracién.
Sea {u,} una sucesion de Cauchy en (BV]a,b],| - ||gv). Entonces, dado € > 0 eziste

N, tal que sin,m > N, se tiene

||un - umHBV[a,b} < €.

Sin pérdida de generalidad supondremos que u,(a) = 0,n > 1. De la desigualdad
anterior resulta:

V(tup —um) <€, mn,m>N.

Usando la definicion de variacion y la relacion anterior tenemos:
|(tn, — U ) (t) — (U — um)(s)] <€, n,m >N, t,s€]|a,b].
En particular, tomando s = a, obtenemos que
|un(t) — un(t)|| <€ mn,m>Vtéela,b].

Como resultado, la sucesion {u,} es una susecion uniforme de Cauchy en el intervalo
la, b].
Como R es completo, existe una funcion u : [a,b] — R tal que:

w(t) = lm u,(t), tE€[a,b].

n—-auoo

De igual modo, se tiene que V(u, — ty,) < n,m > N resulta

€
9 )

lm V(u, — ) < n>N

m—->00

[\Dlm

Por lo tanto,

n

> Jult;) = ult;-y)]

Jj=1

IA

Z|u — un(t;) — (ultj—1) — un(tj—1) |+Z|un — Un(tj-1)]
V(un —u) + V(uy,)

IA

< e+ M.
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V(uy,) estd acotada por ser {u,} una sucesion de Cauchy en BV |[a,b|.
Ast,
V(up, —u) <e+M n>N.
Luego,

u € BV[a,b y u, converge a u en la norma || - || viay-

Ahora presentamos la demostracion del resultado de Jordan (ver [15]) en 1881:

Teorema 1.3.4. La funcion v € BV]a,b] si y sdlo si existen funciones uy, us mondtonas
en [a,b] tales que u = uy; — uy.
Demostracién.

Si uy, us son mondtonas no es dificil verificar que u = uy — us € BV[a, b].

Ahora, supongamos que u € BV [a,b] y definamos las siguientes funciones Dy, My :

la,b] — R, por:

pu(t) = =(Vu(t) +u(t) —ula)), tE€la,b],

N — Do —

m(t) = S(Vu(t) —u(t) +u(a)), telab],

donde V,(t) = V(u;[a,t)).
Sean t,s € [a,b],t < s. Entonces usando las propiedades (d) y (g):
1
pu(s) = pult) = 5(Vuls) + Vult) + ult) — u(s))

= 5V ) + u(t) — u(s)) > 0.

Luego p, es una funcion creciente y como py(a) = 0, resulta que p, > 0.

De manera similar se verifica que 1, es no negativa y creciente.

Ma(s) =nu(t) = 5 (Vuls) = Va(t) + ult) + u(s))

(Vu; [t, s]] + u(t) +u(s)) > 0.

N — DN —
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Ahora bien de las definiciones de p, y n, resulta que

u=pu— (1 — u(a)).

También,

Viu(t) = pu(t) + (1),

Definicién 1.3.1. (Algebra compleja asociativa)

Se dice que (A,-) es una dlgebra compleja, si A es un espacio vectorial complejo,
- AX A — A es una operacion binaria bilineal (distributiva y homogénea) con respecto

a las operaciones lineales en A.
Se dice que (A,-) es asociativa, si la operacion - es asociativa.

Se dice que (A,-) es conmutativa, si la operacion - es conmutativa.

Definicién 1.3.2. (Algebra con unidad)

Sean A una dlgebra asociativa y e € A. Se dice que e es el elemnento unidad de

Asiae=ceca=a V ac€ A.

Si existe una unidad en A, se dice que A es una dlgebra con unidad.

Definicién 1.3.3. (Algebra de Banach)

Se dice que (A, || -]|) es una dlgebra de Banach si:
(i) (A,-) es un espacio de Banach complejo,
(i) (A, ]l -||) es una dlgebra compleja asociativa;

(i) Nla- Bl < llell - 18l ¥ .8 € A.

En 1987 L. Maligranda y M. Orlicz (ver [17]) obtienen un resultado que puede
ser utilizado para probar que ciertos espacios de funciones de variaciéon acotada es

un algebra de Banach. De hecho, estos matemaéaticos demuestran que los espacios
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RBV[a,b] y BV,|a,b] tienen este tipo de estructura, donde RBV[a,b] se define con la
p—uvariacion acotada en el sentido de Rieszy BV,|a,b] corresponde al cldsico espacio de
p—variacion acotada en el sentido de Wiener (para mas detalles ver [18]).

A continuacién enunciaremos el resultado anteriormente mencionado.

Lema 1.3.1. (Maligranda-Orlicz [17]) Sea(X, || - ||) un espacio de Banach de funciones

acotadas u : [a,b] — R, tal que X es invariante bajo el producto usual de funciones y
[ - ol] < Julloo - ol + [lull - vl w,veX

Entonces el espacio de X con la norma

Al =11 1 Mloe
es un dlgebra de Banach. Adicionalmente, si la convergencia en la norma || - ||1 implica
la convergencia en la norma || - ||« , entonces las normas || - || y || - |1 son equivalentes.

Por otra parte, si existe ¢ > 0 tal que ||u|lo < c||ul], v € X, entonces X con la

norma || - ||2 = 2¢|| - || es un dlgebra de Banach.
Corolario 1.3.1. BV(a,b] es un dlgebra de Banach respecto de la norma || - ||viap-
Demostracion.

Apliquemos el Lema de Maligranda-Orlicz para deducir que BV [a,b] es un dlgebra

de Banach.

Sean u,v € BV [a,b]. Entonces,

u(z)o(z) —uly)o(y)] = [u(@)-|v(z) = vy + o) - [u@) = uy)]

< ulleolv(@) = v(y)| + [[vllsolulz) — uly)]
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Luego
lu-vllsviay < 2fu(a)l-|v(a)] + S‘;}pz u(t;)o(t;) — ultj-1)o(tj-1)|
= 2fu(a)]- [v(a)] + sup Z [u(t;)(v(t;) —v(tj-1)) — vlt;)(ult;) — ult;-1))]

= 2|U(a)|'|U(a)|*‘S?f)zijlldfj)v(tj)‘— u(tj)v(tj-1) — (v(tj_)ultj—1) —v(tj1)ulty))

[ulloolv(@)] + lvlloo|ul@)] + l[vlloc|u(@)] + [lullocV (v) + [0l V (w)

IA

< lullsollvllzvias + lvllscllullBvias:
Por otra parte, sabemos que
|u(t) — u(a)] < |lullBvias, ¢ € la,b].
Entonces,
[u(®)] < [ua)| + l[ullBviay < 2lullvian, t € [a,b].

Por lo tanto,

[ulloe < 2[|ullBviat-

Asi pues, por el Lema de Maligranda-Orlicz, resulta que el espacio BV [a,b] es un

algebra de Banach con cualquiera de las normas

-l =1 lsvias + 1 - lloo
1Ml = 4l lBvias,
las cuales son equivalentes a la norma || - || Byiap-

O

Hemos comprobado que las funciones de variacién acotada se pueden caracterizar
por medio de diferencia de funciones monoétonas. En el caso que v ademas sea continua,

Banach establecio la llamada indicatriz y obtiene otra caracterizacion.
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En 1925 Banach (ver [1]) introduce la indicatriz de una funcién continua u, la cual

se denota por [, y es una funcion definida como sigue:
I, : [inf u, sup u] — [0, 00)
donde I,(z) es igual al nimero de valores de = € [0, 27] para el cual u(z) = y.

Ejemplo 1.3.1. Sea u = sin(z), entonces para x € [—1,1] la indicatriz de Banach

resulta:

I,:[-1,1] — [0,00), V z€[-1,,1].

I(-1) =1
1,(0)=3
L(1)=1

Figura 1.2: Funcién I, (z)

Teorema 1.3.5. (Teorema de Beppo-Levi) Sea (X, A, u) un espacio de medida y sean

Up : X — [0, 00]
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con {un},cn una sucesion de funciones medibles Borel no negativa, es decir,

up(x) >0 VeeX

Uy | dp = /und,u.
Proposiciéon 1.3.1. Sea u :

: [a, b)) — R una funcion continua, y I, : R — Ny U {oo}

la indicatriz de Banach. Entonces la igualdad

Entonces

o0

Var(u; [a, b)) :/ I,(z)dx

es cierta. En particular, w € BV[a,b] si y solo si I, € Li(R).

Demostracién.

h—
Paran=1,2,3,... yk=1,2,...,2"' hacemos by, ::k( @)

o Y

Al,n = [CL, a + 51,71)7 A2,n = [a + 51,717 a + 52,n)7 <
coyDonm1 = [a+ G119 p,a+ don-1,),  Agn = [a + Jon—1,].

Ademas, para k=1,2,...,2" denotamos

My = If{u(z) : v € Ay}, My, =sup{u(z) :z € Ay,

y definimos las funciones:

Grn(T) == Xu-1(y)nA,, - R — {0,1} vy g, R — Ny

por

—_

. st u(r) =y para algin x € Ay, ,
Gren(T) 1= Xumr(p)na,, =

, en otro caso.

gn(y) = ng,n(y)-
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La monotonia resulta de 2" > 2" es decir, gni1(y) > gn(y).

Afirmamos que la sucesion (gn), converge puntualmente en R a la indicatriz de
Banach I,,(z) de u.

En efecto, supongamos primero que I,(y) = m, y sea u='(y) = {x1,29,...,Tm}
denotado como el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion u(z) = y.

Escogemos N € N tan grande que 27V < min{x; —z; : 1 < i,j5 < m,i # j};
entonces paran > N todos los elementos en u™*(z) pertenece a diferentes intervalos Ay,
y ast, go(z) = m.

Similarmente, en el caso I,(y) = oo un razonamiento andlogo demuestra que

gn(x) — 00 cuando n — oo.

Ademas,
oo 27L
| oy =Y (M~ )
% k=1

El lado derecho de la igualdad tiende a la integral de I,, por el teorema de Beppo
Levi, y el lado derecho tiende a la V|u;[a, b]].



CAPITULO 2

FUNCIONES DE o—VARIACION ACOTADA
GENERALIZADA EN EL SENTIDO DE WIENER

En el ano 1924 N. Wiener [21] generaliza el concepto de variacién acotada dado por
Jordan, hoy es conocido como p-variacion acotada en el intervalo [a,b]. Trece (13) afios
mas tarde, en el ano 1937, L.C. Young [22] generaliza la nocién de Wierner al caso de
p-variacion acotada en el intervalo [a, b], donde ¢ es una @-funcion.

A continuacion, presentaremos la definicion de o-funcion y algunas propiedades de

las funciones de p-variacion acotada en el sentido de Wiener, dadas por Chistyakov (ver

[9])-

2.1 op—funcion

Definicién 2.1.1. Se dice que la funcion ¢ : [0,00) — [0,00) es una @—funcién si
satisface las siguientes condiciones:

(i) ¢ es continua en [0, 4+00),

(i1) ¢(t) =0 sdlo para t =0,

47
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(i1i) o(t) — oo cuando t — oo,

(iv) ¢ es no decreciennte (t1 < toa = (t1) < @(t2)).
A continuacién mostramos algunos ejemplos de p—funciones.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos p € (0,4+00),C > 0 y definamos ¢ : [0, +00) — [0, +00)
mediante la expresion:

o(t) = C.tP,

ke

Figura 2.1: Funcién ¢(t) = C.t? para p > 1.
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¥

Figura 2.2: Funcién ¢(t) = C.tP para p < 1.

Entonces ¢ satisface las condiciones de la definicion de p—funcion, ya que:
(i) ¢(t) es continua en [0, 00).
(i) p(0)=C-0P =0 como p# 0 tenemos »(0) = 0.
(#ii) Dado que p > 0, entonces tlir)noo C.tP = .

(iv) Supongamos que t; < tg, como la funcion In(t) es creciente entonces p(t) = C.t* es

creciente.
Asi pues, p(t) < p(t+1).

Ejemplo 2.1.2. Sea ¢ : [0, +00) — [0, +00) definida por

Sp(t) = et - 17
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Figura 2.3: Funcién ¢(t) = e' — 1.

Entonces ¢ satisface las condiciones de la definicion (2.1.1) ya que
(i) (t) es continua en [0, +00).
(1) (0)=e"—1=1-1=0.
(iii) t@loo(et —1) = oo0.

(iv) Veamos que ¢ es no decreciente

m{* ~
— —
IAN N
o S

N}

[
~+
—
|
—_
IA
®
~
N
|
—

De modo que,



Cap. 2 Funciones de ¢p—Variacion Acotada Generalizada en el sentido de Wiener 51

Ejemplo 2.1.3. Sea ¢(t) =1In(t + 1).

¥

Figura 2.4: Funcién ¢(t) = In(t + 1).

Veamos si p(t) satisface la definicon de o—funcion:
(i) p(t) es continua en [0, +00).
(11) ¢(0) =1In(0+1) =In(1) = 0.
(i1i) tlir}noo(ln(t +1)) = 0.
(iv) Supongamos que p(t) no es no decreciente, entonces

p(t) > @lt+1)
In(t+1) > In((t+1)+1)
In(t+1) > In(t+2)

t+1 > t—+2.
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Esto es una contraccion.

Entonces ¢(t) es no decreciente.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos ¢ : [0, +00) — [0, +00) definida como

2, si tel0,1]
p(t)=1q 1, si te (1,2]
t—1, st t> 2.

0 1 2 3

Figura 2.5: Funcién ¢(t).

Efectivamente ¢ es una p—funcion:
(i) o(t) es continua en [0, +00).

(ii) p(t)=t>en 0<t <1, y (0)=0.
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(117) th o(t) = th’m (t—1) = oc.
(iv) Notemos que p(t) es no decreciente.
Caso 1: t € [0,1]

o(t+1)

g
=
A

&
IN

(t+ 1)

2 < tP42t+1

1 < 2t+1.
Entonces o(t) < p(t +1).
Caso 2: t € (1,2]
p(t) < e(t+1)
1 < 1
Caso 3: t>2
p(t) < plt+1)
t—1 < (t+1)—1
t—1 <t
-1 < 0

De esta manera, por los casos 1, 2y 3 se tiene que

o(t) <p(t+1).

Definicién 2.1.2. Sea ® el conjunto de todas las funciones convezas ¢ : Rt — RT que

se anulan sdlo en x =0 (y son continuas en RY),

o Z{@Esz lim @:O} y I=[a,b)CR

s—0 S
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un intervalo fijo cerrado con a,b,c € R, a < b.

Definicién 2.1.3. Dada p € ® y X > 0, se define la siguiente funcion:
s +
gpA(s):g0<X>, s€R™.

2.2 p—Variacion Acotada en el sentido de Wiener

La clase de las funciones de p—uvariacion acotada en el sentido de Wiener, donde
1 < p < o0, fue introducida por N. Wiener en 1924 (ver [21]) y posteriormente, en el afio
1937, fue generalizada por L. C. Young para el caso de funciones de ¢—wvariacién acotada,
(ver [22]) donde ¢ es una p—funcién (ver Definicién 2). En esta seccién expondremos el
concepto de las funciones generalizadas de p—wvariacion acotada en el sentido de Wiener,

estudiadas por Chistyakov (ver [9].)

También queremos hacer notar que el rango de accion de las funciones estudiadas
en el capitulo I estaban contenidas en el conjunto de los niimeros reales, en esta seccion
expondremos la nocion y algunos resultados en el caso de funciones a valores en un espacio

métrico o normado.

Definicién 2.2.1. (p—wvariacion)

Si (M, d) es un espacio métrico y ¢ € ®, decimos que una funcionf : I — M es

de:

(a) p—wvariacion acotada en el sentido de Wiener si
) = vl D) =5 Y- o d (1), so) ) <o
i=1

Donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas & = {x;}, del

intervalo I, es decir, m € N y

a =20 <1< < Tpy_1 < Ty, =b;
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(b) p—wvariacion acotada generalizada en el sentido de Wiener, si existe una constante
A > 0 (generalmente dependiente de f) tal que vy, (f) < 0o; en este caso definimos

la p—wvariacion de f por:
Pe(f) = poalf, I) = mf{A > 0wy, (f) < 1}

Para ¢(s) = s? (s > 0,q > 1), el valor v,(f) con ¢ = 1 corresponde a la clésica
variacién en el sentido de Jordan (Ver Definicién 1.1.1), con 1 < ¢ < oo, sin pérdida de
generalidad, haciendo ¢ = p se tiene otro tipo de variacién de funciones que generaliza el
concepto dado por Jordan y fue presentado por N. Wiener en 1924 [21], y actualmente
conocido como p—wariacion en el sentido de Wiener (1 < p < c0). Este espacio vectorial

estd constituido por aquellas funciones u : [a,b] — M, tales que el nimero
n
V¥ () = V¥ (s [a,0]) := sup Y |u(t;) — u(t;1)[”

es finito, donde el supremo es considerado sobre el conjunto de todas las particiones
Tia=ty <ty <---<t, =0 del intervalo [a,b].
Al nimero V;)W(u) se le denomina p—wvariacion en el sentido de Wiener de la

funcion wu, en el intervalo [a,b].  La clase de funciones u : [a,b] — M que tienen

p—wariacion finita en el sentido de Wiener en el intervalo [a,b], se denota por V,[a, b].

2.3 Algunas propiedades de las funciones de
p—Variaciéon Acotada en el sentido de Wiener.

Esta seccion presentamos algunas propiedades de la clase de funciones de p—variacion

acotada genealizada en el sentido de Wiener, dadas por Chistyakov en [9]
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Proposicién 2.3.1. Sean ¢ una @-funcion y u : [a,b] — M, entonces:
(i) La funcion V)V (-) : VV]a,b] — R es par, es decir,

VVi(u) = V¢W(—u).

©
(i) V}V(u) =0 siy sélo siu es constante.
iii) Si VIV < 00, entonces u es acotada en |a, b].
)
(v) @ es conveza si y sélo si V)V (-;[a,b]) es convera.
Demostracién.

(1) Se deduce de la definicion de p-variacion.

(i1) Siu es constante, entonces de la definicion de p-variacion resulta que V" (u) = 0.

Como V)V (u) = 0, tenemos que:
W
0= V¥(u) 2 p(lu(t) — u(@)l) 20, ¢ € o8]

Luego,
p(lu(t) —u(a)]) =0, t€la,b].

Como esta funcion se anula solamente en cero, resulta que
u(t) =u(a), tE€la,b]

y por lo tanto u es constante. En particular, si u(a) = 0 tenemos que chw(u) =0

sty solo siu = 0.

(11i) Supongamos que u € V¢W[a, bl y que u no es acotada, entonces existe una sucesion
{tn}n>1,tn € (a,b], n=1,.., tal que |u(t,)| — oo cuando n — oo. Asi ocurre
que:

e(Ju(tn) —u(a))) <V (u), n=1,2,..
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m p(Ju(t,) —u(a)]) < V) (u), n=12,..

n——ao0o

En consecuencia, V)" (u) =00, ya que |u(t,) —u(a)] — oo

o(|u(ty,) —u(a)]) — oo cuando n — oo, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto u es acotada.

(iv) Supongamos que ¢ es convezra y sean u,v : [a,b] — R, y «, B € [0,1], tales que

a+pB=1.

Dada una particion m:a =1y <ty < --- <t, =b de [a,b] resulta:

aV¥ (u) + 8V, (v) = asup Y o(u(te) — ulti-n)]) +Bsup Y o(lo(ty) = v(ti-)])

> sup > la(lulte) = ulte-0)) + Be(lo(tr) = v(te-1)))-

Como ¢ es convexa y no decreciente tenemos:

sup ) _[ap(fu(t) — u(te)|) + Be(u(t) = v(ti-1)])

T k=1

sup ) lla(ult) — u(tir)) + B(o(tr) = v(te))])

T k=1

v

= sup » ¢(|(au+ Bv)(tr) — (cu+ Bv)(t-1)|)

s

= V. (au+ pv).

Por lo tanto

VIV (au + o) < aV) (u) + BV (v),
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para todo o, B € [0,1], tales que o+ =1
Y ast,

VV(-),  es conveza.

Supongamos que VQDW(-) es convera.

Sean x,y € [0,400) y w,v:[a,b] — R, definida por:

De la definicion de u tenemos

V') = sup ) olfulty) = ulti)))

™

= sup(plu(tr) — ulto)]) + Y e(|ulte) — u(ty_1)|)
u k=2

= sup p(z)

= ().

De manera similar resulta

V)=o) y VV(eu+pv)=plaz+pPy); aBER.

Como VV(-) es convera, se tiene
plaz + By) = V¥ (au+ pv) < aVl (u) + BV, (v) = ap(z) + Bely),

para todo o, B € [0,1] tales que o+ 3 =1 es decir, ¢ es conveza.
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g

Observaciéon 2.3.1. En la proposicion anterior, la funcion ¢ no necesariamente tiene

que ser convexa. Si @ es una funcion convera, tenemos que:
p(lu(t) —ula)]) <V (u), t€[ab],

luego

u(t) —u(a)] < 9™ (V" (w)), tE€ la,b],

por lo tanto,

lulloe = sup{lu(t)] : ¢ € [a,0]} < @™ (V" (w)) + [u(a)].

2.4 Inmersién de los conjuntos V,(I; M).

En estd seccién estudiaremos la inmersion de los conjuntos V,,(I; M) correspondientes

a diferentes funciones ¢ € ®. Tal analisis nos motiva a la definicién del espacio W.,(1; M).

Para nuestra finalidadad, enuciaremos las siguientes dos proposiciones que son

resultados de Orlicz, y cuyos detalles de la demostrarcién se encuentran en ([19]).

Posteriormente se demuestran tres lemas que orientan el resultado de esta seccion.
Proposicién 2.4.1. Si p € /P, entonces:
- p(s)
1. ¢'(0) = inf —= > 0.
P0) =M=

2. V(I M) = V(I; M).

3. pt)+o(s) <p(t+s) t,seRT siempre que vy(u) < p(v((w)).

Proposicién 2.4.2. Las siguientes propiedades de v, son conocidas:

1. vy(u, J) <wyl(u,I) siJ CI.
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2. v,(u, [a, x]) + vy(u, [x,b]) < vy(u,[a,b]) sia <ax <b.

3. vu(u, I) < 1}1;m inf vy, (fi, I) si w, C M! converge puntualmente en I, u € M' y

o C ® converge puntualmente en Rt a p € ® cuando k — oo.

Proposicién 2.4.3. Sean o, € ® y (M,d) un espacio métrico. Dada la siguiente

condicion:
si existe ¢ >0 y so >0 tal que (s) < cp(s) para todo s € [0, s (2.1)

entonces V,(1; M) C Vi (I; M). Reciprocamente, si (M, |e|) es un espacio lineal normado
y Vo (I; M) C Vy(I; M), entonces la condicion (2.1) es cierta.

Demostracién:

Demostraremos primero que para cualquier sy > 0 existe un ci(s1) >0, tal que

¥(s) < c1(s1)p(s) para todo s € [0, so).

Si s1 < s, en virtud de (2.1) consideremos ¢y(s1) = ¢ y si s1 > so podemos tomar

Como para todo s € [sg, s1] tenemos,
v | )
S1 S
p(s) _ elso)
S So
W) g(s)
o) el
De aqui resulta:
U(s1) @(s) _ Y(s1) ¥(s1)
Y= 06 w0 " T a0 ) = e
Dado que w € V,(I; M), es acotada, es decir, w(u) = sup d(u(z),u(y)) es finita,
z,yel
se tiene

Pld(u(r),u(y))) < cr(w(w))ed(u(z), uly))) Va,yel.
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Lo cual nos da
vg(u) < cr(w(u))ve(u) o6 uwe Vy(l,M).

Ahora supongamos que la condicion (2.1) no es cierta.

1
Dado n € N, se define s,, € RT por: ¢ (son = —2> .
n
Entonces eziste s, € [0, so,,] tal que ¥ (s,) > ne(sy), denotemos
1 2
kn:min{kEN:ﬁgkw(sn) <ﬁ},pamn€N y ko =0.
Sin € Nym € N son tales que ki +ko+---+kp1 <n < ki+kot---+kn_1+kn

denotemos s, = s, y s, = 0 de aqui se tiene que la serie E ©(s)) converge. Mientras

n=0

que P(s)) diverge.
> vls,
n=0

Sea {xn}:o:() una sucesion creciente fija en el intervalo abierto (a,b) y f € M

con |f| =1, definimos la funcion u : [a,b] — M por:
wx,) =5 f neNU{0} yu(z)=0 para z#x, n=0,1,2,...

denotaremos los conjuntos A, B,C, D de la siguiente manera:
A={iti1#x;y t; #x;, dondej=1,...,n}
B={i:tiw=x;y t; #xj, dondej=1,...,n}
C={i:ti1#z;y t,=xj, dondej=1,...,n}
D={i:tiy=x;y t;=u;, dondej=1,...,n}

Como para cualquier particion a =ty <ty < --+ < t,,_1 = b de [a,b] tenemos
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Yoelult) —ut)l) = Y e (ult) = ulti)))

=1 i€A

+ Z @ (Ju(t;) — u(ti-)])

i€B

+ > o (ut) —u(ti))

1eC

+ > o (ut:) —u(ti))

€D

Zw( =il 1)

- Zso (Ist,])

IN

IN
DO
1]

AS
—
&~

Asi

Zw(\U(ti) - ) < 2Z<P Si.) Z o(lsy, — s,.,1) < 4Z¢(8§)

entonces v,(u, [a,b]) < oo

Por otra parte, en la particion a =ty < t; < -+ < ty_1 < to,, = b de [a,b] tal que

toir=m; 1=0,1,2... 0m—17yty = —<xi_12+ xi), 1=1,2,...,m — 1 encontramos
que
Z¢ lu(t; Z sy.) donde Vy(u;[a,b]) =
i=0
0
Observacion 2.4.1. En particular la proposion (2.4.3) implica que si lim #(s) > 0,

s—0t S8

entonces Vi (I, M) =V (I,M).
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Si ¢ € ® satisface la condicion Ao, entonces

2
lim sup #(2p)

< 0
p—0 90(:0)

es equivalente a:

Ezisten constantes ¢ >0 y so >0 tal que p(2s) < cp(s) Vs € [0,so).

Observacion 2.4.2. La condicion (2.1) es equivalente a la siguiente:
Vsp > 03 co(s1) >0 tal que p(2s) < co(s1)p(s) Vs € |[0,s] (2.2)

en efecto, para s1 < sg Yy St S1>Sy Y So < s <8 entonces

©(2s1) ©(s) ©(2s1) ©(251)
o@5) ps) 2 T o) P S g P

El siguiente lema demuestra que V,,(/; M) no es un espacio lineal, en general cuando

p(2s) <

M es un espacio normado. Al mismo tiempo la convexidad de ¢ € ® implica que V,,(I; M)

es convexa y u — vU,(u) es un funcional convexo es decir:
Vp(Ou+ (1 = 0)g) < vy (u) + (1 —0)v,(g), u,g € Vo(I; M), 6[0,1].

Asi, si (M, d) es un espacio métrico y ¢ € ®, entonces por la proposion (2.4.3), se
tiene que:
si 0<A<1
Vo (I, M) C V,(I,M)

si A>1
Vo(I, M) C V,, (I, M).

En efecto, para demostrar que la inclusién contraria es cierta
Vo (I, M) C V,(I,M) con A >1

por la proposién (2.4.3) es suficiente que ¢ satisface la condicion AY.
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Esta es la motivacion que hemos intoducido para el espacio de interes como lo es el
espacio de funciones de p—wariacion acotada generalizada en el sentido de Wiener para
cualquier ¢ € ®:

Wo(I,M) =V, (I, M) = | JV,,(I, M).

A>0 A>1

Proposicién 2.4.4. Sea M un espacio normado y ¢ € ®. Entonces V,, = V,,(I,M) es

un espacio lineal si y sélo si ¢ satisface la condicion AY.

Demostracién:

Si V., es lineal, entonces 2u € V,, para toda u € V,,, por lo tanto V,, C V,, con

¥(s) = p(2s); s > 0 por la proposion (2.4.3) anterior, existen constantes
¢ >0y so > 0tal que p(2s) = 1(s) < cp(s) Vs € [0, so).

Ahora, supongamos que ¢ satisface la condicién AJ.

Sean u,g € V,, tal que w(u) < yw(g) <7, c€R y m e N el entero més

pequeno para que |c| < 2™.

De las siguientes desigualdades:

vp(u + g) < co(70) (v (1) + vp(9)),

Ucp(c u) < (CO(Zm_er))mUso(f)'

Obtenemos la linealidad de V,, donde la funcién cy(s1) estd definida en (2.1).

Proposicién 2.4.5. Si ¢ satisface la condicion AY, entonces V,(I, M) = W,(I, M).
Reciprocamente, si M es un espacio normado y V,(I, M) = W (I, M), entonces ¢

satisface la condicion AY.
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Demostracién:

La inclusién V,,, (I, M) C V,(I, M) y el Lema 3 nos lleva a la existencia de

c>0y so>0,

tal que

o(s) Sco(3) ¥ se0sl

Dado u € W,(I,M), la g—wvariacidn precisa p,(f) estd bien definida, como

Ve(f)

< L7 > 1.
Vo, (u) < N A >

2.5 Propiedades Principales de p,.

Las principales propiedades de p,, son presentadas por Chistyakov (ver [9]), sin em-

bargo, las desarrollaremos en el siguiente lema donde la funcién ¢ es p—funcién.
Proposicién 2.5.1. Dado (M, d) un espacio métrico, p € & y uw e W,(I, M), tenemos:
(a) d(u(z),u(y)) < ¢ 'py(u) ¥V x,y €l
(b) Si A =p,(u) >0, entonces vy, (u) < 1.
(c) SiX>0, entonces py(u) < A, si y sdlo si vy, (u) < 1.
(d) SiA>0yV,, (u) =1, entonces py(u) = .

(e) Si una sucesion {uy} C W,(I, M) converge puntualmente en el intervalo I a u

cuando k — oo, entonces p,(u) < lll;m inf p,,(uy).
(£) pe(u) < v(u)/e™'(1), siue V(I;M).

(g) Six €l =]a,b], entonces p,(u,[a,b]) < py(u,[a,z]) + py(u, [x,b]).
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(h) Si M es un espacio normado, entonces W,(I; M) es un espacio lineal y p,(®) es

una semi norma en Wy (1; M).
Demostracién:

(a) Siped y A\>0 se tiene @A(s):go<

> ®w

Ademas,

De manera que,

¥

(et

Por definicion, p,(f) =inf{\ > 0: v,, (u) < 1}. Entonces,

© (w) < ka(u) <1 V> pgo(“)‘

Como ¢ es convexa, tiene inversa ' y aplicando ¢~ en la desigualdad tenemos

M <o o () <9 (1) Y zyel

Entonces d(u(z),u(y)) < Ap~1(1).
Tomando infimo sobre X\, tenemos
d(u(), u(y)) < pe(u)p~ (1).

(b) Elegimos A(k) > 1; k € N tal que A\(k) — A.

k—oo
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Por definicion de p,(f), tenemos que

Vppy() <1 VE€EN.

U@A (U) < U@A(k)(u) S 17
en virtud de la proposion (2.4.3),

Vg, < l};liigof U@A(k)(u) <1

(c) Supongamos p,(u) < X. Veamos que v, < 1.
Siendo p,(f) =nf {A>0: vy, (u) <1}. Como A > 0 entonces vy, (u) < 1.
Ahora, supongamos que vy, (u) < 1 y notemos que py(u) < 1.
Si py(u) = X por la parte (b) resulta v,(u) < 1.

Tomemos ju = py(u) entonces por la parte (b) tenemos vy, (u) < 1, por lo que

nos queda demostrar que

Si po(f) <A, entonces v, (u) < 1. (2.3)

En efecto, considerando j1 = p,(u) y teniendo en cuenta la convezidad de ¢ y

la inclusion de (b), tenemos,

v, (u) < (%) Vg, (1) < % <1

(d) Por (c), py(u) < X y por (2.3) tenemos py(u) = A.
(e) Es suficiente suponer que A\ = I};Ili?of po(ug) es finita.

Entonces py(uk,) tiende a X cuando ¢ — oo para alguna subsusesion {ug,}32,

de {u}32,. Asi, para cualquier € > 0, existe {,(€) € N tal que p,(ur,) < A+ € para
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(f)

(2)

todo £ > ly(€).

La definicion de py(uy,) implica que vy, (ux,) < 1, sil > ly(€). De esa manera

uy, converge puntualmente a uw en I cuando { — oo, obteniendo:

U%\-s-e(f) > lgrilgf U¢A+e(ukz) <1

donde,
po(u) < X+ € para todo € > 0.

Sea \ = li(u)

W’ supongamos v(u > 0), observemos que
¥

gy (1) < a(v(u)) =1,
aplicando (c) se tiene el resultado deseado.
Sean a < x < b, A =py,(u,[a,x]) y p=py(u,[z,b]).

Si A =0, entonces por (a), la desigualdad (actualmente la igualdad) es

notorio.
Sea A - > 0. Por (b) vy, (u,[a,z]) <1 yuvy,(u,|z,b]) <1

Por (c) obtenemos que py(u, 1) < A+ es equivalente a vy, (u,I) < 1. Por

lo tanto se demuestra la desigualdad.

Sea & = {x;}1", una particion de I, tal que xy_1 < x <z} para algin

ke{l,..,m}.

Por la convexidad y la monotonia de p, tenemos:

)\ .
T IUSD,\ (d(u(z;),u(zi_y))) i={1,--- , k—1},

e (o). ulon))) + T A, u(w),

xen (dlu(r), u(wi1))) < g du(z),u(zi)), i=k+1,.,m.

Oarp (d(u(zi), u(ri-1)))

IN

Pxru (d(ulzr), u(zg-1)))
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De ello se desprende

. A
;%w (d(u(z;),u(ziy))) < e (u, [a,z]) + )\iﬂvw (f, [z, 0]) <1,

ast,

Vg, (u, I) < 1.

(h) Supongamos que M es un espacio normado.

Siu,g € W,(I; M), entonces existe A >0 y >0 tal que

u e Vo, (I; M) yg eV, (I; M) y asi por la converidad de vy, tenemos que

J

Vorin+.0) € 550 () + T, (0) (2.4)

)\+uv
donde u +g € W,(I; M).

También es claro que c u € W,(I; M), si ¢ es un escalar y py(cf) = |c[p,(w).

Ahora bien sea el conjunto X = p,(f) y p = pe(g). Si A =0, de modo
que po(f+9) <A+ p, ysiX-p>0.

En virtud de (2.3) y (b) obtenemos:
(ut9)
<1
e ( Atp )~

Ast por la definicion de py, ypo(u+ g) < A+ p obtenemos la prueba.




CAPITULO 3

TEOREMA DE REPRESENTACION CANONICA DE
CHISTYAKOV

W. Serpinski (ver [20]) demuestra que si u es una funcién regular en R si y sélo
si es la composicién de dos funciones g y ¢, ¢ continua en R y ¢ mondtona, es decir,

u(t) = (goy)(t), te€R donde g es continua en R y ¢ es mondtona.

En este capitulo se hara la demostracion del Teorema de Representacion de
Chistyakov ([10]) expondremos dos lemas y algunas definiciones que se usan para obtener

la demostracion del Teorema de Representacién Candnica de Chistyakov.

3.1 Variacion acotada localmente

Definicién 3.1.1. (Variacion acotada localmente)
Una funcion u: E — X es de variacién acotada localmente si V (u; E®) < oo para

todo a,b € E;a <by se denota u € Vjo.(E; X). Claramente V(E, X) C Viee(E, X).

70
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Presentaremos un ejemplo de una funcién de variacién acotada localmente.
Ejemplo 3.1.1. La funcion u(t) definida:
0, si t=0
ult) = t sin (%) , st t#0.

u(t) es de variacion acotada localmente con u € Vio.(u; (0,1]). Representaremos dicha

funcion en la siguiente figura:

W‘U/\ >

1
Figura 3.1: tsin (;)

Definicién 3.1.2. (Funcidén Lipschitziana)

Una funcién u es Lipschitziana en E si existe un nimero C € R tal que
d(u(t),u(s)) < Clt — s,

para todo t,s € E.
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A continuacién daremos ejemplos de funciones Lipschitzianas:

Ejemplo 3.1.2. Consideremos u(t) =t en el intervalo [a,b] entonces
|u(ty) — u(tz)| = [t — taf,

esto implica que u es Lipschitziana.

Figura 3.2: u(t) =t

2 en el intervalo [a,b] es Lipschitziana.

Ejemplo 3.1.3. Veamos que la funcién u(t) =t
[u(ty) = ultz)| = |t = t3] = [t1 — o]ty + ta] < Mty — o]

con M = 2méx(|al,|b|).
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Figura 3.3: u(t) = t*

Definicién 3.1.3. (Constante de Lipschitz)

El nimero minimo que satisface la desigualdad d(u(t),u(s)) < C|t — s| es llamada

la constante de Lipschitz de u y se denota por Lip(u).

Definicién 3.1.4. (Funcion naturalizada)

Una funcion u : E — X es naturalizada si V(u, E®) = b — a para todo a,b €

E a<b.
La funcion naturalizada v : E — X es de variacion acotada localmente y es

Lipschitz con Lip(u) < 1, entonces en virtud de la propiedad de minimalidad, tenemos
du(t),u(s)) <V(u,E})=s—t, t,sel, t<s.

Los siguientes ejemplo son una muestra de la definicién anterior.
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2

Ejemplo 3.1.4. Sea u(t) = b ©on t € [a,b] como u es convera se tiene que
a

V(u; [a, b)) = u(b) — u(a) es decir:

12 b2 a®
V<b+a’[a’b]> " b+a b+a
b? —a?
b+ a
(b—a)(b+a)

b+ a
= b—a.

Entonces u(t) es una funcidn naturalizada.

Ejemplo 3.1.5. Sea u(t) = gsin(t), con t € [0, 7] entonces la variacion de u viene

dada por:

Vv (g sin(t); [0,71’]) < v(Z sin(t); [0, E]) +V (g sin(t); [g, 7T]>

Asiu(t) es una funcion naturalizada.

3.2 Teorema de Representacion de Chistyakov

W. Serpinski (ver [20]) demuestra que u es una funcién regular en R si y solo si
es la composién de dos funciones g y ¢, con g continua en R y ¢ mondtona, es decir,
u(t) =(gop)(t) tekR.

En el afio 1998 (117 anos despues de lo hecho por Jordan) V.V. Chistyakov obtiene

un Teorema de Representatividad por medio de funciones Lipschitzianas y funciones
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monotonas, mas precisamente V. V. Chistyakov demuestra lo siguiente: que una funcién
u:FE CR — X con X un espacio métrico tiene variacién acotada si y solo si existen

funciones como las definidas por Serpinski.

La demostracion del Teorema de Representacién de Chistyakov (ver [10]) la va-
mos a presentar en los dos lemas que enunciaremos y demostraremos. El primer lema
demuestra la suficiencia y contiene un gran ntimero de ejemplos de funcion de variacién

acotada (localmente).

El segundo lema demuestra la otra implicacion, es decir, la necesidad del Teorema
de Representacién de Chistyakov y contiene la descomposicién candnica de una funcion

de variacién acotada (localmente).

Teorema 3.2.1. Una funcionu : E — X es de variacion acotada localmente si y solo st
existe una funcion ¢ : E — R no decreciente y una funcion naturalizada g : o(E) — X

(donde g es Lipschitz con Lip(g) < 1) tal que u =goy en E.

Lema 3.2.1. Si ¢ : E — R es mondtona g : ¢(E) — X es Lipschitz y ademds u =
g o, entonces u € Vi,o(E; X). Adicionalmente, si ¢ es acotada, entonces u € V(E; X).

Demostracién.

Supongamos que ¢ es no decreciente. Entonces

p(EN[a,b]) = o(E) N [p(a);p®)] abe E,a<b. (3.1)
Por la propiedad de cambio de variable y la monotonia de ¢ tenemos:

V(us EY) = V(gow BY) = V(g o(EL) = V(g p(B)2D).
Si T = {t;}™, es una particion del conjunto (3.1) entonces

V(g:T) < Lip(g) Y _(t; — ti1) < Lip(g) - (¢(b) — ¢(a))

=1
asi que,

V(u: Ey) < Lip(g) - (¢(b) — ¢(a)) < oo
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Por la propiedad de Regularidad y monotonia de ¢ obtenemos:

V(u; E) < Lip(g) - (sup p(t) - tfggso(t)) = Lip(g) w(p, B).

teb
Por consiguiente, si ¢ es acotada (w(p, E) < 00) entonces u € V(E; X).

Ahora supongamos que @ es no creciente. Por lo tanto:

e(ENla,b]) = p(E) N [p(b) — ¢(a)] a,be Ea<b (3.2)
debido a la propiedad cambio de variable se tiene:
V(B =V (gou BD) =V (50 (BD) =V (g0 (B)3))
Consideremos T = {t;}I"y la particion del conjunto (3.2) entonces

VGT) < Lin() Y th— tia) < Li(9) (9(a) — 9(8) < .

i=1

Asi mismo, por la propiedad de regularidad y la monotonia de ¢ obtenemos:

Vi B) < Lipla) - (sup ) = faf (1)) = Lin(s) - (,).

tek

Ademds st ¢ es acotada, es decir, w(p, E) < oo tenemos u € V(E; X).

Observacion 3.2.1.  (a) Si la funcion u del lema 6 es naturalizada, tenemos
V (u,EY) = |p(b) —p(a)], abeE a<b
Y
Viw, B) =w(p E).
En particular, si u: E — R es mondtona entonces los conjuntos:
X =Ry =wuwyg(s) =s cons € u(lF) en el lema anterior, obtenemos que

u € Vloc(E, R)
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(b) STu:E — X es Lipschitz y E es acotada. Entonces u € Vioo(E, X) y también

V(u; EY)

IA

Lip(u) - (b—a) a,b€ E,a<b.

V(u; E) < Lip(u)- (sup E — inf E).

El siguiente lema contiene la otra implicacién (necesidad) asi como también, la

descomposicién candnica de una funcién de variacién acotada (localmente).

Lema 3.2.2. Seau € V,,.(E, X). Entonces existe una funcién no decreciente p : E — R

y una funcion naturalizada g : By = p(E) — X tal que
(a) u=gop en E.
(b) g(E1) = u(F) en X.
(c) V(g E1) =V (u; E) en [0,00).

S7 ademds, u € V(E,X) entonces, la funcion ¢ es acotada y los valores en (c)

son finitos.
Demostracion.
Fijemos un punto a € E, y un conjunto
V(u; EY), si teE]S,
p(t) = ,
—V(u; EY), si teE;.

Definamos la funcion ¢ : E — R no decreciente, por la propiedad de monotonia,

y pla) =0.
Si, 7 € Ey, denotaremos por o (1) = {t € E : o(t) = 7} a la inversa de la

imagen de un punto del conjunto {1} para la funcion .
Definimos la funcion g : E1 — X como:

Si, T € Ey por el conjunto

g(1) =u(t) para cualquier punto t € 9071(7), (3.3)
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es decir, u(t) es el mismo elemento de X para todo t € o~ 1(7) entonces, en virtud de la

manimalidad y la aditividad tenemos
d(u(s),u(t)) <V (u, E}) = ¢(s) —p(t), teE,sekE; (3.4)

en efecto, si t,s € o '(1),t < s, entonces ¢(t) = T = p(s), asi que (3.1) implica
u(t) = u(s).

Ahora, la representacion de u en (a) es u = g o @ considerando (3.3) se tiene lo
siguiente:

Sit € E, entonces T =p(t) € By y t € p (1), porlo tanto (3.4) implica que
u(t) = g(r) = g(p(t)) = (g0 ) ().

Para la parte (b) demostremos que g es naturalizada.

Como p(E N [a,b]) = p(E)N[p(a),p(d)] a,be E a<b. Tenemos
EyN[0,7]=p(ENlat]), 0<1€E, tce (),
aplicando la propiedad cambio de variable se tiene
V(g; (E1)o) = V(g p(Eq)) = V(gop; Ey) = V(f1 Ey) = o(t) = .
De la misma manera
V(g (B)2) = V(g (E)}) =~ si 0=>7¢€ B

Entonces, si o, 3 € E1,0 < ¢ < 3, por la propiedad de aditividad tenemos:

V(g (B)D) = V(g (B1)]) — V(g (Br)§) = B8 — a.



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el Capitulo 1 del presente Trabajo Especial de Grado, hemos expuesto de manera
explicita la nocién de Variacion Acotada en el sentido de Jordan dando la definicion,
algunos ejemplos, propiedades tanto para un intervalo cerrado [a,b] como para un sub-
conjunto arbitrario £ C R no vacio a valores reales. Este Capitulo se culmina con el
estudio de la clase de funciones BV [a, b], demostrando que la misma posee una estruc-
tura de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y de algebra de Banach.
Ademas se expuso de manera explicita el famoso Teorema de Representacion de Jordan
el cual afirma que una funcién u es de Variacion Acotada si y sélo si dicha funcién se
escribe como diferencia de funciones mondtonas.

En el Capitulo 2 se trabajé con una genealizacion de la Variacién Acotada clasica la
cual es conocida como @-Variacién Acotada en el sentido de Wiener donde ¢ pertenece a la
clase de p-funciones y se considera una funcién u : [a, b] — R. Enunciando y demostrando
propiedades de estas funciones, cabe destacar que dichas propiedades se plantearon para
un intervalo cerrado [a, b] a valores en espacio métrico. Esta clase de funciones BV, [a, b]
también puede dotarse de espacio vectorial, espacio normado, espacio de Banach y de
algebra de Banach.

En el Capitulo 3 demostramos el Teorema de Representacion de Chistyakov presen-

tando de manera explicita el desarrollo de dicha demostracion.
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Finalmente el trabajo con estos espacios de funciones de Variaciéon Acotada brinda
la oportunidad de introducirse en una linea de investigacion con gran campo, ya que es
conocido que existen otros tipos de generalizaciones de estos espacios de funciones con
Variacion Acotada, como lo son la Variacién en el sentido de Waterman, Variacién en el
sentido de Schrammm, Variacién en el sentido de Riesz, entre otras.

Ademés recientemente (ver [2], [3],[4],[5],[6]) la escuela Polaca, considera la resolucién
de ecuaciones intregrales del tipo de Voltera-Hammerstein en este tipo de espacio de
variacion acotada y en el seminario de ecuaciones diferenciales de la escuela de matematica
en colaboracion con el Dr Hugo Leiva de la universidad de los Andes se esta estudiando

la aplicabilidad de estos resultados en la teoria de control (ver [16]).
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